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EINLEITUNG 

o glucklich, wer noch hoffen kann, 

aus diesem Meer des Irrturns aufzutauchen! 

Was man nicht weiB, das eben brauchte man, 

und was man weiB , kann man nicht brauchen. 

[Goe], V. 1064 ff. 

Mit dem Schlagwort "Geographie der Chernzahlen" umschreibt man 

das Problem, samtliche (a,b) € ~ x ~ zu bestimmen, die als 

Chernzahlen a = c~(Y) (Selbstschnittzahl eines kanonischen 

Divisors) und b = c 2{Y) (topologische Eulercharakteristik) 

einer minimalen nichtsingularen kompakten komplexen Flache Y 

vom allgemeinen Typ auftreten (s. [BPV] , VII. 9). 1m Bereich 

posi tiver Signatur; also c~ (Y) > 2 c 2 (Y), hat man noch kein 

genaues Bild gewinnen konnen. Einschrankungen liefern neben 

c~(Y) > 0 die klassische Bedingung C~(Y) + c 2 (Y) = 0 (mod 12) 

(Formel von Max Noether) und die Miyaoka-Yau-Ungleichung 

c~ (Y) S 3 c 2 (Y) (1977). Diese Ungleichung ist scharf, und 

Gleichheit gilt genau dann, wenn die universelle Uberlagerung 

von Y der Ball m2 c €2 ist (Kriterium von Yau (1977), s. 

1.1). Beispiele fur solche Flachen, die nicht a priori als 

Ballquotienten auftreten, gibt es von Mumford (MU 2], Inoue 

[In], Livne [Liv] und Hirzebruch [Hi 3 ], [Hi 4 ]. Aufbauend auf 

Hirzebruchs Arbeiten untersuchen wir hier minimale Desingulari

sierungen Y verzweigter Uberlagerungen der projektiven Ebene 

und geben Bedingungen fUr das Verzweigungsverhalten an, die 

die Gleichheit c;<y) = 3c2 (Y) garantieren. Insbesondere 
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werden so weitere Beispiele von Ballquotienten konstruiert. 

Dazu betrachten wir eine Konfiguration K von k Geraden 

2 in der komplexen projektiven Ebene lP =: S .. Durch 

Aufblasen aller Punkte von S, durch die mehr als zwei der 

Geraden laufen (sogenannte "singuUire Schni ttpunkte") I erhal-

ten wir eine Fl~che S' mit einer Konfiguration K', die aus 

den strikten Urbildern L! der L. und den exzeptionellen 
1. 1. 

Kurven E1, .. ,E1 besteht. 

Wir untersuchen entlang K' verzweigte Galois-Uberlagerungen 

y ~ S', wobei wir annehmen, daB Y eine nichtsingulare Flache 

ist. Ohne zunachst auf das schwierige Problem de.r Existenz 

einer solchen Uberlageung einzugehen, wollen wir die Eigen-

schaften von Y studieren. Die ehernzahlen von Y hangen 

vom Schnittverhalten der Konfiguration, den Verzweigungs-

ordnungen n. 
1. 

entlang der L! 
1. 

und m 
v 

entlang der E' 
v 

wie dem Uberlagerungsgrad N abo Dabei tritt N nur als 

n. und m 

so-

Faktor auf, so daB wir allein an der durch die 
1. v 

gewichteten Konfiguration ablesen konnen, ob die "Proportiona-

litatsabweichung" 

Prop Y = 3 c 2 (y) - c; (Y) 

verschwindet (2.5). 

FUr nichtsingulare kompakte Rurven C auf Y ist eine "rela-

tive Proportionalitatsabweichung" 

Prop e 2 c2 - e (e) 

definiert. Falls Y ei~ Ballquotient ist, rouB Prop e nach 

dem "relativen Proportionalitltssatz" in 1.2 fUr die Urbilder 
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L. und E der L! bzw. E' verschwinden, und die Berech-
1 v 1 v 

nung dieser Werte ergibt zusammen mit dern oben genannten Kri-

teriurn von Yau: 

ProportionaZit~t88atz (2.6.4). Wenn in der oben beschriebenen 

Situation Y eine Flache v~rn allgerneinen Typ ist, sind die 

folgenden Aussagen aquivalent: 

(a) y ist ein Ballquotient 

(b) Prop Y = 0 

(c) = Prop E = 0 v fur aIle i und v. 

Tatsachlich gilt der Satz in etwas groBerer Allgemeinheit. 

In der kUrzlich in englischer tlbersetzung erschienenen Arbeit 

[Shva] von O. V. Shvartsrnan ist im wesentlichen das selbe Kri-

teriurn angekUndigt. M. Yoshida hat rnir mitgeteilt, daB er den 

relativen Proportionalitatssatz (a) _ (c) durch Betrachtung 

der auf dern Ball operierenden Gruppe beweisen kann. Wir geben 

dafUr in 1.2 einen differentialgeometrischen Beweis von K. 

Enoki (unveroffentlicht) wieder, der sogar Prop C ;;:: 0 fUr 

aIle nichtsingularen kompakten Kurven C auf Ballquotienten 

liefert. 

Benutzt man statt der Gewichte n. 
1 

und die rationalen 

Zahlen x. = 1 - 1/n. 
1 1 

und Y = - 1 - 11m , so erhal t man v v 

Prop YIN als quadratische Form ProPK in den Variablen 

(x,y) = (x1".,xk'~1""Yt)' Die Form proPK selbst Mingt 

nur von dem Schnittverhalten der ungewichteten Konfiguration 

K ab (3.1, 3.2, 4.2.4). Die relativen Proportionalitats-
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abweichungen der L. 
~ 

und E v 
werden (bis auf den Fak tor N/n. 

~ 

bzw. N/mv) Linearformen Gi bzw. P in den Variablen, und 
v 

es ist 2 proPK (x, y) 

natUrlich (c) - (b) 

= r xi Gi (x,y) + 

folgt). 

Iy P (x,y) 
\) \) 

(woraus 

Das Aufblasen der singularen Schnittpunkte von Kist im all

gemeinen notwendig, damit Uberhaupt eine nichtsingulare Uber-

lagerungsflache existieren kann. Eine Ausnahme bilden ledig

lich Tripelpunkte L1 n L2 n L3 mit Verzweigungsordnungen n 1 , 

n 2 ,n3 , deren Reziprokwerte zusammen mehr als 1 ergeben. Hier 

konnen durchaus regulare Punkte Uber dem Tripelpunkt liegen. 

Die,oben betrachtete Flache Y ist dann die Aufblasung einer 

nichtsingularen Uberlagerungsflache Y* des entsprechend we

niger stark aufgeblasenen p2 in dies en Punkten (2.1, 3.3). 

Dieser Fall liegt genau dann vor, wenn P (x,y*) 
v 

mit y* = 
v 

- 1 + 1/m (entsprechend m* = -m ) verschwindet. Die zugehori-
v. v v 

gen Schnittpunkte erhalten dann formal das negative Gewicht 

m* = -m , fur die Ubrigen sei m* = m v v v v 
Dann gilt weiterhin 

Prop y*/ N = proPK(x,y*), und die relativen Proportionalitats

abweichungen verhalten sich entsprechend. Unser Proportiona-

litatssatz bleibt also weiter gUltig. 

Wenn sich fUr einen Dreifach- oder Vierfachpunkt von K die 

Kehrwerte der zugehorigen n. 
~ 

genau zu 1 addieren, besteht 

die Kurve E 
v 

dazu aus disjunkten elliptischen Kurven. Die 

Uberlagerungsflache Y kann also kein Ballquotient sein, je-

doch besteht die Moglichkeit, daB Y die Kompaktifizierung 

eines offenen Ballquotienten durch die vereinigung D dieser 

Kurven ist. Formal erhalten die entsprechenden E' v das Ge-
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wicht m~ = CQ (y~ = -1), und wieder ist P \) (:x:, y*) genau dann 

gleich 0, wenn E 
v 

aus disjunkten elliptischen Kurven besteht. 

FUr diesen Fall gibt es "logarithmische" Versionen der Miyaoka-

Yau-Ungleichung, des Satzes von Yau und des relativen Propor-

tionalit~tssatzes: Wenn man statt der Garben von Oifferential-

formen auf der kompakten Fl~che die entspreehenden Garben von 

Oifferentialformen mit logar~thmischen Polen langs 0 betrach

tet, erhalt man die logarithmischen Chernzahlen und damit die 

logarithmischen Proportionalit~tsabweiehungen Prop(Y,O) fUr 

die Kompaktifizierung Y der offenen Flaehe Y - 0 und Prop C 

fUr eine kompakte niehtsinguUire Kurve C auf Y 1 aufgefaBt 

als Kompaktifizierung einer Kurve auf Y - D. Falls (Y,O) vorn 

logarithrnisch allgemeinen Typ ist (1.3.2), so gilt wieder 

Prop(Y,D) ~ 0 (Sakai, 1.3.7), und die Gleichheit gilt genau 

dann, wenn Y - D ein Ballquotient ist (R. Kobayashi, 1.3.8). 

Der relative Proportionalitatssatz laSt sieh ebenfalls verall

gemeinern (1.3.9). Prop(Y,D) ist das N-fache von proPK(x,y*), 

Entsprechendes gilt fUr die relativen Proportionalitatsabwei-

chungen, und aueh unser Proportionalitatssatz gilt weiterhin. 

(3.4,3.5) . 

FUr eine vorgegebene (ungewiehtete) Konfiguration kann man nun 

nach Gewichten (x,y*) suchen, fUr die alle Gi(x,y*} und 

Pv(x,y*) versehwinden. Uberlagerungen Y ~ Sf mit den oben 

beschriebenen Eigensehaften und dem durch die Gewiehte vor-

ge~chriebenen Verzweigungsverhalten bzw. die zugehorigen Fla

chen Y* oder y* - D sind dcu:m. K.andidaten fUr Ballquotienten. 

Als zus!tzliche Dedingung hat man nur noch, daB sie vorn 
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(logarithmisch) allgemeinen Typ sein mUssen, was man ebenfalls 

an K und den Gewichten ablesen kann (4.1). Gewichte, die 

diese Kriterien erflillen, heiBen hyperbolisch. 

Interessant ist der Fall konstanter Gewichte, d.h. n. =n ~2 
~ 

fUr aIle i. Wenn n und die Vielfachhei ten der singuUiren 

Schnittpunkte klein sind, kann man die m* v 
so wahlen, daB die 

P verschwinden (4.3). Die Proportionalitatsbedingung 
\I 

Gi (x,y*) = 0 geht dann tiber in 

Anzahl aller Schnittpunkte auf 

3 T. = k + 3, wobe iT. di e 
~ ~ 

L. 
~ 

ist. Konfigurationen, die 

diese Gleichung fUr aIle i erfUllen, nennen wir homogen. 

Die bekannten homogenen Konfiaurationen sind gerade diejenigen, 

die durch irreduzible Spiegelungsgruppen auf dem ~3 defi

niert werden: Die Fixpunkte der Spiegelungen in einer solchen 

Gruppe bilden eine Ebenenkonfiguration im ~3 und damit eine 

Geradenkonfiguration auf der projektiven Ebene. Neben den Se-

rien Ceva(r) und Ceva(r,3) (5.2) erhalt man so fUnf exzep-

tionelle homogene Konfigurationen (5.3). Samtliche hyperboli-

schen Gewichte zu diesen Konfigurationen sind in Kapitel 5 auf-

gelistet. Die zwei Ubrigen Ceva-Serien bestehen aus nicht

homogenen Konfigurationen, auch hier findet man hyperbolische 

Gewichte. Die Beispiele in den Ceva-Serien lassen sich aller-

dings aIle auf das vollst!ndige Vierseit Ceva(2) 

rUckfUhren. 

(5.1) zu-

In Kapitel 6 gehen wir auf die Uniformisierbarkeit gewichteter 

Geradenkonfigurationen e~n,.~tersuchen also die Frage, wann 

eine verzweigte Uberlagerung, wie wir sie hisher hetrachtet 
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haben, Uberhaupt existiert. Es bieten sich drei Methoden an, 

die wir aIle fUr die Existenznachweise benutzen: 

• Algebraisch kann man eine Uberlagerung dUrch eine geeignete 

Erweiterung des Funktionenkorpers von w2 definieren. Dieses 

Verfahren hat auch Hirzebruch in seinen Arbeiten benutzt (6.1). 

• Die analytische Methode besteht darin, eine Differential

gleichung anzugeben, die auf dem Komplement von K regular 

ist und deren Monodromie die gewUnschte Uberlagerung induziert. 

Musterbeispiel ist die Hypergeometrische Differentialgleichung 

in zwei Variablen, die Uniformisierungen zu den hyperbolischen 

Gewichten fUr das vollstandige Vierseit liefert {6.2}. 

• Topologisch definiert man Uberlagerungen durch Quotienten 

der Fundamentalgruppe H des Komplements von K im F2 (6.3, 

6.4). Wenn man nur nach abelschen Uberlagerungen sucht, kann 

man die Frage nach der Uniformisierbarkeit eindeutig beant

worten (6.5), im allgemeinen Fall gibt es ein hinreichendes 

Kriterium von M. Kato (6.4.7). Fur diejenigen hyperbolischen 

Beispiele, die diese Bedingungen nicht erflillen, geben wir in 

6.6 einen passenden Quotienten von Han. 

Auf die Ergebnisse von Kapitel 6 wird gelegentlich schon in 

den vorhergehenden Kapiteln verwiesen. 

An dieser Stelle mochte ich all jenen danken, die mir geholfen 

haben, ein StUck voranzukommen. Was diese Arbeit betrifft, 

sind dies neben vielen anderen Mathematikern und Nicht-Mathe-
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matike~n am Max-Planck-Institut fUr Mathematik in Bonn vor al

lem Prof. Dr. Friedrich Hirzebruch, dar mich auf die Problem

stellung aufmerksam rnachte, das Entstehen der Arbeit mit gro

Bem Interesse verfolgte und mir viele nutzliche Hinweise gab, 

und Prof. Dr. Masaaki Yoshida, mit dem ich anregende Diskus

sionen hatte. Prof. Dr. Eckart Viehweg danke ich fur seine 

Hilfe bei der endgultigen Fertigstellung der Arbeit. 
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BEZEICHNUNGEN UNV KONVENTI0NEN 

Eine Flache ist immer eine nichtsingulare zweidimensionale 

quasiprojektive Varietat tiber den komplexen Zahlen. Diese 

Konvention dient nur der Bequemlichkeit, aIle Satze bleiben 

auch fur zweidimensionale komplexe Mannigfaltigkeiten gtiltig, 

wenn man statt mit Divisoren mit den zugehorigen invertierba-

ren Garben rechnet. Wo dies nicht offensichtlich ist, wird im 

Text besonders dar auf hingewiesen. Insbesondere ist zu beach-

ten, daB aIle kompakten zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten 

vom allgemeinen Typ und aIle (endlichblattrigen) verzweigten 

Uberlagerungen projektiver Flachen projektiv sind. 

Kurven auf Flachen durfen Singularitaten haben. Fur nicht-

singulare vollstandige Kurven C auf einer Flache S wird 

laufend die Adjunktionsformel 2 
KS C + C = - e (C) 

( = 2 9 (C) - 2) benutzt, wobei stets KS einen kanonischen 

Divisor auf S, e ( • ) die Eulercharakteristik einer 

Mannigfaltigkeit, g(.) das Geschlecht einer Kurve und 

C·D = CD die Schnittzahl zweier Divisoren bezeichnet. 

c. (.) ist die i-te Chernklasse einer komplexen Mannigfal
~ 

tigkeit. Produkte von Chernklassen in der hochsten Kohomolo-

giedimension werden als zahlen aufgefaBt. 



KAPITEL 1 

PROPORTI0NALITXTSSXTZE fuR BALLQUOTIENTEN 

In diesem Kapitel werden die in der Arbeit benotigten Satze 

Uber Chernzahlen kompakter Flachen und Invarianten von Kurven 

auf Ballquotienten bereitgestellt. Die logarithmischen Versi-

onen fUr offene Flachen finden sich in Abschnitt 1.3. 

1.1. CHERNZAHLEN UNV 8ALLQUOTIENTEN 

1.1.1. 

dimensionale komplexe Ball. Die Automorphismengruppe von m2 

als komplexe Mannigfaltigkeit ist PU(2,1), und all diese 

Automorphismen sind Isometrien bezUglich der komplex-hyperbo

lischen Metrik auf m2• 

1.1.2. Definition. r sei eine disk rete Gruppe von frei 

operierenden Automorphismen des Balles m2. Dann wird der 

Quotient r\E2 als (nichtsingularer) Ballquotient oder als 

kornplex-hYEerbolische Flache bezeichnet. 

1.1.3. Diese Ballquotienten sind tatsachlich (nach der Kon-

vention nichtsingulare) Flachen. Kornpakte Ballquotienten sind 

algebraische Fl!chen vorn allgemeinen Typ und erfUllen nach dem 
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Proportionalit!tssatz von Hirzebruch die Gleichung 

c~(X) = 3c2 (X} > 0 

(s. [Hi1 ], S3). Umgekehrt folgt aus der Miyaoka - Yau -

Ungleichung ([BPvl VII.4), den Arbeiten von Aubin und Yau tiber 

die Existenz von Einstein-K3hler-Metriken mit konstanter holo-

rnorpher SchnittkrUmmung und Miyaokas Resultat tiber ttampleness" 

des KontangentialbUndels (s. [BPvl, VII.9 und 1.15): 

1.1.4. Theopem. FUr jade kampakte Flache S vom allgemeinen 

Typ gilt die Ungleichung 

2 o < c
1 

(S) . S 3c
2 

(S) . 

c~(S) ist genau dann gleich 3c2 (S), wenn S ein Ballguotient 

ist. c 

1.1.5. Definition. Die Proportionalit!tsabweichung einer 

kompakten Flache S ist 

Auch fur FUichen mit kleinerer Kodaira-Dimension gilt meist 

Prop S ~ O. Genauer gesagt: 

1.1.6. Sat;;;. Fur eine kompakte Flache S gilt: 

(a) Beirn Aufblasen eines Punktes vergro8ert sich Prop S urn 4. 

(b) Wenn S nieht gerade birational zu einer Regelflache vom 

(e) 

Geschlecht 9 > 1 ist, ist PropS ~ O. 

Wenn gilt, ist S entweder biholo-

morph zum ]p2 oder vom allgemeinen Typ (und damit ein 

Ballquotient). 
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Beweis. (a) ist evident. FUr ein minimales Modell X von S, 

das man durch r-maliges Niederblasen exzeptioneller Kurven er-

halt, gilt also Prop X = Prop S - 4r. Nach der Kodaira

Enriques-Klassifikation (z.B. [BPV), p. 188) gilt Prop X ~ 0 

fUr die Kodaira-Dimensionen K(X) = 0,1; fur K(X) = 2 haben 

wir die Miyaoka-Yau-Ungleichung. 1m Fall K(X} = -m kann X 

der p2, eine Hirzebruch-Flache Ln (n*1), eine Regelflache 

oder eine Flache der Klasse VII sein. AuBer im Fall einer Re-

gelflache vom Geschlecht 9 > 1 gilt dabei stets Prop X ~ 0, 

womit (b) bewiesen ist. 

Sei nun Prop S = O. FUr K(S) ~ 0 folgt dann X = S und 

damit auch (c), denn fUr K(S) = 0,1 gilt c~(X) = O. Genauso 

sind Flachen der Klasse VII ausgeschlossen. Wenn X rational 
22_ ist, bleibt nur X = S =P Uhrig, denn es ist c 1 (tn > - 8, 

C2 (En ) = 4. Falls X eine Regelflache vom Geschlecht g ~ 1 

ist, gilt Prop X = 4(1-g), so daB Seine (g-1)-fache Aufbla

sung von X ist. Dann ist aber c 2 (S) = c 2 (X)+Q-1 = 3(1-g} S O. 

1.2. KURVEN AUF BALLQUOTIENTEN 

1.2.1. Ein Ballquotient S erbt die komplex-hyperbolische Me-

trik des Balles, tragt also eine Einstein-Kahler-Metrik mit 

konstanter holomorpher SchnittkrUmmung. Eine nichtsingulare 

o 

Kurve C auf S ist genau dann total-geodatisch, wenn ihr Urbild 

im Ball m2 aus dem Schnitt von m2 mit Geraden im ~2 besteht. 

1.2.2. Wenn die Kurve C auf dem Ballquotienten S von einem 

nichttrivialen Automorphismus f punktweise festgehalten wird, 
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kann f zu einem Automorphismus l' von ]82 geliftet werden, 

der eine Komponente C des l1rbildes von C punktweise fest

h~i1t. Da Aut (]82) = PO(2,1) , ist, kann dies nur fUr eine 

Scheibe rv 1 
C Qo! lB ge 1 ten, so daB dann C total-geodltisch sein 

mUB. 

FUr diese Situation gibt es eine relative Version des Propor

tionalitatssatzes von Hirzebruch: Es 1st 2C2 = e(C) (siehe 

[Mo-Si], Lemma 4). Wir ben6tigen hier aine scharfere version 

dieses Resultats. FUr den folgenden Beweis bin ich I. Rnoki 

sehr dankbar. 

1.2.3. Satz. H' sei eine n'-dimensionale Kahler-Mannigfal-

tigkeit mit konstanter holomo!pher SchnittkrUmmung, M eine n

dimensionale Untermannigfal tigkei t. iii sel die induzierte Kah

ler-Form auf H, und r1 bzw. yi seien die ersten Chern-For

men zu den Riemannschen KrUmmungstensoren R auf M bzw. R' 

auf M'. Dann ist auf M die 2n-Form 

n-1 «n+1)r1 - (n'+1)Y1) A w 

nicht-negativ (d.h. das Produkt einer nirgends negativen Funk-

tion mit der Volumenform), und sie verschwindet genau dann, 

wenn M total-geodltisch ist. 

Beweis. p: (X,Y) -+ tr(R(-,X),Y} (X,y lokale Vektorfelder 

auf M) sei der Ricci-KrUmmungstensor von H. Wenn J die kom

plexe Struktur des reel len T~ngentialb6ndels TM bezeichnet, 

besteht zwischen p und Y1 (und natUrlich analog zwischen 

dem Ricci-Tensor pi von Nt und Y1) die Beziehung 

1 
(1) Y1 ex,Y) .. -Ii P (X,JY) 
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fUr aIle X,Y (z.B. [BGM], p. 117). Weiter haben wir die 

Zweite Fundarnentalforrn a, die X und Y die zu M norrnale 

Differenz der Riemannschen kovarianten Ab-

leitungen in M' und M zuordnet. Nach [Ko-No] II, p. 59 

ist M genau dann total-geodatisch, wenn a verschwindet. 

Lokal seien oi/ •• ,an die partiellen Ableitunqen nach den Re

alteilen komplexer Koordinaten urn p E M I so daB die vektor-

felder d1,Ja1, •. ,an/Jdn in. peine positiv orientierte Or

thonormalbasis von TpM bilden. Fur die Ricci-Tensoren gilt 

dann die 

(2) 

Beziehung 

n+1 
p (X,X) == n'+ 1 p'(X,X) - 2 Lg'( a(a.,X}, a(a.,X» 

~ ~ 

fUr Tangentialvektoren X in p I wobei 9 I die Riemannsche 

Metrik auf MI ist. Die Beziehung folgt aus der' GauB-Glei-

chung, und hier wird benotigt, daB M' konstante holomorphe 

SchnittkrUmmung hat ([Ko-No] II, p. 177 (Prop. 9.5) und p. 168 

(Remark». Es gilt also 

n-1 «(n+1)Y-i - (n ' +1) Yi) A I.Il ) (a 1 ,J;)1, .. ,:ln,Jdn ) 

= (2~)! L «n+i)Y1 - (n'+i)Y1) (dj,Ja j ) 

L in «n+1) p' (d jl il j ) - (n '+1) P (il j , aj )} == 1 
(2n) ! 

n' + 1 
== (2n) ! o I II g'{a(a.,3.), a(d.,a.)} 

~ J ~ J 

und da stets a(X;JY} == a(JX,Y) = Ja(X,Y} ist ([Ko-No] II, 

p. 175), kann der Ausdruck nur dann verschwinden, wenn a in 

p gleich 0 ist. 
o 
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1.2.4. (Relativ(I:rProE!,o:rtionalit(:J.tBBatz) 

C sei eine nichtsingul§re kompakte Kurveau~ einem Ballguotien

ten S. Dann gilt 

2C2 - e(C) ~ 0 

mit Gleichheit genau dann, wenn C total-geodatisch ist. 

Beweis. Nach 1.2.1 erfUllt S die Voraussetzungen von 1.2.3, 

und es folgt 

2 f y' 
C 1 

3 J 'Y1 ~ o. 
c 

Da C kompakt ist, ist das zweite Integral gleich e(C) und das 

erste Integral gleich -K C s 

KS auf dem Ballquotienten 

die Behauptung. 

fUr einen kanonischen Divisor 

S. Die Adjunktionsformel liefert 

1.2.5. Definition. c sei eine glatte kompakte Kurve auf 

o 

einer FIM.che S. Dann ist die relative ProportionalitM.tsabwei-

chung von C definiert als 

Prop C == 2C 2 - eCC) 

= 3C2 + KsC 

= -2K C - 3e(e). s 

(Die Gieichungen folgen aus der Adjunktionsformel.) 

1.3. WICHT-KOMPAKTE BALL~UOTIENTfN 

1.3.1. FUr nicht-kompakte Fl&chen mit einer vorgegebenen Kom-

paktifizierung S durch einen Divisor 0 mit normalen Kreu-

zungen erhlilt man zu 1 .. 1 und 1 .• 2 a.naloge Resultate, wenn m~m 

fUr aIle durch Garben von Differantialformen definierten 
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Objekte die Garbe Qsq durch die entsprechende Garbe Qsq<D> 

von Differentialformen mit logarithmischen Polen langs D er-

setzt (s. z.B. [Ii 2 ], Chap. 11 und [Sa1). 

1.3.2. Definition. D sei ein reduzierter Divisor mit nor-

malen Kreuzungen auf der n-dimensionalen kompakten komplexen 

Mannigfaltigkei t s. 

(a) Die logarithmischen Chernklassen von (S,D) sind 

C.{S,D) 
:l. 

(b) Die logarithrnische Kodaira-Dimension von (S,D) ist die 

Kodaira-Dimension 

"K(S,D) 

bezUglich der invertierbaren Garbe Qsq<D>. Ein zugehoriger Di

visor auf S heiSt logarithrnischer kanonischer Divisor, er 

wird mit 

K(S/D) 

bezeichnet. (S,D) heiSt vorn logarithmisch all<;J:emeinen Typ, 

wenn K(S,D} gleich der Dime~sion n ist. 

1.3.3. Ppoposition. 

folgenden Aussagen: 

In der Situation von 1.3.2. gelten die 

(a) n -(-1) C
1

(S,D} = = 
(b) cn ist die Eulercharakteristik der offenen Varietat 

S - D I insbesondere gilt fUr n = 2 

C2 (S,D) = e(S) - e(D} 

= e{S) - e(D) + 0 

= e(S) + 2 g(D) - 2 + 0 , 

wobei 0 die Normalisierung und 0 die Anzahl der 

Singularit~ten von D ist. 
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(c) FUr die Rod.ira-Dimensionen gilt, , 

iC(S,D) ~ I(S) • 

Cd) Falls S eine Fl§che 1st und K(S,D) = 2 gilt, so ist 

S algebraisch. 

Beweis. 

(e) und (d) sind die Propositionen 11.4(ii} und 10.1 in [Ii21. 

(b): siebe [Ii1 ], Proposition 2. FUr n::: 1 folgt (b) sofort 

aus (a)i ffir den Flachenfall kann man (b) wie folgt zeigen: 

i: D ~ S und j: D ~ S seien die natfirlichen Abbildungen. In 

dieser Situation haben wir die exakten Sequenzen 

(0) 0 ... °5(-D) ... as ~ i.OD 
... 0 

(00) 0 ... i.OD 
... j·Oo ~ s ... 0 

(000) 0 ... 0 1 
s 

... 0s1 <D> ... j.0j) "'+ 0 . 
(0) ist die struktursequenz von D, (00) ist die Normalisie-

rungssequenz, wobei Seine Wolkenkratzergarbe mit Halm ~ 

Uber den Singularit!ten von D ist (5. [spvl, 1I.1). Die 

hintere Abbildung in (OOO) ist z.B. in einem Schnittpunkt 

{x = oJ n {y = oJ von D bezUglich lokaler Koordinaten (x,y) 

durch fto ntD ) gegeben, wobei Dx und x '!1 Y 

D die durch x = 0 bzw. Y = 0 bestiromten Romponenten in der y 

Normalisierung bezeichnen. Die Chernpolynome (tiber dem Chow-

ring von S) verhalten sich multiplikativ. DaB das Chernpoly

nom von S gleich 1 - Sing rI ist, ist z.B. eine einfache Fol-

gerung aus Grothendieck-Riemann-Roch (z.B. [Har], App. A). 

Insgesamt erhalten wir fUr die Komponente in Rodimension 0 

c 2 + 2g(D) - 2 - 6 

- c 2 + 2g(D) - 2 + 6 

Die letzte Gleichung folgt au. (00), s. [BPV], 11.11. 0 
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l.3.4. Definition. D sei ein Divisor mit normalen Kreu-

zunqen auf einer kompakten FHiche S. Eine logarithmisch 

exzeptionelle Kurve ist dann eine nichtsingulare rationale 

(-1) -Kurve E auf S mit ED:S; 1. Falls keine solchen Kurven 

existieren, heiBt (S,D) logarithmisch minimal. 

1.3.5. Proposition. Sei wieder S eine komEakte Flache 

und D ein reduzierter Divisor mit normalen Kreuzungen auf 

s. Zusatzlich sei D semi-stabil, d.h. es gebe keine nicht-

singulare rationale Komponente von D, die die tibrigen Kom

ponenten in weniger als zwei Punkten trifft. Dann gilt: 

(al Wenn c~ (S,D) echt positiv ist und ftir ein r> 0 das 

Linearsystem !roK(S,D) I nicht-leer ist, dann ist (S,D) vorn 

logarithrnisch allqemeinen Typ. 

(b) Wenn (S,D) logarithrnisch minimal ist, gilt auch die 

Umkehrung von (a). 

Beweis. Die Voraussetzungen von (a) bleiben beim Nieder-

blasen logarithmisch exzeptioneller Kurven erfUllt, und auch 

K andert sich nicht ([Sa], Abschnitt 0). Daher kann (S,D) 

als logarithmisch minimal angenommen werden, und (a) und {b} 

folgen aus Sakais Kodaira-Klassifikation im logarithmischen 

Fall ([Sa], (4.5». Die Voraussetzung tiber das Linearsystem 

ist dabei eine der vielen Moglichkeiten, 'K(S,D) = -IX) aus-

zuschlieBen. Sakai setzt allerdings voraus, daB S algebra-

isch ist. FUr (b) gilt das nach 1.3.3 (d), und fUr (a) wird 

Hirzebruch-Riemann-Roch benutzt, urn das Wachsturn der Pluri-

geschlechter abzuschatzen ([Sa], (1.22). DaB S algebraisch 

ist, ergibt sich dann daraus. o 
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1.3.S. Definition. D sel ein reduzierter Divisor mit nor-

malen I<reuzungen auf der kompakten Plli.che 5. Oann ist die 

loqarithmische Proportionalitlltsabw;eichung von (S,O) defi-

niert als 

Prop(S,D} := - ' -2 3C2 (5,0) - C1 (S,D) 

3 (e (5) - e (D» - (K
s 

+ D) 2 • 

Fur eine nichtsinguUire Kurve C auf S I die D transversal 

schneidet, ist 

= 

= 

- 2 I< • C + D·C - 3 e (C) s 
2 -

3 C + I<(S,01" C 

die logarithmische relative Proportionalitatsabweichung. 

(Die Gleichungen folgen aus 1.3.3 '(a),(b) und dar Adjunktions

formel. ) 

1.3.7. Prop(S,D) ~ 0 fUr semi-stabile {S,D} vom logarith-

misch allgemeinen Typ wurde von F. Sakai gezeigt ([Sa], (7.6», 

eine Verallgemeinerung stammt von Miyaoka [Mi]. Oa8 

Prop(S,D) fUr geeignete Kompaktifizierungen von Ballquotien

ten verschwindet, wurde von Hammond [Ham] und (im arithmeti-

schen Fall) von Mumford [MU1 ] bewiesen. Eine Verallgemeine

rung von Yaus Satz (1.1.4) staromt von Ryoichi Kobayashi 

(s. 1.3.8 unten). Holzapfel hat Prop C = 0 fUr Quotienten 

gewisser Scheiben im Ball auf arithmetischen Ballquotienten 

gezeigt ([HoI), 3.4). Auch hier kann man ein vollstandiges 

Analogon zum relativen Proportionalitli.tssatz 1.2.4 zeigen (s. 

1.3.9 unten). Wir beschrli.nken uns fUr den Rest des Abschnittes 

auf den Stan~ardfall disjunkter qlatter eliiptischer Kompak

tifizierunqskurven (vgl. [He]). 
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1.3.8. Theol'em. (R. Kobayashi) o sei ein aus disjunk-

ten nichtsingularen ellietischen Kurven bestehender Divisor 

auf der kompakten Flache S. Wenn dann (S (0) vorn logarith

misch allgemeinen Typ ist, gilt 

Prop(S,D) ~ 0 

mit Gleichheit genau dann, wenn S - D ein Ballquotient ist. 

Beweis. Oa Prop(S,D) beim Aufblasen eines Punktes zunimmt, 

kennen wir annehmen, daB (S,D) logarithmisch minimal ist. Die 

Voraussetzungen ftir Kobayashis Satz (Theorem 2 in (K0 2 ]) 

- 2 sind dann erftillt: K(S,D) >~ nach 1.3.5, und die numerische 

Effektivitat von K(S,D) ergibt sich wie im klassischen Fall, 

s. [Sa], (1.20). Die Voraussetzung tiber die Komponenten e 

von D mit K(S,D}- e> 0 ist leer, da (KS + O)e ;;:: Ks·e + ce = 0 

ist. o 

1.3.9. Satz. Die Flache S sei eine Kompaktifizierung des 

Ballquotienten So durch disjunkte nichtsingulnre ellietische 

Kurven, 0 = S - So. e sei eine nichtsinguUire kompakte Kur-

ve auf S I die 0 transversal schneidet. Dann 'iiI t 

Prop e ~ 0 

mit Gleichheit genau dann, wenn Co = en So beztiglich der 

Ballmetrik auf So total-geodatisch ist. 

Beweis. Wir Ubernehmen die Bezeichnungen aus 1.2.3, M' ent-

spricht dabei So und M Co. Offenbar genUgt es zu zeigen: 

(i) f Y I = 
CO 1 

(ii) = c
1 

( C I C f'I D ) 

Die Kahlerform ~ der Ballmetrik auf So erhalt Kobayashi in 

~ = w + iaau fUr eine lC"icht zu kon-
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trollierende KAhlerform w auf So und aine mit vielen Ab-

leitungen beschr3nkte differenzierbare Funktion u auf S°. 

(i) zeigt man nun analog zum Beweis von Proposition 1 in 

[K0
1

] 

gilt 

Da die Ballmetrik eine Einstein-Kihler-Metrik ist, 

2'11' Y I 
1 = I.Il , und nach Wahl von u verschwindet das 

Integral von iaiu fiber Co. I.Il laSt sleh aber dureh einen 

fUr das Integral unerheblichen Summanden zur ersten Chernform 

des LinienbUndels zu K(S,D) auf ganz S deformieren, deren 

Integral Uber Co dann KCS,O}"C ergibt ([Ko1 1, Beweis zu 

Prop. 1 (1». 

Zu (ii): h und h seien die durch w bzw. auf co 

induzierten Hermiteschen Metriken. Bezfigl1ch einer lokalen 

Koordinate z sind dadurch Funktionen h z == h<oz,a z > und 

R<dZ'OZ) definiert, wobei dann gerade 
. i . 
; = '2 hz dz A dz ist ([We J, p. 157). 

... 02U 
h z + 2 3zaY • 

1 -
I.Il = '2hzdzAdz 

Daher ist 

Nach Konstruktion von I.Il ist h gut im Sinne von [MU,], S 1 , 

das Wachs tum dar Krtimmung h-1 3h wird 1m Beweis von IKo2 ], z z 
Lemma 9 abgeschatzt. u ist so gewahlt, daB die Metriken h 

und 11 aquivalent sind, also 

-1 Ii ch e h < " 
fUr ein c > O. Daher ist auch ii eine gute Metrix: Zu zei-

gen ist, daB die 1-Form Poineare-Wachstum hat 

( [MU1 1., S 1 ). Diese Form wachst wie 

-1 ah == h-1 ah + 2h-1.a(02u ) 
h z z z z z ~ 

wobei der erste Summand Poincare-Wachstum hat und der %Weite 

beschrankt ist, da h z nahe enD beliebig gro8 wird. Die 

Behauptung folgt jetzt nach [Mu1 1, 1.4. a 
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1.3.10. Konvention. Formal wollen wir auch D = ~ zulas

sen und unter dem Paar (S,¢) die kompakte Varitat S ver

stehen. Da aIle Ergebnisse in diesem Abschnitt direkte Ver

allgemeinerungen der entsprechenden Aussagen im kompakten Fall 

sind, ist diese Konvention sinnvoll. liberall wo DaIs Divi

sor auf S auftaucht, ist im Fall D = ¢ der Nulldivisor 

einzusetzen. 



KAPITEL t: 

VERZWfIGTE aSERLAGfRUNGEN UNO CHERNZAHLfN 

Nachdem in 2.1 die wesentlichen Fakten fiber verzweigte Uber

lagerungen notiert worden sind, werden in den beiden folgen

den Abschnitten die zentralen Objekte dieser Arbeit, namlich 

gewichtete Kurvenkonfigurationen und ihre Uniformisierungen, 

eingefUhrt. Der Rest des Kapitels dient der Berechnung der 

lnvarianten einer Uniformisierung und dem Beweis des Propor

tionalitatssatzes 2.6.4. 

2.1. VERZWEIGTE aSERLAGfRUNGfN 

Die Terminologie ist in der Literatur nicht ganz einheitlich. 

Wir nehmen [BPV), 1.16 als Vorlage, was auch der Definition 

bei Grauert und Remmert (Gr-Re] entspricht. 

2.1.1. Definition. Eine (verzweigte) Uberlagerung einer 

komplexen Mannigfaltigke!t X ist eine endliche surjektive 

eigentliche holomorphe Abbildung w: Y ~ X eines zusammen-

hang-enden normale~ komplexen R.aumes Y auf X. 

2.1.2. Oer Grad von w iBt die Anzahl dar Blatter, die 

Verzweigung;sordnung in y £ Y die Anzahl der in y zusammen-
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fallenden Blatter (genauere Definitionen: [BPV], I.16). Die 

Uberlagerung heiBt unverzweigt, wenn die Verzweigungsordnung 

in allen Punkten von Y gleich 1 ist. Unverzweigte tlberla

gerungen sind genau die endlichblattrigen topologischen Uberla-

gerungen von X. Der Verzweigungsort von n in X ist das 

Bild aller y E Y mit Verzweigungsordnung ~ 2 unter 11. Zwei 

Uberlagerungen n1 : Y1 ~ X und n
2

: 

wenn es eine biholomorphe Abbildung 

gibt. Eine Decktransformation von 

Abbildung f: Y ~ Y mit n f = n • 

n 

Y2 -+ X 

f: Y1 

ist 

Wenn 

sind isomorph, 

-+ Y2 mit n 2 f = 1T1 

eine biholomorphe 

die Gruppe der 

Decktransformationen von n transitiv auf Y operiert, heiBt 

n Galois-Uberlagerung. tlberlagerungen mit kommutativer Deck-

transformationsgruppe heiBen abelsch. 

2.1.3. Satz (Portsetzung von Vbertagerungen). 

(a) n: Y ~ X sei eine Uberlagerung der komplexen Mannigfal

tigkeit X. Dann gibt es eine echte analytische Teilmenge Z 

von X, tiber deren Komplement 1T eine unverzweiqte Uberlage-

rung ist. 

(b) Umgekehrt sei Z eine echte analytische Teilmenge der 

komplexen Mannigfal tigkei t X und nO: yo ~ Xo = X - Z eine 

(nach Definition endlichblattrige) unverzweigte Uberlagerung. 

Dann gibt es bis auf Isomor~hie genau eine verzweigte Uber

lagerung n: Y ~ X, die nO fortsetzt: 

yo .... (_~~ Y 

XO ""'I_-+~ X 
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(c) wi: Yi ~ xi (i=1,2) seien unverzweigte Uber1agerungen 

mit Fortsetzungen wi: Yi ~ Xi wie in (b). f: X1 ~ X2 sei 

eine ho1omorEhe Abbildung, daren Einschr3nkung 

sieh zu 10 : Y1 .... Y2 liften la8t. Oann hat 

setzung 1: Y1 .... Y2 : 

fO: x~ .... Xi 
10 eine Fort-

{d} In der Situation (b) laSt sieh jede Dec~transformation 

von wO . zu einer von w fortsetzen. wenn WO eine Ga10is-

tlberlagerung ist, so aueh w. 

Beweis. (a): vg 1. [BPV], I. 1 6 • (b) ist im wesentliehen 

ein Satz von K. stein, Satz 8 bei [Gr-Re]. In der Arbeit wird 

bewiesen, da8 die dart betrachteten "analytischen Uberlagerun-

gen" verzweigte Uberlagerungen in unserem Sinne sind. 

(c) ist in der topologisehen Kategorie das "Extension Thm." 

von R. H. Fox in IF:02]. Der Riemannsche Abbi1dungssatz garan

tiert, da8 1 analytisch ist. 

(d) folgt sofort aus (c). c 

AU8erhalb der Singularit!ten des Verzweigungsortes ist die 10-

kale Struktur einer verzweigten ttberlagerung w: Y ~ X recht 

einfaeh. (a) und (b) des folgenden Satzes sind die Sitze 11 

und 10 in [Gr-Re), Teil (0) folgt z.B. aus dem bekannten 

Auf16sungsverfahren fUr Singular1lten, etwa [Lau), p. 7-13. 
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2.1.4. Satz. FUr eine Galois-Uberlagerung ~: Y ~ X 

der komplexen Mannigfaltigkeit X gilt: 

(a) Der Verzweigungsort Z ist eine rein 1-kodimensionale 

anal~tische Teilmeng:e von X (oder leer). 

(b) Sinsularitaten von Y konnen hochstens Uber denen von 

Z 1iesen. Wenn 1T in y€Y mit Ordnung n verzweigt ist 

und z = ~(y) ein resularer Punkt von Z ist, CJibt es 10-

kale Koordinaten von Y um y und (u1 I •• ,u ) 
-- m 

von X urn z I ,bezUglich der 1T durch 

n 
u 1 = v 1 I u 2 = v 2 f • •• , u = v m m 

beschrieben wird. 

(c) Nun sei X spezie1l eine Flache und z ein normaler 

Doppelpunkt von Z. Dann ist Y 
-1 in y € 1. (z) senau dann 

nichtsing:ular, wenn es lokale Koordinaten wie oben gibt, so 

daB 1T die Form 

hat. 

2.1.5. Definition. 1T: Y ~ X sei eine Galois-tiberlagerung 

der Flache X. Dann wird fUr ein x E X die Verzweigungsord

nung in einem (beliebigen) y E 1T-
1 (x) als Verzweig:ung:sord-

nung in x bezeichnet. Die Verzweigung:sordnung langs einer 

irreduziblen Kurve C in X ist gleich 1, wenn C nicht im 

Verzweigungsort liegt, und ansonsten gleich der Verzweigungs-

ordnung in einem (beliebigen) Punkt auf C I in dem die Ver-

zweigungskurve glatt ist. 

o 
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In AusnahmefKllen liegen auch Uber Mehrfachschnittpunkten des 

Verzweigungsortes regul~re Punkte: 

2.1.6. Sats. Es seien L1 ,L2 ,L3 verschiedene Geradan durch 

den Ursprun2 dar komplexen affinan Eben. und n1 ,n2 ,n3 ganze 

Zahlen > 1. Die Summa dar Reziprokwerta sei grofter als 1. 

Dann ist auch die dureh 

1+-1..+1 = 1+2 
n1 n 2 n3 m 

definierte Zahl m ganz (sggar durch 2 teilbar) , und es 

gibt genau eine tlberlagerung 'If: Y -+ a:: 2 

singulare FUiche Y, die genau entlang der 

ni verzwei2t ist. 

durch eine nicht-

L. 
]. 

mit Ordnung 

hat den Grad m2• Wenn p: ~2/-+ £2 die Aufblasuns des Ur-

sprungs mit der exzeptionellen Geraden E' ist, ist die durch 

'If definierte tlberlagerungsfl!che y' ebenfalls nichtsingul~r, 

und die induzierte Abbilduns p: y'-+ Y ist die Aufblasung im 

Punkt 'If-1 (0). 'If': y' -+ £2' ist llings E' mit der Ordnunq m 

verzweigt. 

Beweis. FUr soleh~ Tripel von Zahlen gibt es eine verzweigte 

Uberlagerung ]I? 
1 

-+ 1P 1 , die in genau drei Punk ten mit den 

vorgegebenen Ordnungen verzweigt sind. Diese Uberlagerungen 

lassen sieh auf den Totalraum des SUndels 0(-1) fortsetzen. 

Details finden sieh in [De-Mo], 10.3. DaS m in 2 2Z liegt, 

folgt aueh durch einfaches Aufschreiben Aller M6g1ichkeiten 

( s i ehe 3 • 3 • 3) • o 
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2.1.'1. Sata. ~: Y ~ X sei eine Galois-tlberlagerung zwi-

sehen niehtsingularen Flaehen. Wenn dann der Verzweigungsort 

in Xo € X lokal aus r ~ 3 niehtsinguUiren Komponenten be

steht, die sieh in Xo transversal sehneiden, so ist r = 3, 

und es liegt die in 2.1.6 besehriebene Situation vor. 

Beweis. Ohne Einschrankung bestehe 
-1 

'IT (x) 
0 

nur aus einem 

Punkt Yo , und X sei ein kleiner Ball im «:2. Die Auf-

blasung p : X' ~ X in Xo induziert die Abbildungen 

Y ( 
p' Y' 

1Tl 1 ~. 
X E XI 

P 

wobei y' nun tiber den Sehni ttpunk ten der exzeptionellen 

Kurve EI mit den eigentliehen Urbildern L! 
1. 

der Verzwei-

gungskurven von 'IT singular sein kann. f: Y ~ Y' sei eine 

Auflosung dieser Singularitaten dureh Ketten rationaler Kur-

ven mit Selbstsehnittzahlen $ -2 (s. z.B. [Lau]). 

-1 
( pi f) (Yo) besteht aus dem eigentlichen Urbi,ld Evon E' 

unter 'IT' f als zentraler Kurve und dies en Retten als Armen. 

Diese Konfiguration muB also durch sUkzessives Niederblasen 

von {-1)-Kurven verschwinden ([BPVJ, III.4) , was nur mog-

lich ist, wenn E selbst exzeptionell ist und hochstens zwei 

Arme vorhanden sind. Die Einschrankung E ~ E' ist daher eine 

Uberlagerung der projektiven Geraden tiber sich selbst. Die 

Verzweigungsordnung in L!flE' 
1. 

sei n! 
1. 

i die Hurwitz-Formel 

ergibt dann fUr den Grad d l 

CO) 2 2 L{1-~!} (IT = -
1. 

Wenn tiber L!flE' 
1. 

keine Singularitat von Y' liegt, gilt 
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n! == n. ~ 2 (2.1.4 (c». De hOobstens zwei Singularit!ten 
1. 1.. 

auftauchen, bleiben fUr die ni'" n i nur die Falle 

• n!=n!=d Ci"j) 
1. J • n! == d 1. 

• 2n! == d 1. 

Die ersten beiden Falle kollidieren mit (0), im letzten Fall 

folgt nach (0) r == 3und nj "'" 2 fUr die Ubrigen beiden Punk

teo Dann haben wir aber schon den in 2.1.6 beschriebenen Fall 

und erhalten naehtdiglieh ni == n1 . 

2.2. KURVENKONf1GURATIONEN 

2.2.1. Definition. Eine Kurvenkonfiguration Kist eine 

Menge von k verschiedenen zusammenhangenden nichtsingularen 

Kurven Li (i == 1 , •• ,k) auf einer Fllche S, von' denen sieh 

je zwei stets transversal achneiden. Auch die Vereinigung 

aller Li € K wird gelegentlich mit K bezeichnet. Eine 

Geradenkonfiguration ist eine Kurvenkonfiguration aus projek

tiven Geraden auf dem p2. 

Kurvenkonfigurationen und die mit ihnen zusarnmenhangenden Ob-

jekte spielen eine sehr wesentliche Rolle in dieser Arbeit. 

Wenn immer im Text von einer Kurvenkonfiguration die Rede ist, 

o 

werden die frUher eingefUhrten Bezeichnungen (wie k, Li , S 

in der Definition) ohne erneute Erklarung benutzt, soweit das 

in der Situation sinnvoll ist. Om den Uberbliek zu erleich-

tern, sind all diese Symbole in der Reihenfolge ihrer EinfUh-

rung im Anhang aufgeliatet. 
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2.2.2. Bezeichnungen. K sei eine Kurvenkonfiguration. Fur 

jedes 

die p 

die P" 
mit r 

" 

P € S bezeichnet dann r (p) die Anzahl der L. 
~ 

in K I 

enthalten. P1'" IPt seien die pES mit r(p} ~ 3 i 

heiBen singulare Schnittpunkte von K. 

abgekUrzt. Fur jede Kurve L. und jedes 
~ 

(r) = n {p ELi r (p) = r } 1" • : 
~ 

T. 1= ti (p E L. rep) ~2} 
~ ~ 

a. 1= tt {p ELi: r (p) ~ 3 } 
~ 

r(p} wird 
v 

r ~ 2 sei 

K soll der Verzweigungsort einer Uber1agerung von S werden. 

A11erdings kann man nicht erwarten, daB tiber den singu1aren 

Schnittpunkten von K regu1are Punkte liegeni eine Ausnahme 

bi1det nur die in 2.1.6 beschriebene Situation. Wir blasen 

also S in den singu1aren Schnittpunkten auf und betrachten 

Uber1agerungen der so entstandenen F1ache SI 

2.2.3. Definition. K sei eine Kurvenkonfiguration auf S I 

p: S' ~ S die Aufb1asung in den singularen Schnittpunkten von 

K. Dann wird die aus den eigentlichen Transformierten 

der L. 
~ 

und den exzeptione11en Kurven -1 E I = p (p) 
v v 

L! 
~ 

beste-

hende Konfiguration K' auf S' a1s Desingularisierung von 

K bezeichnet. 

AuBer dem Verzweigungsort K' spielen naturlich auch die Ver-

zweigungsordnungen entlang der Kurven in K' eine Rolle. Es 

wird sich spKter herausstellen, daB man besser mit den Kehr-

werten arbeitet: 



22 

2.2.4. Definition. Gewicbte fUr eine Kurvenkonfiguration K 

sind ganze Zahlen n i ~ 2 Ci "" 1, •• ,x) 
1 

und m;e:1 (v=1, •• ,1). 
v 

Die rationalen Zahlen x. == 1 - --- und 
1. ni 

ebenfalls als Gewichte bezeicbnet. 

1 
Y :0; -1 --

v IDv 

(Diese Definition wird in 3.5.1 noch etwas erweitert.) 

2.2.5. Bemel'kung. Man kOnnte auch n == 1 i 
zulassen, 

werden 

was 

an einigen Stellen im Text auch ausdrUcklich getan wird. In 

vielen Fallen bekame man aber formale Schwierigkeiten durch das 

Auftreten "unechter" Schnittpunkte, da die Kurven mit Gewicht 

1 nieht zum Verzweigungsort geh5ren. m = 1 v 
ist dagegen der 

Fall, .daB an dar exzeptionellen Xurve keine Verzweigung statt-

findet. Dies kann durchaus auftreten. 

2.3. UNIfORMISIERUNGfN VON KURVEHKONFIGURATI0NEN 

2.3.1. Definition. K sei eine Kurvenkonfiguration auf S 

mit den Gewiehten n
1

, •• ,nk und ID1 , •• ,m l , Eine verzweigte 

Galois-Uberlagerung 

11': Y ... S· 

heiSt Uniformisierung dieser gewichteten Kurvenkonfiguration, 

wenn Y eine nichtsingul!re Pllehe ist und • genau entlang 

der Kurven L! 
1. 

mit Ordnunq n i und entlang der E' v mit Ord-

nung m v verzweigt ist. Das Komplement S ' - I( J = S - K wird 

mit SO bezeichnet, der Uberlagerungsgrad mit N. Die redu-

zierten Urbilder der Lt 
i bzw. E' v seien bzw. 

(Auch dieae Definition wird in 3.5.1 etwAs erweitert.) 
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2.3.2. Das Existenzproblem fUr Uniformisierungen ist in die-

ser Allgemeinheit unge15st. In Hirzebruehs Beispielen erhalt 

man eine Uniformisierung auf algebraisehem Wege dureh eine Er-

weiterung des Funktionenkorpers der projektiven Ebene. Eine 

andere M5gliehkeit ist es, eine Differentialgleiehung anzuge-

ben, deren Monodromie die gewUnsehte Uberlagerung liefert. 

Wenn so etwas nieht gelingt, wird man versuehen, das Problem 

mit Hilfe der Fundamentalgruppe des Komplements So von K 

in S zu losen. Mehr dazu ist in Kapitel 6 ausgefUhrt, wah-

rend wir hier versuehen, unter Voraussetzung der Existenz ei-

ner Uniformisierung mogliehst viel Uber sie herauszufinden. 

2.3.3. Uniformisierungen einer vorgegebenen gewiehteten Kur-

venkonfiguration sind nieht eindeutig bestimmt. In 6.4.5 

wird aber gezeigt, daB zu je zwei Uniformisierungen eine drit-

te existiert, die die beiden unverzweigt Uberlagert. 

2.3.4. In der betraehteten Situation x ( 
p y 

haben wir das nebenstehende kommutati- ~/ 
yo 

ve Diagramm (2.1.3 (c». X ~ S ist ! 
die Fortsetzung der unverzweigten 

Uberlagerung yo ~ So. X ist normal, s < S I 
p 

und p ist eine Auflosung der Singu-

larititen von X (mit Ausnahme der 

Situation von 2.1.7). 

2.3.5. Uber einer Kurve L' mit Verzweigungsordnung n in-

duziert 'If eine ~ - bllttrige Uberlagerung. Der Divisor n*L t 

auf Y ist das n - faehe der Urbildkurve 'If -1 (L I). Uber dem 
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Schn1ttpunkt zweier Kurven mit den Ordnungen 

gen N 
run Punkte von Y. Nach 2.1.4 (b) ist 

n und m 11e

w-1 (L') nicht-

singular. 

Gesucht sind komplex-hyperbolische Uniformisierunqen. Da die 

Kurven L. und E unter geeigneten Decktransformationen ). v 

punktweise festbleiben (eine SChleife um L! 
). 

bzw. E' v re-

prasentiert ein nichttriviales Element der Pundamentalgruppe 

von SO, auBer vielleicht fUr m :::; 1, vg 1. 6. 3 f f), kann man v 

den relativen Proportionalitatssatz 1.2.4 in Verbindung mit 

1.2.2 anwenden: 

2.3.6. Bata. y sei eine kOlUJ?lex-hYEerbolische Oniformi-

sierung der gewichteten Kurvenkonfiguration K. Dann gilt fUr 

i=1, •• ,k und aIle v mit mv> 1 

Prop t. 
l. 

:= 0 

Prop E = 0 . v 
FUr m v = 1 gilt immer noch 

Prop E ~ 0 . 
0 v 

2.3.7. Bemerkung. Man kann den Sachverhalt auch folgender-

maBen ausdrUcken: Wenn Y ein Bal1quotient ist, sind die 

Komponenten des Verzweigungsortes in Y eindimensionale Ba11-

quotienten. Diese"eindimensiona1en Ba1lqoutienten sind garade 

dUrch Prop C = 0 charakterisiert. 
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2.4. INVARIANTEN VER UNIfORMISIERUNG III 

Zunachst betrachten wir den Fall einer Konfiguration, die nur 

Doppelpunkte als Schnittpunkte hat. Da die Ergebnisse in 2.5 

auf die Desingularisierung K' einer beliebigen Konfiguration 

angewandt werden sollen, wird hier auch n. = 1 
1 

bzw. 

zugelassen. 

2.4.1. Lemma. K sei eine Konfiguration ohne singulare 

Schni ttpunkte (also K f = K) I 1£: Y ... S eine Uniformisierung. 

Dann gilt ftir i = 1, •• ,k 

(a) -2 N L 2 N L.2 L. = = -(1-x.) 
1. n.2 i n. 1 1. 

1 1 

(b) e(Li ) N ( e (Li ) C (L.L.) x. ) = n i j;l:i 1 J J 

(c) Prop L. N ( Prop L. 2 C (L.L.) x.) = - 2 L. x. + 1. n. 1 1 1 1. J J 
1. j:f:i 

Beweis durch einfaches Nachrechnen wie in [Hi 3 ]: Es ist 

n. L. = l£*L
l
., woraus sofort (a) folgt. (b) gilt nach der Hur

l 1. 

witz-Formel und Bemerkung 2.3.5. (c) ist dann evident. 0 

2.4.2. Satz. 1£: Y ... S sei eine Uniformisierung der ge-

wichteten Kurvenkonfiguration K, die keine singularen 

Schnittpunkte enthalt. Dann gilt 

(a) = 

(b) e{Y) = 

(c) ~ Prop Y = 

1£ * ( KS + ~ xi Li ) 
1. 

N ( e (S) - ex. (e (L .) - ~ C (L. L .) x.) ) 
i 1. 1. j#:i 1. J ) 

Prop S + ~ C 
i 

(
n. 

xi : Prop Li + Prop 
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Beweis. (a) ergibt sieh aus der Formel fUr das Verhalten des 

kanonischen Divisors unter Uberlagerungen ([BPV], p.41) und 

2.3.5. (b) ist wieder die Standardrechnerei mit Eulercharak-

teristiken von Fl!chen (vg~. [Hi3 }): 

e(Y) 

(c) folgt 

Prop Y 
N 

= N (e(S)- f eeLi » + ! ~e(L.) . n. ~ 
~ J. 1. 

+ 1. r c N N N (LiLj) (N----+-) 
2 . ''/t' n. n. n.n. 

~ ) J. J. J 1. J 

daraus so: 

- Prop S == ~ e(Y) 
1 2 3 e(S) + K 2 - - K -N Y S 

= 3 I x. (e (L. ) 
i J. J. 

1 r- ) 
2 L..... (L.L.) x. 

.... 1 J J 
)r1 

- 2 KS' t XiLi f 1 (LiLj) Xi Xj 

= r xi ( - 3 e(Li ) + ; C (LiLj)X j - Li2Xi - 2 KsLi) 
i j.i 

II: Prop ti - t Prop Li - 3e (Li ) - 2 KSLi) ! x.(~ 
i 1. 2.N 

( n. I 1. 
X --

i i 2.N c 
= 

2.4.3. Bemel'kung. Das Interessante in diesem Abschnitt ist 

die Beziehung zwischen den ProportionalitatsausdrUcken. Wie 

F. Hirzebruch bemerkte, gilt die Formel fUr beliebige kompakte 

orientierte reelle 4-Mannigfaltigkeiten: 

2 
3 c 2 - c

1 C 2 - 3 sign. 

Es ist 

Die Berechnung der Eulercharakteristiken ist sowieso topologi-

scher Natur, und der G-Siqnatursatz ([Hi 2 ]) liefert die Be

ziehung zwischen sign(S) und sign(Y). 
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2.D. INVARIANTEN VER UNIFORMISIERUNG (11) 

2.D.1. Lemma. ~: Y ~ S' sei eine Uniformisierung der ge-

wiehteten Kurvenkonfiguration K. Dann gilt fUr i = 1, .• ,k 

und v = 1 , •• , R. 

(a) 
.....,2 
E v 

(b) 
AI 

Prop E 
v 

(e) 
,.., 

Prop L. 
). 

= _ N (y + 1) 2 
v 

N = - (y + 1) 
m " v 

= : ( 2Yv+ ? (LiE~) Xi) 
v ). 

= lL ( Prop ,L. + 2 ( a. - L ,2) x. n
i 

). J.)')' 

N 
:::: --

tn 2 

'" 

+ ~ (LiLj) Xj + ~ (LiE~) Y v) . 

Beweis dureh Ubertragen von 2.4.1 : L. in 2.4.1 ist dureh 
). 

L! bzw. 
J. 

E' 
V 

zu ersetzen, x. 
J. 

gegebenenfalls 

Es ist Prop E' = -4 , L!2 = L.2 _ 
a i ' Prop 

" J. J. 

Prop L. - 2 a .• 
). J. 

Prop 2'", 

Prop L. 
). 

= .!!..( -4 + 2(y + 2) + l (L~E') x. ) m v. J \I ) 

'" J. 

= .!!..(prop L. -20. - 2(L.2-o.) x. n. J. J. ).).). 
). 

dureh 

L~ = J. 

+ C (L!L!)x. + l (L!E') (y + 2 » 
.~. J. J J ). v V 
]Y"J. V 

Y", + 2 • 

c 

2.5.2. Sats. FUr eine Uniformisieruns der gewiehteten Kur-

venkonfiguration K gilt 

1 Prop Y Prop S N - = 
1 n. 1 m 

l (-!. 
,..., 

+ Prop Li ) l v Prop E == "2 xi Prop Li + '2 Y" v 
i N v N 
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Beweis. 2.4.2 (c) impliziert zusammen mit Prop S' = 

Prop S + 4 1 

1 
N Prop Y - Prop 5 == '; f Xi ( :i Prop Li + Prop Li - 2 0' i ) 

+ .!.2 I ( y + 2 j m" Prop E - 4) + 4 .t 
" " \N" 

== 
1 ( n i ...., ) 1 m" .... "2 I Xi ;- Prop Li + Prop Li + "2 ~ y" -;_. Prop E" 

- LX. 0'. + r( m" Prop i - 4 - 2Y,,) + 4 1 • 
i ~ ~ "N " 

Die zweite Zeile ~erschwindet: 5ia ist gleich 

- r x. r (E'L!) + r (m" Prop E - 2 y ) 
i~""~ "N " " 

= L( - r (L!E') x. + m"proPE - 2Y,,) 
" i ~,,~ N " 

= o nach 2.5.1 (b) o 

2.6. VER PROPORTI0NALITATSSATZ 

2.6.1. K sei wieder eine gewichtete Kurvenkonfiguration und 

n: Y ~ 5' eine komplex-hyperbolische Uniformisierung. Nach 

2.3.6 verschwinden aIle Prop Li und aIle Prop E" mit 

m > 1. Wenn der Sonderfall m == 1 nicht auf tritt, bleibt in 
" " 

2.5.2 die Gleichung 

- Prop S == ; ~ xi Prop Li • 
~ 

FUr den Fall Prop S ::: 0, etwa S"",,]p2 oder eine abelsche 

Variet!t, bleibt dann weqen 1 
xi ;a- '2 nur noch Prop L. :=: 0 

~ 

Uhrig, also fUr den p2 nur eine Geradenkonfiguration. Auf ei

ner abelschen Variet!t kann man elliptische Kurven nehmen 
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Wir besehrHnken uns ab jetzt auf diese FaIle: 

2.8.2. Definition. Eine Kurvenkonfiguration K heiBt 

proportional, 

versehwinden. 

wenn sowohl Prop S als auch aIle Prop L. 
~ 

2.8.3. KOl'oZZal'. n: Y ~ S' sei eine Uniformisierung der 

sewichteten proportionalen Kurvenkonfiguration K. Dann gilt 

Prop Y = 1 r rv 
-2 L x. n. Prop L. . ~ ~ ~ 

~ 

+ .1.2 I y m Prop E v \I V 
\I 

o 

2.8.4. ProportionaZitat88atz. n: Y ~ S' sei eine Unifor-

misierun2 der gewichteten proportionalen Kurvenkonfiguration 

K. Wenn dann die Uberlagerun2sflache Y vom allgemeinen Typ 

ist, sind die folgenden Aussagen aquivalent: 

(a) Y ist ein Ballquotient 

(b) Prop Y = 0 

(e) AIle Prop Li und aIle Prop Ev verschwinden. 

Beweis. (a) .. (b) ist Yaus Satz 1.1.4. Wenn Y ein Ball-

quotient ist, verschwinden nach dem relativen Porportionali-

tHtssatz 2.3.6 aIle und aIle mit m > 1, 
\I 

und die Ubrigen haben aIle das selbe Vorzeichen. Nach unserer 

Forme I 2.6.3 mtlssen daher aueh diese Prop E verschwinden. 
\I 

und es folgt (e). (c) - (b) erhSlt man soforr ~us 2.6.3. 
o 
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2.6.5. Bemel'kunq. .Nicht jeder Ballquotient kann als Uni-

formisierung einer Kurvenkonfiguration auftreten: 

Y sei der "fake ]l?2" von D. Mumford [MU 2]. 

Pic Y wird von einem Byperebenenschnitt H 

Die Picardgruppe 

mit H2= 1 er-

zeugt, der kanonische Divisor ist 3 H. FUr eine Kurve C'" rH 

(in Pic Y) ist dann 

Prop C = = 3 r (r+1) , 

was nur in trivialer Weise verschwinden kann. Die Komponenten 

der Li in Y sind aber irr.eduzible reduzierte Kurven und 

daher niemals linear Kquivalent zu o. 



KAPITEL 3 

VIE QUAVRATISCHE FORM ProPK 

UNV VERALLGEMEINERTE VERZWEIGUNGSORVNUNGEN 

GeneralvoraU88etzung: Im ganzen Kapitel sei K eine propor-

tionale Kurvenkonfiguration auf einer Flache S. 

Die Proportionalitatsabweichung einer Uniformisierung Y von 

K wird in 3.1 und 3.2 als quadratische Form in den Ge

wichten x1 , .. ,xk 'Y1""Yl ausgedrUckt. Dadurch lassen sieh 

dann auch die Falle behandeln, daB die Kurven E auf Y 
\I 

exzeptionell (3.3) oder elliptisch (3.4) sind: Die Ge-

wichte m werden geeignet modifiziert, und man erhalt den 
v 

verallgemeinerten Proportionalitatssatz in 3.5. 

3.1. VIE QUAVRATISCHE FORM proPK 

3.1.1. Definition. Auf dem Qk+l mit den Koordinaten 

t 1 , .• ,tk ,n1 , .. ,n
1 

(die wir uns manchmal als (k+l)-Tupel, 

manchmal als Spaltenvektor vorstellen) I definieren wir die 

Linearformen G1 , •. ,Gk ,P1 ""P1 und die quadratische Form 

ProPK zu der Kurvenkonfiguration K durch 
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• = 2 ( (J. - Li
2

) t. + C (L! L ! H: . + r (L! E ' ) " 
1. l. 'J.' l. J J l. V V 

J..-l. V 

• = 

• 

2" + I (LiE')t. v i v l. 

3.1.2. Bemerkuna· Die Gi und Pv sowie proPK hangen 

nur von der ungewichteten Konfiguration K abo Wenn Y aine 

Uniformisierung mit den Gewichten X. 
l. 

und 

2.5 fUr aIle i und v 

Prop 

Prop 

Prop 

3.1.3. 

Q 

.... 
(N/n. ) G. (x,y) L. = 

l. l. 1. 
,.., 

(N/m ) P (x,y) E = v v v 

Y = N proPK(x,y) . 

ProPK ist gegeben durch die Matrix 

1 '2 ( IntK I - 3bK , ) , = 

ist, gilt nach 

wobei fUr eine Kurvenkonfiguration e die Schnittmatrix der 

Kurven aus emit lnte und die aus den Selbstschnittzahlen 

gebildete Diagonalmatrix mit Ae bezeichnet wird. Die Ein

trage von Q sind also die Schnittzahlen der verschiedenen 

Kurven in K' aUBerhalb der Hauptdiagonalen sowie die Selbst

schnittzahlen dieser Kurven, allerdings multipliziert mit -2, 

auf der Hauptdiagonalen. 

3.1.4. Wohlbekannt fUr quadratische Formen - oder auch 

schnell nachzurechnen - sind die Beziehungen 

a 
~ ProPK 

l. 

= =:: p • 
v 

FUr eine komplex-hyperbolische Uniformisierung Y zu den Ge

wichten (x,y) verschwindet also nicht nur proPK{x,y), 
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sondern nach dem Proportionalit!tssatz 2.6.4 auch der Gradi-

ent, was die Ausnahmerolle dieser Flachen wieder einmal besta-

tigt. 

3.1.5. In der Formulierung des Proportionalitatssatzes 

2.6.4 kann also die Bedingung (c) durch die Bedingung 

Q'(~) = 0 

ersetzt werden. 

3.1.6. Y sei eine Uniformisierung von K mit den Gewichten 

n1, •• ,nk ,m1 , .• ,mt 0. Dann unterscheidet sich das Schnittverhal

ten der Konfiguration l = {L1 , •• ,Lk ,E1 , •• ,Et } nicht we-

sentlich von dem der Konfiguration K': 

m E = ~*E' ist und die Schnittzahlen unter ~ v v v 
mit dem 

Uberlagerungsgrad N multipliziert werden, erhalt man die 

Schnittmatrizen Intl und Al aus denen von K' dUrch Mul

tiplikation von links und rechts mit der Diagonalmatrix mit 

den Eintrligen v'N / n. 
~ 

3.1.7. Proposition. 

Q = 

bzw. v'N / mv . 

Die Matrizen 

beschreiben liquivalente Bilinearformen. 

Es gilt also 

o 
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3.2. VIE MATRIX 0' UNVVIE 'UNKTBEVJNGUNGEN 

3.2.1. P1"oposition. 

mit 

Q' 

FUr die Kurvenkonfiguration K gilt 

! (t(;Ol t + L p\I«(,n)2) 
\I 

wobei IntL, und A
L

, die Schnitt- bzw. Selbstschnittmatrix 

der aus allen L! bestehenden Konfiguration L' auf S' be
l. 

zeichnet. 

Beweis. 1m Ok+t ersetzen wir die Koordinaten durch 

~\I = P\I(~,n). Die Matrix 0 wird in B15cken der Kantenl!ngen 

k und t geschrieben als 

Q == .!.(A B) 
2 ta 21 

(1 bezeichnet immer eine Binheitsmatrix), der Basiswechsel 

hat dann nach 3.1.1 die Matrix 

s =: 1. (21 0) 
2 _tB I • 

ProPK hat dann be~uglich der Koordinaten (r.,~) die Matrix 

ts Q S. Man rechnet sofort nach, daB dies aine Blockmatrix 

der Form 

mit Q' = 
= L(L!E') (L~E') = L.L. 

1.\1 J\I 1.J 

A = IntL,-3AL,. 

Nach 3.1.3 ist t ( B· B ). . 
1.) 

und 

o 
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3.2.2. K01'oZZa1'. Es gilt Q'(~) = 0 genau dann, wenn 

und aIle Pv{~,n) verschwinden. 

Beweis. Mit den Bezeichnungen aus dem vorhergehenden Beweis 

gilt Q(~)=O" QS(~)=O .. tSQS(~)=O o 

Den Proportionalit~tssatz 2.6.4 konnen wir daher so formu-

lieren: 

3.2.3. P1'opo1'tionaZitatssatz. y sei eine Uniformisierung 

der gewichteten proportionalen Kurvenkonfiguration K Wenn 

y eine FI!che yom allgemeinen Typ ist, sind dann die folgen

den Aussagen Squivalent: 

(a) Y ist ein Ballquotient 

(b) Prop Y = 0 

(c) Q'·x und aIle Pv(x,y) verschwinden. 

3.2.4. Er[Ullba1'keit del' Punktbedingungen p (x,y) = o. v 

Urn zu einer gegebenen Konfiguration Gewichte mit proPK(x,y) 

gleich 0 zu finden, bestimmt man also zunachst ker Q' und 

sucht darin Vektoren ~, fur die jede Komponente tatsachlich 

die Form ~ i = 1 - ( 1 / n i ) fur ein ganzzahliges n. ~ 2 hat. 
1. 

Die Werte der nv sind dann durch die "Punktbedingung ll 

o 

P (~,n) = 0 v festgelegt, wobei jetzt zusatzlich m=-1/(n+1 ) v v 

eine positive ganze Zahl sein muS. Unter diesen Bedingungen 

gibt es nur endlich viele Typen von Schnittpunkten die 

die Punktbedingung erfUllen, wobei der "Typ" durch die 

Schnittvielfachheit r v ' das Gewicht m\l und die Gewichte n i 

der Kurven durch Pv (bis auf Permutation der Li ) bestimmt ist. 
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Die Berechnung s!mtlicher ~en (mit Bilfe eines Computers) 

ergab die folgende Tabelle: 

Schnittvielfachheit 3 

Anzahl der Typen 87 

DaB die punktbedingung schon 

4 5 

27 150 

r S 8 
v 

auch ohne Computer so fort zu sehen: 

11 2: -2 gel ten. v 

6 7 8 

18 3 1 o 

impliziert,ist natUrlich 
1 Es muS stets (i ~ 2' und 

3.3. NICHT-MINIMALE UNlfORMISIERUNGEN 

w: Y ~ Sf sei eine Uniformisierung der proportionalen Kurven-

3.3.1. Wie in 2.1.6 erwilhnt, kBnnen tiber den E' 
v 

durch-

aus exzeptionelle Kurven liegen. Das Aufblasen der entspre-

chenden Pv war dann UberflUssig, und man solite die FI§che 

Y* betrachten, die man durch Niederblasen dieser exzeptionel-

len Kurven als Uberlagerungsfl!che der nur in den Ubrigen 

singul§ren Schnittpunkten aufgeblasenen Flache S erhalt. 

Nach einer Beobachtung von F. Hirzebruch bleibe~ die Formeln 

fUr die Proportionalitatsabweichungen weiter gUltig, wenn man 

die verzweigungsordnung in 

ansetzt: 

E' v mit einem negativen Vorzeichen 
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3.3.2. Pl'oposition. EV besteht genau dann aus exzeptio-

nellen Kurven l wenn 

P (x,y*) = 0 v 

ist mit 

{ YlJ 
(lJ #: v) 

y* = 
j.l 

-2-y (lJ=v) 
v 

(d.h. m* = -m ). v v 

In diesem Fall gilt fur die FUiche Y*, die man durch Nieder

blasen dieser exzeptionellen Kurven erhalt, und fUr die Bilder 

""'* L. 
J. 

der L. 
J. 

Beweis. 

auf Y* 

Prop L'I' = (N/n.) G.(x,y*) 
J. J. J. 

Prop Y* = N ·Prop K (x,y*) . 

ist genau dann exzeptionell, wenn 
2 e <C) = - 2 C 

fUr jede Komponente C gilt, denn C2 ist ja stets negativ 

(2.5.1-) • Dies ist aquivalent zu ,..., "'" 2 Prop E = 4 E I also zu 
\l v 

2 Y + r (L ! E ' ) x . = 4 ( Y + 1 ) und dami t zu v J. V J. V 

o = 2(-2 - Y ) + I(L!E'}x. = P (x,y*) v J. v J. v 

Die Formeln fUr Prop L; und Prop y* 101tct milll ahnlich aus 
J. 

denen in 3.1 

3.3.3. FUr 

her. 

Pv(x,y*) =0 

_1_ + _1_ + _1_ = 
n 1 n 2 n3 

bzw. fUr die Bedingung 

1- +.1... m 

aus 2.1.6 gibt es die folgenden bekannten Losungen: 

n1 n
2 n3 m m* 

2 2 n 2n -2n 

2 3 3 12 -12 

2 3 4 24 -24 

2 3 5 60 -60 

Im Gegensatz zu 3.2.4 gibt es hier unendlich viele Typen. 

o 
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3.4. ELLZPTISCHf KURVEN AUf fINER UNlfORMlSlERUNG 

3.4.1. Ballquotienten k6nnen keine elliptischen Kurven ent-

halten, da die Urbilder in m2 selbst elliptisch oder affine 

Geraden sein mUSten. Elliptische Kurven sind jedoch die na

tUrlichen Kompaktifizierungskurven offener Ballquotienten (s. 

[He]). Es bietet sieh also an, hier die Ergebnisse aus 1.3 

ins Spiel zu bringen. 

3.4.2. Proposition. Y sei eine Uniformisierung der ge-

wiehteten proportionalen Kurvenkonfiguration K. Dann besteht 

fUr ein v € {1 , •• ,1} das Urbild Ev auf Y genau dann aus 

elliptischen Kurven, wenn 

ist mit 

In diesern 

Pv(X'Y*) == 

y* = 
lJ 

FaIle 2ilt fUr 

Prop(Y,D) 

Prop L. 
l. 

= 

0 

{ Yll 
(ui'v) 

-1 eU:\I) (d.h. m* =00) • 
v 

I'V 

das Paar (Y I D) mit D·"" E 
\I 

N 'ProPK (x,y*) 

(N/ n.) G.{x,y*) 
l. 1. 

Beweis. Alles ist analog zum vorigen Abschnitt leicht nach-

3.4.3. 

Flille 

P (x,y*) == 0 
\I 

ist liqivalent zu 

~-L *' '-- 1 , . 1 n. l.= l. 

die Kurven durch p v sind. Hier gibt es die 
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2 2 2 2 

3.5. VERALLGEMEINERTE VERZWEIGUNGSORVNUNGEN 

UNO OER PROPORTI0NALITXTSSATZ 

3.5.1. Definition. K sei eine proportionale Kurven-

konfiguration auf einer FUiche S. 

(a) (Verallgemeinerte) Gewichte fur K sind ganze Zahlen 

ni~2 (i=1, •• ,k) und m~€ 2ZU{co}, m~¢o 

Auch die rationalen Zahlen x. = 1 - _1_ und 
l. n. 

l. 

(was fUr m* = co selbstverstiindlich y* = -1 v v 

als (verallgemeinerte) Gewichte bezeichnet. 

(v=1, •• ,£). 

1 
Y* = -1 --v m* 

\I 

bedeutet) werden 

Falls m* nicht v 

in :IN liegt, set zen wir stets voraus, daB p (x,y*) = 0 ist. 
v 

(b) Eine (verallgemeinerte) Uniformisierung von K mit den 

verallgemeinerten Gewichten (n,m*) ist eine Uniformisierung 

'Ir : Y -+ S' (im Sinne von Definition 2.3.1) von K mit Ge-

wichten (n,m) , fur die gilt 

m = m* (falls m* € IN) 
v v v 

m = -m* v v 
(falls m* < 0) v 

m € :N beliebig (falls m* = 00 ) . v v 

1m Geg~nsatz zu (n,m*) bzw. (x,y*) werden (n,m) bzw. 

(x,y) als physische Gewichte der Uniformisierung bezeichnet. 
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(e) Wenn Y eine verallgemeinerte Oniformisierung von K 

mit den Gewiehten (n,m*) ist, so wird die durch Niederblasen 

aller Komponenten der Ev mit m*< 0 entstehende Flache mit 
v 

Y* I die Bilder der t. auf Y. mit t, bezeichnet. D sei 
1 1 

die aus allen E' mit m* == CD bestehende Kurve auf Y*. Dann 
v v 

nennen wir auch die Flllchen Y* und Y*- D sowie das Paar 

(Y*,D) (verallgemeinerte) Uniformisierunqen von ". 

3.5.2. P~opo~tionalitatBsata. (Y*,D) sei eine Uniformi-

sierung der proportionalen Kurvenkonfiguration " mit den 

verallgemeinerten Gewichten (x,y.). Wenn dann das Paar 

(Y*,D) vom logarithmisch allgemeinen Typ ist, sind die fol

genden Aussagen aquivalent: 

(a) y* - 0 ist ein Ballquotient 

(b) Prop(Y*,D) = 0 

(e) 

(d) 

Prop,,(x,y*> = 0 

Alle Prop ti ...;;u_n;.;:d~...;;a;;;;:l;;;.;l;;..;e;.... 

gleich 0 

( e ) Q • (;.) = 0 

Prop .E' 
v mit 

(f) Qt. X und alle P (x,y*) 
v 

verschwinden. 

m* € J\I sind 
v 

Beweis. Die Xquivalenz von (b) und (e) einerseits sowie 

(d), (e) und (f) andererseits ist nach den Berechnungen in 

diesem Kapi tel klar. (a) - (b) ist Kobayashis Satz 1.3.8, 

(e) .. (e) ist trivial naeh Definition von Q, und (a)" (d) 

folgt aus dem logarithmischen relativen Proportionalitatssatz 

1.3.9 analog zu 2.6.4. c 



KAPITEL 4 

UNIFORMISIERUNGEN VON GERAVENKONFIGURATIONEN 

1m ersten Absehnitt betraehten wir den kanonischen Divisor auf 

einer uniformisierung einer Geradenkonfiguration genauer, um 

feststellen zu konnen, wann diese Uberlagerungsflache vom 

(logarithmisch) allgemeinen Typ ist. Danach werden mit Hilfe 

der Ergebnisse aus den ersten Kapiteln Bedingungen dafUr auf-

gestellt, daB eine gegebene Geradenkonfiguration Gewichte mit 

ProPK (x,y*) = 0 zuUiBt. 

4.1. VER KANONISCHE VIVIS0R AUF EINER UNIFORMlS1ERUNG 

In diesem Abschnitt sei K eine Geradenkonfiguration mit den 

Gewichten (x,y*) und ~: Y ~ Sf eine Uniformisierung zu den 

physischen Gewichten (x,y). 

4.1.1. Definition. Pie(r) bezeichnet die von den Kurven 

und E v (i=1, •• ,k, v=1, •• ,t) erzeugte Untergruppe der 

Picardgruppe Pic(Y) von Y. 

4.1.2. 

K' :. 

Oann ist 

Pzoopoaition. FUr a 1 , •• ,akE 0 mit L ili = 3 sei 

?(Xi - Qi)Li + L{3+ Y - L(L!E')Q. )E' E Pic(S') eO. 
1 V v i 1 V 1 V 

'II' *K' € Pic (k:) • 0 ein kanonischer Oi visor von Y. 
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Beweis. Ky wurde in 2.4.2 berechnet. aier ist S == ]p2, also 

(mit rationalen Koeffizienten) 

die Aufblasung p: S' ~ S 

= - I a. p *L . + IE' 
• 1. 1. v 

1. V 

Zusammen mit 

KS == - r a. L . und dami t fUr 
1. 1. 

== - r a.L! + I< 1 - I<L!Et) a.) E' . 
1.
.1.1. .1.\1 1. V 

v 1. 

== 1T *(KS I + r x. L! + r (2+y ) E I) 
• 1. 1. \I V 
1. V 

(2.4.2) 

folgt die Behauptung. c 

4.1.3. Proposition. Wenn es rationale Zahlen a1 , .. ,ak mit 

a 1 + ••• + a k = 3 gibt, so daB 

a. S xi (i=l, •. ,k) 
1. 

I(L!E'} a j S 3+y (v=l, •• ,t.) 
j J v v 

1 

gilt, wobei an mindestens einer Stelle die echte un2leichung 

erfUllt ist, so hat Y einen effektiven plurikanonischen 

Divisor in Pic(l). (Y*,D) hat einen effektiven logarithmi-

schen plurikanonischen Divisor, falls fUr die v mit 

(Y~ == -1) lediqlich die schw1ichere Bedingung 

r(L!E') a. S 2 
j ) v ) 

erfUllt ist. 

m* == CJO 
\I 

Beweis. Ein geeignetes Vielfaches eines kanonischen Divisors 

mit rationalen Koeffizienten ist ein plurikanonischer Divisor; 

die erste Aussage folgt daher sofort aus 4.1.2. Wenn man aus 

Y die Kurve D entfernt, ist 

K(y,D} =Ky+D == Ky+'II'*r(-l-Yv'E~, 

wobei iiber die v mit m* == <D summiert wird. Der Roeffizient 
v 

dieser E' in dem Divisor K' (4.1.2) ist dann entsprechend v 

zu modifizieren. c 
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4.1.4. K01'ol.l.aX'. Ein effektiver plurikanonischer Divisor 

existiert fUr jede Uniformisierung von K I falls K aus mehr 

als 6 Geraden besteht und aIle Schnittvielfachheiten rv 

nicht grBBer als k 
3" 

Beweis. Man nehme 

4.1.S. Beispiel.. 

sind. 

in 

K sei das vollstandige Vier-

seit, bestehend aus den sechs 

Verbindungsgeraden von vier 

Punk ten in allgemeiner Lage 

• lP2 
~m . K trSgt die Bezeich-

nung in B. GrUnbaums 

Liste der reel len simplizialen 

Geradenkonfigurationen ([GrU]). 

4.1.3 und beachte, daB stets 

o 

(a) Die Gewichte n1 = .•• = n6 = m1 = ... = m4 = 2 bilden gerade 

einen Grenzfall: Hirzebruchs Uniformisierung ist eine K3-

FUiche. 

(b) Mit n1 = ••. = n6 = 2, m1 = .•. = m4 = -4 erhalt man sogar 

proPK(x,y*) = 0 . Eine Uniformisierung Y* dazu ist eine ver

zweigte Uberlagerung des nicht aufgeblasenen lP 2 , und man 

sieht sofort, daB der kanonische Divisor (tiber 2Z) trivial 

sein muS. Wegen Prop Y* = 0 ist dann auch c 2 (Y*) = 0 ,und y* 

kann nur eine abelsche VarietSt sein (Enriques-Kodaira-Klassi-

fikation, [BPV] p. 188). 
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4.1.6. Pzeoposition. FUr e1ne·Uniformisierung (Y*,D) der 

Geradenkonfiquration K mit QeD Gewichten (x,y*) gilt 

1 -2 (* ) N c 1 Y ,0 == 

wobei die hintere Summe Uber aIle " mit m* == m E:N lauft. 
\I \I 

Insbesondere ist fUr m* == co das Erg.bnis unabhangig von der 
" 

physischen verzwei2unqsordnunq m". 

Beweis. Wir berechnen den Divisor K' aus 4.1.2 noch ein-

mal: 

K ' = P *KS + r E' + r x. L ! + I (y + 2) E • v .11 " \I 
\I 1 \I 

= p*KS + ? x i ( p*Li - I(LiE~)E~) + l(yv+3)E~ 
1 v v 

= P*(KS + f XiLJ + I (y" + 3 - ~(LIE~)Xi) E~ 
1 V 1 

Der erste Sununand ist linear 'liquivalent zu p * « -3 + LX. ) H) 
~ 

fUr eine Gerade H im p2, die Koeffizienten in der zweiten 

Summe sind gleich 3yv + 3 - P \I (x,y). Da c~ (y) = K; = N.K ,2 

ist, gilt die Behauptung also im Fall (Y*,D) = (Y,~). 

2 Beim Niederblasen einer exzeptionellen Kurve erhoht sich c 1 um 

1, fUr jedes Ev mi t m~ < 0 ist c~ daher urn die Anzahl der 

Komponenten, d.h. urn -E 2 == N(y +1) 2 (2.5.1), zu vergroBern. 
v " 

Der Summand zum Index " in der oben hergeleiteten Formel fUr 

C;<Y)/N ist aber gerade 

- ( 3y v + 3 - P \I (x, y) ) 2 == - ( 3y v + 3 - P v (x I Y *) + 2y 0 - 2y) 2 

.. - ( ly + 3 - 0 - 4 - 2y _ 2y ) 2 :: _ ( _y - 1 ) 2 , 
V \I V 

so daB der Beitrag in der korrigierten Summe verschwindet. 

-2 2 c 1 (Y*, D) ist nach 1.3.3 gleich (Ky .+ D) , wobei alle Kom-

ponenten von D glatte elliptische Kurven sind, so daB also 
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(Ky .+ D) 2 = Ky~_ D2 ist. Zur Korrektur der Formel ist der Surn-

mand zu einem solchen 
....,2 2 

-E IN = (y +1) 
\I \I 

\I daher ebenfalls urn 

zu erh5hen. Wie oben tritt auch dieser Summand in der korri-

gierten Summe nicht mehr auf. o 

4.1.7. Bemerkung. Die Propositionen in diesem Abschnitt 

liefern hinreichende Kriterien dafUr, daB (Y*,D) vom loga-

rithmisch allgemeinen Typ bzw. minimal ist (exzeptionelle Kur

ven liegen in jedem effektiven (logarithmisch) plurikanoni-

schen Divisor). DaB Y stets minimal ist, kann man schon we-

gen der m5glichen negativen Gewichte nicht erwarteni z.B. kon-

nen beim vollstandigen Vierseit (4.1.5, 5.1) exzeptionelle 

Kurven fiber den Geraden liegen. Das passiert auch bei dem 

folgenden Beispiel: 

4.1.8. GegenbeispieZ. 

K sei eine Konfiguration aus 

9 Geraden mit 12 Doppel-, 2 

Tripel- und 3 Vierfachpunkten 

mit dem in der Zeichnung an-

gegebenen Schnittverhalten. 

Mit 

und 

n. = n . fUr aIle i, j 
1. J 

m = 1 fUr die Vierfachv 

punkte liegen Uber den auBe-

ren Geraden in jeder Unifor-

misierung exzeptionelle Kur-

ven. Wenn mv Cl! 2 fUr die Tripelpunkte gilt, gibt es einen 

effektiven plurikanonischen Divisor auf jeder Uniformisierung 

1 (a i - "2" fUr die inneren, 0 fUr di.e KuBeren Geraden (4.1. 2» 
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4.2. HYPERBOLISCHE UNV' 

QUASI-HYPERBOLISCHE KONFIGURATI0NEN 

4.2.1. Definition. Gewichte (x,y*) fUr eine Geradenkon-

figuration K hei8ert quasi-hyperbolisch, wenn ProPK(x,y*) 

gleich 0 ist. Wenn zusKtzlich jede Uniformisierung (Y*, D) 

zu diesen ~ewichten vom logarithmisch allgemeinen Typ ist, 

heiBen sie hyperbolisch. Die Konfiguration heiSt (quasi-) 

hyperbolisch, wenn {quasi-)hyperbolische Gewichte fUr sie 

existieren. 

4.2.2. Bemel'kungen. 

(a) Nach dem ProportionalitKtssatz 3.5.2 ist jede Unifor

misierung y*- 0 zu hyperbolischen Gewichten Komplex-hyperbo

lisch, d.h. ein Ballquotient. 

Cb} Die Existenz einer Uniformisierung wird in der Defini

tion nicht vorausgesetzt. 

JEl. Hinreichend dafUr, daB die quasi-hyperbolischen Gewich

te (x,y*) hyperbolisch sind, 1st nach 1.3.5 die Existenz 

eines effektiven logar1thmisch plurikanonischen Divisors 

(4.1.3, 4.1.4) mit positiver Selbstschnittzahl (4.1.6). Die 

Kriterien in 4.1 sind lediglich Bedingungen an (x,y*), die 

Existenz einer Uniformisierung ist nicht erforderlich. 

(d) DaB iCey. ,0) = 2 fUr aIle Uniformisierungen gefordert 

wird, ist keine Einschrankung: Zu je zwei Uniformisierungen 

existiert eine dritte, die die beiden unverzweigt Uberlagert 

(6.4.5). Unter unverzweigten Uberlagerungen ist aber die 

Kodaira-Dimension invariant ([li2 ], Thm. 11.10). 
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4.2.3. Beme:rkung. Eine gegebene Geradenkonfiguration kann 

nach 3.5.2 folgendermaaen auf die Existenz (quasi-)hyper-

bolischer Gewichte UberprUft werden: 

(1 ) 

(2) 

Die Matrix Qt 

In ker ot sind 

Komponenten x. 
~ 

n. ~ 2 haben. 
~ 

mua einen nichttrivialen 

Vektoren (x1 , .. ,xk ) zu 

die Form 1 1 
n. 
~ 

fur ein 

Kern haben. 

finden, deren 

ganzzahliges 

(3) Fur ein solches x mUssen die durch die Punktbedingung 

P \I (x,y*) = 0 eindeutig bestimmten y~ die Form -1 - ~* 
\I 

fUr ein m~ E (Zl - {O}) U {ClO} haben . 
.. 

Diese (x,y*) sind dann quasi-hyperbolische Gewichte fUr K. 

Unsere Bedingung 4.2.2 (c) dafUr, daB diese Gewichte dann 

auch hyperbolisch sind, ist zwar nur hinreichend, genUgt aber 

fUr unsere Zwecke. 

Aus 3.2.1 ergibt sich sofort 

4.2.4. Proposition. FUr eine Geradenkonfiguration Khat 

die Matrix QI die Form 

mit 

und 

0' = 3 Q" - U 

Oil 
ij = { 

fUr alle 

o. - 1 
l. 

1 

0 

i und 

falls i = j 

falls L. 
~ 

n L. Doppelpunkt 
J 

sonst 

j • 

(Oi ist die Anzahl der singul!ren Schnittpunkte auf Li .) 
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4.8.5. BBispieLB. 

BUschel. k ~ 3 Geraden gehen dUrch 

einen Punkt. Hier ist 0"" 0, und die 

Eigenwerte von 0' = -u sind 0 «k-1)-

fach) und -k. Da der Kern von 0 I durch 

Ix. = 0 charakterisiertist, qibt es keine quasi-hyper
~ 

bolischen Gewichte. 

Fast-BUschel. Von k ~ 4 Geraden gehen genau k-1 

durch einen Punkt. Hier ist 

Q" = 
-1 1 

1 0 

1 

o 

1 0 0 

die Eigenwerte von QI sind 0 

«k-1) -fach) und -(k+3) (zum 

Eigenvektor (-2,1, •• ,1». Der 

Kern wird beschrieben durch 

2x1 .- x 2 - ••• - x k = 0, 

und wenn die Xi Gewichte sein 

sollen, folgt daraus wegen 

n. heiBt das 
~ 

Or =-

_1_+ _1_+ _1_ = 1 + L 
n 2 n3 n 4 n 1 

-4 2 2 

2 -1 -1 

2 -1 -1 

schon k = 4. FUr die 

und die Punktbedingung sieht genauso aus, nur mit -mr an der 

Stelle von n1 . Wir erhalten daher genau die Fortsetzungen 

der in 2.1.6 beschriebenen Uberlagerungen von ~2 auf die 

ganze projektive Ebene als Unifor.misierungen, und man Uber

legt sich leicht, daB y* stets der p2 ist. 



J.£.L k Geraden in al12emeiner Lage 

(k ~ 2) 

-4 2 2 

Of 2 -4 2 = 

2 2 .. ·-4 

hat die Eigenwerte -6 «k-1)-fach) zu den Eigenvektoren 

(1,-1,0, •• ,0) usw. sowie 2k-6 zum Eigenvektor (1, .. ,1). 

ouasi-hyperboli~che Gewichte gibt es daher nur fUr k = 3 I 

1 und es muB x1 = x 2 = x3 = 1 - n gelten. In diesem Palle ist 

[ J [ n n 11. 
zO:z1:z2 H zO:z1: z 2 J 
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eine Uniformisierung. 

~ .Vollst~ndiges Vierseit. (4.1.5) 

Hier gibt es eine Menge hyperbolischer Gewichte, die aIle in 

5.1 aufgelistet werden. Det eine Pall quasi-hyperbolischer 

Gewichte wurde bereits in 4.1.5 erwahnt. 

Gegenbeispiel 4.1.8. Wahrend (a) (b) (e) Extrem-

falle sind und (d) ein positiv semidefinites Qt und viele 

hyperbolische Gewichte liefert, ist dies sozusag~n ein all

tagliches Beispiel. Die Berechnung der Eigenwerte von Q' 

ergibt -3, -3, -3, 0, 3, 6, 6, 6, 6 I und der Kern wird von 

dem Vektor (1,1,1,0,0, ••• ,0) erzeugt, wobei die Einsen den 

aUBeren Geraden (Zeichnung in 4.1.8) entsprechen. Es gibt 

also keine quasi-hyperbolischen Gewichte. 

Mit den Ungleichungen lassen sieh 

aus dem Proportionalitatssatz viele Bedingungen fUr quasi

hyperbolische Konfigurationen herleiten. DaB die Schnitt-
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vielfachheit rv hBchstens-8 sain darf, wurde bereits er

wahnt (3.2.4). Speziell fUr Geradenkonfigurationen gilt au-

aUBerdem: 

4.2.6. Proposition. 

(a) Bis auf das Dreieck und das Fast-BUschel aus vier Gera-

den gibt es keine quasi-hxperbolischen Konfigurationen, die 

eine Gerade L. roi t G
i 

< 2 
1. --

enthalten. 

(b) Die beiden in (a) genannten Konfi9urationen und das 

vollstandige Vierseit sind die einzigen suasi-hyperbolischen 

Konfigurationen aus nicht mehr als sechs Geraden. 

(c) FUr jede Gerade Li mit G. PO 
1. 

in einer quasi-h~per-

bolischen Konfiguration gilt 

(r+1) G i ~ k-3 , 

wobei r die hochste Schnittvielfachheit auf Li ist. 

Beweis. Zunachst (c): Aus Gi(x,y·) = 0 fo19t (3.1,2.2) 

o ~ 2(0.-1)1.. + T~2) 12 + o. (-2) = !-T~2) - 0. - 1 
1. 21. 1. .0(;1. 1. 

und einfaches Abzahlen der Geraden ergibt 

T~2)+ o.(r-1} ~. k-1 • 
1. 1. 

Zu (a): Falls ein o. verschwindet, folgt aus G. (x,y·) = 0 
1. 1. 

so fort k=3 oder k=4. DafUr bleiben dann nur noch die ange-

gebenen FaIle Uhrig. Wenn L. 
1. 

genau einen singularen Schnitt 

Schnittpunkt, etwa mit Vielfachheit r, enthalt, folgt fUr 

die Anzahl der Doppelpunkte 

dann nicht mehr viele M6glichkeiten, und man kann aIle FaIle 

bis auf T ~2) == 1 ausschlieBen. Dann muS K aber ein Fast-
1. 

bUschel sein, nach 4.2.5 (b) mit. k-4. Durch Betrachten al-

ler sonst noch m6g1ichen K folgt dann auch (b). a 
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4.3. HOMOGENE KONFIGURATIONEN UNO KONSTANTE GEWICHTE 

4.3.1. Nach 4.2.4 ist die i-te Zeilensumme von Q" gleich 

T • - 1 , die Zeilensumme von Q I also gleich 3 t . - 3 - k • Der 
1 1 

Vektor (1, ••• ,1) (entsprechend x. = x. 
1 J 

fur alle i I j) liegt 

daher genau dann im Kern, wenn dieser Ausdruck fur alle i 

verschwindet. 

4.3.2. Definition. 

(a) Die Geradenkonfiguration K heiSt homogen, wenn 

fUr alle Geraden 

3T. = k+3 
1 

L. 
1 

in K gilt. 

(b) Quasi-hyperbolische Gewichte (x,y*) fUr eine Geraden-

konfiguration K heiBen konstant, wenn x. = X. 
1 J 

fUr alle i,j 

gilt. Das von 'i unabhangige ni wird dann mit n I die 

nur von und n abhangigen 

zeichnet. 

m* v 
werden mit mtr) be-

4.3.3. Bata. FUr eine Geradenkonfiguration K gibt es ge-

nau dann konstante quasi-hyperbolische Gewichte, wenn K homo

gen ist und die Vielfachheiten der singularen Schnittpunkte 

von K nur die Werte r = 3,4,5,6,8 annehmen. Diese Ge-

wichte sind charakterisiert dUrch 

2 r 
- + = r-2 mtr) n 

(Alle L5sungen stehen in der nachfolgenden Tabelle.) 

Beweis. Die Gleichung ist ~quivalent zu P v (x,y*) = P. a 
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4.3.4. PabfJ tl,fJ. 

mtr) r=3 r-4 r-S r=6 r=8 

n=2 -4 co 4 2 1 

n=3 IDO 3 - 1 -
n=4 8 2 - - -
n=5 5 ..:. 1 - -
n=6 4 - - - -
n=9 3 - - - -

mtr} in Abh~ngigkeit von n und r bei konstanten quasi

hyperbolischen Gewichten (4.3.2). K liSt genau dann n als 

konstantes Gewicht zu, wenn in der entsprechenden Zeile der 

Tabelle fUr jade in K vorkommende Schnittvielfachheit r 

ein Wert eingetraqen ist. 

4.3.5. Alle bekannten homogenen Konfigurationen sind im 

Kapitel 5 aufgelistet. An den Beispielen erkennt man auch, daB 

die Typen der Schnittpunkte von Garade zu Gerade wechseln kOn

nen, obwohl ihre Anzahl g1eich bleibt (Ceva(r,3), erweiterte 

Hesse-Konfiguration}. 

Wenn ker O· nur aus der Diagona18n 0·(1, ••• ,1) besteht, 

kommen keine weiteren quasi-hyperbolischen Gewichte vor. Der 

Kern kann aber durchaus mehrdimensiona1 sein, und dann gibt 

es unter Umstlnden auch nicbt-konstante quasi-byperbolische 

Gewich te fUr K . ... 
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4.3.8. P:roposition. K sei eine homogene Konfiguration. 

Ca) Wenn ker Q" mit {~€ Ok: I ti = 0 } trivialen Durch-

schnitt hat, gibt es keine nicht-konstanten guasi-hyper

bolischen Gewichte fUr K. 

(b) Wenn fUr aIle i gilt 

6 T ~2) < k bzw. 
l. 

so ist Q" positiv (semi-)definit. 

Beweis. (al: H sei dle Hyperebene, die durch L E;. = 0 
l. 

gegeben ist, ,: Ck ~ Ck die Orthogonalprojektion auf 

(bezUglich des Euklidischen Skalarprodukts). FUr 

gilt dann 

(b): Nach dem Satz von Gerschgorin liegen die Eigenwerte ei

ner Matrix A = (aij ) Uber den komplexen Zahlen in der Verei-

nigung aller Kreise mit Mittelpunkt a .. 
l.l. 

und Radius CIa .. , 
j#i l.J 

in der komplexen Ebene. 

0';.'. - C Q".. = 
l.l. jPi l.J 

= 
IJ 



KAPITEL S 

8EISPIELE 

5.1. VAS VOLLSTANVIGE VIERSEIr 

5.1.1. Die Geraden und die 

singul!ren Schnittpunkte des 

vollst!ndigen Vierseits wer-

den mit ungeordneten Paaren 

i j (0 S i, j S 4, i"# j) be-

zeichnet, die Gewichte dazu 

mit n'!' .• 
~) 

In der Tat kann 

man in der Konfiguration K 1.1 

die ja aus dem vollstHndigen 

Vierseit K durch Aufblasen 

der vier Tripelpunkte entste~t, die transformierten Geraden 

und die exzeptionellen Kurven nicht mehr unterscheiden: K' 

besteht aus 10 (-1)-Kurven Lij' und und L' rs schnei-

den sich genau dann, wenn i,j,r,s paarweise verschieden 

sind. 

5.1.2. Zwei Sl.tze von Gewichten fUr K, die sich nur durch 

eine Permutation von {0,1,2,3,4} unterscheiden, liefern die 

selbe gewich~ete.Konfig~ration K': Durch Aufblasen der Eck

punkte 01, 02, 03 (s. Zeichnunq) und Niederblasen der Ver-
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bindungsgeraden L14 , L24 , L34 erh!lt man wieder den p2 mit 

der (bis auf Automorphismen des p2 eindeutig bestimmten) 

Konfiguration K, wobei aber die Indices 0 und 4 ver

tauscht sind. Analog realisiert man die Transpositionen (01), 

(02), (03), und diese vier erzeugen die symmetrische Gruppe. 

5.1.3. Auch die Proportionalit!tsbedingungen werden symme-

trisch: Die Linearform G •• 
1.J 

bzw. P •. 
1.) 

verschwindet genau 

dann, wenn 

gilt, 

Uluft. 

2 

n'l'. 
1.) 

1 
+ 

wobei die Summe Gher alle 

= 1 

rs mit {r,s} n {i,j} = ¢ 

5.1.4. Im Prinzip kann man alle 10-Tupel von Zahlen 

in (2Z - {O}) U {ClO} bestimmen, die die Gleichungen in 

erfUllen. Es ergeben sich (s. 6.2) bis auf Permutationen 

von {0,1,2,3,4} 37 verschiedene Losungen, von denen eine aus 

einer ganzen abz~hlbaren Serie besteht. Diese Serie und acht 

weitere L5sungen liefern aber keine Gewichte fUr K, weil die 

Besonderhei ten n'l' . = 1, n'l'. = ClO I n'l'. < 0 nich t ge trennt auftre-iJ 1.) 1.) 

ten. AuBer dem in 4.1.5 erw~hnten Fall quasi-hyperbolischer 

Gewichte 

(i, j > 0) , (j=1, •• ,4) 

bleiben dann noch 27 F!lle, die alle in der folgenden Tabelle 

aufgelistet sind. Die L5sungen mit den Nummern 2 und 6 sind 

strenggenommen keine Gewichte fUr das vollst!ndige Vierseit, 

da die drei Kurven mit Gewicht co zwar disjunkt sind, aber 

durch keine Permutation gleichzeitig mit exzeptionellen Kurven 
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zu Tripelpunkten von K identifiziert werden kOnnen. Alle 

Formeln sind hier &bar 80 symmetriach, daB aie auch fUr diese 

Ftille gel ten. 

S.1.6. 

Nr 01 02 03 04 12 13 14 23 24 34 -c 2 / N 

1 - 00 eo CD 3 3 3 3 3 3 1 / 3 

2 co co 4 4 00 4 4 4 4 2 3 / 8 

3 -4 00 00 GO 4 4 4 2 2 2 3 / 16 

4 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 3 / 5 

5 -6 -6 -6 - 3 3 2 3 2 2 1 / 12 

6 - GO 6 3 - 6 3 6 3 2 1 / 3 

7 GO 6 6 6 6 6 6 3 3 3 1 / 2 

8 -6 00 - 6 6 6 3 3 2 2 1 / 4 

9 8 8 8 8 4 4 4 4 4 4 9 / 16 

10 -8 -8 -8 8 4 4 2 4 2 2 9 / 64 

1 1 -4 8 8 8 8 8 8 2 2 2 9 / 32 

12 9 9 9 3 9 9 3 9 3 3 13 / 27 

13 -10 -10 -10 5 5 5 2 5 2 2 3 / 20 

14 6 6 6 4 6 6 4 6 4 4 7 / 12 

15 -12 -12 -12 4 6 6 2 6 2 2 7 / 48 

16 -4 -12 -12 -12 3 3 3 2 2 2 1 / 12 

17 -4 12 12 12 6 6 6 2 2 2 13 / 48 

18 -6 12 12 4 12 12 4 3 2 2 7 / 24 

19 12 12 6 6 6 4 4 4 4 3 13 / 24 

20 -12 -12 12 12 6 3 3 3 3 2 7 / 24 

21 -12 00 6 6 12 4 4 3 3 2 17 / 48 

22 12 12 12 4 6 6 3 6 3 3 1 / 2 

23 GO 12 12 12 4 4 4 3 3 3 11 / 24 

24 15 15 15 5 5 5 3 5 3 3 37 / 75 

25 -18 -18 -18 3 9 9 2 9 2 2 13 / 108 

26 -4 20 20 20 5 5 5 2 2 2 99 I 400 

27 24 24 24 8 4 4 3 4 3 3 11 / 24 
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6.1.8. FUr alle Uniformisierungen zu den in der Liste ange-

gebenen Gewichten gilt nach Konstruktion Prop(Y*,D):::::: 0, so 

da8 man die logarithmische Eulercharakteristik in der letzten 

Spalte mit der Formel fUr die Selbstschnittzahl des kanoni-

sehen Divisors in 4.1.6 bereehnen kann. All diese Werte 

sind positiv, und nach 4.1.3 existiert ein effektiver pluri-

kanonischer Divisor auf Y (auBer fUr n~. :S 2 
l.J 

fUr alle i,j, 

aber das taucht in der Liste nicht auf). Daher sind alle Uni-

formisierungen vom logarithmiseh allgemeinen Typ (1.3.5) und 

damit Ballquotienten. 

6.1.7. Uniformisierungen existieren fUr alle Gewiehte in der 

Liste. Das beweist man mit Hilfe der Hypergeometrisehen Dif

ferentialgleiehung in zwei Variablen, deren Monodromie die ge-

wUnsch ten Uberlagerungen liefert, s. 6.2. 

6.1.8. In der Liste tauchen fUnf Paare von engen Verwandten 

auf, d~e im wesentliehen die selben Uniforrnisierungen haben, 

n!mlieh die Gewichte mit den Nurnmern 

1,5 4,13 9,10 12,25 14,15 • 

Genaueres dazu findet sieh in 5.2.3. 

6.1.9. Die Matrix QI hat einen vierdimensionalen Kern und 

6 als doppelten Eigenwert. Kist homogen, naeh der Tabelle 

4.3.4 gibt es konstante Gewiehte fUr n:::::: 2,3,4,5,6,9, die 

natUrlieh in der Liste aUftauehen. n:::::: 5 ist eines der Bei-

spiele von Hirzebrueh [Hi 31. 
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5.2. VIE CEVA-KONflGURATJONEN 

5.2.1. Aus dem vollstandigen Vierseit kann man eine ganze 

Serie von Geradenkonfigurationen k.onstruieren: Homogene Ko

ordinaten [Z1 :z2:z3] auf dem p2 seien so ge\'llihIt, daB die 

Geraden Li4 

schrieben 

(Bezeichnungen wie in 5.1) durch z. = 0 be
~ 

ist. Die 

werden und der WMittelpunkt" 

r 2-blattrige Uberlagerung 

p2 ... p2 

gieich [1:1:1] 

ist gerade Uber den Li4 mit Ordnung r verzweigt; die Ur

bilder der Uhrigen Geraden L12 , L23 ,L13 zerfallen in je r 

Geraden dUrch die Punkte ..,;1 (POi)' i :III: 1 ,2,3. Sie bilden 

die Konfiguration Ceva(r) - Ceva(r,O), und wenn man noch 

eine, zwei oder drei der (reduzierten) Urbildgeraden ~;1(Li4) 

hinzunimmt, erhalt man Ceva(r,1), Ceva(r,2) bzw. Ceva(r,3). 

Schematische Darstellung fUr r"; 5 J 

im Zentrum liegen r2 Tripelpunkte. 

Ceva(r) und Ceva(r,3) 

sind homogen, die Ubri-

gen nicht. Bei Ceva(2) 

(Volistandiges Vier

seit) und Ceva(2,1) muB 

man beachten, daB die 

drei BUschel aus je 

zwei Geraden bestehen 

und die Zentren der 

BUschel keine singul!-

ren Schnittpunkte sein 

mUssen. 



FUr r ~ 3 sind die Kon-

figurationen nieht Uber 

den reellen Zahlen defi-

niert, so daB sieh nur 

eine sehematisehe Dar-

stellung zeiehnen laBt. 

Ceva(2,3) ist dagegen 

eine reelle simpliziale 

Konfiguration mit der 

Bezeiehnung A1 (9) in 

der GrUnbaum-Liste [GrUl. 

Die Nummern in der 

Zeiehnung entspreehen den Bildern im vollstandigen Vierseit 

unter <1>2' die BUsehelzentren sind die Vierfaehpunkte. 

5.2.2. Die Matrix Q" zu Ceva (r, t) hat fUr r 2! 3 die 

Form 

1 1 . . . 1 
1 1 . . . 1 

1 1 . . . 1 
1 r 

· . 
· . 
· . 
1 r 

1 r 

· . 
· . 3r 

· . 
1 r 

1 r 

· . 
· . 
· . 
1 r 

FUr Ceva(2,3) und Ceva(2,2) gilt das auch noeh, aber fUr 

Ceva(2,1) und Ceva(2) sind nicht mehr aIle BUschelzentren 

59 
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singul~re Schnittpunkte, so daB die Matrix modifiziert werden 

mua. In allen pallen ist 0' ,positiv semidefinit. Die Di

mension des Kerns ist 4 fUr Ceva(2) I 3 fUr Ceva(2,1) und 

ansonsten gleich t+1 • 

5.2.3. 1m allgemeinen Fall (r,t) # (2,O},(2,1) mUssen qua-

si-hyperbolische Gewichte fUr Ceva(r,t) fUr aIle Geraden in 

einem der drei BUschel tibereinstimmen, wie man leicht an Q' 

ablesen Kanno Daher haben auch die r2 Tripelpunkte aIle 

das selbe Gewicht. Man rechnet leicht nach, da8 man aus die-

sen Gewichten quasi-hyperbolische Gewichte fUr das vollst~ndi

ge Vierseit konstruieren k.ann: Die Diagonalen L12 , L23 ' L13 

und der Mittelpunkt P04 bekommen die Gewichte ihrer Urbilder 

und die Ubrigen Geraden das r.fache der Gewichte der Urbilder, 

-1 wobei die ~r (Li4), die nicht zu Ceva(r,t) gehOren, mit 

dem Gewicht 1 gezahlt werden. Die Idee dabei ist, daB die 

Hintereirianderschaltung von ~r mit einer Uniformisierung von 

Ceva(r,t} eine Uniformisierung des vOllstandigen Vierseits 

mit diesen Gewichten sein sollte (genauer: 5.2.4). 

FUr Ceva(2,1} erhlilt man, 

daB quasi-hyperbolische Ge-

wichte fUr vier der Geraden, 

etwa die Urbilder von L12 

und L1 3 unter "'2' Uber

einstimmen und auch die bei-

den Urbildqeraden von L23 

das selbe Gewicht haben. Da-

durch kann man wieder quasi-

hyperbolische Gewichte fUr 



61 

das vollstandige Vierseit konstruieren, und zwar erhalt man 

fUr die fUnf verschiedenen quasi-hyperbolischen Gewichte von 

Ceva(2,1) die hyperbolischen Gewichte mit den Nummern 3, 11, 

17 (doppelt) und 18 in der Liste 5.1.5. In allen Fallen be

kommt der Punkt P01 ein negatives Gewicht, was der Tatsache 

entspricht, daB das Urbild in Ceva(2,1) nur ein Doppelpunkt 

ist und daher nicht aufgeblasen wird. 

FUr das vollstandige Vierseit Ceva{2} gibt es funf hyperbo

lische Gewichtungen, die unter dem oben beschriepenen Verfah

ren auf andere hyperbolische Gewichtungen des vollstandigen 

Vierseits Ubergehen, namlich genau die in 5.1.8 angegebenen 

Paare. Wie bei Ceva{2,1) tauchen auch hier negative Gewich

te auf~ diesmal an drei Stellen. ber nicht-hyperbolische Son

derfall 4.1.5 (b) geht in sich selbst tiber. 

Das alles legt die Vermutung nahe, daB die Ceva(r,t) zwar 

interesssante Konfigurationen sind, aber keine neuen Ballquo

tienten liefern. In der Tat kann man zeigen: 

5.2.4. Sata. zu allen quasi-hYEerbolischen Gewichten fur 

Ceva(r,t) (mit Ausnahme des Sonderfalles 4.1.5 (b) fur das 

vollstandige Vierseit) gibt es einen Ballquotienten als Uni

formisierung, der auch schon als Uniformisierung des vollstan

digen Vierseits auftritt. Insbesondere gibt es fUr jedes der 

in 5.1.8 angegebenen Paare von Gewichten fur das vollstandi

ge Vierseit Ubereinstimmende Uniformisierungen. 

Beweis. Zunachst der Fall (r,t) + (2,0),(2,1). Nach 5.2.3 

erhalt man aus quasi-hyperbolischen Gewichten fUr Ceva(r,t) 
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hyperbolische Gewichte fUr das vollatAndige Vierseit K, zu 

denen es nach 6.2 eine Uniformasierung gibt.· Die aufgebla

sene projektive Ebene S' zu C8va(r,t) dlent ala Uniformi

sierung von K. mit den Gewichten 1 {ausnahmsweise} fUr die 

Geraden L12 , L23 ' L13 und den Mittelpunkt P04 sowie r 

fUr die Ubrigen Geraden und Punkte. Mach 6.4.5 gibt es eine 

gemeinsame Uberlagerung Y von st und der komplex-hyperbo

lischen Uniformisierung Y von, 1(, die Uber Y unverzweigt 

ist und als Uberlagerung von 5' die gewUnschten Verzwei

gungsordnungen hat. Y ist also die gesuchte komplex-hyperbo

lische Uniformisierung von Ceva(r,t). 

FUr Ceva(2,1) und Ceva(2) lKuft der Beweis genauso, nur 

muS man die Urbildkurven zu den Punkten mit negativen Gewich

ten, die den nicht-sinqullren BUschelzentren entsprechen, zu

erst niederblasen. o 

5.2.6. Ceva(3) mit n-m(3)" 5 ist Beispiel III in (Hi 3 ). 

Der Kern von QI ist eindimensional, so da8 nur konstante Ge-

wichte in Frage kammen, allerdings gleich sechs FaIle (n = 2, 

3,4,5,6,9), da Ceva (3) nur Tripelpunkte hat. Diese FaIle 

ergeben die Nummern 16,1,27,24,22,12 in der Liste 5.1.5 

fUr das vollstandige Vierseit. PUr n=3 ist danach c2IN 

gleich 3, und es gibt tatsAchlich eine zyklische Uniformisie

rung vom Grad 3 (6.1.5), so da.8 vir einen offenen Ballquoti

enten der Eulercharakteristik 9 erhalten. Dies ist der nie

drigste Wert fUr aIle Beispiele, da die Uberlagerungsgrade N 

meist sehr gr08 sind (wenn man 8ie Uberhaupt berechnen kann). 

Ceva(8) mit. n-2, m(3)--4, m(8) -1 1st ein Beispiel fUr das 

Auftreten der hOchstm6g1ichen Schnittvielfachheit 8. 
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5.3. EXZEPTI0NELLE KONFIGURATI0NEN 

5.3.1. Neben den Ceva-Serien sind fanf weitere hyperbolische 

Konfigurationen bekannt. AIle sind homogen, und aIle sind 

Spiegelungsgruppen-Konfigurationen: Die Geraden sind die Bil-

der der Spiegelungsebenen einer irreduziblen Spiegelungsgruppe 

auf dem ~3. Diese Gruppen sind in [Sh-ToJ klassifiziert; ne-

ben den Serien, die Ceva(r) und Ceva(r,3) liefern, gibt es 

die exzeptionellen FaIle mit den Nummern 23 bis 27 in der Li-

ste von Shephard und Todd. Die Konfigurationen wurden von 

Orlik und Solomon betrachtet ([Or-So1], [Or-So2]). 

5.3.8. In allen Fallen sind die Gewichte hyperbolisch, d.h. 

die Uniformisierungen sind tatsachlich Ballquotienten. Das 

ergibt sich aus 4.1 .4 und . 4 .1 .6, die Chernzahlen sind zu

sammen mit den kombinatorischen Daten in der Tabelle 5.3.3 

am Ende des Abschnittes zusammengefaBt. Bis auf das Beispiel 

D (erweiterte Hesse-Konfiguration) kommen nur konstante Ge

wichte in Frage, da TI 2
)< k/6 ist (4.3.6). welche Gewichte 

dann tatsachlich hyperbolisch sind, liest man aus Tabelle 

4.3.4 abo AIle Matrizen Q' sind positiv semidefinit und 

haben (bis auf Beispiel D) einen eindimensionalen Kern. Die 

Matrix Qn ist far aIle Beispiele angegeben. 

A. Ikosaedep-Konfigupation. 

Sie ist als einzige der fanf Konfigurationen tiber m defi

niert und wird daher auf :der folgenden Seite gezeichnet. 
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Die 30 Kanten des Ikosaeders bestimmen 15 GroBkreise auf der 

Sphare, die das Ikosaeder umschreibt. Nach Identifikation an

tipodischer Punkte ergibt sich im p2(m) eine Konfiguration 

aus 15 Geraden mit je zwei Doppel-, zwei Tripel- und zwei 

FUnffachpunkten. 

Der nebenstehende Computer-

Ausdruck stellt die Matrix 

Qn dar, die Nullen sind 

durch Punkte ersetzt. Die 

Bigenwerte von Q' kann 

man auch berechnen, man er-

0, 6 (10-fach) und 15 

(4-fach). Bs gibt nur kon-

3 • • 1 • .. 
• 3 • • J • • 1 • 

3 • . . .1. • · . 
• • • 3 • 1 • • 1 • 

• 3 • 
• • 3 • • 1 • · . . 

• 1 • • • • 3 . . • • 1 • · . 1 • • 3 • • • • 1 · . 
1 • • • • S • 1 • 

• .. 1 • • • • 3 · . · . . . . • 3 • · . . 1 • • 

• 1 • • 1 • 3 .. • • 
• • 1 • • • • 1 • · . · . . , • J • • 

• 1 • 1 • 

• 3 • • 
3 • 

• 3 

stante hyperbolische Gewichte, und zwar fur n = 2 und 5. 

B. G168-Konfiguration. 

Felix Klein [Kl] studierte die Operation der einfachen Gruppe 

der Ordnung 168 auf dem p2. Die Gruppe hat 21 Elemente der 

Ordnung 2, deren Fixpunktmengen die Konfiguration hilden. Aus 

der Beschreibung in [Kl] ersieht man leicht, daB nur Tripel

und Vierfachpunkte auftreten und die Gruppe transitiv auf der 

Konfiguration operiert, woraus dann T ~3) = T ~4} = 4 folgt. Das 
:I. :I. 

kann man Ubrigens auch aus den Tabellen von Orlik und Solomon 

[or-so2] ahlesen. 

Konstante hyperbolische Gewich te gibt es fur n = 2 13 I 4 • Q" 

ist das 7fache der Einheitsmatrix. 
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c. Beaae-Konfiguration. 

w sei die aus den 9 Wendepunkten bestehende Untergruppe einer 

glatten ebenen Kubik (mit additiver Gruppenstruktur). Im zu-

geh5rigen "Hesse-BUschel- Aller Kubiken, die W enthalten, 

gibt es vier in jeweils drei Geraden zerfallende Kubiken, die 

dann die Hesse-Konfiguration hilden. Diese Situation wird in 

Kapitel 7 von [Br-Kn] ausffihrlich beschrieben. 

Die Lage der drei Geraden einer der zer-

fallenden Kubiken zu den Wendepunkten 

kann man sich so vorstellen, wie es 

die nebenstehende Zeichnung andeutet. 

Die Wendepunkte werden Vierfachpunkte 

der Konfiguration, die drei Bcken des Dreiecks bleiben Doppel

punkte. Drei Punkte von W liegen bekanntlich genau dann auf 

einer Geraden, wenn ihre Summe gleich 0 ist. 

Anschaulicher kann man sich die Inzidenzstruktur so vorstel-

len: Die Punkte von W entsprechen den Punk ten der affinen 

Ebene tiber dem K5rper lP3 , die Geraden der Konfiguration den 

Geraden in dieser affinen Ebene. Bin BUschel von drei paral

lelen Geraden in 1F32 entspricht einer der zerfallenden KOO1-

ken, so daB wir uns im Unendlichen keinen Tripelpunkt, sondern 

drei Doppelpunkte denken mUssen. 

Die Matrix 0" besteht aus vier B10cken der Form 

211 
1 2 1 
1 1 2 

und ist daher positiv definit, vir erhalten also nur konstante 

hyperbolische Gevichte, und war fUr n • 2,3,". 
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D. Ep~eitepte Hesse-Kon[igupation. 

Wir betrachten wieder das Hesse-BUschel aus Beispiel C. Wenn 

wir einen der neun Wendepunkte w als Nullelement auszeich-

nen, liegen die drei 2-Torsionspunkte einer glatten Kubik im 

Hesse-BUschel auf einer von der Kubik unabhangigen Geraden im 

p2: Die 2-Torsionspunkte erhalt man als BerUhrpunkte der 

drei Tangenten an die Kubik, die durch w laufen. Deren Lage 

kann man aber (etwa mit der Beschreibung in [Br-Kn], Kap. 7) , 

leieht bestimmen. Auf diese Weise erhalten wir neun Geraden, 

die eine Ceva(3}-Konfiguration KC bilden. Jede der Ceva-

Geraden DC trifft jede der vier zerfallenden Kubiken der 

Hesse-Konfiguration KH in einem der Doppelpunkte und in ei

nem weiteren Punkt auf der gegenUberliegenden Dreieeksseite. 

Die Vereinigung K der beiden Konfigurationen hat dann 36 

Doppel-, 9 Vierfach- und 12 FUnffaehpunkte. Es gibt zwei Arten 

von Geraden, namlieh 

DH: ( 2) = 3 (4) ::: 3 
(5) = 2 T . T. T. 

~ ~ ~ 

Dc: 1" ~ 2) = 4 T~5) = 4 
~ ~ 

Trotzdem ist K homogen. 

KC ist dual zur Hesse-Konfiguration: In KH werden die 

Punkte mit ~32 und die Geraden mit der Menge der affinen Ge

raden im ~32, also mit JP2(~3)*- {ClO} indiziert, bei Ceva(3) 

ist es genau umgekehrt. Die Inzidenzrelationen sind genau wie 

in der affinen Ebene tiber lF3; der Doppelpunkt von KH , den 

man als "Sehni ttpunkt II der Geraden ax + by = c und ax + by ::: C t 

erhalt, fallt in K mit dem Tripelpunkt [a:b:e"] I e" € lF3 I 

c" 'It c, C I zusammen. 
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Mit diesen Informationen kann man die Matrix 0" bestimmen: 

4 · . . . . J 1 • • 

• • • · . . . . . . . ~ . 1 • 
4 • . . . . . . 
• 4 • · . . . . . .. 1 • • 

• 1 
I • • 1 

t • . . . f • • 1 • .1. 
• • • • • • • • • . . • 1 ., • 

• 4 • • · . . 1 • 
1 • ". 1 
1 • 1 • · . . · . f • · . - . J • 1, . . 

· • • • • . • . . I . 1 • · . . • • • .1. 1 • 

• 4 • 1 1 • . . . . . . · . 4 • 1 • 
1 • • 1 • .1. • 1 • • 3 
1 • • • 1 • .1. • .1. 3 • • • • • 
1.. ..1.1. ••• 3. 
• J • J • • • J • • 1 • • • .3. . 
.1. • 1 • • • 11. • • • • • 3 
.1. • • 11. • • • 1 • • .3. 

1 • 

11. I • • 1 • .3. • 
1 • I • 1 • • .1. • • 3 • 
11.1.1. • • • • • 3 

Q' ist dann positiv semidefinitund hat einen zweidimensiona-

len Kern, der von den Vektoren" (1,."1,0,,. ,O) I (0, •• ,0,1, •• , 1) 

aufgespannt wird, wobei die Binsen und Nullen jeweils den Ge-

raden DC und DH entsprechen. Ryperbolische Gewichte mUs

sen also fUr die Ceva-Geraden konstant gleich einem nC und 

fUr die Hesse-Geraden gleich einem nH sein, di~ Punktgewich-

te sind dann rna fUr die Vierfachpunkte und m* C 
fur die 

FUnffachpunkte. Die Proportionalitltsbedingung fur die Funf

faehpunkte ist 

232 -+-+;;;T:: 3 , 
nR ne me 

woraus sieh die hyperbolischen 

Gewiehte in der Tabelle ergeben, 

Formal sind das Zusammensetzun-

gen hyperbolischer Gewichte von 

KH und Kc 'f allerdings mit 

verlndertem mt, 

nH 

2 

2 

3 

4 

4 

nc 

2 

3 

9 

2 

6 

rna m* C 

GO 4 

GO 2 

3 1 

2 2 

2 1 
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E. G360-Konfigu~ation. 

Analog zur G168-Konfiguration wird auch diese durch eine Grup

penoperation definiert, diesmal durch die G360 (= alternie

rende Gruppe A6 ), studiert von R. Fricke und F. Klein in 

[Fr-Kl], Anhang S16, p. 645. Die Gruppenoperation wird dort 

explizit durch Gleichungen angegebeni wieder sind aIle 45 Ge

raden gleichberechtigt, und es gibt Schnittpunkte der Viel-

fachhei ten 3,4,5. Daher ist 0" = 15· I, und es kommt nur 

das konstante Gewicht n = 2 in Frage. 

5.3.3. TabeZZen: Exaeptionelle Konfigupationen 

A Ikosaeder-Konfiguration [Sh-To] Nr. 23 

B G168-Konfiguratiqn [Sh-To] Nr. 24 

C Hesse-Konfiguration [Sh-To] Nr. 25 

D Erweiterte Hesse-Konfiguration [Sh-To] Nr. 26 

E G360-Konfiguration [Sh-To] Nr. 27 

Anzahl der Geraden, singul!ren Schnittpunkte und r-fach-Punkte 

k R. t2 t3 t4 ts 

A 15 16 15 10 6 

B 21 49 28 21 

C 12 9 12 9 

D 21 21 36 9 12 

E 45 201 120 45 36 
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Anzahl dar Schnlttpunkta pro Garade (2 Typen bel D) 

'1 o. 
(2) 'I: (3) (4) T ~ 5) 'l: i i 'l: i 1 1 

A 6 4 2 2 2 

B 8 8 4 4 

C 5 3 2 3 

DB 8 5 l 3 2 

Dc 8 4 4 4 

E 16 16 8 4 4 

Byperbolische Gewichte und Typ dar Onifo~isierung 

n mt3) mt4) mt5) 
-C2 / 

A 2 -4 4 45 / 
5 5 1 39 / 

B 2 -4 CIO 75 / 
3 00 3 100 / 
4 8 2 297 / 

C 2 .. 3 

3 3 16 / 
4 2 21 / 

0 2,2 00 4 33 / 
2,3 GO 2 18 

3,9 3 1 52 / 
4,2 2 2 21 

4,6 2 1 18' 

E 2 -4 CD 4 120 
- -- - -_. ._-

AbkUrzunqen in der letzten Spalte: , 
K Kummer-Uniformislerung (6.1) 

a sonstige abelsche Unlformislerung 

na nlcht-abelsche Unlf~rm181erun9 
(Exlstenzbewelse in Ab8chnitt 6.6) 

N 

8 

5 

4 

3 

8 

3 

4 

2 

3 

Typ 

na 
a 

na 
K 

na 

K 

K 

na 

na 

a 
a 

a 

a 

na 
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6.4. EINIGE NICHT-HYPERBOLISCHE KONFIGURATI0NEN 

6.4.1. Die bisher bekannten hyperbolischen Konfigurationen 

sind die Ceva(r,t) mit kleinem r {5.2} und die funf ex

zeptionellen Konfigurationen in 5.3. Fur das Dreieck, das 

Fast-BUschel aus vier Geraden und das vollstandige Vierseit 

Ceva(2} gibt es quasi-hyperbolische Gewichte, die nicht hy

perbolisch sind (4.2.5,4.1.5). Die bekannten homogenen Kon

figurationen sind aIle Ceva(r) und Ceva(r,3), die funf exzep

tionellen Konfigurationen und das Dreieck. ob dies wirklich 

aIle Beispiele sind, ist unbekannt. 

S. 4.2. HBherdimensionale Spiegelungsgruppen liefern auch Ge-

radenkonfigurationen: Auf jedem dreidimensionalen Durch-

schnitt von Spiegelungs-Hyperebenen bilden die Durchschnitte 

mit den Ubrigen eine Ebenenkonfiguration, die dann eine Gera

denkonfiguration auf dem projektiven Raum definiert. Orlik 

und Solomon haben auch diese Konfigurationen betrachtet, siehe 

[Or-So1 1, [Or-so21. Durch Vergleieh mit der GrUnbaum-Liste 

ergibt sieh, daB auf diese Weise z.B. die Konfigurationen 

A1 (19) und A3 (19) in [GrU] aus der Weyl-Gruppe von Ee 

entstehen ([Hi 3], 1.2). A1 (19) ist auf der folgenden Seite 

gezeichnet, man muB allerdings die uriendlich ferne Gerade hin

zunehmen. 

Die Matrix QI zu A1 (19) kann man leicht aufstellen. Sie 

ist positiv semidefinit (1) und hat einen eindimensionalen 

Kern, der aber keine Gewichte liefert, denn er wird erzeugt 

von einem Vektor (~1""'~19) mit i; i = 1 2 fur die unendlieh 

ferne Gerade, 6 fUr die mittleren Geraden in den drei 
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BUscheln, 5 und 4 fUr die etwas weiter bzw. ganz auBen liegen

den Parallelen und 2 fUr die drei restlichen Geraden durch den 

Mittelpunkt. Der Quotient zweier ti ist fUr zullssige Ge

wichte aber stets kleiner als 2. Die Situation fUr A3 (19) 

ist analog. 

5.4.3. Interessant 1st die Beobachtunq, daB 0' in den bei-

den eben betrachteten Beispielen positiv semidefinit ist und 

. einen nichttrivialen Kern bat. Die.8 Eiqenschaft zeichnet die 
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durch irreduzible Spiegelungsgruppen auf einem ~q definier

ten Konfigurationen unter allen berechneten Beispielen aus. 

6.4.4. Reduzible Spiegelungsgruppen auf dem ~3 liefern ge-

rade die Fast-Buschel und das Dreieck. Hier ist Q' negativ 

semidefinit mit nichttrivialem Kern (4.2.5). AuBer fUr das 

Dreieck 1st ProPK dann .indefinit, denn jeder singulare 

Schnittpunkt gehort ja zu einem positiven Eigenwert (3.2). 

6.4.6. Der Signaturtyp von proPK ist Uberhaupt recht in-

teressant: Die Miyaoka-Yau7Ungleichung, die Proportionali-

t!tsbedingungen an die Punkte und Geraden und die Tatsache, 

da8 (im hyperbolischen Fall) mit proPK auch der Gradient 

verschwindet (3.1.4), konnten einen zu der Vermutung fuhren, 

daB die quadratische Form stets positiv semidefinit ist. Die 

Beispiele zeigen aber, daB genau das Gegenteil stimmt: Wah

rend in [Hi 3 ] fur den Fall konstanter Gewichte ein sehr kon

struiert erscheinendes Gegenbeispiel von W. Meyer angegeben 

ist, erhKlt man fur unseren Fall meist indefinite Formen. 

Einige Beispiele in der Grunbaum-Liste liefern positiv defini

te Formen ohne Kern. 

6.4.0. Man konnte hinter den hyperbolischen Beispielen auch 

die regelmKBigen r-Gons mit samtlichen Verbindungsgeraden und 

vielleicht auch Spiegelungsachsen vermuten (r = 3,4,5 tauchen 

auf), aber fUr r = 6 wird die quadratische Form positiv definit 

(mit Achsen) bzw. indefinit ohne Kern (ohne Achsen). 

S.4.'1. Bs gibt auch hyperbolische ItKonfigurationen", die 



74 

Ballquotienten liefern wUrden, wenn man ste nur im komplexen 

projektiven Raum realisieren k6nnte. tum Beispiel gibt es eine 

Inzidenzstruktur aus 15 Geraden mit Schnittpunkte~ der Ordnung 

2 und 4, die homogen ist und eine positiv semidefinite Matrix 

O' hat. Wenn diese Struktur durch eine Geradenkonfiguration 

im p2(~} dargestellt werden kann, ist Hirzebruchs Kummer

Uniformisierung ein Ballquotient. Hirzebruch hat aber gezeigt, 

daB dies im Widerspruch zu Kobayashis Satz 1.3.8 steht. 

ZUR GEOGRAPHIE DEi CHERNZAHLfN 

6.5.1. In der Einleitung wurde die Aufgabe formuliert, die 

Geographie der Chernzahlen zu unterBuchen. Wir befinden uns am 

oberen Rand des in Frage kommenden Bereichs, nAmlich auf der 

Geraden c~ ., 3c2 •. Die Noethersche Formel impliziert, daB fUr 

aIle Punkte auf dieser Geraden, die durch Filchen vom a11g8-

meinen Typ, also durch Ballquotienten, realisiert werden k6n

nen, C 2 durch 3 teilbar sein muS. Au4erdem muS c; und damit 

c 2 stets positiv seine 

s. S. 2. Oer erste zUUi.ssige Punkt ist also cf = 9, c 2 = 3. 

Diese Werte werden gerade von Mumfords Beispiel {MU2 ] angenom-

men. 

S. S. 3. Eine unverzweigte N-blAttrige Uberlagerung eines 

Ballquotienten ist ein Ballquotient mit den N-fachen Chern

zahlen. Ein Beispiel mit c~ .. " 02 - 3 und erater Bettizahl 

b1 # 0 wUrde daher den g •• amte"zulaaaigen Teil dar Geraden· 
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liefern, denn dann gabe es ja unverzweigte tlberlagerungen be-

liebigen Grades. Mumfords Beispiel hat aber eine Torsionsgrup

pe als Fundamentalgruppe, so daB es zwar unendlich viele Punk-

te, aber eben nicht aIle liefert. 

5.5.4. Die kompakten komplex-hyperbolischen Uniformisierun-

gen zu unseren Beispielen entsprechen ebenfalls unendlich 

vielen Punkten auf der Geraden. Urn diese Punkte konkret ange-

ben zu k5nnen, muB man noch den tlberlagerungsgrad einer Uni-

formisierung bestimmen. Der ist allerdings meist sehr groB 

k-1 (z.B. n fUr Hirzebruchs Kummer-Uniformisierung, wenn das 

auch nicht immer der minimale Grad ist) und bei den nicht-

abelschen Uniformisierungen Uberhaupt kaum zu berechnen. Der 

niedrigste Wert, namlich die Eulercharakteristik 9,tritt fUr 

einen nicht-kompakten Ballquotienten auf (5.2.5) und ist daher 

in diesem Zusammenhang uninteressant. 

5.5.5. FUr das vollstandige Vierseit mit n .. == 5 
l.) 

fur alle 

ij hat Hirzebruch die Kummer-Uniformisierung vom Grad 55 

als Beispiel eines Ballqriotienten gefunden (5.1). Es ist aber 

sogar moglich, eine Uniformisierung Y ~ S' vom Grad 25 an-

zugeben (6.5.7). Y hat dann nach der Tabelle 5.1.5 die Eu-

lercharakteristik c 2 (y) = 15. Auf S t operiert ein Automor-

phismus der Ordnung 5, der die zehn Kurven L! . 
l.) 

entsprechend 

der Permutation (01234) der Indexmenge {0,1,2,3,4} ver-

tauscht. Man kann versuchen, diesen Automorphismus zu einem 

fixpunktfreien Automorphismus von Y zu liften und so als 

Quotienten eine komplex-hyperbolische Flache mit Eulercharak

teristik 3 und erster Bettizahl b 1 ';' 0 zu bekommen. Es 
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stellt sieb &ber heraus, daa 41e aeatriktionen fUr das Boch

heben schon erzwingen, daB die Uberlagerungsfllche fUnf Singu

lari tl ten ilber Sohni t tpunk ten von K • haben mU8. 

5.5.6. 

m( 5) - 1 

(6.6). 

Auch fUr die Ikosaeder-Konfiquration mit n::l m(3) - 5, 

kann man eine Uniformisierunq vom Grad 25 finden 

Bier erhalten wir einen kompakten Ballquotienten der 

Eulercharakteristik 195 - 3-5-13 • 



KAPITEL 6 

EXISTENZ VON UNIFORMlS1ERUNGEN 

In diesem Kapitel werden Methoden vorgestellt, mit denen man 

die Uniformisierbarkeit einer gewichteten Konfiguration bewei-

sen Kanno Insbesondere wird gezeigt, daB fur samtliche in 

5.3.3 angegebenen hyperbolischen Beispiele tatsachlich Ball

quotienten als Uberlagerungen existieren (6.6). 

6.1. KUMMER-uBERLAGfRUNGEN 

8.1.1. 11 = 0 , ..• , 1k = 0 seien homogene Gleichungen fur die 

Geraden einer Konfiguration K auf dem lP
2

• n ~ 2 sei eine 

ganze Zahl. Oann sei K die Kummer-Erweiterung des Funk-

tionenk~rpers K von dUrch die n-ten Wurzeln aus samt-
..." 

lichen Quotienten 1./1. dieser Polynome. Kist der FUnk-
1. J 

2 k-1 
tionenk~rper einer singuHiren Flliche X, die den lP n -

blattrig Uberlagert. Eine Oesingularisierung von X ist dann 

eine Uniformisierung von K mit den Gewichten n.=m =n. 
1. 'J 

Diese Ronstruktion wurde von Hirzebruch in [Hi 3 ] benutzt. 

8.1.2. Definition. Die in 6.1.1 beschriebene Uniformi-

aierung heiBt Kummer-Uniformisierung (oder -Uberlagerung) der 

Geradenkonfiguration K zum Gewicht n. 
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6.1.3. Die Existenz einer solchen abelschen Uberlagerung mit 

Galoisgruppe (m/n~)k-1 tolgt &uch mit Hilfe der Topologie 

(6.5). 

6.1.4. Wenn nicht aIle Verzweigungaordnungen Ubereinstimmen, 

ist diese Kethode nicht anwendbar. Man kann aber z.B. 1m Fall 

der Ikosaeder-Konfiguration mit n" 5, m(3) .. 5, roeS} ::0 1 durch 

Adjunktion der fUnften WUrzeln aus dem Produkt aller 15 Gera

dengleichungen eine fUnfbllttriqe Uberlagerung des p2 kon

struieren. Die Uberlaqerunqsfllche hat dann %War Quotienten

sinqularitlten, liefert &ber die Gleichheit In der entspre

chend modifizierten Miyaoka-Yau-Ongleichung ([Mil,[R03]). 

Solche Fille hat Res Ivinskls betrachtet, s. lIvJ. 

6.1.5. FUr Ceva(3) erhllt man dUrch Adjunktion dar dritten 

Wurzeln aus dem Produkt der 9 Geradengleichungen eine Fllche, 

deren Normalisierung eine Uniformisierung zu den Gewichten 

n = 3, m == 1 ist. Als Uniformisierung 2:U m*..... betrachtet, 

erhal ten wir so einen offenen Ballquotienten Y - 0 mi t der 

Eulercharakteristik 

6.2. UNIFORMlS1ERENDE DIFFERfNTIALGLEICHUNGEN 

6.2.1. In [Mo] und [De-Mo] konstruieren Deliqne und Mostow 

diskrete Untergruppen von Aut(B2) mit Hilfe der HXp!r

geometrischen Differentialgleichung in 2 Variablen, deren 

Studium auf Picard zurackqabt. S8 handeit sieb um ain System 

partieller linearer Differentialqleichungen zweiter Ordnunq 
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mit rationalen Parametern }.lo'" ,}.l4 ' I Il i = 2. Die Koeffizien

ten sind rationale Funktionen auf S = ]p 
1 

x ]p 
1 , die Pole langs 

der horizontalen und vertikalen Geraden z1 = 0,1,00 und z2 = 
0,1,00 sowie der Diagonalen z1 = z2 haben. Diese sieben Ge

raden bilden eine Konfiguration K I deren Desingularisierung 

K' auf der Aufblasung S' in den drei Tripelpunkten mit der 

des vollstandigen Vierseits libereinstimmt (5.1). Deligne und 

Mostow zeigen, daB im Fall 

Voraussetzung 

0< j.l. < 1 
~ 

fur aIle 

<INT> (1 - j.l. - j.l .) -1 E 2Z U {oo} 
~ ) 

i unter der 

fUr aIle i,j 

(die man nur fUr }.t. + }.l. < 1 
~ ) 

nachprUfen muB: [De-Mo],14.2) 

die Monodromiegruppe des Differentialgleichungssystems ein 

(manchmal arithmetisches; manchmal nicht-arithmetisches) Git

terr in der Automorphismengruppe .PU(2,1) des Balles E2 

ist. 

Setzt man nun 

n!=. = 
~) 

, -1 
(1-j.l.-j.l.) 

~ ) 

fUr aIle ungeordneten Paare ij (OS i,j::C:; 4, i if; j) I so ist 

(mit den Bezeichnungen aus 5.1) der Quotient f\]82 gleich 

S' nach Niederblasen der L!. mit n~. < 0 und Entfernen der 
1) ~) 

Llj mit nij = co I 

Ubrigen Geraden L!. 
~) 

und die Verzweigungsordnungen entlang der 

sind gerade die n'f. 
~J 

([ De-Mo] ,9 .1 .1 ) • 

Picards SchUler LeVavasseur [LeV] hat die Parameterwerte mit 

<INT> ausgerechnet. Diejenigen mit 0< ••. < 1 
~ 

fUr aIle i 

sind in [De-Mo],14.3 aufgelistet und entsprechen gerade den 

27 hyperbolischen Gewichtungen fUr das vollstandige Vierseit 

in 5.1.5 (in der selben Reihenfolge) • Der Fall j.l. = 1/4 
~ 

(i < 4) I 1I4" 1 ist gerade der nicht-hyperbolische Sonderfall 
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(4.1.5 (b». Hinzu kommen noch 9 weitere HOqlichkeiten, dar-

unter eine qanze Serie haO • lI1-"2- 0 , l! 3 ... d-1 , \1 4 = d+1) , 

wobei aber nicht-positive "i auftreten und die Geraden 

mit nlj S 1 oder ntj -. nicbt disjunkt sind. 

Umgekehrt erh.!U t man aus quasi-hyperbolischen Gewichten 

fUr das vollstlndige Vierseit durch 

I -1 
3 1J i ... 2 - (ntj) 

Lij 

(wobei die Summe tiber aIle j # i lluft) rationale Zahlen lJ i 

mit }.IO + ••• + \.1 4 == 2. Die LeVavasseur-Liste (die man heute 

mit einem Computer Ieicht UberprUfen kann) zeigt also, daS un

sere Liste 5.1.5 vollstlndig ist, und so ist diese Liste 

auch entstanden. 

Bisher haben wir nur eine unendlichbllttrige Uniformisierung 

des vollstlndiqen Vierseits zu hyperbolischen Gewichten gefun

den. DaS dann auch endlichbllttriqe Uniformisierungen in unse-

rem Sinne existieren, folgt aua dem Satz von Selberg. Ein Be-

weis steht z.B. in [Bo],2.3. 

8.2.2. Sata. (Selberg) Jede endlich erzeuqte Unterqrup-

pe von Gl(n,£) hat einen torsionafreien Normalteiler von 

endlichem Index. 

6.2.3. Ko:rol1.a:r. FU~ jede der 27 hyperbolischen Gewich-

D 

tungen des vollstlndigen Vierseits existiert eine Uniformisie-

rung. 

Beweis. r sei das von Deligne und Mostow konstruierte Git-

ter in PU{2,1). Nach Selberg. Satz hat r einen torsions-
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freien Normalteiler ro von endlichem Index. Da die Stabili

satoren von Punkten in ]82 stets endlich sind <[De-MoJ,10.1.1), 

ist JB2 -+ ro \]82 unverzweigt, und fo \]82 -+ f\]82 hat das 

selbe Verzweigungsverhalten wie JB2 -+ f\]82 I aber nur endlich 

viele Blatter, und liefert daher die gewlinschte Uniformisie

rung. bb die PUnkte mit negativen Gewichten aufgeblasen werden 

oder nicht, ist nach 2.1.7 irrelevant. 

6.2.4. M. Yoshida hat solche uniformisierenden Differential-

gleichungen auch fur einige der exzeptionellen Konfigurationen 

(5.3) aufgestellt ([Y01 J,[Y02 ]). Die Monodromie liefert auch 

in diesen Fallen unendlichblattrige verzweigte Uberlagerungen 

der aufgeblasenen projektiven Ebene, die die "universelle Uni-

formisierung" zu den betrachteten Gewichten bilden. Da die 

Monodromiegruppe eine Matrixgruppe ist, konnen wir auch in 

diesen Fallen den Satz von Selberg anwenden und erhalten so 

endlichblattrige verzweigte Uberlagerungen, die dann nach un

seren Berechnungen in den vorangegangenen Kapiteln Ballquoti

er.ten sein mUssen. Nachtraglich ist daher klar, daB die uni

verselle Uniformisierung der Ball ]82 ist. 

Insbesondere existiert eine Uniformisierung der Hesse-Konfi-

guration mit n = 4 und m(4) = 2, was mit den topologischen Me

thoden in den folgenden Abschnitten nicht gezeigt werden konn

teo 

FUr die Hesse-Konfiguration hat Yoshida auch die zugehorigen 

Untergruppen von PU(2,1) untersucht ([Y0 3]). 



82 

6.3. DIE FUNOAMENTALGRUppe DES KOMPLEMENTS 

fINER GERAVENKONfIGURATION 

6.3.1. Definition. L sei eine projektive Gerade, Q1, •. ,Qr 

paarweise verschiedene Punkte auf L. q sei ein Punkt in 

LO == L - [Q1'.' ,Qr}' Einfache Erzeuiende der Fundamentalqruppe 

lf1 (LO,q) sind dann Elemente 141 t •• ,wr mit w1 • ••• -wr ::= 1 , 

wobei die Umlaufzahl eines wi um qi gleich 1. und urn die 

G.brigen qj gleich 0 ist. 

6.3.2. 

6.3.3. Sats. K sei aina Geradenkonfiguration auf S... p2 

mit dem Komplement SO:: S - K. • L c: S sei aine wei tere Gerade I 

die keine Schnittpunkte von K trifft. Q sei ain Punkt auf 

LO == L n So. Dann gilt 

(a) Die Inklusion LO_ So induziert einen Epimorphismus 

"\ : lf1 (LO ,q) -+I> lf1 (SO ,q) :::: H_ 

(b) Auf dem Ni veau der Faktorkommutator2ruppen ( ... Homologie

gruppen) induziert "\ einen Isomorphismus 

H' • 

Einfache Erzeugende von 111 (LO ,q) erzeugen also H. Der Satz 

ist altbekannt: (a) stammt von S. Lefschetz und gilt fUr 

beliebige Hyperfllchen im pS, (b) 1st eine einfaahe Folge

rung aus der zuerst von o. Zariaki in {Zal angegebenen Prlsen

tation von H. Ft1r a ~ 3 lat schon \ ein Isomorphismus; 
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in unserem Fall s= 2 ist es aber wichtig I daB K eine Gera-

denkonfiguration ist. Rine genauere Ubersicht tiber diese Satze 

und Beweise findet man bei D. Cheniot [Ch]. Die Konstruktion 

einer Prasentation von H geben wir hier wieder, einmal urn 

Satz 6.3.3 zu beweisen und zurn anderen, weil sie recht in-

teressant ist. Referenz ist [Ch], Theoreme (5.1.5) (dort nach 

van Kampen benannt, weil ein erster vollstandiger Beweis von 

ihm stammt [vKa)}. Die Konstruktion wird spater nicht mehr be-

n5tigt. 

6.3.4. Bine Pr~8entation von H = fi1 (SO,q) . Die Voraus-

setzungen und Bezeichnungen von 6.3.3 werden tibernommen. 

W1 ""Wr seien einfache Erzeugende von G = fi1 (LO,q). Die 

Bilder y.=l(W.) 
J. J. 

er zeugen dann H, und Y • .y = 1 1 ". r ist 

eine Relation. 

Sei nun A der Parameterraum aller Geraden durch q I die 

keine Schnittpunkte von K treffen. Ein Grundpunkt in A 

wird dUrch die Gerade L festgelegt. A ist cine gclochte 

projektive Gerade. Wenn nun seine Schleife in A ist, die 

jedem t € [0,1] eine Gerade Lt zuordnet (LO = L = L1 ) I dann 

gibt es dazu eine Isotopie h t (t € [0 11 ]) der Einbettung 

ho: LO -+ So mit h t (LO) = Lt n So und h t (q) = q. h1 trans-

formiert die w. 
J. 

in Rlemente W! 
J. 

von G, deren Bilder unter 

1 nach Konstruktion mit. denen der W. 
J. 

ubereinstimmen. Ande-

rerseits wird jedes durch eine Schleife c. reprasen-
J. 

tiert, die man wie folgt wahlen kann: Zunachst beschreibt c i 

einen Weg von p zu einem Punkt nahe L. n L I dann eine klei
J. 

ne kreisf5rmige Schleife urn diesen Punkt und verfolgt dann den 

Hinweq zurUck. Das selbe gilt dann fUr wI, und zwar uml!uft 
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wi wieder den selben Punkt La gleichen Umlaufsinn und 

dies unterscheidet unaeren raIl von dem einer beliebigen Kur

ve im ]p2. wi ist daher in G zu wi konjugiert und stimmt 

in der Faktorkommutatorgruppe G' mit wi Uberein. 

Jede Schleife s im Parameterraum A erzeugt so Relationen 

der Form Der Satz von Zariski / van Kam-

pen besagt nun, da8 man so ein vollstlndiges Relationensystem 

fUr die erhllt, wobei man offetibar mit endlich vielen 

Wegen, die W1 (A) erzeugen, auskommt. o 

6.3.S. DBtinition. K .e1 eine Kurvenkonfiguration auf ei-

ner Fllche S. K sei bezUglich lokaler Koordinaten (z1' z2) 

durch z1 - 0 charakterisiert. Eine Schleife der Form t ... 

(e2nit ,0) (0 S t S 1) heiSt dann kleine einfache Schleife om 

die durch z1· 0 bestimmte ~urve von r. Eine einfache 

Schleife um eine der Kurven Li bezUglich eines Grundpunktes 

q e: SO ist die Hintereinanderschaltung eines von q ausgehen

den Weges w, einer kleinen einfachen Schleife um Li und 

des RUckweges w nach q. Auch die Homotopieklasse einer 

Bolchen einfachen Schleife in w1 (SO,q) wird als einfache 

Schleife bazeichnet. 

6.3.6. Da je zwei kleine einfache Schleifen urn 

Li als freia Schleifen, d.h. ohne Fixierung des Basispunktes, 

ineinandar deformiert werden k6nnen, sind je zwei einfache 

Schleifen um Li in der Pundamentalgruppe H konjugiert. 

B.3.? p •• i ain Doppelpunkt Li n Lj dar 

Kurvenkonfiguration K. aezUglicb lokaler J(oordinaten (z1,z2) 
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in einem dUrch I z1' < 1, I z21 < 1 definierten Polyzylinder Up 

sei I( durch z1 z2 = 0 eharakterisiert. Die Fundamentalgruppe 

11'1 {Up n SO ,p'} (pi E Up n SO) wird dann als 

_t_a_l ..... g'-r_u ... p .... p .... e_i_n_ .... p.... be zeichnet. 

lokale Fundamen-

Bemerkung. U n SO laSt sieh auf den Torus p 

zurUekziehen. Die lokale Fundamentalgruppe in 

1 
I z1 I ="2 ' 

p ist 

daher (bis auf die offensiehtliehen Isomorphismen) unabhangig 

von den Auswahleni sie ist das freie abelsehe Erzeugnis zweier 

einfaeher Schleifen urn L. 
l. 

und L. 
J 

(in (U n So, p' ) ) . 
p 

6.3.9. LokaZe FundamentaZgruppen einer Geradenkonfiguration. 

I( sei eine Geradenkonfiguration. Die exzeptionellen Kurven 

E~ auf S' werden von nun an aueh mit Lk+v bezeiehnet, so 

daB also 1(' aus Li,··,Lk+1 besteht. p sei ein Schnitt-

punkt L' n L' a B von K' mit lokaler Fundamentalgruppe H = p 

11'1 (Up n SO,p'), die von einfaehen Sehleifen wap , "uSP um L' ex 

bzw. LS erzeugt wird. 

\ : H ~ H = 11'1 <SO,q) p p 

sei ein dUreh die Inklusion induzierter Homomorphismus. 

und sind dann einfaehe Schleifen urn L' a 

bzw. La in H. Falls L~ eine der transformierten Geraden 

ist (d.h. a!i k), ist damit tp!<'Jap) konjugiert zu dem Erzeu

genden Ya von H. Andernfalls gilt 

6.3.10. Lemma. L1 , •• ,Lr seien r 2: 1 Geraden dureh den 

Ursprung im a:2 
I U c: a: 2 ein offener Ball urn 0 und Uo das 

Komplement der L. 
l. 

in U. Dann gibt es einfache Sehleifen 
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eine einfache Schleife um die exzeptfonelle Kurve E ist, die 

beim Aufblasen des Ursprungt;l entateht.; 

Beweis "durch Zeichnung": 

E 

Z1= 0 

Ohne EinschrKnkung sei Z1 - 0 keine dar Geraden L.. FUr ge
l. 

nUgend kleines £ E ct 

mit der Geraden 

liegen aIle Schnittpunkte Pi der Li 

im Inneren einer Rreisscheibe 

{(Z1'Z2) I z1 = £, Iz2 1 < r} c U, deren Randkurve einerseits 

ein Produkt einfacher Schleifen w. 
l. 

urn die L. 
1. 

(in der Rreisscheibe) ist, andererseits innerhalb UO auf die 

Gerade z1 = 0 parallel verschoben werden kann. Diese schleife 

ist dann eine einfache Schleife urn E, wie man in der Kaordi-

natendarstellung der Aufblasung sofort sieht. o 

Damit ist die Topologie von So fUr unsere Zwecke ausreichend 

beschrieben. Der Vallstlndigkeit halber sei noch erwXhnt, daB 

M. Kata beim Beweis seines Existenzsatzes fUr Uniformisierun-

$len ([KaJ, Satz 6.4.7 in der vorliegenden Arbeit) die Kon

struktionen in diesem Abschnitt sehr genau durchgefUhrt und 

dabei das zusammenspiel der lok.len Fundamentalgruppen mit der 

globalen 4etaillierter-beachrieben hat. 
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8.4. EXISTENZUNTERSUCHUNG MIT HILfE VER FUNVAMENTALGRUPPE 

6.4.1. Satz. K sei eine Kurvenkonfiguration. Mit den Be-

zeichnungen aus Abschnitt 6.3 gilt dann 

(a) Die Isomorphiaklassan varzweigtar Galois-Uberlagerungen 

von S', deren Varzweigungsort in K' 1iest, stehen in bijek

tiver Beziehung zu den Normalteilarn von endlichem Index in 

H = n1 (SO,q). Die Decktransformations~ruppe dar uberlagerung 

ist dabei isomorph zur entsprechenden Faktorgruppe von H. 

(b) A c H sei ein Normalteiler von endlichem Index, 

w: Y ~ S' die zugehorige Uberlagerung. Dann ist die verzwei-

gungsordnung n langs einer Kurve L' in K' gleich der 
a a 

Ordnung einer einfachen Schleife urn L' 
a 

modulo A • Uber ei-

nem Schnittpunkt p von zwei Kurven L' und L' 
13 

von K' ist 

y genau dann nicht-singul~r, 

der lokalen Fundamentalgruppe 

erzeugt wird. 

a 

Beweis. (a) folgt sofort aus dem entsprechenden Satz fur 

unverzweigte Galois-Uberlagerungen und dem Fortsetzungssatz 

2.1.3. Zu (b): Nahe p zerfallt die Uberlagerungsflache 

lokal in mehrere Zusammenhangskomponenten. Die einzelnen Uber-
-1 lagerungen entsprechen dann dem Normalteiler tp (A). Die 

Aussage ist daher nur eine Umformulierung von Satz 2.1.4 i 

die Xquivalenz der Koordinatenbeschreibung dort mit der Formu

lierung hier ist einfach, siehe z.B. [Lau], p. 7-13. o 
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Wlhrend es so gut wie hoffnungslos erscheint, Satz 6.4.1 fUr 

einen allgemeinen ExistenZbeweis fUr Uniformisierungen zu be

nutzen, wurde das analoge Problem im eindimensionalen Fall von 

R. H. Fox gel5st: 

6.4.2. Sats. LO sei das It?JDPlement von r ~ 1 Punk ten 

Q1' •• ,qr auf dar projekt:iven Geraden L, G == 1T1 (LO ,q) die 

Fundamentalgruppe und w1' •• '~r einfache Erzeugende von G. 

(a) Die nur in den qi verzweigten Galois-Uber~agerungen 

von L entsprechen bijektiv den Normalteilern A von endli-

chern Index in G. Die Verzweiqungsordnung in 

der Ordnung von wi modulo A. 

q. 
l. 

ist gleich 

(b) Eine verzweigte Galois-Uberlagerung zu den Verzweigungs

ordnungen n1 , •• ,nr ~ 2 gibt es genau dann, wenn entweder 

r~3 oder r=2 und ist. 

Beweis. (a) ist die eindimensionale Formulierung der AUssa-

ge von 6.4.1. (b) folgt dann fUr r:S; 2 sofort daraus, daB 

G trivial oder gleich 2Z ist; fUr r ~ 3 konstruierte Fox 

in [Po1 ] eine endliche Gruppe G' mit r Erzeugenden der 

Ordnungen n1 , •• ,nr , deren Produkt trivial ist. Daher IliBt 

sich ein Homomorphismus G. G' angeben, der die gewUnschte 

Uberiagerung definiert. 

In einigen besonders einfachen Fillen kann man den zweidimen-

sionalen Fall auf den eindimensionalen zurUckspielen: 

o 
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K sei eine der folgenden gewichteten Gera

denkonfigurationen: 

( a) ein Biischel aus r <:= 3 Geraden L1 , .• , 

Lr durch P1 E S = 1I? 
2 mit Gewichten n1 ' •• , 

n und m1 = 1 . r 

(b) ein Fast-BUschel, das auBer den r 

Geraden aus (a) noch eine weitere Gerade 

Lr+1 ~ P1 enthalt, mit Gewichten n1 ,··,nr +1 

und m1 = n r +1 • 

(c) ein Doppelbtischel aus r ~ 3 Geraden 

L1 , •. , Lr durch P1 E S ~ s <:= 3 Geraden 

Lr+1 ' •• ,Lr +s durch P2 f. P1 I wobei die Ver

bindungsgerade von P1 ~ P 2 nicht zu K 

geh5rt, mit Gewichten n 1 , .. ,nr +s und 

m1 = m2 • 

Dann gibt es eine Uniformisierung von K mit diesen Gewichten. 

Die Bedingungen m1 = 1, m1 = n r +1 

Existenz notwendig. 

bzw. sind fur die 

Beweis. Zuerst wird die letzte Aussage gezeigt. Sei also 

w: Y ~ SI eine Uniformisierung. L sei eine weitere Gerade, 

die in den F~llen (a) und (b) durch P1 und im Fall (c) durch 

P1 und P2 geht. Auf SI wird die Transformierte L' zu 

einer rationalen Kurve, fiber der ~ einen oder zwei Verzwei

gungspunkte hat. Da L' den Verzweigungsort transversal 

trifft, induziert .w eine verzweigte Uberlagerung von L' mit 

diesen Verzweigungspunkten, woraus nach 6.4.2 (b) die Be

hauptung folgt. 
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Nun zur Existenz einer OniformiaierWlg. Fall (a) 1st so fort 

erledigt, da das Komplement SO auf die unendlich ferne Gera

de zurUckgezogen werden kann, wo eine Uberlagerung nach 6.4.2 

(b) existiert. Da eine einfaChe Sehleife urn die exzeptionel1e 

Kurve EI 
1 trivial ist, setzt sieh diese Uberlagerung zu der 

gewUnschten Uniformisierung fort. 

Fall (b) kann ahnlich behandelt werden, wird aber hier besser 

als degenerierter Spezialfall von (0) AufgefaBt,d.h. mit ei-

nem wei teren Punkt P2 auf Lr+1' m2 "" nr+1 und s == 1. Da

bei bleibt zu berUcksichtigen, daB entgegen der Ublichen Kon

ventionen nr +1 gleich 1 sein darf und ein UberflUssiger 

Punkt aufgeblasen wird.' 

G sei die Verbindungsgerade von P1 und P2' G' ihre Trans

formierte in st. Niederblasen der (-1}-Kurve G' liefert 

insgesamt einen birationalen Morphismus 

2 1 1 S ==]p .... l? II lP == Sft. 

Die Bilder der L~ 
~ 

und E' 

'" 
in S· seien L~ 

~ 
bzw. E". sft 

V I 

ist dann in kanonischer Weise gleich Hi II Ei • EO sei das 
v 

L" 1 

L" r 
Elt 

2 

bzw. 

Eft 
1 

H2 , wobei 

uml8.uft. 

Komplement der Schnittpunkte mit den 

L" i in E". Bis auf die Gerade 
v 

stimmen dann also und 

mit H = lT
1

{EO,q). 
v v 

G 

w1 ,·.,wr ,8 2 bzw. wr +1 , •• ,wr +s ,01 

seien einfache Erzeugende von H1 

die Gerade und die Gerade L!' 
l. 

In die Spraohe der Algebra Uber8etzt, Iiefert Satz 6.4.2 
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Homomorphismen 

In". H -+ IP> 11 
't'1' 1 ..... 1 

auf endliehe Gruppen ~1 und ~1" unter denen auf 

Elemente der Ordnungen n1 , •. ,nr abgebildet werden und 02 

im ersten Fall die Ordnung m2 erhalt und im zweiten Fall 

versehwindet. 

(f)1 = (f)-j x (f)i': H1 -+ ~1 = !Xl1 x !Xl;' 
hat dann die Eigensehaft 

(n1 ) Fur jedes Konjugierte €2 zu °2 , fur i = 
1 , .• , r und aIle a, b € Zl gil t : 

a b I wi e 2 € ker <P1 * ni I a und m2 b. 

Analog wird im Fall (e) (f)2: H2 -+ ~2 definiert. 1m Fall (b) 
m1 

ist (f)2 einfaeh der kanonisehe Homomorphismus zum von 01 

erzeugten Normalteiler von H2 = <°1> • 

A sei der von «(f)1(02),(f)2(01» erzeugte Normalteiler von 

(f)1 x (f)2" Der dadureh induzierte HOlIlomorphismus 

<P: H1 x H2 -+ «f)1 x (£12) /A 

definiert eine verzweigte Uberlagerung von S', die uber dem 

Komplement der L~ 
~ 

und E' unverzweigt ist, denn die einfa-

ehe Sehleife (02'01) € H1 xH2 liegt ja naeh Konstruktion im 

Kern. 

FUr einen Doppelpunkt p = L~I n L'! 
~ J 

sind 

bis auf Konjugation Bilder von Erzeugenden der lokalen Funda-

"" a b a e mentalgruppe. <p(wi , Wj ) = 1 impliziert tP1 (wi) = <P1 (e 2 ) fur 

ein Konjugiertes e2 von 02 und ein e € ~ I woraus wegen 

(n1 ) n i I a, m2 I e und daher nj I b folgt. Uber Li n Lj 
liegen daher glatte Punkte der Uberlagerungsflache (6.4.1 (b». 

Analog geht man fUr Li n E1 vor. lm Fall (b) ist damit alles 
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gezeigt, denn das Aufblasen von P2 war ja UberflUssig. lm 

Fall (e) ist die Situa.tion symmetrisch in v == 1,2, und wir 

sind auch hier fertiq. 0 

Uniformisierbare Konfigurationen k6nnen zusammengesetzt wer

den, wobei fUr die Gewichte das kleinste gemeinsame Vielfaehe 

(kgV) gebildet wird. Schwierigkeiten tauchen dabei auf, wenn 

ein singulSrer Schnittpunkt der zusammengesetzten Konfigura

tion in einer der Ausgangskonfigurationen nicht singulAr war: 

6.4.4. Pl'opositian. 

gUl'ationBnJ. K (t), t 1 .. , .. ,s, seien uniformisierbare ge-

wiehtete Kurvenkonfigurationen auf einer Fliche S, wobei 

auch das Gewicht 1 zugelassen ist. K - {L1 , •• ,Lk} sei die 

Vereinigung der K(t). 

!.!:!!:.. t = 1 , .. , S I i = 1 , •• ,k und jeden singuHiren Sehni ttpunkt 

Pv von K sei 

n~t) { Gewicht von Li in K (t) I falls L. E K(t) 
l. :== 

l. 1 sonst 

1 
Gewicht von Pv in K (t) I falls Pv ein 

m (t) := singul4rer Schnittpunkt von K (t) ist; 
v 

kgV( nl t ) I L. 3 P ) sonst . 
1. v 

( (1) (s) n
i 

:= kgV ni , ... , n
i 

) 

dann Gewichte fUr K. 

Falls ein singul~rer Sehnittpunkt Pv nicht in allen K(tl 

singular ist, set zen wir noah voraus: 

Es gibt ein u € {1, •• ,s}, so da8 P
v 

in K(u) singulSr 

ist und ei~e der folienden.BediEiun2en gilt: 
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(a) 
(t) (u) n. m 
~ v 

(~) n~t) (u) n. 
~ ~ 

(y) Pv ist ein Doppelpunkt L. n L. von K (t) 
~ J 

mit n ~ t} = n ~ t} • 
~ ) 

Dann ist K mit den angegebenen Gewiehten uniformisierbar. 

Wenn f :tr aIle K(t) b I h U'f .. . t' u a e se e n~ orm~s~erungen ex~s ~eren, 

dann aueh fur K. 

Beweis. Die Uniformisierungen der einzelnen Konfigurationen 

liefern aueh verzweigte Uberlagerungen von S· {die Standard

bezeichnungen beziehen sich auf K}, die zu Normal teilern 

A(t) von H gehoren. Der Durchschnitt A dieser Normaltei-

ler ist dann ebenfalls ein Normalteiler endlieher Ordnung und 

definiert eine verzweigte Uberlagerung ~: y ~ S'. 

Einfache Schleifen.um die 

tats~chlich die Ordnung 

und 

bzw. 

E' haben modulo A(t) 
v 

met) (s. 6.3.10 fur die 
v 

nicht-singul~ren Sonderf~lle) und daher modulo A die ge-

wUnschte Ordnung n. bzw. 
~ 

m • Zu zeigen ist daher nur I daB v 

y nichtsingul~r ist, und das ist nicht trivial: Wenn man z.B. 

einen glatten Punkt des Verzweigungsortes aufblast und dann 

die induzierte Uberlagerung betrachtet, ist diese tiber dem 

unendlich benachbarten Punkt singul~r. 

Sei also p ein Doppelpunkt L' n L' von K' (1 Sa., e S k+ 1', a e 
wie in 6.3.9) und Hp die lokale Fundamentalgruppe, erzeugt 

von eihfachen Schleifen urn L' a und La ' deren Bilder unter 

lp mit Yap und Yep bezeichnet seien. Nach 6.4.1 (b) ist 

zu zeigen: 

a 
Yap 

b 
Yap € A .. nO. I a , n B I b 
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Wenn die durch die· A (t) definiert.en Oberlagerungen Uber p 

nicht.singullr sind, folgt. das auch fUr A.o Probleme tauchen 

also nur dann auf, wenn eine der Kurven, etwa 

singularen Schnittpunkt pv stammt und L • a 

L B' von einem 

in einem K (t) 

liegt, fUr das Pv kein singullrer Schnittpunkt ist. 

Wenn also In diesem FaIle in A liegt, gilt fUr das 

nach der Zusat.zvoraussetzung existierende u 

n (u) 'a , m (u) I b 
a v· 

In liegt auBer L a hachstens eine weitere Kurve 

durch denn sonst wire der Schnittpunkt ja singular. Mo-

dulo 1st dann ohne Binschrankung gleich 

bzw. Yap Yip' wobei Yip eine einfache Schleife um ist. 

In jedem Fall folgt aus ya ap 
n (t) I a + b 

a 
, 

Um na I a und mv I b zu erhalt.en, ist noch zu zeigen: 

n! t) I a , n~ t.) I b , 

wovon offenbar eine Aussage reicht. Jede der Bedingungen 

(a) (~) (T) fUhrt hier zum Brfolg. 

6.4.5. Ko~ottap. K sei eine Kurvenkonfiguration mit Uni

formisierungen .(t): y(t.) ~ s. zu Gewichten (n(t) ,met»~ , 

wobei auch n1 t) == 1 zugelas~en' ist (t = 1 , •• , s). Dann gibt 

es eine Uniformisierun9 

kgV ( n ~ t) It ... 1 , •• , s) 
1. 

.: Y ~ S' zu den Gewichten ni == 

und mv.- kgV(m(t) I t==1, •• ,s), die 

Uber alle .(t) faktorisiert: 

• = .(t) pCt) fUr eine Uberlagerung 

Uber den Kurven 

Ordnunq 

y;Ct) 
i mit Ordnung 

verzweigt. 

pet): y ~ y(t), die nur 

n./n~t) und rCt) mit 
1.1. -v-

o 
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Beweis. ~ wird wie im vorangegangenen Beweis durch den 

Durchschnitt A der definierenden Normalteiler A(t) der 

~(t) gegeben. A(t) ist auch das Bild der Fundamentalgruppe 

von (~(t»-1 (SO) unter dem Monomorphismus, der durch die 

Einschrankung von 11" 
( t) 

induziert wird. Betrachtet als Nor-

malteiler dieser Fundamentalgruppe, definiert A eine ver

zweigte Uberlagerung p(t): y ~ yet) I die dann die angegebe-

nen Eigenschaften hat. o 

6.4.6. Bemepkung. Falls K mit den vorgegebenen Gewichten 

Uberhaupt uniformisierbar ist, liefert der Durchschnitt aller 

NormaltEdler zu solchen Uniformisierungen die "universelle 

Uniformisierung" zu diesen Gewichten. Dies ist eine meist 

unendlichblKttrige verzweigte Uberlagerung von S· durch eine 

einfach zusammenhangende FIKche, in unseren Beispielen m2
• 

Mit dem Zusammensetzungs-Verfahren 6.4.4 folgt jetzt leicht 

der Uniformisierungssatz von Mitsuyoshi Kato. Spezifisch fur 

G~radenkonfigurationen ist nur noch die Uniformisierbarkeit 

eines BUschels (6.4.3 (a», wahrend in Katos Originalbeweis 

[Ra] explizit die in 6.3 beschriebene Konstruktion der Fun

damentalgruppe H ausgefUhrt wird. 

6.4.7. Bata. (M. Kato) K sei eine gewichtete Geraden-

konfiguration. FUr jede Gerade 

singulKren Schnittpunkte auf Li 

Gewichte mv gelte 

L. sei die Anzahl o. der 
~ ~ 

groBer als 0, und fur die 

ffiv = kgV ( n i I Pv € Li I CJ i ~ 2 ) • 

Dann ist K uniformisierbar. 
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Beweis. PUr v'" 1, •• ,.. se.\. K (v) das BUschel aller L i , 

n i fUr die 

Li und 1 fUr den sinquUlren Schnittpunkt. K (v) ist nach 

6.4.3 (a) uniformisierbar. Die Vereinigung nach 6.4.4 ist 

die enthalt.en, verseben mit den Gewichten 

wieder K mit den ursprUnglicben Gewichten. Da fUr jedes Pv' 

das ja fUr die Ubrigen K hI) nicht singuUir ist, die Zusatz-

bedingung (a) erfUllt ist, folgt die Behauptung. o 

6.5. ABELSCHE UHIFORMlS1ERUNGEH 

Besonders einfach werden die Betrachtungen in den vorigen Ab-

schnitten, wenn abelsche Uniformisierungen gesucht werden. 

Abeleche Uberlagerungen entsprechen den Untergruppen dar Fak

torkommutatorgruppe H', die ja im Falle einer Geradenkonfigu

ration eine sehr einfache Struktur hat (6.3.3 (b». Eine of-

feneichtliche Bedingung ist 

8.5.1. Pzooposition. Wenn zu der gewichteten Geradenkonfi-

guration K eine Uniformisie~ existiert (die hier durchaus 

auch singular sein darf), so gilt 

mv kgV( n i I P v € Li ) 

fUr alle singularen Schnittpunkte mv' 

Beweis. Nach 6.3.10 ist in H' eine einfache Schleife urn 

E~ das Produkt einfacher Schleifen urn die beteiligten Li , 

fUr die Ordnungen dieser Elemente modulo des definierenden 

Normalteilers gilt dann Qle &Dgegebene Beziehung. a 
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Hinreichende Bedingungen sind umstandlicher zu formulieren. 

Die spezielle Gestalt von H' erlaubt es aber, das Problem 

auf die L5sbarkeit simultaner Kongruenzen und damit letztlich 

auf elementare Arithmetik zu reduzieren: 

6.5.2. K sei eine gewichtete Konfigur!>H 1"'\1'"\ aus k:2: 3 Gera-

den, die kein Buschel bilden. Es sei 

F: 

die ~-lineare Abbildung mit 

II u+t=mv 
EL. v v 

pv ~ 

F wird beschrieben durch die Matrix 

M' = (l0) 
M •. = m 
~v v fUr pEL. v ~ 

In der Gruppe C sei c. = (0, •• ,1, •• ,0) 
~ 

und sonst O. 

das Element mit ge-

nau einer 1 an der i-ten Stelle und sonst Nullen (i = 1 , •• ,k) , 

fUr v=1, •• ,1 sei d v die Summe aller c. 
~ 

mit pEL .. v ~ 

6.5.3. Satz. (Exiatenz abelacher Uniformiaierungen) 

K sei eine Konfiguration aus k ~ 3 Geraden im ]p2, die nicht 

aIle durch einen Punkt laufen. Dann gibt es eine abelsche 

Uniformisierung zu den Gewichten (n,m) genau unter den fol

genden Bedingungen fUr die Abbildung F aus 6.5.2: 

(a) Bild F (l (12 c i + 1l Cj) = 0 

fUr jeden Doppelpunkt Li (l L j von K. 

Bild F (l (~c. + 2Z d) = 1l m d 
~ v v v 

v=1, •• ,R. und alle i mit P € L .• v ~ 
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Den Satz erh~lt man sa fort aus dea folgenden Lemma. 

6.5.4. Lemma.. ~ K vie aDen. Mit den Bezeichnungen von 

6.5.2 sei c 'X d n.. :- m L..':. E t 
k+v' ,,' K+V v' ~+" " ("=1, ••• !.). Ac:C 

sei die von allen m" d" und dem Element c 1 + ••• + ck erzeug

te Untergruppe. Dann existiert eine &Delache Uniformisierunq 

genau unter der Bedingung 

( 0) FUr jeden Schnittpunkt 

gilt 

L' n L' e 6 
(1 ~ a, a ~ k+ 1) 

ta c a + ts C s € A .. ne I te ' n B I te . 

von 

Beweis. Die nur Uber K I verzweigten abelschen Uberlagerun

gen von S' entsprechen den Normalteilern von endlichem Inde~ 

in H'. Nach 6.3.3 (b) ist H' die von einfachen Schleifen 

Y1""Yk um die Li erzeugte abelsche Gruppe mit der defi

nierenden Relation 'V1· ••• ·Yk =: 1. Einfache Schleifen um die 

E~ sind nach 6.3.10 durch das Produkt 0" = Yk+v aller 

beteiligten Yi gegeben. Eine Untergruppe B von Ht
, die 

die gewUnschten Verzweigungsordnungen liefert, muS also aIle 
n. 
~ 

'V i und o:v enthalten. o wird auch mit 
v 

bezeichnet. 

Sei nun p "" L' n L't ein Schnittpunkt von K I , 1 So., B S k+f. • 
e B 

Hp sei die lokale Fundamentalgruppe (6.3.9), erzeugt von 'Va 

und mit den Bildern und unter dam induzierten 

Homomorphismus \'·H' ... S'. 
p' P Da kein BUschel bildet, 

liegt <Ye'Ys> im Erzeugnis einer ecbten 4Iilmenge von 

h 1 ,·· IYk }, so daB die einzige Relation Y1" ••• ·Yk == 1 auf 

<Ye'Y s> trivial wird. Daher 1st tp aine Injaktian. 

~: H' ... H'/B sei dar kanoniache Bomomorphismus. Nach 
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6.4.1 (b) ist'die zugeh5rige tlberlagerung genau dann nicht

singul~r, wenn fUr jeden Schnittpunkt gilt 

(00) ker(lPl.p) 
(Die Bedingung Uber die Verzweigungsordnungen folgt hieraus.) 

Wenn also irgendein Beine Uniformisierung liefert, so tut 
n 

das schon B = < y a I 1:S;; a :s;; k+t > I das dann die "universelle a 

abelsche Uniformisierung" liefert. Mit diesem B haben wir 

fUr jedes p das kommutative Diagramm 

H 
P 

) 

CIA 

mit den offensichtlichen Homomorphismen, und (0) ist nur eine 

Umformulierung von (00). o 

8.5.5. Ko:l'O "lla:l' . K sei eine gewichtete Konfiguration aus 

k ;;:: 3 Geraden, die nicht aIle dUrch einen Punkt laufen. 

(a) Notwendig fur die Existenz einer abelschen Uniformisie

rung sind 

(b) 

(a) 

(~) 

n i I kgV(ns Is"l:i,j) 

fUr jeden Doppelpunkt Li n L j I 

n. kgV (n. I j "I: i I pEL.) 
1 J v J 

mv kgV{ns I Pv ¢ Ls> 

fur jeden singul~ren Schni ttpunkt p \, und jede 

Gerade L. 
1 

durch p • v 

W!hlt man fUr beliebige ni speziell m v als das 

kleinste gemeinsame Vielfache aller ni ~ P'V e: Li I 

so sind (a) und (P) auah hinreichend fur die Exis-

Existenz einer abelsahen Uniformisierung. 
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Beweis. (a) : Sei .Li n L j ein Ooppelpunkt, Cl das kgV der 

restlichen ns' F(Cl.O, •• ,O) .na nach 6.S.3 (a) verschwin

den, also gilt n i I u und nj I Cl • 

Entsprechendes gilt fUr einen Schnittpunkt L! n E I: Es sei 
1. v 

£ == kgV(n j I Pv € L j I j "# i) und «== kgV(ns I P v ¢ La> • 

£ C. - £ d veraehwindet nach Wahl von £:, und daher gilt 
1. V 

n. 1£ nach 6.5.3 (a). Es ist F(ojO, •• ,O) = 6d , woraus 
1. v 

nach 6.5.3 cal mv I Q folgt. 

(b): Nach Wahl der mv kann die Matrix M in 6.5.2 durch 

die Nullmatrix ersetzt werden. Das Bild von Fist jetzt nach 

dem Chinesischen Restsatz charakterisiert durch 

(ll) t. 
1. • fUr aIle i,j • 

Es sei Li n L j ein Doppelpunkt und ti c i + tj c j € Bild F • 

Nach (ll) ist ein Vielfaches Aller ggT(n.,n ) 
1. 5 

(s#i,j) 

und damit von 

kgV (ggT(n. ,n ) Is:i- i,jJ ..., gqT (ni I kgV(n Is.;. i,j) ) , 
1. S S 

woraus mit (a) t .• 0 (n.), also t. c. == 0 folgt. 
1. 1. 1. 1. 

t. c. =0 
) J 

gilt dann natUrlich auch, und wir haben (a) in 6.5.3 nach-

gewiesen. 

Wenn L! n E I ein Schnittpunitt von K I 
1. V 

1st und ). c. + II d =: t 
1. V 

in Bild F liegt, so gilt fU~ die Komponenten 

t. == l+)J 
1. 

tj "" 11 

ts :: 0 (sonst) I 

also nach (n) A. 0 (g<fi(ni'n j » fUr diese j und damit wie 

im Beweis von (a) 

d.h. 

A .0 (ggT ( fii ' kqV (n j I j # i , Pv € L j ) ) , 

nach (P). Damit gilt dann 
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daher 11 • 0 (ggT { n. , kgV (n I p ¢ LS» und schlieBlich nach 
1. S" 

(In lJ IE 0 (m) • Damit ist auch (~) in 6.5.3 gezeigt. o 

6.5.6. Bemerkung. Wie im Beweis von 6.5.4 erwahnt wurde, 

definiert die Untergruppe Bild F der Gruppe C in 6.5.2 

die "universelle abelsche uniformisierung" zu den vorgegebenen 

Gewichten, falls Uberhaupt eine abelsche Uniformisierung exi-

stiert. lm Gegensatz zurn allgemeinen Fall (6.4.6) ist diese 

Uniformisierung also endlich, und man kann die Blatterzahl, 

d.h. die Ordnung der zu C / Bild F isomorphen Decktransfor-

mationsgruppe, ausrechnen. In vielen Fallen kommt man mit 

kleineren Graden aus; ein extremes Beispiel ist Ceva(3), wo 

fUr die Gewichte n = 3, m(3) = 1 eine zyklische Uniformisie

rung mit Galoisgruppe ~/3~ existiert (6.1.5). 

6.5.7. Beispiel.. Fur das vollstandige Vierseit mit n .. = 5 

fUr aIle ij gibt es eine Uniformisierung vom 

Yij seien einfache Schleifen urn die L! . in 
1.J 

Homomorphismus von HI auf G == (~/5~) 2 mit 

Y14'Y24'Y34 .... (1 ,1) Y0 1 >-+ 

Y12 'Y13 
.... (1 ,0) Y02 ' Y03 

>-+ 

Y23 .... (0,2) Y04 
>-+ 

ein solcher Homomorphismus existiert, da die 

1.) 

Grad 25 

H'. q> sei 

den Bildern 

(2(4) 

(3,2) 

(2,2) i 

y .. 
1.J 

auf der 

linken Seite HI erzeugen und·die definierende Relation 

ein 

(Produkt ist trivial) respek~iert wird. FUr einen Doppelpunkt 

L'.nL' iJ rs erzeugen y .. 
1.) 

und die lokale Fundamentalgrup-

pe, und man Uberzeugt sieh leicht, daB das Bild unter ~ ganz 

Gist. Daher ist die dureh ~ definierte Uberlagerung von 

S' nichtsingul!r (6.4.1). 
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UNIFORMISIER8ARKEIT VEl 

£XZ£PTIONELlEN KONFIGURATIONEN 

Mit den Methoden aus den vorangegangenen Abschnitten konnen 

die noch ausstehenden Existenzbeweise fUr Unifo~isierungen zu 

den hyperbolischen Beispielen in 5.3 gefUhrt werden. Dahei ge

hen wir natUrlich von den physischen Verzweigungsordnungen 

aus, insbesondere k6nnen wir fUr das verallgemeinerte Gewicht 

m~ = 00 eine Verzweigungsordnung auswlhlen. 

A. Ikosaedsp-Kon[igupation. 

n=2, m(3}=4, m(5)=4: 

Abelsche Uniformisierunqen kann es nach 6.5.1 nicht geben. 

Wir wenden das Zusammensetzungsverfahren 6.4.4 an: FUr je-

des Paar nicht durch eine Gerade verbundener Tripelpunkte gibt 

es nach 6.4.3 (c) eine Uniformisierung des zugehorigen Dop-

pelbUschels mit n. =2 
~ 

fUr die sechs Geraden und m ::: 4 
\I 

fUr 

die beiden Tripelpunkte. FUr je ~ei Funffachpunkte konnen 

wir ebenfalls das DoppelbUschel nehmen, wobei allerdings die 

Verbindungsgerade entfernt werden mua. Die Geraden bekommen 

das Gewicht 2, die beiden Zentren das Gewicht 4. Zusammenset-

zen all dieser Teilkonfigurationen liefert die gewUn5chten 

Verzweigungsordnungen, und Bedingung (a) in 6.4.4 garan

tiert, daB die so definierte Uberlaqerung nichtsingular ist. 

n=S , m(3) -5 , ro (5 ) =1: 

Man kann die Bedingungen in 6.5.3 UberprUfen und so zeigen, 

daa eine abelsche uniformisierUn9 existiert. In diesem Fall 
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konnen wir aber sogar eine 

tlberlagerung vorn Grad 25 an-

geben: 

K zerfallt in fUnf Dreiecke 

aus Geraden A. , B. I C., wo-
1. 1. 1. 

bei in der Zeichnung die A. 
1. 

durch das Zentrurn laufen und 

die 

die 

B. 
1. 

C. 
1. 

das auBere FUnfeck, 

das einbeschriebene 

Pentagramm bilden. Die zuge-

horigen Erzeugenden der abel-

schen Fundarnentalgruppe H' 

Ein Hornornorphismus auf die Gruppe 

G = (~/5~)2 wird dadurch definiert, daB aIle a. 
J. 

auf (3,3), 

aIle 6i auf (1,0) und aIle y. auf (0,1) 
J. 

abgebildet 

werden. Da je fUnf Erzeugende von jeder Sorte vorkommen, wird 

die definierende Relation a 1 61 y 1 ..• as (35 T 5 = 1 respektiert, 

und wir erhalten wirklich einen Homomorphisrnus. Die einfachen 

Schleifen urn die Geraden bekommen die Ordnung 5, in den FUnf

fachpunkten wird das Produkt der beteiligten Erzeugenden tri-

vial, so daB hier keine Verzweigung langs E' 
\) 

stattfindet. Es 

bleibt also die Situation in den Doppel- und Tripelpunkten zu 

untersuchen. 

In den Doppelpunkten treffen sich je zwei Geraden verschiede-

ner Typen. Die Bilder einfacher Schleifen unter ~ sind daher 

nach Konstruktion unabhangig in G, und die zugehorige Uber

lagerung ist nach 6.4.1 (b) nichtsingular Uber diesen Punk

ten. FUr die Tripelpunkte gilt das auch: In einem der auBeren 

Tripelpunkte treffen sich je zwei Geraden vorn Typ B und eine 
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vom Typ A, so da8 eine einfaahe Schleife urn die exzeptionel

Ie Kurve auf (O,3), die ent.preenenden Erzeugenden aber auf 

(1,0) bzw. (3,3) abgebildet werden. Die inneren Tripelpunk

te behandelt man analog. 

~ definiert also eine Oniformisierung vom Grad 25. Ein klei

nerer Grad ist auch gar nicht m6glich, da schon in Doppelpunk-

ten, Uber denen keine Singularitlten liegen, so viele Blatter 

zusammenkommen mUssen. 

n=2 , m(3) -4 , m(4) -2 : 

Abelsche Uniformisierunqen gibt es nicht (6.5.1). Allerdings 

existiert die Kummer-tJberlagerung zu n ... 2, die auch in den 

Schnittpunkten das Gewicht 2 Iiefert. FUr jedes Paar nicht 

verbundener Tripelpunkte ist das DoppelbUschel der Geraden 

durch diese Zentren mit den Gewichten 2 fUr die Geraden und 

4 fUr die Punkte uniformdsierbar; da jeder Tripelpunkt nur 

mit 3 h ~3t 1) == 9 anderen Tripelpunkten verbunden ist, aber 
1 

t3 = 28 solcher Punkte existieren, liegt jeder Tripelpunkt in 

einem solchen DoppelbUschel. Die Zusammensetzung all dieser 

Konfigurationen liefert also eine Uberlagerung mit den ge

wfinschten Verzweigungsordnungen, und Bedingung (0) in 6.4.4 

impliziert, da8 dies tatslchlich eine Uniformisierung ist. 

n=3 , m(3}:= m(4) =3 : 

Bier exisitiert die Xummer-Oniformisierung vom Grad 320. 
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n=4 , m(3) =8 , m(4) =2 

Zun3.chst basteln wir wie im Fall n = 2 die uniformisierbare 

Konfiguration mit n=2 , m(3) =8 , m(4) =2. Wenn wir jetzt 

noch nachweisen, daB eine Uniformisierung zu n = 4 , mO ) = 4 I 

m(4) = 2 existiert, sind wir fertig. In der Tat gibt es eine 

solche abelsche Uniformisierung: Man stellt die Matrix M 

aus 6.5.2 auf und rechnet die Bedingung 6.5.3 (b) fur die 

Tripel- und Viefachpunkte nacho Das ist zwar eine Menge Ar

beit, aber lediglich lineare Algebra uber 2Z/42Z. 

c. Hesse-Konfigupation. 

n=2 , m(4) =2 und n = 3 , m(4) = 3 

k~nnen durch Kummer-Uberlagerungen uniformisiert werden. 

n=4, m(4)=2: 

Hier gibt es keine abelsche Uniformisierung, obwohl die not

wendigen Bedingungen aus 6.5.5 aIle erfullt sind. Beim Nach

rechnen stellt sich heraus, daB uber den Doppelpunkten zwangs

l!ufig Singularitaten entstehen. 

Eine Uniformisierung kann man aber durch Yoshidas Differen

tialgleichung konstruieren, S. 6.2.4. 

D. E.ztb1eitsl'ts Hesse-Konfiguztation. 

Da die Konfiguration aus der gesse-Konfiguration Kg und der 

Konfiguration KC = Ceva(3) zusammengesetzt ist, bietet sich 

daa Vereinigungsverfahren 6.4.4 an: 
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Ila :: ne - 2 , mu .. 2 , me - 4 : 

Zu KH konstruiert man die ltummer-tJberlaqerunq mit n"" 2 , 

und zu Ke mit nil: 2 und m(3) -= 4 bastelt man eine Unifor

misierung wie im Fall B, n" 2. lusammen gibt das die ge

wUnschte (nicht-abelsche) Unifo~sierunq. 

nH = 2 , ne = 3, mu - me .. 2 

Mit der Itummer-Uberlagerunq zu n - 2 fUr KH kombinieren wir 

die Uniformisierung von KC mit n -= 3 und m(3) =: 1 aus 

6.1.5. Das ergibt eine abelsche Uniformisierung zu den angege

benen Gewichten. 

In den drei restlichen Fillen kann man die Existenz einer 

abelschen Uniformisierunq durch llngere Rechnereien verifizie

ren (6.5.3). Auch hier kOnnte ain Zusammensetzungs-Beweis 

wie in den ersten Beispielen funktionieren, wenn man die Situ

ation in den FUnffachpunkten geeignet interpretiert. 

n=2 , m(3) =m CS ) =4 I m(4) -2 : 

Bier kann man wieder wie im fall B, n III 2 DoppelbUschel zusam-

mensetzen. 

DOD 



NOTATIONSLISTE 

Prop S 

Prop C 

Prop(S,D) 

Prop C 

K 

K 

Li 

k 

S 

P" 
R. 

r v 
T(r) 

i 

Ti 

O"i 

S' 

L' i 

E' 
'V 

K' 

n i ' mv 

xi , Yv 
11': Y .. Sf 

S· 

N 

'1:i ' Iv 

Ballquotient, komplex-hyperbolische Flache 

Proportionalitatsabweichung 

relative proportionalitatsabweichung 

logarithmische Proportionalitatsabweichung 

logarithmische relative Prop.abw. 

Kurvenkonfiguration 

Geradenkonfiguration 

Kurven in K 

Anzahl der Kurven 

Tragerflache von K 

singulare Schnittpunkte 

Anzahl der singularen Schnittpunkte 

Schnittvielfachheit von Pv 

Anzahl der r-fach-Punkte auf Li 

Anzahl der Schnittpunkte auf Li 

Anzahl der singularen Schnittpunkte 

Aufblasung von S in den p v 

Eigentliche Urbilder der 

Exzeptionelle Kurve zu 

Desingularisierung von 

Gewichte 

L. 
~ 

Gewichte 1 1 
xi = 1-- Yv = -1--ni mv 

Uniformislerung 

Komplement von K in S bzw. K' 

Uberlagerungsgrad von 11' 

Urbilder von L' i bzw. B' v in Y 

auf Li 

in S' 

1 • 1 .2 

1 • 1 .5 

1 .2.5 

1.3.6 

1 .3.6 

2.2.1 

2.2.1 

2.2.1 

2.2.1 

2.2.1 

2.2.2 

2.2.2 

2.2.2 

2.2.2 

2.2.2 

2.2.2 

2.2.3 

2.2.3 

2.2.3 

2.2.3 

2.2.4 

2.2.4 

2.3.1 

2.3.1 

2.3.1 

2.3.1 
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o· 
m* , y* v v 

mv ' Yv 
y* 

o 

L1 
(Y*,D) 

y* - 0 

0" , U 

H 

H' 

Linearformen, entaprechen Prop ti ' Prop Iv 

Quadratische Fora, entapricht Prop Y 

Daratellungsmatrix von prOPK 

Modifizierte Matrix ZU PropK 

verallqemeinerte Punktqewlchte 

physische Gewichte 

Uniformisierunq; Niederblasunq von Y 

elliptische Kurven auf Y bzw. Y* 

Transformierte von Li auf Y 

Uniformisierunq (offene Plache mit Komp.) 

Uniformisierunq (offene Fllche) 

3.1.1 

3.1.1 

3.1.3 

3.2.1 

3.S.1 

3.S.1 

3.S.1 

3.S.1 

3.S.1 

3.S.1 

3.S.1 

(quasi-) hyperbolische Gewichte, Konfiquration 4.2.1 

Matrizen zu K , 0 1 • 3 o· - U , Uij • 1 4.2.4 

homoqene Konfiquration 4.3.2 

konstante Gewichte 4.3.2 

Kummer-Uniformisierunq 6.1. 2 

Fundamentalqruppe von So 6.3.3 

Abelsche Fundamentalgruppe von SO 6.3.3 

lokale Fundamentalqruppe in p 6.3.9 

Homomorphismus lp: Bp .. H 6.3.9 

E' 6.3.9 
v 

Erzeuqende von Bp 6.3.9 
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