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O glicklich, wer noch hoffen kann,
aus diesem Meer des Irrtums aufzutauchen!
Was man nicht weiBl, das eben brauchte man,

und was man weifl, kann man nicht brauchen.

[Goel, V. 1064 ff.

EINLEITUNG

Mit dem Schlagwort "Geographie der Chernzahlen" umschreibt man
das Problem, s#mtliche (a,b) € Z x%Z 2zu bestimmen, die als
Chernzahlen a = cf(Y) (selbstschnittzahl eines kanonischen
Divisors) und b = cz(Y) (topologische Eulercharakteristik)
einer minimalen nichtsingﬁlﬁren kompakten komplexen Fldche Y
vom allgemeinen Typ auftreten (s. [BPV], VII.9). Im Bereich
positiver Signatur, also cf(Y) > Zcz(Y), hat man noch kein
genaues Bild gewinnen kdnnen. Einschrdnkungen liefern neben
c%(Y) > 0 die klassische Bedingung c?(Y) + CE{Y) = O (mod 12)
(Formel von Max Noether) und die Miyaoka-Yau-Ungleichung

cf(Y) < 3c2(Y) (1977). Diese Ungleichung ist scharf, und
Gleichheit gilt genau dann, wenn die universelle Uberlagerung

von Y der Ball :Bz < E2

ist (Kriterium von Yau (1977), s.
1.1). Beispiele fiir solche Flichen, die nicht a priori als
Ballgquotienten auftreten, gibt es von Mumford [Muz], Inoue
[In], Livné [Liv] und Hirzebruch [Hi3], [Hi4]. Aufbauend auf
Hirzebruchs Arbeiten untersuchen wir hier minimale Desingulari-
sierungen Y verzweigter {lberlagerungen def projektiven Ebene

und geben Bedingungen flir das Verzweigungsverhalten an, die

die Gleichheit cf(Y) = 3c2(Y) garantieren. Insbesondere
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werden so weitere Beispiele von Ballguotienten konstruiert.

Dazu betrachten wir eine Konfiguration K wvon k Geraden
L1""Lk in der komplexen projektiven Ebene IP2=u S .. burch
Aufblasen aller Punkte voh S, durch die mehr als zwei der
Geraden laufen (sogenannte "singuldre Schnittpunkte"), erhal-
ten wir eine Fliche S' mit einer Konfiguration K', die aus
den strikten Urbildern L{ der Li und den exzeptionellen

RKurven E;,..,Ei besteht.

Wir untersuchen entlang K' verzweigte Galois-Uberlagerungen
Y » 5', wobeli wir annehmen, da8 Y eine nichtsinguldre Fliche
ist. Ohne zundchst auf das schwierige Problem der Existenz
einer solchen tUberlageung einzugehen, wollen wir die Eigen-
schaften von Y studieren. Die Chernzahlen von Y héngen
vom Schnittverhalten der Konfiguration, den Verzweigungs-
ordnungen n, entlang der Li und m entlang der E; S0~
wie dem Uberlagerungsgrad N ab. Dabei tritt N nur als
Faktor auf, so daB wir allein an der durch die n, und m,
gewichteten Konfiguration ablegen k&nnen, ob die "Proportiona-
lit&tsabweichung"

Prop ¥ = 302(Y) - cf(Y)

verschwindet (2.5).

Fiir nichtsingulire kompakte Kurven C auf Y ist eine "rela-
tive Proportionalitdtsabweichung”

Prop C = 2C2

- e(C)
definiert. Falls Y ein Ballguotient ist, muB Prop C nach

dem "relativen Proporticnalitdtssatz" in 1.2 fiir die Urbilder



ii und ﬁv der L! bzw. E! verschwinden, und die Berech-
nung dieser Werte ergibt zusammen mit dem oben genannten Kri-

terium von Yau:

Proportionalitdtssatz (2.6.4). Wenn in der oben beschriebenen
Situation Y eine Fldche vom allgemeinen Typ ist, sind die
folgenden Aussagen &dquivalent:

(a) Y ist ein Ballquotient

{b) Prop Y = O

{(c) Prop ﬁi = Prop BE. = O fiir alle i und v.

v

Tatsdchlich gilt der Satz in etwas gr&Berer Allgemeinheit.

In der kfirzlich in englischer Ubersetzung erschienenen Arbeit
[Sshval von 0. V. Shvartsman ist im wesentlichen das selbe Kri-
terium angeklindigt. M. Yoshida hat mir mitgeteilt, daB er den
relativen Proportionalitédtssatz (a) = (c) durch Betrachtung
der auf dem Ball operierenden Gruppe beweisen kann. Wir geben
dafiir in 1.2 einen differentialgeometrischen Beweis von K.
Enoki (unvertffentlicht) wieder, der sogar Prop C =2 O fiir
alle nichtsinguldren kompakten Kurven C auf Ballquotienten

liefert.

Benutzt man statt der Gewichte ni und mv die rationalen

L}

Zahlen X 1 - 1/ni und Y, = - 1 - 1/mv . so erhdlt man
Prop ¥ / N als guadratische Form Propy in den Variablen
(x,y) = (x1,..,xk,y1,..,y£). Die Form Propg selbst hingt
nur von dem Schnittverhalten der ungewichteten Konfiguration

K ab (3.1, 3.2, 4.2.4). Die relativen Proportionalitits-
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abweichungen der ii und ﬁv werden (bis auf den Faktor N/n;
bzw. N/mv) Linearformen Gi bzw. Pu in den Variablen, und
es ist 2Propg(x,y) = [xi G, (x,y) + Yy, P (x,y) (woraus

natiirlich (c) = (b) folgt).

Das Aufblasen der singuldren Schnittpunkte von K ist im all-
gemeinen notwendig, damit {iberhaupt eine nichtsinguldre Uber-
lagerungsfléche existieren kann. Eine Ausnahme bilden ledig-
lich Tripelpunkte L1(1L2()L3 mit Verzweigungsordnungen ng,
N, Ny, deren Reziprokwerte zusammen mehr als 1 ergeben. Hier
k6nnen durchaus reguldre Punkte {iber dem Tripelpunkt liegen.
Die oben betrachtete Fldche Y ist dann die Aufblasung einer
nichtsinguléiren Uberlagerungsfldche Y* des entsprechend we-

2

niger stark aufgeblasenen P in diesen Punkten (2.1, 3.3).

Dieser Fall liegt genau dann vor, wenn Pv(x,y*) mit y: =
~1-b1/m“ (entsprechend m:==-mv) verschwindet. Die zugehlri-
gen Schnittpunkte erhalten dann formal das negative Gewicht
m§==——mv , fiir die lbrigen sei m3==mv. Dann gilt weiterhin
Prop Y*/N = Prop,(x,y*), und die relativen Proportionalitdts-~
abweichungen verhalten sich entsprechend. Unser Proportiona-

lit8tssatz bleibt also weiter gliltig.

Wenn sich flir einen Dreifach- oder Vierfachpunkt von K die
Kehrwerte der zugehOrigen n, genau zu 1 addieren, besteht
die Kurve ﬁv dazu aus disjunkten elliptischen Kurven. Die
Uberlagerungsfldche Y kann also kein Ballquotient sein, je-
doch besteht die M&glichkeit, daB8 Y die Xompaktifizierung
eines offenen Ballgquotienten durch die Vereinigung D dieserx

Kurven ist. Formal erhalten die entsprechenden E& das Ge-
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wicht m:==w (y:==—1), und wieder ist Pv(x,y*) genau dann

gleich O, wenn ﬁv aus disjunkten elliptischen Kurven besteht.

Flir diesen Fall gibt es "logarithmische" Versionen der Miyaoka-
Yau-~Ungleichung, des Satzes von Yau und des relativen Propor-
tionalit8tssatzes: Wenn man gstatt der Garben von Differential-
formen auf der koméakten Flidche die entsprechenden Garben von
Differentialformen mit lcgar;thmischen Polen ldngs D betrach-
tet, erhdlt man die logarithmischen Chernzahlen und damit die

~logarithmischen Proportionalititsabweichungen Prop(¥,D) fir

die Kompaktifizierung Y der offenen Fldche Y-D und Prop C
flir eine kompakte nichtsinguldre Kurve C auf Y, aufgefaBt
als Kompaktifizierung einer Kurve auf Y-~D. Falls (Y,D) vom
logarithmisch allgemeinen Typ ist (1.3.2), so gilt wieder
Prop(¥Y,D) 2 0 (Sakai, 1.3.7), und die Gleichheit gilt genau
dann, wenn Y~D ein Ballquotient ist (R. Kobayashi, 1.3.8}.
Der relative Proportionalitétssatz~l§Bt sich ebenfalls verall-
gemeinern (1.3.9). Prop(¥Y,D) ist das N-fache von PropK(x,y*L
Entsprechendes gilt fiir die relativen Proportionalitdtsabwei-
chungen, und auch unser Proportionalitdtssatz gilt weiterhin.

(3.4,3.5).

Fiir eine vorgegebene (ungewichtete) Konfiguration kann man nun
nach Gewichten (x,y*) suchen, flir die alle Gi(x,y*) und

P (x,y*) verschwinden. Uberlagerungen Y - S' mit den oben
beschriebenen Eigenschaften und dem durch die Gewichte vor-
gegchriebenen Verzweigungsverhalten bzw. die zugehSrigen Fla-
chen Y¥*¥ oder Y*-~D sind dann Kandidaten fiir Ballguotienten.

Als zus#tzliche Bedingung hat man nur noch, daB sie vom
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(logarithmisch) allgemeinen Typ sein miissen, was man ebenfalls

an K und den Gewichten ablesen kann (4.1). Gewichte, die

diese Kriterien erfiillen, heifen hyperbolisch.

Interessant ist der Fall konstanter Gewichte, d.h. n, =n > 2
fiir alle i . Wenn n und die Vielfachheiten der singuldren
Schnittpunkte klein sind, kann man die m: so widhlen, daB die
Pv verschwinden (4.3). Die Proportionalitdtsbedingung
Gi(x,y*)==0 geht dann iber in 3'ti =k+3, wobei =t die

Anzahl aller Schnittpunkté auf Li ist. Konfigurationen, die

diese Gleichung fiir alle i erfiillen, nennen wir homogen.

Die bekannten homogenen Konfigurationen sind gerade diejenigen,
die durch irreduzible Spiegelungsgruppen auf dem m3 defi-
niert werden: Die Fixpunkte der Spiegelungen in einer solchen
Gruppe bilden eine Ebenenkonfiguration im E3 und damit eine
Geradenkonfiguration auf der projektiven Ebene. Neben den Se-
rien Ceva(r) und Cevafr,3) (5.2) erhdlt man so fiinf exzep-
tionelle homogene Konfigurationen (5.3). S&mtliche hyperboli-
schen Gewichte zu diesen Konfigurationen sind in Kapitel 5 auf-
gelistet. Die zwei {ibrigen Ceva-Serien bestehen aus nicht-
homogenen Konfigurationen, auch hier findet man hyperbolische
Gewichte. Die Beispiele in den Ceva-Serien lassen sich aller-
dings alle auf das vollstindige Vierseit Ceva(2) (5.1) zu-

riickfhren.

In Kapitel 6 gehen wir auf die Uniformisierbarkeit gewichteter
Geradenkonfigurationen ein, untersuchen also die Frage, wann

eine verzweigte Uberlagerung, wie wir sie bisher betrachtet
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haben, iiberhaupt existiert. Es bieten sich drei Methoden an,

die wir alle fiir die Existenznachweise benutzen:

¢ Algebraisch kann man eine Uberlagerung durch eine geeignete
Erweiterung des FunktionenkSrpers von »? definieren. Dieses

Verfahren hat auch Hirzebruch in seinen Arbeiten benutzt (6.1).

e Die analytische Methode besteht darin, eine Differential-
gleichung anzugeben, die auf dem Komplement von K reguldr
ist und deren Monodromie die gewiinschte Uberlagerung induziert.
nusterbeispiel ist die Hypergeometrische Differentialgleichung
in zwei Variablen, die Uniformisierungen zu den hyperbolischen

Gewichten fiir das vollstidndige Vierseit liefert (6.2}.

* Topologisch definiert man Uberlagerungen durch Quotienten

2 (6.3,

der Fundamentalgruppe H des Komplements von K im 1P
6.4).' Wenn man nur nach abelschen Uberlagerungen sucht, kann
man die Frage nach der Unifo;misierbarkeit eindeutig beant~
worten (6.5), im allgemeinen Fall gibt es ein hinreichendes
Kriterium von M. Kato (6.4.7). Fiir diejenigen hyperbolischen

Beispiele, die diese Bedingungen nicht erfiillen, geben wir in

6.6 einen passenden Quotienten von H an.

Auf die Ergebnisse von Kapitel 6 wird gelegentlich schon in

den vorhergehenden Kapiteln verwiesen.

An dieser Stelle mdchte ich all jenen danken, die mir geholfen
haben, ein Stlick voranzukommen. Was diese Arbeit betrifft,

sind dies neben vielen anderen Mathematikern und Nicht-Mathe-



matikern am Max-Planck-~Institut flir Mathematik in Bonn vor al-
lem Prof. Dr. Friedrich Hirzebruch, der mich auf die Problem-
stellung aufmerksam machte, das Entstehen der Arbeit mit gro-
B8em Interesse verfolgte und mir viele niitzliche Hinweise gab,
und Prof. Dr. Masaaki Yoshida, mit dem ich anregende Diskus-
sionen hatte. Prof. Dr. Eckart Viehweg danke ich fiir seine

Hilfe bei der endgiiltigen Fertigstellung der Arbeit.
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BEZEICHNUNGEN UND KONVENTIONEN

Eine Fl&che ist immer eine nichtsinguldre zweidimensionale
quasiprojektive Varietdt iiber den komplexen Zahlen. Diese
Konvention dient nur der Bequemlichkeit, alle S&tze bleiben
auch filir zweidimensionale komplexe Mannigfaltigkeiten gliltigqg,
wenn man statt mit Divisoren mit den zugehdrigen invertierba-
ren Garben rechnet. Wo dies nicht offensichtlich ist, wird im
Text besonders darauf hingewiesen. Insbesondere ist zu beach-
ten, daB alle kompakten zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten
vom allgemeinen Typ und alle (endlichbl&ttrigen) verzweigten

berlagerungen projektiver Fldchen projektiv sind.

Kurven auf Flichen diirfen Singularit&ten haben. Fiir nicht-

singuldre vollstdndige Kurven C auf einer Fldche § wird

laufend die Adjunktionsformel KS<3 + C2 = - e(C)

(= 2g{C) -2) benutzt, wobei stets KS einen kanonischen

Divisor auf 8, e{-) die Eulercharakteristik einer

Mannigfaltigkeit, g(-) das Geschlecht einer Kurve und

CD =CD die Schnittzahl zweier Divisoren bezeichnet,

ci(-) ist die i-te Chernklasse einer komplexen Mannigfal-

tigkeit. Produkte von Chernklassen in der hdchsten Kohomolo-

giedimension werden als Zahlen aufgefaBt.



KAPITEL 1

PROPORTIONALITATSSATZE FGR BALLOQUOTIENTEN

In diesem Kapitel werden die in der Arbeit ben&tigten S&tze
liber Chernzahlen kompakter Flichen und Invarianten von Kurven
auf Ballguotienten bereitgestellt. Die logarithmischen Versi-

onen fir offene Flichen finden sich in Abschnitt 1.3.

1,1, CHERNZAHLEN UND BALLQUOTIENTEN
1.1.1. B? - ((zy,2,) € c?; lz1l2+ [zzlz< 1} sei der zwei-

dimensionale komplexe Ball. Die Automorphismengruppe von imz

als komplexe Mannigfaltigkeit ist PU(2,1), und all diese
Automorphismen sind Isometrien beziiglich der komplex-hyperbo-

lischen Metrik auf mB2.

1.1.2. Definition. I' sei eine diskrete Gruppe von frei

operierenden Automorphismen des Balles 182. Dann wird der

Quotient P‘VBZ als (nichtsinguldrer) Ballquotient oder als

komplex-hyperbolische Fldche bezeichnet.

1.1.3. Diese Ballguotienten sind tatsdchlich (nach der Kon-
vention nichtsingulére) Flichen. Kompakte Ballquotienten sind

algebraische Flichen vom allgemeinen Typ und erfiillen nach dem



Proportionalitiitssatz von Hirzebruch die Gleichung

cf(x) = 3c2{X} >0
(s. [Hi, ], §3). Umgekehrt folgt aus der Miyaoka - Yau -
Ungleichung ([{BPV] VII.4), den Arbeiten von Aubin und Yau Uber
die Existenz von Einstein-Kdhler-Metriken mit konstanter holo-
morpher Schnittkriimmung und Miyaokas Resultat lber "ampleness”

des Kontangentialbiindels (s. [BPV], VII.9 und I1.15):

1.1.4. Theorem, Fiir jede kompakte Fléche § vom allgemeinen

Typ gilt die Ungleichung

2 ;
0 < c1(s).s 3c2(53 .

cf(s) ist genau dann gleich 3c2(S), wenn S ein Ballgquotient

ist. n

1.1.8. Definition. Die Proportionalitdtsabweichung einer

kompakten Fldche S ist

Prop S := 3c,(S) - ci(s).

Auch fiir Flidchen mit kleinerer Kodaira-Dimension gilt meist

Prop S5 2 0. Genauer gesagt:

1.1.6. Sata. Fiir eine kompakte Fldche S gilt:

(a) Beim Aufblasen eines Punktes vergr&Sert sich Prop S um 4.

{b) Wenn S nicht gerade birational zu einex Regelfléche vom

Geschlecht g > 1 ist, ist Prop.S 2 O.

(c) Wenn cf(s) = 302(8) >0 gilt, ist S entweder biholo~

morph zum »? oder vom allgemeinen Typ (und Qamit ein

Ballquotient) .




Beweis. (a) ist evident. Fiir ein minimales Modell X von S,
das man durch r-maliges Niederblasen exzeptioneller Rurven er-
h3lt, gilt also Prop X = Prop S - 4r. Nach der Kodaira-

Enriques~Klassifikation (z.B. [BPV], p. 188) gilt Prop X 2 O

fiir die Kodaira-Dimensionen «(X) = 0,1; fiir «x(X) = 2 haben
wir die Miyaoka-Yau-Ungleichung. Im Fall «(X) = -~e kann X
2

der I, eine Hirzebruch-Fliche zn {n#1), eine Regelfldche
oder éine Fldche der Klasse VII sein. AuBer im Fall einer Re-
gelfl&che vom Geschlecht g > 1 gilt dabei stets Prop X 2 O,
womit (b) bewiesen ist.

Sei nun Prop S = 0. Flir «x(S) 2 0 folgt dann X = § und
damit auch (c¢), denn flir «(S) = 0,1 gilt cf(x) = O, Genauso
sind Fléchen der Klasse VII ausgeschlossen. Wenn X rational
ist, bleibt nur X = 8§ =ZP2 ibrig, denn és ist c%(zn) = 8,
cz(zn) = 4. Palls X eine Regelfliche vom Geschlecht g 2 1
ist, gilt Prop X = 4(1-g), so daB S eine {g-1)-fache Aufbla-

sung von X ist. Dann ist aber cz(S) = C,(X)+g=1 = 3{(1-g)} £ O.
o

1.2. KURVEN AUF BALLQUOTIENTEN

1.2.1. Ein Ballquotient S erbt die komplex-hyperbolische Me-
trik des Balles, trédgt also eine Einstein-Kdhler-Metrik mit
konstanter holomorpher Schnittkriimmung. Eine nichtsinguldre
Kurve C auf S ist genau dann total-geoddtisch, wenn ihr Urbild

im Ball :Bz aus dem Schnitt von :B2 mit Geraden im m2 besteht.

1.2.2. Wenn die Kurve C auf dem Ballquotienten S von einem

nichttrivialen Automorphismus f punktweise festgehalten wird,



kann f zu einem Automorphismus ¥ von B2 geliftet werden,
der eine Komponente C des Urbildes von € punktweise fest-
hilt. ba Aut CBz) = pU(2,1) , ist, kann dies nur flir eine

Scheibe & = B! gelten, so da8 dann C total-geod&tisch sein

muf.

Flir diese Situation gibt es eine relative Version des Propor-
tionalitdtssatzes von Hirzebruch: Es ist 2c? = e(C) (siehe
[Mo-Si], Lemma 4). Wir bendtigen hier eine schirfere Version
dieses Resultats. Fﬁf den folgenden Beweis bin ich I. Enoki

sehr dgnkbar.

1,.2.3. Satz. M' sei eine n'~dimensionale Kihler-Mannigfal-

tigkeit mit konstanter holomorpher Schnittkriimmung, M eine n-

dimensionale Untermannigfaltigkeit. w sei die induzierte K#éh-

ler-Form auf M, und Y4 bzw. y{ seien die ersten Chern-For-

men zu den Riemannschen Krilmmungstensoren R auf M bzw. R!'

auf M'. Dann ist auf M die 2n-Form

oyttt

((n+1)y] =~ (n'+1)y,) A W1

nicht-negativ (d.h. das Produkt einer nirgends negativen Funk-

tion mit der Volumenform), und sie verschwindet genau dann,

wenn M total-geoditisch ist.

Beweis. p: (X,Y) -+ tr{(R(-,X),Y) ({(X,Y lokale Vektorfelder
auf M) sei der Ricci-Kriimmungstensor von M. Wenn J die kom-
plexe Struktur des reellen Tangentialbiindels TM bezeichnet,
besteht zwischen o und Y4 (und natfirlich analog zwischen
dem Ricci-~Tensor p' von M' und y{) die Beziehung

(1) Y4 (X, Y) = =g p (X,3¥)



fir alle X,Y {(z.B. [BGM], p. 117). Weiter haben wir die
Zwelte Fundamentalform a, die X und Y die zu M normale
Differenz Vé(Y) - VX(Y) der Riemannschen kovarianten Ab-
leitungen in M' und M zuordnet. Nach [Ko-Nol II, p. 59

ist M genau dann total-geod&dtisch, wenn o verschwindet.

Lokal seien 81,.»,3n die partiellen Ableitungen nach den Re-
alteilen komplexer Koordinaten um p € M, so daB die Vektor-

felder 31,331,..,8n,Ja in p eine positiv orientierte Or-

n
thonormalbasis von TPM bilden. Fiir die Ricci-Tensoren gilt

dann die Bezieh&ng

(2) p(X,X) = -E—I—} p'(X,X) - 27 g'( a(d;,X), @ (3, ,X) )

flir Tangentialvektoren X in p, wobei g¢g' die Riemannsche
Metrik auf M' ist., Die Beziehung folgt aus der GauBS~Glei-
chung, und hier wird benttigt, daBR M' konstante holomorphe
Schnittkrlmmung hat ([Ko-Nol II, p. 177 (Prop. 9.5) und p. 168
(Remark)). Es gilt also

n-1

(((n+1)7{ - (n'+1)Y1) A w ) (31,J31,..,3n,J3n)

= 1 | - ' N
- {2n)! I ((n+1) g (n'+1)v,) (oj,Jaj)

If

1 1 : ,
TEyT L e men) 035,850 ~ (n'+1) 0 (35,25))

n'+1 \
Ton) T iIg (a(ai,aj) ,a(ai,aj)) > o,

und da stets of(X,JY) = o(JIX,Y) = Jo(X,Y) ist ([Ko-No] II,
p. 175}, kann der Ausdruck nur dann verschwinden, wenn ¢ in

P gleich O ist.



1.2.4. Korollar (Relativer Proportionalitdtssatz)

C sei eine nichtsingulire kompakte Kurve auf einem Ballguotien-

ten S. Dann gilt

2¢? —e(@) 2 o

mit Gleichheit genau dann, wenn C total-geoddtisch ist.

Beweis. Nach 1.2.1 erflillt S8 die Voraussetzungen von 1.2.3,

und es folgt

2y - 3fvy, 2 0.
C C

Da C kompakt ist, ist das zweite Integral gleich e(C) und das
erste Integral gleich —Ksc fr einen kanonigchen Divisor

K auf dem Ballguotienten S . Die RAdjunktionsformel liefert
die Behauptung. o

1.2.5. Definition. C sei eine glatte kompakte Kurve auf

einer Fliche S5 . Dann ist die relative Proportionalitdtsabwei-

chung von C definiert als

2

Prop C = 2C° - e(C)

2
3C" + KSC

il

= =2K C - 3el(C).
s

(Die Gleichungen folgen aus der Adjunktionsformel,)

1.3. NICHT-KOMPAKTE BALLQUOTIENTEN

1.3.1. Flir nicht-kompakte Flichen mit einer vorgegebenen Kom-
paktifizierung S durch einen Divisor D mit normalen Kreu-
zungen erhdlt man zu 1.1 und 1.2 analoge Resultate, wenn man

fir alle durch Garben von Differentialformen definierten



Objekte die Garbe S%g durch die entsprechende Garbe S%§<D>
von Differentialformen mit logarithmischen Polen ld&ngs D er-

setzt (s. z.B. {Iiz], Chap. 11 und [Ssal).

1.3.2. Definition. D sei ein reduzierter Divisor mit nor-

malen Kreuzungen auf der n-dimensionalen kompakten komplexen
Mannigfaltigkeit S.

(a) Die logarithmischen Chernklassen von (S,D) sind

— . - i q
ci{S,D) = (=1) ci( Qs-<D>) .

(b) Die logarithmische Kodaira-Dimengion von {8,D}) ist die

Kodaira-Dimension

x(s,D)
bezliglich der invertierbaren Garbe S%?<D>. Ein =zugeh&riger Di-
visor auf S heiBt logarithmischer kanonischer Divisor, er

wird mit

| X(s,m
bezeichnet. (S,D) heiBt vom logarithmisch allgemeinen Typ,

wenn x(S,D) gleich der Dimension n ist.

1.3.3. Proposition. In der Situation von 1.3.2. gelten die

folgenden Aussagen:

(ay (-n" G, (s,D) Kig,py = Kg*+D

(b) Eh ist die Eulercharakteristik der offenen Varietit

S ~-D, insbesondere gilt flir n=2

e(8) - e(D)

L]

Ez(s,n)
= e(8) - e(D) + &
= ea((8) + 2 g(ﬁ) -2+ 8,

wobei D die Normalisierung und ¢ die Anzahl der

Singularitdten von D ist.
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{c) Fir die Kodaira-Dimensionen gilt

x(s,D) 2= «x(S) .

(d) Falls S eine Fliche ist und «{S,D) = 2 gilt, so ist

S algebraisch,

n
5

(c) und (d) sind die Propositionen 11.4(ii) und 10.1 in [Ti,].

Beweis. (a): Es ist 8g'<D> = gg'(D) , s. [Ii,], 11.1(b).

(b): siehe {111], Proposition 2. Fiir n=1 folgt (b) sofort

aus (a); flir den Flidchenfall kann man (b) wie folgt zeigen:

i: D> S wund j: D ~» S seien die natiirlichen Abbildungen. In

dieser Situation haben wir die exakten Sequenzen

() 0 -+ 05(-D) - 0g - i.0, - 0
(00) 0 » iy0p = G0y -~ S - O

1 1 . )
(0090) O - QS - QS <D> -~ 3*04}-5 4 O .

(¢) ist die Struktursequenz von D, (¢0) ist die Normalisie-
rungssequenz, wobei S eine Wolkenkratzergarbe mit Halm €
Uber den Singularit#ten von D ist (s. [BPV], 1I.1). Die
hintere Abbildung in (¢0¢) ist z.B. in einem Schnittpunkt

{x=0}N{y=0} von D beziiglich lokaler Koordinaten (x,y)

a d .
durch f—§§+vg-§i = | ffDx, ngy } gegeben, wobei D, und

Dy die durch x=0 bzw. y=0 bestimmten Komponenten in der
Normalisierung bezeichnen. Die Chernpolynome (ilber dem Chow-
ring von S) verhalten sich multiplikativ. DaB das Chernpoly-
nom von 8 gleich 1-SingU ist, ist z.B. eine einfache Fol-
gerung aus Grothendieck-Riemann-Roch (z.B. [Harl, App. A).

Insgesamt erhalten wir fiir die Komponente in Kodimension O

Cy = Cy~CpD+D" -8 = c,+ 2g(D) - 2 - &
= ¢, + 2g(D) - 2+ 8

Die letzte Gleichung folgt aus (¢0), s. [BPV], 1I1.11. o



1.3.4. Definition. D seili ein Divisor mit normalen Kreu-

zungen auf einer kompakten Fldche § . Eine logarithmisch

exzeptionelle Kurve ist dann eine nichtsinguldre rationale

(=1)~Kurve E auf 8 mit ED<1. Palls keine solchen Kurven

existieren, heiBt (S,D) logarithmisch minimal,

1.3.5. Proposition. Sei wieder S eine kompakte Flache

und D ein reduzierter Divisor mit normalen Kreuzungen auf

S . Zusdtzlich sei D semi~stabil, d.h. es gebe keine nicht-

singulire rationale Komponente von D, die die ibrigen Kom~

ponenten in weniger als zwei Punkten trifft. Dann gilt:

(a) Wenn E?(S,D) echt positiv ist und fiir ein r>0 das

Linearsystem }r'ﬁ(s D)l nicht-leer ist, dann ist (S,D) vom
L4

logarithmisch allgemeinen Typ.

(b) Wenn (S,D) logarithmisch minimal ist, gilt auch die

Umkehrung von (a).

Beweis. Die Voraussetzungen von {(a) bleiben beim Nieder-
blasen logarithmisch exzeptionellér Kurven erfiillt, und auch
k #dndert sich nicht ([Sal, Abschnitt O). Daher kann (S,D)
als logarithmisch minimal angenommen werden, und (a) und (b)
folgen aus Sakais Kodaira-Klassgifikation im logarithmischen
Fall ([sal, (4.5)). Die Voraussetzung iiber das Linearsystem
ist dabei eine der vielen M&glichkeiten, «(S$,D) =-» aus-
zuschlieBen. Sakai setzt allerdings voraus, daB8 8 algebra-
isch ist. Flir (b) gilt das nach 1.3.3 (d), und filir (a) wird
Hirzebruch-Riemann~Roch benutzt, um das Wachstum der Pluri-
geschlechter abzuschitzen ([Sal, (1.22)). DaB S algebraisch

ist, ergibt sich dann daraus. o
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1.3.6. Definition, D sei ein reduzierter Divisor mit nor-

malen Kreuzungen auf der kompakten Fléiche S . Dann ist die

logarithmische Proportionalitiitsabweichung von (8,D) defi-

niert als

]

Brop(s,D) 33, (s,0) - E5(s,D)
= 3(e(s) -e()) - (K +D)7.
Fiir eine nichtsinguldre Kurve C auf S, die D transversal

schneidet, ist

Prop C = --2?(”(S py€ - 3c,(c , cnND)
¥
= -2K_-C +DC - 3e(C)
- 3¢2+KX

(s,p) ©
die logarithmische relative Proportionalitidtsabweichung.

(Die Gleichungen folgen aus 1.3.3 (a),(b) und der Adjunktions-

formel.)

1.3.7. Prop(S,D) 20 flr sémi-~stabile ($,D) vom logarith-
misch allgemeinen Typ wurde von F. Sakai gezeigt ([sal, (7.6)),
eine Verallgemeinerung stammt von Miyaoka [Mi]. DaB

Prop(S,D) filir geeignete Kompaktifizierungen von Ballguotien-
ten verschwindet, wurde von Hammond {Ham] und (im arithmeti-
schen Fall) von Mumford {Mu1) bewiesen. Eine Verallgemeine~
rung von Yaus Satz (1.1.4) stammt von Ryoichi Kobayashi

(s. 1.3.8 unten). Holzapfel hat Prop C = O f£ilr Quotienten
gewisser Scheiben im Ball auf arithmetischen Ballgquotienten
gezeigt ([Holl, 3.4). Auch hier kann man ein vollstédndiges
Analogon zum relativen Proportionalitdtssatz 1;2.4 zeigen (s.
1.3.9 unten). Wir beschrdnken uns fiir den Rest des Abschnittes
auf den Standardfall disjunkter glatter elliptischer Kompak-

tifizierungskurven (vgl. [Hel).
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1.3.8. Theorem. (R. Kobayashi) D sei ein aus disjunk-

ten nichtsinguldren elliptischen Kurven bestehender Divisor

auf der kompakten Fliche S . Wenn dann (S,D) vom logarith-

misch allgemeinen Typ ist, gilt

Prop(sS,D) = O

mit Gleichheit genau dann, wenn S-D ein Ballgquotient ist.

Beweis. Da Prop{S,D) beim Aufblasen eines Punktes zunimmt,
kdnnen wir annehmen, da8 (S,D) logarithmisch minimal ist. Die
Voraussetzungen fiir Kobayashis Satz (Theorem 2 in {KOZ])

sind dann erfiillt: F(s D)23>p nach 1.3.5, und die numerische
4

Effektivitdt von K ergibt sich wie im klassischen Fall,

(s,D)
s. [Ssa], (1.20). Die Voraussetzung iiber die Komponenten C

von D mnmit K C>0 ist leer, da (KS-H}}C = K C+CC= 0

(s,DY
ist. ]

1.3.8, Satz. Die Fldche S sei eine Kompaktifizierung des

Ballguotienten S° durch disjunkte nichtsingulire elliptische

Kurven, D = 5~-59., C sei eine nichtsinguldre kompakte Kur-

ve auf S, die D +transversal schneidet. Dann gilt

Prop C 2 O

mit Gleichheit genau dann, wenn C°® = CNS? bezliglich der

Ballmetrik auf S° total-geoddtisch ist.

Beweis. Wir Ubernehmen die Bezeichnungen aus 1.2.3, M' ent-
spricht dabei S° und M C°, Offenbar genlgt es zu zeigen:

(1) éov; = Kig p)°C (ii) éoy? = ¢,(c,cnD)

Die Kihlerform & der Ballmetrik auf S°© erhilt Kobayashi in

[Koy] und [Ko,] als @ = w + i33u fiir eine leicht zu kon-
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trollierende Kihlerform o auf $° und eine mit vielen Ab-

leitungen beschriénkte differenzierbare FPunktion u auf §°.

(i) =zeigt man nun analog zum Beweis von Proposition 1 in

[Ko11: Da die Ballmetrik eine Einstein-Kihler-Metrik ist,
gilt 2my; = @, und nach Wahl von u verschwindet das
Integral von id3u {iber C°. w 148t sich aber durch einen

fir das Integral unerheblichen Summanden zur ersten Chernform

des Linienbiindels zu K auf ganz S deformieren, deren

(S;D)

Integral {iber C° dann K +C ergibt ([Ko,], Beweis zu

{s,D)
Prop. 1 (i)).
Zu (ii): h und B seien die durch « bzw. & auf C°
induzierten Hermiteschen Metriken. Beziiglich einer lokalen
Koordinate 2z sind dadurch Funktionen hz = h(az,az) und
Hz = H(az,az) definiert, wobei dann gerade w = %hz dz A dz
und @ = %szz/\d'é' ist ( [Wel, p. 157}. Daher ist
a2y

Hz = h, +250%e .

Nach Konstruktion von w ist h gut im Sinne von [Mu,l, §1,

das Wachstum der Xriimmung h;1 3h wird im Beweis von [Koz},

z
Lemma 9 abgeschdtzt. u ist so gewdhlt, daB die Metriken h
und h dquivalent sind, also

¢c'h ¢« § < ch
fir ein c¢>0. Daher ist auch B eine gute Metrik: Zu zei-

gen ist, daB die 1-Form E;1aﬁz Poincaré-~Wachstum hat

([Mu,1, §1). Diese Form wichst wie
-1 4 - -1 ~1 alu
h aﬁz h,"3h, + 2h, -a(ma) ]
wobel der erste Summand Poincaré-Wachstum hat und der zweite
beschrénkt ist, da hz nahe CNAD beliebig groB wird. Die

Behauptung folgt jetzt nach {Mu1], 1.4. a
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1.3.10. Konvention. Formal wollen wir auch D = ¢ zulas-

sen und unter dem Paar (S5,f) die kompakte Varitdt S ver-
stehen., Da alle Ergebnisse in diesem Abschnitt direkte Ver-
allgemeinerungen der entsprechenden Aussagen im kompakten Fall
sind, ist diese Konvention sinnvoll. Uberall wo D als Divi-
sor auf S auftaucht, ist im Fall D = @ der Nulldivisor

einzusetzen.



KAPITEL 2

VERZIWEIGTE (GBERLAGERUNGEN UND CHERNZAHLEN

Nachdem in 2.1 die wesentlichen Fakten liber verzweigte Uber-
lagerungen notiert worden sind, werden in den beiden folgen-
den Abschnitten die zentralen Objekte dieser Arbeit, ndmlich
gewichtete Kurvenkonfigurationen und ihre Uniformisierungen,
eingeflihrt, Der Rest des Kapitels dient dér Berechnung derxr

Invarianten einer Uniformisierung und dem Beweis des Propor-

tionalitdtssatzes 2.6.4.

2,1, VERIWEIGTE (BERLAGERUNGEN

Die Terminologie ist in der Literatur nicht ganz einheitlich.
Wir nehmen [BPV], I.16 als Vorlage, was auch der Definition

bei Grauert und Remmert [Gr-Re] entspricht.

2.1.1. Definition. Eine (verzweigte) Uberlagerung einer

komplexen Mannigfaltigkeit X ist eine endliche surjektive
eigentliche holomorphe Abbildung #: ¥ - X eines zusammen-

h&ngenden normalen komplexen Raumes Y auf X.

2.1.2. Der Grad von 1w 1ist die Anzahl der Blitter, die

Verzweigungsordnung in y €Y die Anzahl der in y zusammen-
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fallenden Blitter (genauere Definitionen: [BPV], 1.16). Die

lberlagerung heift unverzweigt, wenn die Verzweigungsordnung

in allen Punkten von Y gleich 1 ist. Unverzweigte Uberla-
gerungen sind genau die endlichbldttrigen topologischen tberla-

gerungen von X . Der Verzweigungsort von @7 in X ist das

Bild aller y €Y mit Verzweigungsordnung =2 2 unter = . Z2Zwel

tlberlagerungen T, ¥y > X und 7, ¥, » X sind isomorph,

2 2

wenn es eine biholomorphe Abbildung f£f: Y, - Y mit T, f = L

1 2
gibt. Eine Decktransformation von = ist eine hiholomorphe

Abbildung f: Y » Y mit mf = n. Wenn die Gruppe der
Decktransformationen von # transitiv auf Y operiert, heift

1 Galois-Uberlagerung. Uberlagerungen mit kommutativer Deck-

transformationsgruppe heifen abelsch.

2.1.3. Satz (Fortsetzung von Uberlagerungen).

(a) m: ¥ » X sei eine Uberlagerung der komplexen Mannigfal-

tigkeit X . Dann gibt es eine echte analytische Teilmenge 2

von X, Uber deren Komplement = eine unverzweiqgte lUberlage-

rung ist.

(b) Umgekehrt sei Z eine echte analytische Teilmenge dex

komplexen Mannigfaltigkeit X und #9: ¥° - X9= X-Z eine

(nach Definition endlichblittrige) unverzweigte Uberlagerung.

Dann gibt es bis auf Isomorphie genau eine verzweigte Uber-

lagerung w: Y - X, die n° fortsetzt:

Yot Y
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(c) LA Yg - xg (i=1,2) seien unverzweigte Uberlagerungen

mit Fortsetzungen LEEER SR Y wie in (b). f£: X, -~ X, sel

eine holomorphe Abbildung, deren Einschrinkung f£°: X7 - X§

sich zu fo°: ¥, - Y2 liften l#B8t. Dann hat fo eine Fort-

setzung ?: Y1 -+ Y2:

¥y £ 2 Y
\'Y. [+] Yof
1 2
™ 1 i T2
x;-£f~; x&
e s
X, » X,

(d) In der Situation (b) 148t sich jede Decktransformation

von 1°. zu einer von 1w fortsetzen., Wenn #° eine Galois-

fiberlagerung ist, so auch «r.

Beweis. (a): wvgl. [BPV], I.16. {(b) ist im wesentlichen
ein Satz von K. Stein, Satz B8 bei [Gr-Re]l. In der Arbeit wird
bewiesen, daB die dort betrachteten "analytischen Uberlagerun-

gen" verzweigte Uberlagerungen in unserem Sinne sind.

(c) ist in der topologischen Kategorie das "Extension Thm."

von R, H, Fox in IFQZI. Der Riemannsche Abbildungssatz garan-

tiert, daB T analytisch ist.

(d) folgt sofort aus (c). o

AuBerhalb der Singularit#ten des Verzweigungsortes ist die lo-
kale Struktur einer verzweigten Uberlagerung wv: Y - X recht
einfach. (a) und (b) des folgenden Satzes sind die Sltze 11
und 10 in [Gr-Rel, Teil (¢) folgt z.B. aus dem bekannten

aufldsungsverfahren fir Singulariliten, etwa [Lau], p. 7-13.
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2.1.4. Satz. Flir eine Galois-Uberlagerung w: ¥ - X

der komplexen Mannigfaltigkeit X gilt:

(a) Der Verzweigungsort 2 ist eine rein 1-kodimensionale

analytische Teilmenge von X (oder leer).

{b) Singularitdten von Y kOnnen hochstens {iber denen von

Z liegen. Wenn 7w in y €Y mit Ordnung n verzweigt ist

und z = 7(y) ein reguldrer Punkt von Z ist, gibt es lo-

kale Koordinaten (v1,..,vm} von Y um y und {u1,..,um)

von X um =z, bezliglich der = durch

uy Vi Uy TV, oee. UL =V
beschrieben wird,
(c) Nun sei X speziell eine Fli3che und z ein normaler

Doppelpunkt von Z . Dann ist Y in vy € ﬁ_1(2) genau dann

nichtsingulir, wenn es lokale Koordinaten wie ocben gibt, so

daB 7w die Form

u, = vl
1 1
= yl2
Y2 TV
hat.
o
2.1.5. Definition. m: ¥ » X seil eine Galois-Uberlagerung

der Fldche X . Dann wird fiir ein x € X die Verzwelgungsord-

1

nung in einem (beliebigen) y € w (x) als Verzweigungsord-

nung in X bezeichnet. Die Verzweigungsordnung l8ngs einer

irreduziblen Kurve C in X ist gleich 1, wenn C nicht im

Verzweigungsort liegt, und ansonsten gleich der Verzweigungs-
ordnung in einem (beliebigen) Punkt auf C, in dem die Ver-

zweigungskurve glatt ist.
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In Ausnahmeflllen liegen auch i{iber Mehrfachschnittpunkten des

Verzweigungsortes regulire Punkte:

2.1.6. Satz. Es seien L1,L2,L3 verschiedene Geraden duxch

den Ursgprung der komplexen affinen Ebene und n,,n,,ny ganze

Zahlen > 1. Die Summe der Reziprokwerte sei grésSer als 1.

Dann ist auch die durch

U é;.+ 3 = 14+ 2
n, 2 D3 m

definierte Zahl m ganz (sogar durch 2 teilbar), und es

gibt genau eine Uberlagerung w: Y - Ez durch eine nicht-

singuldre Fléche Y, die genau entlang der L mit Ordnung

n, verzweigt ist.

i
7 hat den Grad mz. Wenn p: m2 - cz die Aufblasung des Ur-

sprungs mit der exzeptionellen Geraden E’' ist, ist die durch

n definierte Uberlagerungsfliche Y’ ebenfalls nichtsingulir,

und die induzierte Abbildung p: Y'-» Y ist die Aufblasung im
2’

Punkt 1 (O) . *: ¥+ £° ist l8ngs E mit der Ordnung m

verzweigt.

Beweis. Fir solche Tripel von Zahlen gibt es eine verzweigte
tberlagerung IR nﬂ, die in genau drei Punkten mit den
vorgegebenen Ordnungen verzweigt sind. Diese Uberlagerungen
lassen sich auf den Totalraum des Blindels 0(-1) fortsetzen.
Details finden sich in [De-Mo], 10.3. DaB8 m in 22Z liegt,

folgt auch durch einfaches Aufschreiben aller Mdglichkeiten

(siehe 3.3.3). o
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2.1.7. Sats. my Y » X sei eine Galois-Uberlagerung zwi-

schen nichtsinguldren Fldchen. Wenn dann der Verzweigungsort

in x € X 1lokal aus r23 nichtsinguldren Komponenten be-

steht, die sich in X transversal schneiden, so ist r = 3,

und es liegt die in 2.1.6 beschriebene Situation vor,

Beweis. Ohne Einschrénkung bestehe n°1(xo) nur aus einem

Punkt Yo und X sei ein kleiner Ball im mz. Die Auf~

blasung ps; X' - X in X induziert die Abbildungen

Y e~7F— ¥

jl ln’

X +~7T« X!
wobei Y' nun {iber den Schnittpunkten der exzeptionellén
Kurve E' mit den eigentlichen Urbildern Li der Verzwei-
gungskurven von 7 singuldr sein kann. £: ¥ - ¥Y' sei eine
Aufldsung dieser Singularitdten durch Ketten rationaler Kur-
ven mit Selbstschnittzahlen < -2 (s. z.B. [Laul).
(p'f)-1 (yo) besteht aus dem eigentlichen Urbild E wvon E°
unter = £ als zentraler Kurve und diesen Ketten als Armen.
Diese Konfiguration muB also durch sukzessives Niederblasen
von (-1)-Kurven verschwinden ([BPV]}, II1.4) , was nur mbg-
lich ist, wenn E selbst exzeptionell ist und h&chstens zwei
Arme vorhanden sind. Die Einschrinkung E - E' ist daher eine
lberlagerung der projektiven Geraden ilber sich selbst. Die
Verzweigungsordnung in Lif)E' sei ni ; die Hurwitz-Formel

ergibt dann flir den Grad 4°

(0) A= 2= (1=

n!
1

Wenn lber L/NE' keine Singularitdt von Y' liegt, gilt
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n; =n; 22 (2.1.4 (c)). Da héchstens zwei Singularitéten
auftauchen, bleiben fiir die n{a&ni nur die Fille

‘n£=n5=d {(i#3j) 'ni=d 'Znigd
Die ersten beiden Fille kollidieren mit (0), im letzten Fall
folgt nach (0) r=3 und nj==2 fiir die tibrigen beiden Punk-

te. Dann haben wir aber schon den in 2.1.6 beschriebenen Fall

und erhalten nachtrdglich n_{==ni . a
2.2. KURVENKONFIGURATIONEN
2.2.1. Definition. Eine Kurvenkonfiguration K ist eine

Menge von k verschiedenen zusammenhingenden nichtsinguliren
Kurven Li (i=1,..,k) auf einer Fliche S, von denen sich
je zwei stets transversal schneiden. Auch die Vereinigung
aller Li € K wird gelegentlich mit K bezeichnet. Eine

Geradenkonfiguration ist eine Kurvenkonfiguration aus projek-

tiven Geraden auf dem ]Pz.

Kurvenkonfigurationen und die mit ihnen zusammenhidngenden Ob-
jekte spielen eine sehr wesentliche Rolle in dieser Arbeit.
Wenn immer im Text von einer Kurvenkonfiguration die Rede ist,
werden die friiher eingefiihrten Bezeichnungen (wie Kk, Li’ s
in der Definition) ohne erneute Erkl¥rung benutzt, soweit das
in der Situation sinnvoll ist. Um den Uberblick zu erleich-
tern, sind all diese Symbole in der Reihenfolge ihrer Einftih-

rung im Anhang aufgelistet.
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2.2.2, Bezeichnungen. K sei eine Kurvenkonfigquration. Filir

jedes p €S Dbezeichnet dann r(p) die Anzahl der Li in K,

die p enthalten. Pqre-sPy seien die p€S mit x(p) 2z 3;

die P, heiBen singuldre Schnittpunkte von K. r(pv) wird

mit r, abgekiirzt. Fir jede Kurve Li und jedes r=22 sei

‘tj(_r) = # {p€L, : r(p) =r}
Ty = # {p€L;: r(p)22]
oy 1= i:t{pELi: rip) 231 .

K soll der Verzweigungsort einer Uberlagerung von S werden.
Allerdings kann man nicht erwarten, daB Ulber den singuldren
Schnittpunkten von K reguldre Punkte liegen; eine Ausnahme
bildet nur die in 2.1.6 beschriebene Situation. Wir blasen
also S in den singuldren Schnittpunkten auf und betrachten

Uberlagerungen der so entstandenen Fliche §':

2.2, 3. Definition. K sei eine Kurvenkonfiguration auf §,

p: S8' - S die Aufblasung in den singuldren Schnittpunkten von
K. Dann wird die aus den eigentlichen Transformierten Li

der L, und den exzeptionellen Kurven E! = 9'1(pv) beste-
hende Konfiguration K*' auf S' als Desingularisierung von

K bezeichnet.

AuBer dem Verzweigungsort K' spielen natilirlich auch die Ver-
zweigungsordnungen entlang der Kurven in K' eine Rolle. Es
wird sich spiter herausstellen, daB man besser mit den Kehr~

werten arbeitet:
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2.2.4. Definition. Gewichte fiilr eine Kurvenkonfiguration K

sind ganze Zahlen niaz {i=1%1;..,k} und mv21 (v=1,..,2).

Die rationalen Zahlen X, = 1—-; und Y, = ~1~—£w werden
i v

ebenfalls als Gewichte bezeichnet.

(Diese Definition wird in 3.5.1 noch etwas erweitert.)

2.2.5. Bemerkung. Man k&nnte auch ni==1 zulassen, was
an einigen Stellen im Text auch ausdriicklich getan wird. In
vielen Fdllen bekdme man aber formale Schwierigkeiten durch das
Auftreten "unechter" Schnittpunkte, da die Kurven mit Gewicht

1 nicht zum Verzweigungsort gehbren. mv==1 ist dagegen der
Fall, da8 an der exzeptionellen Kurve keine Verzweigung statt-

findet. Dies kann durchaus auftreten.

2.3. UNTFORMISIERUNGEN VON KURVENKONFIGURATIONEN

2.3.1. Definition. K sei eine Kurvenkonfiguration auf 8

mit den Gewichten n1,..,nk und My, ..,m Eine verzweigte

e
Galois-tlberlagerung
n: Y - 8

heift Uniformisierung dieser gewichteten Kurvenkonfiguration,

wenn Y eine nichtsingullire Fldche ist und 1w genau entlang
der Kurven Li mit Ordnung n, und entlang der EG mit Ord-
nung m,2 verzweigt ist. Das Komplement §'-~K' = §~-K wird
mit S° bezeichnet, der Uberlagerungsgrad mit N . Die redu-

zierten Urbilder der L; bzw. E! seien ﬁi bzw. ﬁv.

(Auch diese Definition wird in 3.5.1 etwas erweitert.)
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2.3.2. Das Existenzproblem fiir Uniformisierungen ist in die-
ser Allgemeinheit ungel®st. 1In Hirzebruchs Beispielen erhdlt
man eine Uniformisierung auf algebraischem Wege durch eine Er-
weiterung des Funktionenk®rpers der projektiven Ebene. Eine
andere M8glichkeit ist es, eine Differentialgleichung anzuge-
ben, deren Monodromie die gewiinschte Uberlagerung liefert.
Wenn so etwas nicht gelingt, wird man versuchen, das Problem
mit Hilfe der Fundamentalgruppe des Komplements §5¢ vwvon K

in S zu l6sen. Mehr dazu ist in Kapitel 6 ausgefiihrt, wdh-
rend wir hier versuchen, unter Voraussetzung der Existenz ei-

ner Uniformisierung mdglichst viel liber sie herauszufinden.

2.3.8. Uniformisierungen einer vorgegebenen gewichteten Kur-
venkonfiguration sind nicht eindeutig bestimmt. In 6.4.5
wird aber gezeigt, daB zu je zwei Uniformisierungen eine drit-

te existiert, die die beiden unverzweigt ﬁberlagert.

2.3.4. In der betrachteten Situation X B v
haben wir das nebenstehende kommutati- ﬂ\\“ u/ﬁ

Yo
ve Diagramm (2.1.3 (¢)). X -» 8 ist | -

die Fortsetzung der unverzweigten 59
Bberlagerung Y° - 89, X ist normal, g k:/d h\\“ gr
und p ist eine Aufldsung der Singu-

laritdten von X (mit Ausnahme der

Situation von 2.1.7).

2.3.5. Uber einer Kurve L' mit Verzweigungsordnung n in-
duziert = eine g-blattrige berlagerung. Der Divisor =*L'

auf Y ist das n - fache der Urbildkurve n"1(L’). tlber dem
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Schnittpunkt zweier Kurven mit den Ordnungen n und m lie-
gen ﬁ% Punkte von ¥ . Nach 2.1.4 (b) ist nmj(L') nicht~

singullr.

Gesucht sind komplex-hyperbolische Uniformisierungen. Da die
Kurven ﬁi und ﬁv unter geeigneten Decktransformationen
punktweise festbleiben (eine Schleife um L{ bzw. E; re-
pré@sentiert ein nichttriviales Element der Fundamentalgruppe
von 8¢, auBer vielleicht fir mv==1 . vgl. 6.3 £f) , kann man
den relativen Proportionalitdtssatz 1.2.4 in Verbindung mit

1.2.2 anwenden:

2.3.86. Sats. Y sei eine komplex-hyperbolische Uniformi-

sierung der gewichteten Kurvenkonfiguration K . Dann gilt fir

i=1,..,k und alle v mit mv>‘1
Prop ﬁi = O

Prop Ev = 0O .

Fir m =1 gilt immer noch

Prop ﬁv 2 0O .

2.3.7. Bemerkung. - Man kann den Sachverhalt auch folgender-

mafen ausdriicken: Wenn Y ein Ballquotient ist, sind die
Komponenten des Verzweigungsortes in Y eindimensionale Ball-
quotienten. Diese eindimensionalen Ballgoutienten sind gerade

durch Prop C = O charakterisiert.
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2.4. INVARTANTEN DER UNTIFORMISIERUNG (1)

Zundchst betrachten wir den Fall einer Konfiguration, die nur
Doppelpunkte als Schnittpunkte hat. Da die Ergebnisse in 2.5
auf die Desingularisierung K' einer beliebigen Konfiguration

angewandt werden sollen, wird hier auch ni==1 bzw. xi==0

zugelassen.
2.4.1. Lemma. K sei eine Konfiguration ohne singuldre
Schnittpunkte (also '=K), 7w: ¥ » S eine Uniformisierung.

Dann gilt ftir i=1,..,k

) _ N _2 _ N 2
(a) Ly = npli T o (o) Iy
1 1
o N
(b) e(L;) = = ( e(Ly) — } __ (L.L.) x, )
i ng i SFT L3073
(e) Prop L, = X ( Prop L, - 21. x; + Z:: (L; L ) x. )
i n; i EET]

Beweis durch einfaches Nachrechnen wie in [Hij]: Es ist
niii = H*Li, woraus sofort (a) folgt. (b) gilt nach der Hur-

witz-Formel und Bemerkung 2.3.5. (c) ist dann evident. o

2.4.2. Satsz. m: Y » S sei eine Uniformisjierung der ge-

wichteten Kurvenkonfiguration K, die keine singulédren

Schnittpunkte enthdlt. Dann gilt

- \
(a) Ky = 'n*(Ks + Z; xiLi}
1 ,
(b) e(Y) = N(e(S) - )’_;: xs (e(Li) "‘:EZ; (1L xj))
J#i
1 1 i o
(c) w Prop ¥ = Prop S + =% Z:: x.(- Prop L, + Prop L.)
N 2 I iy i i
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Beweis. (a) ergibt sich aus der Formel fir das Verhalten des
kanonischen Divisors unter tlberlagerungen ([BPV], p.41) wund
2.3.5. (b) ist wieder die Standardrechnerei mit Eulercharak-

teristiken von Flichen (vgi. [Hi,]):

elY)

N(e(s) - Je(r)) + § elr,)
i i i

n.n

+%}:E:(N—§—--§—+ S (L)
i j#i i By Py J

{c} folgt daraus so:

gg%?wgw-Prop 5 2

- 3 e(8) + Ks

i
Zlw
m
=
1

= E xi(-— 3e(Ly) + % j‘.;j,(LiLj)xj ..Li2xi— zsti)
4 1
= J)E xi(-z—:-; Prop Zi - 5 Prop L; - 3e(L;) -ZKSLi)
= J x.(-fé; Prop T, - 1 Prop L. + Prop L.)
i "t\a.N b 2 i i i a
2.4.3. Bemerkung. Das Interessante in diesem Abschnitt ist

die Beziehung zwischen den Proportionalititsausdriicken. Wie
F. Hirzebruch bemerkte, gilt die Formel fiir beliebige kompakte
orientierte reelle 4-Mannigfaltigkeiten: Es ist

302-—012 = c2-3sign.
Die Berechnung der Eulercharakteristiken ist sowieso topologi-
scher Natur, und der G-Signatursatz ([Hi,]) liefert die Be-

ziehung zwischen sign(S8} und sign(Y) .
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2.5, INVARTANTEN DER UNIFORMISIERUNG (I1)

2.8.1. Lemma. m: ¥ » S' sei eine Uniformisierung der ge-

wichteten Kurvenkonfiguration K. Dann gilt fixr i=1,..,k

und v=1,..,2

N
&2 = - 2 - X = e
(a) E = N(yv+1) = = (yv+1) 2
v m
v
o _ N
(b) Prop E\J = -HT(ZY\"!' Z (L;_E,;) Xi)
v i
(c) Prop T = N Prop,L, + 2 (¢ -1;?) X
i i i i i i

\
3 ] 1 ¥
+ Jzﬁ (LiLj) Xy * \Z} (LIEY) Yy ) -

Beweis durch Ubertragen von 2.4.1: Ly in 2.4.1 ist durch

L{ bzw. E' zu ersetzen, x; gegebenenfalls durch yv+-2.

. 2 2
[ e - Vo
Es ist Prop E! = -4, L!®= L, o,, PropL! =

Prop Li—-ZOi.

= N{_ -
Pro? E’v m\)( 4+ 2(y +2)+ § (LIED) x, )
Prop T, = N Prop L, - 20, — 2(Ih2*a.) X,
i n, i i i i’ i
3 A ¥
+ 1 (I.iL:;)xj +) (LIE') (y + 2 )) o
j#1 v
2.5.2. Sata. Fiir eine Uniformisierung der gewichteten Kur-
venkonfiguration K gilt
1
N Prop ¥ ~ Prop S =
= % I x, (Ei Prop ﬁi + Prop L,) + % Iy, Oy Prop E
it w v N
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Beweis. 2.4.2 (¢} impliziert zusammen mit Prop S' =

Prop S + 4 1

1 e
-ﬁPropY - Prop S = -é-gxl(—;—PropL + Prch - Zci)
+%2(y+2)(—~———}?rop}3 —-4)+4£
v
= le(B—i—Propf +PropL«.)+1{y ?—‘-’-Prop'ﬁ
2 $Ti\ g i i 2 5%voy v

m
—Xx.a.-b—[(-—-!l?ropﬁ -4—-2y)+ 42 .
i i 31 v N v v

Die zweite Zeile verschwindet: 8Sie ist gleich

-Zx Z(E L) + Z(—;Propﬁ' -2y, )

m
= Z( -7 (LIEf) %, + —propE - 2y )
v i iv 5 N v \Y

= 0 nach 2.5.1 (b) B
2,6. DER PROPORTIONALITATSSATZ
2.6.1. K sei wieder eine gewichtete Kurvenkonfiguration und

1: Y » S' eine komplex-~hyperbolische Uniformisierung. Nach
2.3.6 verschwinden alle Prop 'ﬁi und alle Prop 'ﬁ“ mit
mv>1 . Wenn der Sonderfall mv=1 nicht auftritt, bleibt in
2.5.2 die Gleichung
- Prop § = -}in Prop L .
i

Filr den Fall Prop S = O, etwa S= 1?2 oder eine abelsche

Varietdt, bleibt dann wegen xiz% nur noch Prop L. =0
ibrig, also fiir den 192 nur eine Geradenkonfiguration. Auf ei-
ner abelschen Variet#t kann man elliptische Kurven nehmen

([Hi4]).
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Wir beschrédnken uns ab jetzt auf diese Fdlle:

2.68.2, Definition. Eine Kurvenkonfiguration K heiBt

proportional, wenn sowohl Prop § als auch alle Prop Li

verschwinden.

2.6.3. Korollar. m: ¥ » S§' seil eine Uniformisierung dex

gewichteten proportionalen Kurvenkonfiquration K. Dann gilt

_ 1 ~ 1 o~
Prop ¥ = ‘Z—JZ_ x; n; PropL, + 3 é y,m PropE_ . a
2.6.4. Proportionalititssats. 7: ¥ > S' sei eine Unifor-

misierung der gewichteten proportionalen Kurvenkonfiguration

K. Wenn dann die Uberlagerungsfliche Y vom allgemeinen Typ

ist, sind die folgenden Aussagen Hquivalent:

(a) Y ist ein Ballguotient

(b) Prop ¥ = O

(c) Alle Prop ﬁi und alle Prop E, verschwinden .

Beweis. (a) e (b) ist Yaus Satz 1.1.4. Wenn Y ein Ball-
quotient ist, verschwinden néch dem relativen Porportionali-
tdtssatz 2.3.6 alle Prop ii und alle Prop ﬁv mit m >1,
und die {ibrigen haben alle das selbe Vorzeichen. Nach unserer
Formel 2.6.3 miissen daher auch diese Prop gv verschwinden.

und es folgt (c). (c) = (b) erhdlt man sofort aus 2.6,3.
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2.6.5. Bemerkung. Nicht jeder Ballquotient kann als Uni-

formisierung einer Kurvenkonfiguration auftreten:

2,

Y sei der "fake von D. Mumford [Muzl. Die Picardgruppe

Pic Y wird von einem Hyperebenenschnitt H mit 2-—~-1 er-
zeugt, der kanonische Divisor ist 3H. Fir eine Kurve C~rH
(in PicY) ist dann

2

2 2+ 3rH = 3r({r+1) ,

Prop C = 3c2+ch = 3r’H
was nur in trivialer Weise verschwinden kann. Die Komponenten
der ii in Y sind aber irreduzible reduzierte Kurven und

daher niemals linear #Hquivalent zu O.



KAPITEL 3

DIE QUADRATISCHE FORM Propy
UND VERALLGEMEINERTE VERZIWEIGUNGSORDNUNGEN

Generalvoraugsetzung: Im ganzen Kapitel sei K eine propor-

tionale Kurvenkonfiguration auf einer Fliche §S.

Die Proportionalititsabweichung einer Uniformisierung Y wvon
K wird in 3.1 und 3.2 als quadratische Form in den Ge-
wichten KyreorXpo¥qre sy, ausgedriickt. Dadurch lassen sich
dann auch die Fille behandeln, daB die Kurven Ev auf Y
exzeptionell (3.3) oder elliptisch (3.4) sind: Die Ge-
wichte m werden geeignet modifiziert, und man erhdlt den

verallgemeinerten Proportionalitdtssatz in 3.5.

3.1. DIE_QUADRATISCHE FORM_Propy

3.1.1. Definition. Auf dem Qk+2 mit den Koordinaten

E1""Ek'"1"""z (die wir uns manchmal als (k+2)-Tupel,
manchmal als Spaltenvektor vorstellen) , definieren wir die
Linearformen G1,..,Gk,P1,,.,Pl und die quadratische Form

PropK zu der Kurvenkonfiguration K durch



32

i

2 t ]
*  G;(g,n) Z(Oi—Li)Ei'*%(L{Li)Ej*g(LiEv)nv

o PV(E:n)

Hi

2n,+ ]ZL (L{ES)E,

HH

*  Propg(g,n) FIE 6t + 5 In, B (E,m)
v

i

3.1.2. Bemerkung. Die Gi und Pv sowie PropK héngen

nur von der ungewichteten Koﬁfiguration K ab. Wenn Y eine
Uniformisierung mit den Gewichten X und y ist, gilt nach

2.5 fliir alle i und v

~o

Prop L, = (N/n;) Gi(x,y)
Prop Ev = (N/m ) P_(x,y)
Prop Y = N Propg(x,y) -

3.1.3. Propy ist gegeben durch die Matrix

Q = %(IntK,-—?:AK.),
wobei flir eine Kurvenkonfiguration C die Schnittmatrix der
Kurven aus C mit Intc und die aus den Selbstschnittzahlen
gebildete Diagonalmatrix mit AC bezeichnet wird. Die Ein-
trdge von Q sind also die Schnittzahlen der verschiedenen
Kurven in K' auBerhalb der Hauptdiagonalen sowie die Selbst-

schnittzahlen dieser Kurven, allerdings multipliziert mit -2,

auf der Hauptdiagonalen.

3.1.4. Wohlbekannt fiir quadratische Formen - oder auch

schnell nachzurechnen - sind die Beziehungen

) - 2 =
33; PropK = Gi' 3;: PropK Pv.

Flir eine komplex-hyperbolische Uniformisierung Y 2zu den Ge-

wichten (x,y) verschwindet alsoc nicht nur Propx(x,y),
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sondern nach dem Proportionalitdtssatz 2.6.4 auch der Gradi-
ent, was die Ausnahmerolle dieser Fldchen wieder einmal bestéd-

tigt.

3.1.5. In der Formulierung des Proportionalitdtssatzes

2.6.4 kann also die Bedingung (c¢) durch die Bedingung

o(f) = o

ersetzt werden.

3.1.6. Y sei eine Uniformisierung von K mit den Gewichten
Nyree Ny, My, .. ,m, .. Pann unterscheidet sich das Schnittverhal-

ten der Konfiguration K = {£1"°'Zk'§1""ﬁ nicht we-

2}
sentlich von dem der Konfiguration K': Da niﬁi = 7*L! und
mE = w*E' ist und die Schnittzahlen unter = mit dem
Uberlagerungsgrad N multipliziert werden, erhdlt man die

Schnittmatrizen Int? und A? aus denen von K' durch Mul-

tiplikation von links und rechts mit der Diagonalmatrix mit

den Eintrigen VN/’ni bzw. \/N/mv . Es gilt also
3.1.7. Proposition. Die Matrizen
Q = l(Int - 3A,,) und l(Int~3A)
2 & K? === 2 (4 (4

beschreiben 8quivalente Bilinearformen. o
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3.2. DIE MATRIX Q' - UND DIE PUNKTBEDINGUNGEN
3.2.1. Proposition. Flir die Kurvenkonfiquration K gilt
1 2
Propx(éi,n) = 7 (tEQ' £+ ] Pv(t;;n) )
. v

mit v ‘

Q! = 3 IntL, —ZAL,) - IntK
wobei Int;, und 4,, die Schnitt- bzw. Selbstschnittmatrix
der aus allen Li bestehenden Konfiguration L' auf 8' be-
zeichnet.
Beweis. Im Qk+z ersetzen wir die Koordinaten n, durch
z, = P, (§,n). Die Matrix Q wird in Bldcken der Kantenléngen
k und £ geschrieben als

o = 4, )

(I bezeichnet immer eine Einheitsmatrix), der Basiswechsel

hat dann nach 3.1.1 die Matrix

1 2 O
c )
2 X5 1

Propy . hat dann beziliglich der Koordinaten (f,;) die Matrix

.

tS Q S. Man rechnet sofort nach, daB dies eine Blockmatrix

der Form
Q' 0
ts0s = %—( )
o I
mit Q' = 2A - BYB ist. Nach 3.1.3 ist (B~tB)ij =
- et TR = — ry t = -
I(LIEY) (LjEv) L;Ly - LjL! (Inty - Int, ,); und
A=1Int,-34,. .
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3.2.2. Korollar. Es gilt Q-(i) = O genau dann, wenn

Q' und alle Pv(E,n) verschwinden.

Beweis. Mit den Bezeichnungen aus dem vorhergehenden Beweis
st o(f)-o - (D)o - us(i)-
gilt Q(ﬂ 0 & QS : 0 @ 8QS . 0 a

Den Proportionalitétssatz 2.6.4 koénnen wir daher so formu-

liexen:
3.2.3. Proportionalititssatz, Y sei eine Uniformisierung
der gewichteten proportionalen Kurvenkonfiguration K . Wenn

Y eine Fliche vom allgemeinen Typ ist, sind dann die folgen-

den Aussagen Hguivalent:

(a) Y ist ein Ballguotient

(b) Prop Y = O

(c) Q'-x und alle Pv(x:y) verschwinden.

3.2.4. Erfiillbarkeit der Punktbedingungen Pv(x,y)==0.

Um zu einer gegebenen Konfiguration Gewichte mit Propx(x,y)
gleich O zu finden, bestimmt man also zunidchst ker Q' und
sucht darin Vektoren £, fiir die jede Komponente tatsdchlich
die Form £, =1~ (1 /IH-) fiir ein ganzzahliges n,z 2 hat.
Die Werte der n, sind dann durch die "Punktbedingung”
PV(E.H) = 0 festgelegt, wobei jetzt zusitzlich mv==—1/{nv+1)
eine positive ganze Zahl sein muS. Unter diesen Bedingungen
gibt es nur endlich viele Typen von Schnittpunkten P, s die
die Punktbedingung erfﬁllen,'wobei der "Typ" durch die

- 8chnittvielfachheit T, das Gewicht m, und die Gewichte ng

der RKurven durch P, (bis auf Permutation der Li} bestimmt ist.
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Die Berechnung sd@mtlicher Typen (mit Hilfe eines Computers)

ergab die folgende Tabelle:

Schnittvielfachheit ‘ 3 4 5 6 7 8 29

Anzahl der Typen ' 87 27 150 18 3 1 o)

Da8 die Punktbedingung schon r s8 impliziert, ist natirlich
auch ohne Computer sofort zu sehen: Es muB8 stets Ein% und

n, z—~2 gelten.

3.3. NICHT-MINIMALE UNTFORMISIERUNGEN

m: ¥ » S' sei eine Uniformisierung der proportionalen Kurven-
konfiguration K mit den Gewichten Bypeesly My, .. my .
3.3.1. Wie in 2.1.6 erwdhnt, k&nnen iiber den Ec durch-~
aus exzeptionelle Kurven liegen. Das Aufblasen der entspre-
chenden p, war dann iiberfliissig, und man sollte die Fliche
Y* betrachten, die man durch Niederblasen dieser exzeptionel-
len Kurven als Uberlagerungsfliche der nur in den ibrigen
singulédren Schnittpunkten aufgeblasenen Flidche § erhdlt.
Nach einer Beobachtung von F. Hirzebruch bleiben die Formeln
flir die Proportionalitdtsabweichungen weiter giiltig, wenn man
die Verzweigungsordnung in E; mit einem negativen Vorzeichen

ansetzt:
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3.3.2. Proposition. ﬁv besteht genau dann aus exzeptio-

nellen Kurven, wenn

]
O

Pv(X,Y*)
ist mit
u
-2 - = * =
2-y, (u=v) {(d.h. m¥ mv).

Y# =

y (u#v)
r =

In diesem Fall gilt fiir die Fldche Y* , die man durch Nieder-

blasen dieser exzeptionellen Kurven erhilt, und fir die Bilder

o~

* *
L} der ii auf Y

Prop Li* = (N/ni) Gi(x,y*)

il

Prop Y* N-PropK(x,y*) .

Beweis. ﬁ# ist genau dann exzeptionell, wenn e(C)=-2C2
fir jede Komponente C gilt, denn C2 ist ja stets negativ
(2.5.1). Dies ist dquivalent zu Prop E =14 'ﬁvz, also zu

] ¥ — .
2yv+Z(LiEv)xi = 4(yv+1) und damit zu
= -2 - - *
0 2(-2-y)) + J(L{E}) %, P (x,¥%) .
Die Formeln fiir Prop L und Prop Y* lcitct man dhnlich aus

denen in 3.1 her. o

3.3.3. Fir Pv(x,y*)==0 bzw. fiir die Bedingung

e
1 2 3

aus 2.1.6 gibt es die folgenden bekannten L&sungen:

n, n, n, m | m*
2 2 n 2n | -2n
2 3 3 12 | -12
2 3 4 24 | -24
2 3 5 60 | =60

Im Gegensatz zu 3.2.4 gibt es hier unendlich viele Typen.



3.4. ELLIPTISCHE KURVEN AUF EINER UNIFORMISIERUNG
3.4.1. Ballquotienten k&nnen keine elliptischen Kurven ent-

halten, da die Urbilder in B? selbst elliptisch oder affine
Geraden sein miiBten. . Eiliptische Kurven sind jedoch die na-
tlirlichen Kompaktifizierungskurven offener Ballgquotienten (s.
[Hel). Es bietet sich also an, hier die Ergebnisse aus 1.3

ins Spiel zu bringen.

3.4.2. Proposition. Y sei eine Uniformisierung der ge-

wichteten proportionalen Kurvenkonfiguration K . Dann besteht

flir ein v€{1,..,2} das Urbild ﬁv auf Y genau dann aus

elliptischen Kurven, wenn

Pv(x,y*) = 0

ist mit

Y (v #v)
y* = { "
s -1 {u=v) {d.h. m:wm) .

In diesem Falle gilt fiir das Paar (Y,D) nmit Dc=§v

Prop(Y,D) = N'PropK(x,y*)

i

Prop L,

; (N/ n;) G, (x,y%) .

Beweis. Alles ist analog zum vorigen Abschnitt leicht nach-

zurechnpen. o

3.4.3. P (x,y*) = 0 ist dgivalent zu
r
L = 1,
i=1 71

wenn L1,..,L die Kurven durch P, sind. Hier gibt es die

r
Fidlle
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r=3 n, n, ng r=4 n, n.2 n; n,
3 6 2 2 2 2
2 4 4
3 3 3
3.8, VERALLGEMEINERTE VERZWEIGUNGSORDNUNGEN
UND DER PROPORTIONALITATSSATI
3.5.1. Definition. K sei eine proportionale Kurven-

konfiguration auf einer Fliche S§S.

(a) (Verallgemeinerte) Gewichte fiir K sind ganze Zahlen

n122 {(i=1,..,k) und mte Z U {e}, m\*;afc {(v=1,..,%).

. . 1 _1 * = o1 -
Auch die rationalen Zahlen x; = 1 o und y¥ = -1 ¥

i
(was fiir m¥=« selbstverstdindlich y}=-1 bedeutet) wercen

als (verallgemeinerte) Gewichte bezeichnet. Falls m§ nicht

in N liegt, setzen wir stets voraus, daB Pv(x,y*) =0 ist.

{b) Eine (verallgemeinerte) Uniformisierung von K mit den

verallgemeinerten Gewichten (n,m*) ist eine Uniformisierung
#: Y+ 8' (im Sinne von Definition 2.3.1) wvon K mit Ge~

wichten (n,m), fir die gilt

= m* : *
m, m¥ (falls m¥ € M)
= —-m¥ *
m, m¥ {(falls m¥ <0 )
m, € N beliebig (falls m: =) ,

Im Gegensatz zu (n,m*) bzw. (x,y*) werden (n,m) bzw.

(x,y) als physische Gewichte der Uniformisierung bezeichnet.
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(c) Wenn Y eine verallgemeinerte Uniformisierung von K
mit den Gewichten (n,m*) ist, so Qird die durch Niederblasen
aller Komponenten der ﬁv mit m3f<0' entstehende Fliche mit
Y*, die Bilder der ﬁi auf Y* mit ﬁ; bezeichnet. D sei
die aus allen Ev mit m:==o bestehende Kurve auf Y*. Dann

nennen wir auch die Fldchen Y* und Y*-D sowie das Paar

(Y*,D) (verallgemeinerte) Uniformisierungen von K.

3.5.2. Proportionalitdtseatsz. (¥Y*,D) sei eine Uniformi-

sierung der proportionalen Kurvenkonfiquration K mit den

verallgemeinerten Gewichten (x,y*). Wenn dann_das Paar

(¥*,D) vom logarithmisch allgemeinen Typ ist, sind die fol-

genden Aussagen Hdquivalent:

(a) Y*-D ist ein Ballquotient

{b) Prop(¥Y*,D) = O

(c) Propy(x,y*) = 0

(d) Alle Prop 'I':’i'_ und alle Prop 'ﬁv mit m¥€ N sind
gleich 0

(e) Q-(;J = 0

(£) Q'-x und alle Pv(x,y*) verschwinden.

Beweis. Die Aquivalenz von (b) und (c) einerseits sowie
(d), (e) und (f) andererseits ist nach den Berechnungen in
diesem Kapitel klar. (a) e (b) ist Kobayashis Satz 1.3.8,

(e) = (c) ist trivial nach Definition von Q, und (a) = (4)
folgt aus dem logarithmischen relativen Proportionalitdtssatz

1.3.9 analog zu 2.6.4. o



KAPITEL 4

UNTFORMISTERUNGEN VON GERADENKONFIGURATIONEN

Im ersten Abschnitt betrachten wir den kanonischen Divisor auf
einer Uniformisierung einer Geradehkonfiguration genauer, um
feststellen zu kdnnen, wann diese Uberlagerungsfldche vom
(logarithmisch) allgemeinen Typ ist. Danach werden mit Hilfe
der Ergebnisse aus den ersten Kapiteln Bedingungen dafiir auf-
gestellt, daB eine gegebene Geradenkonfiguration Gewichte mit

PropK(x,y*)==0 zulidgt.

4.1. DER KANONISCHE DIVISOR AUF EINER UNIFORMISTERUNG

In diesem Abschnitt sei K eine Geradenkonfiguration mit den
Gewichten (x,y*) und w: ¥ » S' eine Uniformisierung zu den

physischen Gewichten (x,y).

4.1.1. Definition. Pic(K) bezeichnet die von den Kurven

ﬁi und ﬁv (i=1,..,k, v=1,..,%) erzeugte Untergruppe der

Picardgruppe Pic(Y) von Y.

4.1.2. Proposition. Fir oaq,..,0,€ @ mit Zui==3 sei

K' = g‘xi‘ai)Li + §(3+yv~£(x,is;}ai)f::’ € Pic(S o Q.

Dann ist =*K' € Pic(R) @eQ ein kanonischer Divisor von Y.
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Bewels. KY wurde in 2.4.2 berechnet. Hier ist S==ZP2, also

(mit rationalen Koeffiziénten) Kg = «-ZaiLi und damit fiir

die Aufblasung p: S5' -+ §

Kge = =Joa, 0*L, +JE' = -Ja,Li+ J(1-]J(LIE!) o) EY.
i v i v i
Zugsammen mit
= *
Ky w (KS"+ inLi + E(2+yu)E$) (2.4.2)
i v
folgt die Behauptung. o

4.1.3. Propogition. Wenn es rationale Zahlen Gqreer®y mit

[IEE—

a, + conta, = 3 gibt, so das
ay < xi (i=1,..,k)

Z(LJ:E\;) ay S 3ty (v=1,..,¢)
3

gilt, wobei an mindestens einer Stelle die echte Ungleichung

erfiillt ist, so hat Y einen effektiven plurikanonischen

Divisor in Pic(R). (Y*,D) hat einen effektiven logarithmi-

schen plurikanonischen Divisor, falls fiir die v mit m¥=e

(y:==—1) lediglich die schwichere Bedingung

LIE') a. < 2
§(Jv)“3

erflillt ist.

Beweis. Ein geeignetes Vielfaches eines kanonischen Divisors
mit rationalen Koeffizienten ist ein plurikanonischer Divisor;
die erste Aussage folgt daher sofort aus 4.1.2. Wenn man aus
Y die Kurve D entfernt, ist

= * -7 = '
Kiy,p) = ¥y *D = Ky + n¥ [ (~1-y JEJ,
wobei {iber die v mit m:==m summiert wird. Der Koeffizient
dieser E! in dem Divisor XK' (4.1.2) ist dann entsprechend

zu modifizieren. 0
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4.1.4. Korollar. Ein effektiver plurikanonischer Divisor

exigstiert flir jede Uniformisierung von K, falls K aus mehr

als 6 Geraden besteht und alle Schnittvielfachheiten r,

nicht gr&8er als % sind.

Beweis. Man nehme ai==% in 4.1.3 und beachte, daB stets

1 X
xi27 und y 2-2 gilt. Q

4.1.5. Beispiel.

K sei das vollstindige Vier-

seit, bestehend aus den sechs \\
Verbindungsgeraden von vier
Punkten in allgemeiner Lage
im IP2. K tr8gt die Bezeich-
nung A1(6) in B. Grinbaums

Liste der reellen simplizialen ’i77 ‘QT\

Geradenkonfigurationen ([Griil).

(a) Die Gewichte Ny = e SN =Wy =...=m, = 2 bilden gerade
einen Grenzfall: Hirzebruchs Uniformisierung ist eine K3-

Fl&che.

(b) Mit ny=...=n,=2, my=...=m,=-4 erhdlt man sogar
PropK(x,y*)==O. Eine Uniformisierung Y* dazu ist eine ver-
zweigte Uberlagerung des nicht aufgeblasenen :mz, und man
sieht sofort, daB der kanonische Divisor (iiber #Z) trivial
sein muB. Wegen Prop Y*=0 ist dann auch cz{Y*)==0, und Y¥

kann nur eine abelsche Variet#dt sein (Enriques-Kodaira-Klassi-

fikation, [BPV] p. 188).
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4.1.6. Proposition. Plir eine Uniformisierung (Y*,D) der

Geradenkonfiguration K mit den Gewichten (x,y*) gilt

1 2

2 ,
-ﬁ'éf(yt,n) = (in-B) ~X(3yv+3-—Pv(x,y))
i v

wobei die hintere Summe {iber alle v mit mtr—mb € N liuft.

Insbesondere ist fiir m:==w das Ergebnis unabhingig von der

physischen Verzweigungsordnung m .

Beweis. Wir berechnen dén Divisor X' aus 4.1.2 noch ein-
mal:

Kl

]

* ' . ]
p*Kg + ‘X) E! + E x; L +§ (y +2)E!

p*Kg + j}zxi(pmi - E(L{E;)E\;) + é(yv+3)E\')

P*<KS + Exir.i) + \Z)(yv+3~ JZg(r.i'l-:\;)xi)r::\"

Der erste Summand ist linear &quivalent zu p*((—3+—2xi)ﬂ)

fir eine Gerade H im :Dz, die Koeffizienten in der zweiten

Summe sind gleich 3y +3-P (x,y) . Da c2(¥) = k2= N-K'?

ist, gilt die Behauptung also im Fall (Y*,b) = (Y,9).

Beim Niederblasen einer exzeptionellen Kurve erhdht sich cf um

1, fiir jedes gv mit m*<O0 ist cf daher um die Anzahl der
2

v = N(yv+1)2 (2.5.1), zu vergrdBern.

Komponenten, d4.h. um -E
Der Summand zum Index v in der oben hergeleiteten Formel fiir
cf(Y)/ﬁ ist aber gerade
2 2
~(3y,+3~P,(x,¥))° = ~(3y +3-P (x,y*)+2y%-2y)
(3y,+3-~0-4-2y -2y) (-y =17,

so daB der Beitrag in der korrigierten Summe verschwindet.

2
1( )
ponenten von D glatte elliptische Kurven sind, so das8 also

cs(Y*,p) ist nach 1.3.3 gleich (KY;+D)2, wobei alle Kom-
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(KYf*D)2= KYE--D2 ist. Zur Korrektur der Formel ist der Sum-
mand zu einem solchen v daher ebenfalls um —ﬁf/N==(yv+1}2
zu erh8hen. Wie oben tritt auch dieser Summand in der korri-

gierten Summe nicht mehr auf. o

4.1.7. Bemerkung. Die Propositionen in diesem Abschnitt

liefern hinreichende Kriterien dafiir, daBp (Y*,D) vom loga-
rithmisch allgemeinen Typ bzw. minimal ist {(exzeptionelle Kur-
ven liegen in jedem effektiven (logarithmisch) plurikanoni-
schen Divisor). DaB Y stets minimal ist, kann man schon we-
gen der mdglichen negativen Gewichte nicht erwarten; z.B. kdn-
nen beim vollstdndigen Vierseit (4.1.5, 5.1) exzeptionelle
Kurven {lber den Geraden liegen. Das passiert auch bei dem

folgenden Beispiel:

4.1.8. Gegenbeispiel.

K sei eine Konfiguration aus
9 Geraden mit 12 Doppel-, 2
Tripel- und 3 Vierfachpunkten
mit dem in der Zeichnung an-

gegebenen Schnittverhalten.

Mit ni==nj fir alle i,jJ
und mv==1 fir die vVierfach-
punkte liegen iiber den HuBe-

ren Geraden in jeder Unifor- l \ NTQP

misierung exzeptionelle Kur-

ven. Wenn mv2:2 flir die Tripelpunkte gilt, gibt es einen
effektiven plurikanonischen Divisor auf jeder Uniformisierung

(aian% fiir die inneren, 0 fiir die HuBeren Geraden (4.1.2))
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4.2. HYPERBOLISCHE UND '

QUAST-HYPERBOLISCHE KONFIGURATIONEN

4.2.1. Definition. Gewichte (x,y*) fir eine Geradenkon-

figuration K heiBen quasi-hyperbolisch, wenn PropK(x,y*)

gleich O ist. Wenn zus#tzlich jede Uniformisierung (Y*,D)

zu diesen Gewichten vom logarithmisch allgemeinen Typ ist,

heiBen sie hyperboligch. Die Konfiguratibn heiBt (quasi-)

hyperbolisch, wenn (quasi~)hyperbolische Gewichte fiir sie

existieren.

4.2.2. Bemerkungen.

f{a) Nach dem Proportionalititssatz 3.5.2 ist jede Unifor-
misierung Y*-D zu hyperbolischen Gewichten komplex-hyperbo-
lisch, d.h. ein Ballquotient.

(b) Die Existenz einer Uniformisierung wird in der Defini~
tion nicht vorausgesetzt.

(c) Hinreichend dafiir, das8 die quasi~hyperbolischen Gewich-
te (x,y*) hyperbolisch sind, ist nach 1.3.5 die Existenz
eines effektiven logarithmisch plurikanonischen Divisors
(4.1.3, 4.1.4) nit positiver Selbstschnittzahl (4.1.6). Die
Kriterien in 4.1 sind lediglich Bedingungen an (x,y*), die
Existenz einer Uniformisierung ist nicht erforderlich.

{d) DpaB x{(¥Y*,p) =2 flir alle Uniformisierungen gefordert
wird,-ist keine Eipschrankung: Zu je zwei Uniformisierungen
existiert eine dritte, die die beiden unverzweigt {liberlagert

(6.4.5). Unter unverzweigten Uberlagerungen ist aber die

Kodaira-Dimension invariant ([Iizl, Thm. 11.10).
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4.2.3. Bemerkung . Eine gegebene Geradenkonfiguration kann

nach 3.5.2 folgendermaBen auf die Existenz (quasi~-)hyper-

bolischer Gewichte iberpriift werden:

(1) Die Matrix Q' muB einen nichttrivialen Kern haben.

(2) In ker Q' sind Vektoren (x1,..,xk) zu finden, deren
Komponenten X die Form 1-é%~ fir ein ganzzahliges
n; 2 2 haben. :

(3) Flir ein solches x miissen die durch die Punktbedingung

Pv(x,y*)==0 eindeutig bestimmten yz die Form -1-£;

v
fiir ein mt € (Z ~-{0}) U {«} haben.
Diese (x,y¥*) sind dann quasi—ﬁyperbolische Gewichte fiir K.
Unsere Bedingung 4.2.2 (c) dafﬁr; daB diese Gewichte dann

auch hyperbolisch sind, ist zwar nur hinreichend, geniigt aber

flir unsere Zwecke.
Aus 3.2.1 ergibt sich sofort

4.2.4, Proposition. Fiir eine Geradenkonfiguration K hat

die Matrix Q' die Form

Q' = 3Q"- U
mit
ci-‘l falls i=73j
" —
Qij = 1 falls Li n Lj Doppelpunkt
o} : sonst

und Uij=1 fiir alle i und 3.

(ci ist die Anzahl der singul#iren Schnittpunkte auf Li.)
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4.2.5. Betapiele.

(a) Biischel. k 2 3 Geraden gehen durch

einen Punkt. Hier ist Q" =0, und die

Eigenwerte von Q'=-U sind O ({(k-1)-
fach) und -k . Da der Kern von Q' durch
Z:%_= O charakterisiert ist, gibt es keine quasi-hyper-

bolischen Gewichte.

(b) Fast-Blischel., Von k24 Geraden gehen genau k-1

durch einen Punkt. Hier ist

-1 1 ... 1 -4 2... 2
Q" = f 9 ces 9 Q' = ? -1 ...*!
1 0 ... 0 2 -1 ...-1 ]},
die Eigenwerte von Q' sind O
({(k-1)~fach) und -(k+3) (zum
Eigenvektor (-2,1,..,1)). Der
Kern wird beschrieben durch
Py
22}(1.--2‘:2—...-~xk = 0, L

und wenn die X Gewichte seéin

sollen, folgt daraus wegen %S x; < 1 schon k=4 . Fir die
n, heigt das :
}11“‘“ 5'12"‘”"1‘” = 1+B§,.

2 "3 P4 1
und die Punktbedingung sieht genauso aus, nur mit ~m{ an der
Stelle von n, . Wir erhalten daher genau die Fortsetzungen

2 auf die

der in 2.1.6 beschriebenen Uberlagerungen von (€
ganze projektive Ebene als Uniformisierungen, und man iiber-

legt sich leicht, da8 Y* stets deyx :Pz ist.
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(c) k Geraden in allgemeiner Lage

(k 2 2)
-4 2 2
Q' = 2 -4 2
2 2 -4

hat die Eigenwerte -6 ((k-1)-fach) 2zu den Eigenvektoren
(1,-1,0,..,0) usw. sowie 2k-6 zum Eigenvektor (1,..,1).

Quasi-hyperbolische Gewichte gibt es daher nur fiir k = 3,

und es mug Xq =X, = Xq =1 -gl— gelten. In diesem Falle ist

ZEZ - :PZ

n_n
[20.21.22} ~ {20.21.z£ﬁ

V4 ‘\ eine Uniformisierung.

(d) .Vollstdndiges Vierseit. (4.1.5)

Hier gibt es eine Menge hyperbolischer Gewichte, die alle in
5.1 aufgelistet werden. Der eine Fall quasi-hyperbolischer

Gewichte wurde bereits in 4.1.5 erwdhnt.

(e) Gegenbeispiel 4.1.8. wihrend (a) (b) (¢) Extrem-—

fdlle sind und (d) ein positiv semidefinites Q' und viele
hyperbolische Gewichte liefert, ist dies sozusagen ein all-
tdgliches Beispiel. Die Berechnung der Eigenwerte von Q'
ergibt -3, -3, -3, 0, 3, 6, 6, 6, 6, und der Kern wird von
dem Vektor (1,1,1,0,0,...,0) erzeugt, wobei die Einsen den
4YuBeren Geraden (Zeichnung in 4.1.8) entsprechen. Es gibt

also keine quasi-hyperbolischen Gewichte.

Mit den Ungleichungen %—Sxi <1 und -2 % y, £ -% lassen sich

aus dem Proportionalitditssatz viele Bedingungen fiir quasi-

hyperbolische Konfigurationen herleiten. DaB8 die Schnitt-
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vielfachheit r, héchstens -8 sein darf, wurde bereits er-
wdhnt (3.2.4)., Speziell fiir Geradenkonfigurationen gilt au-

auBerdem:

4.2.6. Proposition.

{a) Bis auf das Dreieck und das Fasgt-Bilischel aus vier Gera-

den gibt es keine quasi—hyperbolischen Konfigurationen, die

eine Gerade Li mit oi~<2 enthalten.

(b) Die beiden in (a) genannten Konfigurationen und das

vollstdndige Vierseit sind die einzigen gquasi-hyperbolischen

Konfigurationen aus nicht mehr als sechs Geraden.

(c) Fir jede Gerade L, mit o,#0 in einer quasi-hyper-

bolischen Xonfiquration gilt

{r+1) o 2k-3,

wobei r die hdchste Schnittvielfachheit auf Li ist.

Beweis. Zundchst (c): Aus Gi(x,y*) = 0 folgt (3.1,2.2)
- 1 (2) 1 - < 1. (2) _ _
o 2 2(ai 1)2+»Ti 2-l- Oi( 2) = 3T, o, 1,
und einfaches Abzdhlen der Geraden ergibt
(2) _ D e o
T oi(r 1) 2 k-1 .

zZu (a): Falls ein o, verschwindet, folgt aus Gi(x,y*)==0
sofort k=3 oder k=4. Dafiir bleiben dann nur noch die ange-
gebenen Fidlle iibrig. Wenn Li genau einen singuldren Schnitt
Schnittpunkt, etwa mit Vielfachheit r , enthdlt, folgt fir
die Anzahl der Doppelpunkte 1< Ti(Z) < 4. Fir K gibt es
dann nicht mehr viele MSglichkeiten, und man kann alle Fille

§2)=1 ausschlieBen. Dann mu8 K aber ein Fast-

bis auf =
blischel sein, nach 4.2.5% (b} mit k=4. Durch Betrachten al-

ler sonst noch mSglichen K félgt dann auch (b). o
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4.3. HOMOGENE KONFIGURATIONEN UND KONSTANTE GEWICHTE

4.3.1, Nach 4.2.4 ist die i-te Zeilensumme von Q" gleich
Ti-1 , die Zeilensumme von Q' also gleich 3 ri-B-k . Der
vektor (1,...,1) (entsprechend xi==xj fiir alle i,j) liegt
daher genau dann im Kern, wenn dieser Ausdruck fiir alle i

verschwindet.

4.3.2. Definition.

(a) Die Geradenkonfiguration K heiBt homogen, wenn

31, = k+3
i

fir alle Geraden Li in K gilt.

(b)  Quasi-hyperbolische Gewichte (x,y*) f£flr eine Geraden-
konfiguration K heiBen konstant, wenn xi==xj fiir alle i,3
gilt, Das von 'i unabhingige ny wird dann mit n , die
nur von r und n abhingigen m: werden mit m{;) be-

zeichnet.

4.3.3. Sata. Fiir eine Geradenkonfiguration K gibt es ge-

nau dann konstante quasi-hyperbolische Gewichte, wenn K homo-

gen igt und die Vielfachheiten der singuldren Schnittpunkte

von K nur die Werte r=3,4,5,6,8 annehmen. Diese Ge-

wichte sind charakterisiert durch

2

xr
mE.  m r-2
(r)

(Alle L3sungen stehen in der nachfolgenden Tabelle.)

Beweis. Die Gleichung ist &quivalent zu P“(x,y*)==ﬁ.
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4.3.4. Tabelle.

m&) r=3 r=4 r=5 | r=6 r=8
n=2 -4 w a | 2 1
n=3 oo 3 - 1 -
n=4 8 2 - - -
n=5 5 - 1 - -
n=§6 4 - - -~ -
n=9 3 - - - -

m(;) in Abhldngigkeit von n und r bei konstanten quasi-
hyperbolischen Gewichten (4.3.2). K 148t genau dann n als
konstantes Gewicht zu, wenn in der entsprechenden Zeile der
Tabelle fiir jede in K vorkommende Schnittvielfachheit «r

ein Wert m(;) eingetragen ist.

4.3.5. Alle bekannten homogenen Konfigurationen sind im

Kapitel 5 aufgelistet. An den Beispielen erkennt man auch, da8
die Typen der Schnittpunkte von Gerade zu Gerade wechseln kdn-
nen, obwohl ihre Anzahl gleich bleibt (Ceva(r,3), erweiterte

Hesse-Konfiguration).

Wenn ker Q' nur aus der Diagonalen @©:(1,...,1) besteht,
kommen keine weiteren quasi-hyperbolischen Gewichte vor. Der
Kern kann aber durchaus mehrdimensional sein, und dann gibt

es unter Umstsnden auch nicht-konstante quasi-hyperbolische

Gewichte fiir K. ..
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4.3.86. Proposition. K séi eine homogene Konfiguration.

{a) Wenn ker Q" mit (& EQk: Zgi =0} trivialen Durch-

schnitt hat, gibt es keine nicht-konstanten quasi-hyper-

bolischen Gewichte fiir K.

(b) Wenn fiir alle i gilt

2
6t % <x bzw. 61,2 <k,
so ist Q" positiv (semi-)définit.
Beweis. (a): H sei die Hyperebene, die durch Zgi’= o

gegeben ist, y: Qk - Qk die Orthogonalprojektion auf H
(bezliglich des Euklidischen Skalarprodukts). Fiir £ €@~
gilt dann Q'¢ = Q'y(g) = 3Q"y(g) + Uy(g) = 3Q"yp(E) .
(b): Nach dem Satz von Gersc¢hgorin liegen die Eigenwerte ei-
ner Matrix A==(aij) {iber den komplexen Zahlen in der Verei-

nigung aller Kreise mit Mittelpunkt a;; und Radius Z::{aijt
J#1
in der komplexen Ebene. In unserem Falle gilt
' (2) (2) {(2)
" — ¥ = - P - - — -
of; - L 9% o=y Tt Ty
J#1
L 21(2)
3 i . o



KAPITEL 5

BEISPIELE

5.1, DAS VOLILSTANDIGE VIERSEIT

§.1.1. Die Geraden und die
singuldren Schnittpunkte des
vollstiéndigen Vierseits wer-
den mit ungeordneten Paaren
ij (0si,js4, i#3) be-
zeichnet, die Gewichte dazu

mit n;j . In der Tat kann

man in der Konfiguration K',

die ja aus dem vollstindigen

Vierseit K durch Aufblasen

der vier Tripelpunkte entstehlt, die transformierten Geraden
und die ekzeptionellen Kurven nicht mehr unterscheiden: K'
besteht aus 10 (-1)-Kurven Lij’ und Lij und Lés schnei-
den sich genau dann, wenn 1i,j,r,s paarweise verschieden

sind.

5.1.2. Zwei SHtze von Gewichten flir K, die sich nur durch
eine Permutation von {0,1,2,3,4) unterscheiden, liefern die
selbe gewichtete Konfiguration K': Durch Aufblasen der Eck-

punkte 01, 02, 03 (s. Zeichnung) und Niederblasen der Ver-
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bindungsgeraden L{4, Lé4, Léé erhdlt man wieder den ]P2 mit

der (bis auf Automorphismen des :mz eindeutig bestimmten)
Konfiguration K, wobei aber die Indices O und 4 ver-
tauscht sind. Analog realisiert man die Transpositionen (01),

(02), (03), und diese vier erzeugen die symmetrische Gruppe.

5.1.3. Auch die Proportionalitdtsbedingungen werden symme-

trisch: Die Linearform Gij bzvw,. Pij verschwindet genau
dann, wenn
2 1
—_— —_— = 1
* *
nij rs ni.

gilt, wobei die Summe {iber alle rs mit {r,s}n{i,j} = ¢

lduft.

5.1.4. Im Prinzip kann man alle 10-Tupel von Zahlen n;j

in (Z - {0}) U {»} Dbestimmen, die die Gleichungen in 5.1.3
erfiillen. Es ergeben sich (s. 6.2) bis auf Permutationen
von {0,1,2,3,4} 37 verschiedene L®sungen, von denen eine aus
einer ganzen abzihlbaren Serie besteht. Diese Serie und acht
weitere L&sungen liéfern aber keine Gewichte filr K, weil die
Besonderheiten nzj==1,
ten. AuBer dem in 4.1.5 erwdhnten Fall guasi~hyperbolischer

* = * 3 -
nij o, nij'<0 nicht getrennt auftre
Gewichte
ni*j=2 (i,3>0), n(’gj-—:—xi (i=1,..,4)
bleiben dann noch 27 Fille, die alle in der folgenden Tabelle
aufgelistet sind, Die L8sungen mit den Nummern 2 und 6 sind
strenggenommen keine Gewichte flir das vollstdndige Vierseit,

da die drei Kurven mit Gewicht o« 2zwar disgjunkt sind, aber

durch keine Permutation gleichzeitig mit exzeptionellen Kurven
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zu Tripelpunkten von K identifiziert werden k&nnen. Alle
Formeln sind hier aber so symmetrisch, das8 sie auch fiir diese

Félle gelten.

5.1.5. Liste der hyperbolischen Gewichte.

Nr o1 02 03 04 12 13 14 23 24 34 Ez / N
1 ® oo o o 3 3 3 3 ‘3 3 1/ 3
2 o o 4 4 o 4 4 4 4 2 3/ 8
3 -4 ®© o oo 4 4 4 2 2 2 3/ 16
4 5 5 5 5 § §5 5 § 5 § 3/ 5
5 -6 -6 -6 = 3 3 2 3 2 2 1/ 12
6 oo © 6 3 oo 6 3 6 3 2 1/ 3
7 © § 6 6 6 6 3 3 3 1/ 2
8 -6 ®© o 6 6 €6 3 3 2 2 1/ 4
9 8 8 8 8 4 4 4 4 4 4 9/ 16

10 -8 ~8 -8 8 4 4 2 4 2 2 9 / 64

11 -4 8 8 8 8 8 8 2 2 2 9 / 32

12 9 9 9 3 9 9 3 g 3 3 13 / 27

13 -f0-10~10 5 5 § 2 5 2 2 3/ 20

14 6 6 6 4 6 6 4 6 4 4 7/ 12

15 -12 -12 -12 4 6 6 2 6 2 2 7/ 48

16 -4 -12 -12 -12 3 3 3 2 2 2 1/ 12

17 -4 12 12 12 6 6 6 2 2 2 13 / 48

18 -6 12 12 .4 12 12 4 3 2 2 7/ 24

19 2 12 6 6 6 4 4 4 4 3 13/ 24

20 -12 -12 12 12 6 3 3 3 3 2 7/ 24

21 -12 o 6 6 12 4 4 3 3 2 17 / 48

22 2 12 12 4 6 6 3 6 3 3 1/ 2

23 o 12 12 12 4 4 4 3 3 3 11/ 24

24 1 15 15 5 s § 3 5 3 3 37/ 175

25 -8 -18 -18 3 9 9 2 9 2 2 13 / 108

26 -4 20 20 20 5 5 5 2 2 2 %9 / 400

27 246 24 24 8 4 4 3 4 3 3 11 / 24
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5.1.86. Flir alle Uniformisierungen zu den in der Liste ange-
gebenen Gewichten gilt nach Konstruktion Prop(¥*,D)=0, so
das man die logarithmische Eulercharakteristik in der letzten
Spalte mit der Formel flir die Selbstschnittzahl des kanoni-
schen Divisors in 4.1.6 berechnen kann. All diese Werte
sind positiv, und nach 4.1.3 existiert ein effektiver pluri-
kanonischer Divisor auf ¥ (auBer filir ngj:SZ fir alle i,3,
aber das taucht in der Liste nicht auf). Daher sind alle Uni-
formisierungen vom logarithmisch allgemeinen Typ (1.3.5) und

damit Ballguotienten.

5.1.7. Uniformisierungen existieren fiir alle Gewichte in der
Liste. Das beweist man mit Hilfe der Hypergeometrischen Dif-
ferentialgleichung in zwei Variablen, deren Monodromie die ge-

wilnschten Uberlagerungen liefert, s. 6.2.

§.1.8, In der Liste tauchen flinf Paare von engen Verwandten
auf, die im wesentlichen die selben Uniformisierungen haben,
ndmlich die Gewichte mit den Nummern

1,5 4,13 9,10 12,25 14,15 .

Genaueres dazu findet sich in 5.2.3.

5.1.8, Die Matrix Q' hat einen vierdimensionalen Kern und
6 als doppelten Eigenwert. K ist homogen, nach der Tabelle
4,.3.4 gibt es konstante Gewichte flir n=2,3,4,5,6,9, die
natlrlich in der Liste auftauchen. n=5 ist eines der Bei-

spiele von Hirzebruch {313].



5.2, DIE CEVA-KONFIGURATIONEN
5.2.1. Aus dem vollsgtindigen Vierseit kann man eine ganze
Serie von Geradenkonfigurationen konstruieren: Homogene Ko-

ordinaten [z,:zzzz3] auf dem W° seien so gewihlt, daf die
Geraden Ly (Bezeichnungen wie in 5.1) durch z; =0 be-
schrieben werden und der “"Mittelpunkt" Pog gleich [1:1:1]
ist. Die rz—blattrige Uberlagerung

®.: Pz -+ EZ

[wyzw,iwal » [2:2,:2,5]) zZ. = W

ist gerade ilber den L mit Ordnung r verzweigt; die Ur-
bilder der Ubrigen Geraden L12, L23, L13 zerfallen in je «r
Geraden durch die Punkte ®] ' (py,), i=1,2,3. Sie bilden
die Konfiguration Ceva(r) = Ceva(r,0), und wenn man noch
eine, zwei oder drei der (reduzierten) Urbildgeraden q§?1(bi4)
hinzunimmt, erh#lt man Ceva{r,1), Ceva(r,2) bzw. Ceva(r,3).
Ceva(r) und Ceva(r,3)
sind homogen, die #bri-
gen nicht. Bei Ceva(2)
(Vollstindiges Vier-
seit) und Ceva(2,1) muB
man beachten, da8 die
drei Biischel aus je
zwei Geraden bestehen

und die Zentren der

Biischel keine singuli-

ren Schnittpunkte sein

. _ , ‘ miissen.
Schematische Darstellung fiir r=5;

im Zentrum liegen r2 Tripelpunkte.



Flr r23 sind die Kon-
figurationen nicht iber
den reellen Zahlen defi~
niert, so daB8 sich nur
eine schematische Dar-
stellung zeichnen 1li8t.
Ceva(2,3) ist dagegen
eine reelle simpliziale
Konfiguration mit der
Bezeichnung A1(9) in
der Grinbaum-Liste [Griil.

Die Nummern in der

a3
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Q1

13

oL
13

12

a3 24

04

Zeichnung entsprechen den Bildern im vollstdndigen Vierseit

unter @y die Blischelzentren sind die Vierfachpunkte.

5.2.2, Die Matrix Q"

Form

zu Ceva(r,t)

hat fiir r 23 die

t
. .1

— - » —
.

fok 8 4 ¢ b

> 3r

—

e ¢ 2

Fir Ceva{2,3) und Ceva(2,2)

Ceva(2,1) und Ceva(2)

gilt das auch noch, aber fiir

gind nicht mehr alle Biischelzentren
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singuldre Schnittpunkte, so daB die Matrix modifiziert werden
muB. In allen Fdllen ist Q' positiv semidefinit. Die Di-
mension des Kerns ist 4 flir Ceva{(2), 3 fiir Ceva(2,1) und

ansonsten gleich t+1.

5.2.3. Im allgemeinen Pall (r,t) # (2,0),(2,1) milssen qua-
si-hyperbolische Gewichte fiir Ceva(r,t) fir alle Geraden in
einem der drei Bfischel Ubereinstimmen, wie man leicht an Q'
ablesen kann. Daher haben auch die r2 Tripelpunkte alle

das selbe Gewich;. Man rechnet leicht nach, da8 man aus die-
sen Gewichten guasi-hyperbolische Gewichte fiir das vollstdndi-
ge Vierseit konstruieren kann: Die Diagonalen L12, L23, L13
und der Mittelpunkt Pos bekommen die Gewichte ihrer Urbilder
und die {ibrigen Geraden das r-fache der Gewichte der Urbilder,
wobei die w;A(Li4), die nicht zu Ceval{r,t) gehdren, mit
dem Gewicht 1 gez3hlt werden. Die Idee dabei ist, daB die
Hintereinanderschaltung von ?. mit einer Uniformisierung von
Ceva(r,t) eine Uniformisierung des vollstdndigen Vierseits

mit diesen Gewichten sein sollte (genaver: 5.2.4).

Fiir Ceva(2,1) erhdlt man,

04 23 _ 04
~ daB quasi-hyperbolische Ge-~
3
2 13 wichte flr vier der Geraden,
13 12 etwa die Urbilder von Lisy
14 , -
und L13 unter Py s iber

23 \\\\‘\ einstimmen und auch die bei-

den Urbildgeraden von L23

das selbe Gewicht haben. Da-

04
‘ \\ durch kann man wieder guasi-

hyperbolische Gewichte fir



61

das vollstindige Vierseit konstruieren, und zwar erhdlt man
fir die fUnf verschiedenen quasi-hyperbolischen Gewichte von
Ceva(2,1) die hyperbolischen Gewichte mit den Nummern 3, 11,
17 (doppelt) und 18 in der Liste 5.1.5. In allen Fédllen be-
kommt der Punkt Po4 ein nedgatives Gewicht, was der Tatsache
entspricht, daB das Urbild in Ceva(2,1) nur ein Doppelpunkt

ist und daher nicht aufgeblasen wird.

Flir das vollstindige Vierseit Ceva(2) gibt es fiinf hyperbo-
lische Gewichtungen, die unter dem oben beschriebenen Verfah-
ren auf andere hyperbolische Gewichtungen des vollstidndigen
Vierseits {ilbergehen, ndmlich genau die in 5.1.8 angegebenen
Paare. Wie bei Ceva(2,1) tauchen auch hier negative Gewich-
te auf, diesmal an drei Stellen. Der nicht-hyperbolische Son-

derfall 4.1.5 (b) geht in sich selbst iiber.
Dag alles legt die Vermutung nahe, daB die Ceva(r,t) zwar
interesssante Konfigurationen sind, aber keine neuen Ballquo-

tienten liefern. In der Tat kann man zeigen:

5.2.4. Satz. Zu allen guasi-hyperbolischen Gewichten fiir

Ceva{r,t) (mit Ausnahme des Sonderfalles 4.1.5 (b) fiir das

vollstlndige Vierseit) gibt es einen Ballguotienten als Uni-

formisierung, der auch schon als Uniformisierung des vollstén-

digen Vierseits auftritt. Insbesondere gibt es fiir jedes der

in 5.1.8 angegebenen Paare von Gewichten fiir das vollsténdi-

ge Vierseit Ubereinstimmende Uniformisierungen.

Beweis. Zuniichst der Fall (r,t) # (2,0),(2,1). Nach 5.2.3

erhilt man aus quasi-hyperbolischen Gewichten flir Ceva(r,t)
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hyperbolische Gewichte flr das vollstindige Vierseit K, zu
denen es nach 6.2 eine Uniformisierung gibt. Die aufgebla-
sene projektive Ebene §* zu Ceva(r,t) dient als Uniformi-~
sierung von K mit den Gewichten 1 (ausnahmsweise) filir die
Geraden L12, L23, Lys und den Mittelpunkt Poa sowie r
fiir die librigen Geraden und Punkte. Nach 6.4.5 gibt es eine
gemeinsame Uberlagerung ¥ von S§' und der komplex-hyperbo-
lischen Uniformisierung ¥ von, K, die iber Y unverzweigt
ist und als Uberlagerung von S die gewilinschten Verzwei~
gungsordnungen hat. Y ist also die gesuchte komplex-hyperbo-

lische Uniformisierung von Ceva(r,t).

Fiir Ceva(2,1) und Ceva(2) 1l4uft der Beweis genauso, nur
mu8 man die Urbildkurven zu den Punkten mit negativen Gewich-
ten, die den nicht-singulliren Bfischelzentren entsprechen, zu-
erst niederblasen. a
§.2.8. Ceva(3) nmit n==m(3)==5 ist Beispiel III in [Hi,l.
Der Kern von Q' ist eindimensional, so daB nur konstante Ge-
wichte in Frage kommen, allerdings gleich sechs Fdlle (n=2,
3,4,5,6,9), da Ceva(3) nur Tripelpunkte hat. Diese Fidlle
ergeben die Nummerxn 16,1,27,24,22,12 in der Liste 5.1.5

fir das vollstindige Vierseit. Fiir n=3 ist danach EZ/N
gleich 3, und es gibt tatslchlich eine zyklische Uniformisie-
rung vom Grad 3 (6.1.5), so daB wir einen offenen Ballquoti-
enten der Eulercharakteristik 9 erhalten. Dies ist der nie-
drigste Wert fiir alle Beispiele, da die Uberlagerungsgrade N
meist sehr groB sind (wenn man sie {lberhaupt berechnen kann).
Ceva(8) mit n=2, M q)=~4 Mg, =1 4ist ein Beispiel fiir das
Auftreten der h8chstmdglichen Schnittvielfachheit 8.
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5.3. EXZEPTIONELLE KONFIGURATIONEN

5.3.1. Neben den Ceva-~Serien sind fiinf weitere hyperbolische
Ronfigurationen bekannt. Alle sind homogen, und alle sind
Spiegelungsgruppen-Konfigurationen: Die Geraden sind die Bil-
der der Spiegelungsebenen einer irreduziblen Spiegelungsgruppe
auf dem €>. Diese Gruppen sind in [Sh-To] klassifiziert; ne-
ben den Serien, die Ceva{r) und Ceva({r,3) liefern, gibt es
die exzeptionellen Fidlle mit den Nummern 23 bis 27 in der Li-
ste von Shephard und Todd. Die XKonfigurationen wurden von

Orlik und Solomon betrachtet ([Or~801}, [Or—Soz}).

5.3.2, In allen Fdllen sind die Gewichte hyperbolisch, d.h.
die Uniformisierungen sind tatsdchlich Ballquotienten. Das'
ergibt sich aus 4.1.4 und "4.1.6, die Chernzahlen sind zu-
sammen mit den kombinatérischen Daten in der Tabelle 5.3.3
am Ende des Abschnittes zusaymengefaﬁt. Bis auf das Beispiel
D (erweiterte Hesse~Konfiguration) kommen nur konstante Ge-
wichte in Frage, da r£2)< k/6 dist (4.3.6). Welche Gewichte
dann tatsdchlich hyperbolisch sind, liest man aus Tabelle
4.3.4 ab. Alle Matrizen Q' sind positiv semidefinit und
haben (bis auf Beispiel D) einen eindimensionalen Kern. Die

Matrix Q" ist fir alle Beispiele angegeben.

A. Tkosaeder-Konfiguration,

Sie ist als einzige der fiinf Konfigurationen iiber IR defi-

niert und wird daher auf .der folgenden Seite gezeichnet.
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Die 30 Kanten des Ikosaeders bestimmen 15 GroBkreise auf der
Sphire, die das Ikosaeder umschreibt. Nach Identifikation an-
tipodischer Punkte ergibt sich im ]PZUR) eine Konfiguration
aus 15 Geraden mit je zwei Doppel-, zwei Tripel- und zwei

Flinffachpunkten.

Der nebenstehende Computer-

-

Ausdruck stellt die Matrix

- € "
-

Q" dar, die Nullen sind

durch Punkte ersetzt. Die

L T~
L L I T 7 I S
bm v & m ®w gl e o« = e
-
L B
- " ol » & = » oz -
L L e L

» % m e w
-

[ FUEE

Eigenwerte von Q' kann

[V . T Y
.
o~

.
. =

man auch berechnen, man er-

H¥ilt O, 6 {(10~-fach) und 15

L I R T . T T B O T ST S

L T T T R ey e
. 8 peea
-
" » =
-

. 8 e e

L

LI T 7 N S S S Y
-y e e om

" & = e

« * = gaw

« 5 g e n

? LT w8 H e E B O v e a ow
Al ® b -

(4-fach). Es gibt nur kon-

(54}

und

)
]
by

stante hyperbolische Gewichte, und zwar filir

B. G168—K0nfiguration.

Felix Klein [K1l] studierte die Operation der einfachen Gruppe
der Ordnung 168 auf dem :Pz. Die Gruppe hat 21 Elemente der
Ordnung 2, deren Fixpunktmengen die Konfiguration bilden. Aus
der Beschreibung in [K1] ersieht man leicht, daB8 nur Tripel-
und Vierfachpunkte auftreten und die Gruppe transitiv auf der
RKonfiguration operiert, woraus dann T£3)==Té4}==4 folgt. Das

kann man {lbrigens auch aus den Tabellen von Orlik und Solomon

[Or—8021 ablesen.

Konstante hyperbolische Gewichte gibt es fiir n=2,3,4. Q"

ist das 7fache der Einheitsmatrix.
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c. Hesse—XKonfiguration.

W sei die aus den 9 Wendepunkten bestehende Untergruppe einer
glatten ebenen Kubik (mit additiver Gruppenstruktur). Im zu-
gehbrigen "Hesse-Biischel™ aller Kubiken, die W enthalten,
gibt es vier in jeweils drei Geraden zerfallende Kubiken, die
dann die Hesse-Konfiguration bilden. Diese Situation wird in

Kapitel 7 von [Br-Kn] ausfiihrlich beschrieben.

Die Lage der drei Geraden einer der zer-
fallenden Kubiken zu den Wendepunkten
kann man sich so vorstellen, wie es

die nebenstehende Zeichnung andeutet.

Die Wendepunkte werden Vierfachpunkte
der Konfiguration, die drei Rcken des Dreiecks bleiben Doppel-
punkte. Drei Punkte von W liegen bekanntlich genau dann auf

einer Geraden, wenn ihre Summe gleich O ist.

Anschaulicher kann man sich die Inzidenzstruktur so vorstel-
len: Die Punkte von W entsprechen den Punkten der affinen
Ebene {iber dem K¥rper ¥,, die Geraden der Konfiguration den
Geraden in dieser affinen Ebene. Ein Biischel von drei paral-
lelen Geraden in ]F;! entspricht einer der zerfallenden Kubi-
ken, so da8 wir uns im Unendlichen keinen Tripelpunkt, sondern

drei Doppelpunkte denken miissen.

Die Matrix Q" besteht aus vier Bl&cken der Form

- B
- B -

1
1
2
und ist daher positiv definit, wir erhalten also nur konstante

hyperbolische Gewichte, und zwar flir n=2,3,4.
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D. Erveiterte Hesse—-Konfiguration.

Wir betrachten wieder das Hesse-Blischel aus Beispiel C. Wenn
wir einen der neun Wendepunkte w als Nullelement auszeich-
nen, liegen die drei 2-Torsionspunkte einer glatten Kubik im
Hesge-Blischel auf einer von der Kubik unabhidngigen Geraden im
ZPZ : Die 2-Torsionspunkte erhidlt man als Beriihrpunkte der
drei Tangenten an die Rubik, die durch w laufen. Deren Lage
kann man aber (etwa mit der Beschreibung in [Br-Kn], Kap. 7)

leicht bestimmen. Auf diese Weise erhalten wir neun Geraden,

die eine Ceva(3)-Konfiguration K bilden. Jede der Ceva-

c
Geraden DC trifft jede der vier zerfallenden Kubiken der
Hesse-Konfiguration KH in einem der Doppelpunkte und in ei-

nem weiteren Punkt auf der gegenllberliegenden Dreiecksseite.
Die Vereinigung K der beiden Konfigurationen hat dann 36
Doppel-, 9 Vierfach~ und 12 Finffachpunkte. Es gibt zwei Arten

von Geraden, n3mlich

DH: 152) = 3 154) = 3 TSS) = 2

1 3 1
D_: 820 2 g 5 2,
C i i

Trotzdem ist K homogen.

KC ist dual zur Hesse-Konfiguration: 1In KH werden die
Punkte mit :ng und die Geraden mit der Menge der affinen Ge-
raden im 31‘-'32 , also mit ]PZ(JF3)*- {«} indiziert, bei Ceva(3)
ist es genau umgekehrt. Die Inzidenzrelationen sind genau wie
in der affinen Ebene {iiber ZFB ; der Doppelpunkt von KH, den
man als "Schnittpunkt” der Geraden ax+by=c und ax+by=c'
erh#lt, fdllt in K mit dem Tripelpunkt [a:b:c"}], c"€1F3,
c" #c,c' zusammen.
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Mit diesen Informationen kann man die Matrix Q" bestimmen:

-
-
L]
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[
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B8 % s xR e e e h N e s W

.

LIS I S S R

“ gy s o w ow
-
« « » 4 = @

L I R N o T TR R R TR T VOE S Y R B ] ;n
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« % emoa
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L . T T B SN

LR T T 7 B T )

. = w gy

L Y L T T TR oy

LI 7 A A I R T T

L I N N )

Q' ist dann positiv semidefinit und hat einen zweidimensiona-
len Kern, der von den Vektoren (t,..,1,0,..,0),(0,..,0,%1,..,1)
aufgespannt wird, wobei die Einsen und Nullen jeweils den Ge-

raden Do und Dy entsprechen. Hyperbolische Gewichte mis-

sen also flir die Ceva-Geraden konstant gleich einem ne. und

flir die Hesse-Geraden gleich einem n, sein, die Punktgewich-

H
te sind dann m§ flir die Vierfachpunkte und mé fiir die

Finffachpunkte. Die Proportionalititsbedingung fiir die Finf-

fachpunkte ist

2.3 . 2
R
Dy Be M¢

woraus sich die hyperbolischen

3-‘:5
b=
e]
oy
=)
(1]

Gewichte in der Tabelle ergeben.
Formal sind das Zusammensetzun-—
gen hyperbolischer Gewichte von
KH und KC’

verfindertem mg.

allerdings mit

o W NN
AN Y WN
NN W g 8
S T -
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E. G ~Konfiguration.

360

Analog zur G168-Konfiguration wird auch diese durch eine Grup-~
penoperation definiert, diesmal durch die G360 (= alternie-
rende Gruppe AG), studiert von R. Fricke und F. Klein in
[Fr-K1], Anhang §16, p. 645. Die Gruppenoperation wird dort
explizit durch Gleichungen angegeben; wieder sind alle 45 Ge-
raden gleichberechtigt, und es gibt Schnittpunkte der Viel-
fachheiten 3,4,5. Daher ist Q" = 15:.I, und es kommt nur

das konstante Gewicht n=2 in Frage.

5§.3.3. Tabellen:  Exzeptionelle Konfigurationen
A Ikosaeder-Konfiguration [sh~To] Nr. 23
B Gycg-Konfiguration [Sh-To] Nr. 24
C  Hesse-Konfiguration [sh-To] Nr. 25
D Erweiterte Hesse-~-Konfiguration [Sh-To] Nr. 26
E  G3¢,-Konfiguration [Sh-To]l Nr. 27

Anzahl der Geraden, singul#dren Schnittpunkte und r-fach-Punkte

k L t2 ts t4 ts
A 15 16 15 10 6
B 21 49 28 21
c 12 9 12 9
D 21 21 36 9 12
E 45 201 120 45 36
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Anzahl der Schnittpunkte pro Gerade {2 Typen bei D)

(2) (3) (4) (5)

Ti Oi Ti Ti‘ '!i Ti’
A 6 4 2 2 2
B 8 8 4 4
c 5 3 2 3
D, | 8 5 3 3 2
D.| 8 4 4 4
E | 16 16 8 4 4

Hyperbolische Gewichte und Typ der Uniformisierung

* * * ey
n mly 2l =) ¢ / N Typ
A 2 -4 4 45 / 8 na
5 5 1 39 / 5§ a
B 2 -4 © 75 / 4 na
3 100 / 3 K
4 8 2 297 /.8 na
C 2 o« 3 K
3 3 16 / 3 K
4 2 21 / 4 na
D p o 4 33 / 2 ©  na
' oo 2 18 a
’ 3 1 52 / 3 a
i, 2 2 21 a
’ 2 1 18 a
E 2 -4 e 4 120 na

Abklirzungen in der letzten Spalte:
K Kummer-Uniformisierung (6.1)
a sonstige abelsche Uniformisierung
na nicht-abelsche Uniformisierung
(Existenzbeweise in Abschnitt 6.6)
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5.4. EINIGE NICHT-HYPERBOLISCHE KONFIGURATIONEN

5.4.1. Die bisher bekannten hyperbolischen Konfigurationen
sind die Ceva(r,t) mit kleinem r (5.2) und die finf ex-
zeptionellen Konfigurationen in 5.3. Filir das Dreieck, das
Fast~Blischel aus vier Geraden und das vollstandigé Vierseit
Ceva(2) gibt es quasi-hyperbolische Gewichte, die nicht hy-
perbolisch sind (4.2.5,4.1.5). Die bekannten homogenen Kon-
figurationen sind alle Ceva(r) und Cevalr,3), die fiinf exzep-
tionellen Konfigurationen und das Dreieck. Ob dies wirklich

alle Beispiele sind, ist unbekannt.

5.4.2. HB8herdimensionale Spiegelungsgruppen liefern auch Ge-
radenkonfigurationen: Auf jedem dreidimensionalen Durch-
schnitt von Spiegelungs-Hyperebenen bilden die Durchschnitte
mit den Ubrigen eine Ebenenkonfiguration, die dann eine Gera-
denkonfiguration auf dem projektiven Raum definiert. Orlik
und Solomon haben auch diese Konfigurationen betrachtet, siehe
[Or-so,1, [0r-So,]. Durch Vergleich mit der Grinbaum-Liste
ergibt gich, daB auf diese Weise z.B. die Konfigurationen
A1(19) und A5(19) in [Grii] aus der Weyl-Gruppe von Eg
entstehen ([Hi3], 1.2). A1(19) ist auf der folgenden Seite
gezeichnet, man muB allerdings die unendlich ferne Gerade hin-

zunehmen.

Die Matrix Q' =zu A1(19) kann man leicht aufstellen. Sie
ist positiv semidefinit (!) und hat einen eindimensionalen
Kern, der aber keine Gewichte liefert, denn er wird erzeugt
von einem Vektor (51,...,619) mit £i==12 fiir die unendlich

ferne Gerade, 6 flir die mittleren Geraden in den drei
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h

<7\/
6’03%

A1(19)

Bilscheln, 5 und 4 flir die etwas weiter bzw. ganz auBSen liegen-
den Parallelen und 2 fiir die drei restlichen Geraden durch den
Mittelpunkt. Der Quotient zweier Ei ist fiir zuldssige Ge-
wichte aber stets kleiner als 2. Die Situation fiir A,(19)

ist analog.

5.4.3. Interessant ist die Beobachtung, da8 Q' in den bei-
den eben betrachteten Beispielen positiv semidefinit ist und

. einen nichttrivialen Kern hat. Diese Eigenschaft zeichnet die
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durch irreduzible Spiegelungsgruppen auf einem 9 definier-

ten Konfigurationen unter allen berechneten Beispielen aus.

5.4.4. Reduzible Spiegelungsgruppen auf dem EB liefern ge-
rade die Fast~Biischel und das Dreieck. Hier ist Q' negativ
semidefinit mit nichttrivialem Kern (4.2.5). AuBer flir das
Dreieck ist PropK dann indefinit, denn jeder singulédre

Schnittpunkt gehdrt ja zu einem positiven Eigenwert (3.2).

5.4.86. Der Signaturtyp von PropK ist iiberhaupt recht in-
teressant: Die Miyaoka-Yau-Ungleichung, die Proportionali-
tdtsbedingungen an die Punkte und Geraden und die Tatsache,
dag8 (im hyperbolischen Fall) mit Propy auch der Gradient
verschwindet (3.1.4), k8nnten einen zu der Vermutung fiihren,
daB die quadratische Form stets positiv semidefinit ist. Die
Beispiele zeigen aber, daB8 genau das Gegenteil stimmt: Wih-
rend in {Hi3] filr den Fall konstanter Gewichte ein sehr kon-
struiert erscheinendes Gegenbeispiel von W. Meyer angegeben
ist, erhdlt man fiir unséren Fall meist indefinite Formen.
Einige Beispiele in der Grinbaum-Liste liefern positiv defini-

te Formen ohne Kern.

5.4.8. Man k6nnte hinter den hyperbolischen Beispielen auch
die regelmiSigen r-Gons mit sdmtlichen Verbindungsgeraden und
vielleicht auch Spiegelungsachsen vermuten (r = 3,4,5 tauchen
auf), aber flir r =6 wird die guadratische Form positiv definit

(mit Achsen) bzw. indefinit ohne Kern {(ohne Achsen).

5.4.7. Es gibt auch hyperbolische "Konfigurationen", die
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Ballquotienten liefern wiirden, wenn man sie nur im komplexen
projektiven Raum realisieren kinnte. Zum Beispiel gibt es eine
Inzidenzstruktur aus 15 Geraden mit Schnittpunkten dexr Ordnung
2 und 4, die homogen ist und eine positiv semidefinite Matrix
Q' hat. Wenn diese Struktur durch eine Geradenkonfiguration
im ]PZ(I) dargestellt werden kann, ist Hirzebruchs Kummer-
Uniformisierung ein Ballquotient. Hirzebruch hat aber gezeigt,

daB dies im Widerspruch zu Kobayashis Satz 1.3.8 steht.

§.5, IUR GEOGRAPHIE DER CHERNZAHLEN
5.5.1. In der Einleitung wurde die Aufgabe formuliert, die

Geographie der Chernzahlen zu untersuchen. Wir befinden uns am

oberen Rand des in Frage kommenden Bereichs, nimlich auf der

Geraden c$==3c2 . Die Noethersche Formel impliziert, das fiir

alle Punkte auf dieser Geraden, die durch Flichen vom allge-

meinen Typ, also durch Ballgquotienten, realisiert werden k&n-
2

nen, c, durch 3 teilbar sein muB, AuBerdem muf cy und damit

c, stets positiv sein.

5.58.2. Der erste zuldissige Punkt ist also c%==9, c2==3.
Diese Werte werden gerade von Mumfords Beispiel {Muzl angenom-

men.

5.5.3. Eine unverzweigte N-blidttrige Uberlagerung eines
Ballquotienten ist ein Ballquotient mit den N-fachen Chern-
zahlen. Ein Beispiel mit cfss, cy= 3 und erster Bettizahl

b1$() wlirde daher den gesamten zullssigen Teil der Geraden’
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liefern, denn dann gibe es ja unverzweigte Uberlagerungen be-
liebigen Grades. Mumfords Beispiel hat aber eine Torsionsgrup-
pe als Fundamentalgruppe, so daB es zwar unendlich viele Punk-

te, aber eben nicht alle liefert.

5.5.4. Die kompakten komplex-hyperbolischen Uniformisierun-
gen zu unseren Beispielen entsprechen ebenfalls unendlich
vielen Punkten auf der Geraden. Um diese Punkte konkret ange-
ben zu kdnnen, muB man noch den Uberlagerungsgrad einer Uni-
formisierung bestimmen. Der ist allerdings meist sehr gros
(z.B. nk"1 fir Hirzebruchs Kummer-Uniformisierung, wenn das
auch nicht immer der minimale Grad ist) und bei den nicht-
abelschen Uniformisierungen liberhaupt kaum zu berechnen. Der
niedrigste Wert, némlich die Eulercharakteristik 9, tritt fiir

einen nicht-kompakten Ballgquotienten auf (5.2.5) und ist daher

in diesem Zusammenhang uninteressant.

5.5.85. Flir das vollstindige Vierseit mit nij==5 fiir alle
ij hat Hirzebruch die Kummer~Uniformisierung vom Grad 55
als Beispiel eines Ballquotienten gefunden (5.1). Es ist aber
sogar mdglich, eine Uniformisierung Y -» S§' vom Grad 25 an-
zugeben (6.5.7). Y hat dann nach der Tabelle 5.1.5 die Eu-
lercharakteristik cz(Y)==15 . Auf §S§' operiert ein Automor-
phismus der Ordnung 5, der die zehn Kurven Lij entsprechend
der Permutation (01234) der Indexmenge {0,1,2,3,4} ver-
tauscht. Man kann versuchen, diesen Automorphismus zu einem
fixpunktfreien Automorphismus von Y 2zu liften und so als

Quotienten eine komplex-hyperbolische Fliche mit Eulercharak-~

teristik 3 und erster Bettizahl b1=#0 zu bekommen. Es
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stellt sich aber heraus, das die Restriktionen fiir das Hoch-
heben schon erzwingen, das8 die Uberlagerungsflliche fiinf Singu-

larititen ilber Schnittpunkten von K' haben mus.

5.5.6. Auch fir die Ikosaeder~Konfiguration mit n==m(3)==5.
m(s)-=1 kann man eine Uniformisierung vom Grad 25 finden

(6.6). Hier erhalten wir einen kompakten Ballquotienten der

Eulercharakteristik 195 = 3.5.13,



KAPITEL &

EXISTENZ VON UNTFORMISIERUNGEN

In diesem Kapitel werden Methoden vorgestellt, mit denen man
die Uniformisierbarkeit einer gewichteten Konfiguration bewei-
sen kann. Insbesondere wird gezeigt, daB fiir sdmtliche in
5.3.3 angegebenen hyperbolischen Beispiele tatsichlich Ball~

quotienten als Uberlagerungen existieren (6.6).

6.1. KUMMER-UBERLAGERUNGEN
6.1.1. £1==0 ,...,£k==0 seien homogene Gleichungen fiir die
Geraden einer Konfiguration K auf dem IP2. n22 sei eine

ganze Zahl. Dann sei K die Kummer~-Erweiterung des Funk-
tionenk&rpers K von Zmz durch die n-ten Wurzeln aus sdmt-
lichen Quotienten zi/zj dieser Polynome. R ist der Funk-
tionenkérper einer singulliren Fliche X, die den 1P2 nk“1~
bldttrig Uberlagert. Eine Desingularisierung von X ist dann
eine Uniformisierung von K mit den Gewichten n,=m =n.
Diese Konstruktion wurde von Hirzebruch in [HiBI benutzt.

6.1.2. Definition. Die in 6.1.1 beschriebene Uniformi-

sierung heiSt Kummer-Uniformisierung (oder -Uberlagerung) der

Geradenkonfiguration K 2zum Gewicht n.
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6.1.3. Die Existenz einer solchen abelschen Uberlagerung mit
Galoisgruppe (E/niZ)k"1 folgt auch mit Hilfe der Topologie
(6.5).

6.1.4. Wenn nicht alle Verzweigungsordnungen {bereinstimmen,
ist diese Methode nicht anwendbar. Man kann aber z.B. im Fall
der Ikosaeder-Konfiguration mit n=35, mgy = 5, Mgy =1 durch
Adjunktion der flinften Wurzeln aus dem Produkt aller 15 Gera-
dengleichungen eine fiinfbl¥ttrige Uberlagerung des I‘z kon-
struieren. Die Uberlagerungsfliche hat dann zwar Quotienten-
singularititen, liefert aber die Gleichheit in der entspre-
chend modifizierten Miyaoka-Yau-Ungleichung ([Mil,{Ko,1).

Solche F#lle hat Kes Ivinskis betrachtet, s. [Iv].

6.1.5. Fir Ceva(3) erhilt man durch Adjunktion der dritten
Wurzeln aus dem Produkt der 9 Geradengleichungen eine Fliche,
deren Normalisierung eine Uniformisierung zu den Gewichten
n=3, m=1 ist. Als Uniformisierung zu m*=e betrachtet,
erhalten wir so einen offenen Ballquotienten Y -D mit der

Eulercharakteristik ‘52(Y , D) = ey (Y) =9 {(5.2.5) .

6.2. UNTFORMISTERENDE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

6.2.1. In [{Mo] und [De-Mo}] konstruieren Deligne und Mostow
diskrete Untergruppen von Aut(Bz) mit Hilfe dexr Hyper-

geometrischen Differentialgleichung in 2 Variablen, deren

Studium auf Picard zurlickgeht. Es handelt sich um ein System

partieller linearer Differentialgleichungen 2zweiter Ordnung
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mit rationalen Parametern Mareesby s Z ui==2. Die Koeffizien~
ten sind rationale Funktionen auf 8§ = Enx Eﬂ , die Pole langs
der horizontalen und vertikalen Geraden Z1==0,1ﬂ” und z, =
0,1, sowie der Diagonalen z4 =2, haben. Diese sieben Ge~
raden bilden eine Konfiguration K, deren Desingularisierung
K* auf der Aufblasung S' in den drei Tripelpunkten mit der
des vollstdndigen Vierseits libereinstimmt (5.1). Deligne und
Mostow zeigen, daB im Fall O-<ui <1 fiir alle i unter der
Voraussetzung

<INT> (1 -, - pj)‘1 € ZU {w) fir alle 1,3
(die man nur fiir ui-+uj <1 nachpriifen muB: [De-Mol,14.2)
die Monodromiegruppe des Differentialgleichungssystems ein
(manchmal arithmetisches; manchmal nicht-arithmetisches) Git~
ter T' in der Automorphismengruppe .PU(2,1) des Balles 2B2

ist.

Setzt man nun

‘ -1
* p—d — -
ni, (1 =wy uj)
fiir alle ungeordneten Paare ij (0<1i,j<4, i#3j), so ist

2

(mit den Bezeichnungen aus 5.1) der Quotient TI\B gleich

S' nach Niederblasen der L!

. mit n¥.<0 und Entfernen der
ij ij

L{j mit n;j= « , und die Verzweigungsordnungen entlang der

Ubrigen Geraden Lij sind derade die n;j {([De-M0]1,9.1.1).

Picards Schiiler LeVavasseur [LeV] hat die Parameterwerte mit
<INT> ausgerechnet. Diejenigen mit O<u; <1 fir alle i
sind in [De-Mo],14.3 aufgelistet und entsprechen gerade den
27 hyperbolischen Gewichtungen flir das vollstdndige Vierseit
in 5.1.5 (in der selben Reihenfolge). Der Fall pi==1/4

(1 <4), ug=1 ist gerade der nicht-hyperbolische Sonderfall
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(4.1.5 (b)). Hinzu kommen noch 9 weitere M8glichkeiten, dar-
untexr eine ganze Serie (uo=u‘ =u,=0, Uy =d-1, u‘a:dﬁ«‘l).
wobei aber nicht~positive ¥y auftreten und die Geraden Lij

mit n;js1 oder ni‘j =e nicht disjunkt sind.

Umgekehrt erh¥lt man aus quasj-hyperbolischen Gewichten n¥,
flir das vollst&ndige Vierseit durch
-1
= -— *
3w, 2 X(nij)
(wobei die Summe {iber alle j+1i 1lHuft) rationale Zahlen vy

mit uo*-...i-u4=a2 . Die LeVavasseur-Liste (die man heute
mit einem Computer leicht Uberpriifen kann) zeigt also, da8 un~
sere Liste 5.1.5 vollstidndig ist, und so ist diese Liste

auch entstanden.

Bisher haben wir nur eine unendlichblittrige Uniformisierung

des vollstdndigen Vierseits zu hyperbolischen Gewichten gefun-
den. DaB dann auch endlichblittrige Uniformisierungen in unse-~
rem Sinne existieren, folgt aus dem Satz von Selberg. Ein Be-

weis steht z.B. in [Bo],2.3.

6.2.2, Sats. (Selberg) Jede endlich erzeugte Untergrup-

pe von Gl{(n,&) hat einen torsionsfreien Normalteiler von

endlichem Index.

6.2.3. Xorollar. Filr jede der 27 hyperbolischen Gewich-

tungen des vollstdndigen Vierseits existiert eine Uniformisie-

rung.

Beweis. I' sei das von Deligne und Mostow konstruierte Git-

ter in PU(2,1). Nach Selbergs Satz hat T einen torsions-
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freien Normalteiler To von endlichem Index. Da die Stabili-~
satoren von Punkten in :B2 stets endlich sind ([De-Mo]l,10.1.1),

ist ]B2 - I‘Q\]B2 unverzweigt, und FO\JB2-> I‘\JB2 hat das

selbe Verzweigungsverhalten wie :Bz - F\B2 , aber nur endlich
viele Blidtter, und liefert daher die gewlinschte Uniformisie-
rung. Ob die Punkte mit negativen Gewichten aufgeblasen werden
oder nicht, ist nach 2.1.7 irrelevant, a
6.2.4. M. Yoshida hat solche uniformisierenden Differential~
gleichungen auch flir einige der exzeptionellen Konfigurationen
(5.3) aufgestellt ([Yo1],[Y02]). Die Monodromie liefert auch
in diesen F&dllen unendlichblittrige verzweigte Uberlagerungen
der aufgeblasenen projektiven Ebene, die die "universelle Uni-
formisierung" zu den betrachteten Gewichten bilden. Da die
Monodromiegruppe eine Matrixgruppe ist, konnen wir auch in
diesen Fillen den Satz von Selberg anwenden und erhalten so
endlichbléttrige verzweigte Uberlagerungen, die dann nach un-
seren Berechnungen in den vorangegangenen Kapiteln Ballquoti-
er.ten sein milssen. Nachtr#glich ist daher klar, daf die uni-

verselle Uniformisierung der Ball 182 ist.

Insbesondere existiert eine Uniformisierung der Hesse-Konfi-
guration mit n=4 und 1n(4)==2, was mit den topologischen Me~
thoden in den folgenden Abschnitten nicht gezeigt werden konn-

te.

Flir die Hesse-Konfiguration hat Yoshida auch die zugehdrigen

Untergruppen von PU(2,1) untersucht ({Yo3}).
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6.3, DIE FUNDAMENTALGRUPPE DES KOMPLEMENTS

EINER_GERADENKONFIGURATION

6.3.1. Definttion. L sel eine projektive Gerade, Qqr--19,

paarweise verschiedene Punkte anf L. g sei ein Punkt in

L°==L-{q1,..,qr}. Einfache Erzeugende der Fundamentalgruppe

n1(L°,q) sind dann Elemente Wyrenro mit w1-..‘-mrw‘1,
wobei die Umlaufzahl eines Wy um g gleich 1 und um die

Ubrigen a4 gleich O ist.

6.3.2. Flr sclche Wypoer®dy, hat dann n1(L°,q) die Prisen-

t. n < . *e2eoa* -
tatio Wes P00, } wy mr

6.3.3. Sats, K sei eine Geradenkonfiguration auf S =1P2

mit dem Romplement S°=5-K. LCS sei eine weitere Gerade,

die keine Schnittpunkte von K trifft. q sei ein Punkt auf

L°=LNS°, Damn gilt

(a) Die Inklusion L©° e« S induziert einen Epimorphismus

v om(Lo,q) = u1(s°,q) =: H.

(b) Auf dem Niveau der Faktorkommutatorgruppen (= Homologie-

gruppen) induzjert 1 einen Isomorphismus

~

Yo n;(L°,q) = n{(s°,q) =: H',

Einfache Erzeugende von n1(L°,q) erzeugen also H . Der Satz
ist altbekannt: (a) stammt von S. Lefschetz und gilt fiir

beliebige Hyperflichen im :Ps, {b) 1ist eine einfache Folge-
rung aus der zuerst von O. Zariski in {Za] angegebenen Prisen-

tation von H. Flir s23 ist schon 1 ein Isomorphismus;
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in unserem Fall s=2 ist es aber wichtig, daB K eine Gera-
denkonfiguration ist. Eine genauere Ubersicht liber diese S&tze
und Beweise findet man bei D. Cheniot [Ch]. Die Konstruktion
einer Prisentation von H geben wir hier wieder, einmal um
Satz 6.3.3 2zu beweisen und zum anderen, weil sie recht in-
teressant ist. Referenz ist [Ch]l, Théoréme (5.1.5) (dort nach
van Kampen benannt, weil ein erster vollstdndiger Beweis von
ihm stammt [vKal). Die Konstruktion wird spiter nicht mehr be-

ndtigt.

6.3.4. Eine Présentation von H = ﬂ1(S°,q) . Die Voraus-
setzungen und Bezeichnungen von 6.3.3 werden iibernommen.

WgroorW seien einfache Erzeugende von G = n1(L°,q). Die

r

Bilder Yi==1(wi) erzeugen dann H, und vy;-..cy.=1 ist

eine Relation.

Sei nun A der Parameterraum aller Geraden durch q, die
keine Schnittpunkte von K treffen. Ein Grundpunkt in A
wird dﬁrch die Gerade L festgeleét. A ist eine gelochte
projektive Gerade. Wenn nun s eine Schleife in A ist, die
jedem t € [0,1] eine Gerade Lt zuordnet (LO=L =L1) , dann
gibt es dazu eine Isotopie h_ (t€[0,1]) der Einbettung

hO: LO -» S° nmit ht(L°)==Lt!]S° und ht(q)==q . h, trans-
formiert die wg in Elemente “i von G, deren Bilder unter
1 nach Konstruktion mit denen der wg ibereinstimmen. Ande-
rerseits wird jedes wy durch eine Schleife ey reprédsen-
tiert, die man wie folgt wihlen kann: 2Zundchst beschreibt cy
einen Weg von p zu einem Punkt nahe LiflL, dann eine klei-

ne kreisfBrmige Schleife um diesen Punkt und verfolgt dann den

Hinweg zurlfick. Das selbe gilt dann fiir mi, und zwar umliuft
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mi wieder den selben Punkt im gleichen Umlaufsinn -~ und
dies unterscheidet unseren Fall von dem einer beliebigen Kur-
ve im :Wz. ui ist daher in G zu wy konjugiert und stimmt

in der Faktorkommutatorgruppe G' mit wy tiberein,

Jede Schleife s im Parameterraum A erzeugt so Relationen

der Form \(ui) = (m"1 wg w). Der Satz von Zariski / van Kam-
pen besagt nun, daf man so ein vollsténdiges Relationensystem
fiir die Yy erh¥Xlt, wobei man offenbar mit endlich vielen

Wegen, die m,(A) erzeugen, auskommt.

6.3.65. Definition. K sei eine Kurvenkonfiguration auf ei-

ner Fliche 8. K sei bezliglich lokaler Koordinaten (z1,z2)

durch 21'-0 charakterisiert., Eine Schleife der Form t »

(eznit.O) (0C<St<1) heiBt dann kleine einfache Schleife um

die durch z4=0 bestimmte Kurve von K. Eine einfache
Schleife um eine der Kurven L, bezliglich eines Grundpunktes
g€S® ist die Hintereinanderschaltung eines von g ausgehen-
den Weges w, einer kleinen einfachen Schleife um Li und
des Riickweges w nach q. Auch die Homotopieklasse einer
solchen einfachen Schleife in n1(s°,q) wird als einfache

Schleife begzeichnet.

6.3.6.  Bemerkung. Da je zwei kleine einfache Schleifen um

Li als freie Schleifen, d.h. ohne Fixierung des Basispunktes,
ineinander deformiert werden k¥nnen, sind je zwei einfache

Schleifen um Li in der FPundamentalgruppe H konjugiert.

6.3.7. Definition. p sei ein Doppelpunkt LiITLj der
Kurvenkonfiguration K. Be:ﬁgliéh lokaler Koordinaten (21,82)
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in einem durch fz,1 <1, Izzl<<1 definierten Polyzylinder Up

sei K durch z, zz=43 charakterisiert. Die Fundamentalgruppe

n1(Up$\S°,p') (p' EUPIXS°) wird dann als 1lokale Fundamen-

talgruppe in p bezeichnet.

6.3.8. Bemerkung. Upl)s° 148t sich auf den Torus !z1i==%,
tzzl==% zurlickziehen. Die lokale Fundamentalgruppe in p ist
daher (bis auf die offensichtlichen Isomorphismen)} unabhidngig

von den Auswahlen; sie ist das freie abelsche Erzeugnis zweier

einfacher Schleifen um Li und Lj (in (UPIWSO,p‘)}.

6.3.8. Lokale Fundamentalgruppen einer Geradenkonfiguration.

K sei eine Geradenkonfiguration. Die exzeptionellen Kurven

E; auf S' werden von nun an auch mit L£+v

da8 also K' aus L{""Li+z besteht, p sei ein Schniti-

bezeichnet, s0

punkt L&r}Lé von K' mit lokaler Fundamentalgruppe Hp =

o . » : 4
n1(UPI}S P'), die von einfachen Schleifen wap, NBP um LQl
bzw. Lé erzeugt wird.

ot Hp - H = n,(8°,q)

sei ein durch die Inklusion induzierter Homomorphismus.

‘p(“ap) und 1p(w8p) sind dann einfache Schleifen um L&

bzw. Lé in H. Falls L; eine der transformierten Geraden

ist (d.h. a<k), ist damit tp(mup) konjugiert zu dem Erzeu-

genden Y, von H. Andernfalls gilt

6.3.10. Lemma, L1,..,Lr seien r =21 Geraden durch den

Ursprung im ¢2, Ucza!2 ein offener Ball um O und U° das

Komplement der L. in . Dann gibt es einfache Schleifen

U
i
w, umdie L, in U°, deren Produkt w,-..:w,  in n, (U°,q)
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eine einfache Schleife um die exzeptionelle Kurve E ist, die

beim Aufblasen des Ursprungs entsteht.

Beweis "durch Zeichnung”:

I 2
§ };1 =-—l
vzz
d $2 = %,
E
22=O c2=0

N~
]
™

| £4=0
2y=0

Ohne Einschrinkung sei 21-0 keine der Geraden Li‘ Fiir ge-
ntigend kleines ¢ €C liegen alle Schnittpunkte Py derxr Li
mit der Geraden zZy=¢ im Inneren einer Kreisscheibe
{(21,22)] zy=¢, lz,l<r} U, deren Randkurve einerseits
ein Produkt We oot 0 einfacher Schleifen w; um die L

(in dexr Kreisscheibe) ist, andererseits innerhalb U° auf die
Gerade z1==0 parallel verschoben werden kann. Diese Schleife
ist dann eine einfache Schleife um E, wie man in der Koordi-
natendarstellung der Aufblasung sofort sieht. o
Damit ist die Topologie von S° f{ir unsere Zwecke ausreichend
beschrieben. Der Vollst#ndigkeit halber sei noch erwdhnt, das
M. Rato beim Beweis seines Existenzsatzes flir Uniformisierun-
gen ([Ka], Satz 6.4.7 in der vorliegenden Arbeit) die Kon-
struktionen in diesem Abschnitt sehr genau durchgefiihrt und
dabei das Zusammenspiel der lokalen Fundamentalgruppen mit der

globalen detaillierter beschrieben hat.



87

68.4. EXISTENZUNTERSUCHUNG MIT HILFE DER FUNDAMENTALGRUPPE

6.4.1. Satz. K sei eine Rurvenkonfiguration. Mit den Be-

zeichnungen aus Abschnitt 6.3 gilt dann

(a) Die Isomorphieklassen verzweigter Galois-lberlagerungen

von §S', deren Verzweigungsort in K' liegt, stehen in bijek-

tiver Beziehung zu den Normalteilern von endlichem Index in

H = m,(8°,q). Die Decktransformationsgruppe der Uberlagerung

ist dabei isomorph zur entsprechenden Faktorgruppe von H.

{b) A < H sei ein Normalteiler von endlichem Index,

#: Y » S' die zugehdrige Hlberlagerung. Dann ist die Verzwei-

gungsordnung n, lings einer Kurve L& in K' gleich der

Ordnung einer einfachen Schleife um L& modulo A . {ber ei-

nem Schnittpunkt p von zwei Kurven L& und Lé von K' ist

Y genau dann nicht-singullr, wenn der Normalteiler 1;1(A) in

n n
der lokalen Fundamentalgruppe HP von (wap)“ und (wBP)6

erzeugt wird.

Beweis. (a) folgt sofort aus dem entsprechenden Satz filix
unverzweigte Galois-Uberlagerungen und dem Fortsetzungssatz
2.1.3. 2u (b): Nahe p =zerfdllt die Uberlagerungsfliche
lokal in mehrere Zusammenhangskomponenten. Die einzelnen Uber~
lagerungen entsprechen dann dem Normalteiler 1;1(A). Die
Aussage ist daher nur eine Umformulierung von Satz 2.1.4;

die Kquivalenz der Koordinatenbeschreibung dort mit der Formu-

lierung hier ist einfach, siehe z.B. [Laul, p. 7-13. o
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Wihrend es so gut wie hoffnungslos erscheint, Satz 6.4.1 filir
einen allgemeinen Existenzbeweis fiir Uniformisierungen zu be~
nutzen, wurde das analoge Problem im eindimensionalen Fall von

R. H. Fox gel8st:

6.4.3.. Satx. L° gei das Komplement von r 21 Punkten

Qqreer9, auf der projektiven Geraden L, G = n1€L°,q} die

Fundamentalgruppe und mT,..,hr einfache Erzeugende von G.

(a) Die nur in den q; verzweigten Galois-Uberlagerungen

von L entsprechen bijektiv den Normalteilern A von endli-

chem Index in G. Die Verzweiqungsordnung in q; ist gleich

der Ordnung von wy modulo A.

(b) Eine verzweigte Galois-Bberlagerung zu den Verzweigungs-

ordnungen Nyyee,ny > 2 gibt es genau dann, wenn entweder

rz3 oder r=2 und ny =n, .ist.

Beweis. (a) ist die eindimensionale Formulierung der Aussa-
ge von 6.4.1. (b} folgt dann flir r<2 sofort daraus, daB8
G trivial oder gleich Z ist; flir r 23 konstruierte Fox
in [Fo,] eine endliche Gruppe G' mit r Erzeugenden der
Ordnungen Rysee,n deren Produkt trivial ist. Daher 148t
sich ein Homomorphismus G -» G' angeben, der die gewilnschte

Uberlagerung definiert.

In einigen besonders einfachen F#llen kann man den zweidimen-

sionalen Fall auf den eindimensionalen zurlickspielen:
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6.4.3, Lemma. K sei eine der folgenden gewichteten Gera-

denkonfigurationen:

(a) ein Blischel aus r 23 Geraden L,,..,

Lr durch Py €8 = JP2 mit Gewichten Ngyeoy

n_ und m1=1 .

(b) ein Fast-Biischel, das auBer den <

Geraden aus (a) noch eine weitere Gerade

L enthdlt, mit Gewichten Nyye.,n

r+1 ? p1 +1

und m1 =nr+1 .

{c) ein Doppelbiischel aus xr 23 Geraden

L1 P ’Lr durch Pq €S und s=23 Geraden

L L durch Py #Pq s wobei die Ver-

r+1'° " "“r+s

bindungsgerade von Py und P, nicht zu K

geh8rt, mit Gewichten NgseerD o und

m1 =m2.

Dann gibt es eine Uniformisierung von K mit diesen Gewichten.

Die Bedingungen m, =1, my =N, bzw. my =m, sind fiir die

+1

Existenz notwendig.

Beweis. Zuerst wird die letzte Aussage gezeigt. Sei also

m: ¥ » S' eine Uniformisierung. L sei eine weitere Gerade,
die in den F¥llen (a) und (b) durch P4 und im Fall (c¢) durch
P4 und P, geht. Auf S' wird die Transformierte L' 2zu
einer rationalen Kurve, Uber der 7w einen oder zwei Verzwei-
gungspunkte hat. Da L' den Verzweigungsort transversal
trifft, induziert r eine verzweigte Uberlagerung von L' mit
diesen Verzweigungspunkten, woraus nach 6.4.2 (b) die Be~

hauptung folgt.
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Nun zur Existenz einer Uniformisierung. Fall (a} ist sofort
erledigt, da das Komplement S° auf die unendlich ferne Gera-
de zurlickgezogen werden kann, wo eine Uberlagerung naéh 6.4.2
(b) existiert. Da eine einfache Schleife um die exzeptionelle
Kurve E{ trivial ist, setzt sich diese Uberlagerung zu der

gewlinschten Uniformisierung fort.

Fall (b) kann Khnlich behandelt werden, wird aber hier besser
als degenerierter Spezialfall von (c¢) aufgefast, d.h. mit ei-

nem weiteren Punkt Py auf Lr+1’ My =04 und s=1., Da-

bei bleibt zu berficksichtigen, daB8 entgegen der {iblichen Kon-

ventionen n gleich 1 sein darf und ein lberfliissiger

r+1
Punkt 'pz aufgeblasen wird.

G sei die Verbindungsgerade von Py und Py s G' ihre Trans-
formierte in S'. Niederblasen der {-1)~RKurve G' liefert

insgesamt einen birationalen Morphismus

S=P2-—» P1xP1=S".

Die Bilder derxr Li und E; in 8" seien L; bzw. Eg: s"

ist dann in kanonischer Weise gleich E[ xEJ . Eg sei das

1 2
Komplement der Schnittpunkte mit den

" L"
L,‘ i

stimmen dann also S° und E% ng

in E;. Bis auf die Gerade G

L"

r iberein; es ist n1(E$ ng ,(q1,q2))
E“ .
= 3 — O
2 H, xHZ mit gy u1(E ,qv).
E? L® .. L"
1 r+1 r+s w1""wr’62 bzw. mr+1""wr+s’§1

seien einfache Erzeugende von H,

bzw. HZ , wobei § die Gerade E® und «, die Gerade L”
v v i i

umliuft.

In die Sprache der Algebra ﬂbersétzt, liefert Satz 6.4.2
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Homomorphismen
®f: Hy = @ ©y: Hy > 9
auf endliche Gruppen ¢i und @; . unter denen WyrosrWy, auf
Elemente der Ordnungen Ny,..,n, abgebildet werden und 62
im ersten Fall die Ordnung m, erhdlt und im zweiten Fall
verschwindet.
= 1 ", - 14 "

hat dann die Bigenschaft

(1y) Flir jedes Konjugierte e, zu §,, fiir i=

1,-.,r und alle a,b€Z gilt:

a_b
w” e, €ker ¢, @ n; |a uwnd m, | b .
Analog wird im Fall (c¢) ©,: Hy » @, definiert. Im Fall (b)

m
ist ®, einfach der kanonische Homomorphismus zum von 611

erzeugten Normalteiler wvon HZ = <51>.

A sei der von (w1(62),m2(61)) erzeugte Normalteiler von
¢1:t®2_ Der dadurch induzierte Homomorphismus

(LB H1 xH, - (<D1 xs’bz)/A

2
definiert eine verzweigte Uberlagerung von §S', die iliber dem

Komplement der Li und E' unverzweigt ist, denn die einfa-

che Schleife (62,61) € Hy, xH, liegt ja nach Konstruktion im

1
Kern.

Flir einen Doppelpunkt p = LEI\L; sind (wi,1) und (1,mj)
bis auf Konjugation Bilder von Erzeugenden der lokalen Funda-
mentalgruppe. a(wia, w:.:o) =1 impliziert o, (mf) = 0, (xaz)C filir

ein Konjugiertes ¢ von 62 und ein ¢ € Z , woraus wegen

2

1
() n; la, m,|c und daher ny | b folgt. Uber Ly nLy

liegen daher glatte Punkte der iberlagerungsfliche (6.4.1 (b)),

Analog geht man filir LzrlEg vor. Im Fall (b) ist damit alles
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gezeigt, denn das Aufblasen von p, war ja tberfliissig. Im
Fall (c) ist die Situation symmetrisch in v=1,2, und wir

sind auch hier fertig. a

Uniformisierbare Konfigurationen knnen zusammengesetzt wer-
den, wobei fiir die Gewichte das kleinste gemeinsame Vielfache.
(kgV) gebildet wird. Schwierigkeiten tauchen dabei auf, wenn
ein singulldrer Schnittpunkt der zusammengesetzten Konfigura-

tion in einer der Ausgangskonfigurationen nicht singullir war:

6.4.4. Propoaition. (Veréinigung uniformistierbarer Konfi-

gurationen). K(t), t=1,..,8, seien uniformisierbare ge-

wichtete Kurvenkonfigurationeén auf einer Pléiche S, wobei

auch das Gewicht 1 zugelassen ist. K = {L1""Lk} sei die

Vereiniqung der K(t).

Fiir t=1,..,8, i=1,..,k und jeden singuldren Schnittpunkt

p, Yvon K sei
()

Gewicht von L in K , falls L.E‘K(t);
nft):a , i = Rt i
i

1 sonst
(t)

[ Gewicht von p, in K'°', falls p  ein

mét):= ¢ singuldrer Schnittpunkt von K(t) ist ;
| kgv(nét)[Li 3 p,) sonst .
] 1
ng = kgV( n§-1),...,n§8)} und m, = kgV( mi ),...,mis)) sind

dann Gewichte fiir K.

Falls ein sinquldrer Schnittpunkt P, nicht in allen K(t)

singulir ist, setzen wir noch voraus:

Es gibt ein u € {1,..,s}, so da8 p  in K™ singuiar
ist und eine der folgenden Bedingungen gilt:
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(a) n(t) | méu)

1
(8) nlt | W

i i
{v) p, ist ein Doppelpunkt Li!1Lj von K(t)
. (t) _ _(t)
mit n:.L —-nj .

Dann ist K mit den angegebenen Gewichten uniformisierbar.

Wenn fiir alle K(t) abelsche Uniformisierungen existieren,

dann auch fiir K.

Beweis. Die Uniformisierungen der einzelnen Konfigurationen
liefern auch verzweigte Uberlagerungen von §8' (die Standard-

bezeichnungen beziehen sich auf K), die zu Normalteilern

A(t) von H gehbren. Der Durchschnitt A dieser Normaltei-

ler ist dann ebenfalls ein Normalteiler endlicher Ordnung und
definiert eine verzweigte Uberlagerung ==: ¥ - S'.

Einfache Schleifen um die Li und E; haben modulo A(t)

tatsdchlich die Ordnung nét) bzw. mit) (s. 6.3.10 fiir die

nicht-singuliren Sonderfille) und daher modulo A die ge~
wiinschte Ordnung n. bzw. m,. Zu zeigen ist daher nur, daB
Y nichtsinguldr ist, und das ist nicht trivial: Wenn man z.B.
einen glatten Punkt des Verzweigungsortes aufbldst und dann
die induzierte Uberlagerung betrachtet, ist diese iber dem

unendlich benachbarten Punkt singulir.

Sei also p ein Doppelpunkt L;ﬂLé von K' {1<€£a,B<k+s

wie in 6.3.9) und Hp die lokale Fundamentalgruppe, erzeugt

von eihfachen Schleifen um L& undé L} deren Bilder unter

B 1
mit und bezeichnet seien. Nach 6.4.1 (b ist
lp i Yap n YBP {b)

zu zeigen:

a D ea o n la, n

Yup YBP «
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Wenn die durch die A(t)

definierten Uberlagerungen {iber p
nichtsingullir sind, folgt das auch flir A . Probleme tauchen
also nur dann auf, wenn eine der Kurven, etwa L', von einem
singuldren Schnittpunkt p, stammt und L; in einem K(t)
liegt, flir das B, kein singuliirer Schnittpunkt ist.

a _b
ap YBp
nach der Zusatzvoraussetzung existierende u

Wenn also in diesem Falle v in A liegt, gilt filir das
(u) (u
n-'la , m ) Ib .
In K(t) liegt auBer L, hchstens eine weitere Kurve Li

durch P, - denn sonst wire der Schnittpunkt ja singuldr. Mo-
(t)

dulo & ist YBP dann ohne Einschrnkung gleich YGP
bzw. yap Yip’ wobei Yip eine einfache Schleife um L, ist.
. ‘a _b (t)
In jedem Fall folgt aus yup YSp € A
nlt) ja+b , n{t) |b .
a i

Um n [a und m [ b zu erhalten, ist noch zu zeigen:
t) (t
ni ja , ng ) b,
wovon offenbar eine Aussage reicht. Jede der Bedingungen

(a) (8) (y) fthrt hier zum Erfolg. o

6.4.85. Xorollanr. K sei eine Rurvenkonfiguration mit Uni-
(t): Y(t) (n(t)'m(t)) ,

formisierungen w -+ §' 2zu Gewichten

wobei auch nit)==1 zugelassen ist (t=1,..,8). Dann gibt

es eine Uniformisierung wx: Y - S' zu den Gewichten n, =
(t) |

kgV(nét) | £t=1,..,8) und m, = kgV(m t=1,..,8), die

{iber alle u(t) faktorisiert:

(t) (t)

= “(t)p(t) fUr eine Uberlagerung ¢ ~': Y » Y

" . die nur

{t) (t) ' (t)
tiber den Kurven Ei mit Ordnung n,/ng und ﬁv mit

Ordnung mv/mét) verzweigt.
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Beweis. * wird wie im vorangegangenen Beweis durch den

AlE)

Durchschnitt A der definierenden Normalteiler der

L (B) A (E)

gegeben. ist auch das Bild der Fundamentalgruppe

von (n(t))*1(s°) unter dem Monomorphismus, der durch die

(t)

Einschrdnkung von = induziert wird. Betrachtet als Nor-

malteiler dieser Fundamentalgruppe, definiert A eine ver-

(t) (t)

zweigte Uberlagerung o Y- Y , die dann die angegebe-
nen Eigenschaften hat. a
6.4.86. Bemerkung. Falls K mit den vorgegebenen Gewichten

tberhaupt uniformisierbar ist, liefert der Durchschnitt aller

Normaltéiler zu solchen Uniformisierungen die "universelle

Uniformisierung" zu diesen Gewichten. Dies ist eine meist

unendlichblittrige verzweigte Uberlagerung von S' durch eine

einfach zusammenhingende Fl&che, in unseren Beispielen JBz.

Mit dem Zusammensetzungs-Verfahren 6.4.4 folgt jetzt leicht
der Uniformisierungssatz von Mitsuyoshi Kato. Spezifisch fir
Geradenkonfigurationen ist nur noch die Uniformisierbarkeit
eines Blischels (6.4.3 (a)), wdhrend in Katos Originalbeweis
[Ka] explizit die in 6.3 beschriebene Konstruktion der Fun-

damentalgruppe H ausgefiihrt wird.

6.4.7. Satz. (M. Xato) K sei eine gewichtete Geraden-

konfiguration. Filir jede Gerade Li sei die Anzahl o der

singuléiren Schnittpunkte auf L. gr88er als O, und fiir die

Gewichte m, gelte

m, o= kg’V(nil PyELy + 0;22).

Dann ist K uniformisierbar.
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Beweis. PFir v=1,..,2 sei K‘v) das Bilischel aller L;
die P, enthalten, versehen mit den Gewichten n, fir die
L und 1 fir den singuliren Schnittpunkt. K(V) ist nach
6.4.3 (a) uniformisierbar. Die Vereinigung nach 6.4.4 ist

wieder K mit den urspriinglichen Gewichten. Da fir jedes p
K(U)

v L4

das ja fiir die tihrigen nicht singulér ist, die Zusatz-

bedingung (a) erfiillt ist, folgt die Behauptung. a

6.5, ABELSCHE UNIFORMISTERUNGEN

Besonders einfach werden die Betrachtungen in den vorigen Ab-
schnitten, wenn abelsche Uniformisierungen gesucht werden.
Abelsche Uberlagerungen entsprechen den Untergruppen der Fak-
torkommutatorgruppe H', die ja im Falle einer Geradenkonfigu-
ration eine sehr einfache Struktur hat (6.3.3 (b)). Eine of-

fensichtliche Bedingung ist

6.5.1. Proposition. Wenn zu der gewichteten Geradenkonfi-

guration K eine Uniformisierung existiert (die hier durchaus

auch singuldr séin darf), so gilt

m, | kgV{n, | p,€EL, )

fir alle singuldren Schnittpunkte m .

Beweis. Rach 6.3.10 ist in H' eine einfache Schleife um
Eé das Produkt einfacher Schleifen um die beteiligten Li'
fir die Ordnungen dieser Elemente modulo des definierenden

Normalteilers gilt dann die angegebene Beziehung.
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Hinreichende Bedingungen sind umsti#ndlicher zu formulieren.
Die spezielle Gestalt von H' erlaubt es aber, das Problem
auf die L3sbarkeit simultaner Kongruenzen und damit letztlich

auf elementare Arithmetik zu reduzieren:

6.5.2, K sei eine gewichtéte Konfigur=+inn aus k23 Gera-

den, die kein Bilischel bilden. Es sei
b2 -
F: 7 ox Z - ﬂ(zz/nizz) =t C
(u;v1,..,v£) - (t'l""tk)

die Z ~lineare Abbildung mit

t, = u + 3 m, v, {n;).
vaLi

F wird beschrieben durch die Matrix

1
M‘=(2M)
1

mit M = (Miv) ‘ Miv =m fir vaLi und sonst O.

In der Gruppe C sei c; = (0,..,1,..,0) das Element mit ge-
nau einer 1 an der i-ten Stelle und sonst Nullen (i=1,..,k),

fdr v=1,..,% sei dv die Summe aller c; nmit vaLi.

6.5.3. Satz. (Exigstenz abelscher Uniformisierungen)

K sei eine Konfiquration aus k>3 Geraden im 2, die nicht

alle durch einen Punkt laufen. Dann gibt es eine abelsche

Uniformisierung zu den Gewichten (n,m} genau unter den fol-

genden Bedinqungen fiir die Abbildung F aus 6.5.2:

{a) Bild P n (ZZci-!-Zch) = 0

fiir jeden Doppelpunkt Li nLj von K.
(B) BildF n (Zc,+2d) = Zm 4

fUr v=1,..,4 und alle i mit pv€Li'
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Den Satz erhidlt man sofort aus dem folgenden Lemma.

6.5.4. Lemma. Sei K wie cben. Mit den Bezeichnungen von

i = 3 ¥ s 1 =
6.5.2 sei ck+v dv' nk-bv‘mv ’ Lk_szv (v=1,..,2). AcC

sei die von allen m d, und dem Element c,+...+c, erzeug-

te Untergruppe. Dann existiert eine abelsche Uniformisierung

genau unter der Bedingung

(0) Fir jeden Schnittpunkt L fiL; (1sa,B<k+f) von K?

B
gilt
t,c,ttgcy €A = na} t, nsl ty -

Beweis. Die nur iilber K' verzweigten abelschen Uberlagerun-
gen von S' entsprechen den Normalteilern von endlichem Index
in H'. Nach 6.3.3 (b) ist H' die von einfachen Schleifen
YqreerY um die Li erzeugte abelsche Gruppe mit der defi-

nierenden Relation y1-...-yk==1. Einfache Schleifen um die

EG sind nach 6.3.10 durch das Produkt & allerxr

v = Tk+v
beteiligten Yy gegeben. Eine Untergruppe B von H', die

die geﬁﬁnschten Verzweigungsordnungen liefert, muB8 also alle
n, m

i
Y; und 6v

¥ enthalten. év wird auch mit Yty bezeichnet.

Sei nun p = L;nL‘é ein Schnittpunkt von K', 1<Sa,B<k+2t.

Hé sei die lokale Fundamentalgruppe (6.3.9), erzeugt von ?u

und ?B mit den Bildern vy, und y, unter dem induzierten

Homomorphismus xé: Ré ~ H'. Dba K kein Blischel bildet,

liegt Y orYo> im Erzeugnis einer echten QGilmenqe von

8
{yy,-./7;}, so das die einzige Relation vy, -...-y, =1 auf

<YqrYg> trivial wird. Daher ist té eine Injektion.

¢9: H' » B'/B sei der kanonische Homomorphismus. Nach
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6.4.1 (b) ist'die zugehdrige Uberlagerung genau dann nicht-
singullr, wenn fir jeden Schnittpunkt gilt
n n
' = ~Tgq ~TR
{00) ker((ptp) <Y, PYgo > .

(Die Bedingung iiber die Verzweigungsordnungen folgt hieraus.)

Wenn also irgendein B eine Uniformisierung liefert, so tut
n

das schon B = <y *] 1<a<k+2>, das dann die "universelle

abelsche Uniformisierung" liefert. Mit diesem B haben wir

flir jedes p das kommutative Diagramm

H' —> H'/B

i

———® c/A

H/
p\c

mit den offensichtlichen Homomorphismen, und (¢) ist nur eine

Umformulierung von (00). o

6.5.5. Korollar, K sei eine gewichtete Konfiguration aus

k23 Geraden, die nicht alle durch einen Punkt laufen.

(a) Notwendig fiir dié Existenz einer abelschen Uniformisie-

rung sind
(@)  n, | kgV(n_ |s#i,3)

fiir jeden Doppelpunkt Lif1L

s 7

3

(8) n; | kgv(nj |3#i, pVELj)

m | kgV(ns | P, ¢ LS)

fir jeden singuliren Schnittpunkt P, und jede
Gerade Li durch P, -

(b) Wdhlt man flr beliebige n; speziell m  als das

kleinste gemeinsame Vielfache aller n; mit p, € Li,

so sind (a) und (B) auch hinreichend fir die Exis-

Existenz einer abelschen Uniformisierung.
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(24

Beweis. (a) Sei .LiﬂLi‘ ein Doppelpunkt, a« das kgV der
restlichen n . F(a;0,..,0) mus nach 6.5.3 (a) verschwin-

den, also gilt n fa und ny | a.

Entsprechendes gilt flir einen Schnittpunkt L]." NE' : Es sei

€ = kgv(nj !pveL. »J#1i) und § = kgV(n_ lpvth} .

J
ec, - ¢ c'iv verschwindet nach Wahl von ¢, und daher gilt
n, | € nach 6.5.3 (g). Es ist F(§;0,..,0) = §d , woraus

nach 6.5.3 (B) m | § folgt.
(b): Nach Wahl der m  kann die Matrix M in 6.5.2 durch
die Nullmatrix ersetzt werden. Das Bild von F ist jetzt nach
dem Chinegischen Restsatz charakterisiert durch

(%) £, = t, (ggT(ni,nj)) fiir alle i,3 .

1 3
Es sei I"i nLj ein Doppelpunkt und ti ci+ tj cj €Bild F.
Nach (N) ist t, ein Vielfaches aller ggT(n,,n) (s#*4i,3)
und damit von
kgV ( ggT(n;,n ) | s+4i,3) = ggT (n, , kgVin_|s#1i,3) ),
woraus mit (o) t, =0 (ni} » also t.c, =0 folgt.’ tj c4 =0
gilt dann natlrlich auch, und wir haben (a) in 6.5.3 nach-

gewiesen.

Wenn Li n E\'} ein Schnittpunkt von K' ist und 1 cy + | d\, = t

in Bild F 1liegt, so gilt fiir die Komponenten

ti = X+ u
ty = " (]#i,pveLj}
t, = 0 {(sonst) , .

also nach (M) aA=0 (ggT(ni,nj)) fir diese 3 und damit wie
im Beweis von (a) A =0 (ggT ( n; . kgV{nj | 321, P, ELj)) '
d.h., A=0 (ni) nach (B). Damit gilt dann

¥ = 0 (ggT(ng,n))) (p, &Ly,
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daher u=0 (ggT (n,, kgVing | p, ¢ Lg)) und schlieBlich nach

() u=0 (m) . Damit ist auch (B) in 6.5.3 gezeigt.

6.5.86. Bemerkung. Wie im Beweis von 6.5.4 erwdhnt wurde,

definiert die Untergruppe Bild F der Gruppe C in 6.5.2

die "universelle abelsche Uniformisierung" zu den vorgegebenen

Gewichten, falls iiberhaupt eine abelsche Uniformisierung exi-
stiert. Im Gegensatz zum allgemeinen Fall (6.4.6) ist diese
Uniformisierung also endlich, und man kann die Bl&tterzahl,
d.h. die Ordnung der zu C/Bild F isomorphen Decktransfor-
mationsgruppe, ausrechnen. In vielen Fidllen kommt man mit
kleineren Graden aus; ein extremes Beispiel ist Ceva(3), wo
flir die Gewichte n=3, m(3)==1 eine zyklische Uniformisie-

rung mit Galoisgruppe 2Z/3Z existiert (6.1.5).

8.5.7. Beispiel. Flir das vollstindige Vierseit mit nij=:5
flir alle ij gibt es eine Uniformisierung vom Grad 25 :
Yij seien einfache Schleifen um die Lij in H'. ¢ seli ein

Homomorphismus von H' auf G = (E/Sznz mit den Bildern

Y40 Y41 Y34 © (1,1) Y51 - (2,4)
Yi0 0 Yq3 = (1,0) _ YoprYo3 ~ (3,2)
T23 lad (0:2) TO4 et (2:2) H

ein solcher Homomorphismus existiert, da die Yij auf der
linken Seite H' érzeugen und- die definierende Relation
(Produkt ist trivial) respektiert wird. Fiir einen Doppelpunkt
¥ L 4 3 —
Lijr‘Lrs erzeugen Yij und Yes die lokale Fundamentalgrup
pe, und man liberzeugt sich leicht, daB das Bild unter ¢ ganz

G ist. Daher ist die durch ¢ definierte Uberlagerung von

S' nichtsinguldr (6.4.1).
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8.6. UNTFORMISTERBARKEIT DER
EXZEPTIONELLEN KONFIGURATIONEN

Mit den Methoden aus den vorangegangenen Abschnitten kdnnen
die noch ausstehenden Existenzbeweise fiir Uniformisierungen zu
den hyperbolischen Beispielen in 5.3 gefilihrt werden. Dabei ge-~
hen wir natlirlich von den physischen Verzweigungsordnungen
aus, insbesondere k&nnen wir fiir das verallgemeinerte Gewicht

m: = eine Verzweigungsordnung m'v =21 auswihlen,

A Tkosaeder-Konfiguration.

n=2, m(3)==4 R m(5)=4 :

Abelsche Uniformisierungen kann es nach 6.5.1 nicht geben.
Wir wenden das Zusammensetzungsverfahren 6.4.4 an: FPlir je-
des Paar nicht durch eine Gerade verbundener Tripelpunkte gibt
es nach 6.4.3 (¢} eine Uniformisierung des zugehdrigen Dop-
pelblischels mit ni==2 flir die sechs Geraden und mv==4 fir
die beiden Tripelpunkte. Filir je zwei Finffachpunkte k&nnen
wir ebenfalls das Doppelblischel nehmen, wobei allerdings die
Verbindungsgerade entfernt werden mufi. Die Geraden bekommen
das Gewicht 2, die beiden Zentren das Gewicht 4. Zusammenset-
zen all dieser Teilkonfigurationen liefert die gewlinschten
Verzweigungsordnungen, und Bedingung (&) in 6.4.4 garan-

tiert, das die so definierte Uberlagerung nichtsingulidr ist.

n=5, m{3)==5 ' m(s)'#ﬂ H
Man kann die Bedingungen in 6.5.3 {berprlifen und so zeigen,

da8 eine abelsche Uniformisierung existiert. In diesem Fall
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kdnnen wir aber sogar eine
Uberlagerung vom Grad 25 an-

geben:

K zerfdllt in finf Dreiecke

aus Geraden Ai, Bi' Ci' WO~
Vé 57 bei in der zeichnung die A,
',/\\' durch das Zentrum laufen und

die Bi das duBere Fiinfeck,

die Ci das einbeschriebene
Pentagramm bilden. Die zuge-

hérigen Erzeugenden der abel-

schen Fundamentalgruppe H'

seien LI Bi‘ Y5 - Ein Homomorphismus ¢ auf die Gruppe

G = (ZZ/SZ‘Z)2 wird dadurch definiert, daB alle «; auf (3,3),
alle Bi auf (1,0) und alle Til auf (0,1) abgebildet
werden. Da je finf Erzeugende von jeder Sorte vorkommen, wird
die definierende Relation 3131'Y1--- “SBS.YS = 1 respektiert,
und wir erhalten wirklich einen Homomorphismus. Die einfachen
Schleifen um die Geraden bekommen die Ordnung 5, in den Flinf-
fachpunkten wird das Produkt der beteiligten Erzeugenden tri-
vial, so da8 hier keine Verzweigung ldngs ES stattfindet. Es
bléibt also die Situation in den Doppel- und Tripelpunkten zu

untersuchen.

In den Doppelpunkten treffen sich je zwei Geraden verschiede-
ner Typen. Die Bilder einfacher Schleifen unter ¢ sind daher
nach Konstruktion unabhsngig in G, und die zugehdrige Uber-
lagerung ist nach 6.4.1 (b) nichtsinguldr iiber diesen Punk-
ten. Flir die Tripelpunkte gilt das auch: 1In einem der &uBeren

Tripelpunkte treffen sich je zwei Geraden vom Typ B und eine
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vom Typ A, 80 daB eine einfache Schleife um die exzeptionel-
le Kurve auf (0,3}, die entsprechenden Erzeugenden aber auf
(1,0) bzw. (3,3) abgebildet werden. Die inneren Tripelpunk-

te behandelt man analog.

¢ definiert also eine Uniformimierung vom Grad 25. Ein klei-
nerer Grad ist auch gar nicht m8glich, da schon in Doppelpunk-
ten, Uber denen keine Singularitiiten liegen, so viele Blitter

zusammenkommen miissen.

B. G168—Konf§guration.

n=2 , m{3)w4 ’ m(4)=2 :

Abelsche Uniformisierungen gibt es nicht (6.5.1). Allerdings
existiert die Kummer-Uberlagerung zu n=2, die auch in den
Schnittpunkten das Gewicht 2 liefert. Flir jedes Paar nicht
verbundener Tripelpunkte ist das Doppelbiischel der Geraden
durch diese Zentren mit den Gewichten 2 fiir die Geraden und

4 flUr die Punkte uniformisierbar; da jeder Tripelpunkt nur
mit 3(T§3x-1) = 9 anderen Tripelpunkten verbunden ist, aber
t3==28‘ solcher Punkte existieren,‘liegt jeder Tripelpunkt in
einem solchen Doppelbflischel. Die Zusammensetzung all dieser
Ronfigurationen liefert also eine Uberlagerung mit den ge-
wiinschten Verzweigungsordnungen, und Bedingung (a) in 6.4.4

impliziert, daB8 dies tatsdchlich eine Uniformisierung ist.

n=3 , m(3)-'= m“)aB :

Hier exisitiert die Kummer-Uniformisierung vom Grad 320,
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n=4 8 2

M3 T My T
Zundchst basteln wir wie im Fall n=2 die uniformisierbare
Konfiguration mit n=2 , m(3)==8 ' m(4)==2 . Wenn wir jetzt
noch nachweisen, daf eine Uniformisierung zu n=4 , m(3)==4 ’
m(4)==2 existiert, sind wir fertig. In der Tat gibt es eine
solche abelsche Uniformisierung: Man stellt die Matrix M
aus 6.5.2 auf und rechnet die Bedingung 6.5.3 (b) £iir die

Tripel- und Viefachpunkte nach. Das ist zwar eine Menge Ar-

beit, aber lediglich lineare Algebra iiber Z/47 .

C. Hegse-Konfiguration.

n=2, m(4) =’2 und n=3 , m(4)=3

k8nnen durch Kummer-i{berlagerungen uniformisiert werden.

n=4 , m(4)=2 :

Hier gibt es keine abelsche Uniformisierung, obwohl die not-
wendigen Bedingungen aus 6.5.5 alle erfiillt sind. Beim Nach-
rechnen stellt sich heraus, daf {iber den Doppelpunkten zwangs-

ldufig Singularitdten entstehen.

Eine Uniformisierung kann man aber durch Yoshidas Differen-

tialgleichung kdnstruieren, s. 6.2.4.

D. Erveiterte Hesse-Konfiguration.

Da die Konfiguration aus der Hesse-Konfiguration KH und der

Konfiguration Kc = Ceva(3) zusammengesetzt ist, bietet sich

das Vereinigungsverfahren 6.4.4 an:
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ng = nc = 2 , mn = 2, mc = 4
zZu KH konstruiert man die Kummer-tlberlagerung mit n=2,

und zu Kc mit n=2 und m(B)-=4 bagtelt man eine Unifor-
misierung wie im Fall B, n=2. Zusammen gibt das die ge-

wiinschte (nicht-abelsche) Uniformisierung.

n, = 2, n, = 3., my = m, = 2

Mit der Kummer-iberlagerung zu n=2 fiir KH kombinieren wir
die Uniformisierung von Kc mit n=3 und m(3)==1 aus
6.1.5. Das ergibt eine abelsche Uniformisierung zu den angege-

benen Gewichten.

In den drei restlichen Flllen kann man die Existenz einer
abelschen Uniformisierung durch l¥ngere Rechnereien verifizie-
ren (6.5.3). Auch hier k8nnte ein Zusammensetzungs-Beweis
wie in den ersten Beispielen funktionieren, wenn man die Situ-

ation in den Flinffachpunkten geeignet interpretiert.

E. G360~Konfgguratzqn.

n=2 , m(3)=m(5)=4‘ ’ m“)sz :
Hier kann man wieder wie im Fall B, n=2 Doppelblischel zusam-
mensetzen.

ooo
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