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Les sefies de Poil1care pour les codes

V.E.Govorov

Codes

Soit Z un enseluble de lettres, que nous nOlnluerons alphabet. On note la longueur
d'un mot z en alphabet Z par Izl. Nous noterons compose des n10ts a et b par ab et le
compose uu ...u par uno Un IUOt u est appele prefixe d'un mot v, s'il existe un 1l10t w
tel que v = uw.Un IUOt appaTtient a un autre mot v s'il existe les n10ts UI et U2 tel que
w = UI VU2.

On dit que les lnots u et u se recouvrent si la fin de u est le COffilllencement cle v,
c'est-a-dire u = ab, v = be.

On regarde ici un schema de la codification alphabetique, c'est-a-dire on regarde l'al
phabet r~ = {Yl, ... , Yn} et a chaque sYlnbole Yi on fait correspondre un IUOt Vi dans un
autre alphabet Z = {Zl,' .. , zm} et a chaque mot Zil Zi2 ... Zik correspond un mot ViI vi2 ' ..Vik

dans Z. Les mots VI, ... ,Vn sont appeles un code de La communication.
Nous regarderons les classes suivant des dictionnaires:

1. Dictionnaire uniforme avec les IUotS de longueur egales.

2. Dictionnaire aprefix. C'est un dictionnaire Z tel que aucun 1l10t Vi n'est le com
mencemant d'un autre nlot Vj de Z.

3. Dictionnaire sans vir91l,le. C'est un dictionnaire dans lequel aucun mot Vi n 'ap
partient a l'union des 1110t VkV[.

4. Dictionnaire sans recoupement. C'est un dictionnaire dans lequel toute paire de
mots est sans des recoupements.

5. Dictionnaire aveC' un prefixe synchronisant .C'est un dictionnaire dans lequel chaque
mot commence par le mot a et tel que le mot a n'est pas une partie propre du n10t aVia.

Algebres

Soit k un corps, F un algebre associative libre avec une unite,engendn~e par les
elements de l'alphabet Z. Les codes elemcntaires engendrent un ideal P de l' algebre
F.Les eleluellts de l'alphabet Z ellgendrent un ideal I. On a R = FI P.

Les groupes d 'homologie [1J de l'algebre R sont les k-espaces vectoriels H n = H n (R, k)
= Tor~(k, k).

La serie de Poincare (Hilbert) ([2],[4]) d'un espace vectoriel grade A = ~~oAi est la
serie T(A) = ~~oditi , ou d i = dirnkAi.

Toutes les demonstrations des proprietes suivantes peuvent se trouver dans [4],[5].
0.1 Pour deux espaccs grades A et B on a T(A + B) = T(A) +T(B) - T(A n B).

0.2 Pour deux ideaux hOluogenes grades A et B de l'algehre lihre F on a T(AB)
= T(A)T(B)(1 - st)-l.

0.3 Pour l'algebre !ibre F, T(F) = (1 - st)-l.
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0.4 Pour Ull ideal A de l'algebre libre F, T(AI) = T(IA) = T(A)st.

0.5 Pour l'ideal I de l'algebre F , T(I) = st(l - St)-l

0.6 Pour taute suite exacte 0 ~ A ~ B ~ C ~ 0 avec des Inorphismes de degre 0 on
a T(B) = T(A) + T(C).

0.7 En particulier, pour 0 -t P ~ F ~ R ~ 0 on a T(R) = (1 - st)-l - T(P).

0.8 Pour deux espaces vectoriels A et B , T(A 0 B) = T(A)T(B).

0.9
H21 = pi n IP'-

1 I/plI + IP'

H21+1 = P'i n Ip l /p l+1 + IP'

0.10 En particuilier
Ho = k

H 1 = 1/12

H 2 =P/PI+IP

H3 = PI n IP/p2 + IPI

0.11 On en deduit
T(Ho) = k

T(H1) = st

T(H2 ) = ~tVi

0.12 T(R) = (~( -1)iT(To1'f(k, k)))-1
On definit une relation entre les series fonneHes : ECn ::; ~dn si pour tout n on a

Cn ::; dn

0.13 T(R)(l - st + T(H2 )) 2: 1
La demonstration de cette proposition se trouve dans [2] theorelne 8.
0.14 Le rayon r de la convergence de la serie T(R) est limite par S-1 ::; r ::; 1. Si

F =1= R on a s -1 < r.

LemnIe 0.15 n existe un homomorpisme de degree 0

Hn ~ Hn - 1 ® I/P (1)

Preuve.- Soit N = 2/+1, et u E pllnlpl\pl-l +IpII (d'apres O.9).Soit Vl,V2, ... ,Vm un
systeme generatrice de P. Le mot u est presente sous forme u = via = bw, Oll a E pi-I,

bE I\P, w E pi \ Ipl. Si Ibl;:: lVii alors Vi = bd, u = bda = bv, d'ou u = da = w E
Ip l - 1Inp l .

Montrons que l'image de u dans H 21 n'est pas O. En effet,si Ul E pi I + I pi alors
U1 E Ip l ou U1 E plI.

Si U1 E I pi, on a w = Ul E I pi ce qui n 'est pas possible d'apres le choix de w.
Si U1 E pi, on a u = bU1 E I pi I, ce qui n'est pas posible d'apres le choix de 11.
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Les classes U = Ul +pi I + I pi ,B = b+P et le correspondance u -+ b0 U definissent
l'homomorphisme (1). La demonstration pour n = 2Z est ana1ogue.

Corollaire 0.16 Si Hn = 0 aZoTs Hm = 0 P01LT tout m 2 n.

On note v(f) 1a valuation de 1a serie fannelle. D'apres 1emlue 0.15 on a
0.17 v(T(HJ)) < v(T(Hj)) i < j.

Les resultats

Lelunle 1. T(P2 j p 2n IPI) = (1 - st?T(R) - (1 - si - T(H2) + T(H3)).
Preuve.- En utilisant 0.1, 0.2, 0.4 et 0.9 on a
T( p 2j p2 n I PI) = T(P2) - T( p 2 n I PI j p2 I + I P2) _
_ T(P2 I) - T(Ip2) + T(P2 In Ip2Ij p3 + Ip2 I)+
+T(P3) + T(Ip2I) - T(P3 n Ip2 I j p31+ Ip3)_
-T(P3 I) + T(Ip3) - T(P3 In Ip3 j p 4 + Ip3 I) + ... =
= T(P2) - 2stT(P3) + T(P3) + s2t2T(P2)_
-2stT(P2) - 2stT(P4) + s2t2T(P3) - ... -
-T(H4) + T(Hr;} - T(H6 ) + =
= (T(P2) + T(P 3

) + T(P4) + )(1 - st? - T(H4 ) + T(Hs) - T(H6 ) + ... =
= T 2(P)(1 - st) + T 3(P)(1 - st)2 + T 4 (P)(1 - st)3 + ... )(1 - st)2-
-T(H4 ) +T(Hs) - T(H6 ) +... =
= «1 - st?T(P)2)j«1 - st)-l - T(P)) - 1 + st - T(H2) + T(H3 )

-T(H4 ) + T(Hs) - T(H6 ) + ... + 1 - st + T(H2) - T(H3 )

La substitution de 0.7 et 0.12 donne
T(P2 j p2 n I PI) = «1 - st)2T2(P))jT(R) - (ljT(R))+
+1- st + T(H2 ) - T(H3 ) =
= «1 - st)2(T2(P) - (1 - st)-2))T- 1 (R) + 1 - st + T(H2 ) - T(H3 ) =
= (1 - st?«l - st)-l + T(P)) + 1 - st + T(H2) - T(H3 ) =

= -(1 - st)2T(P) + T(H2) - T(H3 ) =
= -(1 - st)3«1 - st)-l - t(R)) + T(H2) - T(H3 ) =

= T(R)(l - st)2 - (1 - st + T(H2) - T(H3)).

Lelunle 2. Soit Z un dictionnaire unifoT1ne de degTec r, aZoTs deg(l - st + T( H2) 
T(H3 )) < 2r.

Preuve.- D'apres 0.11 on a deg(T(H2)) = 1". Si deg(T(H3)) ~ 2r il existe an luot
w E PI n IP \ p2 + IPI (voir 0.10) deg(w) 2 2r. Dans ce cas w = Via = bVj, OU
Vi, Vj E V, a, bEI, mais deg(vJ) = r,donc deg(a) 2 r et a = CVj. La substitution de u dans
w donne tu = ViCVj E p2 ce qui n'est pas possib1e

Corollaire. La Jonction des coeiJicients de La 3ene de PoincaTe J(n) = dns- n est
une Jonction nconvexe n pour n > 2r.

Preuve.- D'apres 1e 1emlne 2 pour n 2 2r 1es coefficients de 1a serie (1 - st)2T(R) ne
sont pas negatif,parce qu'i1s sont 1es coefficients de 1a serie T(P 2 j p 2 n IP I).L'inega1ite
(1 - st?T(R) 2: 0 est equivalent a un systeme d'inegalites
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dn - 2sdn- 1 + s2dn_2 2:: 0, OU

dns- n - 2dn_1s-(n-l) + dn_2s-n- 2 2:: 0
L'egalite est possible seulement pour P = 0 DU P = p.

Lenune 3.Soit V un dictionnaire uniforme de degre T et de longueur 1'n. Les termes
initiaux de T( R) .wnt les suivante.~:

T(R) = 1 + st + s2t2 + ... + sr- 1 t r- 1 + (sr - m)tr + ...
Preuve.- D'apres 0.11 et 0.12 T(R) = (1 - st + 1'nTr + ... )-1. La division acheve la

demonstration.

Theorelne 1. Pour un ideal P de l'algebre libre F,engendre par un systeme reduit
fini de mots les conditions suivantes sont equivalentes:

1. Un systeme de generateurs de Pest un dictionnaire sans recoupements.
2. H3 (R, k) = O.
3. PI n I P = p 2 + I PI
4. T(P2/ p 2 n IPI) = T 2(H2)T(R)
5. T(R) = (1 - st +T(H2))-1
Preuve.- 1 => 3 .Soit u un mot de PI n IP \ IPI. Alors u = Via = bVj ,Vi,Vj E V. Si

lai< IVj I on a Vj = ca, Vi = be, mais c'est un recoupement, ce qui contredit hypothese faite
sur P. Si lai 2: IVj Ion a a = CVj et u = ViCVj E p 2. On a demontre que P InIP c P2+IPI.
L'inclusion reciproque est evidente.

3 => 1 . Par hypothesePI nIP = p2 + I PI. Soit Vi et Vj deux mot du dictionnaire V
avec un recoupement maximal, c'est-a-dire Vi = ab, Vj = bc et la longueur du mot abc est le
plus petit possible.Alors abc E PInIP = p 2 +IPI. Si abc E p 2 on a abc = ViC = PVkqVIT,
Olt Vk, VI E V.Attendu que c ~ P la reduction ac donne Vi = PVkZ ,ce que contredit a le fait
que le systeme des generateurs de Pest reduit. Si abc E IPI, ViC = PVkq, Vk E V, p, q E I
il y a deux possibilites:

a)lcl :S Iql . La reductioll a c donne la contradiction avec le fait que le systeme des
generateurs est reduit.

b)lcl > Iql. Apres la reduction a q on a un recoupement des nl0t Vi et Vk plus grand
que eelui de Vi et Vj : ViC' = PVk. En effet IVic'l = IVicl - Iql = labcl - Iql < labcl. Done le
dictionnaire V est sans recoupement.

2 <=} 3 . Voir 0.10.

2 => 5 . Si H 3 = 0, alors d'apres 0.16 pour taut i 2:: 3 H i = 0 et 5 resulte de 0.11 et
0.12.

5 => 2. D'apres 5 et 0.12 on a T(Ho) - T(H]) +T(H2) - T(H3 ) + ... = T(Ho)
T(H1 ) + yr(H2). Donc -T(H3 ) + T(H4 ) - T(Hs ) + ... = O. D'apres 0.17 c'est possible
seulenlellt dans le cas : H 3 = H 4 = ... = 0

5 => 4 . La substitution cle T(R) dans le lelnme 1 donne
T( p2 / p2 n I PI) = (1 - st? / (1 - st + T(H2)) - (1 - si - T(H2)) =
((1 - st)2 - (1 - st)2 +T 2 (H2 ))/(1 - st +T(H3 )) = T 2 (H2 )T(R).

4 => 1 . Definissons un homomorphisme d'espaces vectoriels:
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par <p(Vi 0 l' + P ® Vj) = VirVj + I PI Oll l' E F \ P, Vi, Vj E V. Cette definition est
eorreete paree que ViPVj C p3 C I PI. L'homomorphisll1e <p est surjeetif puisque tout
element de pZ n'est pas d'espeee Vil'Vj appartient a p zI + I p z C I PI. D'apres 0.3 on a
T(Hz ®RQ)Hz) = TZ(Hz)T(R) et d'apres l'hypothese T(Hz Q)R®Hz) = T(PZ/ pZ nIPI).
Done<p est un isolnorphisme. Suposons qu'il existe un reeoupement des mots Vi et Vj, e'est
a-dire vi = ab,vj = be, Ibl > O. Alors cP(ab ® e + P Q) ab) = abeab + IPI = aViVj + IPI C
I pZ + I PIe I PI. DOllc le noyaux de 1> =1= 0 ce qui n'est pas possible. Par consequent le
dictionnaire V est un sans recoupenlent.

TheorEnne 2. Pour un ideal P d'algebre libre F, engendre par un dictionnaire V
uniforme de degre r et de longueur 1n fes conditions suivantes sont equivalentcs:

l.Le dictionnaire V est sans virgufe.
2. v(H4 ) > 21'.
3. v(pZ n I PIIp ZI + I P Z ) > 21'
4. Le coefficient de t2r dans La serie T( p2 / pZ n I PI) est 1nz.
5. dZr-2sdzr-l +szdzr_z = (S2 - dr?
Preuve.- 1 :::} 3 .Soit w E p 2 n I PI / p2 + I p 2 un elelnent de valuation :S 21'. Les

generateurs sont de degre 1', donc V(10) = 21'. Dans ce eas on a des relations: w = Vi Vj =
avkb , Oll vi, Vj, Vk E V, a, bEI. 11 en resltlte que le dietionaire V n'est pas sans virgules.

3 :::} 1 . Suposons que V n'est pas un dictionaire sans vir,g;ules. Dans ce cas il existe du
mots Vi, Vj, Vk E V, a, bEI, tels que w = ViVj = avkb E p2 n I PI. Le mot w n'appartient
pas a p 2 I + I p 2 paree que la longueur IwI de 10 est 21' et tous les mots de p zI + I pZ
out une longueur superieure a21'. 11 en resulte que l'espaee vectoriel p Z nIPI/ p2 I + I pZ
possede des eh~ll1ents de valuation 21'.

3 <=} 2. Voir 0.10.L'isolll0rphislne 0.10 fait de V une base de l'espase veetoriel
Hz = PIPI +IP. En utilisant ce isonl0rphisme definissons un homomorphislne d'espaces
veetoriels:

Oll cP(Vi ® Vj) = ViVj + IPI.
Compte-tenu de la presentation des elements de p Z de degre 21' sous la fonn ViVj , cP

est surjective.

4 :::} 1 . D'apres 0.8 on a T(Hz Q)Hz) = TZ (Hz) = r12z Par hypothese on a T((PZ Ipz n
IPI)zr) = m Z = T(Hz ® Hz), et <p est un isomorphisIlle en degre 21'. Si le dictionnaire V
n'est pas sans virgules, il existe des Inots Vi, Vj, Vk E V, a, bEI tels que ViVj = avkb. Mais
dans ce cas <p(Vi Q) Vj) = ViVj + I PI = avkb + I PIe I PI. Alors ke1'cP =1= 0 et cP n'est pas
un isomorphisme.

1 :::} 4. Si T((PZ/ pz n I P Ihr) < 1nZt Zr = T(Hz 0 Hz), il existe des Inots Vi, Vj E V
tels que 4J(Vi ® Vj) = 0, c'est-a-dire ViVj E pz n IPI. DOlle ViVj = avkb et V n'est pas un
dictionnaire sans virgules.

4 {:} 5. Campte-tenu du lemlne 3 on a dr = sr - 1n, cl'oll 1nz = (sr - dr)Z. 11 suffit de
prouver que les eoefficients des series T(PZ/ p z nIPI) et T(R)(l- st)Z sont egaux. D'apes
lemme 1

T(P2 / p2 n I PI) = T(R)(l - st)Z - (1 - st - T(Hz) + t(H3 ))
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D'apd~s le le1n1ne lIes derniers tennes de cette relation ont des degres superieurs a
2r, done T(P21p2 n IPI)2r = (T(R)(1 - st)2)zr'

Theoreme 3. Soit a un mot de longueuT p et V un dictionnaire maximal avec
le prefixe synchronisant a , forme de mots de longueuer p + q. Soit P l'ideal engendre
par a. AloTS Je nombre des codes du dictionnaire V est egal au coefficient C r de la serie
T(R)(1 - st)2t-p ou R = FIP.

Preuve. - Considerons les mots w = aza tels que a n'appartient pas a l'interieur de
w. Ces mots engendrent l'espace p 2 I p2 n I PI, dont la serie de Poincare etait caleule au
lemme 1. Soit W le dictionnaire intermediaire W = {ava E p 2

\ p 2 n IPI}. C01npte-tenu
du lemme 2 le cardinalO de l'ense1nble des nl0ts de l'V de la longueur 2p + q est egale an
eoeffeient a C2p+q de la serie T(R)(1 - st)2.

On peut definir le dictionnaire V de la fac:;on suivante V = {avlava E lV} , c'est-a-dire
le cardinal de l'ensemble des mots de longueur 2p +q de West egale au cardinal des mots
de longueur p + q de V.

Matrices

Soit F un algebre libre sur nn eorps k, engendree par les elements d'un alphabet
Z = {x 1 , ... , X., }. Soi t P un ideal de F engendre par les codes elementaires. Dans ce qui sui t
nous supposons que V est un dictionnaire uniforme de degTe r. Soit!vI = {Ul, 112, ... , ud
l'ense1nble de mots de longueur l' - 1, et I = sr-I. Designons par M n ( ud l'ense1nble
des mots de longueur n 2:: I, n'appartenant pas a l'ideal P avec le dehnt Uj. Soit qni le
nombre des elements de l'ensemble Iv!n ( U i ). Alors les coefficient de la serie de Poineare
T(R) s'acrirent de la fa~on suivante:

(2)

Chacun produit x jM(Uk) appartient a l'ideal P (si x jUk E P ) ou a un des ensembles
Mn+1('lLk) (si XjUk = UjXI ~ P), done

Mn+1(Uk) = U XiMn(Ui)
iETj

(3)

Oll Tj = {ilujxp = XkUi ~ P}. C0111nle les ense1nbles XkHn(Ui) sont desjoints si les Ui sont
distincts on a

ou
(4)

OU Aii = 1 si i E Ti et Aii = 0 si i tt Tj

Designons par A une nlatrice avec les elements Aij et X;: = {qnl, qnZ, ... , qnd alors

X~+l =XJA

Designons par eT le vecteur (1,1, ... , 1), alors (2) s'ecrit

dn = X~Ae
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et en vertu de (5) on a

X T T
OU, comlne r+l = e on a

dr = eT Ae

dr+l = e
T A2

e

d - TA n - r +1
n - e e

(6)

Soit llAllle norme de la Inatrice A defini par IIAII = ~Iaijl . En utilisant cette notation
deduit de (6) les relations suivantes:

dr = IIAII

dr+l = IIA
2

11

11 en resulte
T(R) = 1 + st +... + sr- 1t r

-
1 + ~~rIIAi-r+lllti.

Comole IIA +BII = IIAI t + IIBII pour les lllatrices non negatives,on a

T(R) = 1+si+ ... +sr
- 2t,:"-2+IIEllt r

- 1+ E~rIIAi-r+lllti = 1+st+ ... +s r - 2tr - 2+
11(E - tA)-11It r- 1 = (1 - sr-1t r- 1 )/(1 - st) + 11(E - tA)-11It r- 1 .

Maintenant on peut construire la nlatrice A de la maniere suivante. Indexons les lignes
et les colonnes par les mots U 1, U2, ... , U I de longuer l' - 1. On met 1 a l'intersection de la
i-eme ligne et de la j -eme colonne s'il existent des lettres de l'alphabet Z tels qu'on ait
la relation XpUj = UiXq et tel que cet element n'appartienne pas au dictionnaire V. Les
autres elcoefficint de A sont O.

Exanlple. Soit Z l'alphabet consistant des deux lettres a et b et V un dictionnaire
consistant des trois mots a3

, a2 b, ab2
• Alors

A= (! 0 0

1)0 1
1 0
0 1

Pour un dictionnaire vide on a

Q= (! 1 0

n0 1
1 0
0 1
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Dans ce qui suit nous designons par Q la lnatrice corespondante au code vide.Dn
matrice A est obtenue ce fonne de Q en remplacant 1 par 0 ponr les i et les j que Xp'lLj ==
'lLiXq E P.

Pour les dictionnaires de degre 2 la lnatrice Q a l'orclre s avec qij == 1 pour tout i et
).

Pour les relations de clegre 3 on a

1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0 0

Q==
0 0 0 0 0 0 1 1 1
1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1 1

On verifie imlnediatement que Q~ == Z ,ou Z est une matrice clont tous les elements
sont 1.

Les proprietes suivantes sont des consequences immediates de la definition de la ma
trice Q:

Qr-l == Z

Qr-l+i == si Z

Qe == sc, eTQ == seT

eTQe == sr

ou eT == (1, 1, ... , 1)
Pour des matrices C et D avec les elelnents non negatifss on a:

llQC11 == IICQII == sllCII

(8)

(9)

(10)

(11 )

(13)

IICZDII == IICIIIIDII
Dans ce qui suit nous utiliserons une matrice ..J[ == Q- A , dont les elements sont aussi

oou 1.

TIH~orellle 4. Pour un ideal P de l'algebre libre F, engendre par un dictionnaire 11
uniforme de degre r et de longueur m les conditions suivantes sont equivalentes:

1. Le dictionnaire 11 est sans virgule.
2. La matrice X == Q- A verifie les relations suivantes : X Qi X QjX == 0, i +j == r - 2.
3.La matrice X == Q - A verifie la relation s'll,ivante : X(( Q - x)r-l - Qr-l)X = O.
Preuve.- 1 {::::::::} 3. La relation 5 du teoreme 2 peut s'ecrire de la luaniere suivante:

(15)

EIl vertu de (11),(6),(12) on a (sr - dr)2 == (eTQe - eTAe)(etQe - eTAe) == == eT(Q 
A)eeT(Q - A)e == eT(Q - A)Z(Q - A)e
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La partie gauche de (15) d'apres (10) est eT(Ar-l (A - sE)r)e = eT(A - sE)Ar-l (A
sE)e = eT(A - Q)Ar-l (A - Q)e

La comparaison des deux expressions obtenus donne

eT(Q - A)(Z - Ar- 1 )(Q - A)e = 0

Oll

eTX(Qr-l - (Q - x)r-I)Xe = 0 (16)

Avec Q > Q - X,on a Qr > (Q - x)r et Qr-l - (Q - Xy-l ;::: O.
Toutes les matrices de l'expression (16) n'ont pas des coefficient negatifs, donc (16)

est equivalent ci la condition 3 du theoreme.

2 ==> 3. Comme Q 2: .J\ la relation

(17)

on voit qu'en remplac;ant Q par X dans (17) on obtient zero. COInIne la lnatrice (Q 
x)r-l - Qr-l est fonne de produits de cette sort, elle est nulle.

3 ==> 2. COllilue Q 2: Q - X ,il en resulte
Qi(Q _ X)Qj 2: (Q - x)r-l, i + j = r - 2.
D'ou
o< X(Qr-l - Qi(Q - X)Qj)X ::; X(Qr-l - (Q - x)r-l)X
Par hypothese la partie gauche de cet te relation est 0, done 0 = X (Qr-l _ Qi (Q 

X)Qi)X = X(Qi(Q - Q + X)Qi)X = QXiQX J X

Theorenle 5. Pour un ideal P de l'algebre libre F, engendre par un systeme reduit
fini de mots, les conditions suivantes sont equivalentes:

1. Un systeme de generateurs de Pest 'ltn dictionnaire sans reco'ltpement.
2. La matrice X = Q - A J corespondant cf, l'algebre R = F / P verifie les conditions

XQiX = O,i = 0,1, ...1'-1.
3. La matrice X = Q - A verifie les conditions: X( Qi - (Q - X)i) = 0, i = 1,2, ...7'-1
Preuve. . 1 <==> 3, Dans ce cas on a T(H2 ) = 1nt r (voir (0.10)), et la condition 5

du theoreme 1 peut s'eerire cle la luaniere suivante:
T(R) = (1 - st + 7nt r )-1.
Pour les coefficients de la serie T(R) cela signifie

d n - sdn - 1 + mdn - r = ° (18)

Les coefficients dn et m on peuvent s'ecrire de la lnaniere suivantej
dn = sn pour n ::; r - 1
dn = eT An-r+l e pour n < r - 1
m = eT(Q - A)e = eT Xe (d'apres (6)).
Considerons trois eas :
a) n :S r - 1. Les relations (18) se transforment en dn = sdn - 1 •

b) r ::; n ::; 2r - 1 . Soit i = n - l' alors les relations (18) out la forme eT (An-r+l 
QAn-r)e = _eTX esi . En rcmplac;ant Q - A par X et sie par Qi e et en utilisant (10)
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on a eTXAn-r e = eTXQi e ou eTX(Qi - Ai)e = 0 et ear toute les lnatrices n'ont pas des
coefficients negatifs, done la relation est equivalente a la suivante :

(19)

c) n > 2r, i = n - 21' + l.Dans ce cas la relation (18) peut s'ecrire eT(Au-r+l 
QAn-r)e = eT.YeeT An-2r+l e

En vertu de (8),(12) eeT = Qr-l, done eT(Ar+i _QAr+i-l +XQr-l Ai)e ou X(Ar-l_
Qr-l )Ai = O.

Cette relation est un consequence de (19) . Toutes les transfonnations sont invertibles,
c'est-a-dire on peut ecrire des relations entre lnatrices comme des relations de type (19).

2 ~ 3. Ecrivons les relations clont il faut clelnontrer l'equivalence.

et

X 2 = 0

XQX=O

XQr-2x = 0

XQ=X(Q-X)

XQ2 = JY(Q - X)2

XQr-1 = X(Q _ x)r-l

(20)

(21)

TI est evident, que les relations des premieres lignes de (20) et (21) sont equivalentes.
Supposons, qu'on a deja demontre l'equivalence des i premieres relations.Alors,

X(Q - X)i+l = X(Q - X)i(Q - X) = XQi(Q - X) = XQi+l - XQiX.

Il en resulte que la relation
X(Q - X)i+l = XQi+l - XQiX = XQi+l

est equivalente a

XQiX = O.

Constructioll des codes sans recoupement

Soit V un code binaire, c'est-a-clire V = {a, b}. Cherchons un dictionnaire sans
recupelnent ayant le type aub. Qela ne restreint pas le problbne car les nl0ts aua,bub
recupent eux-Ineme et les lnots aub et bva recoupent mutiellement Avec cette restriction
la matrice X est
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0 Xl 0 0 0 0 0 0
0 0 0 Xz 0 0 0 0

Q= 0 0 0 0 0 0 0 Xp
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

OU Xi = 0, 1,p = 2r
-

Z . Regardons le produit XCX = D pour une lnatrice CI. Les elements
de D peuvent s'ecrire de la fac;;on suivant :

dij = XiCZijX j = Xi x jCZij

Considerons les matrices

( XIXI
XlXZ XIX p

)X(2) = X2;XI
XZXz xzxp

XpXI xpxz xpx p

et

C
21 CZ2 cZp

)C41 C42 C4 p
G' =

C2:PI CZ p2 cZ pp

Dans ce cas la matrice D s'ecrit D = ..\""(2) * C' ou * est la multiplication des luatrices
elt~ment par element.

Calculons les matrices E' ,Q' ,( QZ)' ,... (Qr-Z)' :

0 1 0 0 0
0 0 0 1 0

E'= 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

La structure des autres luatrices est simple mais volumineuse,c'est pourquois je ne les
donne que pour n = 4.
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0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0

Q'=
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 1 1

(Q2)' =
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 ° 1 1 1 1
0 0 ° ° 0 ° ° 0

° ° 0 0 1 1 1 1
0 ° 0 0 0 0 0 0

Dans ce cas l'equation X 2 = °est equivalente au systeme suivante:

Xl X2 = 0, X2 X 4 = 0, X3X6 = 0, X4 X a = °
L'equation XQX = 0 est equivalente au systerne suivante:

Xl X3 = 0, Xl X4 = 0, X2 X 7 = 0, X2 X S = °

et comme Ia solution consiste on des nOlllbres non negatifs,on a

(Xl +XS)(X3 +X4) = 0

(X2 + X6)(X7 + xs) = °
L'equation XQ2 X =°est equivalente au systelue suivant:

XIXS = 0, XIX6 = 0, XIX7 = 0, XIXS = °

XSXs = 0, XSX6 = 0, XSX7 = 0, XSXs = °

Oll (Xl + X3 + Xs + X7 )( Xs + X6 + X7 + Xs) =°
Dans le cas general, notons

GI (Xl, X 2 , Yl , Y2) = Xl Y2 ,
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et par n~currence, si
GN ( Xl, ~l:: Z , ... , x p, y1 , yz , ... , Yp)

est d6ja definie, posons

Le systeme des equations pour trouver des dictionnaires sans recoupernent est le suivtLnt :

(24)

DU les composantes de ..Y sont 0 DU 1.
Comlne nous nüus interessolls aux matrices, dont les elements sont 0 ou 1, c'est plus

commode d'utilizer les fonctions boolienne. Avec cette notation on a

LN+1 ( Xl, X Z , •.• , X Zp, y1 , yz , ... , yz p) =

+XIYZ V XZY4 V ... V X pY2p·

La relation (24) est equivalente a

(25)

La fonne normale conjonctive de la fonction LN(X, X) donne tüus les dictionnaires sans
recoupement. Enumerons tous les mots conlffie des nombres decimaux. Par exanlple, un
code {7,18,23} corespolldellt ci {000111 , 010011 , OlOlll}.Tout les codes sans recoupe
lnents de degre 6 sont les suivants:

{1},{3l},
{3,5},{15,23},
{11,13,15},{7,11,13},{5,7,13} 1{5,13,15},{7,19,23},
{7,11,19},{3,19,23} {3,11,19}.
11 y a a peu pres 100 dictionnaires sans recoupelnellts de degre 7. Pour trouver Ull

dictionnaire on peut fixer un partie des variables. Par eXaInpIe, si x Zi+ 1 = 0 ,yz k _ j = 0
pour j < 2k - 2 alors
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Lo = (X6 V X22 V X38 V X54)(V45 V Y46 V Y47 V Y48)V

(X6 v X38)(Y23 V Y24) V (XI0 V X42)(Y39 V Y40)V

(X12 v X44 )(V47 V Y48) V XaY12 V XIOY20 V X12Y24 V

X18Y30 V X20Y40 V X22Y44 V X24Y46

Une teIle L6 est accessible pour trouver sa forme conjonctive. Un dictionnaire trouve
par ce moyen est le suivant:

{ 3,19,23,35,43,67,75,83}
Enfin,le problelue se trouver des dictionnaires sans recoupement peut se regarder

comme le problelue de trouver max(Exd pOUT GN (X, X) = 0 . Un dictionnaire de degn~

10 , trouve par ce Inoyen est le suivant:
{341,343,347 ,340,351,361,365,367,373,375,379,381 ,383,427,429,431 ,437,439,443,
445,447,469,471,475,477,479,491 ,493,405,501,503,507,509,511}.
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