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Les series de Poincaré pour les codes

V.E.Govorov

Codes

Soit Z un ensemble de lettres, que nous nommerons alphabet. On note la longueur
d’un mot z en alphabet Z par |z|. Nous noterons composé des mots a et b par ab et le
composé uu...u par u”. Un mot u est appelé préfize d’'un mot v, s’il existe un mot w
tel que v = uw.Un mot appartient a un autre mot v s’il existe les mots u; et uy tel que
W = U VU,

On dit que les mots u et u se recouvrent si la fin de u est le commencement de v,
c’est-a-dire u = ab,v = be.

On regarde ici un schema de la codification alphabétique, c’est-a-dire on regarde I’al-
phabet Y = {y1,...,yn} et & chaque symbole y; on fait correspondre un mot v; dans un
autre alphabet Z = {z;1,...,2m } et a chaque mot 2;; 2;5...2;; correspond un mot v;3vi2...vik
dans Z. Les mots vq,...,v, sont appelés un code de la communication.

Nous regarderons les classes suivant des dictionnaires:

1. Dictionnaire unt forme avec les mots de longueur égales.

2. Dictionnaire a préfiz. C’est un dictionnaire Z tel que aucun mot v; n’est le com-
mencemant d’un autre mot v; de Z.

3. Dictionnaire sans virgule. C’est un dictionnaire dans lequel aucun mot v; n’ap-
partient a l'union des mot viv;.

4. Dictionnaire sans recoupement. C’est un dictionnaire dans lequel toute paire de
mots est sans des recoupements.

5. Dictionnaire avec un préfize synchronisant .C’est un dictionnaire dans lequel chaque
mot commence par le mot a et tel que le mot a n’est pas une partie propre du mot av;a.

Algebres

Soit k& un corps, F' un éalgebre associative libre avec une unitéengendrée par les

éléments de l'alphabet Z. Les codes élémentaires engendrent un ideal P de l'algebre
F.Les éléments de I'alphabet Z engendrent un idéal I. On a R = F/P.

Les groupes d’homologie [1] de ’algebre R sont les k-espaces vectoriels H, = Hp(R, k)
= TorR(k, k).

La série de Poincaré (Hilbert) ([2],[4]) d’un espace vectoriel gradé A = £2;4; est la
série T(A) = ER,d;t' , o d; = dimyA;.

Toutes les démonstrations des proprietes suivantes peuvent se trouver dans [4],[5].

0.1 Pour deux espaces gradés A et Bona T(A -+ B) =T(A) +T(B)-T(AN B).

0.2 Pour deux idéaux homogenes gradés A et B de 'algébre libre F on a T(AB) =
=T(AT(B)(1 — st)~ 1.
0.3 Pour I’algeébre libre F, T(F) = (1 — st)™!.
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0.4 Pour un idéal A de Dalgébre libre F', T(AI) = T(IA) = T'(A)st.
0.5 Pour 'idéal I de l'algébre F' |, T(I) = st(1 — st)~!
0.6 Pour toute suite exacte 0 - A —+ B — C — 0 avec des morphismes de degré 0 on
aT(B)=T(A)+T(C).
0.7 En particulier, pour 0 = P - F - R — 0on a T(R) = (1 —st)~! — T(P).
0.8 Pour deux espaces vectoriels A et B, T(A® B) = T(A)T(B).
0.9
Hy =P nIP'I/P'I+IP!
H21+1 = P! ﬂIP'/P“"l -+ IP!
0.10 En particuilier
Hy =k
Hl = I/I2
H, =P/PI+1IP
Hy =PINIP/P*+IPI

0.11 On en déduit

T(Hy) = k
T(Hl) = st
T(H,) = ©t”

0.12 T(R) = (S(=1)'T(Torf(k, k)))™?

On définit une relation entre les séries formelles : ¥e¢, < d, si pour tout n on a
cn Sdp

0.13T(R)(1 - st+T(Hz)) 21

La démonstration de cette proposition se trouve dans [2] théoréme 8.

0.14 Le rayon r de la convergence de la série T(R) est limité par s™! <r < 1. Si
F#Ronas™! <r.

Lemme 0.15 Il eziste un homomorpisme de degreé ()
Hy > H,_1 ®I/P (1)

Preuve.- Soit N =21+ 1, et w € P'INIP!\ P'=! + IP!'I (d’aprés 0.9).Soit v, v, ..., v un
systéme génératrice de P. Le mot u est presenté sous forme v = v;a = bw, ot a € P'™!,
be I\P,we P'\IP'. Si|b > |v;| alors v; = bd, u = bda = bv, ot v = da = w €
IP-lrn Pl

Montrons que 'image de u dans Hyy n’est pas 0. En effet,;si u; € P'T + IP! alors
uy € IP' ou uy € P'I.

Siwuy € IP!, onaw=1wu; €IP'cequin’est pas possible d’aprés le choix de w.

Siu; € P',on au=bu; € IP'I, ce qui nest pas posible d’apres le choix de w.
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Les classes U = uj + P'I+ IP' B = b+ P et le correspondance u — b® U définissent
I’homomorphisme (1). La démonstration pour n = 2! est analogue.

Corollaire 0.16 St H,, = 0 alors H,, = 0 pour tout m > n.

On note v(f) la valuation de la série formelle. D’aprés lemme 0.15 on a
0.17 »(T(H;)) < v(T(Hj)) i < j.

Les résultats

Lemme 1. T(P?/P?NIPI)= (1~ st)?T(R) - (1 — st — T(H,) + T(H3)).
Preuve.- En utilisant 0.1, 0.2, 0.4 et 0.9 on a
T(P?/P*NIPI)=T(P*)-T(P*NIPI/PI +IP?)~

—T(P*I) - T(IP*)+ T(P*INIP*I/P® + IP*I)+

+T(P*) + T(IP*I) - T(P*NIP*I/P*I +IP%)-

—T(PPI)+ T(IP¥)—T(P3INIP3/P' + IP* ) + ... =

= T(P?) — 2stT(P3) + T(P®) + s*2T(P?)~

—2stT(P?) — 2stT(P*) + 242 T(P3) — .-
—T(Hy)+T(Hs)-T(Heg)+ ... =

=(T(P))+T(P*)+ T(P*") + ..)(1 — st)® = T(Hq) + T(Hs) — T(Hs) + ...
=T%(P)(1 —st) + T*(P)(1 — st)? + THP)(1 — st)® 4 ..)(1 — st)2—
—T(Hy)+T(Hs)—T(Hg) + ... =

=((1 - st)*T(P))/(1 —st)™' =T(P)) = 1+ st — T(H;) + T(Hj)—
—T(H4) + T(Hs) — T(He) + ...+ 1 —st -+ T(Hz) - T(H;;)

La substitution de 0.7 et 0.12 donne
T(P:/P*NIPI)=((1-st)*T*P))/T(R) - (1/T(R))+
+1—st+T(Hy)—T(H3) =

=((1 = st))(THP) -~ (1 = st) NI Y R)+1—st+ T(H)—T(H;3) =
=1 -st)2((1=st) '+ T(P))+1—st+T(Hy) —T(H3) =
—(1-st)*T(P)+ T(H;) — T(Hs) =

~(1— st)*(1 = st)™) — H(R)) + T(Ha) — T(Hy) =

= T(R)(1 — st)? — (1 — st + T(H,) — T(Hs)).

Lemme 2. Soit Z un dictionnaire uniforme de degreé r, alors deg(l — st + T(H,) —
T(Hg)) < 2r.

Preuve.- D’apres 0.11 on a deg(T(Hy)) = r. Si deg(T(H3)) = 2r il existe un mot
w € PINIP\ P? + IPI (voir 0.10) deg(w) > 2r. Dans ce cas w = vija = bvj, ol
vi,v; € V,a,b € I, mais deg(v;) = r,donc deg(a) > r et a = cv;. La substitution de « dans
w donne w = v;cv; € P? ce qui n’est pas possible

Corollaire. La fonction des coefficients de la serie de Poincaré f(n) = dp,s™" est
une fonction “conveze” pour n > 2r.

Preuve.- D’aprés le lemme 2 pour n > 2r les coefficients de la série (1 — st)2T(R) ne
sont pas negatif,parce qu'ils sont les coefficients de la serie T(P?/P% N IPI).L'inegalité
(1 — st)®T(R) > 0 est équivalent a un systéme d’inegalités
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dp — 2sdn_1 + s2d,u—2 2 0, ou
L’égalité est possible seulement pour P = 0 ou P = I,

Lemme 3.50it V un dictsionnaire uniforme de degré v et de longueur m. Les termes
initiauz de T(R) sont les suivantes:

T(RYy=1+4st+ 22+ ..+ "1 4 (s" —m)t" + ...

Preuve.- D’aprés 0.11 et 0.12 T(R) = (1 — st + mT" +...)"!. La division achéve la
démonstration.

Théoreme 1. Pour un idéal P de Ualgébre libre F,engendré par un systéme réduit
fint de mots les conditions suivantes sont équivalentes:

1. Un systéme de générateurs de P est un dictionnaire sans recoupements.

2. Hy(R,k)=0.

3. PINIP=P?4+IPI

4. T(P*/P?NIPI)=T?*(H,)T(R)

5. T(R) = (1 —st+ T(H))™!

Preuve.- 1 = 3 .Soit v un mot de PINIP\ IPI. Alors u = via = bv; yvi,v; € V. Si
la| < |vj| on av; = ca, v; = be, mais ¢’est un recoupement, ce qui contredit hypothése faite
sur P. Sila| > jv;]onaa = cvj et u = vicv; € P2. On a demontré que PINIP C P?+IPI.
L'inclusion réciproque est évidente.

3 = 1. Par hypothésePINIP = P? + IPI. Soit v; et v; deux mot du dictionnaire V
avec un recoupement maximal, c’est-a-dire v; = ab, v; = bc et la longueur du mot abe est le
plus petit possible.Alors abc € PINIP = P? 4+ IPI. Si abc € P? on a abc = vic = purqur,
ol v, v; € V. Attendu que ¢ ¢ P la réduction a ¢ donne v; = puvgz ,ce que contredit a le fait
que le systeme des générateurs de P est réduit. Si abc € IPI,vjc = pugg,vx € Vip,q € I
il y a deux possibilités:

a)le] < |gq| . La reduction & ¢ donne la contradiction avec le fait que le systeme des
générateurs est réduit.

b)|c| > |g|. Aprés la réduction a ¢ on a un recoupement des mot v; et vx plus grand
que celui de v; et vj : vic' = pv. En effet |vic'| = |vic} — |q| = |abe| — g} < |abe|. Donc le
dictionnaire V est sans recoupement.

2 & 3. Voir 0.10.

2= 5. Si Hy = 0, alors d’apres 0.16 pour tout ¢ > 3 H; = 0 et 5 résulte de 0.11 et
0.12.

5= 2. Dapres 5 et 0.12 on a T(Hp) — T(Hy) + T(H2) — T(H;3) + ... = T(Hyp) —
T(H,) + Y(H;). Donc —T(Hs) -+ T(Hs) — T(Hs) + ... = 0. D’aprés 0.17 c’est possible

seulement danslecas: H3=Hs=...=0

5 = 4 . La substitution de T(R) dans le lemme 1 donne
T(PY/PENIPI)=(1—-st)? /(1 —st+T(Hy)) —(1—st—T(H)) =
(1= st)? — (1 — st)2 + T%(H,))/(1 — st + T(Hs3)) = T*(H)T(R).

4 = 1 . Définissons un homomorphisme d’espaces véctoriels:
$:H,® R@ H, » P*/P*nIPI
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par ¢(v; ® 7+ P®v;) = virv; + IPIT our € F\ Pv;,v; € V. Cette définition est
correcte parce que v;Pv; C P® C IPI. L’homomorphisme ¢ est surjectif puisque tout
élément de P? n’est pas d’espéce v;rv; appartient & P2I 4+ IP? C IPI. D’aprés 0.3 on a
T(H, @ RQ Hy) = T*(H,)T(R) et d’aprés ’hypothése T(H, @ R® Hp) = T(P?/P*NIPI).
Donc ¢ est un isomorphisme. Suposons qu’il existe un recoupement des mots v; et v;, c’est-
a-dire v; = ab,v; = be, |b] > 0. Alors ¢(ab® ¢+ P ® ab) = abcab + IPI = avyv; + IPI C
IP? 4 IPI C IPI. Donc le noyaux de ¢ # 0 ce qui n’est pas possible. Par conséquent le
dictionnaire V est un sans recoupement.

Théoreme 2. Pour un idéal P d’algébre libre F,engendré par un dictionnaire V
uniforme de degré r et de longueur m les conditions suivantes sont équivalentes:

1.Le dictionnaire V' est sans virgule.

2. v(Hy) > 2r.

3. v(PPNIPI/P*I +1IP?) > 2r

4. Le coefficient de t*" dans la serie T(P*/P? N IPI) est m?.

5. doy — 2sdy,—1 + Szdg,-_g = (32 - dr)z.

Preuve.- 1 = 3 .Soit w € P? N IPI/P? + IP? un élément de valuation < 2r. Les
générateurs sont de degré r, donc v(w) = 2r. Dans ce cas on a des relations: w = v;v; =
avih , ou vy, vj,vx € V,a,b € I. 1l en résulte que le dictionaire V n’est pas sans virgules.

3 = 1. Suposons que V n’est pas un dictionaire sans virgules. Dans ce cas il existe du
mots vi,vj,vx € V,a,b € I, tels que w = v;v; = avgb € PN IPI. Le mot w n’appartient
pas & P2I + IP? parce que la longueur |w| de w est 2r et tous les mots de P?I + IP?
ont une longueur supérieure a 2r. Il en resulte que I’espace vectoriel P2 N IPI/P*I + I P?
posséde des éléments de valuation 2r.

3 & 2. Voir 0.10.L'isomorphisme 0.10 fait de V une base de l'espase vectoriel
H, = P/PI + IP. En utilisant ce isomorphisme définissons un homomorphisme d’espaces
véctoriels:

¢:Hy @ H, — P/P*NIPI

ou (,‘!5(’0,' ® vj) = v;v; + IPI].
Compte-tenu de la présentation des éléments de P? de degré 2r sous la form v;v; , ¢
est surjective.

4= 1. Daprés 0.8 on a T(H, ® H) = T?(H;) = m? Par hypothése on a T((P%?/P?N
IPI);;) =m? = T(H, ® H;), et ¢ est un isomorphisme en degré 2r. Si le dictionnaire V
n’est pas sans virgules, il existe des mots v;,v;j,vi € V,a,b € I tels que v;v; = avib. Mais
dans ce cas ¢(v; @ vj) = vivj + IPI = avgb+ IPI C IPI. Alors kerg # 0 et ¢ n’est pas
un isomorphisme.

1= 4. SiT((P?/P*NIPI);) < m?t? = T(H, ® Ha), il existe des mots v;,v; € V
tels que ¢(v; ® v;) = 0, c’est-a-dire vijv; € P2NIPI. Donc v;v; = avgb et V n’est pas un
dictionnaire sans virgules.

4 & 5. Compte-tenu du lemme 3 on a d, = s" —m, d’ou m? = (s” — d,)%. 1l suffit de
prouver que les coefficients des séries T(P?/P? NIPI) et T(R)(1~— st)? sont égaux. D’apés

lemme 1 .
T(P?/P?NIPI)=T(R)(1—st)® — (1 — st — T(H,) + t(Hs))
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D’apres le lemme 1 les derniers termes de cette relation ont des degres supérieurs a
2r, donc T(P?/P* N IPI)s. = (T(R)(1 — st)*)ar.

Théoreme 3.  Soit a un mot de longueur p et V un dictionnaire mazimal avec
le préfize synchronisant a , forme de mots de longueuer p + q. Soit P lidéal engendré
par a. Alors le nombre des codes du dictionnaire V' est egal au coefficient ¢, de la série
T(R)(1 — st)*t~? ot R= F/P.

Preuve.- Considérons les mots w = aza tels que a n’appartient pas a 'intérieur de
w. Ces mots engendrent I’espace P?/P2N IPI, dont la série de Poincaré etait calculé au
lemme 1. Soit W le dictionnaire intermédiaire W = {ava € P2\ P2NIPI}. Compte-tenu
du lemme 2 le cardinal0 de ’ensemble des mots de W de la longueur 2p + ¢ est égale au
coeffcient & cpp4, de la série T(R)(1 — st)?.

On peut definir le dictionnaire V' de la fagon suivante V = {av|ava € W} , c’est-a-dire
le cardinal de ’ensemble des mots de longueur 2p 4+ ¢ de W est egale au cardinal des mots
de longueur p+ g de V.

Matrices

Soit F' un algebre libre sur un corps k, engendrée par les éléments d’un alphabet
Z ={z1,...,25}. Soit P unideal de F engendré par les codes élémentaires. Dans ce qui suit
nous supposons que V est un dictionnaire uniforme de degré r. Soit M = {uj,uq,..., us}
’ensemble de mots de longueur r — 1, et | = s”7!. Designons par M, (u;) 'ensemble
des mots de longueur n > [, n’appartenant pas a 'ideal P avec le début u;. Soit ¢,; le
nombre des éléments de 'ensemble M, (u;). Alors les coefficient de la série de Poincaré
T(R) s’acrirent de la fagon suivante:

dﬂ = Ei‘:1¢]ni (2)

Chacun produit = ;M (ux) appartient a I'ideal P (si zjur € P ) ou 4 un des ensembles
Mppa(ur) (st zjur = vz ¢ P), donc

Mppa(u) = | 2iMa(us) (3)
i€T;

ou T = {ijujz, = zxu; ¢ P}. Comme les ensembles z H,(u;) sont désjoints si les u; sont
distincts on a
Gn+1,j = XieT; qni
ou
Gn+1,5 = ZAijqni (4)
Oﬁ)\gjzlsiiETjetA,‘j=08ii¢rj
Designons par A une matrice avec les éléments A;; et XTI = {gn1, ¢n2, .-, gt} alors
X:{+1 = X?:A (5)

Designons par e’ le vecteur (1,1, ...,1), alors (2) s’écrit

d, = XT de
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et en vertu de (5) on a
dnyi = XT A1

ou, comme X,?;,l =el ona

dr = eTAG )

d,—.;.] = GTA2 [~

5 (6)

dn. — eTAn—r+le

V.

Soit ||A|| le norme de la matrice A defini par ||A|| = E|a;i;| . En utilisant cette notation
déduit de (6) les relations suivantes:

dr = ||A]|
dry1 = [|A%]
dp = ||A™TH]

Il en résulte
T(R) =1+ st + ..+ 574"~ + B2 |||t

Comme ||A + B|| = ||A]| + ||B|| pour les matrices non négatives,on a

T(R)=1+4st+ ...+ s 2424 ||E||t™ 14+ SR ||AH |t = 1+ st 4 ... 4572472 4
(B —t4)'jtr=1 = (1 — 5717 1) /(1 — st) + (B — tA) " [},

Maintenant on peut construire la matrice A de la maniere suivante. Indexons les lignes
et les colonnes par les mots uy, ug,...,u; de longuer » — 1. On met 1 a 'intersection de la
1—éme ligne et de la j—éme colonne s’1l existent des lettres de ’alphabet Z tels qu’on ait
la relation z,u; = u;zq et tel que cet élément n’appartienne pas au dictionnaire V. Les
autres élé¢oeflicint de A sont 0.

Example. Soit Z l'alphabet consistant des deux lettres a et b et V un dictionnaire
consistant des trois mots a*, a®b, ab®. Alors

0 0 0 0O
0 0 10
A= 1 1 0 0
0 0 1 1
Pour un dictionnaire vide on a
1 1 0 0
0 0 1 1
@=1110 0
0 01 1

-3



Dans ce qui suit nous désignons par @ la matrice corespondante au code vide.Un
matrice A est obtenue ce forme de () en remplacant 1 par 0 pour les 7 et les j que z,u; =
uizy € P.

Pour les dictionnaires de degré 2 la matrice ) a 'ordre s avec ¢;; = 1 pour tout ¢ et

7
Pour les relations de degré 3 on a

(1 1 ... 100 ... 0 ... 00 0\

00 .. 0011 ... 1 ... 0080 0

Q= 00 .. 000 ..90 .. 11 ..1

“l/1 1 ... 100 ... 0 ... 00 ...0

60 .. 011 .. 1 ... 00 ...0

\0 0 ... 000 .. 0 ... 11 .. 1)

On verifie immédiatement que Q2 = Z,ol Z est une matrice dont tous les éléments
sont 1.

Les propriétés suivantes sont des conséquences immédiates de la définition de la ma-
trice Q:

Q' =2 (8)
Qr—1+i — siZ (9)
Qe = se,e’ Q = seT (10)
ef'Qe=s" (11)

on el =(1,1,...,1)
Pour des matrices C et D avec les éléments non negatifss on a:

llRCll = el = sliCH (13)
\CZ2Dl| = [|CYI[1D]|

Dans ce qui suit nous utiliserons une matrice X = () — A | dont les éléments sont aussi
0 ou 1.

Théoreme 4. Pour un idéal P de Ualgébre libre F, engendré par un dictionnaire V
uniforme de degré v et de longueur m les conditions suivantes sont €quivalentes:

1.Le dictionnaire V est sans virgule.

2. La matrice X = Q— A vérifie les relations suivantes : XQ*XQ'X = 0,145 =r—2.

3.La matrice X = Q — A vérifie la relation suivante : X((Q — X)™™!' - Q1) X = 0.

Preuve.- 1 <= 3. La relation 5 du téoréme 2 peut s’écrire de la maniere suivante:

eT (AT _ 254" + 24" e = (8" — d,.)? (15)

En vertu de (11),(6),(12) on a (s" — d,)? = (eTQe — eTAe)(e'Qe — eT Ae) = = eT(Q -
AeeT(Q — A)e = eT(Q ~ A)Z(Q — A)e



La partie gauche de (15) d’apreés (10) est T (A" (A—sE) e = eT(A—-sE)A™1(A—
sE)e =eT(A - Q)A™ (A - Q)e

La comparaison des deux expressions obtenus donne
e(Q-ANZ-A)Q-A)e=0

ou

TX(Q —(Q - X)) Xe =0 (16)
Avec Q> Q—-XonaQ >(Q-X)"et Q™! —(Q-X)"1!>0.

Toutes les matrices de 'expression (16) n’ont pas des coefficient negatifs, donc (16)
est équivalent & la condition 3 du théoréme.

2 = 3. Comme @ > X la relation
XQXQX=0,i+j=7r—2 (17)

on voit qu’en remplagant Q par X dans (17) on obtient zero. Comme la matrice (Q —
X)1 — Q7! est formé de produits de cette sort, elle est nulle.

3 = 2. Comme @ > @ — X,il en resulte

QQ-X)Q > (Q—X),it+j=r—2

D’ou

0<X(Q™'-Q(Q-X)QNX < X(Q'—(Q-X)"HX

Par hypothése la partie gauche de cette relation est 0, donc 0 = X(Q™! — Q*(Q —
X)Q)X =X(Q(Q-Q+X)Q)X =QX'QX'X

Théoreme 5. Pour un idéal P de l'algébre libre F', engendré par un systéme reduit
fini de mots, les conditions suivantes sont équivalentes:

1. Un systéme de générateurs de P est un dictionnaire sans recoupement.

2. La matrice X = Q — A, corespondant ¢ l'algébre R = F/P vérifie les conditions
XQ'X=0,i=0,1,..r —1.

3. La matrice X = Q — A vérifie les conditions: X(Q' —(Q—-X))=0,i=1,2,..r—1

Preuve. - 1 <= 3. Dans ce cas on a T(H,) = mt" (voir (0.10)), et la condition 5
du théoréme 1 peut s’écrire de la maniere suivante:

T(R) = (1 — st + mt™)™!,

Pour les coefficients de la série T(R) cela signifie

dp —8dp_1 +mdp—r=10 (18)

Les coefficients d,, et m on peuvent s’écrire de la maniere suivante;

dp=s8" pourn<r-—1

dp=eTA" " Hepourn<r—1

m=eT(Q — A)e = eT Xe (d’aprés (6)).

Considérons trois cas :

a) n < r — 1. Les relations (18) se transforment en d, = sdp—;.

b)r <n <2 —1. Soit i =n — r alors les relations (18) ont la forme e? (A"~ 7! —
QA" ")e = —eTXes' . En remplagant Q — 4 par X et s'e par Q'e et en utilisant (10)
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onael XA "e =eTX Q% ou eTX(Q' — A')e = 0 et car toute les matrices n’ont pas des
coefficients negatifs, donc la relation est équivalente a la suivante :

X(Q -4Y=0 1<i<r-1 (19)

c)n > 2r,¢ = n — 2r + L.Dans ce cas la relation (18) peut s’écrire e (A"~ "1 —
QAn—r)e — ¢T XeeT An—2rt+1,

En vertu de (8),(12) ee” = Q™ 1, donc eT(A™ —QA™ "1 - XQ " At)e ou X(AT! -
QT HA' =0.

Cette relation est un conséquence de (19} . Toutes les transformations sont invértibles,
c’est-a-dire on peut écrire des relations entre matrices comme des relations de type (19).

2 < 3. Ecrivons les relations dont il faut démontrer Péquivalence.

X?2=0
XQX =0 20)
XQT:X =0
et
XQ=X(Q-X))
;ﬂf=X@—Xf¥ o)

XQ™ = X(Q- X))

Il est évidént, que les relations des premieéres lignes de (20) et (21) sont équivalentes.
Supposons, qu’on a deja démontré I'équivalence des ¢ premieres relations.Alors,

XQ-X)*"=X(Q-X)(Q-X)=XQ(Q-X)=XQH - XQ'X.
Il en résulte que la relation

X(Q _X)i+1 =XQ:'+1 _ XQ'-X — XQ:'-}-I

est équivalente a

XQ'X =0.
Construction des codes sans recoupement
Soit ¥V un code binaire, c’est-a-dire V = {a,b}. Cherchons un dictionnaire sans
recupément ayant le type aub. Cela ne restreint pas le probleme car les mots aua,bub

recupént eux-meéme et les mots aub et bva recoupént mutiellement Avec cette restriction
la matrice X est
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(0:010000..‘00\

0 0 0 22 0 0 ... 0 0
o0 0 0000 0 <,
00 0 0 00 ... 0 0
0 0 0 0 00 ... 0 0
\o0 0 0 0 00 .. 00 /

ouz; =0,1,p = 2""2 . Regardons le produit XCX = D pour une matrice C. Les éléments
de D peuvent s’écrire de la fagon suivant :

dij = TiC2ijT;j = TiT;C2ij

Considerons les matrices

1 T1x9 ... T1Tp
Tl Ty ... T2
x(@ — P
TpTq TpZz ... IpTp
et
€21 c22 ... C2p
c [ c
C' _ 41 42 4p
C2p1 Cep2 ... Capp

* est la multiplication des matrices

Dans ce cas la matrice D sécrit D = X&) % C' ou
élément par élément.

Calculons les matrices E',Q' (Q?),...(Q"7"2)' :

(0100 ... 0)
0001 ...0
, loooo ... 1
E=1oo000 ... 0
0000 ... 0
\0 0 0 0 ... 0

La structure des autres matrices est simple mais volumineuse,c’est pourquois je ne les
donne que pour n = 4.
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00110000 \
00000011
00000O0TU0 O
, o o000 o000
=100110000
00000GO0 11
00000GOCO0 O
\o 0 000000 /
(00001111\
0000000 O
00001111
o 10 000O0O0TO0O
(Q)_00001111
0000000 O
00001111
\0 0000000 /

Dans ce cas I'equation X? = 0 est équivalente au systéme suivante:
122 = 0,z024 = 0,232 = 0,z425 =0
L’equation X QX = 0 est équivalente au systéme suivante:
123 = 0,2124 = 0, 2227 = 0,292 =0
Iglyg = 0,2‘:51‘5 = U,.’L‘ﬁ.’ﬂ',r = 0,335233 =0
et comme la solution consiste on des nombres non négatifs,on a
(z1 +z5)(z3 +24) =0

(w2 + 76 )(z7 +28) =0
L’equation X Q?X = 0 est équivalente au systéme suivant:
z125 =0, 2126 = 0, 2127 =0, 2125 =0
2325 = 0,z326 = 0, 2327 = 0,232 = 0
z5¢5 = 0,252 = 0, 2507 = 0, 2528 =0
1T = 0,33725 = 0,337127 = 0,3:7.'!.'3 =0

ou (z1+z3+25 +z7)(zs + 26 +27+23) =0

Dans le cas général, notons

Gl(wlsx2)y11y2) = I1Y2,
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G2(1, 22,23, 24, Y1,Y2,Y3,Y4) = (1 + 23 )(ya + va) + T1y2 + T2y,

et par récurrence, si
GN($11$2:"' :mpsylayza"'ayp)

est déja définie, posons

GN+1($17$2a’ ey T2py Y1, Y2, .- :yQP) =

= GN(Z1 4 Tps1,22 + Tptzy. .1 Tp + T2p, Y1 + Y2,Ys + Ya, .- Y2p—1 + Y2p)+
+z1Y2 + T2ya + -+ TpYop.

Le systéme des equations pour trouver des dictionnaires sans recoupément est le susvant :
Gn(X,X)=0 (24)

ot les composantes de X sont 0 ou 1.
Comme nous nous intéressons aux matrices, dont les éléments sont 0 ou 1, c’est plus
commode d'utilizer les fonctions boolienne. Avec cette notation on a

Li(z1,22,91,%2) = T1Y2

Lo(z1, 22,23, %4, Y1, Y2, Y3, ¥4) = (21 V 23)(ys V ¥a) V T192 V T2ys
Lysi(@r,22,- -, %2p, Y1502, -, Y2p) =
Ln(zi Vzpe1, 22V apta, . Tp VTopht Vy2,y3 Vs, .., ¥2p—1 V Y2p)
Fz1y2 VZoya V-V Tpyop.

La relation (24) est équivalente &
Ly(X,X)=0 (25)

La forme normale conjonctive de la fonction Ly(X,X) donne tous les dictionnaires sans
recoupement. Enumerons tous les mots comme des nombres decimaux. Par example, un
code {7,18,23} corespondent & {000111 , 010011 , 010111}.Tout les codes sans recoupe-
ments de degré 6 sont les suivants:

{1},{31},

{3,5},{15,23},

{11,13,15},{7,11,13},{5,7,13},{5,13,15},{7,19,23},

{7,11,19},{3,19,23} {3,11,19}.

Il y a a peu prés 100 dictionnaires sans recoupéments de degré 7. Pour trouver un
dictionnaire on peut fixer un partie des variables. Par example, si ;41 =0 yox_; = 0
pour j < 2k — 2 alors

Ly = 26112

Ls = (6 V 12)(Y23 V y24) V Zey15 V T10Y20 V T12Y24-
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Lg = (76 V22 V33 V 54 (Va5 V Va6 V ya7 V yas)V
(26 V z38)(y23 V y24) V (z10 V T42)(y30 V Y40)V
(z12 V 44 )(yar V yas) V Tey12 V Trov20 V T12Y24V
T1sYae V T20Y40 V T22Y44 V T24Y46

Une telle Lg est accessible pour trouver sa forme conjonctive. Un dictionnaire trouvé
par ce moyen est le suivant:

{ 3,19,23,35,43,67,75,83}

Enfin,le probléme se trouver des dictionnaires sans recoupement peut se regarder
comme le probléme de trouver maz(Zz;) pour Gn(X,X) = 0. Un dictionnaire de degré
10 , trouvé par ce moyen est le suivant;:

{341,343,347,349,351,361,365,367,373,375,379,381,383,427,429,431,437,4 39,443,

445,447,469,471,475,477,479,491,493,495,501,503,507,509,511}.
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