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Dieser Artikel versucht den heutigen Stand unserer
Kenntnisse iiber die birationale Geometrie drei-dimensionaler
projektiver Mannigfaltigkeiten zu skizzieren, die Ansatzpunkte
fiir den héherdimensionalen Fall zu nennen und die wichtigsten

offenen Probleme zu diskutieren.

Ein Teil des vorliegenden Materials diente als Grundlage
eines Ubersichtsvortragee auf der DMV - Tagung 1983 in K&ln.
Ich danke der DEV und den Organisatoren der Tagung fiir die
Moglichkeit, diesen Vortrag zu halten und durch diesen

{bersichtsartikel zu erginzen.

Wir betrachten projektive Varietdten iiber dem Korper
€ der komplexen Zahlen, das heiBft die Nﬁllstellenmengen
endlich vieler homoéener Polynome in einem projektiven
Raunm PT(C) , und wir nennen eine solche eine projektive
Mannigfaltigkeit ( oder kurz Mannigfaltigkeit ), wenn sie
irreduzibel und nicht singuldr ist.

Mannigfaltigkeiten der Dimension eins, mit anderen Worten
projektive Kurven oder Riemannsche Flichen ( im Folgenden
mit C bezeichnet ), kann man "vollstdndig" klassifizieren:
Man definiert das Geschlecht g(C) als maximale Anzahl
linear unabhingiger, globaler, holomorpher Differentialformen



-2-

( oder auch als die Anzahl der Henkel bei der Darstellung von
C als topologische Mannigfaltigkeit ). Das Geschlecht teilt
die Menge der Kurven in Klassen ein, und jede natiirliche
Zahl kommt als Geschlecht einer Kurve vor. David Mumford

konstruiert in [ 5] quasiprojektive Varietdéten M_ ,deren

g
Punkte in natiirlicher Weise alle Kurven vom Geschlecht g

parametrisieren.

Eine dhnlich schone Beschreibung aller projektiver Fldchen
kann nicht existieren. Durch Aufblasen von Punkten ( siehe
[2] , Seite 28 ) kann man aus einer vorgegebenen Fliche S
beliebig viele andere Flichen konstruieren. Dies legt es nahe,
beim Versuch zwei oder hoher dimensionale Mannigfaltigkeiten
zu klassifizieren, zwei liannigfaltigkeiten V und V' als
"gleich" zu betrachten, wenn sie birational gind ( V~ V' ),
das heifBt, wenn die Funktionenktrper €(V) und €(V') isomorph
sind ( siehe [ 2] , seite 25 ).

0.1, Das Geschlecht einer Kurve kinnen wir flir eine

n - dimensionale Mannigfaltigkeit V ersetzen durch

g; (V) = aimg(8°(V,2%)) , 0¢ 1 ¢ n.

Dabei bezeichnet 52% die Garbe der holomorphen
_ i
1 -Differentiale und R} = AR . Wie ublich schreiben wir

W, statt Slg und nennen diese invertierbare Carbe die

kanonische Garbe.

Es ist go(V) =1 , Oft wird in der Literatur g1(V)
als Irregularitit bezeichnet und mit q(V) abgekiirzt.

Die Symmetrie der Hodge-Zahlen ( siehe [ 1] , Seite 117 )
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gibt insbesondere, dasB gi(V) = dimc(Hi(V,e'v)) ist,
und dementsprechend wird die Euler-Poincaré-Charakteristik

n
der Strukturgarbe gegeben durch X(6€) = g (—1)1-51(\7) .

0.2, Die globalen Schnitte der Tensorpotenzen der kanonischen
Garbe geben die C - Algebra

R(V) = @) BV, wy),

v30
bezeichnet als kanonischer Ring von V . Die Kodaira Dimension
ist

- falls R(V) = €
K(V) =1 4ps grag(R(V)) -1 falls R(V) A ¢ °

Falls fir geniigend groSes v dimg(HO(V, wg)) durch ein

Polynom beschrieben wird ( leider wissen wir dies 'nicht -
giehe 2.1 ), ist K(V) der Grad dieses Polynoms, wobei

wir - o 2als den Grad des Null-Polynoms betrachten.

Die Kodaira Dimension kann die Werte -o, 0,...,n

annehmen. Plir Kurven ist sie durch das Geschlecht festgelegt:

K(C) | g(C)= 84 (c) Bemerkungen

1 32

0 1 elliptische Kurve
- o 0 e’

Sowohl die Kodaira Dimension als auch die 84 sind invariant

unter birationaler .quivalenz ( siehe [22] , Seite 67 % 114 ).

Als "Leit - Problem" fiir den Teil der Klassifikations-

theorie,iiber den wir berichten wollen, kann man die folgenden
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I) ‘Welche Werte ktnnen die Invarianten k(V) , 51(V),...,gnw

annehmen?

II) Fiir welche Werte der Invarianten ist V birational
zu einer wohlbekannten Mannigfaltigkeit ( zum Beispiel
birational zum P? oder zu einer abelschen Mannigfaltig-
keit oder zum Totalraum einer Familie solcher Mannig-
keiten ) ?

III) Wie findet man zu einer Mannigfaltigkeit V ein besonders
"gutes" Modell V', birational zu V ( mit einer
Konstruktion, die abhidngig sein darf vom Wert der

Invarianten ) ?

Selbst wenn man diese Fragen nach dem diskreten Teil der
Klassifikation beantworten konnte, bliebe das Hauptproblem,
der stetige Teil der Klassifikation:

IV) Kann man alle birationalen Aquivalenzklassen von
Mannigfaltigkeiten mit vorgegebenen Invarianten durch
die Punkte einer quasiprojektiven Varietdt in natiirlicher
Weise parametrisieren, eventuell nach Hinzunahme weiterer

Invarianten ?

Fir dim(V) » 3 ist wénig iiber diese letzte Frage bekannt
( siehe die Anhinge in [ 5] ). Eine Antwort auf 1IV) ist
kaum vorstellbar ohne die Kenntnis eines "guten" Modelles
in III). Andererseits spielt die Parametrisierung von

r - dimensionalen Mannigfaltigkeiten flir » ¢ n eine
Rolle im diskreten Teil der Klassifikation ( siehe § 5 ).

In den Paragraphemn 2, 3, 4, 7 und 8 werden wir versuchen,
mit absteigendem Wert von K(V) , die Pragen I , IT und

IITI zu prdzisieren und die bekannten Er; ebnisse anzus 3! en
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In § 1 diskutieren wir die Versuche,ein singuldres kanonisches
Modell zu konstruieren, in § 5 fassen wir die Ergebnisse

{iber die Kodaira Dimension von Faserrdumen zusammen und

in § 6 wiederholen wir, in welcher Weise die Ergebnisse aus

§ 5 Anwendung finden.

Antworten auf die gestellten Fragen I , IT wund III
fiir projektive Fldchen waren bereits der italienischen
Schule der Geometrie zu Beginn dieses Jahrhunderts bekannt.
Zu Beginn der ersten vier Paragraphen gehen wir kurz auf
die Theorie der Flédchen ein, jedoch nur in dem Umfang, der
als Motivation fiir die Fragestellungen im hdherdimensionalen
Fall sinnvoll ist. Plir umfassende Darstellungen der Theorie
der Fldchen verweisen wir auf [ 3 ] wad [ 27 .
Auch auf die Klassifikation nicht algebraischer Mannigfaltig-
keiten gehen wir nicht ein in diesem Artikel. Einen Uberblick
erhdlt der Leser in den Artikeln von  Akira Pujiki und
Kenji Ueno in [35] .

Der vorliegende Bericht baut auf auf der Arbeit vieler
Mathematiker. Thnen allen sei gedankt fiir das Zusenden ihrer
Manuskripte und fiir zahllose Diskussionen.Die meisten der
angefiihrten offenen Probleme sind "wohlbekannt" und wir
haben darauf verzichtet, in allen Pdllen den Urheber aufzu-
spiiren und anzugeben. Viele Anregungen entnahmen wir der

"Liste der offenen Probleme”,die in [ 36 ]| erscheinen wird.

Wir benutzen die iiblichen Begriffe und Notationen der
algebraischen Geometrie, wie sie zu Beispiel in [ 21] zu
finden sind. C wird immer eine Kurve und S eine Fldche

bezeichnen.,
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Definition 1.1. Eine invertierbare Garbe L auf einer

VarfetiZt X heiBft numerisch positiv , wenn fiir jede
Kurve C in X gilt grd(LIc) > 0.

1.2, Zu jeder Fldche S mit K(S) > O existiert eine
ausgezeichnete Fldche S' , birational zu S, das
minimale Modell ( siehe [ 2], Seite 418 ). Mit Hilfe

der Klassifikation der Fldchen ( fiir 0< X(S) ¢ 1)
und mit Hilfe des Hodge - Index - Theorems ( fiir Kk (S) =
siehe Mumfords Anhang zu [ 14 ]) kann man zeigen, das

We s numerisch positiv ist. S. Mori gab einen Beweis dieser
Tatsache in [7 ], der unabhingig von der Klassifikations-

theorie ist.

Fiir Mannigfaltigkeiten der Dimension groBSer oder gleich
drei existiert jedoch weder ein minimales Modell, noch ein
Modell V' mit numerisch positivem Wy, ( siehe [ 23 1).
Mori deutet in seinem bahnbrechenden Artikel [ 7 ] ( siehe

auch [ 8 ]) einen moglichen Ausweg aus diesem Dilemma an:

Problem 1,3, Sei V eine n dimensionale Mannigfaltigkeit,
kK(V) > 0 ( oder schwidcher: V keine Uni -Regelmannigfaltig-

keit ; siehe 7.2 ). Existiert dann eine normale projektive

Varietdt X , birational zu V , so daB fiir ein r > 0 gilt:

1) Die reflexive Hiille w}ctr]- (wy)””  1ist invertierbar.

2) Pir jede Desingularisierung Q: V' —> X ist

S w[r] enthalten in

wg, .

3) w}%r] ist numerisch positiv.
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Man sagt, da8 X nur kanonische Singularitiiten hat,
falls die Bedingungen 1) umd 2) erfiillt sind fiir ein
r > 0 . Hat Problem 1.3 eine positive Antwort, so nennt man
die Varietdt X , die alle drei Bedingungen erfiillt ein

kanonisches Modell von V .

Ausgehend von einer Mannigfaltigkeit V der Dimension
drei, gab Mori den ersten Schritt zur Konstruktion eines
kanonischen Modelles an:

A) 1Ist tuv nicht numerisch positiv, so existiert eine
"extreme" Familie rationaler Kurvem C, mit

grd( Wy ) < 0. Alle diese Kurven C, liegen auf
Cy |
einem irreduziblen Divisor E und spannen diesen auf.
B) Der Divisor E kann zusammengeblasen werden, das
bedeutet: Es existiert eine singuldre Varietiat X1 ,
mit explizit angebbaren kanonischen Singularitidten ,

und ein birationaler Morphismus m V‘-———e>Xh ,

so daB codim(7(E)) > 2 ist und 7 ein
V-BE

Isomorphismus.

Leider funktioniert Moris Methode nur, wenn man von einer
Mannigfaltigkeit ausgeht, er kann also nicht wiederholt werden,
um "Schritt fiir Schritt" alle schlechten Kurven zu beseitigen.
M. Reid hat in [ 9 ]dieses Programm prizisiert. Er vermutet,
da8 man in 1.3 sogar fordern kann, daB X spezielle
kanonische Singularitdten hat, die terminalen, Q - faktoriellen
Singularitdten. Versucht man Schritt A) fiir eine solche
Varietdt durchzufiihren, tritt das Phidnomen auf, dag die
Menge der extremen rationalen Kurven endlich sein kann.

Dies bedeutet, da8 man nicht mit "Zusammenblasen™ in B)

auskormmen kann.
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Y. Kawamata hat kiirzlich in [ 6 ] Moris Methoden verein-
facht und verallgemeinert. Zr zeigt, das man den Schritt B)
in der Klasse der drei dimensionalen Varietdten mit terminalen,
Q - faktoriellen Singularitdten durchfithren kann, falls die
extremen rationalen Kurven einen Divisor E aufspannen.

Damit ist in gewissem Sinne die Hdlfte des Mori-Reid
Programmes zur Konstruktion kanonischer Modelle durchgefiihrt
und die Hoffnung unterstiitzt, da8 1.3 eine positive Antwort

hat.

Problem 1.3 steht in engem Zusammenhang mit der
Frage nach der Zariski Zerlegung des kanonischen Divisors.
In {147] zeigt 0. Zariski, daB jeder effektive Divisor D
auf einer Flache S in eindeutiger Weise zerlegt werden
kann in einen numerisch positiven und einen negativen Anteil.
Es existieren also effektive Divisoren P und N und eine
natiirliche Zahl r , so da8
1) rD=P+ N
2) 04(P) ist numerisch positiv.

3) Die Schnittform auf S , eingeschridnkt auf die Frim-
divisoren von N ,ist negativ definit.
4) grd(O’s(P)lE) = 0 fiir jeden Primdivisor £ von N .

Flir Divisoren auf hoher dimensionalen Mannigfaltigkeiten ist
eine entsprechende Zerlegung unbekannt ( siehe [10 ] ,[ 11],
Pujitas Artikel in [ 36 ] ). Trotzdem hofft man eine solche

Zerlegung wenigstens fiir die kanonische Garbe zu finden:

Problem 1.4, Es sei V eine n dimensionale Manggggaltigkggg
K(V) > 0 ( oder schwicher: V keine Uhi-Regelmannigfaltigggiﬁl

Existiert eine Mannigfaltigkeit V' , birational zu V ’




so daf Wy, eine Zariski Zerlegung besitzt? Prdziger

fragt man nach der Existenz einer natiirlichen Zahl r

und einer numerisch positiven invertierbaren Untergarbe

P von w‘I,'. , 80 daB gilt:

———

1) PFir alle m > 0 ist HO(V',Pm) = HO(V',OJg;m) .

2) Fur N = wl, 0P und fur jede invertierbare Garbe L
existiert eine Konstante ¢ , so daB

dim(A°(V' , Lo N")) € ¢ 1ist flir alle m > O .

Die Zigenschaften 1) und 2) sollen - in einer etwas
plumpen Art und Weise - ausdriicken, daB@ N ein "negativer"

Anteil ist.

Bekannterweise liegt jede invertierbare Garbe L in
einer hohen Potenz einer amplen Garbe und jede ample Garbe
in einer hohen Fotenz einer vorgegebenen Garbe L' mit
K(L') = dim(V')  ( siehe z. B. [30], 6.3 }. Daher reicht es,
die Eigenschaft 2) in 1.4 fiir alle Potenzen einer festen
invertierbaren Garbe L' mit k(L') = dim(V') nachzupriifen.

Bemerkung 1.5. Eine positive Antwort auf 1.3 impliziert

eine positive Antwort auf 1.4: Tatsdchlich wihlen wir

X und r wie in 1.3 und 8 :V' ——3 X als
Desingularisierung. Setzt man P = e'w}ErJ ’ N = wg, 'Yk
und L =%"H Cfiir eine ample Garbe H auf X , so ist
?.8" = @ und 1.4, 1) und 2) folgen direkt aus der

Projektionsformel ([ 2 ], Seite 124 ).
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In Zusammenhang mit Nagatas Gegenbeispiel zu Hilberts
14 - tem Froblem zeigte Zariski in [14 1, daB bereits fiir

invertierbare Garben L auf einer Fldche S der Ring

&P =°(s,1Y).

v20
im allgemeinen nicht endlich erzeugt ist. Als Grund kann
gesehen werden, da, selbst wenn 1 numerisch positiv ist,
nicht notwendigerweise eine Potenz von L von globalen
Schnitten erzeugt wird (In[11] und [ 18 ] findet man eine
Diskussion des Zusammenhanges zwischen der Existenz eines
Basisortes und der endlichen Erzeugbarkeit des angegebenen
Ringes auf Mannigfaltigkeiten hdherer Dimension ).
Ist die Fldche S ein minimales Modell und K(S) » O,
so ist jedoch eine Potenz der kanonischen Garbe Wg
von globalen Schnitten erzeugt ( siehe Mumfords Anhang zu
[147) und die folgende Frage fiir n = 2 bejaht.

Problem 2.1. Es sel V eine n dimensionale Mannigfaltigkeit.

Ist_der kanonische Ring R(V) endlich erzeugt?

Ist V nicht algebraisch oder erlaubt man V
Gorenstein-Singularitdten zu haben, so lautet die Antwort

auf 2.1 "nein" ( siehe [ 18 ] ).

Besonders wichtig widre eine Antwort auf 2.1 fiir
Mannigfaltigkeiten von allgemeinem IYp , des heiBft falls
K(V) = dim(V) ist. Wdare R(V) endlich erzeugt, so kinnte
man Proj(R(V)) als singuldres "gutes" Modell in der
birationalen Aquivalenzklasse von V widhlen. Ohne ein solches



eindeutig bestimmtes Liodell scheinen kaum Mdglichkeiten zur
genaueren Untersuchung der Mannigfaltigkeiten vom allgemeinen
Typ zu bestehen - geschweige denn eine Antwort auf den

stetigen Teil der Klassifikation ( Frage VI in der Binleitung).

P T rrrI
22323+

st V eine drei dimensionale Mannigfaltigkeit und (V) =3 ,

go_sind die Probleme 1.3 , 1.4 und 2.1 Hquivalent.

Zum Beweis: M. Reid zeigt in [17 ], daB - falls R(V)

endlich erzeugt ist - X = Proj(R(V)) nur kanonische
Singularitidten hat. Per Konstruktion ist eine Potenz von

w{r] von globalen Schnitten erzeugt und daher w{r] numerisch

positiv. Also iat X das in 1.3 gesuchte kanonische
Modell. Nach 1.5 finden wir eine Mannigfaltigkeit V' und
die Zariski Zerlegung von wv, « X, Benveniste und Y. Kawamata
beweisen in {(15] und [ 167, daB die Existenz einer

Zariski Zerlegung PelN =w‘1,.'. impliziert, dasB P’4 von
globalen Schnitten erzeugt wird fiir ein m > O,und damit,

da8 R(V) endlich erzeugt ist.

Der Beweis von Benveniste und Kawamata beruht auf einer

sehr geschickten Anwendung des Verschwindungssatzes fiir

ganze Anteile von ¢ -Divisoren ([12] wnd[13]):

Satz_2.3. Es seli V eine n dimensionale Mannigfaltigkeit

und D =_$_ \’J -Ej ein effektiver Divisor mit nicht singulidren

Primkomponenten 15:3 » die gich transversal schneiden.

Es sei L eine invertierbare Garbe und N > 0 , so daB

1Y Oy(-D) numerisch positiv ist.

Dann ist fiir fegstes 1 > 0 und p > O
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BP( v, Lioe'v(- E:[\—,‘k—i]-Ej )awv) =0 ’

falls eine der folgenden Bedingungen exrfiillt ist:

a) Die Selbstschnittzahl c1(I.Ne e (-D))2 > 0.

N

b) Die L -Dimension K(V, L oe'v(-n)) =n .

vl
c) Die L -Dimension K(V, Liecv(-z [-Jﬂ—]-Ej )=n .
Dabei bedeutet [b] der ganze Anteil der reellen Zahl b .

Ein mdglicher Beweis von 2.3 beruht auf der Konstruktion
einer Uberlagerung <t : T —»V durch Wurzelziehen aus
der rationalen Punktion, die dem allgemeinen Schnitt

von LNoO’V(-—D) entspricht, und dem Vergleich der Theorie

der Differentialformen von T und von V . Ist L = wv

so finden wir hier zum ersten Mal eine Komstruktion, die
trotz ihrer sinfachheit in der Klassifikationstheorie zu
einem sehr wesentlichen Hilfsmittel geworden ist:

Das Wurzelziehen aus multi-kanonischen Divisoren.
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Jede Fldche S mit K(S) = 1 kann dargestellt werden
als elliptische Fldche, das heift als Familie elliptischer
Kurven iiber einer Kurve. S. Iitaka ( siehe [ 20] oder (22 ])

konnte dieses Ergebnis in der folgenden Weise verallgemeinern.

Definition 3.1. Wir nennen einen Morphismus £ :V ~——

von Mannigfaltigkeiten einen Fagerraum , wenn f surjektiv
ist und die allgemeine Faser V. = Vx, Spec( ctay )

zusammenhédngend ist.

- T 1T
53—

faltigkeit, K(V} > C . Dann existiert eine Mannigfaltigkeit

V' , birational zu V , und ein Faserraum f:V' —> ¥

14

so dafB
1) dim(z7) = (V) .
2) K(Vv',) =0 .

3) PFiir beliebig grofe m ist f:V' —> W Dbirational zur

m - kanonischen Abbildung, das heiBt zu der Abbildung, die

durch eine Basis von EO(V ,w$ ) Rgegeben wird,

Natiirlich ist die Aussage des obigen Satzes nur dann
nicht - trivial, wenn 0 < K(V) < n ist.

Bemerkung 3.3. ©Es ist nicht bekannt, ob die Aussage 2)

in 3.2 impliziert, daB8 K (£ '(x)) = O ist fir alle Punkte

X aus einer Zariski - offenen Teilmenge von W , zumindest
falls die Dimension der Faser echt grdBer als zwei ist.

Die Invarianz der Kodaira Dimension unter glatten Deformationen

wird vermutet, konnte jedoch bisher nur fiir Deformationen

von Kurven oder Flichen bewiesen werden ( siehe [28 ] fiir



die weitreichensten Ergebnisse in dieser Richtung ).

Angewandt auf den Fall n = 3 erhalten wir:

Korollar J.4.

a) Jede drei dimensionale Mannigfaltigkeit V mit «(V) =2
ist birational zum Totalraum eines Faserraumes elliptisch-—

Kurven iiber einer Flidche.

b) Jede drei dimensionale liannicfaltigkeit V mit (V) =1

aapea——

ist birational zum Totalraum eines Faserraumes von

Fldachen der Kodaira Dimension null iiber einer Kurve.

Die in 3.4 angegebene Faserraum - Struktur kann nun
benutzt werden, um diese drei dimensionalen Mannigfaltigkeiten
genauer zu studieren. So besteht die Hoffnung, da8 man
die Frage nach dém guten Modell (1.3) oder die nach dem
kanonischen Ring (2.1) béantworten kann, indem man in
a) die Theorie der elliptischen Kurven und in b) die
guten Kenntnisse iiber Flidchen der Kodaira Dimension null
( siehe § 4 ) und ihrer Degeneration ausnutzt. Tatsdchlich
hat Fujita in seinem Artikel in [36] Ergebnisse in dieser
Richtung angekiindigt.
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4.1, Néch wahl eines Basispunktes Py erhélt man eine Abbildung

*
«: V——— AV) = BO(V,R) / B, (V,2)
indem man «(p) auf eine Difterentialform ¥ wirken

P
148t als J ¢ . « heiBt die Albanese Abbildung und
Po
A(V) die Albanese Mannigfaltigkeit . A(V) ist eine
abelsche liannigfaltigkeit der Dimension g,(V) ( siehe[221]).

Definition 4.2. Ein Paserraum f :V ———> W heift

étales Faserbiindel ( mit FPaser F ) , falls eine &tale
Uberlagerung V' ——> W existiert, so daB

pPT, ¢ wa T — isomorph zu pré $ FPxW' ey ' ist,

Die Flichen mit k(S) ¢ O waren den italienischen

Geometern zu Beginn des Jahrhunderts wohlbekannt:

4,3. a) Es sei S eine Fliche, K(S) = 0 und S ein

minimales Kodell. Dann gilt

i) g(s) ¢ 2.

ii) Es ist g1(S) = 2 genau dann, wenn S eine abelsche
Mannigfaltigkeit ist.

iii) Ist g8,(8) = 1, so ist die Albanese Abbildung ein &tales
Paserbilindel elliptischer Kurven.

iv) Die Flichen mit K(S) = 8,(8) = 0 sind wohlbekannt
( K 3 Fldchen und Enriques Flichen )
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b) Es sei S eine Fliche, K(S) = =c0 . Dann gilt
i) Ist 5,(S) > 1, so ist S birational zu P'x ¢ rfir
eine Kurve C vom Geschlecht g, (s) .

ii) Ist g,(S) = 0, so ist S birational zum B° .

Die Aussagen a) i), ii) und iii) und die Aussage b), i)

kdnnen wir auch so formulieren:

32

A) Jede Fische S mit k(S) = O ist birational 2u einer
Fldache S' , so daB «: S' ——3> A(S') ein &tales
Faserbiindel ist mit Fager F , k(F) = 0 .

B) Es sei S eine Flidche mit K(S) = «cound f: S'————= W

ein Fagerraum, birational zur Steinfaktorisierung

der albanese Abbildung o« : S ——> &(S).

Dann ist K (S!) = - oo fiir die allgemeine Faser Sy

von f und k(W) > 0 __u_x_lg 8, (W) = g,(s) .

Aufbauend auf Ergebnissen und Teilresultaten von X. Ueno
konnte der Autor in (29 ] den entsprechenden Satz fiir
drei dimensionale Varietiten beweisen ( ersetze in 4.4
die"Fldche S" durch die "drei dimensionale Varietdt Vv ").

Y. Kawamata erhielt in[ 25] und [ 26 Jeine teilweise Verall-

gemeinerung auf den n dimensionalen Fall:

Satz_4.5. Es sei V eine n dimensionale Mannigfaltigkeit,

K(V) = O . Dann ist die Albanese Abbildung o : V =————> A(V)

ein Paserraum.

Ist &g, (V) = 1, so hat die allgemeine Faser V, Yoo « ie

——

Kodaira Dimension null.
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Neuere Zrrebnisse Kawamatas und des Autors iiber die

Kodaira Dimension von Faserriumen ergeben als Folgerung

( siehe [30 1):

o
=ESm=Z=SSSR

A) Es gsei V eine n dimensionale lMannigfaltigkeit,

w(V) = 0 und g,(V) > dim(V) - 2 . Dann ist V birational
zu einer Mannigfaltigkeit V' , so daB o« : V' ——— A(V"')
ein 8tales Faserbiindel ist mit Faser F , k(F) =0 .

B) Es sei V eine n dimensionale Mannigfaltigkeit,

n ¢ 4 wmd Kk(V) = =, Eggei f:V' ——3 W ein

Faserraum, birational zur Steinfaktorisierung der

Albanese Abbildung « ¢ V =——> «(V) . Dann ist

K(V&) = - o fiir die allgemeine Faser V& von f ,
K(W) > 0 und g, (W) = g, (V) .

DaB8 man in Teil A) von 4.6 die Bedingung g1(V) > din(v)=2
benotigt, das heift nach 4.5 die Bedingung, daf die Faser

von & eine Flidche oder Xurve ist, ist nicht so sehr ver-
bliiffend. Wie wir gerade in § 7 und § 8 sehen werden,

ist unsere Kenntnis bereits iliber eine einzelne Mannigfaltig-
keit der Dimension drei oder mehr recht gering. Wie konnten
wir da vollstdndige Ergebnisse iiber Familien solcher

Mannigfaltigkeiten erwarten?

Bevor wir in § 7 auf einige Polgerungen aus den SHtzen
4.5 und 4.6 eingehen, wollen wir in den beiden folgenden
Paragraphen auf einige der zum Beweis notigen Schritte eingehen.
In [19] findet man eine ausfijhrlichere Darstellung der

in diesem Abschnitt aufgefiihrten Ergebnisse und eine voll-
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Beim Versuch Aussagen,wie 4.5 oder 4.6 zu beweisen,
erweist es sich als wesentlichste Schwierigkeit, das Verhalter
der Kodaira Dimension ugter Morphismen abzuschdtzen.

Im Verlauf dieses Paragraphen bezeichnet f : V e W
einen Faserraum, n = dim(V) , m = dim(W) und v, die
allgemeine Faser von f . Leicht zu beweisen ist (| 20 ] oder

[22 1):
5.1, Es ist Kk (V) ¢ dim(W) +l<(Vw) .
Als Abschitzung in der anderen Richtung hofft man, da8 gilt:

5.2. Vermutung C, : Gilt K(V) 2 k@1 + k(v.) =2
—— 2 rem————— w

FaBt man Zrgebnisse Kawamatas und des Autors zusammen

((251 ,C261,(271,029 1,[301, U31]), so erhidlt man:

- e cas was o e
33—+

folgenden Fdlle

1) m= 1 (d.h., W eine Kurve )
I1) m = n-l vg d.h. Vw eine Kurve )

IIT) m ( d.h. Vw eine PFliche )
Iv) KCGD = dim()

"

o
!

N

V) K(V,) = 0 und fiir ein V. » birational zu vV, » und

ein m> 0 ist w(;‘;’=c'v, .
w

V1) K(V,) = dim(V.) und fir ein Ve » birational zu Vi o

und ein m > 0 ist wf;, erzeugt von globalen
w :

Schnitten.
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In den Beweisen einiger der Fdlle von 5.3 benutzt man den

in der Zinleitung angefiihrten stetigen Teil der Klassifikations-
theor:e fir die Fasern von f . Is zeigt sich dabei, dall

k(V) groBer sein kann als in 5.2 gefordert, falls die

Fagsern von f stark variieren.

Definition 5.4. Die Variation von £ , Var(f) , ist die
kleinste Zahl k flir die ein Korper L existiert,

€ s L <« TCT , mit trz grdc(L) = k , und eine
Varietdt F iiber L , so daB 'FxSpec(L) Spec( €Wy )

birational zu Vw ist.

5¢5. Vermutung C; m G Fiir jeden PFaserraum mit K(W) > O
M
gilt (hoffentlich) KOV > Max {Kk(W), ver(f)} + K(V,) .

Satz_5.6. Die Vermutung C; = ist richtig, falls
9

m=1 und n ¢ 3 ist und in den in 5.3 angegebenen Fillen

II) , V) wund@ VI). Insbesondere gilt C; n fells V_ eine
= ,m  a====
Fliche ist nit K(Vw) £ 1.

Die in 5.3 und 5.6 zusammengefafBten Srgebnisse
wurden im Verlauf der letzten acht Jahre wirklich Schritt
fiir Schritt bewiesen. Fiir eine prédzisere Darstellung der
Entwicklung ( z. B. fiir die Rolle der Arbeiten Fujitas umnd
Uenos ) verweisen wir auf [ 19 ] und auf Kawamatas Ubersichts-
artikel in [35 ] . Wir wollen im folgenden nur auf den Teil
der Theorie der PFaserrdume eingehen, der ohne jede Voraus-

setzung iiber die allgemeine Faser bewiesen werden konnte.

Wir schreiben UJv 2 e wv of'w,’ 1 und bezeichnen



- 20 =

mit SB(F) und det(F) die reflexive Hiille des symmetrischer
Produktes (bzw. der Determinantengarbe ) einer torsionsfreien

kohidrenten Garbe F .

Definition 5.7. Eine torsionsfrele kohdrente Garbe F auf
W heiBt schwach positiv, wenn zu jeder amplen invertierbaren
Garbe H auf V7 und zu jedem « > O ein 8 > O
existiert, so dafl die Abbildung

0 0g HOCH s¥B(pyeuB ) ——— 5% B(p)en

surjektiv ist iiber einer nicht leeren offenen lenge.

i s M
Satz_5.8. PFlr jedes m >0 4ist die Garbe f*‘"V/W

— v ot ey ey Ml o o o
33— 13—

gchwach positiv,

Fir =1 1ist dieser Satz eine direkte Folge der
Ergebnisse, die Pujita ([ 24 1) und Kawamata ( [2571) mit
Hilfe der Theorie der Variation der Hodge Struktur
( P. Griffiths und W. Schmid ) herleiten. Der Fall m > 1
kann mit Hilfe von Uberlagerungskonstruktionen ( siehe § 2 )
auf den Fall p = 1 zuriickgefiihrt werden ( siehe (30 ] fir
den Beweis ). Hat die Variation des betrachteten PFaserraums

den maximalen Wert, erhofft man sich mehr.

gggg;g==gé_é s gel f':V' =3 ¥' ein Faserraum mit

Var(f') = dim(W') . Gibt es ein 7 > 0 , so daB gilt:

Pir jede invertierbare ample Garbe H auf W'

existiert eine Zahl y > 0 und eine Inklusion

Vg
SH —— 57 (2w, )

surjektiv iiber einer nicht leeren offenen Menge.
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EB sei f' :V' —p T VIie in 5090

SSEERERRTLR====

Ist dann fir ein % > 0

” h)
K( W, det( £L,WY, y,)) = dim(W") 2

Man kann sich leicht iiberlegen, daB eine positive Ant-
wort auf 5.9 eine positive Antwort auf 5.10 impliziert.
Verbliiffenderweise kann man unter Ausnutzung von 5.8

mit Hilfe weiterer. Uberlagerungskonstruktionen beweisen
( siehe (30 1 wnd [310):

Satz_5.11. Die Probleme 5.9 und 5.10 sind dquivalent.

- v i G o e
33—

38 scheint, daBl 5.9 oder 5.10 die richtige geometrische

Interpretation der Iitaka - Vermutung C, p 1ist. Man kann
,L
zeigen ([30 ], [ 317]) :

Satz_5.12. Hat 5.9 (oder 5.10 ) eine positive Antwort

-y T
T

fiir jeden Faserraum f':V' —> W' mit Var(f') = dim(V') ,

C(W )= CTGIY) und v =1V S cony
- v wxspec(W‘T) peot )

so gilt C;,m fir den_Faserraum £:V——— W .

Obgleich C; n Schwécher ist als die in 5.9 angefiihrte
9

Prage, zeigt es sich bei der Betrachtung der Beweise von C; m
?

in allen Féllen, in denen man diese fiihren kann, daB8 man
in Wirklichkeit 5.10 beweist und in irgendeiner Form

die Aquivalenz von 5.10 und 5.9 benutzt.

Die Frage 5.10 nach der L -Dimension von
det( f'w?f/'.'l ) héngt zusammen mit dem stetigen Teil der

Klasgifikation fiir n-m dimensionale llannigfaltigkeiten.



Ist n¢ m+2 80 kann man die Moduli - Theorie fiir Kurven
bzw. Flichen benutzen ( siehe [ 30 ]), die auf Kumford und
Gieseker zuriickgeht ([' 5 ]) . In den in 5.3 angegebenen
Fdllen V und VI 1liefern lokale Torelli Sdtze flir endliche
{berlagerungen von V4 » das heiBt die lokale Parametri-
sierung , die benttigte Information ( siehe| 27 ] und [31 .
Die zur Beantwortung von 5.10 entwickelten Methoden

erlauben zu sagen:

Kennt man n-m dimensionale Mannigfaltigkejten gut_genug

( z. B, die Antworten auf die Probleme 1.3 und 1.4 ),

so bestehen sehr gute Chancen 5.10 und C; m Zu beantworten.
,m Zr.obeaniworten.
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- G A ———— S —— — — —— i > v £ - - —— — " - =
3+ 1+ 12ttt

Nach dem etwas technischen Ausflug in die Theorie der
Kodaira Dimension von Faserrdumen wollen wir in diesem
Abschnitt wiederholen, wie C, . und Cj = mit
der Klassifikation von lMannigfaltigkeiten der Kodaira
Dimension null oder - o 2zusammenhidngen. Der Einfachheit

halber nehmen wir an, daB C und C; m Ppeide richtig
?

n,m
sind und ilberlassen es dem Le;er nachzupriifen, da8 die

in 5.3 und 5.6 angegebenen Fidlle tatsdchlich ausreichen,
um 4.5 und 4.6 3zu beweisen ( Um den ersten Teil von 4.5
mit Hilfe von 5.3,IV) zu beweisen, muB man etwas geschickter

argumentieren als wir es hier andeuten ; siehe [ 25 1 oder

{19 D).

Wir faktorisieren die Albanese Abbildung von V in

der folgenden ‘eise:

v -ty P (V) &> A(V) ,

wobei wir ( nach Aufblasen von V ) annehmen, daB8 <t

generisch endlich und f ein Faserraum projektiver Mannig-

faltigkeiten ist.

Ueno hat in [ 22 ] Untervarietiten abelscher Mannig-

faltigkeiten untersucht und gezeigt:

6.1. Bs ist K(Y) > O und k(W) = 0 impliziert, daB
«(V) = A(V) ist.

Kawamata und der Autor studierten ﬁberlagerungen abelscher

Mannigfaltigkeiten in [21 ] und zeigten:
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5.2, s ist k(7)) = 0O genau dann, wenn W Dbirational zu
A(V) ist, das heiBt, genau dann, wenn « selbst ein
Faserraum ist.

6.1 und Chom geben die Ungleichungen
14

K(V) > K(T) + K(V.) 3 K(V,) .

Ist K(V) = -« o , 80 mus K(Vw) ebenfalls - o sein und
man erhdlt 4.6,B). Ist k(V) = 0 , so folgt aus (5.1),
daB K(Vw) > 0 ist. Die obige Ungleichung ist also nur
moglich, falls k(W) = k(V_ ) = O ist.

Nach 6.2 ist ® sgelbst ein Faserraum und wir konnen
annehmen, da8 wir W = A(V) gewidhlt haben. Aus C;’m folgt,
daB die Variation Var(o) = O ist. Die in 4.6,A) angezebens
Aussage folgt nun, wenn immer das folgende Problem eine

positive .intwort hat.

EESEISSES=S=S-=

K(V) = 0, und A eine abelsche Mannigfaltigkeit.
Essei f:V —=——3>A ein Fagerraum mit Var(f) =0 .

Existiert dann eine Mannigfaltigkeit V' , birational zu V ,
so daB die induzierte Abbildung f':V' ——> A ein 8tales

FPagerbiindel ist ?

In [ 30] geben wir eine positive Antwort auf diese Frage,
falls die allgemeine Faser Va von f eine Kurve oder Fldche
ist. Diese Bedingung wird nur benutzt, um die folgende
Aussage zu beweisen: |
Die I'enge der birationalen Abbildungen Bir(Va) von, Vé. auf

sich selbst karn kxeine Untermenge enthalten, die von einer
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rationalen Kurve parametrisiert wird.
Es ist ein offenes Problem - zumindest fiir den Autor - ob
eine solche Aussage auch fiir hdher-dimensionale Mannigfaltig-

keiten der Kodaira Cimension groSer gleich null gilt.
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§ 7__Einige Folgerungen aus _4.5__und_ _4.6_

- -
-+ 1t 2 1 2 2 SESISRSSSREESIRR=

Beginnen wir auch diesen Abschnitt mit der Vorstellung
einiger offener Fragen, die fiir n = 2 aus der Klassifikations-
theorie der Flidchen Antworten finden.

Problem 7.1. s sei V eine n dimensionale kannigfaltigkeit

v > e s s o o 2
4

und I eine invertierbare Garbe auf V . Exigtiert eine

Xonstante a , so daf8 fiir v>»> 0 gilt:

dim( HO(V, L@w“; ) < a.-vV) o

Dabei soll v = 0 sein.

Pir (V) = =oc0 igt 7.1 nicht anderes als das
klassische offene Problem " Does adjunction terminate ".
In diesem Falle wiirde 7.1 eine direkte Polgerung sein

aus einer positiven Antwort auf:

Problem 7.2. Ist jede n dimensionale Mannigfaltigkeit V

S S e e T e e S
22— 2

mit (V) = - o eine Uni - Regelmannigfaltigkeit?
Dies bedeutet, daB8 eine n-1 dimensionale Mannigfaltigkeit

W existiert und eine generisch endliche Abbildung von
UxP' auf V.

Selbst wenn man annimmt, daB8 das Problem 1.3 bejaht
werden kann, also daB jede‘ﬁannigfaltigkeit,die
keine Uni - Regelmannigfaltigkeit ist,ein kanonisches
Modell besitzt, kennt man die Antwort auf 7.2 nicht.
So kann man bisher nicht entscheiden, ob eine drei dimensionale
Mannigfaltigkeit der Kodaira Dimension - oo existiert, deren

kanonische Garbe numerisch positiv ist.
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Benutzt man die Theorie der Flichen ( 4.3,b)) so erhidlt

man aus 4.6,B)

FPolgerung 7.3. I1st V eine. drei dimensionale Mannigfaltig-

keit, kK(V) = - o und 81(V) > 1, s0 haben 7.1 und

7.2 eine positive Antwort.

Eine entprechende Folgerung fiir vier dimensionale
Yannigfaltigkeiten konnen wir nicht hinschreiben, da wir
die Antwort auf 7.2 nicht fiir alle drei dimensionalen

Mannigfaltigkeiten kennen.

flir den Fall der Xodaira Dimension null erhalten wir aus

4.6,4)

3+ - ¢ 5

Mannigfaltigkeit V' , birational zu V , und ein M > O ,

so daB w{,‘, = 0, ist.

Damit ist das in 1.3> gesuchte kanonische Modell in diesem
Spezialfall gefunden - sogar in der Menge der Mannigfaltig-
keiten. Auch 7.1 ist in diesem Fall trivialerweise richtig.
Bemerken wir noch, daB eine positive Antwort auf 7.1 fir
Mannigfaltigkeiten der Kodaira Dimension null gerade sagt, daB
eine Zariski Zevrlegung der kanonischen Garbe ( 1.4 ) existiert,

deren positiver Teil P = GV ist.

Wir beenden diesen Paragraphen mit Kawamatas Charakterisierung

abelscher Ilannigfaltigkeiten, die direkt aus 4.5 folgt.



Folgerung 7.5. Es sei V eine n dimensionale Mannigfaltig-

~
a
(WS
ct+
o %)
4]
"
=

odaira Dimension null. Dann ist 51(V7 € n und

g,(V) = n genau dann, wenn V birational zu einer abelschen

Mannigfaltigkeit ist.
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In den bisherigen Abschnitten haben wir iiber die
Kodaira Dimension und die Irregularitdt geredet, das heift,
iiber multi - n - Formen und eins - Formen. Beide sind mit
Abbildungen verbunden, mit Iitakas Faserung (3.2) und mit der
Albanese Abbildung (4.1) . Wie kann man die hoheren Differen-
tialformen betrachten, zum 3eispiel zwei - Formen auf einer
dreidimensionalen 'annigfaltigkeit der Kodaira Dimension null?
Beginnen wir mit dem folgenden Lemma, welches man aus der
Serre - Dualitdt und dem Verhalten der Euler Poincaré Charakte-

ristik unter &talen Morphismen erh&lt.

e v - o —— — —
&322 =27

( oder eine Varietdt mit nur rationalen Gorenstein - Singulari-

tditen ), so daB cu% = 0@ ist fiir ein 4 > O . Dann ist
X&) =0 .

Bemerkt man, daf ein Paserbiindel elliptischer Kurven
{iber einer abelschen Fldche trivial ist, falls seine kanonische
Garbe einen Schnitt hat, so erhdlt man die folgende Tabelle
der mdglichen Werte der g, aus 7.4 und 8.1 ( siehe[23 ]).

Propogition 8.2. Jede drei dimensionale Mannigfaltigkeit V

e e T 1
22— 2 % 03—

mit (V) =0 und g (V) > O 4ist birational zu einer der

folgenden:
g | & g, Struktur
3 3 1 abelsche Mannigfaltigkeit
2 1 0 étales Paserbiindel elliptischer Kurven

iiber einer abelschen Fldche
1 1 1 étales Faserbiindel abelscher Flichen
oder von K3 Fldchen iiber einer

e” T g h A .
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1 0 0 Stales Faserblindel iiber einer elliptisch-
Kurve mit Faser F, k(F) = 0

P. W7ilson hat vor Zurzem in [33] folgende Verallgemeinerung

vomn Z.1 erhzlten .

Satz €.3. ZEs sei V eine drei dimensionale Mannigfaltigkeit

( oder eine Varietit mit nur Terminalen Gorenstein - Singulari-

titen ), (V) = 0 und wy sei numerisch positiv,

Dann ist X(0y) = O . Insbesondere folgt aus g,(V) =0,
daB gz(V) = 0 und gB(V) =1 ist.

Diese Srgebnisse, ebenso wie der erste Teil von 7.5 ,

beantworten in Spezialfidllen eine Vermutung Uenos ( [ 23 1).

Problem _ 8.4. Es sei V eine n dimensionale Mannigfaltigkeit

der Kodaira Dimension null und ESQ% eine Untergarbe vom
Rang r . Ist dann dim( H(V,E)) & r 2

Tatsichlick hat Ueno nur den Fall 3 = R1 betracntet,

aber die Versuche, 8.4 fiir drei dimensionale annigfaltig-
keiten zu behandeln,legen obige Friézisierung nahe. T. labuchi
hat in [32 ] €.4 im positiven Sinne beantwortet fiir =n = 3 ,
i=2 uwd r=1, Damit bleibt ( fiir drei dimensionale
Mannigfaltigkeiten ) das Problem, Rang zwei Untergarben

von $22 zu behandeln. Kan kann sich iberlegen, da8 eine
positive Antwort auf das Adjunktionsproblem 7.1 auch in
diesem Fall eine Antwort auf 8.4 geben wiirde.
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