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Zusammenfassung

We give adescripton of "the algebra of category 0" which is ex
plicit enough to prove that the structure of the rurect summands of
o depends only on the integral \Veyl group and the singuJarity of
the central character, as weil as to establish a weak version of the
duality conjeetures of Beilinson and Ginsburg [BGi]. As a bypro
duct we describe the intersection cohomology of Schubert varieties as

modules over the global cohOlTIology ring. These are certain indecom
posable graded selfdual modules over the coinvariant algebra of the
Weyl group, via the Borel picture for the global cohomology ring of
a fl.ag manifold. They playa central role in this article and I predict
them an interesting future.
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1.1 Moduln über den Koinvarianten zur Weyl
gruppe

Sei A eine additive Kategorie. Wir definieren die Gruppe< A > als
die freie abel'sche Gruppe über den Objekten modulo den Relationen
A = A' + A" wann inuner es einen Isomorphismus A ~ A' ffi A" in A
gibt. Jedes Objekt A E A liefert ein Element< A >E< A > . Jeder
additive (Ko- )Funktor F : A -;. B liefert einen Homomorphismus
F :< A >---+< 13 > .

Für einen Ring R bezeichne R-mc)(jC die Kategorie aller endlich
erzeugten R-Moduln. Ist R graduiert, so betracht.en wir auch die
Kategorie R-Mode aller endlich erzeugt.en graduiert.en R-Moduln. Für
AI = EB Mi E R·A100e erkläre ich .NI[n] durch M[n)i = Mi+n.

Sei (W ~ 5) ein endliches Coxeter-System. Es operiere Wals Spie
gelungsgruppe auf F E a:-rruxiE

• So operiert W auf der symmetri
schen Algebra 5 = 5(l') und auf deIn Ideal S+ C S aller Ausdrücke
ohne konstanten Term. \\rir bilden die Koinvariant.enalgebra C =
C(ll, W) = Sj(S+)W S. Wir versehen C mit einer Graduierung so daß
degll = 2.

Sei 1 : W ----- 722: 0 die Länge, ::; die Bruhat- Ordnung, also e :S W ::;
Wo für €, Wo E W die Einheit lUld das längste Element. \Vie in [KL1]
betrachten wir die Hecke-Algebra 'H =1-l(W,S) = EBll:EW ~[t, t-1]T;I:
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gegeben durch die Relationen T:rT y = T:ry falls l( z) + l(y) = l( zy)
und (T" + l)(T" - t 2

) = O\ls E S.
Wir erklären den involutiven AutOlllorphismus i : 'H ----. 'H durch

i(t) = 1,-\ i(T:r) = T:~l' Kazhdan und Lusztig definieren in [KLl]
zwei neue Basen {e:r} und {C~} von 11. über LZ[t,t- 1 ] derart daß
i(C:r) = C:r, i(C~) = C~ fUr alle z E W. Wir werden nur die zweite
dieser Basen benötigen und benennen deshalb C~ in C:r um. Speziell
wird C" = 1,-1 (T" + l)\ls E S und die C" erzeugen 11. als Algebra über
;Z[t, t- 1 ].

Sei nun C-Mod~-C die Kategorie aller endlich erzeugten gradu
ierten C-Bimoduln. Durch ®c wird< C-Mode·C > ein Ring. Wir
betrachten fUr sES die 8-Invarianten C· C C.

ZerlegungsSRtz 1 Sei (W, S) kristallogra.phisch.

i.) Wir h~önnen einen Ringhomomorphismu.s E : 11. ----. < C·Mod~ -C >
erklären durch E(t) =< C[-I] >,E(C.) =< C ®c. C > [1]\18 E
S .

.. )11.

iii. )

Für alle z E W gibt es E:r E C-Mode-C wohlbestimmt bis auf
Isomorphismus so daß E(C:r) =< B:r > . Selbst in C·mode-C

\

sind die E:r paarweise nicht isomorph und direkt unzerlegba,r.

Sei ~ E C-Mode der eindimensionale Modul im Grad Null. So
ist D:r ~ E:r ®c q: E C·Mode wohlbestimmt bis auf Isomorphis
mus. Selbst als nichtgraduierte Objekte sind die D;r paarweise
nicht isomorph und dire~~t unzerlegbar.

B emer~~ungen:

1. Wir können nun offensichtlich eine Operation der Hecke-Algebra
'H auf < C-lllod~ > erklären durch TA! = E(T) ®c M VT E
'H, fl,1 E< C-Mode > . In diesen Notationen ist dann < D;e >=
C;r < a-' > .

2. Unter obiger Operation von 'H auf< C-Alode > ist. t.M = M(-lJ.
Für s E S~ Al E C·Mode läßt. sich C"M = C ®c. M[l] wie
folgt beschreiben: Man wähle 11 E l' - {O} mit. sv = -v und
erkläre A~ : C ----. C durch A~f = f:~f. Sodann setze man
F.M = Al EBM als Vektorramll, versehe ihn nut der Graduierung
(F"l\1)i = IvJ i+1 EB A1 i - 1 und erkläre die Operation von fEe
durch f(m, m') = (fm + (A~f)m', (sf)m /). Die Funkt.oren F"
und C[l]®c' sind dann natürlich äquivalent. Ich überlasse die
Rechnung dem Leser.
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3. Wir erklären eine Dualität d auf C-Mode durch (dM); = (M-i)*.
Man prüft, daß für alle T E 'H gilt: Td = di(T) als Endomor
phisluen von< C-Mc)(r > . Insbesondere sind die D~ selbstdual,
dD~ ~ D~.

4. Offensichtlich ist D e 2= tL'. Wir werden zeigen, daß D wo ~.

C[l( wo)]. Allgemeiner ist "Iz E W so daß C~ = t-l(~) Ly<~ T y
unser Modul D~ isomorph ZUlll Bild einer Multiplikations-Äbbildung
D~ ~ im((fr') : C[l(z)] --t C[21(wo ) - l(z)]) für ein geeignetes
f~ E C2(l(wo)-1(~)) aus deIn Schubert-Kalkül. Das folgt aus dem
Erweiterungssatz 5 ii.).

5. Wie wir zeigen werden, ist das Theorem in "elementarer Weise"
äquivalent zu den Vernlutungen von Kazhdan und Lusztig.

6. Wir werden das Theorem aus der Topologie der Fahnenmannig
faltigkeiten herleiten und konunen leider nicht ohne Gewichte
aus. Man kann das schon an dem Wort "kristallographiseh"
sehen. Ich würde dies Wort gerne durch "endlich" ersetzen
können.

7. Eigentlich sollte man alles über 7L statt über q: nlachen, lebt
doch die SShnittkohoillologie schon über 7L ...

1.2 Kategorie 0
Seien g :J beine halbeinfache konlplexe Lie-Algebra und eine Bo
rel'sche Unteralgebra. Sei n C b das Nilradikal und h = bin. Aus
Bequemlichkeit wählen wir eine Spaltung des Lie-Algebren- HOlno
Iuorphisnms b -> h und fassen hals Cartan 'sehe von b und g auf.

\Vir wollen die Kat.egorie 0 = O(g, b) aus [BGG2) untersuchen.
Das ist die Kategorie aller endlich erzeugten g-Moduln, die lokal b
endlich sind und halbeinfach über h. Sei P E 0 ein antidominanter
Projektiver, d.h. die projektive Decke in 0 eines einfachen Verma~

Moduls. Wir definieren den Funktor

v = V P = Horng(P! ): 0 ---+ mcx:r-Endg(P).

Sei O(P) der direkte Sununand von 0, der P enthält.. Ein Hauptre~

sultat dieser Arbeit ist der folgende

Struktursatz 2 Sei A1 E 0 beliebig, Q E O(P) projektiv. So indu·
ziert V einen lsomorphismus

H07ng(M, Q) ---+ HOmEnd(P)(VM, VQ).
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Es gilt also, EndgP zu bestinunen. Sei U = U(g) :> Z die universelle
Einhüllende von g und deren Zentrum. In aller Allgemeinheit gilt:

Proposition 1 Sei P E 0 ein antidominanter Projektiver. So ist
die Multiplikation Z ---+ EndgP surjektiv.

Um genauere Aussagen zu lnachen brauchen wir weitere Notationen.
Man betrachte zu J.! Eh· den Verma-Modul M (J.L) = U ®b q; J1' dessen
irreduziblen Quotienten L(J.!) und eine projektive Decke P(p.) von
L(J.L) in O. \\Tir definieren p E h· durch Q;2p ~ 1\ rnc.;r n und erklären
die zum Fixpunkt (- p) verschobene Operation der Weylgruppe W
durch w . J.! = w(Jl + p) - p. \\Tir nornlalisieren den Harish-Chandra
Homomorphismus ~ö : Z ---+ 5 = S(h) durch die Bedingung ~~(z)-z E
Uno Jedes v E h· definiert (+v) : h· ---+ h· und (+v)Ö : 5 -> S. Wir
wollen uns in dieser Einlei tung darauf beschränken, EndgP( wo').) für
). ganz und dominant anzugeben. Sei W>. = {w E Wlw . ). = ).}. Sei
C = C(h, W) die Koinvariantenalgebra zur \Veylgruppe, p : S --4 C
die Quotientenabbildung.

Endomorphismensatz 3 Sei), E h· ganz und dominant.

i.) Das Bild der K"?'[1tposition po (+).)U 0 ~U : Z -t C ist CW)..

H.) Der Kern dieser Komposition ist der Annullator von P(wo • ).).

Mithin ist kanonisch EndgP(Wo • ).) = Cl'\/)..

Bemerkungen:

1. Bernstein hat-zumindest für reguläres ).. diesen Satz auch be
wiesen [Be]. Offen gestanden ziehe ich seinen Beweis vor. Der
Inhalt des Satzes ist durch die Vermutung 5.7 in [BGi] lDotiviert.

2. Aussage i.) ist klassische Invariantentheorie. Wir werden ii.)
durch "Deformation von ..\" beweisen.

\Vir wollen uns nun auf), = °einschränken. Es ist dann also V =
Homg(P( Wo .0), ) ein Funktor V : 0 -----+ C-mode •

Theorem 4 Für alle z E W ist V P(x- 1 ·0) == D;r in C·mode •

B emerlw.ngen:

1. Zusanullen nut deIn Struktursatz ergibt sich, daß Endc( ffi D;r)
die "endlichdiInensionale Algebra zu Kategorie 0" ist. Diese
Beschreibung zeigt., daß die Kategorie 0 fUr regulären zentralen
Charakter nur von der ganzen Weylgruppe abhängt. Analoges
gilt auf den \Vänden.
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2. Da die D~ graduiert sind, trägt obige Algebra sogar eine Gra
duierung. Das ist die "gemischte Struktur" der Kategorie O.

3. Sehr viel explizitere wenn auch weniger allgemeine Informatio
nen über die "endlichdimensionale Algebra zu Kategorie 0"
kann man bei Irving [Ir} finden.

1.3 Perverse Garben

Seien G ~ B eine komplexe halbeinfache algebraische Gruppe und
eine Borel 'sehe. Sei X = G / B und bezeichne 'D( X) die beschränkte
derivierte Kategorie mit konstruktibler Kohomologie von Garben kom
plexer Vektorrämue auf ...Y. Für alle:F, 9 E 'D(X) definiere ich den gra
duierten Vektorraum Hom;(':F, Q) = €Bi Hornv(x)(F, Q[iJ). Sei nun
X E 'D(X) die konstante Garbe a: inl Grad Null. Das Borel-Bild
beschreibt einen Isomorphismus graduierter AJgebren End;(X) =:;:

C(h"" W) = C zwischen dem Kohomologiering von X und den Koin·
varianten.

Nun definieren wir für M, N E C-Mode den graduierten Vektor
raum Homc(M, N) = €Bi Homc_Mod(M,.N[iJ). Die Hyperkohomolo
gie ist ein Funktor H = Hom;(X, ): 'D(X) ---1 C-Mode und wir
werden zeigen:

Erweiterungssatz 5 i. ) Seien:F, 9 E 'D(X) die Sehnittkohomolo·
giekompleze von B -stabilen Sehu.bert- Varietäten. So induziert
H einen Isomorphismus graduierter Vekto7'1'äume

H01nj,(F, 9) ---+ Homc(HF, HQ).

ii.) Sei C~ E 'D( X) jiir ;z; E W der Sehnittkohomologiekomplez von
BzB / B. So gibt es einen Isomorphismu.s H.c~ ~ D~-l von gra
duierten C-Afoduln.

Bemerlwngen:

1. Aus einem Vergleich des Erweiterungssatzes nut deIn Struktur
satz ergibt sich eine schwache da unkanonische Version der Dua
litäts·Vermutungen von Beilinson und Ginsburg [BGi). Es ist zu
hoffen, daß sich die Resultate aus [BGiJ auf partielle Fahnenman
nigfaltigkeiten verallgellleinern lassen. Man würde dann allge
meiner eine Dualität zwischen "Kategorie 0 auf den Wänden"
und "perversen Garben auf partiellen Fahnenmannigfaltigkei
ten" erhalten.
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2. Der Beweis geht so: Zunächst zeigt man ii.) mithilfe von "dualen
Verschiebungen durch die \Vand", dann folgt Gleichheit der Di
mensionen in i.) aus dem Struktursatz und Rechnungen in [BGi]
und schließlich folgt Injektivität in i.) aus einem Spektralsequenz
Argument.

1.4 Danksagung

HauptInotivation für die vorliegende Arbeit waren die wunderbaren
Ergebnisse und Vermutungen aus dem Preprint [BGi] von A.Beilinson
und V. Ginsburg. Unterwegs habeich mich besprochen mit J .Bemstein,
G.Lusztig, R.MacPherson, K.Vilonen, D.Vogan, W.Schmid und sehr
ausfÜIlich mit J .C.Jantzen und B.Shelton. Ihnen allen gilt mein Dank.

Diese Arbeit ist ein Ergebnis eines von der Deutschen Forschungs
gemeindschaft finanzierten Aufenthalts des Autors an der Harvard
University. Ich danke beiden Institutionen.

2 Argumente aus der Darstellungs
theorie

2.1 Deformation von projektiven Moduln

Sei S = S(h), U(b) ~ S die Projektion. Wir bilden M = U ®b S E
g ® S-mode •

Proposition 2 Seien E, F E g-n"tode endlichdimensional.

8.) HOnlg@s(E ® Al, F ® M) ist frei über S vom Rang dim( E ®P*)o.

b.) Homg@s(E ® M,F (&\ M) ®s fL'J1 ~ Homg(E ® Al ®s ([:~,F ®
M ®s ([:p) ist ein 1somorphismus 'tIJ1 E h *.

c.) Hon"tg@s(E@A1,F0M)®sS' ---.:, Homg(E®M®sS',F®M®sS')
ist ein Isomorphismus fÜ1' jede flache Erweiterung S' von S.

Beweis: a.) Vlir können oBdA F = a..' annehmen. 'Vir betrachten
EndsM als g-Modul über (.X f)m = X(f(m)) - f(}{m). Nach [Sol]
ist die Multiplikation U ®z S ---" (EndsA1)g-t!nJj ein IsomorphislI1us.
Andererseits ist. Homg@s(E ® M, M) ::: HonLg(E, EndsM). Danut
folgt a.) aus Kostan t ~ S Beschreibung des Z-ad( g)-Moduls U.
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b.) Wir nehmen weiter F = a-' an. Im Diagrannn

U ~z 5 -4

J
U ®z 50s (['Jl ~

Ends(M)g-endl

1
Endq:(M 0s <L" Jl)8- end1

sind die horizontalen 11ultiplikations-Abbildungen ISOInorphismen, die
untere nach [Jo], siehe [Ja),7.25. Ein geonletrisches Argument kann
man in [Sol] finden. \\Tenden wir Homg(E, ) an, ergibt sich sofort
die Behauptung.

c.) Sei allgemein R ein Ring, 5 C R zentral und 1 C Rein Link
sideal. So ist für jeden R-Modul N die Abbildung HomR(RJ1, N) -'I

{n E J\T 11n = o} mi t </J ~ </J( 1 + I) ein Isomorphismus von 5-Moduln.
Sei nun weiter 5' eine flache kommutative Ring-Erweiterung von 5.
Ich schreibe lV' = N ®s 5' für jeden 5-Modul f\l.

Falls I endlich erzeugt ist, erhalten wir:

HornR,((RJI)', N') == HomR(RJI, J\T')
{n E N'lln == o}
{n E Nlln = O}'

= HomR(RJ I, N)'

Um c.) zu zeigen können wir oBdA E = q: annelunen. Wir wählen
dann R = U(g) 0 5, S = S. Für geeignetes I ist HJ I = M und die
Behauptung folgt sofort. q.e.d.

Sei nun ..\ E h·. \Vir definieren Ms(..\) = U 0b (tL'" 0 S) in g 0
S -mode. Hier soll b durch die Tensorprodukt-Darstellung auf a:" ®
5 operieren, die Operation von S ist jedoch die 1\1ultiplikation auf
deIn letzten Faktor. Der Modul AJS(A) ist also schlicht M Init einer
getwisteten S -Operation. Für jede Lokalisierung T von S setzen wir
MT(A) = MS(A) 0sT. \Vir definieren die Kategorie 'Dr(A) aller g 0T
Moduln, die als direkte SUllilllanden von E ® AJT()..) auftreten, ftir
E E g-mode endlichdimensional.

Proposition 3 Seien M, J\T E 'DT()..).

s.) HOmg@T(M,N) ist lokal frei über T von endlichem Rang.

b.) Homg®T(A1,l\T) 0T q)(; -'I Homg(M 0T (['o!"l ®T (;(;) ist ezn
Isomorphism11s für alle e E h· n SpecT.

c.) Homg@T(M, IV) -'I Homg0T,(M ®T T', N ®r T') ist ein Isomor·
phismus für jede Lokalisierung T' von T.
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Beweis: Das folgt offensichtlich aus den Definitionen und der vorher
gehenden Proposition. q.e.d.

Lemma 1 Sei M E 1JT(..\)' Es gibt eine Multimenge P(M) C h· so
daß für alle e E h· n SpecT der g-Modul M ®T a:e eine Filtrierung
mit Subquotienten M(p + e), J-l E P( M) hat.

Beweis: Für M E g ® T-mode und v E h· definiere ich den h
Gewichtsraum MV = {v E A11X v = (X + v( ...Y))v\fX Eh}, wo die
erste Multiplikation m.it X Ehe g aufzufassen ist, die zweite jedoch
nUt (X + v (X)) ES. Jedes Al E 1JT(..\) zerfäll t in Gewicht sräume, die
über T lokal frei sind von endlichelTI Rang. Den Rest des Beweises
überlasse ich dem Leser. q.e.d.

Sei speziell R = 5(0) die Lokalisienmg von 5 an der Stelle 0 E

h· C SpecT. Es gibt genau einen einfachen R-Modul l.'o = tI:.

Proposition 4 Seien M, N E 1JR(..\)' Liefert c/J : M --,I N einen
Isomorphismus auf der Nullfaser M ®R (: --,I N ®R ~, so ist <I> schon
selbst ein Isomorphismus.

Beweis: Man kann jedes Objekt von 'DR(.\) in h-Gewichtsräunle zer
legen. Diese sind freie R-Moduln von endlichem Rang. Das Lenuna
von Nakayalua beendet den Beweis. q.e.d.

Proposition 5 Zu jedem 1\1 E 'DR (..\) gibt es eine Lokalisierung T
von S na.ch einem Element und A1 E 'DT().), so da.ß T C Rund
M ®TR ~ M.

Beweis: Die Projektoren einer Zerlegung von E ® MR(..\) in eine di
rekte SUllllne "leben" nach Proposition 2 auf einer offenen affinen
Umgebung U = SpecT von 0 E h·. q.e.d.

'Vir können in diesem Zusammenhang auch Verschiebungsfunkto
ren eirliuhren. Zunächst bemerken wir, daß E @ MT("\) = E ® (U ®b
(a,'). @ T)) = U ®b (E ® a:). @ T) eine Konlpositionsreihe m.it Fak
toren MT(..\ + v) hat, wo v die Gewichte von E m.it Multiplizitäten
durchläuft.

Weiter betrachten wir den Träger SUPP(MR(J-l)) von MR(tL) in
Spec(Z ® R). Man erkennt, daß SUpp(MR(Il)) n SUPP(MR(11)) =I 0 q

W'l1 = W·1]. Für alle M E 'DR("\) induziert die Zerlegung von SuppA1
in ZusamrnenhangskOlnponenten eine Zerlegung von M in eine direkte
SUll1IIle.
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Auf diese Weise zerfällt sogar DR(>') in eine direkte Summe. Man
kann die Projektoren dieser Zerlegung als "Projektoren zu einem zen
tralen Charakter" auffassen und so wie in [Ja] 4.12 Verschiebungs
funktoren definieren. Sei P C h' das Gitter der ganzen Gewichte. Es
folgt:

Lemma 2 Sei>' E h' dominant regulär. So ist MR(Jl) E DR(>') für
alle dominanten Jl E >. +P.

Beweis: Weggelassen.
Insbesondere ist DR(>') = DR(>") falls >., >" beide regulär dominant

sind und >. +P = >" +P = A. Wir bezeichnen diese gemeinsame Kate
gorie mit DR(A). Sie zerfällt über Spec(Z 0R) in EB D~(A) wo sich die
Summe über alle dominanten Jl E A erstreckt und MR(Jl) E D~(A).

Wir können jetzt flir Jl,1/ E A dominant den Verschiebungsfunktor
T~ : Dil(A) -; D~(A) erklären. Er ist exakt und wird unter 0RIC der
gewohnte Verschiebungsfunktor .

Ich komme schließlich zur Deformation projektiver Moduln. Sei
A E h' (P. Bezeichne WA = {w E WIV>' E A liegt w· >. - >. im
Wurzelgitter }.

Theorem 6 Sei>' E A dominant regulär. Zu jedem Z E WA gibt es
PR(Z' >') E DMA) so daß PR(Z' >') 0R IC ~ P(z, >.).

Bemerkung: Nach Proposition 4 ist PR(Z . >') wohlbestillll1lt bis auf
Isomorphismus. Jedes unzerlegbare Objekt von D~(A) ist isomorph
zu einem der PR(Z' >.). Analoges gilt für singuläres dominantes >..
Beweis: Wir fUhren den Beweis durch Induktion über l(z). Zunächst
erfüllt flir Z = e sicher PR(>') = MR(>') unsere Wünsche. Sei nun Z E
WA beliebig und E der eiufache g-Modul mit extremem Gewicht Z •

>.->.. Wir betrachten E0MR(>') E DR(A) und darin die Komponente
D aus DMA).

In der speziellen Faser zerfällt D 0R IC = EByEM P(y. >') wo M C
WA eine geeignete Multimenge ist. Aufgrund der speziellen Wahl von
E kommt Z in ..\.1 genau einmal vor und ist das längste Element. Nach
den Propositionen 3 und 4 läßt sich die spaltende Inklusion EBy# P(y·
>') <-.; D0Ra,' zu einer spaltenden Inklusion EByib PR(Y'>') <-.; D liften.
Wir nennen den Kokern PR(Z . >') und sind fertig. q.e.d.
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2.2 Endomorphismen antidominanter Projek
tiver

Sei A E h· /P und (WA,SA) das zugehörige Coxeter·System. Zu,,\ E A
betrachten wir WA,>' = {w E Wlw. ,,\ = "\}. Wir betrachten dann
weiter die Koinvariantenalgebra CA = C(h, WA) und darin >'CA =
C;:'A,>.. Es sei PA : S ~ CA die Quotientenabbildung. Sei WA E WA
das längste Element. Wir wollen zeigen:

Endomorphismensatz 7 Sei A E h· /P und"\ E A dominant.

i.) DaB Bild der Komposition PA 0 (+,,\)~ 0 ~~ : Z ~ CA ist >'CA.

ii.) Der Kern dieser Komposition ist der Annullator von P(WA . ,,\).

Insbesondere erhalten wir so einen Isomorphismus EndgP( WA . A) =
>'CA •

Beweis: i.) folgt aus allgemeiner Invariantentheorie (Luna's Schei
bensatz). Für ii.) werden wir uns mehr Mühe geben. Wir beginnen
mit

Lemma 3 Sei A E A regulär dominant. So annuliert der J{ern von
PA 0 (+,,\)~ 0 ~~ : Z ~ CA den Modul P(WA . ,,\).

Beweis: Nach Theorem 6 haben wir ein Objekt PR(WA . A) E 'D~(A)

zu lUlseref Verfügung. Nach Proposition 5 läßt es sich ausdelmen zu
einem Objekt P E 1JT(A) für eine geeignete offene Umgebung V =
SpecT von 0 E h·. Nach Lenml8 1 hat für alle abgeschlossenen E E U
die Spezialisierung P 0T a.:~ eine Venna-Fahne mit Subquotienten
M(x . ,,\ + E), x E WA- Für generisches E E U ist sogar P ®T ~~ ~

EB:r Al (x . .\ + E)_

Nun operiert Z 0 T ja auf P, also auf den P ®T q;~. Auf dem
SurIUnanden M (z . ..\ + E) bei generischenl E operiert z ® t dann durch
den Skalar ((X'..\+E)O~~(Z»)E(t).Jetzt ist (X-l'''\+E)O~~= (.\+ZE)O
~~ = (XE) 0 (+..\)tt 0 ~~. "reiter liefert die (unverschobene) Operation
x : h· -. h· uns zt : S ---;. S. 'Vir definieren j:r : S 0 T ~ T durch
j:AsC?Jt) = x~(s)t. Wir definieren ~t :Z 0T ~ S0T durch ~i(z0t) =
(+.\ )~~~(z) ® t. So operiert zu guter Letzt z ® t E Z ® T auf denl

Sununand M(z . .\ + E) durch den Skalar E 0 j;r 0 ~t(z ® t) E q,'.
Sei nun j : SWA @ T ---4 T die gerneinsame Einschränkung der j:r'

Sei z E (~t)-l(S)V.... ®T). So operiert z auf P ®T a..'~ durch den Skalar

E 0 j 0 ~t(z), für generisches E. Andereseits operiert auch (j 0 ~t(z») E T
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durch diesen selben Skalar auf P ®r q:c, fUr alle g. Naeh Proposition 3
stiIrnnen also die Bilder in EndgrsTP von z und j 0 ~~ (z) überein. Das
Lenuna ergibt sich nun durch Ubergang zur speziellen Faser E = O.

q.e.d.
Als nächstes zeigen wir:

Lemma 4 Sei ..\ E A regulär dominant. So ist die Multiplikation
Z --'jo EndgP(wA . ..\) surjektiv.

Beweis: Wir betrachten die Komposition PA 0 (+..\)~ 0 ~~ : Z --'jo CA'
Wir wissen bereits, daß sie surjektiv ist und daß ihr Kern P( WA • ..\)

annulliert. Seien Zi E Z Urbilder einer Basis von CA' So haben L Zi ®
T und Z ® T dasselbe Bild in EndgP(wA . ..\). Wir verkleinern U =
SpecT ein wenig, und dürfen annehmen, daß sie sogar dasselbe Bild
in Endg@rP haben. Es reicht nun, für alle g E U mit Ausnahme einer
Menge der Kodimension ;::: 2 zu zeigen, dass Z --'jo Endg(P 0r tD c )

surjektiv ist. Denn dann folgt mit einem Dimensionsargument, daß
die Zi eine Basis des freien T-Moduls Endge;T(P) bilden.

Nun zerfaJlt fur alle E E U die Spezialisierung P 0T q: c in eine
direkte Summe von Moduln mit paarweise verschiedenem zentralem
Charakter. Für generisches g sind die Sununanden alle Verma-Moduln,
und Z -* Endg(P 0T (tc) ist in der Tat surjektiv. Für subgeneri
sches E sind die Sununanden nach Lemma 1 Erweiterungen von ei
nenl dominanten Vernla-Modul mit seinem Sockel. Da die Dimen
sion von Endg ( P 0r er c) konstant ist in E: nlüssen diese SUllliuanden
die nichttrivialen Erweiterungen sein. Bekanntlich werden alle En
dOInorphislnen solcher Erweit.erungen durch Elelnente des Zentrums
gegeben. Also ist auch fUr subgenerisches E die Multiplikation Z -*

Endg(P 0T a:c ) surjektiv. q.e.d.
\Vir haben also den Endolllorphislnensatz fUr regulären zentralen

Charakter bewiesen. Sei nun X E MaxZ. Wir definieren Mx als die
Kategorie aller g-Moduln M so daß \Iv E M gilt: Xnv ::: 0 für n 2> O.
Die Komplettierung Z~ operiert auf M.

Seien ..\,11- E A mit ..\ dOIninant und Jl dOllunant regulär. So können
wir die Verschiebung aus der Vland 80ut : M{(>.) --'jo M{(i-J) definieren.

Andererseits haben wir Ringhomorphismen (+..\)i~~ : Z[(>.) l-j. RA

und (+ J-1 )~ ~~ : Z~ i-J) l-j. R 1\. Der zweite ist. ein IsOlnorphismus~ und wir

können so die Inklusion <Pout : Z~>') l-j. Z~J..l) erklären. Wir werden
zeigen:

12



Theorem 8 Für alle z E Z[().) und alle M E M{(>.) ist q)out (z). =
Oout( z·) : 80ut M ~ 8out M.

Beweis: Verschoben.
Vlir wollen nun den Beweis des Endonlorphismensatzes beenden.

Sicher ist BoutP(WA . ..\) s= P(WA . J-l). Das vorhergehende Theorem
versieht uns nun mit. ei~eln konunutativen Diagramm

Der Endonlorphismensatz für..\ folgt nun aus dim>'CA = ~(WA/WA,>.) =
dimEndgP(wA' ..\). q.e.d.

Bemerkung: V\'ir haben sogar ein konunutatives Diagranull

hergeleitet.
Bewei..t;;fTheorem): Sei Z =:> ••• =:> J n =:> J n+1 =:> ••• ein zu ,(..\)n

kofinales Systern. Es rei cht, die Aussage für alle M = U / J n U zu
zeigen. \\lei ter folgt. die Aussage für M = U / J n U, wenn wir si e für
einen treueIl Modul M von U / Jn U kemlen. Wir ziehen uns so darauf
zurück, die Aussage für Al = MR(..\) ®R R/mn zu zeigen, wo m C R
das Inaximale Ideal ist.

Jetzt betracht.en wir den Verschiebungsftlllktor 00ut = Tf : 'D~(A) --+

'D~(A) aus den1 vorhergehenden Abschnitt. Für alle M E 'DA(A)
und r E Rist Bout (r·) = r· in End( BoutM). Wir betrachten speziell
M = MR(..\)' Es operiert =E Z auf dieseln Modul wie (+..\)U~R(z) E R.
Sei q : R --+ R/mn die Quotientenabbildung. Auf kfR(..\) ®R R/ITln
operiert folglich z E Z wie q( +..\ )~~U( z) ER/mn. Ferner ist. aus
Gründen der lnvariant.entheorie q 0 (+;\)t 0 ~~ : Z --+ R/mn eine Sur
jektion auf die WA,>' -Invarianten der rechten Seite.

Nun betrachten wir andererseits die Operation von Zl E Z auf
8out MR(..\)' Mit delTIselben Deformationsarguulent wie im Beweis von
LenuTIa 3 folgt für Zl E Z nut (+l1)Ö~U(Zl) E SWA,>'daß Zl auf
8out 1l1R (.A) operiert wie (+J.l)I~.(zd E R.
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Sind also Z, Z1 E Z mit q( +),)~(~(z) = q( +J.l)~(~(Z1) = r E RJmn

so folgt Baut (z.) :::: Baut (r·) = r· = z]' als Endomorphismen von
BoutMR(),) ®R RJmn. q.e.d.{Theorem}

2.3 Homomorphismen in projektive Moduln

Sei nun ,.\ E A dom.inant. Wir kürzen P( WA' A) =P und >'CA =C ab.
Eben haben wir einen Isomorphismus EndgP = C über Surjektionen
des Zentrums auf beide Ringe erklärt. Wir können nun den Funktor
V = V>. = Homg(P, ): 0 -+ C-mode definieren. Aus abstrakten
Gründen [Ga], Kapitel 4, ThA, S 398 ist V ein QuotientenflUlktor
zwischen abelschen Kategorien.

In unserer leicht variierten Situation geht das Argument so: Zunächst
ist offensichtlich P®c : C-mode -+ 0 linksadjungiert zu V. Weiter ist
die natürliche Transfonnation id --+ V P®c eine Äquivalenz, denn of
fensichtlich ist C ~ V P ®c C und heide Funktoren sind rechtsexakt.
Schließlich schenkt uns die Definition der Quotientenkategorie [Ga],
Kapitel 3, 5 365 eine kano:n.ische Inklusion HOmOjKerV(M, N) '---1

Homc(V M, V AT). Nun ist aber Homc(VM, V N) = Homg(P 0c
VAl, Pt') und die kano:n.ische Abbildung P ®c V M --+ M wird ein
lsomorphisnlus unter dem exakten Funktor V, d.h. sie ist ein Isomor
phiSlllUS in 01K erV. Das zeigt die Surjektivität unserer kano:n.ischen
Inklusion.

Wir zeigen schließlich allgenlein folgendes

Lemma 5 Seien A und B abel ~sehe Kategorien. Jedes ObjeJä in A, B
sei von endlieheT Länge. Seien CA ,eB "des souseategories epaisses".
Sei (G, F) ein adjungiertes Paar ezakter Funktoren und es gelte G(CA) C

Cs sowie F(C8) C CA.
So induziert (G, F) ein adjungicrtes Paar z'wisehen den Quot.ienten

AICA = AIC und Ble.

Be1L!eis: Sei fol E Bund J\rt c N das größte Teilobjekt mit N' E CB' So
ist F Pi' C F N das größte Teilobjekt von F N aus CA. In der Tat, da
F exakt. ist, können wir uns auf den Fall N' = 0 beschränken. Gäbe
es nun M E CA mit HomA(M, FN) f; 0 so folgte Hom8(Gl\1, /\T) #- 0
und das stände im Widerspruch zu N' :::: O.

Ist. dual M E A und M' C k[ das größte Teilobjekt so daß
MIM' E CA, so ist auch GM' C GM das größte Teilohjekt so daß
GMIGAl' E CB. 11it diesen Notationen ist nun nach der Definition
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der Quotientenkategorien Homsjc( GM, N) = Homs( GM', N /N') =
Hom.A(M',FlV/FIV') = HornA/c(M,FN). q.e.d.

Sei OA die Unterkategorie von 0 aller Objekte, deren KOlnpositi
onsfaktoren sich srontlich unter den L(w· A) nut w E WA finden. Wir
wollen zeigen:

Struktursatz 9 Sei M E 0 beliebig und Q E 0A projektiv. So indu
ziert V = VA einen Isomorphismus Homg(M, Q) --+ Romc(VM, VQ).

Beweis: Zunächst betrachten wir den Ring C. Er hat genau ein ma·
ximales Ideal C+. Weiter ist C der Kohonlologiering einer partiel·
len Fahnenmannigfaltigkeit. So ist "Auswerten auf dem fundamen
talen Zykel" w : C --+ a: erklärt. Poincare·Dualität besagt, dass
C X C --+ a:, (/, g) 1--4 w(fg) eine nichtentartete Paarung ist. Somit
hat der Sockel von C die Dimension Eins.

Jetzt ist sicher A1 (..\) C P. ViiI' zeigen:

Lemma 6 ./t,1(A) = {v E PIC+v = O}

Bemerkung: Setzen wir pn = {v E PI (C+ t v = O}, so ist allgemeiner
pn+1 / pn ~ E9 M (Y .A), wo über diejenigen kürzesten Repräsentanten
y der Nebenklassen W /WA summiert wird, für die l(y) = n.

BeweisfLemma}: c .) ist evident, da Z diagonal auf Verma-Moduln
operiert. Ich zeige :J .) durch Widerspruch.

Sicher hat P/M(A) eine Verula-Fahne. Wäre K = {v E PIC+v =
O} "# M(A), so folgte dimHomg(P, K) ;:: 2. Nun liefert die Inklusion
K '--+ P eine Inklusion Hmng(P, K) l...-+ Homg(P, P) = C und das
Bild ist ein Ideal, das von C+ annulliert wird. Der Sockel von C
ist aber eindimensional, un4. dieser Widerspruch zeigt das Lemma.
q.e.d.{LemmaJ

Jetzt zeigen wir den Struktursatz.

1. Der behauptete Isomorphismus ist eine Injektion. In der Tat.,
sei </; : M --+ Q. Aus </; =I- 0 folgt im</; =I- 0 folgt [im<jJ : Al (WA .
A)} "# 0 da Q eine Vernla-Fahne hat und somit folgt V(imq» =
im(V 4» i- 0, daher V<jJ "# O.

2. Der Satz stirrunt fur Q = P. In der Tat sind P E 0 und
V P = C E C~mode injektive Objekte, ersteres z.B. n~ch [Ir].
Die Aussage ist leicht zu sehen fur M E 0 einfach und folgt mit
dem 5-Lenuna für beliebige A1 E O.
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3. Der Satz stinunt :für Q ::::; M(..\). In der Tat- die Abbildung
Homg(M, Q) --+ Homc(V M, VQ) ist stets ein Homomorphis
mus von Z-Moduln, wo Z rechts über Z --+ C operiert.

Jetzt betrachte man den Isomorphismus Horng(M~P) --+ Homc(V M, V P)
aus dem vorhergehenden Schritt. Nach obigem Lemma 6 erhält
nlan daraus einen IsolllorphisllluS Homg(M, M(..\)) ~ Homc(VM, V M(..\))
wenn lllaI1 die TeilräUIne der von C+ alll1ullierten Homomorphis-
men ninunt.

4. Wir behandeln nun den allgerneinen Fall. Wir können uns auf
M E 0). beschränken. Sei F : 0). ~ 0). ein projektiver Funktor
im Sinne von [BGe]. Da P(kcrV) C kerV, induziert P" einen
Funktor auf denl Quotienten P : C-mode -- C-mode so daß
V F ~ FV natürlich äquivalent sind. Der Linksadjungierte G
von F ist ebenfalls projekt.iv und liefert G. Nach Lemma 5 ist
schließlich auch (G, F) ein adjungiertes Paar.

Jetzt gilt Homg(M, F M(..\)) = Homg {GM, M(..\)) = Homc(VGM, V M(..\)) =
Homc(VM, VFM(..\)).

Wir sehen, daß der erste Schritt im Beweis gar nicht nöt.ig war. q.e.d.
\

\ 'Ich will noch ein paar weitere Eigenschaften des Funktors V zeigen.
Bezeichne d die Dualitä.t auf 0 und C-mooe;

Lemma 7 Es gibt eine natürliche Äquivalenz von K of11.nktoren V d ~
dV.

Beweis: Wir wä.hlen einen Fundamentalzykel w : C -1 (; und einen
ISOInorphismus P ~ dP. DarUl definieren wir für M E 0 die nichtaus
geartete Paarung V M X V dA! -1 a: cl urch Hom(P, M ) X Horn (P, dM) =
H01n(P,M) X Hom(M,dP) -1 Hom(P,dP) = Hom(P,P) = C --+ a-'
und sind fertig. q.e.d.

A 11S abstrakten Gründen ist P®c : C-lnar --+ " linksadjungiert.
zu V.

Proposition 6 Sei J E 0). injekti'v. So ist die kanonische Abbildung
p 0c V I --+ 1 ein lsomorphismus.

Beweis: Sei allgelnein F : C-mode -- 0 rechtsadjungiert. zu V.
Sei Q E ",\ projekti v. Für alle kf E 0 gilt dann Horn (Al, Q) =
Horn (VAl, VQ) == Hom(M, FVQ) und folglich ist die kanonische Ab
bildung Q --+ FVQ ein Isomorphismus.
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Nun ist F =d( P®c )d rechtsadjungiert zu V. Wir dualisieren hin
und her, und die Proposition ergibt sich. q.e.d.

Weiter gilt:

Lemma 8 Sei Al E 0 projektiv. So ist V M selbstdual, V M ~

NM.

Beweis: Man kann das aus der Existenz einer Dualität auf 0 folgern.
vVir werden es später explizit sehen. q.e.d.
Bemerkung: Sind M, Q E 0 beide projektiv, so folgt Hom(dM, Q) ~
Hom(M, Q). In der Tat können wir oBdA Q E 0>. annelunen, und
dann wird

Hom(dM,Q) == Hom(VdM,VQ)
~. Hom(VM, VQ)

Hom(M,Q)

Ich finde das sehr absonderlich.

2.4 Verschiebung durch die Wand

Seien ,.x, J.L E A dominant. Sei J.L sogar regulär. "Tir haben ein ad·
\

jungiertes Paar (Bout , Bon) von Verschiebungsfunktoren zwischen 0>.
und OJJ" Sie fUhren die Kerne von V>., V J.l. ineinander über und indu
zieren nach Lenuna 5 ein adjungiertes Paar (Bout , Bon) von Thnktoren
zwischen den Quotienten )..CA ·mode und Ch -modI':.

Theorem 10 Folgende Funktoren sind natürlich äquivalent:

i.) Bon und die Restriktion Res).. der Skalare von CA zu >'CA •

ii.) Bout und die Erweiterung der Skalare Ch ®.\C
h

.

Beweis: Wir erhalten eine natürliche Äquivalenz VBonM == H01n(P( WA'

.x), BooM) = Hom(OoutP( WA . .x), JlI) ~ ResAVM durch Wahl eines
ISOlnorphismus BoutP(WA . .x) ~ P(WA .JL) unter Benutzung der Bemer
kung, die auf Theorem 8 folgt. Das zeigt 1.). Die natürliche Äquivalenz
der Funktoren in ii.) folgt durch die Adjungiertheiten. q.e.d.

Sei speziell s E 511., Oll : Op -1 O~ die Verschiebung durch die
s-Vland.

Korollar 1 Es gibt eine natürliche Äquivalenz VB. ~ Ch 0c. V von
A

Funktoren 0 IJ ----;. eh -mode.

Beweis: Klar.
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..
2.5 Aquivalenz verschiedener Kategorien

Seien g ~ b ---t h wie in der Einleitung, A E ACh dominant, 0>. die
zuvor definierte Kategorie, (WA, 511.) das Coxeter-System zu A und
SA,A = 511. n W11.,>.' Seien g' :> b' ---t h', ..\' ... analog.

Theorem 11 Zu jedem Isomorphismus von Cozeter-Systemen (WA, 511.) ~
(WA,,5A,), x 1----1 x', unter dem 5 A,A in 511.',>.' übergeht, gibt es eine
natürliche Äquivalenz von a.:-Kategorien OA(g, b) ~ O>.,(g', b') mit
L(x . A) ~ L{:r' . A').

Bemerkung: Man kann Venna-Moduln kategorientheoretisch als pro
jektive Decken in gestutzten Kategorien beschreiben. Es folgt, daß
unter obiger Äquivalenz auch M{~·..\) ~ M{:r'· "\').
Beweis: Sei P = E9~ P(z . ..\) E 0>. ein minimaler projektiver Erzeu
ger. Die Summe erstreckt sich also über alle x E WA/WA,>.. Da P
ein projektiver Erzeuger von 0>. ist, definiert Homg{P, ): OA ---t

mode-EndgP eine Äquivalenz von Kategorien. Nach dem Struktur
satz ist weiter EndgP = End

ACA
(VP). Es gilt also, die V P(z . ..\) zu

beschreiben. Nach dem Struktursatz sind diese ACA-Moduln direkt
unzerlegbiLr .

Nach Theoreln 10 ist für J.l E A dominant regulär ResAYP(y· J1.) ~
Y P(z·..\t mit n = #WA ,>., falls y E WA der maximale Repräsentant
der Klasse von x ist. 'Vir können uns so auf den Fall ..\ regulär be
schränken.

Nun können wir P(z . A) induktiv so beschreiben: Man wähle
:r =.sI ... Sn eine reduzierte Zerlegung, bezeichne mit Bi die Verschie
bung durch die zu Si gehörige \\land und betrachte Bn ••• 8]1\1(..\). Der
Projektive P( x . ..\) ist. der eindeutig bestinunte direkt unzerlegbare
Summand dieses Moduls, der zu keinenl P(y . ..\) mit l(y) < l( z) iso
morph ist.

Analog finden wir V P( x . ..\) als direkten SUIlunanden in C ®c'"
C ... ®C'l q; wo ich kurz C = CA gesetzt habe. Aus dieser Beschrei
bung von Y P(x . ..\), mithin von Endg(P), also von 0>. folgt nun das
Theorem nlühelos. q.e.d.

2.6 Verschiedene Operationen der Weylgruppe

Vlir wählen). = 0 E h und betrachten die Kategorie 0 0 • \\Tir haben
den Funktor V : 0 0 -4 C-modc und Hir alle sES die Funktoren
(J8 : 0 0 ---t 0 0 und C®c' : C-mode --" C-mode • Es ist V(J. ~ C @c' V ..
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Theorem 12 i.) Wir können eine Operation der Weylgruppe W 'auf

< 0 0 > erklären durch sM == O.M - M tiM E< 0 0 >, sES.

ii.) Wir können eine Operation der 'H'eylgruppe W auf< C-mode >
erklären durch sM == C ®c' M - M tiM E< C·mode >, sES.

iii.) V :< 0 0 >~< C -mode > ist W·äquivariant.

Bemerkung: Statt iii.) gilt genauer: Bezeichnet O;r : 0 0 -1 0 0

den projektiven Punktor mit O;rAl(O) 2:: P(Z-l ·0), so sind natürlich
äquivalent VO;r ~ B;r 0c V : 0 0 ~ C-mode

•

Wir schicken denl Beweis des Theorems ein Lenuna voraus. Sei
Po C 0 0 die additive Unterkategorie aller projektiven Objekte. Jedes
P E Po hat eine Venna-Fahne, und wir können eine Abbildung c :<
Po >-1 ~[W] erklären durch c(P) == L;rEW[P : j\f(z-l .O)]:r.

Lemma I) i.) Die Abbildung c ist ein Isomorphismus abel ~scher Grup

pen.

ii.) Die durch StMlkturtra,nsport via c definierte W·Operation auf
< Po > kann beschrieben werden durch sP == 8~P - P VP E<
Po >, sES.

\'
Beweis: i.) isCklar. ii.) folgt daraus, daß O.M(z ·0) = M(z . 0) +
M(zs .0) in der Grothendieck-Gruppe von 00. q.e.d.

Beweis{Theorem}: Da nach [BGe] ein projektiver Ftmktor F :
0 0 ---t 0 0 bis auf natürliche Äquivalenz durch F(M(O» festgelegt
ist, folgt i.) aus denl Lemma. Da V ein Quotient.enfunktor ist und
V(}~ ~ C ®c' V, folgen damit ii.) und iii.). q.e.d.[Theorem}

Das Theorem' macht< 0 0 > und < C-m()(jt~ > zu ~[W]-Moduln.

Bezeichne ~' den trivialen C-Modul. Sei nun 1t ---t ~'fW],c f---? C(l)
das Auswert.en an 1. = 1. Der Sündenfall naht heran.

Lemma 10 Für alle z E W gilt:

i.) < P(x- l ·0) >= C;r(l) < M(O) >

ii.) < V p(Z-1 .0) >= C;r(l) < ~. >

iii.) Der C -Modul V P( z-l . 0) ist direkt unzerlegbar.

Beweis: i.) \Vir wenden den W-äquivarianten Isomorphismus
c :< Po >-- ~[W] auf die behauptete Gleichung an und müssen
nur

L [p(Z-l ·0) : M(y-l . O)]y = C:r(l)
yEW
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zeigen. Das ist aber eine Konsequenz aus den Kazhdan-Lusztig-Vermutungen.
ii.) folgt aus i.) indem wir V anwenden.
iii.) folgt aus denl Struktursatz. q.e.d.

3 Argumente aus der Topologie

3.1 Geometrische Realisierung der Hecke-Algebra

Zunächst will ich etwas Folklore über Konvolutionen aufschreiben.
Für jede algebraische Varietät X konstruiert man 'D(X), die beschränkte
derivierte Kategorie mit konstruktibler Kohomologie zur Kategorie
von Garben komplexer Vektorräume auf X. Sei X E 'D(X) die kon
stante Garbe im Grad Null.

Seien nun JY, Y und Z algebraische Varietäten über ff:. Ich definiere
die "Konvolution", einen Bifunktor 'D(X X Y) X 'D(Y X Z) ---+ 'D(X X

Z), (.1',0) f---,l. F 0 (; durch F 00 = P1ß ·(.1'00) wo

XxYxYxZ~XxYxZ~XxZ

gegeben sind durch .ß(z,y,z) = (z,y,y,z),p(z,y,z) = (z,z).

Proposition 7 KontJolution ist kanonisch assoziativ und ß!(X) E

D(X X X) ist kanonisch eine Einheit.

Beweis: \\'eggelassen.
Sei nun :F E D(X) und p : X ---+ pt die konstante Abbildung.

Die kanonischen Isomorphismen F 2: :F ® X ~ X ® .1' liefern beide
denselben Homomorphismus Enet;('X) -4 Endi>(:F). \Vir erhalten so
die Operation des Kohomologierings von X auf der (Ko- )Homologie
End;'(X) ---+ Endi>(p.F), End1>(X) ---+ End;'(p!F).

Nebenbei belnerkt erhält man auch eine Rechtsoperation des Ko~

homologierings via P.:F = Hom;'(pt,p.F) = Hon1i> (X ,F). Sie ent
spricht obiger Linksoperation unter dem Antiautomorphismus f f--7

(-l)lflj.
Spezieller ist Endp(X X Y) = Endp(X)®Endi>(Y). Ich betrachte

X X Y ..!!..; X ~ pt die Projektionen. Sei:F E 1)(X X Y). Es ist
:F 0 y E 1)(X), also operiert End;'(X) auf ql(F 0 Y). Andererseits
operiert offensichtlich auch End;(Y) auf diesem Raum.

Lemma 11 Es ist ql(F 0 Y) ~ (q 0 p)!:F als Modul über End;(X) ®
Enet;(Y).

20



Beweis: Weggelassen.
Ich betrachte nun X = G / B und die Zerlegung X xX = UWEW Ow

in G-Orbiten, mit Ow = C(B / B, wB / B) C X x X. Ich setze n =
dim~X und betrachte die verschobenen Schnittkohomologiekomplexe
I w =IC(Ow)[-n] E V(X xX). Man betrachte weiter in V(XxX) die
Unterkategorie 'DG(X x X) aller I, deren Kohomologie-Garben Hi(I)
konstant sind auf den G-Orbiten. Wir erhalten eine Abbildung in die
Hecke-Algebra h : 'DG(X X X) --+ 1i, I }-+ L:i,w dimHi(I)wtiTw, wo
Hi(I)w den Halm der Kohomologie-Garbe an einem Punkt von Ow
bezeichnet.

Man betrachte nun die Kategorie K aller Objekte von 'D(X X X),
die isomorph sind zu einer direkten Sunune von einigen v~rschobenen

I w ' (In einer geeigneten Kategorie mit. Gewichten könnte man alle
reinen KOlnplexe vom Gewicht Null nernnen.) .

Proposition 8 i.) T, T' E K => 707' E K

ii.) h(T 0 T') = h(I)h(I') VI,I' E K

iii.) h(Iw ) =C w

iv.) h(I[I]) = t-1h(I)

Beweis: Siehe [Sp] (Vorsicht-einige Ungenauigkeiten.)
Ich muß einige kategorientheoretische Sprechweisen eirü'uhren. Un

ter einer [I]-Kategorie verstehe ich eine Kategorie A mit einem adjilll
gierten Paar ([1], [-1]) von Äquivalenzen A --+ A. Ist B auch eine [1]
Kategorie, so verstehe ich unter einenl [I]~Funktor F : A --+ Beinen
Funktor samt einer natürlichen Äquivalenz F[I] ~ [I]F. 1st schließlich
CA --+ B ein anderer [l]-Funktor, so nenne ich eine natürliche Trans
fonnation 11 : F -:, C eine [1 ]-Transformat.ion genau dann, wenn das
offensichtliche Diagranun

F[I] -, [I]F
J J

C[l] -4 [I]G

kOlnmut.iert.
Vermittels Konvolution "operiert" 'D(X X X) auf 1J( ...Y) = 1J(X X

pt.). Sei sES eine einfache Spiegelilllg, p~ die zugehörige minimale
Parabolische über B, 1r = 1r. : G / B --+ G / p. die Projektion.

Lemma 12 Folgende [l]-Funktoren 1J(X) --+ 'D(X) sind natürlich
[1] -äquivalent:
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1. :F l-i' I. 0 :F

2. :F l-i' 71".71".:F[+1J

3. F l-i' 7I"!7I"!F( -1]

Beweis: [LV].
Sei schließlich L;r E 1>(X) der Sclmittkohomologiekomplex der

Schubert·Varietät BzB / B .

Proposition 9 Für alle z E W gibt es einen Isomorphismus I:r-1 0

Ce ~ L;r:.

Beweis: So mehr oder weniger [Sp].

3.2 Duale Verschiebung durch die Wand

Sei X = G/ B wie eben. Das "Borel-Bild" gibt einen ISOIllorphisrnus
End;(X) = C(h· , W) = C. Sei Pt eine Parabolische, G ~ Pt ~ B. Sei
(Wo St) das zugehörige Coxeter·Teilsystem von (W, S). Sei G/ Pt = Yt
und bezeichne 7rt : X ---+ y~ die Projektion. Sicher ist 7r;L = X. Es
gilt:

Theorem 13 Das Zurückholen 1r; : Eruf1:,Ct:.J ---+ End;(X) ist in
jektiv mit Bild Cw~ C C = Endz,(X).

Beweis: [BGG1].
Wir werden ab jetzt C W • = tC abkürzen und EndilrJ = tC

iclentifizieren.
""'ir betrachten nun die Funktoren H = Hom;(X, ): "D(X) ---'I

C-Mode und H t = Ham;(L, ): 'D(1':) ---'I tC-Mode. Sei Rest :
C-Mode

---'I tC-Mode die Restriktion der Skalare. Adjungiertheit (71";, 7I"u)
gibt uns einen Isomorphismus Ht 1ru F = RestHF, der natürlich ist
in F E 'D(X).

Andererseits haben wir für F E "D(Yt ) kanonisch C @tC RtF ==
HOnlz,(X, 1r;:rJ ®End(r..) Hom;O~,F) ---'I Hom;(X, 7I"t· F) = H1r; F.

Theorem 14 Die ka.nonische Abbildung C 0 tC H( F ---t H 71"; F i..~t ein
lsomorphismus für alle:F E 1)(Yt ).

Beweis: Wir werden das nur benutzen und beweisen im Fall SI. = {s},

d.h. fUr eine minimale Parabolische Pt = Pß • Sei Y = Y., 7r == 7l"ß' Nun
ist kanonisch Homi> (X ,71"-F) = Hom;(.X, 1j"!F[-2]) == Hom;(7I".X[2], F).
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Weiter haben wir kanonisch Y ----r 71".1r·Y = 1r.X = 71"!,1r!Y[-2] ----1

Y [- 21, oder, etwas kürzer geschrieben und geshifted, Y [2] ----r 1r. X [2] ---+

Y. Da Y keine negativen Kohomologiegruppen hat, ist die Kompo
sition Null. Das "decomposition theorem" (Achtung-Overkill) zeigt,
daß diese Sequenz spaltet. Das Theorem folgt. q.e.d.

Korollar 2 Für alle sES gibt es eine natürliche [1] -Äquivalenz

H1r;1r•• =C ®c' H von [l]-Funktoren 'D(X) ----1 C-Modf!.

Beweis: Setzen wir die Informationen von eben zusanunen, können
wir sogar eine solche Äquivalenz explizit angeben. q.e.d.

3.3 Verschiedene Operationen der Hecke-Algebra

Sei weiter X =G/ B. Die Hyperkohomologie liefert auch einen Funk
tor B : D(X X X) -t C-Modf!-C. Hier möge die Linksoperation von
C zur linken Kopie von X gehören, die Rechtsoperation zur rechten.
Ich will zeigen:

Theorem 15 Seien T,T' E K.

i.) B(T 0 T') ~ BI ®c BI' in C-Modf! -C.

ii.) Die beiden [l]-Funktoren 'D(X) ---+ C -Mo(r, die F E 'D(X) den
graduierten C-Modul H(I 0 F) beziehungsweise BI @c HF zu
ordnen, sind natürlich [l]-äquivalent.

iii.) B(I8 ) ~ C @c. C(l]

Bemerkung: Allgenleiner werden wir später sehen, daß B(T;r) 2= B;rl
mit Bz wie in der Einleitung.

Mein Beweis des Theorems ist unangenehm gewunden. Ich hätte
gerne ein direktes Argunlent. Aber frisch an 's Werk! Um die folgenden
Beweise griffig fonnulieren zu können, machen wir die folgende

Definition 1 Ein Ringoid ist eine Menge R mit zwei Monoid-Strukturen

(R, +, 0) und (R, " 1) so daß Va, b, cER gilt: a +b = b+a, a( b+c) =
ab +ac, (0. + b)c = ac + bc. Ein Ringoid-Morphismus ist ...

Beispiele:

1. Für jede cL'-Kategorie A bilden die {['-Funktoren A ----1 A nl0dulo
natürlicher Äquivalenz ein llingoid 'RA.
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2. Ist A zusätzlich eine [l]-Kategorie, so bilden auch die [1]-F\mktoren
A --+ A modulo natürlicher [1)-Äquivalenz ein Ringoid R-A.

3. Ist C eine graduierte eLf-Algebra endlicher Dimension, so können
wir die Menge C-Mode-C aller lsOlllorphieklassen in C-Mode-C
betrachten. Sie wird ein Ringoid mlter ®c, ffi. Die Abbildung
C-Mode-C --+ n-C-Mode , B !---+ B®c ist dann ein Isomorphis
mus von Ringoiden.

4. Sei K die Kategorie von eben, K. die Menge ihrer Isonl0rphie
klassen. Sie wird ein Ringoid unter 0, ffi. Nach Proposition 8
ist h : K --+ 'H ein injektiver Ringoid-Holnomorphismus. Sein
Bild ist 'H+, das von den C w , w E W und tn , n E ~ erzeugte
Teil-Ringoid von 1t.

Nun gilt offensichtlich:

Lemma 13 Konvolution definiert eine Ringoid.Homomorphismus K --+

n-1J(.K).

Sei C C 'D(X) die Unterkategorie aller Objekte, die in eine Summe
von Objekten der Form X[n], n E 7L zerfallen.

\,
Lemma 14 Konvolution definiert einen Ringoid·Homomorphismus
K--+n-C.

Beweis: Es reicht aus, zu zeigen daß I 0 F E C, VI E K, F E C.
OBdA dürfen wir dazu I = I 8 ,:F == X annehmen. Dann ist aber
tatsächlich I, 0 X =7r*7r*X[I] ~. X[I] ffi .K[-I] E C. q.e.d.

Sei weiter C- f-Mode C C-Mode die Unterkategorie aller gradu
iert freien Moduhl. Offensichtlich ist H : C --+ C- f-Mode eine [1)
Äquivalenz von [1]-Kategorien.

Lemma 15 Es gibt einen Ringoid-Homomorphismus [, : 1t+ --+ 'Tl·C
f-Mode derart daß E(tn ) == C[-n]®c und ['(C~) = C[1] 0c~ 'V~r; E s.

Beweis: 'Vir betrachten den Ringoid-HOIl1Olllorphismus aus deIn vor
hergehenden Lemma, transportieren ihn vermittels der Isomorphis
men h : K --+ 'H+, H : C --+ C- f-Mode in unsere Situation und nennen
das Resultat [,. 1fit dem Korollar zu Theoreln 14 und Lemma 12 folgt
die Behauptung. q.e.d.

Es folgt sofort

Lemma 16 Es gibt einen Ringoid-Homomorphismus [, : 1t+ --+ C-Mode·C
derart daß e(tn) == C[-n] und ['(C~) :::: C ®c~ C[1] Vs E S.
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Der Leser lllag sich selbst überzeugen, daß E wohlbestimmt ist
dUIch die Bedingungen des Lenunas. Nun betrachten wir die Kom
position:B = E 0 h : K -1 C-Mod/-C.

Lemma 17 Sei I E K. Folgende [1]-Funktoren 7)( ..."\,") -1 C-M<xIe

sind natürlich [IJ-äquivalent: :F f---4 H(I o:F) und :F J---+ BI ®c H:F.

Beweis: Sei oBdA I = I" sES. Das Lenuna folgt. nun aus den
Definitionen und dem Korollar zu Theorem 14. q.e.d.

Unter anderelll haben wir nun unser UIspriingliches Ziel erreicht.
Beweis/Theorem]: Wir müssen nUI noch zeigen, daß BI ~ BI VI E
/C. Das folgt aber sofort aus Lemma 11, wenn wir in obigem Lemma
:F = X einsetzen. q.e.d./Theorem}

Jetzt können wir zu jedem llingoid R+ den universellen einhüllenden
Ring U(R+) mit dem kanonischen Morphismus R+ -1 U(R+) be
trachten. Ist Rein lling und R+ C Rein Teil-Ringoid, das R als
Ring erzeugt, so ist kanonisch U(R+) = R.

Theorem 16 IVir können einen Ringhomomorphismus E : 1i --+<
C-Mode·C> erklären durch E(t) =< C[-I] >, e(c.) =< C ®c' C >
[1]'v's E S. Für alle x "E.W gibt es B z E C·Mode-C so daß E(C:z:) =<
B:z: >.

Beweis: Aufgnmd der universellen Eigenschaften führt E : '}-i+ -t

C-Mode-C zu den} gesuchten RinghOlTIomorphismus e :1i -t< C-Mode-C >
. q.e.d.

Wie in der Einleitung erhalten wir so eine Operation von 1i auf
< C-Mode > . Sei q: E C-A1cx:r der eindimensionale Modul in} Grad
Null. Sei D:z: = B:z: ®c a-' E C-Mode wie in der Einleitung.

Proposition 10 L) D;r 2:' VP(Z-l. 0) in C-mode .

ii.) D:z: ist direkt unzerlegbar selbst als nichtgraduierter Modul.

Beweis: Es operiert 11 auf< C-Mode > . Dieselben Fonneln definieren
auch eine Operation von 1i auf < C-mode > . Andererseits haben wir
inl Abschnitt 2.6 eine Operation von ~[W] auf < C-mode > erklärt,
und es wird offensichtlich T(l)M = T MV T E rt, ME< C-mode > .
Insbesondere ist< D:z: >= C;J: < a-' >= C:z:(l) < a: >=< V P(x- 1

•

0) > in < C-mode > . Es folgt i.) lUld mit 10 auch ii.). q.e.d.

Korollar 3 Es ist B;J: selbst als nichtgraduierter Bimodul direkt Ull

zerlegbar.
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Beweis: Klar.
Schließlich zeigen wir noch

Lemma 18 Sei L z E 'D(X) der Schnittkohomologiekomplez non BzB / B.
So gibt es einen Isomorphismus H.c~ 2:= Dz-l in C -Mode.

Beweis: Nach Proposition 9 ist L z ~ I z -l 0 L- e • Nach Theorem 15 ist
He;r ~ BIz-l ®c HL-e ~ BIz -l ®c ~'. Nun ist aber BIy ~ BIy =
Eh(Iy ) = E{C y ) = B y • q.e.d.

3.4 Erweiterungen einfacher Objekte

Wir wollen zeigen:

Erweiterungssatz 17 Die Hyperkohomologie induziert Isomorphis
men graduierter Vektorräume

Beweis: Zunächst zeigen wir, daß beide Seiten dieselbe Dilnension
haben. In der Tat ist

dimHomg(P(z .0), P{y. 0)) nach [BGi]
dimHomc (D z-l , D y-l ) nach dem Struktursatz
dimHomc{HL;r, HL- y ) nach Lemma 18.

Es reicht also zu zeigen, daß die AbbildWlg im Satz injektiv ist. Sei
p : X ~ pt die Projektion. Es ist kanonisch HF = Hom;(..rY, F) =
Hom;(pt, P.:F). \Vir werden zeigen

Proposition 11 Die t10n p. induzierten Abbildungen Homv(L- z , L II ) ---+

Horn; (P. L-;;e, P. L- y) sind injektiv, Vz, y E W.

Der Satz folgt sofort.. q.e.d.
Beweis[Proposition}: Das folgende Spektralsequenzen-Argument

ist geklaut bei [BGi] Wld umgespritzL Für n 2': 0 setzen wir

X n := U BwB/B, Un := U BwB/B
l(w)::;:n l(w)=n

Wld zerlegen X n in X n - 1 ~ X n ~ Un' Bezeichne schließlich in
X n ---+ .X die Inklusion Wld Pn : ..I\n ~ pt die konstante Abbildung.

Ich bezeichne für eine komplexe Varietät X mit D(X) die be
schränkte derivierte Kategorie der ~'mixed Hodge Modules" von M.Saito.
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1....

Lemma 19 Sei M E D(X) gegeben so daß alle Einschränkungen

f6 M auf Bruhat-Zellen konstant sind und rein 'flOn einem festen Ge
wicht w. So gilt für alle n :

i')n Die Randabbildung des ausgezeichneten Dreiecks Pn. (Un!U~, id, jn.j~)i~M
verschwindet.

ii.)n Das Objekt Pn6i~M ist rein vom obigen Gewicht w.

Beweis[Lemmaj: Der erste Tenn des ausgezeichneten Dreiecks ist rein
vom Gewicht w : In der Tat ist Pn6un,u~i~M = (Pn 0 Un)!u~i~M,
u~i~M ist nach Voraussetzung lokal konstant und rein vom Gewicht
w, und (Pn 0 u.n), ändert das nicht, ist doch Pn 0 U n schlicht die Pro
jektion von einigen q,m auf einen Punkt.

Der letzte Term des ausgezeichneten Dreiecks ist rein vom Gewicht
w nach ii. )n-l' Es folgen sofort i.)n und ii. )n' q.e.d./Lemmaj

Wir betrachten nun den Schnittkohomologiekomplex ['Z als Ob
jekt von D(X),rein vom Gewicht l(:r). Nach [KL2] erfilllt L z = M die
Bedingung des Lemmas. Für feste z, y E W kürze ich l(z )-1(y)-2n =
s(n) ab. Nach [BGi] ist HomD(L z , Ly[~lj{n)](n)) ~ Hom'D(x)(Lz , Ly[s(n)])
und 0 = HomV{X)(Cz, L lI [s{n) + 1]). Es reicht also, wenn wir zeigen
daß jedes f E HomD{L z , L lI [s(n)](n)) "auf der Hyperkohomologie zu
sehen ist".

Sei nun f ;f ·0. Sei n minimal mit i~f ;f O. Aus unserem Lemma
folgt Un!U~i~f ;f 0, also u~i~f # 0, also {Pn 0 un)!U~i~f #- 0 da Pn 0 Un
schlicht die Projektion von ein paar a.,m auf einen Punkt ist.

'\leiter ist nach dem Leuuna für alle z E W die Abbildung P6L% -t

P6 in 6 i~ [, % = Pn 6 i~L z die Projektion auf einen direkten Summanden,
und {Pn 0 Un)!U~i~L% -4 Pn+i~Lz die Injektion eines direkten Swn
manden. So folgt aus (Pn 0 un),u~i~f ;f 0 schließlich P.! # o.
q. e .d. /P1'Opositiol1J

3.5 Beilinson-Ginsburg-Dualität

Sei D = E9zEw D;r. E C-Mode
• 'Vir können die graduierte Algebra

D = Endc(D) bilden. Die Projektoren dz auf D z bilden eine Basis
von DO.

\Vir setzen Lz = L(zwo ·0) und betrachten L = E9zEw L;r; E 0 0 ,

Wir können die graduierte Algebra L = E9i Ezt~(L, L) bilden. Die
Projektoren l;r. E Homo (L, L) auf L-;r. bilden eine Basis von LO.
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Wir setzen Px = P(ZWo ' 0) und betrachten P = EB:z: EW P~ E
0 0 , Wir können die Algebra A = Endo (P) bilden. Darin liegen
die Projektoren Pr von P auf P;e. Aus abstrakten Gründen definiert
Homo(P, ): 0 0 ~ mode-A eine Äquivalenz von Kategorien. Es
entspricht darunter Pz dem A-Rechtsmodul P:eA.

Nun führen Beilinson und Ginsburg eine Graduierung auf A ein.
Ich nenne diese graduierte Version A, in [BGi) heißt sie Arni:eed' Die
P:e bilden dann eine Basis von A 0

•

Sei B eine graduierte fl: -Algebra und x 1--+ b;e eine Abbildung W ~

BO. Sei (B', b~) analog. Ich schreibe kurz (B, b;e) .~ (B', b~) für die
Aussage: Es gibt einen Isomorphismus graduierter fl:-Algebren B ~

B' unter dem b;e in b~ übergeht.
Sei B eine graduierte <V-Algebra. Ist B quadratisch iln Sinne von

[BGi], so kann man eine duale Algebra B! erklären. Per Definitionem
ist (B!)O = BO.

Theorem 18 i.) Die A 1gebren L l A und D sind formal quadratisch.

ii.) Es gibt graduierte Isomorphismen (A!,P;e) ~ (L, Ix) ~ (D, d;e-d ~

(A,pzwo) ~ (A,pwoz)
\ ..
13emerkungen:

1. Die Existenz eines Isomorphismus (A, P;e) ~ (A!, Pwo:e) war von
Beilinson und Ginsburg [BGi] vennut.et. worden. Natürlich hofft
man eigentlich auf eine explizite, möglichst geometrische Kon~

struktion eines solchen Isomorphismus. Ich weiß noch nicht ein
nlal, ob unter meinem ISOlnorphismus C ~ EndP( Wo' 0) die of
fensichtliche Graduierung rechts mit der Graduierung aus (BGi]
links zusammenfällt.

2. Das Theorem zusanunen mit. [EGS] und nonnaler Dualität d
erklärt eine kontravariante Äquivalenz Db(Mod-A) mit. sich sel
ber, die projektive Moduln mit einfachen Moduln vertauscht.
Ich kann zeigen, daß diese Äquivalenz wie veflllutet. [BGi] die
Venna-Moduln permutiert. Es folgt, daß Erweiterungen von
Verma-Moduln rein sind und durch die R-Polynome aus [KLl]
beschrieben werden. Ich will diese Argunlente in einem Folgear
tikel ausarbeiten.

Beweis: Beilinson und Ginsburg zeigen [BGi], daß A und L formal
quadratische Algebren .sind und daß (A!, p;e) == (L, I~). Der Erwei te
rungssatz (zusanlIIlen nut Lokalisierung) zeigt (L, 1:2:) S;' (D, d~-l). Da
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Konjugation mit Wo ein Automorphislnus des Coxetersystems (W, S)
ist, gilt (D, dxwJ ~ (D, dwox ). vVir nlüssen also nur noch (D, dx-l) ==
(A,PxwJ zeigen.

Sieht man von den Graduierungen ab, wird so ein Isomorphismus
durch den Struktursatz gegeben. Sei nun allgemein B eine Algebra,
{ bz } xEW eine Menge von paarweise orthogonalen Idelnpotenten derart
daß die b;rB E mod-B eindeutige irreduzible Quotienten Ex haben.
Wir können dann E = E9 Ex E mod-B betrachten und die graduierte
Algebra E = Eai E~t~(E,E) bilden, mit €x E EO den Projektoren
auf Ex. Man beachte, daß ich keine Graduierung auf B vorausgesetzt
habe.

Ist speziell B = B eine formal quadratische Algebra und b:r. eine
Basis von B O

, so gibt es nach [BGi] einen graduierten Isomorphis
mus (E, €x) ~ (B!, b:r.). Auf diese '\Teise führt der nicht notwendig
graduierte Isomorphismus D == A mit d;r-l t--+ PZWo aus dem Struk
tursatz zu einem graduierten ISOlllorphismus (D!, d:r -1) ~ (A!, P:rwo ).
Wir dualisieren nochmals und das Theorem ist bewiesen. q.e.d.
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