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Zusammenfassung

We give a descripton of “the algebra of category O” which is ex-
plicit enough to prove that the structure of the direct summands of
O depends only on the integral Weyl group and the singularity of
the central character, as well as to establish a weak version of the
duality conjectures of Beilinson and Ginsburg [BGi]. As a bypro-
duct we describe the intersection cohomology of Schubert varieties as
modules over the global cohomology ring. These are certain indecom-
posable graded selfdual modules over the coinvariant algebra of the
Weyl group, via the Borel picture for the global cohomology ring of
a flag manifold. They play a central role in this article and I predict
them an interesting future.

Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung
1.1 Moduln iiber den Koinvarianten zur Weylgruppe
1.2 Kategorie O . . . . . . . . .. ... e
1.3 Perverse Garben
1.4 Danksagung

L =PI R

*Geschrieben wahtend eines von der Deutschen Forschungsgemeindschaft finanzierten
Aufenthalts an der Harvard University



2 Argumente aus der Darstellungstheorie 7

2.1 Deformation von projektiven Moduln . . . .. ... .. 7
2.2 Endomorphismen antidominanter Projektiver . . . . . 11
2.3 Homomorphismen in projektive Moduln . .. ... .. 14
2.4 Verschiebung durch die Wand . . . ... ... ..... 17
2.5 Aquivalenz verschiedener Kategorien . . . . ... ... 18
2.6 Verschiedene Operationen der Weylgruppe . . . . . .. 18
3 Argumente aus der Topologie 20
3.1 Geometrische Realisierung der Hecke-Algebra . . . . . 20
3.2 Duale Verschiebung durch die Wand . . ... ... .. 22
3.3 Verschiedene Operationen der Hecke-Algebra . . . .. 23
3.4 Erweiterungen einfacher Objekte . . .. .. ... ... 26
3.5 Beilinson-Ginsburg-Dualitat . . . . .. ... ... ... 27

1 Einleitung

1.1 Moduln iiber den Koinvarianten zur Weyl-
gruppe

Sei A eine additive Kategorie. Wir definieren die Gruppe < A > als
die freie abel’sche Gruppe iiber den Objekten modulo den Relationen
A= A"+ A" wann immer es einen Isomorphismus 4 = A’ @ A" in A
gibt. Jedes Objekt A € A liefert ein Element < 4 >€< A > . Jeder
additive {Ko-)Funktor F : A — B liefert einen Homomorphismus
F:< A>o<B>.

Fiir einen Ring R bezeichne R-mod® die Kategorie aller endlich
erzeugten R-Moduln. Ist R graduiert, so betrachten wir auch die
Kategorie R-Mod® aller endlich erzeugten graduierten R-Moduln. Fiir
M = @ M' € R-Mod® erklire ich M(n] durch M[n)' = Mi+",

Sei (W, S) ein endliches Coxeter-System. Es operiere W als Spie-
gelungsgruppe auf V € €-mod®. So operiert W auf der symmetri-
schen Algebra § = S(V) und auf dem Ideal St C § aller Ausdriicke
ohne konstanten Term. Wir bilden die Koinvariantenalgebra C =
C(V,W) = §/(§+t)"S. Wir versehen C mit einer Graduierung so daf
degV = 2.

Seil: W — Zq die Lange, < die Bruhat-Ordnung, alsoe < W <
w, fur €, w, € W die Einheit und das langste Element. Wie in [KL1]
betrachten wir die Hecke-Algebra H = H(W, S) = @ ey Z[t,t 71T,
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gegeben durch die Relationen T.T, = T,, falls [(z) + I(y) = {(zy)
und (T, + 1)(T, - t*) = 0¥s € S.

Wir erklaren den involutiven Automorphismus i : H — ‘H durch
i(t) = t71, i{(T,) = TZ!,. Kazhdan und Lusztig definieren in [KL1]
zwei neue Basen {C;} und {C.} von H iiber Z[t,t™!] derart dafl
i(C:) = C,, i{(CL) = C., fiir alle z € W. Wir werden nur die zweite
dieser Basen benétigen und benennen deshalb C. in C, um. Speziell
wird C, = t7!(T,+1)Vs € S und die C, erzeugen H als Algebra iiber
Zt, t71.

Sei nun C-Mod®-C die Kategorie aller endlich erzeugten gradu-
ierten C-Bimoduln. Durch ®¢ wird < C-Mod®-C > ein Ring. Wir
betrachten fiir s € § die s-Invarianten C* C C.

Zerlegungssatz 1 Sei (W, S) kristallographisch.

i.) Wir kénnen einen Ringhomomorphismus £ : H —< C-Mod*-C >
erkliren durch £(t) =< C[-1] >,£(C,) =< C®c: C > [1]Vs €
S.

il.) Fir alle z € W gibt es B, € C-Mod®-C wohlbestimmi bis auf

Isomorphismus so doff £(Cz) =< Bz > . Selbst in C-mod®-C
sind die B, paarweise nicht isomorph und direkt unzerlegbar.

ili.) Sei € € C-Mod® der eindimensionale Modul im Grad Null. So
tst D, = B, ®¢ € € C-Mod® wohlbestimmt bis auf Isomorphis-
mus. Selbst als nichtgraduierte Objekte sind die D, paarweise
nicht isomorph und direkt unzerlegbar.

Bemerkungen:

1. Wir kénnen nun offensichtlich eine Operation der Hecke- Algebra
H auf < C-Mod® > erklaren durch TM = £(T)® M VT ¢
H, M < C-Mod® > . In diesen Notationen ist dann < D, >=
C.< @ >.

2. Unter obiger Operation von H auf < C-Mod® > ist tM = M[-1].
Fir s € S,M € C-Mod® 1aft sich C,M = C ®¢» M[1] wie
folgt beschreiben: Man wahle v € V — {0} mit sv = —v und
erklare A} : C — C durch AYf = %i Sodann setze man
F,M = M@&M als Vektorraum, versehe ihn mit der Graduierung
(F,M)' = M'*! @ M~ und erklare die Operation von f € C
durch f(m,m') = (fm + (AYf)m',(sf)m’). Die Funktoren F,
und C[1)®¢. sind dann natiirlich dquivalent. Ich iiberlasse die
Rechnung dem Leser.



3. Wir erkliren eine Dualitét d auf C- Mod® durch (dM)' = (M~%)*.
Man priift, dafl fiir alle T € H gilt: Td = di(T) als Endomor-
phismen von < C-Mod® > . Insbesondere sind die D, selbstdual,
dD, = D,.

4. Offensichtlich ist D, = €. Wir werden zeigen, daff D, =
C{l(wo)). Allgemeiner ist Vz € W so dal C, = t"=) % T,

y<=z

unser Modul D, isomorph zum Bild einer Multiplikations- Abbildung

D, = im((f,) : Cli{z)] —» C[2H{w,) — I(z)]) fiir ein geeignetes
fo € CHHwo)=U=)) aus dem Schubert-Kalkiil. Das folgt aus dem
Erweiterungssatz 5 ii.).

5. Wie wir zeigen werden, ist das Theorem in “elementarer Weise”
aquivalent zu den Vermutungen von Kazhdan und Lusztig.

6. Wir werden das Theorem aus der Topologie der Fahnenmannig-
faltigkeiten herleiten und kommen leider nicht ohne Gewichte
aus. Man kann das schon an dem Wort “kristallographisch”
sehen. Ich wirde dies Wort gerne durch “endlich” ersetzen
kénnen.

7. Eigentlich sollte man alles iiber Z statt iiber € machen, lebt
doch die §chnittkohomologie schon iiber Z ...

1.2 Kategorie O

Seien g D b eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra und eine Bo-
rel’sche Unteralgebra. Sei n C b das Nilradikal und h = b/n. Aus
Bequemlichkeit wahlen wir eine Spaltung des Lie-Algebren- Homo-
morphismus b — h und fassen h als Cartan’sche von b und g auf.

Wir wollen die Kategorie O = O(g,b) aus [BGG2] untersuchen.
Das ist die Kategorie aller endlich erzeugten g-Moduln, die lokal b-
endlich sind und halbeinfach iiber h. Sei P € @ ein antidominanter
Projektiver, d.h. die projektive Decke in O eines einfachen Verma-
Moduls. Wir definieren den Funktor

V = Vp = Homg(P, }: O — mod*-Endg(P).

Sei O(P) der direkte Summand von O, der P enthéll. Ein Hauptre-
sultat dieser Arbeit ist der folgende

Struktursatz 2 Sei M € O beliebig, Q € O(P) projektiv. So indu-
ziert V einen Isomorphismus

HO?ng(Ma Q) - HomEnd(F)(VMs VQ)



Es gilt also, Endg P zu bestimmen. Sei U = U(g) D Z die universelle
Einhiillende von g und deren Zentrum. In aller Allgemeinheit gilt:

Proposition 1 Sei P € O ein antidominanter Projektiver. So ist
die Multiplikation Z — EndgP surjektiv.

Um genauere Aussagen zu machen brauchen wir weitere Notationen.
Man betrachte zu ¢ € h* den Verma-Modul M(u) = U@y, €, dessen
irreduziblen Quotienten L(y) und eine projektive Decke P(u) von
L(p) in O. Wir definieren p € h* durch €3,  A™ n und erklaren
die zum Fixpunkt (~p) verschobene Operation der Weylgruppe W
durch w- g = w(p + p) — p. Wir normalisieren den Harish-Chandra-
Homomorphismus £ : Z — § = §(h) durch die Bedingung ¢¥(z)—z €
Un. Jedes v € h* definiert (+v) : h* — h* und (+v} : § — §. Wir
wollen uns in dieser Einleitung darauf beschrianken, Endg P(w,- ) fiir
A ganz und dominant anzugeben. Sei W) = {w € W|w - A = A}. Sei
C = C(h,W) die Koinvariantenalgebra zur Weylgruppe, p: § — C
die Quotientenabbildung.

Endomorphismensatz 3 Sei A € h* ganz und dominant.

i.) Das Bild der Komposition po (+A) o ! : Z — C ist CWa.

ii.) Der Kern diese'-:' Komposition ist der Annullator von P(w, - ).
Mithin ist kanonisch EndgP(w, - A) = O,

Bemerkungen:

1. Bernstein hat-zumindest fiir reguldres A- diesen Satz auch be-
wiesen [Be|. Offen gestanden ziehe ich seinen Beweis vor. Der
Inhalt des Satzes ist durch die Vermutung 5.7 in [BGi] motiviert.

2. Aussage 1.) ist klassische Invariantentheorie. Wir werden ii.)
durch “Deformation von A” beweisen.

Wir wollen uns nun auf A = 0 einschranken. Es ist dann also V =
Homg(P(w, - 0), )ein Funktor V: 0 — C-mod®.

Theorem 4 Fiur allez € W ist VP(z™1.0) = D, in C-mod®.
Bemerkungen:
1. Zusammen mit dem Struktursatz ergibt sich, dafl Endc(@ D.)
die “endlichdimensionale Algebra zu Kategorie O” ist. Diese
Beschreibung zeigt, dafl die Kategorie O fiir regularen zentralen

Charakter nur von der ganzen Weylgruppe abhingt. Analoges
gilt auf den Wanden.



2. Da die D, graduiert sind, tragt obige Algebra sogar eine Gra-
duierung. Das ist die “gemischte Struktur” der Kategorie O.

3. Sehr viel explizitere wenn auch weniger allgemeine Informatio-
nen iber die “endlichdimensionale Algebra zu Kategorie O”
kann man bei Irving [Ir] finden.

1.3 Perverse Garben

Seien G O B eine komplexe halbeinfache algebraische Gruppe und
eine Borel’sche. Sei X = G/B und bezeichne D(X) die beschriankte
derivierte Kategorie mit konstruktibler Kohomologie von Garben kom-
plexer Vektorridume auf X. Fiir alle 7, G € D(X ) definiere ich den gra-
duierten Vektorraum Homy(F,G) = @; Homp(x)(F,G[i}). Sei nun
X € D(X) die konstante Garbe € im Grad Null. Das Borel-Bild
beschreibt einen Isomorphismus graduierter Algebren Endjh(X) =
C(h*, W) = C zwischen dem Kohomologiering von X und den Koin-
varianten. .

Nun definieren wir fir M, N € C-Mod® den graduierten Vektor-
raum Homg& (M, N) = @; Homc_pmoa(M, N[i]). Die Hyperkohomolo-
gie ist ein Funktor H = Hom}(X, ): D(X) — C-Mod® und wir
werden zeigen:

Erweiterungssatz 5 i.) Seien 7,0 € D(X) die Schnittkohomolo-
giekompleze von B-stabilen Schubert-Varietdten. So induziert
H einen Isomorphismus graduterter Vektorrdume

Hom%p(F,G) — Homi(HF,HG).

i.) Sei £, € D(X) fir ¢ € W der Schnittkohomologiekomplez von
BzB/B. So gibt es einen Isomorphismus HL, = D__, von gra-
duterten C-Moduln.

Bemerkungen:

1. Aus einem Vergleich des Erweiterungssatzes mit dem Struktur-
satz ergibt sich eine schwache da unkanonische Version der Dua-
litdts- Vermutungen von Beilinson und Ginsburg [BGil. Es ist zu
hoffen, daB sich die Resultate aus [BGi] auf partielle Fahnenman-
nigfaltigkeiten verallgemeinern lassen. Man wiirde dann allge-
meiner eine Dualitdt zwischen “Kategorie O auf den Wanden”
und “perversen Garben auf partiellen Fahnenmannigfaltigkei-
ten” erhalten.



2. Der Beweis geht so: Zunichst zeigt man ii.) mithilfe von “dualen
Verschiebungen durch die Wand”, dann folgt Gleichheit der Di-
mensionen in i.) aus dem Struktursatz und Rechnungen in [BGi]
und schliefilich folgt Injektivitat ini.) aus einem Spektralsequenz-
Argument.
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2 Argumente aus der Darstellungs-
theorie

2.1 Deformation von projektiven Moduln

Sei § = S(h), U(b) — § die Projektion. Wir bilden M = U @, S €
E ® S-mod®.

Proposition 2 Seien E, F € g-mod® endlichdimensional.
a.) Homggs(E® M, F ® M) ist frei iber § vom Rang dim(E @ F*)°.

b.) Homg®5(E ®M,FoM)®s (L',u — Homg(E ®M®s C#,F®
M ®s €,) ist ein Isomorphismus Vi € h*.

¢c.) Homgegs(EQM,FRM)}®sS' — Homg(EQM@sS', FOM®sS')
st ein Isomorphismus fir jede flache Erweiterung §' von S.

Beweis: a.) Wir konnen oBdA F = ¢ annehmen. Wir betrachten
EndsM als g-Modul iiber (X f)m = X(f(m)) - f(Xm). Nach [Sol]
ist die Multiplikation U @z § — (EndsM )8~ ein Isomorphismus.
Andererseits ist Homges(E ® M,M) = Homg(E, EndsM). Damit
folgt a.) aus Kostant’s Beschreibung des Z-ad(g)-Moduls U.
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b.) Wir nehmen weiter ¥ = ¢ an. Im Diagramm

Uz S — Ends(M)g_emﬂ

) !
Uz S®s €, — Endg(M®s €,)8

sind die horizontalen Multiplikations- Abbildungen Isomorphismen, die
untere nach [Jo}, siehe [Ja},7.25. Ein geometrisches Argument kann
man in [Sol] finden. Wenden wir Homg(E, ) an, ergibt sich sofort
die Behauptung.

c.) Sei allgemein R ein Ring, § C R zentral und 7 C R ein Link-
sideal. So ist fiir jeden R-Modul N die Abbildung Homp(R/I,N) —
{n € N|{In = 0} mit ¢ — ¢(1 + I) ein Isomorphismus von §-Moduln.
Sei nun weiter S’ eine flache kommutative Ring-Erweiterung von 5.
Ich schreibe N' = N ®g §' fir jeden §-Modul N.

Falls I endlich erzeugt ist, erhalten wir:

Homp((R/IV,N') = Homg(R/I,N')

= {neN'|lIn=0}
{n € N{In=10}
= Homp(R/I,NY

Um c¢.) zu zeigen kénnen wir oBdA E = € annehmen. Wir wiahlen
dann R = U(g) ® 5,5 = 5. Fir geeignetes I ist R/ = M und die
Behauptung folgt sofort. g.e.d.

Sei nun A € h*. Wir definieren Mg(A) = U®, (€A ® S)in g ®
S-mod¢. Hier soll b durch die Tensorprodukt-Darstellung auf €'y ®
S operieren, die Operation von S ist jedoch die Multiplikation auf
dem letzten Faktor. Der Modul Mg(A) ist also schlicht M mit einer
getwisteten S-Operation. Fiir jede Lokalisierung T von S setzen wir
Mz(A) = Ms(A)®sT. Wir definieren die Kategorie Dy () aller g®T-
Moduln, die als direkte Summanden von E ® Mp(A) auftreten, fir
E ¢ g-mod® endlichdimensional.

Proposition 3 Seien M, N € Dr(A).

a.} Homggr(M, N) ist lokal frei iiber T von endlichem Rang.

b.) Homggr(M,N)®r €. — Homg(M ®r €.,N ®r C.) ist ein
Isomorphismus fir alle e € h* N SpecT.

c.) Homggr(M,N) — Homggr (M @1 T',N ®r T") ist ein Isomor-
phismus fir jede Lokalisterung T' von T.



Beweis: Das folgt offensichtlich aus den Definitionen und der vorher-
gehenden Proposition. g.e.d.

Lemma 1 Sei M € Dr(A). Es gibt eine Multimenge P(M} C h* so
dap fiir alle ¢ € h* N SpecT der g-Modul M ®r €. eine Filtrierung
mit Subquotienten M(yu + €), 1 € P(M) hat.

Beweis: Fir M € g @ T-mod® und v € h* definiere ich den h-
Gewichtsraum MY = {v € M|Xv = (X + v(X))vVX € h}, wo die
erste Multiplikation mit X € h C g aufzufassen ist, die zweite jedoch
mit (X + (X)) € §. Jedes M € Dp(A) zerfallt in Gewichtsraume, die
iber T lokal frei sind von endlichem Rang. Den Rest des Beweises
iiberlasse ich dem Leser. g.e.d.

Sei speziell R = S die Lokalisierung von S an der Stelle 0 €
h* C SpecT. Es gibt genau einen einfachen R-Modul €y = €.

Proposition 4 Seien M,N € Dg(A). Liefert ¢ : M — N einen
Isomorphismus auf der Nullfaser M @ € — N ®g €, so ist ¢ schon
selbst etn Isomorphismus.

Beweis: Man kann jedes Objekt von Dgr(A) in h-Gewichtsrdume zer-
legen. Diese sind freie R-Moduln von endlichem Rang. Das Lemma
von Nakayama beendet den Beweis. ¢.e.d.

Proposition 5 Zu jedem M € Dpg()) gibl es eine Lokalisierung T
von S nach einem Element und M € Dp()), so daf T C R und
M@rR=M.

Beweis: Die Projektoren einer Zerlegung von E ® Mg(A) in eine di-
rekte Summe “leben” nach Proposition 2 auf einer offenen affinen
Umgebung U = SpecT von 0 € h*. g.e.d.

Wir konnen in diesem Zusammenhang auch Verschiebungsfunkio-
ren einfithren. Zunichst bemerken wir, da £ ® Mr(A) = E® (U @
(€y®7T)) = U@, (E® Cy®T) eine Kompositionsreihe mit Fak-
toren Mr{A + v) hat, wo v die Gewichte von F mit Multiplizititen
durchlauft.

Weiter betrachten wir den Trager Supp(Mp(u)) von Mg(u) in
Spec(Z ® R). Man erkennt, dafl Supp(Mg(u)) N Supp(Mg(n)) £ 0 <
W-u = W-n. Fiir alle M € Dg(2) induziert die Zerlegung von SuppM
in Zusammenhangskomponenten eine Zerlegung von M in eine direkte
Sumime.



Auf diese Weise zerfallt sogar Dr()) in eine direkte Summe. Man
kann die Projektoren dieser Zerlegung als “Projektoren zu einem zen-
tralen Charakter” auffassen und so wie in [Ja] 4.12 Verschiebungs-
funktoren definieren. Sei P C h* das Gitter der ganzen Gewichte, Es
folgt: '

Lemma 2 Sei A € h* dominant reguldr. So ist Mg(u) € Dgr()) fir
alle dominanten u € A+ P.

Beweis: Weggelassen.

Insbesondere ist Dgr(A) = Dgr(A') falls A, X beide regular dominant
sind und A+P = A'+P = A. Wir bezeichnen diese gemeinsame Kate-
gorie mit Dr(A). Sie zerfallt iiber Spec(Z®R)}in @ PR(A) wo sich die
Sumime iiber alle dominanten u € A erstreckt und Mgp(pu} € DR(A).
Wir kénnen jetzt flir p,7 € A dominant den Verschiebungsfunktor
T} : Dp(A) — DE(A) erkliren. Er ist exakt und wird unter ® g € der
gewohnte Verschiebungsfunktor.

Ich komme schliefilich zur Deformation projektiver Moduln. Sei
A € h*/P. Bezeichne Wy = {w € W|VA € A liegt w- A~ X im
Waurzelgitter }.

Theorem 8 Se: A € A dominant reguldr. Zu jedem © € W, gibt es
Pr(z-X) € DXA) so daff Pr(z - M) ®@r € = Pz - ).

Bemerkung: Nach Proposition 4 ist Pr{2 - A) wohlbestimmt bis auf
Isomorphismus. Jedes unzerlegbare Objekt von D}(A) ist isomorph
zu einem der Pg(z - A). Analoges gilt fir singuldres dominantes A.
Beweis: Wir filhren den Beweis durch Induktion iiber {{z). Zunéchst
erfiillt fiir ¢ = e sicher Pr(A} = Mp(A) unsere Wiinsche. Sei nun z €
W, beliebig und F der einfache g-Modul mit extremem Gewicht z -
A—A. Wir betrachten EQ Mp(A) € Dr{A) und darin die Komponente
D aus DR(A).

In der speziellen Faser zerfdllt D @pr € = @Pyeas Py A) wo M C
W} eine geeignete Multimenge ist. Aufgrund der speziellen Wahl von
E kommt z in M genau einmal vor und ist das langste Element. Nach
den Propositionen 3 und 4 1afit sich die spaltende Inklusion .. P(y-
A) — D®Rg{ zu einer spaltenden Inklusion @, ., Pr(y-A) — D liften.
Wir nennen den Kokern Pr(z - A) und sind fertig. q.e.d.
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2.2 Endomorphismen antidominanter Projek-
tiver

Sei A € h* /P und (W,,S,) das zugehdrige Coxeter-System. Zu A € A
betrachten wir Wiy = {w € W|w- X = A}. Wir betrachten dann
weiter die Koinvariantenalgebra C4 = C(h,W,) und darin *C; =
Cr)"'*. Es sei py : § — C, die Quotientenabbildung. Sei wy € W,y

das langste Element. Wir wollen zeigen:

Endomorphismensatz 7 Sei A € h*/P und A € A dominant.
i.) Das Bild der Komposition py o (+A)f o €! 1 Z — Cy ist *Cy.
il.) Der Kern dieser Komposition ist der Annullaior von P(wy - A).

Insbesondere erhalten wir so einen Isomorphismus EndgP(wy - X) =
z\cv
A-

Beweis: 1.) folgt aus allgemeiner Invariantentheorie (Luna’s Schei-
bensatz). Fiir ii.) werden wir uns mehr Miithe geben. Wir beginnen
mit

Lemma 3 Sei A € A reguldr dominant. So annuliert der Kern von

pao(+A) o€t Z = Cy den Modul P(wy - ).

Beweis: Nach Theorem 6 haben wir ein Objekt Pr(ws - A} € D(A)
zu unserer Verfigung. Nach Proposition 5 1afit es sich ausdehnen zu
einem Objekt P € Dr()) fir eine geeignete offene Umgebung U =
SpecT von 0 € h*, Nach Lemma 1 hat fiir alle abgeschlossenen ¢ ¢ U
die Spezialisierung P ®7 €, eine Verma-Fahne mit Subguotienten
M(z - A+ ¢e),z € Wy. Fiir generisches ¢ € U ist sogar P @r €, =
P, M(z-X+e)

Nun operiert Z ® T ja auf P, also auf den P @r €.. Auf dem
Summanden M(z - A + ¢) bei generischem ¢ operiert z ® t dann durch
den Skalar ((z-A+e€)o&b(z))e(t). Jetat ist (7' -A4e)old = (A4 ze)o
& = (z£) o (+A)* o £'. Weiter liefert die (unverschobene) Operation
z:h* — h* uns 2! : § — S. Wir definieren j, : S® T — T durch
jx(s®t) = 2¥(s)t. Wir definieren {f\ :Z@T — S®T durch fi(z@t) =
(+A)1€%(z) ® t. So operiert zu guter Letzt z @ t € Z ® T auf dem
Summand M(z - A + ¢) durch den Skalar ¢ 0 j, 0 £4(z ®1t) € €.

Seinun j: W2 ® T — T die gemeinsame Einschrankung der j,.
Sei z € (€2)71(S™2 @ T). So operiert z auf P ®p €, durch den Skalar
€ ojofg(z), fiir generisches e. Andereseits operiert auch (jo,ff\(z)) €T
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durch diesen selben Skalar auf P®r €., fir alle . Nach Proposition 3
stimmen also die Bilder in EndggrP von z und jofi(z) iiberein. Das
Lemma ergibt sich nun durch Ubergang zur speziellen Faser ¢ = 0.
g.e.d.

Als nachstes zeigen wir:

Lemma 4 Set A € A regular dominani. So ist die Multiplikation
Z — EndgP(wy - M) surjektiv.

Beweis: Wir betrachten die Komposition ps o (+A) o €8 : Z — Cy.
Wir wissen bereits, daB sie surjektiv ist und da$ ihr Kern P(wy - A)
annulliert. Seien z; € Z Urbilder einer Basis von Cy. So haben }_ z; ®
T und Z ® T dasselbe Bild in EndgP(w, - A). Wir verkleinern U =
SpecT ein wenig, und diirfen annehmen, daf} sie sogar dasselbe Bild
in EndgerP haben. Es reicht nun, fiir alle ¢ € U mit Ausnahme einer
Menge der Kodimension > 2 zu zeigen, dass Z — Endg(P ®r C.)
surjektiv ist. Denn dann folgt mit einem Dimensionsargument, dafl
die z; eine Basis des freien T-Moduls Endggr(P) hilden.

Nun zerfallt fiir alle ¢ € U die Spezialisierung P ®7 €, in eine
direkte Summe von Moduln mit paarweise verschiedenem zentralem
Charakter. Fiir generisches ¢ sind die Summanden alle Verma-Moduln,
und Z — Endg(P @7 C.) ist in der Tat surjektiv. Fiir subgeneri-
sches ¢ sind die Summanden nach Lemma 1 Erweiterungen von ei-
nem dominanten Verma-Modul mit seinem Sockel. Da die Dimen-
sion von Endg(P @r €.) konstant ist in ¢, miissen diese Summanden
die nichttrivialen Erweiterungen sein. Bekanntlich werden alle En-
domorphismen solcher Erweiterungen durch Elemente des Zentrums
gegeben. Also ist auch fir subgenerisches e die Multiplikation Z —
Endg(P ®r C.) surjektiv. g.e.d.

Wir haben also den Endomorphismensatz fiir reguliren zentralen
Charakter bewiesen. Sei nun x € MazZ. Wir definieren M, als die
Kategorie aller g-Moduln M so dafl Vv € M gilt: x"v = 0 fiir n > 0.
Die Komplettierung Z operiert auf M.

Seien A, 4 € A mit A dominant und g dominant reguldr. So kénnen
wir die Verschiebung aus der Wand Ogy : Mg(n) — My, definieren.
Andererseits haben wir Ringhomorphismen (+A)i¢! : Z?(A) — R
und (+u)tet: Z?(#) — R”. Der zweite ist ein Isomorphismus, und wir
konnen so die Inklusion ¢oy : Z?(A) o Zé"(#} erklaren. Wir werden
zeigen:



Theorem 8 Fir alle z € Z;,, und alle M € Mgy ist goue(2) =
eout(z‘) : eoutM = Go M.

Beweis: Verschoben.

Wir wollen nun den Beweis des Endomorphismensatzes beenden.
Sicher ist 8o, P(wy - A) & P{wy - p). Das vorhergehende Theorem
versieht uns nun mit einem kommutativen Diagramm
PA°(ii))‘°f’ Cy

1
EndgP(wy-)) = EndgP(w - p)

z
1

Der Endomorphismensatz fiir A folgt nun aus dim*C = (W /Wapa) =
dimEndgP(wy - A). q.e.d.
Bemerkung: Wir haben sogar ein kommutatives Diagramm

)‘CA — CA
1 |
EndgP(wy - ) ‘S EndgP(w - )

hergeleitet.

Beweis[Theorem]: Sei Z D ... D> Jp D Jp41 D ... ein zu £(A)"
kofinales System. Es reicht, die Aussage fir alle M = U/J,U zu
zeigen. Weiter folgt die Aussage fir M = U/J, U, wenn wir sie fiir
einen treuen Modul M von U/J,,U kennen. Wir ziehen uns so darauf
zuriick, die Aussage fir M = Mg(A) ®p R/m" zu zeigen, wo m C R
das maximale Ideal ist.

Jetzt betrachten wir den Verschiebungsfunktor 6, = T} : DIA{(A) —
D%(A) aus dem vorhergehenden Abschnitt. Fiir alle M € Dj(A)
und r € R ist 8,,(7-) = r- in End(0,,M). Wir betrachten speziell
M = MRg(X). Es operiert = € Z auf diesem Modul wie (+))i¢¥(z) € R.
Sei ¢ : R — R/m" die Quotientenabbildung. Auf Mgr(\) ®g R/m,
operiert folglich z € Z wie g(+A)*¢¥(z) € R/m". Ferner ist aus
Griinden der Invariantentheorie go (+A)fc£¥: Z — R/m" eine Sur-
jektion auf die Wy y-Invarianten der rechten Seite.

Nun betrachten wir andererseits die Operation von z; € Z auf
0out Mp(A). Mit demselben Deformationsargument wie im Beweis von
Lemma 3 folgt fir z; € Z mit (+u)*&¥(z;) € S22 daB z, auf
Bous MRp(X) operiert wie (+u)!¢Y(z;) € R.
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Sind also z,2; € Z mit g{+X)!¢8(z) = ¢(+n)i€¥(z;) = r € R/m"
50 folgt Opui(z') = Boum(r) = 7+ = z;- als Endomorphismen von
6t Mp(A\) ® g R/m™. g.e.d.[Theorem]

2.3 Homomorphismen in projektive Moduln

Sei nun A € A dominant. Wir kiirzen P(wy -1) = P und *Cy = C ab.
Eben haben wir einen Isomorphismus EndgP = C iber Surjektionen
des Zentrums auf beide Ringe erklart. Wir konnen nun den Funktor
V = V) = Homg(P, ): O — C-mod® definieren. Aus abstrakten
Griinden [Ga], Kapitel 4, Th.4, S 398 ist V ein Quotientenfunktor
zwischen abelschen Kategorien.

In unserer leicht variierten Situation geht das Argument so: Zunéachst
ist offensichtlich P®¢ : C-mod® — O linksadjungiert zu V. Weiter ist
die natiirliche Transformation id — VP®¢ eine Aquivalenz, denn of-
fensichtlich ist C = VP ®¢ C und beide Funktoren sind rechtsexakt.
Schliefilich schenkt uns die Definition der Quotientenkategorie [Gal,
Kapitel 3, S 365 eine kanonische Inklusion Homgp k., v(M,N) —
Hom¢(VM,VN). Nun ist aber Hom¢(VM,VN) = Homg(P ®c¢
VM, N) und die kanonische Abbildung P ¢ VM — M wird ein
Isomorphismus unter dem exakten Funktor V, d.h. sie ist ein Isomor-
phismus in O/KerV. Das zeigt die Surjektivit&t unserer kanonischen
Inklusion.

Wir zeigen schliefllich allgemein folgendes

Lemma 5 Seien A und B abel’sche Kategorien. Jedes Objekt in A, B
sei von endlicher Ldnge. Seien C4,Cg “des souscatégories épaisses”.
Sei(G, F) ein adjungiertes Paar exakier Funktoren und es gelte G(C 4) C
Cg sowie F(Cg) C C4.

So induziert (G, F') ein adjungiertes Paar zwischen den Quotienten

A[Cq = AJC und BJC.

Beweis: Sei N € Bund N’ C N das groite Teilobjekt mit N' € Cp. So
ist FN' C FN das grofite Teilobjekt von FN aus C4. In der Tat, da
F exakt ist, konnen wir uns auf den Fall N' = 0 beschranken. Gibe
esnun M € C4 mit Hom4(M, FN) # 0 so folgte Homg(GM,N)# 0
und das stinde im Widerspruch zu N’ = 0.

Ist dual M € A und M' C M das grofite Teilobjekt so dafl
M/M' € C4, so ist auch GM' C GM das groBite Teilobjekt so dafl
GM/GM' € Cg. Mit diesen Notationen ist nun nach der Definition
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der Quotientenkategorien Homg;.(GM,N) = Homg(GM',N/N') =
Hom4(M',FN/FN') = Hom 4;c(M, FN). g.e.d.

Sei Oy die Unterkategorie von O aller Objekte, deren Kompositi-
onsfaktoren sich samtlich unter den L(w- A) mit w € Wy finden. Wir
wollen zeigen:

Struktursatz 9 Sei M ¢ O beliebig und Q € O, projekiiv. So indu-
ziert V = 'V, einen Isomorphismus Homg(M, Q) — Homc(VM,VQ).

Beweis: Zunachst betrachten wir den Ring C. Er hat genau ein ma-
ximales Ideal C*. Weiter ist C der Kohomologiering einer partiel-
len Fahnenmannigfaltigkeit. So ist “Auswerten auf dem fundamen-
talen Zykel” w : C — € erklirt. Poincaré-Dualitit besagt, dass
CxC - C,(f,g) — w(fg) eine nichtentartete Paarung ist. Somit
hat der Sockel von C die Dimension Eins.

Jetzt ist sicher M(A) C P. Wir zeigen:

Lemma 8 M(A)={ve P|C v =10}

Bemerkung: Setzen wir P* = {v € P}(C*)"v = 0}, so ist allgemeiner
Prtl/pn =@ M(y- ), wo iiber diejenigen kiirzesten Reprisentanten
y der Nebenklassen W/W), summiert wird, fiir die I(y) = n.
Beweis[Lemma]: C .) ist evident, da Z diagonal auf Verma-Moduln
operiert. Ich zeige D .) durch Widerspruch.

Sicher hat P/M()) eine Verma-Fahne. Ware K = {v € P|Ctv =
0} # M(]}), so folgte dimHomg(P, K') > 2. Nun liefert die Inklusjon
K — P eine Inklusion Homg(P,K) — Homg(P,P) = C und das
Bild ist ein Ideal, das von C™* annulliert wird. Der Sockel von C
ist aber eindimensional, und. dieser Widerspruch zeigt das Lemma.
g.e.d.[Lemma]

Jetzt zeigen wir den Struktursatz.

1. Der behauptete Isomorphismus ist eine Injektion. In der Tat,
sei ¢ : M — Q. Aus ¢ # 0 folgt im¢ # 0 folgt [ime : M(w, -
A)} # 0 da @ eine Verma-Fahne hat und somit folgt V(im¢) =
im(V$) # 0, daher Vi # 0.

2. Der Satz stimmt fiir @ = P. In der Tat sind P € O und
VP = C € C-mod® injektive Objekte, ersteres z.B. nach {Ir].
Die Aussage ist leicht zu sehen fiir M € O einfach und folgt mit
dem 5-Lemma fiir beliehige M € O.
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3. Der Satz stimmt fir Q = M(A). In der Tat- die Abbildung
Homg(M,Q) - Homg(VM,VQ) ist stets ein Homomorphis-
mus von Z-Moduln, wo Z rechts iiber Z — C operiert. .
Jetzt betrachte man den Isomorphismus Homg(M, P} — Homc(V M, VP)
aus dem vorhergehenden Schritt. Nach obigem Lemma 6 erhalt
man daraus einen Isomorphismus Homg(M, M(A)) — Homc(VM,VM(A))
wenn man die Teilriume der von C* annullierten Homomorphis-
men nimmt.

4. Wir behandeln nun den allgemeinen Fall. Wir kénnen uns auf
M € O, beschranken. Sei F : Oy — O, ein projektiver Funktor
im Sinne von [BGe]. Da F(kerV) C kerV, induziert F’einen
Funktor auf dem Quotienten F : C-mod® — C-mod® so dafl
VF = FV natiirlich dquivalent sind. Der Linksadjungierte G
von F ist ebenfalls projektiv und liefert G. Nach Lemma 5 ist
schliefilich auch (G, F) ein adjungiertes Paar.
Jetzt gilt Homg(M, FM(A)) = Homg(GM, M(A)) = Home(VGM, VM())) =
Homg(VM,VFM())).

V\{ir sehen, daf} der erste Schritt im Beweis gar nicht nétig war. g.e.d.
“fdch will noch ein paar weitere Eigenschaften des Funktors V zeigen.
Bezeichne d die Dualitat auf O und C-mod®:

Lemma 7 Es gibt eine natirliche Aquivalenz von Kofunktoren Vd =
dV.

Beweis: Wir wahlen einen Fundamentalzykel w : C — € und einen
Isomorphismus P = dP. Dann definieren wir fiir M € O die nichtaus-
geartete Paarung VM xVdM — € durch Hom(P, M)x Hom(P,dM)
Hom(P, M) x Hom(M,dP) — Hom(P,dP) = Hom(P,P)=C — C
und sind fertig. g.e.d.

Aus abstrakten Grinden ist P®¢ : C-mod® — O linksadjungiert
zu'V,

Proposition 6 Sei ] € O, ingektiv. So ist die kanonische Abbildung
P ®c VI — I ein Isomorphismus.

Beweis: Sei allgemein F : C-mod® — O rechtsadjungiert zu V.,
Sei Q € O, projektiv. Fiir alle M € O gilt dann Hom(M,Q) =
Hom(VM,VQ) = Hom(M, FVQ) und folglich ist die kanonische Ab-
bildung Q@ — FVQ ein Isomorphismus.
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Nun ist F' = d(P®c)d rechtsadjungiert zu V. Wir dualisieren hin
und her, und die Proposition ergibt sich. g.e.d.
Weiter gilt:

Lemma 8 Set M € O projektiv. So ist VM selbstdual, VM =
dVM.

Beweis: Man kann das aus der Existenz einer Dualitit auf O folgern.
Wir werden es spiter explizit sehen. g.e.d.
Bemerkung: Sind M, Q € O beide projektiv, so folgt Hom(dM,Q) =
Hom(M, Q). In der Tat konnen wir oBdA Q@ € O, annehmen, und
dann wird
Hom(dM,@) = Hom(VdM,VQ)
= Hom(VM,VQ)
= Hom(M, Q)

Ich finde das sehr absonderlich.

2.4 Verschiebung durch die Wand

Seien A, € A dominant. Sei p sogar regular. Wir haben ein ad-
jungiertes Paar {6,4¢,8,,) von Verschiebungsfunktoren zwischen O,
und O,. Sie fiihren die Kerne von V3, V, ineinander iiber und indu-
zieren nach Lemma 5 ein adjungiertes Paar (foy:, 90,,) von Funktoren
zwischen den Quotienten *Cs-mod® und C,-mod®.

Theorem 10 Folgende Funktoren sind natirlich dquivalent:
i.) 8., und dic Restriktion Res* der Skalare von Cy zu *Cj.

ii.) 0,4 und die Erweiterung der Skalare Cj ®» Cy

Beweis: Wir erhalten eine natiirliche Aquivalenz V8,, M = Hom(P(w;-
A),0nM) = Hom(Oon P(wp - A), M) = Res*VM durch Wahl eines
Isomorphismus 8,y P(ws - A) = P(wy - ) unter Benutzung der Bemer-
kung, die auf Theorem 8 folgt. Das zeigt i.). Die natiirliche Aquivalenz
der Funktoren in ii.) folgt durch die Adjungiertheiten. g.e.d.

Sei speziell s € 54,68, : O, — O, die Verschiebung durch die
s-Wand.

Korollar 1 Es gibl eine nattirliche ffquivalenz Vo, =C, ®c: V von
Funktoren O, — Cj-mod®.

Beweis: Klar.
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2.5 Aquivalenz verschiedener Kategorien

Seien g O b — h wie in der Einleitung, A € A C h dominant, O, die
zuvor definierte Kategorie, {(Wj,S,) das Coxeter-System zu A und
Sax = SAN Wy 5. Seien g’ Db’ -+ h', X', .analog.

Theorem 11 Zu jedem Isomorphismus von Cozeter-Systemen (Wy,S)) &
(Wai,8p1), ¢ — 2!, unter dem Sy 5 in Sy tibergeht, gibt es eine
natirliche Aquivalenz von €-Kategorien Ox(g,b) = Ox(g’,b’) mit
L{z-A)= L(z'- X).

Bemerkung: Man kann Verma-Moduln kategorientheoretisch als pro-
jektive Decken in gestutzten Kategorien beschreiben. Es folgt, daf
unter obiger Aquivalenz auch M(z - A) = M(z'- \').

Beweis: Sei P = @_ P(z - A) € O, ein minimaler projektiver Erzeu-
ger. Die Summe erstreckt sich also iiber alle ¢ € Wy /Wy 5. Da P
ein projektiver Erzeuger von O, ist, definiert Homg(P, ): Oy —
mod®-Endg P eine Aquivalenz von Kategorien. Nach dem Struktur-
satz ist weiter EndgP = EndACA(VP). Es gilt also, die VP(z-A) zu

beschreiben. Nach dem Struktursatz sind diese *C3-Moduln direkt
unzerlegbar.

Nach Theorem 10 ist fiir 4 € A dominant regular Res*V P(y- ) &
VP(z-A)" mit n = #W, 3, falls y € W, der maximale Représentant
der Klasse von z ist. Wir kénnen uns so auf den Fall A reguldr be-
schranken.

Nun kénnen wir P(z - A) induktiv so beschreiben: Man wahle
T = 8 --S, eine reduzierte Zerlegung, bezeichne mit 8; die Verschie-
bung durch die zu s; gehdrige Wand und betrachte 8, ...6,M(X). Der
Projektive P(z - A) ist der eindeutig bestimmte direkt unzerlegbare
Summand dieses Moduls, der zu keinem P(y - A) mit I(y) < I(z) iso-
morph ist.

Analog finden wir VP{z - A) als direkten Summanden in C ®c+n
C...@cn € woich kurz C = C4 gesetzt habe. Aus dieser Beschrei-
bung von VP(z - A), mithin von Endg(P), also von Oj folgt nun das
Theorem miihelos. g.e.d.

2.6 Verschiedene Operationen der Weylgruppe

Wir wiahlen A = 0 € h und betrachten die Kategorie Op. Wir haben
den Funktor V : Oy — C-mod® und fir alle s € & die Funktoren
0, : Oy — Opund CQ¢s : C-mod® — C-mod®. Esist V8, = CQc¢s V.
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Theorem 12 i.) Wir kénnen eine Operation der Weylgruppe W auf
< Op > erkldren durch sM =0,M — M VM c< Oy >,8€ S.

ii.) Wir kénnen eine Operation der Weylgruppe W auf < C-mod® >
erklaren durch sM = C®c: M- M VM €< C-mod® >,s8 € S.

i) V:< Qg >—< C-mod® > ist W-dquivariant.

Bemerkung: Statt iii.) gilt genauer: Bezeichnet 6, : Op — Oy
den projektiven Funktor mit 8, M(0) = P(z~! - 0), so sind natiirlich
dquivalent V8, 2 B, ®¢ V : Oy — C-mod®.

Wir schicken dem Beweis des Theorems ein Lemma voraus. Sei
Py C Op die additive Unterkategorie aller projektiven Objekte. Jedes
P € Py hat eine Verma-Fahne, und wir kénnen eine Abbildung ¢ :<
Po >— Z{W) erkldren durch ¢(P) = T cw|P : M(z7? - 0)]z.

Lemma 9 i.) Die Abbildung c ist ein Isomorphismus abel’scher Grup-
pen.
ii.) Die durch Sirukturtransport vie c¢ definierte W-Operation auf

< Py > kann beschrieben werden durch sP = 8,P — P VP ¢<
Po >,s€S.

Beweis: i.) is&lklar. i.) folgt daraus, daB 6,M(z-0) = M(z-0)+
M(zs-0) in der Grothendieck-Gruppe von Op. g.e.d.

Beweis[Theorem]: Da nach [BGe] ein projektiver Funktor F :
Op — Op bis auf natiirliche Aquivalenz durch F{M(0)) festgelegt
ist, folgt i.} aus dem Lemma. Da V ein Quotientenfunktor ist und
V8, = C @c+ V, folgen damit ii.} und iii.). g.e.d./Theorem/

Das Theorem macht < Og > und < C-mod® > zu Z|W}-Moduln.
Bezeichne € den trivialen C-Modul. Sei nun H — €{W],C — C(1)
das Auswerten an ¢ = 1. Der Siindenfall naht heran.

Lemma 10 Fir allex € W gilt:

i) < P(z7'-0)>= C.(1) < M(0) >

ii.) < VP(z71.0)>=C. (1)< € >

iil.) Der C-Modul VP{z~1.0) ist direkt unzerlegbar.

Beweis: 1.) Wir wenden den W-idquivarianten Isomorphismus

¢ i< Po >— Z[W)] auf die behauptete Gleichung an und miissen
nur

DIPETI-0): Myt 0)jy = Ca(1)
yew

19



zeigen. Das ist aber eine Konsequenz aus den Kazhdan-Lusztig- Vermutungen.
ii.) folgt aus i.) indem wir V anwenden.
iii.) folgt aus dem Struktursatz. g.e.d.

3 Argumente aus der Topologie

3.1 Geometrische Realisierung der Hecke-Algebra

Zunéchst will ich etwas Folklore iiber Konvolutionen aufschreiben.
Fiir jede algebraische Varietdt X konstruiert man D(X ), die beschriankte
derivierte Kategorie mit konstruktibler Kohomologie zur Kategorie
von Garben komplexer Vektorrdume auf X. Sei X € D(X) die kon-
stante Garbe im Grad Null.

Seien nun X,Y und Z algebraische Varietédten iiber €. Ich definiere
die “Konvolution”, einen Bifunktor D(X x Y} x D(Y x Z) — D(X x
2),(F,G)— FoG durch Fo G = mA*(FHG) wo

XxYxYxZ8&Xx¥x22xx2
gegeben sind durch A(z,y,2) = (2,3,¥, 2), (2,4, 2) = (2, 2).

Proposition 7 Konvolution ist kanonisch assoziativ und Ay(X) €
D(X x X) ist kanonisch eine Einheil.

Beweis: Weggelassen.

Sei nun F € D(X) und p : X — pt die konstante Abbildung.
Die kanonischen Isomorphismen F & F ® X & X ® F liefern beide
denselben Homomorphismus Endp(X) — End}(F). Wir erhalten so
die Operation des Kohomologierings von X auf der (Ko-)Homologie
End}(X) — Endy(p.F), Endy(X) — Endy(pF).

Nebenbei bemerkt erhalt man auch eine Rechtsoperation des Ko-
homologierings via p.F = Homy(pt,p.F) = Hom3 (X, F). Sie ent-
spric{}tl obiger Linksoperation unter dem Antiautomorphismus f —
(—1)l17.

Spezieller ist Endy(X X Y) = Endy,(X)®Endy(Y). Ich betrachte
X xY & X 2 pt die Projektionen. Sei F € D(X x Y). Es ist
F oY € D(X), also operiert Endp(X) auf ¢:(F oY ). Andererseits
operiert offensichtlich auch Endy(Y) auf diesem Raum.

Lemma 11 Es ist i(F oY) = (qop)hF als Modul dber End}p(X) ®
Ends(¥).
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Beweis: Weggelassen.

Ich betrachte nun X = G/ B und die Zerlegung X xX = [[,cw Ouw
in G-Orbiten, mit O, = G(B/B,wB/B) C X x X. Ich setze n =
dirn ¢ X und betrachte die verschobenen Schnittkohomologiekomplexe
Tw = IC(0Oy)[—n] € D(X xX ). Man betrachte weiter in D(X x X ) die
Unterkategorie Dg(X x X ) aller Z, deren Kohomologie-Garben H*(T)
konstant sind auf den G-Orbiten. Wir erhalten eine Abbildung in die
Hecke-Algebra h : Dg(X x X) - H, T — 3, , dimHY(I)ut' Ty, Wo
H(I), den Halm der Kohomologie-Garbe an einem Punkt von O,
bezeichnet.

Man betrachte nun die Kategorie K aller Objekte von D(X x X),
die isomorph sind zu einer direkten Summe von einigen verschobenen
Z,. (In einer geeigneten Kategorie mit Gewichten kénnte man alle
reinen Komplexe vom Gewicht Null nehmen.) '

Proposition 8 i.) 7,77 K = ToT' € K
it.) (ZoI')= A(T)K(T') VI, T'eK

iii.) h(Z,) = Cy

iv.) h(Z[1]) = t71R(T)

Beweis: Siehe [Sp]{Vorsicht-einige Ungenauigkeiten.)

Ich muB einige kategorientheoretische Sprechweisen einfithren. Un-
ter einer [1]-Kategorie verstehe ich eine Kategorie .4 mit einem adjun-
gierten Paar ([1],[-1]) von Aquivalenzen A — .A. Ist B auch eine [1]-
Kategorie, so verstehe ich unter einem [1])-Funktor F' : 4 -+ B einen
Funktor samt einer natiirlichen Aquivalenz F1] = [1]F. Ist schlieBlich
GA — B ein anderer [1]-Funktor, so nenne ich eine natiirliche Trans-
formation 1 : F — G eine [1)-Transformation genau dann, wenn das
offensichtliche Diagramm

Fl1 - [JF
l |
G[l] - [1]G

kommutiert.

Vermittels Konvolution “operiert” D(X x X ) auf D(X) = D(X x
pt). Sei s € § eine einfache Spiegelung, P, die zugehdrige minimale
Parabolische iiber B, » = #, : G/B — G/ P, die Projektion.

Lemma 12 Folgende {1]-Funktoren D{(X) — D(X) sind natirlich
[1]-dguivalent:
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1. F—=1I,0F
2. F o mvn, Fl4+1]
3. F — m'mF{-1]
Beweis: [LV]. .

Sei schliefilich £, € D(X) der Schnittkohomologiekomplex der
Schubert-Varietdt Bz B/B.

Proposition 8 Fir alle z € W gibt es einen Isomorphismus I, o
L. =L,

Beweis: So mehr oder weniger {Sp].

3.2 Duale Verschiebung durch die Wand

Sei X = G/B wie eben. Das “Borel-Bild” gibt einen Isomorphismus
End}(X) = C(h*,W) = C. Sei P, eine Parabolische, G 3 P, D B. Sei
(W., 8,) das zugehorige Coxeter-Teilsystem von (W, S). Sei G/P, = Y,
und bezeichne 7, : X — Y, die Projektion. Sicher ist 7Y, = X. Es
gilt:

Theorem 13 Das Zurickholen n* : End},(Y,) — End}(X) ist in-
jektiv mit Bild C™ C C = Endy(X).

Beweis: [BGG1).

Wir werden ab jetzt CY* = ‘C abkiirzen und End}(Y,) = C
identifizieren.

Wir betrachten nun die Funktoren H = Hom},{(X, ):D(X) —
C-Mod® und H, = Hom%(Y,, ) : D(Y,) — ‘C-Mod®. Sei Res* :
C-Mod® — *C-Mod® die Restriktion der Skalare. Adjungiertheit (x},7..)
gibt uns einen Isomorphismus H,n,.F = Res*HJF, der natiirlich ist
in 7 € D(X).

Andererseits haben wir fir 7 € D(Y,) kanonisch C @.o H.F =
Homp(X,mY,) ®png(y,) Homp(Y,, F) = Homp(X, =} F) = Hr} F.

Theorem 14 Die kanonische Abbildung C®.H,F — Hr]F ist ein
Isomorphismus fir alle F € D(Y,).

Beweis: Wir werden das nur benutzen und beweisen im Fall §, = {s},
d.h. fiir eine minimale Parabolische P, = P,. SeiY = ¥,,7 = 7,. Nun
ist kanonisch Hom$ (X, 7*F) = Hom} (X, 7' F[-2]) = Hom} (7. X[2], F).
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Weiter haben wir kanonisch ¥ — =7, 7Y = 7n,X = mr'Y[-2] —
Y [-2], oder, etwas kiirzer geschrieben und geshifted, Y [2] — 7, X[2] —
Y. Da Y keine negativen Kohomologiegruppen hat, ist die Kompo-
sition Null. Das “decomposition theorem” (Achtung-Overkill) zeigt,
daf} diese Sequenz spaltet. Das Theorem folgt. g.e.d.

Korollar 2 Fir alle s € S gibt es eine natirliche [1]-Aquivalenz
Hr)r,. = C ®c. H von [1]-Funktoren D(X ) — C-Mod®.

Beweis: Setzen wir die Informationen von eben zusammen, kénnen
wir sogar eine solche Aquivalenz explizit angeben. g.e.d.

3.3 Verschiedene Operationen der Hecke-Algebra

Sei weiter X = G/B. Die Hyperkohomologie liefert auch einen Funk-
tor B : D(X x X) — C-Mod*-C. Hier mége die Linksoperation von
C zur linken Kopie von X gehdren, die Rechtsoperation zur rechten.
Ich will zeigen:

Theorem 15 SeienI,7' € K.
i.) B(ZoT') & BZ ®¢ BI' in C-Mod*-C.

il.) Die beiden [1]-Funktoren D{X)} — C-Mod®, die F € D(X) den
graduierten C-Modul H(T o F) beziehungsweise BT ®c HF zu-
ordnen, sind natirlich [1}-dquivalent.

iii.) B(Z,) ¥ C ®c¢: C[1]

Bemerkung: Allgemeiner werden wir spiter sehen, dafi B(Z,) = B,,
mit B, wie in der Einleitung.

Mein Beweis des Theorems ist unangenehm gewunden. Ich hétte
gerne ein direktes Argument. Aber frisch an’s Werk! Um die folgenden
Beweise griffig formulieren zu kénnen, machen wir die folgende

Definition 1 FEin Ringoid ist eine Menge R mit zwei Monoid-Strukturen
(R,+,0) und (R,-,1) so daff Va,b,c € R gilt: a4+ b=b+a,a(b+c) =

ab + ac,(a + b)c = ac + be. Ein Ringoid-Morphismus ist ...

Beispiele:

1. Fiir jede ¢-Kategorie A bilden die €'-Funktoren A — A modulo
natiirlicher Aquivalenz ein Ringoid RA.
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2. Ist A zusitzlich eine [1]-Kategorie, so bilden auch die [1]-Funktoren
A — A modulo natiirlicher [1]-Aquivalenz ein Ringoid R*A.

3. Ist C eine graduierte €-Algebra endlicher Dimension, so konnen
wir die Menge C-Mod®-C aller Isomorphieklassen in C-Mod®-C
betrachten. Sie wird ein Ringoid unter ®¢,®. Die Abbildung
C-Mod®-C — R*C-Mod®, B — B®c ist dann ein Isomorphis-
mus von Ringoiden.

4. Sei K die Kategorie von eben, K die Menge ihrer Isomorphie-
klassen. Sie wird ein Ringoid unter o,@®. Nach Proposition 8
ist h : K — H ein injektiver Ringoid-Homomorphismus. Sein
Bild ist H*, das von den C,,w € W und t",n € Z erzeugte
Teil-Ringoid von H.

Nun gilt offensichtlich:

Lemma 13 Konvolution definiert eine Ringoid- Homomorphismus K —
R*D(X).

Sei ¢ C D(X) die Unterkategorie aller Objekte, die in eine Summe
von Objekten der Form X [n],n € Z zerfallen.

Lemma 14 Konvolution definiert einén Ringoid-Homomorphismus
K — R*C.

Beweis: Es reicht aus, zu zeigen dal ZTo F € C, VI ¢ K,F € C.
OBdA diirfen wir dazu 7 = 7,, 7 = X annehmen. Dann ist aber
tatsichlichZ, o X = r*m, X[1] = X[1]® X[-1] € C. q.e.d.

Sei weiter C-f-Mod® C C-Mod® die Unterkategorie aller gradu-
iert freien Moduln. Offensichtlich ist H : ¢ — C-f-Mod® eine [1}-
Aquivalenz von [1)-Kategorien.

Lemma 15 FEs gibt einen Ringoid-Homomorphismus £ : HY — R*C-
f-Mod* derart daf £(1") = C[-n]®¢ und £(C,) = C{1]®c» Vs € S.

Beweis: Wir betrachten den Ringoid-Homomorphismus aus dem vor-
hergehenden Lemma, transportieren ihn vermittels der Isomorphis-
men h: K — H*,H :C — C-f-Mod® in unsere Situation und nennen
das Resultat £. Mit dem Korollar zu Theorem 14 und Lemma 12 folgt
die Behauptung. g¢.e.d.

Es folgt sofort

Lemma 16 FEs gibt einen Ringoid-Homomorphismus £ : HT — C-Mod®-C
derart daff E(t") = C|-n] und £(C,) = C ®¢s C[1] Vs € S.
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Der Leser mag sich selbst {iberzeugen, dafl £ wohlbestimmt ist
durch die Bedingungen des Lemmas. Nun betrachten wir die Kom-
position B = £oh: K — C-Mod®-C.

Lemma 17 Sei I € K. Folgende [1]-Funktoren D(X) — C-Mod®
sind natirlich [1]-dquivalent: F — H(Z o F) und F — BT ®¢c HF.

Beweis: Sei oBdA T = Z,,s € &. Das Lemma folgt nun aus den
Definitionen und dem Korollar zu Theorem 14. q.e.d.

Unter anderem haben wir nun unser urspriingliches Ziel erreicht.
Beweis/Theorem]: Wir miissen nur noch zeigen, daf BZ =~ BT V7 ¢
K. Das folgt aber sofort aus Lemma 11, wenn wir in obigem Lemma
F = X einsetzen. q.e.d.[Theorem]

Jetzt konnen wir zu jedem Ringoid R* den universellen einhiillenden
Ring U(R*) mit dem kanonischen Morphismus R* - U(RT) be-
trachten. Ist R ein Ring und RT C R ein Teil-Ringoid, das R als
Ring erzeugt, so ist kanonisch U{R™) = R.

Theorem 16 Wir konnen einen Ringhomomorphismus £ : H —<
C-Mod®-C > erkliren durch £(1) =< C[-1] >,£(C,) =< C®cs C >
[1]Vs € S. Fir alle 2°€¢ W gibt es B, € C-Mod®-C s0 daff £(C;) =<
B, >.

Beweis: Aufgrund der universellen Eigenschaften fiihrt £ : H+ —
C-Mod®-C zu dem gesuchten Ringhomomorphismus £ : H —< C-Mod®-C >
. g.ed.

Wie in der Einleitung erhalten wir so eine Operation von H auf
< C-Mod® > . Sei € € C-Mod® der eindimensionale Modul im Grad
Null. Sei D, = B, ®¢ ¢ € C-Mod® wie in der Einleitung.

Proposition 10 i.) D, = VP(z~!.0) in C-mod®.
it.) D, ist direkt unzerlegbar selbst als nichtgraduierter Modul.

Beweis: Es operiert H auf < C-Mod® > . Dieselben Formeln definieren
auch eine Operation von H auf < C-mod® > . Andererseits haben wir
im Abschnitt 2.6 eine Operation von Z[W] auf < C-nod® > erklart,
und es wird offensichtlich T(1)M = TMV T € H,M €< C-mod® > .
Insbesondere ist < D, >= C; < € >= C,(1) < € >=< VP(z 1.
0) > in < C-mod® > . Es folgt 7.) und mit 10 auch ii.). g.e.d.

Korollar 3 Fs ist B, selbst als nichtgraduierter Bimodul direkl un-
zerlegbar.



Bewets: Klar.
Schliefilich zeigen wir noch

Lemma 18 Sei £, € D(X ) der Schnitthohomologiekomplez von BzB/B.
So gibt es einen Isomorphismus HL, = D_—, in C-Mod®.

Beweis: Nach Proposition 9ist £, ¥ 7,1 o L,. Nach TheoremAls ist
HL, = BI.,-» @c HL, = BT, ®¢ €. Nun ist aber BT, = BZ, =
Eh(I,) = £(Cy) = By. q.e.d.

3.4 Erweiterungen einfacher Objekte
Wir wollen zeigen:

Erweiterungssatz 17 Die Hyperkohomologie induziert Isomorphis-
men graduierlier Vektorrdume

Hom$ (L, L) — Hom&(HL,, HL, Ve, y € W.

Bewets: Zunachst zeigen wir, dafl beide Seiten dieselbe Dimension
haben. In der Tat ist

dimHom$% (L., Ly) = dimHomg(P(z-0),P(y-0)) nach [BGi]
= dimHomg(D,-1, D, -1} nach dem Struktursatz
= dimHomg(HL,, HL,) nach Lernma 18.

Es reicht also zu zeigen, dafl die Abbildung im Satz injektiv ist. Sei
p: X — pt die Projektion. Es ist kanonisch HF = Hom} (X, F) =
Homj(pt, p.F). Wir werden zeigen

Proposition 11 Die von p, induzierten Abbildungen Hom%(L,,L,) —
Hom%(p.Lo, p.Ly) sind injektiv, Vz,y € W.

Der Satz folgt sofort. g.e.d.
Beweis/Proposition]: Das folgende Spektralsequenzen-Argument
ist geklaut bei [BGi] und umgespritzt. Fiir n > 0 setzen wir

X,= |J BwB/B,U,= |J BwB/B

Hw)<n I{w)=n

und zerlegen X, in X, _4 2nox, & U,. Bezeichne schliefilich i, :
X, — X die Inklusion und p, : X,, — pt die konstante Abbildung.

Ich bezeichne fir eine komplexe Varietat X mit D(X) die be-
schrankte derivierte Kategorie der “mixed Hodge Modules” von M.Saito.

26



Lemma 19 Sei M € D(X) gegeben so daf alle Einschrankungen
f*M auf Bruhat-Zellen konstant sind und rein von einem festen Ge-
wicht w. So gilt fir alle n :

i.)n Die Randabbildung des ausgezeichneten Dreiecks p,(unmth, id, jnejl)inM
verschwindet.

11.), Das Objekt p.i; M ist rein vom obigen Gewicht w.

Beweis/Lemma]: Der erste Term des ausgezeichneten Dreiecks ist rein
vom Gewicht w : In der Tat ist pp.umubisM = (p, 0 u hubinM,
uy iy M ist nach Voraussetzung lokal konstant und rein vom Gewicht
w, und (pn o u, ) andert das nicht, ist doch p, o u, schlicht die Pro-
jektion von einigen ¢'" auf einen Punkt.

Der letzte Term des ausgezeichneten Drejecks ist rein vom Gewicht
w nach 42.),_;. Es folgen sofort 1.}, und ii.),. g.e.d./[Lemma]

Wir betrachten nun den Schnittkohomologiekomplex £, als Ob-
jekt von D(X), rein vom Gewicht I(z). Nach [KL2] erfillt £, = M die
Bedingung des Lemmas. Fiir feste z,y € W kiirze ich I(z)—I(y)-2n =
s(n) ab. Nach [BGi] ist Homp(L., Ly[s(n)](n)) = Homp(x)(Lz, Ly[s(n)])
und 0 = Homp(x)(Lz, Ly[s(n) + 1]). Es reicht also, wenn wir zeigen
dafl jedes f € Homp(L,, L,[s(n)](n)) “auf der Hyperkohomologie zu
sehen ist”.

Sei nun f # 0. Sei n minimal mit ¢ f # 0. Aus unserem Lemma
folgt uul it f # 0, also u it f # 0, also (ppou, hul it f # 0 da p,ou,
schlicht die Projektion von ein paar €™ auf einen Punkt ist.

Weiter ist nach dem Lemma fiir alle z € W die Abbildung p. L, —
Palnsinl; = pn.i, L. die Projektion auf einen direkten Summanden,
und (p, 0 up Jiuninl, — pn.isL; die Injektion eines direkten Sum-
manden. So folgt aus (p, 0 u,huli%f # 0 schlieflich p,f # 0.
g.e.d.[Proposition]

3.5 Beilinson-Ginsburg-Dualitat

Sei D = @,ew Dz € C-Mod®. Wir kénnen die graduierte Algebra
D = Endg(D) bilden. Die Projektoren d, auf D, bilden eine Basis
von D°.

Wir setzen L, = L(zw, - 0) und betrachten L = @_c Lz € Oo.
Wir konnen die graduierte Algebra L = @, Ezty(L, L) bilden. Die
Projektoren I, € Homo(L, L) auf L, bilden eine Basis von L°.



Wir setzen P, = P(zw, - 0) und betrachten P = @, P €
O¢. Wir kénnen die Algebra A = Ende(P) bilden. Darin liegen
die Projektoren p, von P auf P,. Aus abstrakten Griinden definiert
Homeo(P, ) : Oy — mod®-A eine Aquivalenz von Kategorien. Es
entspricht darunter P, dem A-Rechtsmodul p, A.

Nun fithren Beilinson und Ginsburg eine Graduierung auf A ein.
Ich nenne diese graduierte Version A, in [BGi] heifit sie A, ;zeq. Die
Pz bilden dann eine Basis von A°.

Sei B eine graduierte ¢'-Algebra und ¢ — b eine Abbildung W —
BO°. Sei (B',b.) analog. Ich schreibe kurz (B,b;) = (B’,b)) fiir die
Aussage: Es gibt einen Isomorphismus graduierter €-Algebren B =
B’ unter dem &, in b’ iibergeht.

Sei B eine graduierte ¢-Algebra. Ist B quadratisch im Sinne von
[BGi), so kann man eine duale Algebra B' erkldren. Per Definitionem
ist (B)? = BO.

Theorem 18 i.) Die Algebren L, A und D sind formal quadratisch.

ii.) Es gibt graduierte Isomorphismen (A',p.) = (L,l.) = (D,d, 1) &
(A, Prw,) = (A, Du,z)

'ﬁemerkungen:

1. Die Existenz eines Isomorphismus (A, p;) = (A, py,=) War von
Beilinson und Ginshurg [BGi] vermutet worden. Natiirlich hofft
man eigentlich auf eine explizite, moglichst geometirische Kon-
struktion eines solchen Isomorphismus. Ich weifl noch nicht ein-
mal, ob unter meinem Isomorphismus C = EndP(w, - 0) die of-
fensichtliche Graduierung rechts mit der Graduierung aus |{BGi|
links zusammenfallt.

2. Das Theorem zusammen mit [BGS] und normaler Dualitat d
erklirt eine kontravariante Aquivalenz D*(Mod-A) mit sich sel-
ber, die projektive Moduln mit einfachen Moduln vertauscht.
Ich kann zeigen, dafl diese Aquivalenz wie vermutet [BGi] die
Verma-Moduln permutiert. Es folgt, dal Erweiterungen von
Verma-Moduln rein sind und durch die R-Polynome aus [KL1]
beschriehen werden. Ich will diese Argumente in einem Folgear-
tikel ausarbeiten.

Beweis: Beilinson und Ginsburg zeigen [BGi), daffi A und L formal
quadratische Algebren sind und daB (A',p.) = (L, I.). Der Erweite-
rungssatz (zusammen mijt Lokalisierung) zeigt (L,!;) = (D,d_-1). Da



Konjugation mit w, ein Automorphismus des Coxetersystems (W, §)
ist, gilt (D, dzy,) = (D, dy,.). Wir miissen also nur noch {D,d_-;) =
(A$p:wn) zeigen.

Sieht man von den Graduierungen ab, wird so ein Isomorphismus
durch den Struktursatz gegeben. Sei nun allgemein B eine Algebra,
{b:}-ew eine Menge von paarweise orthogonalen Idempotenten derart
daf die b,B € mod-B eindeutige irreduzible Quotienten E. haben.
Wir konnen dann £ = @ E, € mod-B betrachten und die graduierte
Algebra E = @, Ezty(E, E) bilden, mit e, € E® den Projektoren
auf F,. Man beachte, daf} ich keine Graduierung auf B vorausgesetzt
habe.

Ist speziell B = B eine formal quadratische Algebra und b, eine
Basis von BY, so gibt es nach [BGi] einen graduierten Isomorphis-
mus (E,e;) = (B!,bz). Auf diese Weise fiihrt der nicht notwendig
graduierte Isomorphismus D = A mit d_ -1 +~ p;,, aus dem Struk-
tursatz zu einem graduierten Isomorphismus (D', d,—1) = (A, prw, )-
Wir dualisieren nochmals und das Theorem ist bewiesen. g.e.d.
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