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C ½ � ·¸¤B s¤�¡��D£�£H���N�L�:�¦�� |�¢´N£�¤ µ : V → S���:�|�D��§���«�¯N¤���¾º¿3À_ÁJÂ_ÁWÃ�À�ÄDÅYÁ[¿3Æ�¼Y�D£¢�|«	Ç�«J s�N®9��¯N¤� :�|´��D¡�¤ ½ �¢® V ���?��´u |«TÈs¤�¡����²¹ª¤
Q É ®W�D¡T��«J s�Ê�D£?��¤� sµj�¢���D£?���N s¤�¤�®9«D£�§�¬ S �¢���4´u |«TÈs¤�¡����²¹ª¤p�u«J |µj�D£B¹0�D s��¤��sË¥¦�²���
dimS < dimX

¬��L�N§
µ
���~�L��¤TÌª�� s¤�µj�D£�¡�«D�u�� |�D¡��|��«J��«L®5®9�¢¯N¤� s���N°��|ª´N¤L¬�� � ¤ � ¬���N¤³ s¤�£Ê�3���¢¹ª¤�Í:�¢¡��D s§Î�u¨Nµj¯u¤� 

ρ(V/S) = rk Pic(V ) − rk Pic(S)
����¤�©Ï¨��D£��« � �L�N§

(−KV )
�¢�
µ É �Dµj´u£�¤ �ÑÐ ¯N¨u�|���u°Ë���N¤��N«D�m�3����«D��¬g¥¦¤Ò¥¦��£¢£}§u¤��N«D�|¤Ç�«J s�Ó®9�¢¯N ��3����«D�N���D£��s«
V → S

¬
V/S

¬H«J ?�|��µ´N£²
V
¥¦�N¤��j���N¤�¡�«J s |¤��s´N«J�N§u���N°¡�«J�0�� ��L¡����¢«J�N��«D Ô¯��D�s¤��p�D s¤Ò¡�£¢¤��D  � ·¸¤����L¹ª¤Ò���N¤�®9«J£�£¢«D¥¦���N°º´N«J�s�|�¢¯N��£¢�¢���¢¤��®9«J ^Ç�«J |��®9��¯u ��L�|��«J�N��±�Õ=�D�u«�¹0�D |�¢¤��|��¤���¼

dimS = 0 ½ ¬=§N¤�£BÍ:¤�Ö�Ö�«�®9��¯u ��L�|��«J�N�¼
dimS = 1 ½ ¬��D�N§p¡�«D�N��¡�¯N¨u�N§N£�¤��	¼ dimS = 2 ½ �·¸¤����L������3����¯N�� |�L���¢«J���D£,µj�D´

χ : X 99K X ′ «D®��|¥¦«�Ç�«J s�x®9��¯N |�L���¢«J�N�
X → S

�D�N§
X ′ → S

���t×�Ø�ÙuÄDÀ�ÚB�¢®%�¢�B®9�¢���~�¢�u��«���¡�«Dµjµ¨u�m�3���¢¹ª¤ §u�Ê�D°J |�Dµ
X

χ
99K X ′

↓ ↓

S
ψ

−→ S ′

¥¦�N¤� s¤
ψ
�¢�~��¯N�� |�L���¢«J���D£�µj�D´�¬u�D�N§�µ«J |¤�«D¹ª¤� �¬

χ
���N§N¨u¡�¤��¦�L�����|«Dµj«J s´N�N�¢�|µ

Xη
'

−→ X ′
η

«D®Ó���u¤¦®9�¢¯N¤� s�:«D¹ª¤� =�|�N¤¦°J¤��N¤� |�¢¡~´N«J���0�
η
¼9«J �¬D¥¦�u��¡�����%���N¤¦���Lµj¤L¬

χ
���u§N¨N¡�¤��¦���|«Dµj«J s´N�N�¢�|µ�B«D®%°J¤��u¤� ��L£�®9��¯N¤� |� ½ �Û^ÜÓÝ �#�%�Ê�,�#�x�Þ�J�²�Ï�=ß ¾º¿3À_ÁªÂ_ÁWÃ�À�ÄDÅWÁ[¿3Æ

X/S
Á�×}×�ÄDÁWà^Å\¿�Ã3Ú�Ã�Á#À�ÄDÅWÁ[¿3Æ.ÄDáâáâã	À_Á²äDÁWà3åÁ Â�Â�¿3À4ÄDÆ�ãÞÃ�Á#À�ÄDÅYÁ[¿3Æ.ÄDá�æÄTç

ϕ : X 99K X ′ Å\¿ÞÄDÆ*¿3Å#è�ÚTÀ�¾º¿3ÀTÁ�Â_ÁWÃ�À�ÄDÅWÁ[¿3Æ
X ′/S ′ Å9è�ÚTÀ�Ú�Á�×^Ä�Ã�Á#À�ÄDÅWÁ[¿3Æ.ÄDá�æÄTç µ ∈ Bir(X)

×TÙ�émèpÅ9èuÄDÅ?Å#è�Ú�é�¿3ætç>¿�×TÁ#ÅYÁ[¿3Æ
/ h�kwU y R�XYê y ]TU%UWZ3c�c�RTXYVYP|r i�otVYh�P�qTXl]_S�VlU < �Në <4ì�í z ì�î z ìTì�ï�íTï ]�{ &%1 h�zÊð�ðTñ�ð��óò ìTì ñ�� î {7�6 zÊô�ò_ñ î �óò ì�ì ñ�� î { '*<,6 � <,õ%7�î z9ò_ñ�ð�ò�z 7	2 z ì�í �ö
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ϕ◦µ : X 99K X ′ Á�×~×�Ø�ÙuÄDÀ�Úmå:ÄDÆ.à X/S Á�×tÃ�Á#À�ÄDÅWÁ[¿3Æ.ÄDáâáâã�×TÙ�ç>ÚTÀ_ÀTÁ²äDÁWà3å%Á Â µ é�ÄDÆÃ3Ú�émè�¿�×�ÚTÆ4Ã�Á#À�Ú|äDÙªá²ÄDÀ$#s¿3Àt×TÁ#ætç.áâãjÄDÆ�ÁWàªÚTÆ�ÅWÁ#ÅYãæÄTç&%('
) «J�N�s��§N¤� �� Õ=�D�N« ¹0�D s��¤T�|

X
�D�N§ � ¯N�� |�L���¢«J���D£¦µj�D´

ϕ : X 99K X ′��«��ÒÇ�«J s�?®9�¢¯N ��3����«D�
X ′/S ′ � �l® X ���Ô¼W¯N�¢ ��L�|��«J���L£�£¢ ½  s��°J�¢§�¬>���N¤j§N¤�®9�¢�N�¢�|��«J����Lª�����N�L�

X ′ ���t���|«Dµj«J s´N�N�¢¡	��« X �D�u§
ϕ
¡��D�4¯N¤�¹ª��¤�¥¦¤�§Ë�L���³¯u�� ��3����«D���D£�D¨u�|«Jµj«D |´N�N�¢�|µ � �l®

X
�¢�~�|¨N´u¤� | s��°J�¢§�¬u�|�N¤��

ϕ
���¦�D�p���s«Jµj«D |´N�N�¢�|µ��¢�|�|¤�£²® �

* �N¤�«L®N���N¤?µ«J�s�%¡�«Jµµ«J��¡�«J�3Ès¤�¡��|¨N |¤~�L¯N«J¨u�%¯N�� |�L���¢«J���D£¢£¢} |�¢°J��§�¹0�D s��¤��|��¤��¥}�D�:�����3�:�|µj�D£�£0§N¤�®9«D |µj�L���¢«J�N�,+Ï¤�¤�´�|�N¤¦ |�¢°J��§N�²�|j¼9¤ � ° � ¬�-/.�0Y¬H¡�«J�3Ès¤�¡��|¨N |¤ �J�/1 ½ ±°J�¢¹ª¤��(�L�u��|¡��N¤�µ¤
T
¬,�D�N§º��®9£Ê�L� ®W�Lµj�¢£¢³«D®gÇ�«J s�x®9��¯N |�L���¢«J�N�

X → S
´N� É ��Dµ¤��|¤� s��Ö�¤�§�¯u

T
¬J���N¤¦�|¤T�B«L®��D£¢£

t ∈ T
�|¨u¡��j�|���L�:�|�N¤¦¡�«J s |¤��s´N«J�N§u���N°�®9��¯N¤� 

Xt → St
�¢�t¯N�¢ ��L�|��«J���L£�£¢� |��°D��§�¬.����«J´N¤����¢�

T
¼W´N«J�s�|�¢¯N£¢�¤�µ´u�| ½ � �\�º«L���N¤� ¥¦«J |§u��¬:¯N�¢ ��L�|��«J���L£: |��°D��§N�²�|��¢�^«J´N¤�� ���Ëµj«J§u¨N£�� �32 ´ ��«��|�N���	µj«Dµj¤��u��¬x�D£�£

+Ï�N«D¥¦�p¤TÌu�Dµ´N£�¤��}«L®x s��°J�¢§�¹u�L |��¤T���¢¤��g�|�L���¢�s®#��|�N���~¡�«J�3Ès¤�¡T��¨N s¤ �
4�¤T¹0¤� s�|�N¤�£¢¤��|��¬=���4���u����´��D´N¤� �¥¦¤�|�u«D¥ �����3���|�N¤¡�«J�3Ès¤�¡��|¨N |¤®W�D£�£¢� � * ¨u ¡�«J¨u�u��¤�  É ¤_Ìu�Dµj´u£�¤��g�D |¤�¯��D�|¤�§³«J��§N¤�°J¤��N¤� ��L�|��«J�u�g«D®,���N¤t¡�«Jµ´N£�¤T��¤����u�|¤� |�s¤�¡ É���¢«J�N�~«D®%©Ï¨��D§N s��¡��}�D�u§p¡�¨N¯N�¢¡��¦���

P5
� �l�}���5+Ï�N«D¥¦�Ë¼6-/7�0Y¬8-:9;0 ½ �|���L�}��°J¤��u¤� ��L£�N«J� É �|�¢�N°J¨N£��D gÕ=�L�N«�¹u�L |��¤T�|�«L®%�|�N���5+Ï���u§p�¢�~ |�¢°J��§ � ·¸¤�¡�«J�N�F�� |¨u¡������|´N¤�¡��Ê�L£¡�£��D�|�%«D®����N¤B�|���u°J¨N£Ê�L %¡�«Jµj´u£�¤��|¤B�¢�u��¤� |�|¤�¡��|��«J�N�5�����3�:�D s¤g°J¤��u¤� ��L£�£¢��u«J� É  s��°J�¢§�¬¯N¨u���²�:¡�«J�0�m�D�¢�N�:� �|¨u¯ É ¡�£Ê�D�s�:«D®* s��°J�¢§	¹0�D s��¤��|��¤�� � * ¨N :¡�«J�N�s��§N¤� ��L�|��«J���¢�=¯��D�s¤�§«J�^�¢§N¤��L�x«D®=< �eÐ	� �\�6+Ï«D¹ª�>+Ï��+Ï��D�N§ Ð^� < � Í�¨�+ª�u£���+Ï«D¹�?��x¥¦«J 6+ª� �=Ð �5���u¤B£Ê�L�s�%�|¤�¡ É���¢«J��¥¦¤	°D�¢¹ª¤�¡�«J¨u�u��¤�  É ¤_Ìu�Dµj´u£�¤��~�¢�����N¤�¡�£��D�|�¦«D®%§N¤�£,Í�¤�Ö�Ö�«j®9��¯u ��L�|��«J�N� �@~�N¤Ô¤��|�s¤��u�|�Ê�D£?´��D F�^«D®B���N¤¥¦«J >+�¥}�D�	§N«J�N¤§N¨N s���N°p���N¤j�s�m�3(«L®~«J�N¤«D®���N¤4�L¨u���N«D ³�L�����u¤ËÇ��3Ì É Í:£Ê�D�u¡�+ É �\�N�F���²��¨u�|¤Ò®BA¨u �Ç��L�|�N¤�µj�L�|��+Î��� Ð ¨N°D¨N�s� ÉC ¤�´0��¤�µ¯N¤� EDD»J»(Fu¬~�D�N§Þ¥¦¤�¥¦«J¨N£¢§ £���+Ï¤p�|«Ë¤TÌ0´N s¤��s��«J¨N Ô°D ��L�|�¢��¨u§N¤p�|«(�|�N¤�\�N�s�|�¢�|¨u��¤t®9«D B�N«J�s´N�¢���D£��²�|�D�u§�¤TÌ0¡�¤�£�£�¤��u�~¡�«J�N§N�²����«D�j®9«J ?¥¦«J >+ � @~�N¤��D¨0���N«J s��D£��s«������D��+EG � C �u ��Dµ«D¹Ô®9«D ~¨N�|¤T®9¨N£>¡�«J�0¹0¤� |�|�L���¢«J�N� �

D �IHKJx�#�Þ� Ü�L �"Mª���
·¸¤	¡�«J�N�F�� |¨u¡��}���N¤�¤��s�|¤��0���Ê�L£5®W�Dµ��£²Ô«L®x���u¤	�s���N°J¨u£Ê�D ~¡�«Jµj´u£�¤��|¤����u�|¤� |�s¤�¡ É���¢«J�N�g«D®5©Ï¨��D§u |��¡��¦�D�N§³¡�¨u¯N��¡��¦�D�g®9«J£�£¢«D¥¦� �ON ¤��

X ⊂ P4
¯u¤���©Ï¨��L s���¢¡ °J�²¹0¤��¯u��|�N¤�¤�©Ï¨��L�|��«J�

¼PD �²� ½ ht− q1q2 = 0,¥¦�N¤� s¤
h
¬
t
¬
q1
¬��D�N§

q2
�D |¤^�N«Jµ«J°J¤��u¤�«J¨N��´N«J£²0�u«Jµj���D£��¦«D®�§u¤�°J s¤�¤ � ¬�.u¬�D0¬�D�N§QD4 s¤��s´N¤�¡T���¢¹ª¤�£¢.¬B�¢�Î�|�N¤³¡�«J«J s§N���N�L��¤��

[y0 : y1 : . . . : y4]
���

P4
� ·¸¤�D�|�s¨Nµ¤	���N�L�

X
���D�}���N¤	«J�N£² � D§u�¢®#®9¤� s¤��u��«J s§N�����L s�§N«D¨N¯N£�¤�´N«J�¢�u���}°J�²¹0¤��¯u��|�N¤�¤�©Ï¨��D£¢�¢���¢¤��

h = t = q1 = q2 = 0.�l�^�¢�	¤��D�s4�|«��|¤�¤Ô���N�L�	�|�N¤Ô�00´u¤� |´u£Ê�D�N¤
{h = 0}

¡�¨u�|�^«D®#®g�s¥¦«�©Ï¨��D§u ��L�|��¡�|¨N F®W�D¡�¤��
S1 = {h = q1 = 0}

�D�u§
S2 = {h = q2 = 0}

� ·¸¤����L¹ª¤
Pic(V ) = Z[−KX ],
Cl(V ) = Z[−KX ] ⊕ Z[S1],���N¨u�

X
�¢�t�N«D�

Q É ®W�D¡T��«J s�Ê�D£Y¬��|«��²�t§N«D¤�� �N«L� ¯N¤�£�«J�N°��«��j¡��L�|¤�°J«J Fp«D®�Ç�«J s�®9��¯N |�L���¢«J�N� � ·¸¤j¡��D�(°J¤����|¥¦«�Ç�«J s��®9�¢¯N ��3����«D�N� �����3���D s¤j¯u�� ��3����«D���D£%�|«
X
¬



� ��� ��=������� ��� ���������� ���������3� �K�����!��� ���� � � ��� �

¨N�|�¢�N°4�|¥¦«���¨N�N´N s«TÈs¤�¡T���¢«J�N�	���D��®9«J£¢£�«D¥¦� � N ¤T�
[y0 : y1 : . . . : y5]

¯N¤��|�N¤¡�«J«D |§N�¢���L��¤��³���
P5
¬��L�N§ ¡�«J�N�|�¢§N¤� ³¹0�D |�¢¤��|��¤��

V1

�D�u§
V2

§N¤T®9���N¤�§ ¯u �|�N¤¤�©Ï¨��L�|��«J�u�
¼PD � D ½ V1 =

{

y5h = q1
y5q2 = t

, V2 =

{

y5h = q2
y5q1 = t

4�«D�|¤}�|���L�����u¤�´N«D£¢ª�N«Jµ�Ê�D£¢�
h
¬
t
¬
q1
¬ª�D�u§

q2
§N«^�u«D�B§u¤�´N¤��N§�«J�

y5

¬ª�D�N§¥¦¤°J¤��~�|�N¤�¤�©Ï¨��3����«D�º¼PD �²� ½ ¯uÔ¤TÌ0¡�£¢¨N§N���u°����N¤�¹0�D |���D¯N£¢¤ y5

®9 s«Jµ��|�N¤�¤�©Ï¨��L�|��«J�u�®9«J 
V1

«J 
V2

� �\� «D���N¤� �¥¦«J |§u��¬¦¥¦¤�¡��D� °J¤T�
X
®9 |«Jµ

V1

«J 
V2

¯u �|�N¤
´N |«_Ès¤�¡��|��«J�

P5
99K P4

®9 |«Jµ����N¤�´N«J�¢�u�
ξ = (0 : . . . : 0 : 1))

��l�}���}¤��D�Fp�|«j¡��N¤�¡ +p�|���L�}¨N�N§u¤�  �°J¤��u¤� ��L£5¡��N«J�¢¡�¤�«D®x�|�N¤^¡�«J | s¤��|´u«J�N§N�¢�N°´N«J£²0�u«Jµj���D£��}���N¤�¹0�D s��¤��|��¤��
V1

�D�N§
V2

�D |¤Õ=�L�N«p¹0�D s��¤T����¤�� ¥¦�¢�|�Ë��¨N�N�¢©Ï¨N¤«J |§u�����D F §N«J¨u¯N£�¤p´N«J�¢�u�
ξ
� @~�N¤�¯N�� |�L���¢«J���D£�µÔ�D´u�

ϕ1 : V1 99K X
¬
ϕ2 :

V2 99K X
¬ª�D�N§

ψ : V1 99K V2

¡��D�Ô¯N¤�§N¤��s¡� s��¯N¤�§��D�?®9«J£�£¢«D¥¦� � N ¤��
α1 : Ṽ1 →

X
¯N¤����N¤�¯N£�«D¥ É ¨N´Ô«L®����N¤t©ª¨N�D§N |�¢¡ S2

� @~�N¨N�
α1

�������N¤��|µj�D£�£Ó s¤��|«D£�¨u�|��«J�«D®
�|�¢�N°J¨N£��D |�²����¤��B«D®

X
¥¦�¢���³���u¤�¤_Ì0¡�¤�´0����«D���D£>£��¢�N¤��

l̃1, . . . , l̃12
��
 ¤��N«D��¤

S̃1

�L�N§
S̃2

���N¤^�s�� s��¡T� �� |�D�N�s®9«D |µ�t«D®����u¤�¡�«J s |¤��|´N«J�u§N���N°�©Ï¨��L§N ��L�|��¡	�|¨N F®W�D¡�¤�� � @~�N¤¹0�D |�¢¤��|
Ṽ1

�����N«J� É �|�¢�N°J¨N£��D �¬?�D�u§Þ���u¤p©Ï¨��L§N |�¢¡ S̃2

���D�����u¤��N«D |µj�D£g�|�u¤��L®
O(−1)

� C «����N¤� |¤�¤_Ìu�¢�s�|� ���N¤�§N�²¹ª���|«D |�Ê�L£%¡�«J�u�� |�D¡��|��«J�
β1 : Ṽ1 → V1

«D®��|�N¤
¤TÌ0¡�¤�´u���¢«J���D£}§N�²¹0�¢�|«J 

S̃2

� 4}«D¥ ¥¦¤��s¤��
ϕ1 = α1 ◦ β−1

1

� @~�N¤�¯u�� ��3����«D���D£µÔ�L´
ϕ2
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l, L ⊂ P
� ·¸¤gµj�L��|¨u´N´N«J�s¤g�����L�

l
���u�|¤� |�s¤�¡T���x�|�N¤g�uª´N¤� |´N£��D�N¤

F
�L�����N¤�´N«J���0�

(0 : 1 : 0 : 0 : 0 : 0)
¬0�D�N§Ô�s���N¡�¤

L = {y1 = y2 = y3 = y4 =
0}
¬.���N¤�´u£Ê�D�N¤

P
���t§u¤�®9���u¤�§�¯u

{y2 = y3 = y4 = 0}
� 4�«D�|��¡�¤������3�

A 6= 0¯u��|�N¤��D�|�s¨Nµj´0����«D��¬N�|«
P 6⊂ Q

�
@~�N¤� |¤��s�� s��¡T����«D�

Q|P
°J�²¹ª¤��~¨N�}��¡�«J�N�¢¡

α1y1y5 = Ay2
0 + β1y0y1 + γ11y

2
1,



� �������	��
����������	����	������
��������� �����!��"�
�D���¢��®9«J£¢£�«D¥¦�	®9 |«Jµ ���N¤³¤�©Ï¨��3����«D� ¼ . �¢� ½ � * � �|�N¤p«D���N¤� ����D�N§*¬

l ⊂ Q|P
¬�|«4���N¤³¤�©ª¨N�L���¢«J�Þ¯u¤�®9«J s¤p�N�L¹ª¤p�|«º¯u¤���´N s«J§N¨N¡T����«D�Þ«D®}�|¥¦«º£��¢�N¤��L ^®9«J |µ� �Õx |«Dµ��|�N���g¥¦¤�§N¤�§N¨N¡�¤��|���L�

α1 = 0
¬u�|�N¨N�

ξ ∈ l
¬u¥¦�N�¢¡��³¡�«D�u�� |�D§N��¡T���g�|«����N¤¡�«J�u§N�¢�|��«J�N� � N ¤�µµÔ� . �¢� ���~´N s«D¹ª¤�§ �

�=Ü
� � J . � D � �ÚTÅ
V
Ã3Ú�ÄÔäªÚTÆ*ÚTÀ�ÄDá 	3ÄDÀTÁ[ÚTÅWã³Á#Æ

Fr

åtÄDÆ.à
l ⊂ V

ÄpáâÁ#Æ*Ú�Å#èuÄDÅàª¿HÚm×�Æ*¿3Å>ç*Ä3×m×�Å9èªÀ�¿3ÙDä3èpÅ9è�Ú�×TÁ#ÆªäDÙªá²ÄDÀBç>¿3Á#Æ�Å
ξ ∈ V

' ��è�ÚTÆ
l 6⊂ F

'
�
	�������·¸¤�¥¦��£¢£,�D |°D¨N¤	¯0³¡�«J¨N�0�����u°Ô«D®x§N��µ¤��N�s��«J�u� � C �¢�N¡�¤

ξ 6∈ l
¬Ó¥¦¤�¡��D��m�(+Ï¤ �|�N¤ ´N s«TÈs¤�¡T����«D�

P5
99K P4

�D�u§�´N |«D¹ª¤ �|�N¤�£�¤�µjµj���|�N¤t���u¤�©ª¨N�D s�|��¡
X
¬

¥¦�N��¡����¢�g���N¤��¢µÔ�D°D¤t«D®
V
�

C ¨N´N´u«J�|¤
l′ ⊂ F ′ ¬0¥¦�N¤� |¤ �|�N¤ £��¢�N¤ l′ �L�N§����N¤t�uª´N¤� s´N£Ê�D�u¤ F ′ = {y0 = 0}�D |¤¦���u¤t��µj�D°J¤���«D®

l
�D�N§

F
 |¤��s´N¤�¡T���²¹0¤�£¢ � @~�N¤��Ô���N¤� |¤��s�� s��¡T����«D�

X ′ = X|F ′���D�~���u¤�¤�©Ï¨��L���¢«J�
(

∑

αiyi

) (

∑

δijkyiyjyk

)

+
(

∑

γijyiyj

)2

= 0.

·¸¤�µÔ�LÔ�|¨N´u´N«J�|¤����N�L�
l′
�¢�~§N¤�®9�¢�N¤�§³¯uÔ���N¤�¤�©Ï¨��3����«D�N�

y3 = y4 = 0
�¢�
F ′ ¬�|«�®9 |«Jµ

l′ ⊂ X
¥¦¤����L¹ª¤����u¤�®9«D£�£�«L¥¦���N°�¡�«J�N§N�²���¢«J�N��±
α1δ111 + γ2

11 = 0,
α1δ112 + α2δ111 + 2γ11γ12 = 0,
α1δ122 + α2δ112 + 2γ11γ22 + γ2

12 = 0,
α1δ222 + α2δ122 + 2γ12γ22 = 0,
α2δ222 + γ2

22 = 0.�l�t�¢�¦�N«D�¦¹ª¤� sp§N�²®#®9��¡�¨N£¢�g�|«j¡��N¤�¡ +������L�}¥¦¤����N¤T³°J�¢¹ª¤�� �����N§N¤�´N¤��u§N¤��u�t¡�«J� É§N�¢�|��«J�u� � N ¤��
X ′ ¯N¤����N¤��s¤��³«D®	�D£¢£}�s¥¦« É §N�¢µj¤��N�|�¢«J���D£¦©Ï¨��D F���¢¡������N�L�³�D s¤§N¤�®9�¢�N¤�§�¯0�¤�©Ï¨��3����«D�N�g«D®>�|�N¤����Dµ¤�®9«D |µ �D�

X ′ � ) «J�N�|�¢§N¤� g�|�N¤ ´N s«J§N¨N¡T���¢«J�
G(2, 4)×X ′ ¥¦�¢�|�����N¤�¡�«D | |¤��|´N«D�N§N���u°t´N s«TÈs¤�¡T����«D�N� p �D�N§ q «J�u��« G(2, 4)

�D�N§
X ′  |¤��s´N¤�¡T���²¹0¤�£¢.¬L�D�N§��~�|¨N¯u¹0�D s��¤T�| I = {(l′, X ′) : l′ ⊂ X ′} ⊂ G(2, 4)×X ′ �
4�«D¥Ñ¥¦¤����L¹ª¤

dim I = dimX ′ − 5 + dimG(2, 5) = dimX ′ − 1 < dimX ′.
@~�N¨N�^�p°J¤��N¤� |�D£:¹0�D |�¢¤��|

X
¬x�D�u§(�N¤��N¡�¤Ô�p°D¤��N¤� ��D£

V ∈ Fr

¬%�N�D�	�u«�£��¢�N¤��¥¦�¢�|�³�|�N¤����N§u��¡��3��¤�§³¡�«J�N§N�²����«D�N� � N ¤�µjµj� . � D��¢�~´N |«L¹0¤�§ �
�=Ü
� � J . � . ��ß äªÚTÆ*ÚTÀ�ÄDá�	3ÄDÀ_Á[ÚTÅYã

V ∈ Fr

×�ÄDÅWÁ�×9Â_Á[Úm×�é�¿3Æ.àDÁ#ÅYÁ[¿3Æ
G1

'
�
	������ @~�u¤�£�¤�µjµj�Ò����«J¯0¹0�¢«J¨N��±����u¤�©Ï¨��D§N s��¡

Q
����N«J� É �|�¢�N°J¨N£��D ���®9«J °J¤��u¤� ��L£>¡��N«J�¢¡�¤�«D®5���u¤�´N�D ��Dµ¤��|¤� s�}�¢�����N¤�¤�©Ï¨��3����«D�Ë¼ . �²� ½ ��\� ¥¦���L�Ô®9«J£�£¢«D¥¦��¬g�¢�N�s�|¤��D§ «D®�®9�²Ì0���u°(���u¤Ò |¤T®9£�¤�¡T���¢«J�

ι
¬~¥¦¤�¥¦�¢£�£¦®9�²Ì �|�N¤�uª´N¤� s´N£Ê�L�N¤

F
¬��|�N¤�´N«D���u�

ξ
¬�¥¦�N�¢¡�� ¥¦�¢£�£~¯N¤³���N¤��|�¢�N°J¨N£��D �´N«J�¢�u��®9«J j«D¨N ¹0�D |�¢¤����¢¤���¬0�L�N§Ô���u¤�£¢���N¤

l 6⊂ F
¼W�s¤�¤�£�¤�µµj� . � D ½ ¬ª�D�N§Ô�|�N¤��Ô¥¦�¢£�£�µ«D¹ª¤��¢� P5���N¤�®9�²Ì0¤�§(´N«D���u�

ζ
«L®B���u¤j s¤�®9£�¤�¡��|��«J� � 4�«L����¡�¤�D£��s«³�|���L�	�D�u4£¢���N¤��D  �� |�D�N� É®9«J |µj�L�|��«J��«L®%�|�N¤�¡�«J«J s§N���N�L��¤��

y1, . . . , y4

+ª¤�¤�´N�¦���u¤�£¢«J« +j«D®%�|�N¤�¤�©Ï¨��L�|��«J�u�¼ . �²� ½ �@~�N¨N�³¥¦¤�®9�²Ì � �N¤T¥ ¡�«J«D |§N�¢���L��¤��
[x0 : . . . : x5]

�¢�
P5

�D�N§Ñ�D�s�|¨Nµ¤
F = {x0 = 0}

¬
l = {x2 = . . . = x5 = 0}

¬
ξ = (0 : . . . : 0 : 1)

¬



� ��� ��=������� ��� ���������� ���������3� �K�����!��� ���� � � ��� �

ζ = (1 : −a1 : −a2 : −a3 : −a4 : −a5)
� @~�u¤� |¤�£��L���¢«J��¯u¤��|¥¦¤�¤��4���N¤��s¥¦«�sª�s�|¤�µ «D®%¡�«D«J |§N�¢���L�|¤��¦���~°J�²¹ª¤��³¯u

¼ . � D ½






y0 = x0;
yi = xi + aix0, i = 1, . . . , 4;
y5 = x5 + bx1 + (a5 + ba1)x0;

¥¦�N¤� s¤
b
�D�u§

ai
�L |¤}�|«Jµ¤��u¨Nµj¯u¤� |� � @~�N¤� |¤�®9£¢¤�¡T����«D�

ι
�D¡��|���N«L¥¸�D��®9«J£�£¢«D¥¦��±

x0 → −x0;
xi → xi + 2aix0, i = 1, . . . , 5.

�=Ü
� � J . �:1���ß äªÚTÆ*ÚTÀ�ÄDá 	3ÄDÀTÁ[ÚTÅWã
V ∈ Fr

×�ÄDÅWÁ�×9Â_Á[Úm×�é�¿3Æ.àDÁ#ÅYÁ[¿3Æu×
G2

å
G3

å
G4

åÄDÆ.à
G5

'

�
	��������\� �D£¢£�¡��D�s¤���¬=¥¦¤Ô�D |°D¨N¤Ô¯uº¡�«J¨N�u�|���N°p���N¤j§N��µ¤��N�s��«J�u� � Õx�� s�s��¥¦¤¡�«J�u�|��§u¤� ¦¡�«J�u§N�¢�|��«J�
G2

¬N�|�N¤	¡��D�|¤
ξ 6∈ l

� N ¤��
l ⊂ V

¯N¤^��£��¢�N¤D¬N�D�N§
L ⊂ P5¯N¤j��£��¢�N¤������3�	´N�D�|�s¤��^�| |«J¨N°D�(���u¤j´N«D���u�|�

ξ
�D�N§

ζ
��� 4£¢¤�µµÔ�D� . �¢� �D�N§

. � D0¬�®9«J t�L�u
l
¥¦¤	µÔ�3p�D�|�s¨Nµj¤

l 6⊂ F
�D�N§

l ∩ L = ∅
� ) «J�N�s��§N¤�  �D��«J´N¤���|¨N¯u�|¤��}«D®%�^¹0�D s��¤��s�«D®

(1, 2)�
®9£��D°J�

T = {(l, P ) : l ⊂ P, l 6⊂ F, l ∩ L = ∅}
¬�D�N§��j¡�£�«J�s¤�§p�|¨N¯N�s¤��

S = {(l, P ) : P ⊂ 〈l, L〉} ⊂ T
¬N¥¦�u¤� |¤

〈l, L〉
§N¤��N«L��¤�	¨N�u��©Ï¨N¤ . É §N�¢µj¤��N�|�¢«J���D£u£����u¤��D ��|¨u¯N�|´��L¡�¤t�|���L��¡�«J�u���D���u�?¯u«D���Ô�|�N¤}£����u¤�� � �l�¤��D�F���«¡�«Dµj´N¨0��¤ ���N�L�

dimT = 11
�D�N§

dim S = 6
�

) «J�N�s��§N¤� ��Ë®9£Ê�D°
(l, P ) ∈ T \ S

� @~�N¤�� ¥¦¤�¡��u«J«J�|¤Ò�|�N¤�¡�«D«J |§N�¢���L�|¤��
[x0 : . . . : x5]

�L�}¯u¤�®9«J s¤��|�N���~£¢¤�µµÔ�0¬N�D�N§�¥¦¤�¡��D���D�s�|¨Nµ¤
l = {x2 = x3 =

x4 = x5 = 0}
�D�N§

P = {x3 = x4 = x5 = 0}
� �l�}���¦��µ´N«J F�m�D�0�g��«�«J¯N�s¤� F¹0¤�����3�Ô���u¤Ò�N¨Nµ¯N¤� s�

a3

�D�N§
a4

¡��D� �N«D�j¹u�L�N���s� �|�¢µj¨N£²�m�D�u¤�«J¨N�s£¢ ¯N¤�¡��D¨u�|¤
P 6⊂ 〈l, L〉

� C ¨N´u´N«J�|¤
l ⊂ V

�D�N§
V ∩ P

�¢���N«D�	 |¤�§N¨N¡�¤�§ �D£¢«J�N°
l
� @~�N¤��¥¦¤j�s¨N¯N�F���¢�|¨u��¤����u¤j¡�«J«J |§u�����L�|¤��

[y∗]
®9«J 

[x∗]
���4���N¤�¤�©ª¨N�L���¢«J� ¼ . �²� ½ ¨N�|�¢�N°���N¤³�F0�F��¤�µ ¼ . � D ½ ¬��D�N§ £�«D« + �L���|�N¤³ |¤��F�� s��¡��|��«J�u� Q|P �L�N§

T |P
���  �|�N¤�D�|�s¨Nµ´u���¢«J��¬����u¤��|¤ |¤��s�| |��¡T���¢«J�N���D |¤��u«D�� |¤�§u¨N¡�¤�§ �D£¢«J�N°

l
� �l���¢���N«D��¹ª¤� F§N�¢®#®9�¢¡�¨N£²�B�|«�s¤�¤������3�}�|�N���~°D�¢¹ª¤�� � D����u§N¤�´N¤��N§N¤��u�t£¢���N¤��D g¡�«J�N§N�²����«D�N�B®9«J g�|�N¤¡�«J¤T®#®9��¡���¤��0���t�¢� ¼ . �¢� ½ � ) «J�N�s��§N¤� ����|¨u¯u¹0�D |�¢¤��| I ⊂ T \ S × Fr

¡�«J�u�|���F���¢�N°«D®%�D£�£ ´��D�¢ |�
((l, P ), V )

�|¨u¡��³�����L�
l ⊂ V

�D�N§
V ∩ P

���g�N«L�¦ |¤�§u¨N¡�¤�§��D£¢«J�N°
l
� @~�N¤��

dim I = dimT \ S + dimFr − 12 = dimFr − 1
¬0�|�N¨N�

I
¡��D���u«D�¡�«D¹ª¤� 

Fr

¨N�N§u¤� :���N¤¦´N s«TÈs¤�¡T���¢«J�
T \ S×Fr → Fr

� ·¸¤}�D |°J¨u¤~¯u����u¤}�|�Dµ¤¥}�Lº®9«J 	�|�N¤��|�²��¨��3����«D�
(l, P ) ∈ S

¬=¥¦�¢�|� ��®9¤�¥�µ«J§N�²®9��¡��3����«D�N� ��� Ìu�D¡��|£¢.¬�N¤� s¤
a3 = a4 = 0

¬B¯N¨u�
a2 6= 0

�|�¢�N¡�¤
l ∩ L = ∅

� 
 ¤�´N¤��N§N�¢�N°Ë«J�Î���N¤µj¨0��¨��D£Ó£¢«J¡��L�|��«J�«D®
ξ
�D�N§

P
¬ª¥¦¤t«J¯u���D��� 9^«J  � »	£¢���N¤��D �¡�«J�N§N�²���¢«J�N��®9«J ?�|�N¤¡�«J¤T®#®9��¡���¤��0�������Þ¼ . �¢� ½ � �l�� |¤�µÔ�L���N�t�|«��m�(+Ï¤����u�|«p�D¡�¡�«J¨N�u�����N�L� dimS = 6

�
C «�®9�����L£�£¢³¥¦¤��|¤�¤�|���L���|�N¤�¡�«J�N§u�¢���¢«J���N«J£¢§N� ®9«J ���°J¤��N¤� |�D£

V
�D�N§º£��¢�N¤��

l�|¨N¡����|���L�
ξ 6∈ l

�
@~�N¤�¡��D�|¤

ξ ∈ l ⊂ V
®9«J }���N¤�¡�«J�N§N�²���¢«J�

G2

�D�u§Ò���N¤	¡�«J�N§u�¢���¢«J�N�
G3

¬
G4

¬�D�N§
G5

¡��D� ¯N¤�´N |«L¹0¤�§ ��� ���u¤����Dµ¤Ô¥}�LË¯u ¡�«J¨N�u�|���N°Ò�|�N¤�§N��µ¤��u�|��«D�N� �
N ¤�µµÔ� . �/1 ���~´N s«D¹ª¤�§ �



� �������	��
����������	����	������
��������� �����!��"�
1N�IHKJ��x� � J M L �#���:�"M!Jx�,�Ê�,� Ü�L � Ü �,� Ü � Ü � J%� L � �=�x� ��� �=�#�5� L �
) «J�N�s��§N¤� ��Ô°J¤��N¤� |�D£%¹0�D s��¤��s

V ∈ F
� ·¸¤��D�s�|¨Nµ¤^�|���L�

V
�|�L���¢�s®9�¢¤����|�N¤¡�«J�u§N�¢�|��«J�N�

G1 � G5

� �\�³���N�¢�~�|¤�¡����¢«J�³¥¦¤�´u |«D¹ª¤����N¤�®9«J£¢£�«D¥¦�¢�N°� s¤��|¨u£¢��±
� �5� � � L �Ê�,�#�x� 1N�²�Ï� �ÚTÅ

D ⊂ |n(−KV )|
Ã3Ú�Ä	áâÁ#Æ*Ú�ÄDÀB×Tã�×TÅaÚTæ�¿3Æ

V �
Á#Å#è�¿3ÙªÅÂ_Á
	0Ú�à�é�¿3ætç>¿3Æ*ÚTÆ�Å#×�'��ÓÙ�çHç>¿�×�Ú

D
èuÄ3×~Æ*¿�æÄ	JÁ#æÄDáª×TÁ#ÆªäDÙªá²ÄDÀTÁ#ÅWÁ[Úm× é�ÚTÆ�Å\ÚTÀ�Ú�à�ÄDÅéTÙ0À 	DÚm×�' ��è�ÚTÆ

D
èuÄ3×pÆ*¿(æÄ	JÁ#æÄDáB×TÁ#ÆªäDÙªá²ÄDÀ_Á#ÅYÁ[Úm×�é�ÚTÆ�Å\ÚTÀ�Ú�àÎÄDÅ¦ç>¿3Á#Æ�Å9×�Á#Æ

V \ {ξ}
'

·¸¤³¨N�|¤³���N¤pµ¤����u«J§ «D® µj�3Ì0��µj�D£B�s���N°D¨N£Ê�D s�¢�|��¤���¼6- � D;0 ½ � C ¨N´N´u«J�|¤³�����3�
D
�N�D���³µÔ��Ìu�¢µÔ�L£=�|�¢�N°J¨N£��D |�²�|Ò¡�¤��u�|¤� s¤�§ �L�����u¤j´N«D���u�

B0 ∈ V \ {ξ}
� �l�µj¤��D�N�:���N�L�����N¤� |¤}¤TÌ0���F���g��§N�¢�|¡� s¤��|¤}¹0�D£¢¨��L���¢«J�

v
¡�¤��u�|¤� |¤�§��L�

B0

�|¨N¡��Ô�����3����N¤�4 A«D�|�N¤�  É Õ=�L�N«^�¢�N¤�©Ï¨��D£¢�¢�s�®9«J  D ¥¦�¢�|�� |¤��|´N¤�¡��g�|«
v
�N«J£¢§N��±

v(D) > nδv

�
��¤� |¤

δv
µ¤��D�N� �|�N¤�¡��D�u«J�N��¡��D£xµ¨N£²����´u£���¡��¢�s�¥¦�¢�|�º s¤��s´N¤�¡T���|«

v
� @~�N¤��4¥¦¤

+Ï�N«D¥ ¼6- �J� 0 ½ �����L�}���u¤� |¤	¤TÌ0���F���t�j§N�¢�|¡� s¤��|¤	¹0�D£�¨N�L���¢«J� vdiv

�|���L�����}¡�¤��0��¤� s¤�§�L�
B0

�D�N§ ¡��D� ¯N¤Ò s¤��D£¢��Ö�¤�§ ¯0 �(¥¦¤���°J�0��¤�§ ¯u£�«D¥ É ¨N´Þ¥¦�²��� �|�N¤�¥¦¤���°J�u�|�
(1, L,N)

¬ ¥¦�N¤� |¤
1 ≤ L < N

«J 
N = L = 1

� �\���¢�|����¨u |��¬.���N¤^¥¦¤���°J�0��¤�§¯N£�«L¥ É ¨N´³¡��L��¯N¤� s¤��D£¢��Ö�¤�§³�D�}��¡����D�¢�³«D®x¨u�|¨��D£,¯N£¢«D¥ É ¨u´N�
VN

ϕN−→ VN−1

ϕN−1

−→ . . .
ϕ2−→ V1

ϕ1−→ V0 = V

¥¦�¢�|�p¡�¤��u�|¤� s�
Bi−1 ⊂ Vi−1

�D�N§p¤TÌ0¡�¤�´u���¢«J���D£>§N�²¹ª���|«D |�
Ei ⊂ Vi

¬N¥¦�u¤� |¤L±
• B0, . . . , BL−1

�D |¤�´N«D���u�|�¦�D�N§
BL, . . . , BN−1

�D |¤�¡�¨N s¹ª¤����
• BL

���p�Î£����u¤����
EL ∼= P2

¬
Bi

®9«J 
i > L

�¢�p�Î�s¤�¡��|��«J�Ñ«D®^�|�N¤¡�«D | |¤��|´N«D�N§N���u°t£��¢�N¤��L >�|¨N F®W�D¡�¤
Ei ∼= Fi+1−L

�����3�%§u«J¤��%�N«D�5���u�|¤� s�|¤�¡T����u¤�µ���u��µj�D£ �s¤�¡T����«D���
•
�¢�Ô�D£¢£N¡��L�|¤��

Bi∩Ei
i−1 = ∅

¼9¨N´N´N¤� ��¢�N§N��¡�¤���§N¤��N«D��¤¦���u¤}�F�� s��¡����| ��D�N� É®9«J sµ «D®~�³¡�¨N F¹ª¤Ô«J ���§u�¢¹ª���s«J �«J�(�|�N¤¡�«J s |¤��s´N«J�N§u���N°³®9£�«J«D �«D®B�|�N¤¡��N�D���p«D®%¯N£�«D¥ É ¨N´N� ½ �

 ¤��u«D��¤

νi = multBi−1
Di−1

¬
i > 0

� @~�N¤�� �|�N¤	4 A«D���u¤�  É Õ=�D�N«����N¤�©Ï¨��D£��²�|£�«J«(+ª�¦�L�¦®9«D£�£�«L¥¦��±
¼ 1N�²� ½ ν1 + . . .+ νN > n(L+N).

·¸¤�¡�«J�N�s��§N¤� ~���N¤�®9«J£¢£�«D¥¦�¢�N°^´N«D�|�|�¢¯N£�¤�¡��D�|¤���±
• N > L > 1 �

���N¤�°J¤��N¤� |�D£>���u®9�¢�N�¢�|¤�£²j�u¤��D ¦¡��L�|¤ �
• N > L = 1 �

���N¤��s´N¤�¡��Ê�D£:�¢�u®9���N�²��¤�£¢³�N¤��D �¡��D�s¤�¼#¥¦¤j¯u£�«D¥ ¨N´4���N¤´N«J�¢�u�
B0

�D�N§³���N¤��p�|�N¤�¡�¨N F¹ª¤��
B1, . . . , BN−1 ½ �

• N = L = 1 �
�|�N¤ ��´N«D���u�	��¡��D�s¤Î¼

vdiv

���j |¤��L£���Ö�¤�§ ¯u � �|�¢�N°J£�¤¯N£¢«D¥ É ¨N´³«D®5���u¤�´u«J���u� B0

¬��D�N§³���N¤��
ν1 > 2n ½ �

C ¨N´N´u«J�|¤������L�¦�|�N¤� s¤^���¦�N«j£��¢�N¤��¦«J�
V
���N�L�}´��D�|�}���N s«J¨N°J�p���N¤�´N«J�¢�u�

B0«J ��D£¢£x�s¨N¡��º£��¢�N¤�� §u«J¤����N«L��¡�«J�u���D���Ò�|�N¤��|�¢�N°J¨N£��D t´u«J���u�
ξ ∈ V

� @~�N¤��4¥¦¤¡��D� ¨N�s¤p�|�N¤³�D s°J¨Nµ¤��u���L���¢«J� «D®}���N¤³´��L´N¤�  -/9�0 � C «4��� ¥¦���L��®9«J£¢£�«D¥¦��¬=¥¦¤�D�|�s¨Nµ¤¦�|���L�
l
�¢�:«J�N¤¦«D®.���N¤ � D £¢���N¤��:«J�

V
�|���L��´��L�|�����N s«J¨N°J�����u¤}�s���N°D¨N£Ê�D 

´N«J�¢�u�
ξ
¬��L�N§

B0 ∈ l
�



� ��� ��=������� ��� ���������� ���������3� �K�����!��� ���� � � ��� �

���������	��� 	�
����� ��������������������
 	���
 �!� � N ¤T�
D1

�D�u§
D2

¯N¤j°J¤��u¤� ��L£?¤�£�¤ Éµj¤��u���¦«D®5���u¤�£¢���N¤��D g�F0�F��¤�µ
D
� @~�N¤��p¥¦¤�¡��D�p´N¨u�

D1 ◦D2 = αl + C,¥¦�N¤� s¤
C
��� ���u¤ s¤��s��§N¨��L£=¡�¨N F¹ª¤D¬

l 6⊂ SuppC
¬,�L�N§(°D¤��N¤� ��D£

H ∈ | − KV |¥¦¤����L¹ª¤
deg (αl + C) = α + degC = (αl + C) ◦H = 6n2.·¸¤����u�| |«J§N¨u¡�¤ ���u¤��u¨Nµj¯u¤� 

k
¯u

k = max
{

i ≤ L : Bi−1 ∈ li−1
}

.
) £�¤��D |£² ¬

k > 0
¬¦�D�N§ ¤��¢�|�N¤� 

k = L
«J 

Bk 6∈ lk
� @~�N¤��*¬¦¥¦¤����L¹ª¤��|�N¤�|« É ¡��D£¢£�¤�§�©ª¨N�D§N ��3����¡��¢�N¤�©Ï¨��L£��¢�sj®9«D g���N¤�¡�ª¡�£�¤ D1 ◦D2

¼9�|¤�¤ - � D;0 ½ ±
L

∑

i=1

multBi−1
(D1 ◦D2)

i−1 ≥
N

∑

i=1

ν2
i > n2 (N + L)2

N
,

«J �¬u§N¤��N«L�����u°
mi = multBi−1

Ci−1
¬

kα +
L

∑

i=1

mi > n2 (N + L)2

N
.

Ð �s�|¨Nµ¤
k = 1

¬0� � ¤ � ¬
B1 6∈ l1

� @~�N¤����|�N¤ £��¢�N¤��L ��F0�F��¤�µ
| −KV −B0 −B1|¼9�|�N«J�|¤^¤�£�¤�µj¤��u����®9 |«Jµ

| − KV |
�����3� ´��D�s� ���N s«J¨N°J�

B0

�D�N§��|�N¤����0®9���N�²��¤�£²�N¤��L ~´N«J���0�
B1 ½ ���D�~�u«¯N�D�|�¢¡�¡�¨N F¹0¤���«D� V � Õx«J ¦��°J¤��N¤� |�D£ H ∈ | −KV −

B0 −B1|
¥¦¤����L¹ª¤

m1 +m2 ≤ C ◦H = 6n2 − α,�D�N§³®9 |«Jµ����N¤�©Ï¨��D§u ��L�|��¡����u¤�©Ï¨��D£¢�¢�|¥¦¤�°J¤�����¡�«D�u�� |�D§N��¡T���¢«J��±

3n2L ≥ α + (3n2 −
1

2
α)L ≥ α +

L
∑

i=1

mi > n2 (N + L)2

N
> 4n2L.

C «Ô¥¦¤��L�|�|¨uµj¤
k ≥ 2

� 2 �s���N°Ô�Ô°J¤��N¤� |�D£x¤�£�¤�µ¤��0�
H
«D®x���N¤�£¢���N¤��D }�sª�s�|¤�µ

| −KV − B0 − . . .− Bk−1|
¬0¥¦¤��N�L¹ª¤

m1 + . . .+mk ≤ C ◦H = 6n2 − α,�D�N§³®9 |«Jµ����N¤�©Ï¨��D§u ��L�|��¡����u¤�©Ï¨��D£¢�¢�|¥¦¤�°J¤��
kα + 6n2 − α +

6n2 − α

k
(L− k) > n2 (N + L)2

N
,

«J ¦�D�p¤�¹ª¤��pµ«J |¤� s«J¨N°J�p¤��F����µj�L�|��«J��¬
¼ 1N� D ½ (k − 1)α+ 6n2L

k
> n2 (N + L)2

N
.

4�«D¥ «J�N¤}�N¤�¤�§N�B�|«	°J¤T�g�L�j¨N´u´N¤� �¤��s�|��µj�L���¢«J��«D®
α
� 
 ¤��N«D�|¤

µ = multlD�D�N§
ν0 = multξD

� ) £¢¤��D s£¢.¬
ν0 ≥ 1

2
µ
� ) «J�u�|��§u¤� ����N¤p¯N�¢ ��L�|��«J���L£�µ«J  É´N�N�¢�|µ�

Ṽ
ϕ̃

−→ V ′ ϕ′

−→ Vk−1,



ö�� �������	��
����������	����	������
��������� �����!��"�
¥¦�N¤� s¤

ϕ′ �¢�	�|�N¤�¯N£¢«D¥ É ¨N´Ë«D®~���N¤Ô�|���u°J¨N£Ê�L 	´N«D���u� ξ ¥¦�²���Ë�|�N¤�¤TÌ0¡�¤�´u�|��«J���L£§N�¢¹ª�¢�|«J 
E ′ ∼= F0

¬*�D�N§
ϕ̃
���N¤	¯N£�«L¥ É ¨N´�«D®:���N¤	�s�| |��¡T���| ��D�u�s®9«J sµ «L®:���N¤	£����u¤

l
� 
 ¤��u«D��¤

Ẽ
�|�N¤�¤_Ì0¡�¤�´0����«D���D£Ó§N�¢¹ª�¢�|«J �«D®

ϕ̃
¬ª�D�N§

H̃
���N¤}�s�| |��¡T���� ��L�N�s®9«J sµ «D®

���N¤�£¢���N¤��D g�F0�F��¤�µ
|H −B0 − . . .−Bk − l|

� �l�¦�¢�g¤��L�s��|«�s¤�¤����N�L�
H̃
�N�D�

�N«Ô¯N�D�|�¢¡	¡�¨N s¹ª¤���¬��D�u§�µ«J |¤�«D¹ª¤� �¬��|�N���}£��¢�N¤��D ~�Fª�s��¤�µ �¢�t�Lµj´N£¢¤�«J�
Ẽ ∼= F1¼W�¢�N§N¤�¤�§�¬

H̃|Ẽ ⊂ |s+ 2f |
¬u¥¦�u¤� |¤

s
�D�u§

f
�D |¤��|�N¤�µj�¢�N��µj�D£.�|¤�¡T���¢«J���L�N§��

®9��¯N¤� ~«D®
Ẽ
 |¤��s´N¤�¡T���²¹0¤�£¢ ½ � ·¸¤�«J¯N�s¤� s¹ª¤��|¥¦«���µ´N«J F�m�D�0�g���N�¢�N°J� � Õx�� s�s��¬¼ 1N� . ½ D̃|Ẽ ⊂ |µs+ (n + (k + 1) − ν1 − . . .− νk − ν0)f |,�D�N§p§N¤��u«D���¢�N°

θ = 1

k
(ν1 + . . .+ νk)

¬u¥¦¤�°J¤T�
¼ 1N�/1 ½ (k +

1

2
)µ+ n ≥ kθ.

C ¤�¡�«J�N§�¬�¥¦¤����L¹ª¤
D̃1 ◦ D̃2 ◦ H̃ = 6n2 − kθ2 − 2µ(n− kθ) − ν2

0 − (µ− ν0)
2 − (k + 1)µ2,�N¤��u¡�¤

α ≤ µ2 + D̃1 ◦ D̃2 ◦ H̃ < 6n2 − kθ2 − 2µ(n− kθ) − kµ2.
@~�N���¦©Ï¨��D§u ��L�|��¡�°J¤T���¦�¢�|�~µÔ�3Ì0�¢µÔ�D£Ó¹0�D£�¨u¤��L�

µ =
kθ − n

k
,

�D�N§³¥¦¤����L¹ª¤
¼ 1N� � ½ α < 6n2 − kθ2 +

(kθ − n)2

k
.

4�«D�|��¡�¤g�����L���²®
θ ≤ 5

4
n
¬H®9 |«Jµ ���N¤ 4 A«L���N¤�  É Õx�D�N«����u¤�©Ï¨��D£¢�¢�|�¼ 1u�¢� ½ ¥¦¤¦«J¯0�m�D�¢�

N > 4L
¬u�D�N§�¥¦¤�°J¤��~��¡�«J�u�| ��D§u��¡��|��«J�j¥¦�¢����¼ 1N� D ½ � C «�¥¦¤��D�|�s¨Nµj¤ θ > 5

4
n
¬

�D�N§³�m�(+Ï�¢�N°����u�|«�D¡�¡�«J¨N�u�¦���N�L�
α ≤ 6n2

¬N®9 s«Jµ ¼ 1N� � ½ ¥¦¤����L¹ª¤
¼ 1N� F ½ α <

23

6
n2.

* �³�|�N¤�«D���u¤� ¦���D�N§*¬N®9 |«Jµ ¼ 1N�/1 ½ ¥¦¤�«J¯u�m�L���

θ ≤
(k + 1

2
)µ+ n

k
≤

3

2
n,

�D�N§³���N¤��p�|�N¤ 4 A«D�|�N¤�  É Õ=�L�N«����N¤�©Ï¨��D£��²�|Ò¼ 1N�²� ½ ª��¤�£�§N�
N > 2L.

@~�N���¦¤��s���¢µÔ�3����«D���D�N§³���N¤��¢�N¤�©Ï¨��D£¢�¢�s�¼ 1N� D ½ °J�¢¹ª¤
¼ 1N� � ½ L

(

k − 1

L
α +

6n2

k

)

>
9

2
n2L.

C ¨N´N´u«J�|¤
L ≥ k + 1

� @~�N¤�� ®9 |«Jµ ¼ 1N� F ½ �D�N§ ¼ 1N� � ½ ¥¦¤(°D¤�� k < 2
¬ �¡�«J�0�� ��L§N��¡T����«D� �

C «�¥¦¤Ô�L�|�|¨uµj¤
L = k ≥ 2

�$N ¤���¨N���N«D�|¤�|���L���|�N¤� s¤Ô�D s¤��|¥¦«p£����u¤���«J����N¤Ô¤TÌ0¡�¤�´u���¢«J���D£g§u�¢¹ª���s«J 
E ′ ∼= F0

�|���L�^´��D�|���|�N |«D¨N°J� ���u¤�´N«J���0�
l′ ∩ E ′ ¬�D�N§º®9«J ^�3�^£¢¤��D�F�^«J�u¤Ô«D®g�|�N¤�µp¬5���L

p
¬%�¢�|�	�F�� |�¢¡����� |�D�N�s®9«D |µ

p̃
«D�

Ṽ
§N«J¤��



� ��� ��=������� ��� ���������� ���������3� �K�����!��� ���� � � ��� ösö
�N«D�����u�|¤� s�|¤�¡T�t�|�N¤^µ���N�¢µÔ�L£��|¤�¡����¢«J��«L®=���N¤	§N�¢¹ª�¢�|«J 

Ẽ
� 
 ¤��u«D���¢�N°Ô¯u

ε
�|�N¤µj¨u£¢���¢´N£��¢¡��²�|�«D®

D′ �D£�«D�N° p ¬u¥¦¤��|¤�¤�¤��D�s��£¢¼ 1N� 7 ½ ε ≥ µ− ν0.
@~�N¤��*¬u�|�¢�N¡�¤

L = k
¬Ï���N¤}�s�| |��¡T���� ��L�N�s®9«J sµ

B̃k

«D®*�|�N¤�£¢���N¤
Bk

�¢�u��¤� |�|¤�¡��|�?�|�N¤
§N�¢¹ª�¢�|«J 

Ẽ
�L�	��´N«J�¢�u�����N�L������§N�²®#®9¤� |¤��u��®9 |«Dµ

p̃ ∩ Ẽ
� N ¤��

h
¯N¤��°J¤��u¤� ��L£

¤�£¢¤�µ¤��u��«D®����N¤£��¢�N¤��D ��Fª�s��¤�µ
|s + 2f |

«J�
Ẽ
�����L�	´��D�s�|¤��	���u |«J¨N°D�Ë¯N«D�|�

���N¤�´u«J���u�|�
p̃ ∩ Ẽ

�D�u§
B̃k ∩ Ẽ

¬*¥¦�u¤� |¤
s
�D�N§

f
�D s¤����N¤^µj�¢�N��µj�D£,�|¤�¡����¢«J�

�D�N§º�Ô®9��¯u¤�  «D®
Ẽ
� @¦�(+Ï���N°��¢�u��«³�L¡�¡�«D¨N�u�j¼ 1u� . ½ ¬�®9«J ���°J¤��N¤� |�D£ D ∈ D

¥¦¤«J¯u���D���
D̃|Ẽ ◦ h = (k + 2)µ+ n− ν1 − . . .− νk+1 − ν0 − ε.


 ¤��u«D��¤
θ = 1

k+1
(ν1 + . . .+ νk+1)

� @~�u¤���¬Ó�¢®
ν0 ≥ µ

¬0¥¦¤�°D¤��

θ ≤
k + 2

k + 1
n.

·¸¤B���3¹0¤?���N¤����Dµ¤?¤��s�|��µj�L���¢«J��¤�¹ª¤����²®
ν0 < µ

¬D¨N�s���N°
ε ≥ µ−ν0

�xÐ �uÏ¥}�L.¬�|�¢�N¡�¤
k ≥ 2

¬D¥¦¤g®9���N§
θ ≤ 4

3
n
¬H�L�N§�®9 |«Jµ ���u¤ 4 A«D�|�N¤�  É Õ=�D�u« ���N¤�©Ï¨��D£��²�|j¼ 1N�¢� ½¥¦¤��|¤�¤����N�L�

N > 3L
� ) «Jµ¯N���u���N°^�|�N���~¤��s�|��µj�L���¢«J�Ô¥¦�¢�|� ¼ 1N� D ½ ¬N«D�N¤�°J¤��|�

L

(

k − 1

k
α+

6n2

k

)

>
16

3
n2L,

�D�N§ ¥¦¤����3¹0¤³�Ò¡�«J�u�| ��D§N�¢¡��|��«J�º¥¦�¢��� �|�N¤�¤��F���¢µÔ�L�|��«J� ¼ 1N� F ½ � @~�N¤�°J¤��u¤� ��L£���u®9�¢�N�¢�|¤�£²j�u¤��D ~¡��D�|¤����~§N¤��D£¢� �
������������� ��
 � ��� � ������� �	��� ����
 	 ��
 � ��³�\�º�|�N����¡��D�|¤

L = 1
¬5�D�N§4¥¦¤�¡��D��D£¢¥}�30�B�D�|�s¨Nµ¤

N ≤ 3
� �\�N§u¤�¤�§*¬��¢®

N ≥ 4
¬ª¥¦¤ ��µµ¤�§N���L��¤�£¢�°J¤T�~�^¡�«J�u�| �� É§N��¡T���¢«J��¥¦�¢�|�³�|�N¤�©Ï¨��D§N |�L���¢¡����N¤�©ª¨N�D£��²�|Ò¼ 1N� D ½ �@~�N¤^¡��D�|¤	¡��D��¯N¤�§N¤��D£²�t¤_Ìu�D¡��|£¢³���p���N¤����Lµj¤�¥}�L��D�}���K-:9�0Y¬.�|«Ô�u¤� |¤�¥¦¤«J�N£²Ò°J�²¹0¤���¡�«J¨N´N£¢¤�«D®B s¤�µj�D >+Ï� � ) «D�N�|�¢§N¤� ��³¨N�N�¢©ª¨u¤�´N£Ê�D�u¤

P ⊂ P5
�����3�¡�«J�0�m�D�¢�N�^���u¤p´u«J���u�

B0

�D�N§ ���N¤��¢�u®9���u�¢��¤�£¢4�N¤��D �£��¢�N¤
B1

� �l®
ξ 6∈ P

¬:¥¦¤§N«³�N«D���u¤�¤�§(�D�u�¡����L�N°J¤���¥¦�²���� |¤��|´N¤�¡�����« -/9�0 � C ¨u´N´N«J�s¤
ξ ∈ P

¬,�D�N§�£�¤T�
M
¯N¤Ô��°J¤��N¤� |�D£��uª´N¤� s´N£Ê�D�u¤Ô���

P5
�����3�^¡�«J�u�m�L���N�

P
� @~�u¤��Ë�|�N¤Ô�s¨N s®W�D¡�¤

H = M ∩ V
�����EG .Ô�s¨N s®W�D¡�¤�¥¦�¢�|�4��¨N�N��©Ï¨N¤^�|���u°J¨N£Ê�L �¼W§u«J¨N¯N£¢¤ ½ ´N«D���u� �L�

ξ
� ·¸¤�®9«J£�£¢«D¥¸���N¤�«J |�¢°J���N�D£*¤_Ìu´u£Ê�D���3����«D�N�~��� -/9�0[¬Ó¯N¨0�}®9�¢ |�F�~¥¦¤	¯N£¢«D¥ ¨u´p�|�N¤�|�¢�N°J¨N£��D =´N«J�¢�u�:«D®

H
� �l�����:�N«D��§u�¢®#®9��¡�¨N£¢�%��«�«J¯N�s¤� F¹0¤¦���N�L�:¥¦¤¦°J¤���¤T¹0¤��jµ«J s¤�s�| |«J�N°Ô¤��s�|��µj�L���¢«J�N� � @~�u¤�¨N�N�¢©ª¨u¤�¡��D�s¤^���N�L� ¡��D�Ò�N«D�t¯N¤^§u¤��D£²� ���¦���u¤�¡��D�s¤«D®=�|�N |¤�¤�§N�¢®#®9¤� |¤��u�t£¢���N¤��

P ∩ V
� @g¥¦«Ô«D®=���u¤�µ µj¨N�F�t�N�L¹ª¤^���N¤��� }¡�«Jµµ«J�´N«J�¢�u�}�L�

ξ
� � ¨u�~���N�¢�~�|�²��¨��L�|��«J���¢�~´N |«D�N��¯N�²��¤�§p¯0����N¤�¡�«J�N§N�²����«D�

G3

�
��������� ����� ��� ��
 � �� N ¤T���|�N¤4£��¢�N¤��D ��Fª�s��¤�µ

D
���L�p�|�N¤(µ¨N£²����´u£���¡��¢�s

ν1 > 2n
�L�?���u¤�´N«D���u�

B0 6= ξ
¬0�L�N§�|�N¤� s¤t�¢����£��¢�N¤

l ⊂ V
�����3��¡�«J�u���D���N�

B0�D�N§
ξ
� * ¨N %¡�«J�u�|��§u¤� ��3����«D��®9«J£¢£�«D¥¦�>�|«t���N¤�«J�N¤��x��� -:9;0[¬D¥¦�²���	�|��µ´N£¢�¢®9��¡��L���¢«J�N� �

N ¤��
T
¯u¤j���|�N |¤�¤ É £¢���N¤��D  �s¨N¯N�|´N�D¡�¤j��� P5

�|���L���¢� �m�D�N°D¤��u����«
V
�L�
B0

�Õx |«Dµ ���N¤�¡�«J�N§u�¢���¢«J�
G4

�¢�,®9«J£¢£�«D¥¦�>���N�L�
Q|T

�¢�x���N«J� É §N¤�°J¤��N¤� |�L��¤�©Ï¨��D§N |�L���¢¡¡�«J�u¤¥¦�²���(�|�N¤�¹0¤� s�|¤TÌË�L�
B0

� @~�N¤ |¤��s�| |��¡T���¢«J�
V |T

¡�«J�N�s���s�|�	«L®B���u¤Ô£��¢�N¤��
l = l1, . . . , lk

���N�L���D s¤�°J¤��N¤� |�L��«J s��«D®~�|�N¤�¡�«D�N¤D¬��D�u§ ���N¤� s¤��s��§N¨��L£�¡�¨N s¹ª¤



ö � �������	��
����������	����	������
��������� �����!��"�

C
� @~�N¤B�¢µj´u«J s���D�u�5«J¯N�s¤� s¹0�L�|��«J�^���,�����L�%���N¤��|¡��N¤�µ¤ É ���N¤�«J |¤T����¡����u�|¤� s�|¤�¡T���¢«J�

T ∩ V
���} |¤�§N¨N¡�¤�§º�D£�«D�N°��D�0�«L®:���N¤�£¢���N¤��

l1, . . . , lk
¯u��|�N¤^¡�«J�N§N�²���¢«J�

G2

�
4�«D�|��¡�¤^�D£¢�|«�����L��¤��²���N¤� 

k ≤ 3
¯u³�|�N¤^¡�«J�N§N�²����«D�

G5

� @~�N¤� s¤��|�¢§N¨��D£,¡�¨N s¹ª¤
C
���? |¤�§N¨N¡�¤�§��D�N§�� s |¤�§N¨N¡��¢¯N£�¤	¼9�¢®.¥¦¤�¯N£¢«D¥ ¨u´j���u¤}¹ª¤� F��¤_ÌÔ«L®*���u¤�¡�«J�N¤

Q|T
¬

�¢�~¯u¤�¡�«Dµj¤��t���|¤�¡��|��«J�p«D®5���N¤�¡�«D | |¤��|´N«D�N§N���u° s¨N£�¤�§³�|¨N F®W�D¡�¤�«D®5�|ª´N¤
F2 ½ �
 ¤��u«D��¤

µi = multli D
¬
i = 1, . . . , k

¬=�D�N§
α = multC D

� ) «J�N�s��§N¤� ��°J¤��u¤� ��L£%�uª´N¤� |´N£��D�N¤
M ⊃ T

¬.�²���} |¤��s�� s��¡T����«D�
H = M ∩ V

¬*�D�u§��j°J¤��N¤� |�D£¤�£¢¤�µ¤��u�
D ∈ D

� @~�u¤���±
• H

���}� G .��|¨N F®W�D¡�¤�¥¦�¢�|�³§N«J¨N¯N£¢¤j¼W§N¨E<��L£ ½ ´N«J�¢�u���¦�3� B0

�D�u§
ξ
�

• D|H = αC+µ1l1+. . .+µklk+R
¬D¥¦�N¤� |¤

SuppR
§N«D¤��x�u«D�x¡�«J�u���D����D�u�«D®%�|�N¤�¡�¨N F¹ª¤��

C, l1, . . . , lk
�

@~�N¤³£Ê�D�F��®W�D¡T�������¢µj´u«J s���D�u��±����u¤pµ¨N£²����´u£���¡��¢�|��¤��t«D®��|�N¤��s¤³¡�¨N F¹0¤������
D|H¡�«J�¢�N¡��¢§N¤�¥¦�²�����|�N¤ µ¨N£¢�|��´N£¢��¡��²���¢¤��=«D®>�|�N¤�£��¢�N¤��L ��F0�F��¤�µ

D
�D£¢«J�N°^�|�N¤ ¡�«D | |¤ É�|´N«D�N§N���u°¡�¨N s¹ª¤�� � �l�}®9«D£�£�«L¥¦�B®9 |«Jµ����N¤��¢�N§N��¡��L��¤�§³��µ´N«J s���D�u�B«J¯N�|¤� s¹0�L�|��«J� �

N ¤��
V ′ → V

¯N¤����N¤�¯u£�«D¥ ¨N´¸«D®����N¤4´N«J�¢�u�
B0

¬t�D�N§
H ′ �|�N¤4�s�� s��¡T��� |�D�N�s®9«D |µ «D®

H
� ·¸¤^µj�L³�D�s�|¨Nµ¤	�|���L�}���N¤��s�| |�¢¡��}�� ��L�N�s®9«J sµj�^¼9¥¦¤�µj�D >+�¢�	¯u ′ ½ «D®}�D£�£:�|�N¤Ô¡�¨N s¹ª¤�� li �D�N§ C £¢��¤j�L�����N¤��u«J� É �s���N°D¨N£Ê�D �´��L s�	«D® H ′ �


 ¤��u«D��¤
R′ = D′|H′ − αC ′ − µ1l

′
1 − . . .− µll

′
k

� ·¸¤��N�L¹ª¤
R′ ◦ C ′ = (6 − k)n− (4 − k)ν1 + 3

2
α− 1

2
µ1 − µ2 − . . .− µk ≥ 0,

R′ ◦ l′1 = n− ν1 + 3

2
µ1 −

1

2
α ≥ 0,

R′ ◦ l′2 = n− ν1 + 2µ2 − α ≥ 0,
· · ·

R′ ◦ l′k = n− ν1 + 2µk − α ≥ 0.
@¦�(+Ï¤����N¤��|¨uµ «D®=�L£�£ �|�N���¦¤�©ª¨N�L���¢«J�N��¬e�D�N§�¥¦¤�«J¯u���D���

6n+ µ1 + . . .+ µk ≥ (k − 2)α + 4ν1 > (k − 2)α + 8n,�D�N§��²®
k ≤ 2

¬0¥¦¤�°J¤T�¦��¡�«D�u�� |�D§N��¡T���¢«J�Ô¥¦�¢�|�����N¤t¡�«J�N§u�¢���¢«J�
µi ≤ n

®9«J B�D£�£
i¼9¥¦¤ �s¨N´N´N«D�|¤����N¤� |¤��L |¤ �N«�µj�3Ì0��µj�D£Ó�|�¢�N°J¨N£��D |�²���¢¤��?�D£�«D�N°^¡�¨N s¹ª¤�� ½ �?Ð �s�|¨Nµ¤

k = 3
¬N�|�N¤��³¥¦¤��|¤�¤��|���L�

1

2
µ1 + µ2 + µ3 ≥

7

6
α +

4

3
ν1 −

4

3
n,

�D�N§p¡�«Jµ¯N�¢�N���N°^�¢�g¥¦�²���³���N¤�®9�� s�s�~¤�©Ï¨��L���¢«J��¬N¥¦¤�«J¯u���D���
13

3
n+

1

3
α ≥

7

3
ν1 >

14

3
n,

�D�N§³���N�¢�gª��¤�£¢§N�¦��¡�«J�0�� ��L§N��¡T����«D���|���u¡�¤
α ≤ n

�
4�«D�|��¡�¤ �����L�}¥¦¤	�D�|�s¨Nµj¤

k ≤ 3
¯u��|�N¤�¡�«J�N§u�¢���¢«J�

G5

¼9�|�N¤�µj¤T���N«J§p§N«J¤��
�N«D�~¥¦«J 6+�®9«J 

k = 4
¬0���N¤� |¤��D§N¤� }¡��D�p¡��N¤�¡�+³�¢�~¯0³�N��µ�|¤�£¢® ½ �,N ¤�µjµj� 1N�²� ���´N |«L¹0¤�§ �

� ��HKJ �=� � J M L �#���:� M!Jx�,�Ê�,� Ü�L � Ü �,� Ü � Ü � J%� �>�5��� Ü�L �
N ¤��

V ∈ F
¯N¤����N¤�¡�«Jµ´N£¢¤���¤��¢�u��¤� |�|¤�¡��|��«J�p«D®���©Ï¨��D§N s��¡

Q
�L�N§Ò�¡�¨N¯N�¢¡

T
¥¦�²���¸�D�¸«J s§N���N�D sÞ§N«J¨N¯u£�¤Ò´N«D���u�

ξ
¬t�L��¯N¤�®9«D |¤ � ·¸¤4�|¨N´N´u«J�|¤º�D£¢£}�|�N¤¡�«J�u§N�¢�|��«J�N�

G1, . . . ,G5

�D |¤��|�L���¢�s®9�¢¤�§ �



� ��� ��=������� ��� ���������� ���������3� �K�����!��� ���� � � ��� ö �
��Ü�� J%��� � �¢�H��N ¤T�

Λ
¯N¤B�~���u |¤�¤ É §N�¢µj¤��N�|�¢«J���D£L£��¢�N¤��D >�s¨N¯N�s´��D¡�¤���� P5

� @~�u¤��
V |Λ

���: |¤�§N¨N¡�¤�§j�D£�«J�u° ¤�¹ª¤� F��¢�|�=�N«J� É ´N£Ê�L�N¤g¡�«Dµj´N«D�N¤��u� � �\�N§N¤�¤�§�¬H�|�N¤¦���u�|¤�  É�|¤�¡����¢«J�
V |Λ

§N«J¤��}�u«D�~¡�«D�u�m�D�¢���N«J� É ´N£Ê�L�N¤t¡�¨N s¹ª¤��}���j���N¤�¡��D�|¤�¥¦�N¤�� Λ ∩Q���% |¤�§u¨N¡��¢¯N£�¤ � * �^���u¤g«D���u¤� =���L�N§�¬H�t¡�¨N¯N�¢¡g�|¨N F®W�D¡�¤B���
P3
§N«J¤��=�N«D�x���u�|¤� s�|¤�¡T�

�D�³�� s |¤�§u¨N¡��¢¯N£�¤�©Ï¨��D§u |��¡��s¨N s®W�L¡�¤�¯up��§N«J¨N¯u£�¤ �|¥¦�¢�s�|¤�§p¡�¨N¯N�¢¡ �
·¸¤t®9�²Ì���£��¢�N¤��L ��F0�F��¤�µ

D ⊂ |− nKV |
�|���L�~���L�~�N«�®9�²Ì0¤�§�¡�«Jµ´N«J�N¤��u��� �

N ¤��
B
�D� �� s |¤�§N¨N¡��¢¯N£�¤p¡�¨u s¹ª¤Ò«J�

V
� Ð £����u¤��D ��|´N�D� «D®��Ë¡�¨N s¹ª¤

B
�¢�§N¤��u«D��¤�§ ¯u

〈B〉
�D�N§ ¡�«J�N�|�¢§N¤� s¤�§ �D�^��£¢���N¤��D ��|¨N¯N�s´��D¡�¤����

P5
� Í:¨u�

ν =
multB(D)

�
� �5� � � L �Ê�,�#�x� � � D � �ÓÙ�çHç>¿�×�Ú^Å9èuÄDÅ

ν > n
å¦Á 'WÚ�'²å

D
èuÄ3×�ÄpæÄ	JÁ#æÄDá�×TÁ#ÆªäDÙ �á²ÄDÀ_Á#ÅYãÔÄDá�¿3Æªä

B
' ��è�ÚTÆ(¿3Æ*Ú^¿aÂ�Å9è�Ú�Â�¿3áâá�¿

�
Á#Æªä�è�¿3á²à3×��

¼ � ½ B Á�×^ÄÔáâÁ#Æ*Ú��¼ D ½ B Á�×^Äpé�¿3Æ�Á[émå�ÄDÆ.à
〈B〉 ⊂ Q

�¼ . ½ B Á�×^Äpé�¿3Æ�Á[émå�ÄDÆ.à
ξ ∈ B

'
�
	������ @~�N¤B´u |«J«D®N«D®N���u¤�´N s«J´N«J�s�¢�|��«J�����5�|�¢µj�¢£Ê�D .��«��|�N¤B´u |«J«D®u«D®�£¢¤�µµÔ� . � F��� -/9�0N¯u¨u�:¥¦¤¦§N«�«J¨N :¡��D£�¡�¨N£Ê�L�|��«J�	«J�

V
¼W�u«D��«J���¢�|�=¯N£¢«D¥Î¨N´N� ½ ¬Ï¯N¤�¡��D¨N�|¤~�|�N¤¡�£��D��µ «D®=���u¤	´N s«J´N«J�s�¢�|��«J�³���}�|�¢µj´u£�¤� g�|���D�p���N¤�¡�£��D��µ «L®=£�¤�µjµj� . � Fj���K-/9�0[¬¥¦�N��¡��³���B¨u�|¤�§p�N«D�g«J�N£¢��«�¤_Ì0¡�£�¨u§N¤�¡�¨N F¹0¤��¦«J�����N¤��u«J� É �s���N°D¨N£Ê�D ?¡�«Dµj´N£¢¤��|¤���u�|¤� s�|¤�¡T���¢«J��«D®��~©Ï¨��D§N s��¡?�D�N§	�~©Ï¨��D s�|��¡:¯N¨0�x�L£��|«~�|«}®9�¢�N§� |¤�£��L���¢«J�N��¯u¤��|¥¦¤�¤��¯N�� |�L���¢«J���D£.���0¹0«D£�¨u�|��«J�N� �·¸¤ µj�Lj�D�|�s¨Nµj¤������L�

ξ ∈ B
§N¨N¤���« -/9�0 � @~�u¤ ´N |«D«D®5¡�«J�N�s���F���g«D®,�s¤�¹ª¤� |�D££�¤�µjµj�D� �

�=Ü
� � J � � . � ��è�Ú^éTÙ0À 	DÚ
B
Á�×�Æ*¿3ÅBÄ�ç.á²ÄDÆ*Ú�éTÙuÃ�Á[é�'

�
	������ C ¨N´u´N«J�|¤�����3�
B
�¢�^�p´N£Ê�L�N¤j¡�¨N¯N�¢¡ � @~�N¤��

〈B〉 ⊂ Q
�3N ¤��

Λ
¯N¤��°J¤��u¤� ��L£��Ô���N s¤�¤ É §N��µ¤��u�|��«D���D£5�|¨N¯N�s´��D¡�¤j¡�«J�u�m�L���N�¢�N° B � @~�N¤�� Λ ∩ V =

B ∪ B̄
¬u¥¦�N¤� |¤

B̄
�¢�¦��´N£Ê�D�u¤�¡�¨N¯N�¢¡ �

@~�N¤}¡�¨N F¹0¤��
B
�D�N§

B̄
�¢�u��¤� |�|¤�¡����������N s¤�¤}§N���F���¢�N¡���´N«D���u�|��¬Ï§N�¢®#®9¤� |¤��u��®9 |«Jµ

ξ
� �}¤��N¡�¤D¬�®9«J ¦��°J¤��u¤� ��L£>�|¨N F®W�D¡�¤

D ∈ D
¥¦¤��N�L¹ª¤

3n = D · B̄ ≥ 3ν,¥¦�N��¡����¢�¦��¡�«J�u�| ��D§u��¡��|��«J� � @~�N¤�£�¤�µjµj�����~´N s«D¹ª¤�§ �·¸¤�µj�L �L�|�|¨uµj¤��|���L�
dim〈B〉 ≥ 3

� @~�N¤³���u¤�©Ï¨��D£¢�¢�|
ν > n

�¢µj´u£���¤�������3�
degB ≤ 5

�
�=Ü
� � J � �/1Ó� ��è�Ú=Â�¿3áâá�¿

�
Á#Æªä³é�Ä3×�Úm×	ÄDÀ�Ú�Á#ætç>¿�×m×TÁWÃ�á�Ú��

•
Å#è�Ú�éTÙªÀ 	DÚ

B
Á�×³Ä4À�ÄDÅYÁ[¿3Æ.ÄDá?Æ*¿3À_æÄDá~éTÙªÀ 	DÚ�¿aÂ�àªÚ|äDÀ�Ú�Ú

4
×TÙ�émè Å#èuÄDÅ

〈B〉 = P4
�

•
Å#è�Ú�éTÙªÀ 	DÚ

B
Á�×³Ä4À�ÄDÅYÁ[¿3Æ.ÄDá?Æ*¿3À_æÄDá~éTÙªÀ 	DÚ�¿aÂ�àªÚ|äDÀ�Ú�Ú

5
×TÙ�émè Å#èuÄDÅ

〈B〉 = P5
�

•
Å#è�Ú�éTÙªÀ 	DÚ

B
Á�×�ÄDÆ¸ÚTáâáâÁnç.ÅWÁ[é�Æ*¿3À_æÄDágéTÙªÀ 	DÚp¿aÂ�àªÚ|äDÀ�Ú�Ú

5
×TÙ�émè Å#èuÄDÅ

〈B〉 = P4
'

�
	������ C ¨N´N´N«D�|¤
B
�¢�j�sµj«J«L��� � Í�¨0�

d = degB
� @¦�(+Ï¤��|�N¤��sµÔ�D£¢£�¤��s�

���L�|¨N ��D£*�N¨Nµ¯N¤� 
m ≤ d

�|¨u¡����|���L�~�|�N¤�®9«J£�£¢«D¥¦���N°^¡�«J�N§u�¢���¢«J�N�g�u«J£�§�±



ö � �������	��
����������	����	������
��������� �����!��"�

•
�|�N¤g¡�¨u s¹ª¤

B
�¢�%¡�¨u�=«D¨u�=«J�����N¤����N s¤�¤�®9«D£�§

V
���^���|¤T� É ���N¤�«J |¤T����¡��|¤��N�|¤¯u��s¨N s®W�D¡�¤���«D®.���N¤¦£¢���N¤��D =�sª�F��¤�µ

|−mKV |
�����L��´N�D�|�����N s«J¨N°J���|�N¤¡�¨u s¹ª¤

B
�

•
�|�N¤B�s¡��N¤�µj¤ É ���u¤�«J s¤����¢¡��¢�u��¤� |�s¤�¡��|��«J�	«D®N�s¥¦«t�|¨0®#®9��¡��¢¤��u�|£¢�°D¤��N¤� ��D£ª�|¨N  É®W�D¡�¤��x«L®u���u¤�£¢���N¤��D >�sª�s�|¤�µ

|−mKV |
´��L�|�|�¢�N°��|�N |«D¨N°J�

B
�¢�5 s¤�§N¨u¡�¤�§�����|�N¤�°J¤��N¤� ��D£>´u«J���u�¦«L®

B
�

N ¤��
ψ : V ′ → V

¯N¤��|�N¤�¤TÌª�� s¤�µj�D£=¯N£¢«D¥ ¨N´4«D®����N¤�¡�¨N s¹ª¤
B
¼W�|¤�¤ - � .;0 ½ ¬

E
¯N¤����N¤�¤_Ìu¡�¤�´u�|��«J�N�D£>§N�¢¹ª�¢�|«J ~«D®

ψ
¬Ó�D�N§

H ′ = ψ∗(−KV )
� @~�u¤��

(

mH ′ − E
)

·
(

µH ′ − νE
)2

≥ 0,¯N¤�¡��D¨N�s¤B���N¤�´N |«D´N¤� 5�� ��L�N�s®9«J sµ «D®N���u¤g£��¢�N¤��D ,�F0�F��¤�µ
D
«D�	���u¤B���N s¤�¤T®9«J£�§

V ′§N«J¤��B�N«D�B���L¹ª¤�®9��Ì0¤�§Ô¡�«Jµ´N«J�N¤��u����¬u¯N¨u�
mH ′−E

�¢���N¤T®�¼W�s¤�¤ N ¤�µjµj� � � D � ���� - 1 0 ½ � ��¤��N¡�¤L¬Ó�|�N¤����N¤�©Ï¨��D£��²�|
¼ � �²� ½ 6mn2 − dmν2 − 2dνn− n2

(

2 − 2g(B) − d−
1

2

)

≥ 0
�N«J£¢§N��¼W�s¤�¤ N ¤�µjµj� � ����� - � »;0Y¬Ó�D�N§³���u¤�´u |«J«D®5«D® N ¤�µµÔ� D������ .��¢� -:9�0 ½ �Í:¨u�|�|���N°

m = 2
�¢� ���N¤��¢�N¤�©Ï¨��L£��¢�s � �¢� ¬�¥¦¤�¡�«J�N¡�£�¨N§N¤��|�N¤�´N s«J«D® � @~�N¤£�¤�µjµj�^���~´u |«D¹ª¤�§ �

@~�N¨N��¬Ó¥¦¤��|¤�¤	�|���L�}¤��²���N¤� 
〈B〉 = P3

¬Ó«J 
B
���}�¡�¨N s¹ª¤�«D®=§u¤�°J s¤�¤

5
�s¨N¡�������3�

〈B〉 = P4
�

�=Ü
� � J � � � ��� Á#Å#è�ÚTÀ
〈B〉 = P3

å~¿3À�Å9è�Ú^éTÙ0À 	DÚ
B
Á�×�×TÁ#ÆªäDÙªá²ÄDÀ '

�
	������ C ¨N´N´N«J�s¤������L�B���N¤ ¡�¨N s¹ª¤
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〈B〉 ⊂ Q
å

¿3ÀgÄ	é�¿3Æ�Á[é:×TÙ�émè	Å9èuÄDÅ
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ÄDÆ.à
ξ ∈ B
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• τ−1
∗ D ⊂ |(4n− 3ν)(−KV ) − (5n− 4ν)B|
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• τ−1
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