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Dieser Aufsatz mdchte einen Ausflug machen in die Mathe-
matik vor 100 Jahren, genauver will er versuchen, einige wenige
Eindriicke zu vermitteln vom Gegenstand des Buches [ 20] von
F. Klein mit dem Titel "Vorlesungen iiber das Ikosaeder und die
Aufldsung der Gleichungen vom filinften Grade". Das Buch erschien
zum ersten Mal im Jahre 1884, und auch noch in heutigen Arbeiten
wird oft darauf hingewiesen. Auf diese Beziehungen zur aktuellen
Mathematik werden wir hier aus Griinden notwendiger Beschridnkung
nicht 'eingehen kdnnen. Der interessierte Leser mag dazu die
Ubersichtsartikel [ 1 1,I 5 1,0 111, 29 ] zu Rate ziehen, die
sich allerdings auf das Gebiet der Singularitdtentheorie be-
schrénken. Fiir eine griindlichere historische Einordnung des
Klein'schen Buches verweisen wir auBerdem auf unsere Binleitung

[ 301 zu seinem Nachdruck.

Klein's Buch handelt vom Zusammenhang dreier Objiekte unter-

schiedlicher mathematischer Natur, nimlich

dem Ikosaeder

(Fig., 1.)




den Gleichungen fiinften Grades

xS + ax4 + be + cx2 + dx + e =0 ’

a,»fbpcldge € g:

und der hypergeometrischen Differentialgleichung

aa’~(aa‘+38'—yy')u+88'u2 z =0
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DafB tiberhaupt ein Zusammenhang zwischen diesen Objekten
aus Geometrie, Algebra und Analysis bestehen kann, wird plausibler,

wenn wir jedem der Objekte eine bestimmte Gruppe zuordnen, ndmlich

die Gruppe der eigentlichen Symmetrien im PFalle des

Ikosaeders,
die Galoisgruppe im Falle der Gleichungen,
und die Monodromiegruppe im Falle der Differentialgleichung.

Wir werden dies im folgenden in jedem Einzelfall genauer darlegen.



Das Tkosaeder und seine Symmetrien.

Betrachten wir zundchst das Ikosaeder. Zusammen mit
Tetraeder, Hexaeder, Oktaeder und Dodekaeder bildet es die fiinf
reguldren oder Platonischen KOrper, die uns seit der Antike lber-

liefert sind (vgl. Euklid XIII, [ 121]).

Wir stellen fest oder vergewissern uns bei Euklid, daB das

Ikosaeder 20 Seitenfldchen besitzt, die reguldre Dreiecke sihd,



sowie 30 Kanten und 12 Eck?unkte. Letztere liegen alle auf einer
dem Ikosaeder umbeschriebenen Kugel, deren Mittelpunkt wir im fol-
genden als den Koordinatenursprung des Raumes 2R3 festlegen
wollen. Alle Rotationen dieser Kugel, oder alle Rotaticnen des

2&3 um den Ursprung, identifizieren sich dann mit den Elementen
der speziellen orthogonalen Gruppe SO{(3,R} . Als Ikosaeder-

gruppe G bezeichnen wir nun die Untergruppe aller Rotationen,

die das Ikosaeder in sich iberfiihren.

Zur Untersuchung der Struktur von G {iberlegen wir uns ,
daB die Drehachse einer Rotation g € G nur von der folgenden
Art sein kanns
1) Entweder verbindet die Achse diametrale Eckpunkte des Iko-
saeders,und g rotiert um diese Achse mit einem Winkel
k - 2«/5 , k€ {0,1,2,3,4} ,
oder
2) sie verbindet diametrale FlAchenmittelpunkte, und der Dreh-
winkel betrigt k - 2¢/3 , k € {0,1,2} ,
oder
3) sie verbindet diametrale Kantenmittelpunkte, und der Dreh-
winkel betrdgt k - , kX € {0,1}.

{Hier haben wir die identische Rotation jedesmal mitaufgefithrt).

Eine Abzdhlung aller dieser Symmetrieachsen und der zuge-
horigen Rotationen zeigt uns, daB G neben dem neutralen Element

folgende Elemente enthilt:



24 = 6 -+ 4 Elemente der Ordnung 5
20

H

10 = 2 Elemente der Ordnung 3

15

#

15 + 1 Elemente der Ordnung 2

Also hat G die Ordnung 1 + 24 + 20 + 15 = 60 ,

Wir kdnnen sehr schnell erkennen, daB G eine einfache Gruppe

ist, also keine nichtrivialen Normalteiler enth#lt. Mit jeder
Drehung um eine Achse enthdlt nidmlich ein Normalteiler N wvon G
sdmtliche Drehungen um alle Achsen, die aus der gegebenen durch die
Aktion von G hervorgehen. Da alle Drehachsen in einer der oben
aufgezdhlten drei Klassen miteinander G-#dguivalent sind, hat die

Ordnung von N die Gestalt

IN|] = 1 + 15a + 20b + 24c

mit a,b,c € {0,1} , und zudem muB |N| ein Teiler von 60 sein.
Offensichtlich ist dies nur in den trivialen Pillen a =b = ¢ = 0

oder a =b =c¢c =1 mdglich,

Bekanntlich gibt es, bis auf Isomorphie, nur eine einfache
Gruppe der Ordnung 60 , die zugleich die einfache nichtabelsche
Gruppe mit der kleinsten Gruppenordnung iiberhaupt ist, n#&mlich die
Gruppe Ag der geraden Permutationen von 5 Objekten. Einen Iso~
morphismus G ——> Ag ktnnen wir auf die folgende geometrische
Weise realisieren. Die 30 Kanten des Ikosaeders lassen sich derart
in 5 zueinander disjunkte Anordnungen von je sechs aufteilen, daB
die Mittelpunkte dieser 6 Kanten die Eckpunkte eines dem Ikosaeder

einbeschriebenen Oktaeders bilden. Je zwei dieser 6 Kanten sind



diametral. Die zugehdrigen drei Drehachsen, die die diametralen
Kantenmittelpunkte verbinden, bilden die zueinander orthogonalen

Diagonalen des Oktaeders.

. (Fig. 3)

Jede Rotation des Tkosaeders induziert nun eine Permutation der
fiinf einbeschriebenen Oktaeder. Mittels der Einfachheit der

Tkosaedergruppe G sieht man unmittelbar, daB der-zugehdrige

Homomorphismus G > 85 von G in die Gruppe S5 aller Per-
mutationen der 5 Oktaeder injektiv ist. Andererseits ist AS

die einzige Untergruppe von Sg mit dem Index 2., Alsco mufBl das
Bild von G in S5 gleich der Gruppe A5 sein. Natlirlich kann

man dies auch explizit am Modell verifizieren.

In der Literatur findet man oft die Diskussion der Symmetrie-
gruppe des zum Ikosaeder dualen Dodekaeders, dem sich in dualer
Weise 5 Wirfel einbeschreiben lassen (die vor allem beim Zeichnen
des Dodekaeders von Nutzen sein k&nnen). Aufgrund der Dualité&t
stimmen die Symmetriegruppen von Ikosaeder und Dodekaeder itberein,

genauso wie im Fall von Oktaeder und Hexaeder, fiir die man die



Gruppe S, (Permutationen der Hauptdiagonalen des Wiirfels)
erhdlt. Die eigentlichen Symmetrien des Tetraeders bilden
schlieBlich eine zu A, isomorphe Gruppe (Permutationen der

4 Eckpunkte}.

In unseren weiteren Ausfilhrungen wird das ITkosaeder nicht
so sehr als K&rper im SRB eine Rolle spielen als vielmehr die
durch Zentralprojektion vom Ursprung auf der Einheitssphire 82
induzierte Triangulierung durch 20 reguldre sphérische Dreiecke.
Weiterhin identifizieren wir die Sphidre 82 mittels der stereo-
graphischen Projektion als Riemannsche Zahlenkugel € U {=},

d.h. als komplex-projektive Gerade :P1 2

. (Fig. 4)

(m.:)

2= % *."7

2 é+in

s® 3 (g,n,z) —d Tz € £ U {»}

Klein betrachtet zumeist das Tkosaeder derart in 52 einbe~

schrieben, daB den 12 Eckpunkten die komplexen Werte
z = Oymrev(s+24) ' ev(€2+s3} , v € {0,1,2,3,4}

entsprechen. wobei ¢ = 1 eine finfte Einheitswurzel ist.



Den Rotationen der Sphire entsprechen nun gebrochen lineare
Transformationen von € U {«} . Mittels der explizit gegebenen
Ecken des Ikosaeders kann man die Transformationen in G ein-
fach bestimmen. Es treten dabei nur Transformationen mit Koeffi-

zienten in dem Kérper @(e) auf, vgl. dazu [ 201] 1,2,86.

Gleichungen finften Grades und Galoistheorie.

Formeln fiir die Aufldsung linearer und quadratischer
Gleichungen sind uns seit der Antike bekannt. Zu Anfang des
16. Jahrhunderts gelang italienischen Mathematikern (Scipio del
Ferro, Ferrari, in den Schulen von Tartaglia und Cardano,
1515 -~ 1545) die AuflSsung der algebraischen Gleichungen
dritten und vierten Grades. Fiir die Ldsungen der Gleichungen
dritten Grades hat man die sogenannten Formeln wvon Cardano.

Mittels der Substitution x = y - a/3 1l&d8t sich jede Gleichung
2
x” + ax” + bx =0 (a,b,c £ @)
auf eine solche der Form
3
y +py +q=20

reduzieren, Ist d = q2/4 + p3/q die zugeh8rige Diskriminante,

so lauten die drei L8sungen nun



3 3
¥1,2,3 ° V-q/2+/d + "V-q/2-/d

{(Die durch die beiden dritten Wurzeln verursachte Mehrdeutig-
keit von i.a. neun Werten reduziert sich auf drei untexr Beriick-
sichtigung der Tatsache, daR das Produkt beider Wuzeln gleich

- p/3 ist.)

Bis zum Anfang des 19. Jahrhunderts versuchten viele Mathe-
matiker, darunter Tschirnhaus, Euler, Bezout, Malfatti, Vandermonde,
Lagrange auch Gleichungen h&herer Grade durch Iteration und
rationale Kombination von Wurzeln (d.h. Radikalen) zu l&sen.
Erfolg zeigte sich immer nur bei Gleichungen sehr spezieller Form,
und schlieBlich zeigten Ruffini (1799) und Abel (1824/26), daB
die Losung allgemeiner Gleichungen 5. Grades nicht mit Hilfe
von Radikalen zu bewerkstelligen ist. Die teilweise berechtigte
Kritik an Ruffinis und Abels Beweisen verstummbe zwar nur langsam,
aber spidtestens seit der &ffentlichen Rezeption des Wexrkes wvon
Galois (1831, publiziert 1846) wurde deren Resultat unbezweifel-

bar.

Aus moderner Sicht (vgl. z.B. [ 21,031 1)
stellt gich die Galois'sche Behandlung des Aufldsungsproblems fiir

eine algebraische Gleichung

_ n n-1 n-2 _
Pix) = x + a,x + asx to... A, = o
mit komplexen oder transzendenten Koeffizienten - dies sind

die klassischen Fille - folgendermaBen dar. Sei k der von den
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Koeffizienten 41 ses 42 {ber @ erzeugte Kbrper (oder

n

auch eine Erweiterung desselben) und K = k(x1, e ,xn}

der von den Ldsungen Xqr oo (X, von P{x) = 0 efzeugte

Zerfdllungskdrper. Die Galoisgruppe Gal(P,k}) der Gleichung

P(x) = 0 iber k ist dann gleich der Galoisgruppe Gal(X,k)

der Kérgegerweiterung kX , d.h. gleich der Gruppe aller
K6rperautomorphismenvon K , die k elementweise festlassen.

Im klassichen Kontext ist Gal(P,k) eine Gruppe von Permutationen
der n Wurzeln Xyr ... sX  VOD P . Diese Interpreta.ion ergibt
sich jetzt durch Betrachtung der Aktion wvon Gal(K,k} auf den
Wurzeln Xyr ces 1% die einerseits von Gal(K,k} unter-
einander permutiert werden miissen und andererseits durch die Per-
mutation einen Automorphismus tiber k eindeutig festlegen. Die
Galoisgruppe Gal(P,k) ist ein gualitatives MaB fir aie Kom~-
plexitdt des AuflSsungsprozesses der Gleichung P(x) = 0 oder,
mit anderen Worten, fir die Xomplexitidt der algebraischen

K&rpererweiterung k <« K .

Jede endliche Gruppe G besitzt eine Kompositionsreihe,

d.h. eine Folge von Untergruppen Gy

G =G, DG, 2 cae D Gm = {1}

so da8 G,

i1 normal in Gi und die Quotientengruppe Gi/G

i+1
einfach ist. (Wir betrachten auch die zyklischen Gruppen von Prim-
zahlordnung als einfach.) Obwohl die PFPolge der Gi nicht eindeutig

bestimmt zu sein braucht, sind es die einfachen Quotienten

Gi/Gi+1 + bis auf Anordnung. Einer Xompositionsreihe der Galois-

gruppe G = Gal(P,k} = Gal(K,k) entspricht nun eine aufsteigende



Folge

der FixkOrper ki = x4 . bDabei ist k.

141 eine Galoiserweiterung

von k, mit Gruppe Gi/G . Das Problem der Konstruktion der

i+]
Wurzeln Rir oee 1%y, der Gleichung P({x) = 0 oder - abstrakter -
des Kbrpers K ist damit in eine Reihe von einfacheren Schritten
zerlegt, ndmlich der Konstruktion der Ldsungen geeigneter Hilfs-

gleichungen Pi(y) =0, Pi.Ekﬁiy} ; die den Kbrper k., tibexr

i+1
ki erzeugen. Besonders deutlich wird dies in dem Fall, daB die
Gruppe ¢ aufldsbar ist, d.h. daB alle einfachen Quotienten

einer Kompositionsreihe abelsch, also zyklisch von Primzahlordnung
sind. Genau in diesem Fall lassen sich n&mlich dié Wurzeln

Xqr ees X, durch iterierte Radikale darstel;en. Nehmen wir an,
daB k alle Einheitswurzeln der Ordnung |G| enthilt, was sich
durch Wurzelziehen exrreichen 188t, so folgt die Darstellbarkeit

der Wurzeln durch Radikale aus dem folgenden, etwas allgemeiner

als nbtig formulierten Normalformsatz fiir zyklische Erweiterungen,

der auf die Zwischenerweiterungen ki c ki+1 anzuwenden ist.

Satz. Sei k ein Korper und g € N , g 2 2 , eine nicht
von char(k) teilbare Zahl. Der Kdrper k enthalte die Gruppe

i der g-ten Einheitswurzeln. Sei X > k eine Galoiserweiterung

q
mit zyklischer Gruppe Gal(X,k} = %Z/(g) . Dann gibt es ein

u € k , so daB X alle Lésungen der Gleichung zq -1 =0

enthdlt und von jeder solchen Ldsung erzeugt wird, i.e.
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K = k{z) fiir alle Z mit z29 = u =0 .

AuBerdem gibt es einen Isomorphismus

p : Gal{X,k)

}uq

so daB ofz) = p{c" V) . z fir alle o € Gallk,k) und z

mit zq -u =0 .

Gleichungen der Form z? - u = 0 warden friither als

"reine Gleichungen" und =z als Lagrange'sche Resolvente bezeichnet.

Wdahrend fiir ein Polynom P des Grades 2,3 oder 4 die Galois-
gruppe als Untergruppe der aufldsbaren symmetrischen Gruppe
82,83 oder S4 ebenfalls aufléébar und somit die Gleichung
P{x) = 0 durch Radikale l8&sbar ist, begegnen wir im Fall eines
Grades n z 5 den einfachen Gruppen Al und den somit nicht auf-
lésbaren Obergruppen S, {mit Kompositionsreihe S, 2 A, > {1} ).
So tritt S als Galoisgruppe Gal(p,Qf(a,, ... ray))  der all-

gemeinen Gleichung n-ten Grades
Plx) = x" +ax Vs ... +a =0

mit algebraisch unabhidngigen Koeffizienten Bqr =es g8, auf.
Aber auch filir die "meisten" Polynome n-ten Grades P mit ra-
tionalen Roeffizienten gilt Gal(P,@) = 5, (vgl. z.B. [ 31] §66).
Beispiele fiir rationale Polynome 5. Grades mit Galoisgruppe Ag

oder 55 sind solche, die natlirlich irreduzibel tiber @ sind
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und die genau drei reelle Nullstellen besitzen, wie z.B. das

Polynom

x~ - 10x -~ 2

(vgl. [ 2 ] Satz 46).

Die Existenz von Gleichungen, die nicht mit Hilfe von
Radikalen geldst werden k&nnen, wirft die folgende natilirliche
Frage auf: Mittels welcher zusdtzlicher Funktionen lassen sich
die Wurzeln dieser Gleichungen in den Gleichungskoeffizienten
oder - allgemeiner - in Elementen des Grundkdrpers darstellen?
Natiirlich m&chte man mit mdglichst wenigen und zudem wohlver-
standenen Funktionen auskommen. In Anbetracht des weiter oben be-
schriebenen Reduktionsprozesses genligt es, diese Frage fiir
Gleichungen mit einfacher (nichtabelscher) Galoisgruppe zu
stellen. Da eine Antwort im zyklischen Fall durch den Normal-
formsatz gegeben wird, stellt sich also, in etwas abstrakterer
Form, die Frage nach einer Normalform fiir Galoiserweiterungen
k ¢ K mit gegebener {einfacher, nichtabelscher) Galoisgruppe

G = Gal(X,k) .

Das Ziel von Kleins Tkosaederbuch ist es, auf diese
Fragen eine umfassende Antwort im Fall der Ikosaedergruppe
G = Ay 20 geben. In anderen Arbeiten hat Klein weitere ein-
fache Gruppen, wie z.B. A, und PSLZ(E7) betrachtet und eben~ .
falls allgemeine Ansdtze entwickelt. In diesem Rahmen werden wir

jedoch darauf nicht eingehen,
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Hypergeometrische Differentialgleichungen

Im Jahre 1858 gelang es drei Mathematikern, Hermite,
Kronecker und Brioschi, die Wurzeln von Gleichungen 5. Grades
mittels elliptischer Integrale und Modulfunktionen auszudriicken.
Obwohl Klein einen groBen Teil seines Werkes der Theorie der
elliptischen Punktionen widmete, betrachtete er ihre Verwendung
in der Gleichungstheorie dennoch als einen Umweg, da ihre Be-
nutzung in Analogie stand zur Darstellung der LOsungen reiner
Gleichungen x? ~u=0 mittels Logarithmus und Exponential-
funktion {i.e. x = exp((lnu)/g)) . Stattdessen stellte Klein
in seinem Ikosaederbuch die Klasse der hypergeometrischen Funk-
tionen in den Vordergrund, die zu seiner Zeit nach Untersuchungen
von Euler (1794), GauB (1813), Kummer (1836), Weierstraﬁ (1856},
Riemann (1858) und Schwarz (1873) als wohluntersucht gelten
konnten. Auch hat Klein diesen Funktionen sp&ter ein Buch ge-
widmet { 21 ], in dem der Leser weitere Details zu den folgenden
Ausfiihrungen finden kann, Ansonsten vergleiche man auch [ 5 1,
und, filir eine ausfiihrliche und elementare Einfiihrung in die

Grundlagen, [ 18 ].

Euler betrachtete als erster die hypergeometrische Reihe

ala+1)bib+1) 2

Fla,b,c;u) = 1 + T{ir1lclc+1)

u +

a-b
T-c T
wobei a,b,c komplexe (bei Euler noch reelle) Zahlen sind, und

-c § N gilt. Bis auf eine Konstante realisierte er sie als das

Integral
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1
‘ L1 (1m0 %P (eu) ™ ax
0

und er bemerkte, daB sie die Differentialgleichung
u{(1-u)F" + (c~(a+b+1}u)F' - abF = 0

erfiillt. Allgemeiner als F bezeichnet man Produkte der

Form
o Y
u (1-u)' Fla,b,c,;u) (a,y € @)

als hypergeometrische Funktionen. Diese erfiillen die zu Anfang

erwdhnte hypergeometrische Differentialgleichung

g o lara’=1) + (B+g'+T)u ,, , oo'-(sa'+Bp'-yy')utgs'u’ , _ g

wlu-1) u? (u-1)
mit o' = 1-c+y , y!' = c-a-b+y , B = a-o-y ,
B' = b-a-y . Diese Differentialgleichung ist reguldr in

€~ {0,1} AN {0,1,«} und besitzt reguldre Singularit&ten
in den Punkten 0,1, (vgl. z.B. [18 ] Xap. XII). Sei

g €T~ {0,171} ein regulirer Punkt. Nach dem Existenz~ und
Eindeutigkeitssatz fiir komplexe Differentialgleichungen gibt
es dann zu Jjeder Anfangsbedingung (z(uO},z‘(uO}) € Ez
genau eine holomorphe Ldsung 2z in einer Umgebung des Punktes

ug . Ist w ein Weg von u, 2u einem anderen reguldren Punkt

Uy s der vollkommen in & ~ {0,1} wverlduft, so 1ldBt sich jede
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lokale Ldsung in u ldngs w 2zu einer lokalen L&sung in

0
u, analytisch fortsetzen.

. (Fig. 5)

Diese Fortsetzung ist nur abhingig von der Homotopieklasse des
Weges o im regulidren Gebiet € ~ {0,1} . Ist insbesondere

Uy = Uy o also w®w eine Schleife, und sind 2,129 einmal
fixierte Fundamentalldsungen in ug s SO gilt fiir die l&ngs

~ ~

w fortgesetzten L¥sungen ZqrZgy %

i

az1 + b22

il

cz, + dzz
fiir eine nichtsingulire komplexe Matrix

no) = (3 8) .

Auf diese Weise erhalten wir einen Homomorphismus

m s TF,}(}??\{O;‘l;w};uO} > GLz(E}
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der Fundamentalgruppe von € ~ {0,1} in die allgemeine
lineare Gruppe der komplexen 2x2-Matrixen. Dieser Homomorphis-

mus heiBt die Monodromiedarstellung und das Bild von m die

Monodromiegruppe der Differentialgleichung. (Bis auf Konjugation

in GLZ(Q) héngt diese Gruppe weder von der Wahldes Basispunktes
ug noch von der Wahl der Fundamentalldsungen Z412q in g ab.}
Betrachten wir die Wirkung der analytischen Fortsetzung lédngs
eines Weges « auf den meromorphen Quotienten ¢ = 21/22

zweier Fundamentalldsungen, so erhalten wir eine gebrochen

lineare Transformation

N2

‘- .,:.1.. anz.;-l-l::;z2 ar+ b

Zq czq+dzz ct+ b

Wir nennen die Komposition m

1 (BN {0,1,%) 1)

> GLz(G:) > PGLE((E)

von m mit der natfirlichen Abbildung von GL,(C) in die
Gruppe PGL2(¢3 = Aut (P!} der gebrochen linearen Transformationen

die projektive Monodromiedarstellung und das Bild von m die

projektive Monodromiegruppe der Differentialgleichung.

In seiner Arbeit von 1873 [ 25 ] hat Schwarz alle hypergeo-
metrischen Differentialgleichungen mit endlicher Monodromie-
gruppe untersucht. (Bei Schwarz tritt der Begriff der Monodromie-
gruppe allerdings nur implizit auf.) Einer der wichtigsten Fidlle

ist derjenige mit dem "Exponentendatum"
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(a 8 “{) _ 1/6 1/10 1/4
a' B' ¢! -1/6 -1/10 3/4 A

In diesem Fall identifiziert sich die projektive Monodromie-
gruppe nidmlich mit der Tkosaedergruppe. Um dies einzusehen,
wollen wir etwas genauer auf die Schwarz'sche Vorgehensweise
eingehen. Schwarz betrachtet den meromorphen Quotienten

L = 21/22 zweier Fundamentalldsungen, der sich auf der ganzen
oberen Halbebene H' = {u|Im(u) >0} eindeutig wihlen 1&Bt.

Tatsdchlich ist die so erhaltene holomorphe Abbildung

> P

auf den Rand von H' {die reelle Achse und «} fortsetzbar.
Als Bild ¢ (8),8" = 8" U R U {=} , ergibt sich dahn ein Kreis-
bogendreieck mit den Eckwinkeln /3 , bzw. /2 , bzw. /5 , in den

Punkten ¢{0) , bzw. (1) , bzw. ci{=) .

. (Fig. 6)

)
2,

Ein solches Dreieck 148t sich als sphirisches Dreieck auf der

Riemannschen Zahlenkugel (bzgl. einer durch das Dreieck bestimmten
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Buklidischen Metrik) realisieren. Die Flédche dieses Dreiecks
umfaBt dann den hundertzwanzigsten Teil der gesamten Rugelfldche,
AuBerdem paBt sich das Dreieck folgendermafen in eines der zwanzig

reguldren Dreiecke des Tkosaeders ein:

. (Fig. 7)

Nun 1#Bt sich ¢ wvon H' in die untere Halbebene H  fortsetzen.
Geschieht dies iiber den "Schnitt" 071 (bzw. 7= , bzw. =0 ),

so erhdlt man als Bild ¢ (H-) das an dem GroBkreis durch die
Dreieckseite (0} t£(1) (bzw. £{(1) (=) , bzw. Z{=) £(0) )
gespiegelte Bild von z(H¥) - nach dem heute so benannten

Schwarz'schen Spiegelungsprinzip.

. (Fig. 8)

S /////x , 3

(/0
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Weitere Fortsetzung von ¢ iiber die drei Schnitte erfolgt
in entsprechender Weise durch weitere Spiegelungen. Insbe-
gondere kdnnen wir so die projektive Monodromie l&dngs eines
Umlaufs um die singul&dren Stellen 0,1, verfolgen. Mit

folgender Bezeichnung filr die Homotopieklassen

. (Fig. 9)

ergibt sich:

ﬁ(me) {(bzw. ﬁ(mT) , bzw. m(e.) ) ist eine Rotation um die
Achse durch ¢(0) (bzw. ¢(1) , bzw. ¢{(») } mit dem Drehwinkel
2n/3 (bzw. ® , bzw. 21/5 ). Da‘ w1(E>1\ {0,1,2} ) von u,

und 0y und die Ikosaedergruppe G von den Rotationen

m(wy) und m{u,) erzeugt werden, muB die projektive Monodromie-
gruppe die Ikosaedexrgruppe G sein. Die Monodromiegruppe é

selbst liegt (aufgrund der Form der Exponenten)in der Gruppe

SLZ(E) . Nun ist G das Bild von G unter der natiirlichen Ab-

bildung SLz(E) > PGL2€E} . Da SLz(m) nur ein Element der

Ordnung 2 enthdlt, G dagegen 15 , kann die Abbildung

.

G

> G weder ein Isomorphismus sein noch spalten. Wir erhalten

somit das folgende Diagramm mit exakten Zeilen
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1 > <> > SLZ((}:) > PGLZ{(E) > 1
I u U
1 ~——> < Ii> > {3 > el > 1

Die Gruppe G heiBt die bindre Ikosaedergruppe, und die Klasse

der nichttrivialen Erweiterung G > G entspricht dem nicht-

trivialen Element in der Kohomologiegruppe H2(G,:E/(2)) = &/(2)

it

Die Ikosaedergleichung

Aufgrund der gerade durchgefiihrten Betrachtungen erkennen
wir, daB die durch suksessive analytische Fortsetzung von
t definierten Bilder der oberen und unteren Halbebene
{(mit R U {=} Jeweils) die gesamte Zahlenkugel »!  iberdecken.
Im folgenden Bild der stereographischen Projektion des Tkosaeders

auf die komplexe Ebene sind die Bilder von H® schraffiert ge-

zeichnet:

{(Fig. 10.)
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AuBerdem erkennen wir, daB jedem Punkt 2z der Zahlenkugel
P' genau ein Punkt u € A’ U A entspricht, der durch eine
geeignete Fortsetzung von ¢ auf 3z abgebildet wird. Mit
anderen Worten besitzt die "mehrdeutige Abbildung" ¢ eine

eindeutige Umkehrabbildung

die wir die (verzweigte) Ikosaederiiberlagerung nennen werden.
1

Zwei Punkte z und z' € P' haben unter g das gleiche Bild
genau dann, wenn sie durch die Ikosaedergruppe G ineinander
Uberfihrt werden kénnen. Insofern ist die Abbildung g der
Queotient von IP? nach der Aktion der Ikosaedergruppe

spl/c =@! .

q: P

Einen Fundamentalbereich flir die G-Aktion auf 2@1 erhdlt man
durch die Vereinigung eines schraffierten mit einem benachbarten

unschraffierten Dreieck. Die Abbildung g ist holomorph und wird

somit durch eine G-invariante rationale Funktion realisiert, die
wir gleich explizit bestimmen werden. Wir fassen zun&dchst noch
das Verzweigungsverhalten von g =zusammen. Ersichtlich besteht
das Urbild q"1(0) (bzw. q_1(1} , bzw. g V(=) ) aus der Menge
aller 20 Flidchenmittelpunkte (bzw. der Menge der 30 Kantenmittel-
punkte, bzw. der Menge aller 12 Eckpunkte) des sphdrischen Iko-
saeders, in denen g mit der Ordnung 3 (bzw. 2, bzw. 5) ver-
zweigt. AuBerhalb dieser drei exzeptionellen G-Bahnen ist g
unverzweigt, und jede Faser q~1(u} , u # 0,1, , besteht aus

60 unter G &gquivalenten Punkten.



- 23 -

Zur Bestimmung der rationalen Funktion g £fihren wir
auf der Zahlenkugel »' homogene Koordinaten 2z = {zizzz)

ein. Beziiglich dieser muB dann g die Gestalt
Q(Z) = P(Z'xlzza) /Q(lerzz}

annehmen, wobei P und Q homogene Polynome vom Grade 60

sind, die zudem unter der natiirlichen Aktion der bindren Iko-
saedergruppe é invariant bleiben | é besitzt keine nicht-
trivialen multiplikativen Charaktere). Aufgrund der Beschreibung
der Fasern von g muB Q genau in den 12 Eckpunkten des
sphirischen Ikosaeders, jeweils mit Multiplizitdt 5, verschwinden,
entsprechend P in den 20 Fldchenmittelpunkten mit Multiplizitdt

3 und Q-P in den 30 Kantenmittelpunkten mit Multiplizitdt 2. Bis
auf einen numerischen Faktor gibit es aber nur ein homogenes Polynom
f vom Grade 12, das genau in den 12 Ikosaederecken verschwindet
(und daher é-invariant ist). Somit ist Q proportional zu f5,
und dhnlich mu8 P (bzw., Q-P ) proportional sein zu H3 {(bzw.
T2 Y, wobei H {bzw. T ) das im wesentlichen eindeutige homo-
gene Polynom vom Grade 20 (bzw. 30) ist, das genau in den 20
Fldchenmittelpunkten (bzw. 30 Kantenmittelpunkten) verschwindet.

Legt man die frither fixierten Ikosaederecken zugrunde, so erhilt

man mit Klein (vgl. [20 ] 1,2,§13) folgende Formen £,H,T :

f = 2122{Z§0+112?Z§fzgﬂ)
H = -(z%g+zgﬂ) + 228(Z§SZ§~2?235} - 4942}02;0
T o= 30, 3¢ 25 5 5 25 20 .10, _10_20

(21 +23 y o+ 522(21 zz~zizz ) - 10805(21 2o tZ4 2 )
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Wiahrend zur Bestimmung von £ die explizite Form der 12
Ikosaederecken wesentlich ist, bendtigt die Erstellung von

H und T keineswegs die explizite Bestimmung aller Fldchen-
und Kantenmittelpunkte. Bis auf numerische Faktoren ist ndmlich
H die Hesse'sche Form von £ wund T die Jacobi'sche von £
und H . Mit f sind daher auch H und T é—invariant. Die
geometrische Bedentung von H und T folgt dann aus der

Beschreibung der G-Bahnen auf ZP1 . Setzt man nun P = H3

und Q = 1728f5 ; 80 ergibt sich Q - P = T2 .

Also wird die Ikosaederiiberlagerung ¢ : P **_¢;m1/g gegeben

durch
(2.:2,) = Hlz,,2.)3/17288(z,,12.)°
qizq:2y 1123 17%2 .

Schreiben wir die Bedingung g{z) = u wieder in inhomogenen

Koordinaten flir 2z , so erhalten wir die Ikosaedergleichung:

an 3 ‘ 5
((22%+1)-228 (21%-2°) +49427%) " +1728uz° (z1%4112°-1)

it

o .

Diese Gleichung ist vom Grade 60 in 2z wund besitzt nur einen
Parameter, u . Nach den vorangegangenen Ausfiihrungen iiber die
hypergeometrische Differentialgleichung sind ihre LOsungen mittels
hypergeometrischer Funktionen in u darstellbar. Fir |u| >V1
erhdlt man etwa fiir die fiinf Wurzeln, die in dem lokalen Blatt

von 0 iiber « liegen, die folgende Darstellung:
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5
_ 11 31 6 1 =/ -1 19 4‘1> .
z=F (Eﬁ'so'g'ﬁ) /V1728 ¥ (Eﬁ”%ﬁ’ﬁ'u
Fir andere Bereiche von u vergleiche man {191 1,88 .

Bewvor wir zur Erliuterung des Klein'schen Hauptresultats
fortschreiten, wollen wir noch kurz einen Abstecher machen
und auf die Identitdt Q - P = 02 oder , in ausgeschriebener
Form,

1728€° - 5> - 7% = ¢

eingehen. Mit Uberlegungen &hnlich denen zur expliziten Form
von g erhalten wir sehr leicht, daB sich jedes é—invariante
Polynom in Zq und z, als ein Polynom in den Grundinvarianten
£,4,T ausdriicken 188t. AuBerdem reduziert sich jede zwischen
£f,H und T bestehende algebraische Identit#t auf die obige.
Mit andefen Worten ist der Ring der é—invarianten Polynome
E{ZT,223G isomorph zum Quotienten Clf,H,T}1/(R) eines Polynom-
rings in drei Variablen nach dem von der "Relation”

R = 1728£° - HS - T2

erzeugten Ideal. Geometrisch heiBt dies, daB die Quotienten-
varietit m2/§ . d.h. die Varietdt der G-Bahnen der bindren
Ikosaedergruppe beziliglich der durch die Inklusion é < SLE(G:)
gegebenen Operation von é auf mz ; isomoxph ist zu der durch
die Gleichung

1728£° - #° - 72 = 0
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definierten Hyperfldche X im E3

(mit Koordinaten

£,H,T }. Diese Flidche X besitzt eine isolierte Singularitidt,
die seit liber 50 Jahren immer wieder das Interesse der Mathe-
matiker auf sich gezogen hat und zum Beispiel mit der ein-
fachen komplexen Liegruppe von Typ Eg in engster Beziehung
steht, Eine ausfiihrliche Schilderung dieser Verhdltnisse findet

man in der zu Anfang zitierten Literatur ( [ 11 [ 571 [ 11]

{ 29] ) und den dort angefiihrten Originalarbeiten.

Der Klein'sche Satz

Etwas vereinfacht besagt das Hauptresultat von Klein's
Ikosaederbuch, daB sich die L&sung einer Gleichung fiinften
Grades auf die L8sung einer Ikosaedergleichung reduzieren 1ld8t.
Zudem wird diese Reduktion explizit durchgefiihrt, was iibrigens
den grdBten Teil der zweiten Hifte des Buches ausmacht. Die
MBglichkeit der Reduktion 138t sich in zeitgemdBer und prézi-
sierter Form durch den folgenden Normalformsatz fir ikosaedrale
Erweiterungen ausdriicken, der bis auf einen kleinen "Schdnheits-
fehler" in vollst#éndiger Analogie zu dem Normalformsatz fir

zyklische Erweiterungen steht.

Satz: Sei k ¢ € ein UnterkOrper der komplexen Zahlen, der

die Gruppe ug der flnften Einheitswurzel enthalte, und sei
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K< & eine Galoiserweiterung von k mit Gruppe

Gal(K,k) = Ag - Nach gegebenenfalls erforderlicher Ersetzung
von k (und entsprechend von K ) durch eine quadratische
Erweiterung gibt es ein u € k , so daf X von jeder L&sung
der Ikosaedergleichung g{(z) = u erzeugt wird. AuBerdem

gibt es zu jeder Ldsung 2z von d(z) = u einen Isomorphismus

p : Gal{K,k} —> G < PGLz(k;

- a{a) Dblo)
plo) = [c(o} d(o)}

der Galoisgruppe auf die Ikosaedergruppe G in PGLz(k3 ; SO
daB

fiir alle o € Gal(X,k) .

Als Schonheitsfehler in diesem Satz haben wir natiirlich
die gegebenenfalls erforderliche Ersetzung von k durch eine
guadratische Erweiterung k' < € bezeichnet. Da Gal(X,k)
keine Untergruppe vom Index 2 enthdlt, ist %' nicht in K

enthalten, und es gilt Gal(k.k',k')

it

Gal(X,k) . Bine solche
Erweiterung, oder eine die Erweiterung erzeugende Quadratwurzel
nannte Klein "gkzessorisch", Kronecker hatte schon 1861 behauptet,
daB die Heranziehung dieser akzessorischen Erweiterung unvermeid-

bar ist, wenn man allgemeine Gleichungen finften Grades auf
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Gleichungen mit nur einem Parameter (wie die Ikosaedergleichung)
reduzieren will. Ein erster Bewels dazu wurde von Klein im
Jahre 1877 erbracht. Eine Modifikation dieses Beweises

schlieBt das Ikosaederbuch ab.

Ebenfalls als stdrend in der Formulierung des Satzes
mag die Einbettung von k und K in den K&rper der komplexen
Zahlen empfunden werden. Diese haben wir jedoch nur gefordert,
um die TIkosaedergleichung g{(z) - u = 0 durxch hypergeometrische
Reihen oder andere transzendente Verfahren 18sen zu kdnnen.
Fiir eine Abschwidchung an die Charakteristik von k vergleiche

man Anhang I,

Im folgenden werden wir ein erzeugendes Element 2z wie

im obigen Satz als Tkosaederresolvente fiir die Erweiterung

k ©« K bezeichnen. {(Historisch korrekter wire es, diese

Bezeichnung auf die Gleichung g(z) - u = 0 anzuwenden.)

Ein konstruktiver Bewels des Normalformsatzes ist einer
der wesentlichen Schritte in Klein's effektiver Reduktion der
Lésung der Gleichungen fiinften Grades auf die L&sung der Iko-
saedergleichung. Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit kdnnen

wir K als den ZerfdllungskSrper eines Polynoms fiinften

Grades
- 4 3 2
Pix} = x +a1x ta, X +a X" ra, Xtag ‘

a4r +-. 43 € k , ansehen. 8ind dann Xqr oo 1¥g die Wurzeln



- 29 -

von P , so gilt X = k(x1, e ,xs) , ubnd Gal(K,k) identi~-
fiziert sich mit der Gruppe der geraden Vertauschungen dieser
Wurzeln. (Zur Konstruktion eines solchen Polynoms P geniigt
es ein Element x € X ~ k zu finden, das von einer zu A,
isomorphen Untergruppe von Gal(X,k) fixiert wird. Dann er-
fillt n&mlich x eine Gleichung S.JGrades.) Zur Vereinfachung
nehmen wir vorerst die Gleichung P(x) = 0 als "allgemein”
an, d.h. wir beschrinken unsere Betrachtung auf den Fall,

daB K = m(uS)(x1, ...-,xs) der Kdrper der rationalen Funk-
tionen in fiinf Unbestimmten Xqr eoe 1X%g mit Koeffizienten
in @(wg) ist. Dann ist k = Qug) (@4, ... ,aS,JET der
Unterkérper von X , der ilber @(ug) von den elementar-
symmetrischen Funktionen a1, cee s8g der x. und von der

i
Wurzel

i<] J
der Diskriminante 4 wvon P erzeugt wird. Das Klein'sche

Reduktionsverfahren beruht nun auf den folgenden drei Kon-

struktionen:

I) ©Nach Ersetzung von k durch eine akzessorische Erweliterung,
die z.B. durch eine Quadratwurzel va , a € Q {aj, ... sagl ©k
erzeugt werden kann, gibt Klein eine explizite Ikosaeder-
resolvente z € m(us)(aj, cen ,as,fan,/g_) an. {(Daraus
erhdlt man einen konstruktiven Beweis des Normalformsatzes,

auch im allgemeinen Fall.)
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II) Da die Ikosaederiiberlagerung gq invariant beziiglich der
Tkosaedertransformationen ist, mu8 das Element
u = q(z) = H(z,1)°/1728£(2,1)° invariant unter Gal(K,k)
sein, also in k liegen. Klein bestimmt wu als explizites

Element von k = m(uS)(a1, . ,as,/a*,/ﬁ—) .

IIT) In Umkehrung zu I konstruiert Klein funf rationale Funk-
tionen X, € k{(z) , i=1, ... ,5 . so daB x; = Xi(z)

fir alle i .

Wir kdénnen nun den von Klein vorgeschlagenen Weg fiir die

L&sung einer Gleichung fiinften Grades
_ .5 4 3 2 =
P{x) = x O Xt X Ho XU He XA = 0

mit komplexen Koeffizienten Gqr sss sog skizzieren. Zur Ver-
meidung von Fallunterscheidungen, die erst an expliziten Formeln
festzumachen sind, nehmen wir die Koeffizienten ey als genligend
allgemein an. Dann erweiseﬁ sich die im folgenden beschriebenen
Substitutionen als durchfiihrbar. Klein selbst diskutiert auch

nur diesen allgemeinen Fall bis zu Ende, obwohl seine geometrische
Theorie die Existenz expliziter Formeln in allen Fdllen garantiert.
Zundchst ordnet Klein der Gleichung P(x) = 0 eine Ikosaeder-
gleichung q(z) = 8 zu, wobei sich g € P! durch die Substi-
tution a; > o, aus dem Element u der Konstruktion II
ergibt. Mittels analytischer Methoden, z.B. mittels hyper-

geometrischer Reihen, 148t sich nun eine L$sung 2z der Ikosaeder-
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gleichung gi{z) = 8 angeben. Schlieflich erhdlt man die
Wurzeln Xqr »e+ 1Xg VOD P(x) aus den rationalen Funktionen Xi

der Konstruktion III durch die Substitution X }b—> z ,

a; F—> ay -

Die geometrische Theorie der Hauptgleichungen

Die im vorigen Abschnitt aufgefiihrten Konstruktionen werden
von Klein auf dem Hintergrund einer gecometrischen Interpretation
durchgefihrt. Wir wollen hier einige der Ideen skizzieren, die
einem der beiden im Ikosaederbuch eingeschlagenen Wege zugrunde-
liegen. Dabei ist vorausgesetzt, daB die Gleichung fiinften
Grades bereits die Gestalt einer "Hauptgleichung”

P(y) = ys + ay2 + by +c =0

hat, oder, mit anderen &dquivalenten Worten, daB sowohl die
Summe der Wurzeln als auch die Summe der Quadrate der Wurzeln
verschwindet:

5
(H) L oy, = 0 und I y: =0

Eine beliebige Gleichung filinften Grades

R(x) = x5+a1x4+a233+a3x2+a4x+a5 =0
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1Bt sich durch sogenannte Tschirnhaustransformationen auf
eine Hauptgleichung reduzieren. Nach der einfachen Substitution

X' = x + a1/5 erhdlt man eine Gleichung mit der Bedingung
5

) xi = { , Wir k8nnen also ohne weiteres a,; = 0 annehmen.
i=1

Statt R(xX) Dbetrachten wir nun das Polynom

wm

Tyl =TT vy -y

5
wobeli Yy = Axi + (xz - % {L xi)) und A € & so gewdhlt ist,
{21
5 . 5
daB z y? = 0 . Es gilt dann auch P y. =0, d.h.
i=1 * i=1 7

T(ys = 0 ist eine Hauptgleichung. Bei der Bestimmung von
wird man auf eine quadratische Gleichung gefithrt, die im allge-
meinen erst in einer akzessorischen quadratischen Erweiterung
von m(us}(az,aB,a4,a5) 18sbar ist. Zur Konstruktion von T(y)
aus R(x) ist die Renntnis der %urzeln X, von R{x) nicht
erforderlich. Andeferseits berechnen sich die Wurzeln Xy als
rationale Funktionen der Wurzeln y; von T(y) (lber der qua-

dratischen Erweiterung des Grundkdrpers)(vgl., z.B. [13] I,6).

Grundlegend fiir Klein's geometrisches Vorgehen ist die
Interpretation der fiinf Wurzeln Xgr o 1Xg einer Gleichung
finften Grades als homogene Koordinaten eines Punktes im vier-

4

dimensionalen komplex-projektiven Raum =ZE(&51 {(die triviale

Gleichung xS

= 0 dlirfen wir getrost vergessen). Auf diesem Raum
operiert die symmetrische Gruppe S durch Vertauschung der
Koordinaten. Diese Aktion ist iliber { definiert. Einer einzelnen
Gleichung entsprechen im allgemeinen 120 Punkte, die aus allen

mdglichen Anordnungen der finf Wurzeln Xqr +ee 1%g hervorgehen.
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Die Wurzelquintupel (y1: . :yS) einer Hauptgleichung
P(y} = 0 unterliegen den obigen Bedingungen (H) und
liegen dementsprechend auf einer nichtsingulédren, zwei-

dimensionalen, itiber ¢ definierten Quadrik Q cZP4 H

4 5 5
0 = {(y,: ... :y:) €EF y. = E vy, = 0}
! e R T R

1]

3 4, 3

. i=1

it

Eﬁ
(Fig. 11.)

Die zweli Regelscharen auf einer solchen Quadrik liefern

bekanntlich einen Isomorphismus

P 1
Q _'E%1} b'd I}z}

[ 4

der in unserem Fall tber m(us) definiert ist. Die Gruppe

Sy Uberfithrt Q in sich. Dabei vertauschen die ungeraden
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Permutationen die Regeln beider Scharen, wdhrend die Gruppe

AS jede der Scharen in sich {iberfithrt. Somit gibt es Aktionen
von Ag auf :P}}) und :P}Z) + 8o daB das Produkt :P}1) XSPEZ)
mit der Diagonalaktion A5~isomor§h zu § wird., Bis auf die
Einfiihrung geeigneter Koordinaten auf den projektiven Geraden
pl,, identifizieren sich die Bilder von Ag in Aut(®,)
mit der "Standard"-Ikosaedergruppe. Beide Aktionen sind je-
doch nicht linear &Hguivalent. Sie gehen durch einen nicht-
trivialen &duBeren Automorphismus von A, auseinander hervor.
(Solche Automorphismen werden durch Konjugation mit Elementen

aus SS ~ AS induziert!) Sei nun

-~ 5 | 2 5
Q= {(y,r +c. +¥c) €€ ~ {0} 2 y. = B y; =0}
1 > i=1 Y g 71
und
Z. : Q > Q > i=1,2
i * (l) L4 7 r

die As-équivariante und itiber Q(us) definierte Komposition
der natiirlichen Abbildung é
Q

> Q und der i-ten Projektion

>:@}i) . Dann liefert Ly eine Tkosaederresolvente fir
die allgemeine Hauptgleichung. Zusammengesetzt mit den anfidnglich
beschriebenen Tschirnhaustransformationen erhalten wir eine Iko-
saederresoclvente 2z wie unter I) beschrieben. In den expliziten
Formeln unterscheiden sich T4 und £, nur durch das Vor-

zeichen vor der Wurzel aus der Diskriminante.

Auf die ndtigen Rechnungen zur Bestimmung des Elementes
u in der Konstruktion II gehen wir nicht ein. Sie ist bei Klein

verwoben mit den Rechnungen zur Konstruktion III, d.h. zur Re-
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konstruktion der Wurzeln der Gleichung fiinften Grades aus der
Tkosaederresolvente. Diese wollen wir hier {wie Klein) nur fiir

den Fall der Hauptgleichungen erliutern.

Zur Darstellung der fiinf Wurzeln einer allgemeinen Gleichung
mittels der zugehdrigen Tkosaederresolvente bendtigen wir filinf
rationale Funktionen auf IE1 . oder zunichst fiinf binidre Formen,
die gerade permutiert wexden, wenn auf ihr Argument eine Trans-
formation der {(bindren) Ikosaedergruppe ausgelibt wird. Dies
fihrt uns zurilick zur Geometrie des ITkosaeders, wie wir sie im
ersten Abschnitt beschrieben haben. Jedem der fiinf einbeschriebenen
Oktaeder 01, e ,05 entspricht eine im wesentlichen eindeu-

tige bindre Form 6. Grades tv s, v=1, ... ;5 , die genau in

den sechg BEckpunkten des Oktaeders verschwindet. Bei geeigneter
Normierung werden diese fiinf Formen von der (bindren) Ikosaeder-
gruppe in gerader Weise permutiert. Ahnliches gilt von den
Hesse'schen Formen 8. Grades W der t, . Ihre Nullstellen

auf IPE, reprédsentieren jeweils die acht Eckpunkte eines zu
einem Oktaeder dualen Wiirfels. Klein betrachtet nun die bi-
homogene, iber m(us) definierte Abbildung

¢? x ¢? > g2

(()‘rﬂ) r (214'22)2 ‘”—'_"’3' (Yail e Iys} F
Y, = AT{21,22)Wv(21,22)+uf2{21,zg)tu(zj,zziwv(zi,zzj .

Hierbei sind T und £ die Invarianten der bin#ren Ikosaeder-
gruppe G vom Grade 30 und 12. Diese Abbildung induziert auf-

grund ihrer Homogenitét eine (wohldefinierte) Abbildung
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n :IP? XZIP1 >IP4

((A:u):(21322)} i-.._..__._...‘:: (Y'E: = :ys}

deren Bild mit der Quadrik Q {Ubereinstimmt. Letzteres

beruht im wesentlichen auf den Identitidten
5
Y, = 0 und I vy, =0 R

deren Gliltigkeit aus der Nichtexistenz von é—invarianten
bindren Formen der Grade 8 und 14 bzw. der Grade 16, 22

und 28 folgt. Wie man leicht sieht, geniligt zur Berechnung

der Wurzeln Yqr «»+ 1Y¥g einer {(nichttrivialen) Hauptgleichung
die Konstruktion eines entsprechenden Punktes

4 . Bei 2z die Ikosaederresoclvente einer

(y1: .es :ysk EQ c P
solchen Hauptgleichung. Mit invarianten~theoretischen Methoden
bestimmt nun Klein Koeffizienten X,u (in rationaler Abh3ngig-
keit von den Koeffizienten a,b,c und der Wurzel aus der
Diskriminante der Gleichung), so da8

n{{x:u),(z:1)) = (yq: «++ :yg) , wobel y,, ... s¥g die Wurzeln
der Gleichung sind. Klein's explizite Formeln lassen sich zwar

nur im "allgemeinen® Fall anwenden, aufgrund der geometrischen

Situation existieren solche Formeln jedoch in allen FiAllen.
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Anhang I:

Ein moderner Beweis des Normalformsatzes

Wir wollen hier einen "modernen" Beweis filir Klein's
Normalformsatz geben. Es handelt sich dabei um die Ausfiihrung
eines leicht allgemeineren Argumentes von Serre [ 28] . Fir
die verwendeten Begriffe und Sachverhalte aus der Galoiskoho-
mologie vergleiche man [ 26 1,[ 27 1. Ansonsten beziehen wir

uns auf die Formulierung des Satzes, wie er im Text gegeben wurde.

Wir bemerken zundchst, daB die Abbildung g iber dem
Grundkdrper k definiert ist., Daher ist die Existenz eines
erzeugenden Elementes 2z wvon K ilber k , das die Ikosaeder-
gleichung gf{z) = u flir ein v € k erfiillt, dguivalent zur
Existenz eines Elementes 3z € K c:P‘(K) , flir das die Galois-
konjugierten o(z),0 € Gal({X,k) , sowohl paarweise verschieden
sind als auch durch gebrochen lineare Transformationen der

Ikosaedergruppe G < PGLZ(k) auseinander hervorgehen. In dieser

Situation gibt es dann einen Isomorphismus ¢ : Gal(X,k} —> G ,

so daB. 0—1(2) = p{o) (z) oder

clplo}(z)) = 2
fir alle o €Gal(X,k) . Diese letzte Bedingung besagt jedoch,
daB =z ein Fixpunkt von Gal(K,k) unter der mit dem Homomoxr-

phismus ¢ abgednderten Galoisaktion

(,0) (x) = olofo) (x)) x EP(K)
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auf :@1 (K} ist. Mit anderen Worten ist 2z ein k-rationaler
Punkt derjenigen k-Form p}P1 von :fP1 , die aus der {iber k
definierten projektiven Gerade :3P1 entsteht durch "Twisten" mit

dem Kozykel
p € Hom{Gal(X,k) ,G) cHom{Gal(X, k) +PGL, (k)) < 21 {(Gal(k, k), (Aut IPQ) {K)) .

Also suchen wir einen k-rationalen Punkt von ‘;E1 , der nicht zu
den endlich vielen Ausnahmepunkten von 2P1(K) mit nichttrivialer

G-Isotropie gehdrt. Enthdlt jedoch ﬁngik) iiberhaupt einen

Punkt, so ist Q;‘P1 isomorph zu ]P1 , und dann enthilt p3131 {k)

1 1

unendlich viele Punkte. Gilt also ;fP =P , so0 existiert ein

Element 2z mit den verlangten Eigenschaften. Andernfalls wird

1

o' isomorph zu P  nach einem Basiswechsel k 3 k' ,

P
wobei k' eine geeignete (akzessorische) quadratische Exwei-

terung von k ist,

Die obige Argumentation macht ersichtlich, da8 man die von
uns geforderten Voraussetzungen an den Korper k erheblich ab-
schwichen kann ., Zur Herleitung des Normalformsatzes bedarf es
nur einer Einbettung der Ikosaedergruppe in die Gruppe PGL, (k).

Auch in positiver Charakteristik (2,3,5, eingeschlossen) 1&Bt sich
1

die Abbildung g als Quotient P >:PQ/G definieren. Die
explizite Gestalt von. q mag dabei von der in Charakteristik
Null abweichen. Mit einer leicht abstrakteren Argumentation kann
man auch die Situation behandeln, daR G nur in die Gruppe der

k-rationalen Punkte einer k-Form von PGL, eingebettet ist
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(z.B. falls k = Q(¥5)) . Die Abbildung g realisiert

dann den Quotienten C
1

> C/G ¢! der zugehdrigen k-Form

C von P (vgl. [ 281).

Noch wichtiger an der obigen Argumentation ist jedoch,
daB sie eine unmittelbare Verallgemeinerung des Normalformsatzes
auf den Fall beliebiger Galoisgruppen und ihrer linearen oder
projektiven Darstellungen ermdglicht. Dies wurde zuerst von
R. Brauer in einer Arbeit [ 3 ] aus dem Jahre 1934 erkannt.
Terminologisch bewegte sich Brauer dabei noch in der Theorie
der zentraleinfachen Algebren, die erst spdter in die Theorie
des Galoisabstiegs integriert wurde. Brauer hat eine kurze
Darstellung seiner Ergebnisse in [ 4 ] gegeben. In elementarer
Form findet man sie auch in Krull's Biichlein [ 23]}, Abschnitt IV,

entwickelt.

Anhang II1:

Eine geometrische Theorie der Diagonalgleichungen

Neben der Theorie der Hauptgleichungen wird im Ikosaeder-
buch eine zweite Methode zur Ldsung der Gleichungen fiinften
Grades beschrieben, die sich mehr an den historisch vorher-
gehenden Arbeiten von Brioschi, Clebsch, Hermite und Kronecker

liber Gleichungen filinften Grades orientiert und stirkere
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Beziehungen zur Theorie der elliptischen Modulfunktionen
(Transformationsgleichungen fiinfter Ordnung. Jacobi's Para-
metrisierung der Wurzeln von Multiplikatorgleichungen) aufweist.
Wir werden hier von dieser zweiten Methode nur einige algebraisch-
geometrische Elemente herausgreifen und sie in einer zur

Theorie der Hauptgleichungen parallelen Weise zusammenfiigen.
Cbwohl Klein die Mbglichkeit einer solchen Pridsentation bekannt
war, ist er im ITkosaederbuch vor allem aus historisgchen Griinden
einen etwas anderen Weg gegangen. Insofern ist die folgende

Darstellung als nicht authentisch zu erachten.

Eine Gleichung filinften Grades nennt Klein eine

"Diagonalgleichung" falls sie die folgende Form hat:

Ply) = ys + ay3 + by +c =0 .

Dies ist dquivalent zur Bedingung, daf die Summe der Wurzeln

5 5
1 ¥Y; und die Summe der Kuben der Wurzeln I yi ver-~
i=1 i=1

schwinden., Durch Tschirnhaustransformationen 188t sich jede
Gleichung fiinften Grades auf eine Diagonalgleichung reduzieren.
Bei geschickter Vorgehensweise bendtigt man dabei keine
akzessorischen Grundk&rpererweiterungen. Dies folgt aus den

Arbeiten von Kronecker [22 ],Brioschi 6 ] und Hermite [15 1.

Sind Yqr ve- 1¥g die Wurzeln einer Diagonalgleichung,

so liegt der Punkt (yT: cer 3Y4) €:E4 auf einer nichtsinguléren

kubischen Fliche F cp? :
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4 ; > 3
F= {{yq% ... :y) ER I v, = L vy, = 0}
! > i=1 "1 = 7

n

3 4, 2
P= {{yy: ... tyg) €2 &y, = 0}
i=1

fi

Eﬁ
. {Fig. 12.)

Diese kubische Fliche wurde eingehend von Clebsch [ 8 ]

studiert und "kubische Diagonalfliche" genannt, weil sich

15 der 27 in ihr gelegenen Geraden durch die Diagonalen des Koor-
dinatenpentaeders realisieren lassen. Die symmetrische Gruppe

35 operiert in natiirlicher Weise auf P durch Vertauschung

der Koofdinaten. Ebenso wie F ist diese Aktion lber { de-
finiert. Unter der Aktion von Sg und Ag bilden die 15
Diagonalgeraden einen Orbit, die restlichen 12 Geraden sind
dquivalent unter 35 ; zerfallen aber beziiglich der Gruppe A5

in zweil Bahnen der Kardinalitdt 6. Mehr noch bilden die 12
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Geraden in dieser Aufspaltung eine Schl&fli'sche Doppelsechs,
so da8 sich die 6 Geraden einer Bahn mittels einer (iber

@(Y5 )} definierten) Abbildung

von F auf die projektive Ebene ZEQ kontrahieren lassen. (Flr
die grundlegenden Eigenschaften kubischer Fl&ichen vergleiche
man z.B. [ 14 ] V,4.) Die Operation von Ag auf F induziert
eine natlirliche Operation auf 1@2 . die sich (bis auf HuBeren
Automorphismus) mit der projektiv linearen Aktion der Ikosaeder-

2 identifizieren 138t

gruppe G < SO3(§1) c SOS(E) auf P
(diese Aktion ist ebenfalls iiber Q(¥5 ) definierbar). In der
projektiven Ebene :@2 liegt genau ein G-invarianter Kegelschnitt
C , der der G-invarianten guadratischen Form auf :m? entspricht
und liber @(ug) isomorph zur projektiven Geraden 291 wird.

Die Aktion von G auf dieser Geraden identifiziert sich wieder

mit der Aktion der Standard-Ikosaedergruppe in PGLZ(Q).

Wir kommen nun zu einer geometrischen Konstruktion der
Ikosaederresolvente fiir Diagonalgleichungen. Zundchst kOnnen wir
einem Ldsungsquintupel iyg, SN ,ys) einer Diagonalgleichung
den zugehOrigen Punkt (y1: ‘e :ys} auf der Fléche F , und dann
den Punkt x = w(y3: .o :ys) in der projektiven Ebene zuordnen.
Um x in AS-équivarianter Weise einen Punkt auf C 5:P1

zuzuordnen, kann man einen der Schnittpunkte von C mit der

Polaren Cx von X auswidhlen:
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(Fig.

Die Berechnung, und damit die Unterscheidung der beiden

Punkte von C 0 CX benttigt eine Quadratwurzel, die in Bezug
auf unsere Ausgangsgleichung im allgemeinen von akzessorischem
Charakter ist. Geometrisch entspricht die Adjunktion dieser
Quadratwurzel dem Ubergang von 3P2 zu der ldngs C ver-

zweigten, zweifachen Uberlagerung iP1 xi@1

2

tcxo—>p2
die als den Quotienten von C x C nach der natiirlichen
Aktion der symmetrischen Gruppe S, realisiert. Diese bexr-
lagerung ist As—équivariant, wenn C x € mit der Diagonal~

aktion versehen wird.

Auf die explizite Form der so entstehenden Ikosaederre-
solvente filir allgemeine Diagonalgleichungen und die resultierende
Ikosaedergleichung wollen wir hier ebenso wenig eingehen wie

bei der Theorie der Hauptgleichungen.

Die Rekonstruktion der Wurzeln einexr Diagonalgleichung
aus der Ikosaederresolvente greift nattirlich wieder auf die dem
Ikosaeder einbeschriebenen finf Oktaeder gzuriick, Zundchst kann

man mit Klein eine einparametrige Familie
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o :+ P x C

>CxC ,

von As-aquivarianten, iiber Q(us) definierten Abbildungen

@(A:u} : C > ¢ x C .
w(h:u) {21:22) = (p((;\:u')r(z?:Zz)) 7

konstruieren mit Bild (@) = C x C . Dann polarisiert man die

5 den Oktaedern zugeordneten binfdren Formen tv(21,22) ’

v=1, ... ,5 , zu bikubischen Formen Bv(21,zz;z;,zé) , mittels
derer man eine rationale, Ag-&quivariante und iiber m(u5)

definierte aAbbildung

- 'q —1 - - ’ == - t L
W({ZT.ZZ)'(Z<I-ZQ)) - (y,i- LI ] -YS) r Y\, 5\)(21]22!21122 ) L4
erhilt, deren "Bild" die kubische Flidche F ist. (Die polari-
sierten Formen av erweisen sich als invariant bezliglich der
natiirlichen So-Operation auf C x C und definieren daher

kubische Kurven in ZPZ . Diese passieren durch alle 6 Fundamental-

punkte der Abbildung 7 : F

>ZIP2 , und das von ihnen er-
zeugte Linearsystem vermittelt gerade die bekannte rationale
Umkehrung von 7 durch Aufblasen der 6 Fundamentalpunkte.)

Wir betrachten die Komposition n = ¢ o ¢ @

-
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Bei einer vorgegebenen, geniigend allgemeinen Diagonalgleichung
P(y) = yS + ay3 + by + ¢ = 0 kann man dann einen Parameter
{A:1) -als rationalen Ausdruck in den Koeffizienten a,b,c ,
der Wurzel aus der Diskriminante und einer weiteren, i.a.
akzessorischen, Quadratwurzel finden, so daB fiir die Wurzeln
Yir +-- 1Yy vOn P{y} die Gleichung

n{{xsu),(z:1)) = (yq: oo :ys} gilt, wenn =z die zugehbrige

Ikosaederresolvente bezeichnet,

Einige der Konstruktionen dieses und die Kurve B des
folgenden Anhangs haben Eingang gefunden in neﬁere Untersuchungen
zur Theorie der Hilbert'schen und elliptischen Modulfldchen.

Der interessierte Leser sei dazu auf die Artikel [ 7 1,[ 161

[ 173 und [ 24 ] verwiesen.
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aAnhang III:.

Bring—-Jerrard-Gleichungen und Sternkdrper

Eine Gleichung fiinften Grades P{y) = 0 heiBt eine
Bring—~Jerrard-Gleichung, wenn sie sowohl Haupt- als auch
Diagonalgleichung ist, d.h. wenn sie die Gestalt

Ply) = ys + by + ¢ =0

hat. Von dem Schweden Bring (1786) und unabhdngig von dem
Engléndexr Jerrard (1834) wurde gezeigt, daB sich jede Gleichung
finften Grades durch Tschirnhaustransformationen, die i.a.
akzessorische Quadrat— und Kubikwurzeln erfordern, auf eine solche
Gleichung reduzieren 148t. Hermite's erste LOsung der Gleichungen

fiinften Grades (1858) baute auf diesem Resultat auf.

Geometrisch betrachtet liegt ein projektives LOsungs-
quintupel (y,: ... :yg) einer Bring-Jerrard-Gleichung als
Punkt auf der Durchschnittskurve B = Q 1 F der Quadrik Q
mit der Rubik F :

= 4
B = {(y1: .o :ys) EP |
Diese Rurve B , oft Bring'sche Kurve genannt, ist nichtsingulédr
und daher vom Geschlecht 4. Sie ist nicht hyperelliptisch, und
die Einbettung
5
4t z

i=1
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identifiziert sich mit der kanonischen Einbettung. Nach
Definition von B operiert die symmetrische Gruppe SS

wieder auf B . Die Geometrie von B , sowie die Akticnen

von  Sg. und  Ag , lassen sich am einfachsten verstehen,

wenn wir die Ikosaederresolventen der Hauptgleichungen betrachten.

Wir erhalten durch diese zwei Abbildungen P4P, vom Grad 3 :

{(Bei Benutzung der Ikosaederresolventen filir Diagonalgleichungen
kdmen wir zu im wesentlichen gleichen Abbildungen). Da jede
Abbildung Py A5~équivariant vom Grad 3 und B vom Geschlecht 4
ist, liefert die Riemann-Hurwitz-Formel fir p;, genau 12

einfache Verzweigungspunkte

die unter Ag einen Orbit bilden und durch p; auf die 12

Tkosaederecken in EP%i) abgebildet werden. Da Sg keine

zyklische Untergruppe der Ordnung 10 enthdlt, milssen alle 24
Punkte b, .
n 1.3
sein. Diese 24 Punkte sind die einzigen Punkte auf B , die be-

paarweise verschieden und dquivalent unter S5

zliglich Ag eine Isotropiegruppe der Ordnung 5 haben. Somit
bilden sie das volle Urbild untex Py der 12 Ikosaederecken
auf ]Pi?} . AuBerdem lassen sie sich als die projektiven LOsungs-

quintupeln {y?: oo :yS) der reinen Gleichungen ys + ¢ =0
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charakterisieren, d.h. als Schnitt von B mit der durch die
5

Gleichung z yi = 0 definierten Ss~invarianten Quartik.
i=1

In Verfolgung oben ausgefiihrter Argumente kann man sich
leicht {ilberlegen, daB das Paar der Uberlagerungen Py und Py
aufgrund der AS—Kquivarianz bis auf Isomorphie (und Umnumerierung)
eindeutig bestimmt ist. Insbesondere sind Py und Py analytisch
isomorph (dies folgt schon aus der Tatsache, daB die ungeraden
Permutationen aus Sy die Regelscharen von Q , und damit
die Abbildungen Py und Py + bis auf die Koordinatenwechsel,
vertauschen). Andererseits sind Py und p, nicht isomorph
als As-équivariante Abbildungen, da dié Aktionen von A5 auf
Ez1) und :@}2) nicht #dguivalent sind und nur durch einen
duBeren Automorphismus (induziert von der Konjugation mit einer

ungeraden Permutation) in dquivalente iiberfithrt werden.

Eine sehr anschauliche Vorstellung von der Geometrie und
von dem gegenseitigen Verhidltnis der Abbildungen Py und <
kann man sich mittels zZweier Kepler-Poinsot'scher Sternkdrper

verschaffen, nimlich

dem groBen Dodekaeder und dem kleinen gesternten Dodekaeder

(Fig. 14) (Fig. 15.)
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{in dexr Terminologie von Coxeter [ 9 ] Ch. 6). Durch Pro-

jektion auf die umbeschriebene 2-Sphidre, die wir mit der

Riemann'schen Zahlenkugel identifizieren, definieren diese
Sternkdrper verzweigte dreiblittrige Uberlagerungen. Dazu

haben wir uns die Hiillen der Sternkdrper als sich selbst

durchdringende Bilder stiickweise linearer Abbildungen

> RS von einer kompakten, triangulierten Fldche

j},j2 : M
M in den R° vorzustellen. Die Fldche M setzt sich aus
12 regulédren Fiinfecken zusammen, an deren Eckpunkten jeweils
finf von ihnen aneinanderstoBen, so da8 M insgesamt aus 12
Finfecken, 30 Kanten und 12 Eckpunkten besteht. Also hat M
das Geschlecht 4 und ist topologisch isomorph zu B. Eine

Triangulierung von M denken wir uns durch die Unterteilung

der Fiinfecke in 5 gleichschenklige Dreiecke gegeben.

« (Fig. 16.)

Im Falle des grofen Dodekaeders haben wir die zugehOrige

>R3> als linear auf jedem der 12 Finfecke

Abbildung j,I : M

anzusehen. Die Zusammensetzung T, VOn jq mit der Projektion
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aunf die Sphére

> R> ~ {0}

> 8

ist dann in den 12 Eckpunkten von M verzweigt mit der Ordnung
2 und ansonsten unverzweigt. Das Bild dieser Eckpunkte auf

52 sind die Ecken eines Ikosaeders. Als Urbilder dieser
Ikosaederecken unter T erhalten wir auBer den 12 Eckpunkten

von M auch die 12 unverzweigten Mittelpunkte der Fiinfecke

von M :

. (Fig. 17.)

3

M >R wird auf M eine Aktion

e

Uber die Abbildung j1

il

der Ikosaedergruppe G = A5 induziert und mittels der Abbildung

> 52 2293 erhdlt M die Struktur einer Riemannschen

LT M
Fldche. Wir kdnnen nun nicht bloB, wie weiter oben erwdhnt,
die Riemannschen Fldchen M und B miteinander identifizieren,

sondern auch die As-équivarianten Abbildungen p4 B >3P%1)

und LET M'——--——>I!P1 . Insbesondere identifizieren sich dabei
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die 12 Verzweigungspunkte b1 j 3 =1, ... ,12 , mit den Eck~-
I

punkten von M .

Im Falle des kleinen gesternten Dodekaeders ist die zuge-
hdrige Abbildung j, nur noch linear auf den 5 Dreiecken
eines Finfecks. Das Bild unter j2 eines Flinfecks ist nun

ein ebenes reguldres Pentagramm:

. {Fig. 18.)

Die Zusammensetzung =, vou Jj, mit der Projektion auf

82 ist dann verzweigt mit der Ordnung 2 in den 12 Mittelpunkten
der Fiinfecke und ansonsten unverzweigt. Die Bilder dieser 12
Verzweigungspunkte auf 82 ﬁilden wieder die 12 Ecken eines
Ikosaeders, und das Urbild unter Ty dieser Ikosgederecken

enthdlt auBer den 12 Mittelpunkten der Fiinfecke noch die

12 Eckpunkte von M :
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. (Fig. 19.)

Legen wir nun die Identifikation der Abbildungen L und

p, ¢ B >ZE1 zugrunde, so haben wir offensichtlich =

1 (1) ‘ 2
mit P, ¢+ B "“"¢:P:2} zu identifizieren. Die 12 Funfecks~-
mittelpunkte von M gehen dabei in die 12 Verzweigungspunkte

b =1, o 12 , von Py auf B iber.

2,3

Die Nichtdquivalenz der beiden Aktionen der Ikosaedergruppe

G auf IP}i) und ZPEE} 188t sich ebenfalls in diesem Bilde ver-
anschaulichen, Ist nldmlich g € G eine Rotation von :P§1)

um den Winkel 27/5 , so entspricht ihr mittels der Abbildungen

P P
1 2 1
Py < B > B2

eine Rotation um den Winkel 41/5 von :P§2} . Dies
erkennt man unmittelbar durch Betrachtung eines geeigneten Finf-

ecks auf B :



. (Fig. 20.)
;"1.3
b
P,
Pa qu‘z)
[ALIES) P b, L)
?10’1,*;) P, b, s }

1,4
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baa

AP—;_ qu,q)
P‘l {.\’4‘1) e

/ ?3_‘\\"'4,1}

??*1\.3‘3-1,33

P’;“’o‘%,s‘)

Fiir weitere Einzelheiten vergleiche man auch [ 9 ] 6.6 und

[ 191 (Erxgdnzende Bem. 1922).
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