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Dieser Aufsatz mochte einen Ausflug machen in die Mathe­

matik vor 100 Jahren, genauer will er versuchen, einige wenige 

Eindrucke zu vermitteln vom Gegenstand des Buches [ 20] von 

F. Klein mit dem Titel "Vorlesungen uber das Ikosaeder und die 

Auflesung der Gleichungen vom funften Grade". Das Buch erschien 

zum ersten Mal im Jahre 1884, und auch noch in heutigen Arbeiten 

wird oft.darauf hingewiesen. Auf diese Beziehungen zur aktuellen 

Mathematik werden wir hier aus Grunden notwendiger Beschrankung 

nicht 'eingehen kennen. Der interessierte Leser mag dazu die 

Ubersichtsartikel [ 1 1 f [ 5 ] I [ 11 ] , [ 29 ] zu Rate ziehen, die 

sich allerdings auf das Gebiet der Singularitatentheorie be­

schranken. Fur eine grundlichere historische ~inordnung des 

Klein'schen Buches verweisen wir auBerdem auf unsere Einleitung 

[ 30] zu seinem Nachdruck. 

Klein's Buch handelt vorn Zusammenhang dreier Objekte unter­

schiedlicher mathematischer Natur, nlimlich 

dern Ikosaeder 

(Fig. 1.) 
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den Gleichungen flinften Grades 

I 

a,b,c,d,e E ~ 

und der hypergeometrischen Differentialgleichung 

z" + 
2 

(a+a ' -1)+(6+6 1 +1)u z' + aa'-(aa'+~e'-yy')u+BB'u z = 0 
u(u-l) u2(u_1)2 

wobei (a BY) 
a' B' y' 

= (1/6 1/10 
-1/6 -1/10 

1/4) 
3/4 

DaB liberhaupt ein Zusammenhang zwischen diesen Objekten 

aus Geometrie, Algebra und Analysis bestehen kann, wird plausibler, 

wenn wir jedem der Objekte eine bestimmte Gruppe zuordnen, namlich 

die Gruppe der eigentlichen Symmetrien im Falle des 

Ikosaeders, 

die Galoisgruppe im Falle der Gleichungen, 

und die Monodromiegruppe im Falle der Differentialgleichung. 

Wir werden dies im folgenden in jedem Einzelfall genauer darlegen. 
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Das Ikosaedar und seine Symmetrien. 

Betrachten wir zunachst das Ikosaeder. Zusammen mit 

Tetraeder, Hexaeder, Oktaeder und Dodekaeder b±ldet es die flinf 

regularen oder Platonischen Korper, die uns seit der Antike Uber­

liefert sind (vgl. Euklid XIII, [12] ) . 

'('Fig. 2) 

,.-1- ______ _ 

Wir stellen fest oder vergewissern uns bei Euklid, daB das 

Ikosaeder 20 Seitenflachen besitzt, die regulare nreiecke sind, 
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sowie 30 Kanten und 12 Eckpunkte. Letztere liegen aIle auf einer 

dem Ikosaeder umbeschriebenen Kugel, deren Mittelpunkt wir im fol­

qenden als den Koordinatenursprung des Raumes ~3 festlegen 

wollen. AIle Rotationen dieser Kugel, oder aIle Rotationen des 

E3 um den Ursprung, identifizieren sich dann mit den Elementen 

dar speziellen orthogonalen Gruppe SO(3,~) • Als Ikosaeder­

gruppe G bezeichnen wir nun die Untergruppe aller Rotationen, 

die das Ikosaeder in sich UberfUhren. 

Zur Untersuchung der Struktur von G Uberlegen wir uns I 

daB die Drehachse einer Rotation 9 E G nur von der folgenden 

Art sein kann: 

1) Entweder verbindet die Achse diametrale Eckpunkte des Iko­

saeder~und 9 rotiert um diese Achse mit einem Winkel 

k • 2~/5 I k € {O,1,2,3,4} 1 

oder 

2) sie verbindet diametrale Flachenmittelpunkte, und der Dreh-

winkel betragt k • 2~/3 , 

oder 

3) sie verbindet diametrale Kantenmittelpunkte, und der Dreh-

winkel betragt k· ~ k E {O,1}. 

(Bier haben wir die identische Rotation jedesmal mitaufgeflihrt). 

Eine Abzahlung aller dieser Symmetrieachsen und der zuge­

horigen Rotationen zeigt uns t daB G neben dem neutralen Element 

folgende Elemente enthalt: 



24 = 6' 4 

20 = 10 • 2 

15 = 15 • 1 
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Elemente der Ordnung 5 

Elemente der Ordnung 3 

Elemente der Ordnung 2 

Also hat G die Ordnung 1 + 24 + 20 + 15 = 60 • 

Wir konnen sehr schnell erkennen, daB G eine einfache Gruppe 

ist, also keine nichtrivialen Normalteiler enth!lt. Mit jeder 

Drehung urn eine Achse enthalt namlich ein Normalteiler N von G 

samtliche Drehungen urn aIle Achsen, die aus der gegebenen durch die 

Aktion von G hervorgehen. Da aIle Drehachsen in einer der cben 

aufgezahlten drei Klassen miteinander G-aquival~nt sind, hat die 

Ordnung von N die Gestalt 

INI = 1 + 15a + 20b + 24c 

mit a,b/c € {0,1} ,und zudam muS INj ain Tailer von 60 sein. 

Offensichtlieh ist dies nur in den tr1vialen Fallen a = b = c = 0 

oder a = b = c = 1 moglich. 

Bekanntlich gibt es, bis auf 1somorphie t nur eine einfaehe 

Gruppe der Ordnung 60 , die zugleieh die einfaehe nichtabelsche 

Gruppe mit der kleinsten Gruppenordnung uberhaupt ist, namlich die 

Gruppe AS der geraden Permutationen von 5 Objekten. Einen 1so­

morphismus G ~> A5 konnen wir auf die folgende geometrische 

Weise realisieren. Die 30 Kanten des Ikosaeders lassen sieh derart 

in 5 zueinander disjunkte Anordnungen von je sechs aufteilen, daB 

die Mittelpunkte dieser 6 Kanten die Eckpunkte eines dem Ikosaeder 

einbeschriebenen Oktaeders bilden. Je zwei diasar 6 Kanten sind 
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diametral. Die zugehorigen drei Drehachsen, die die diametralen 

Kantenmittelpunkte verbinden, bilden die zueinander orthogonalen 

Diagonalen des Oktaeders. 

(Fig. 3) 

Jede Rotation des Ikosaeders induziert nun eine Permutation der 

funf einbeschriebenen Oktaeder. Mittels der Einfachheit der 

Ikosaedergruppe G sieht man unmittelbar, daB der-zugehorige 

Homomorphismus G -> S 
5 von G in die Gruppe aller Per-

mutationen der S Oktaeder injektiv ist. Andererseits ist A5 

die einzige Untergruppe von S5 mit dem Index 2. Also muB das 

Bild von G in 85 gleich der Gruppe AS sein. Naturlich kann 

man dies auch explizit am Modell verifizieren. 

In der Literatur findet man oft die Diskussion der Syrnrnetrie­

gruppe des zum Ikosaeqer dualen Dodekaeders, dem sich in dualer 

Weise 5 Wurfel einbeschreiben lassen (die vor allem beim Zeichnen 

des Dodekaeders von Nutzen sein ·konnen). Aufgrund der Dualitat 

stirnmen die Symmetriegruppen von Ikosaeder und Dodekaeder uberein, 

genauso wie im Fall von Oktaeder und Hexaeder, fur die man die 
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Gruppe 84 (Permutationen der Hauptdiagonalen des Wtirfels) 

erhalt. Die eigentlichen Symmetrien des Tetraeders bilden 

schlieBlich eine zu A4 isomorphe Gruppe (Parmutationen dar 

4 Eckpunkte). 

In unseren weiteren Ausftihrungen wird das Ikosaeder nicht 

so sehr als Korper im ~3 eine Rolle spielen als vielmehr die 

durch Zentralprojektion vorn Ursprung auf der Einheitssphare 8
2 

induzierte Triangulierung durch 20 regulare spharische Dreiecke. 

Weiterhin identifizieren wir die Sphare 8 2 mittels der stereo-

graphischen Projektion als Riemannsche Zahlenkugel re u fool, 

d.h. als komplex-projektive Gerade p1 : 

(Fig. 4) 

£ -----------~------~-------+~----~~------

Klein betrachtet zumeist das Ikosaeder derart in 82 einbe-

schrieben, daB den 12 Eckpunkten die komplexen Werte 

v 4 v 2 3 z = O,CiO,e (e:+e: ) , e: (e +e ) , v E {O,l,2,3,4} 

entsorechen. wobei e ~ 1 eine funfte Einheitswurzel ist. 
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Den Rotationen der Sphare entsprechen nun gebrochen lineare 

Transformationen von re u {~} • Mittels der explizit gegebenen 

Ecken des Ikosaeders kann man die Transformationen in G ein­

fach bestimroen. Es treten dabei nur Transformationen mit Koeffi­

zienten in dem Korper w(£) auf, vgl. dazu [ 20 J I,2,§6. 

Gleichungen funften Grades und Galoistheorie. 

Formeln fur die Auflosung linearer und quadratischer 

Gleichungen sind uns seit der Antike bekannt. Zu Anfang des 

16. Jahrhunderts gelang italienischen Mathematikern (Scipio del 

Ferro, Ferrari, in den Schulen von Tartaglia und Cardano, 

1515 - 1545) die Auflosung der algebraischen Gleichungen 

dritten und vierten Grades. FUr die Losungen der Gleichungen 

dritten Grades hat man die sogenannten Formeln von Cardano. 

Mittels der Substitution x = y - a/3 laSt sich jede Gleichung 

3 2 x + ax + bx = 0 (a,b,c E re) 

auf eine salche der Form 

3 
Y + py + q = 0 

reduzieren. Ist 2 3 d = q /4 + p /q die zugehorige Diskriminante, 

so lauten die drei Losungen nun 
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(Die dureh die beiden dritten Wurzeln verursachte Mehrdeutig-

keit von i.a. neun Werten reduziert sieh auf drei unter Berlick-

siehtigung der Tatsache, daB das Produkt beider Wuzeln gleieh 

- p/3 ist.) 

Bis zum Anfang des 19. Jahrhunderts versuehten viele Mathe-

matiker, darunter Tsehirnhaus, Buler, Bezout, Malfatti, Vandermonde, 

Lagrange aueh Gleiehungen hoherer Grade durch Iteration und 

rationale Kombination von Wurzeln (d.h. Radikalen) zu losen. 

Erfolg zeigte sieh immer nur bei Gleiehungen sehr spezieller Form, 

und sehlieBlich zeigten Ruffini (1799) und Abel (1824j26}, daB 

die Losung allgemeiner Gleiehungen 5. Grades nicht mit Hilfe 

von Radikalen zu bewerkstelligen ist. Die'teilweise berechtigte 

Kritik an Ruffinis und Abels Beweisen verstummte zwar nur langsam, 

aber spatestens seit der offentlichen Rezeption des Werkes von 

Galois (1831, publiziert 1846) wurde deren Resultat unbezweifel-

bar. 

Aus moderner Sicht (vgl. z.B. [ 2 1,(311) 

stellt sich die Galois'sche Behandlung des Auflosungsproblems flir 

eine algebraische Gleiehung 

p(x) Xn + a xn- 1 n-2 = 1 + a 2x + ••• + an = 0 

mit komplexen oder transzendenten Koeffizienten - dies sind 

die klassischen FaIle - folgendermaBen dar. Sei k der von den 
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Koeffizienten al' ••• ,an tiber ~ erzeugte Korper (oder 

auch eine Erweiterung desselben) und K = k{x
l

, ... ,xn) 

der von den Losungen Xl' .•• ,xn von P(x) = 0 erzeugte 

Zerfallungskorper. Die Galoisgruppe Gal(p,k) der Gleichung 

P(x) = 0 tiber kist dann gleich der Galoisgruppe Gal{K,k} 

der Korpererweiterung k c K I d.h. gleich der Gruppe aller 

Korperautomorphismen von K , die k elementweise festlassen. 

lm klassichen Kontext ist Gal(P,k) eine Gruppe von Permutationen 

der n Wurzeln von P . Diese lnterpreta~10n ergibt 

sich jetz.t dUrch Betrachtung der Aktion von Gal (K,k) auf den 

Wurzeln Xl' ••• ,xn ' die einerseits von Gal(K,k} unter­

einander pe~mutiert werden mussen und andererseits durch die Per-

mutation einen Automorphismus tiber k eindeutig festlegen. Die 

Galoisgruppe Gal{p,k) ist ein qualitatives MaS ftir die Kom­

plexitat des Auflosungsprozesses der Gleichung P(x} = 0 Qder, 

mit anderen Worten, fur die Komplexitat der algebraischen 

Korpererweiterung k c K • 

Jede endliche Gruppe G besitzt eine Kompositionsreihe, 

d.h. eine Folge von Untergruppen Gi 

so daB Gi +1 normal in Gi und die Quctientengruppe Gi /G i + l 

einfach ist. (Wir betrachten auch die zyklischen Gruppen von Prim-

zahlordnung als einfach.) Obwohl die Folge der G . 
.1.. 

nicht eindeutig 

bestimmt zu sein braucht, sind es die einfachen Quotienten 

Gi /G i +l ' bis auf Anordnung. Einer Kompositionsreihe der Galois­

gruppe G = Gal(P,k) = Gal(R,k) entspricht nun eine aufsteigende 
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Folge 

k ::: k 1 c k 2 c .•. C km ::: K 

der Fixkerper k. 
l. 

::: KGi . Dabei ist ki+1 eine Galoiserweiterung 

von k i mit Gruppe Gi /Gi +1 . Das Problem der Konstruktion der 

Wurzeln xi' ... ,xn der Gleichung p{x) '" 0 oder - abstrakter 

des Kerpers Kist damit in eine Reihe von einfaeheren Sehritten 

zerlegt, namlieh der Konstrukt'ion der Losungen geeigneter Hilfs-

gleiehungen Pi (y) '" 0 , Pi € ki [y] , die den Korper ki+1 tiber 

k i erzeugen. Besonders deutlich wird dies in dem Fall, daB die 

Gruppe G auflasbar ist, d.h. daB alle einfaohen Quotienten 

-

einer Kompositionsreihe abelsoh, also zyklisch von Primzahlordnung 

sind. Genau in dies em Fall lassen sioh namlieh die Wurzeln 

x 1 ' •.• ,xn dureh iterierte Radikale darstellen. Nehmen wir an, 

daB k aIle Einheitswurzeln der Ordnung IGI enthalt, was sieh 

dureh Wurzelziehen erreichen laBt, so folgt die Darstellbarkeit 

der Wurzeln durch Radikale aus dem folgenden, etwas allgemeiner 

als notig formulierten Normalformsatz fUr zyklische Erweiterungen, 

der auf die Zwisehenerweite~ungen k i c ki+1 anzuwenden ist. 

Satz. Sei k ein Korper und q €E , q ~ 2 , eine nieht 

von ehar(k) teilbare Zahl. Der Kerper k enthalte die Gruppe 

j.l.q der q-ten Einheitswurzeln. Sei K::) k eine Galoiserweiterung 

mit zykliseher Gruppe Gal{K,k) ::: ~/(q) • Dann gibt es ein 

u € k , so daB K aIle Losungen der Gleiehung zq - u '" 0 

enthalt und von jeder salahen Lasung erzeugt wird, i.e. 
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K :;:: k(z) fUr alle z mit zq - u :;:: 0 . 

AuBerdem gibt es einen Isomorphismus 

p : Gal(K,k) ---> ~q 

so daB o(z) :;:: p(o-l) • z fUr alle a E Gal(K,k) und z 

mit zq - u :;:: 0 • 

Gleichungen der Form zq - u :;:: 0 wurden frUher als 

"reine Gle·ichungen" und z· als Lagrange'sche Resolvente bezeichnet. 

Wahrend fUr ein Pblynom P des Grades 2,3 oder 4 die Galois­

gruppe als Untergruppe der auflosbaren symmetrischen Gruppe 

S2,S3 oder S4 ebenfalls auflosbar und somit die Gleichung 

P(x} = 0 durch Radikale losbar ist, Qegegnen wir im Fall eines 

Grades n ~ 5 den einfachen Gruppen An und den somit nicht auf­

losbaren Obergruppen Sn (mit Kompositionsreihe S ~ A ~ {ll }. n n 

So tritt Sn als Galoisgruppe Gal(p,W(a1 , ••• ,an}) der all-

gemeinen Gleichung n-ten Grades 

P{x} + ••• + an = 0 

mit algebraisoh unabhangigen Koeffizienten auf. 

Aber auch fur die IImeisten lt Polynome n-ten Grades P mit ra-

tionalen Koeffizienten gilt Gal (PtW) = Sn (vgl. z.B. [31 J §66). 

Beispiele fur rationale Polynome 5. Grades mit Galoisgruppe A5 

oder S5 sind solche, die nattirlich irreduzibel tiber m sind 
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und die genau drei reelle Nullstellen besitzen, wie z.B. das 

Polynom 

5 
x - 10x - 2 

(vgl. [ 2 J Satz 46). 

Die Existenz von Gleichungen, die nicht mit Hilfe von 

Radikalen gelost werden konnen, wirft die folgende natUrliche 

Frage auf: Mittels welcher zusatzlicher Funktionen lassen sich 

die Wurzeln dieser Gleichungen in den Gleichungskoeffizienten 

oder - allgemeiner - in Elementen des Grundkorpers darstellen? 

NatUrlich IDochte man mit moglichst wenigen und zudem wohlver­

standenen Funktionen auskommen. In Anbetracht des weiter oben be-

schriebenen Reduktionsprozesses genUgt es, diese Frage fUr 

Gleichungen mit einfacher (niqhtabelscher) Galoisgruppe zu 

stellen. Da eine Antwort im zyklischen Fall durch den Normal­

formsatz gegeben wird, stellt sich also, in etwas abstrakterer 

Form, die Frage nach einer Normalform fUr Galoiserweiterungen 

k c K mit gegebener (einfacher, nichtabelscher) Galoisgruppe 

G = Gal (K,k) • 

Das Ziel von Kleins Ikosaederbuch istes, auf diese 

Fragen eine umfassende Antwort im Fall der Ikosaedergruppe 

G = AS zu geben. In anderen Arbeiten hat Klein weitere ein­

fache Gruppen, wie z.E. A6 und PSL2 (E7) betrachtet und eben­

falls allgemeine Ansatze entwickelt. In diesem Rahmen werden wir 

jedoch'darauf nicht eingehen. 
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Hypergeometrische Dif£erentialgleichungen 

Im Jahre 1858 gelang es drei Mathematikern, Hermite, 

Kronecker und Brioschi, die Wurzeln von Gleichungen 5. Grades 

mittels elliptischer Inteqrale und Modulfunktionen auszudrucken. 

obwohl Klein einen groBen Teil seines Werkes der Theorie der 

elliptischen Funktionen widmete, betrachtete er ihre Verwendung 

in der Gleichungstheorie dennoch als einen Umweg, da ihre Be­

nutzung in Analogie stand zur Darstellung der Losungen reiner 

Gleichungen xq - u = 0 mittels Logarithmus und Exponential-

funktion (Le. x = expC (In u ) !q» • Stattdessen stellte Klein 

in seinem Ikosaederbuch die Klasse der hypergeometrischen Funk-

tionen in den Vordergrund, die zu seiner Zeit nach Untersuchungen 

von Euler (1'794) I GauB (18 13), Kummer (1836) I WeierstraB (1856) I 

Riemann (1858) und Schwarz (1873) als wohluntersucht gelten 

konnten. Auch hat Klein diesen Funktionen spater ein Buch ge­

widmet [21 ], in dem der Leser weitere Details zu den folgenden 

AusfUhrungen finden kann. Ansonsten vergleiche man aUch [ 5 ], 

und, fur eine ausfUhrliche und elementare Einfuhrung in die 

Grundlagen, [ 18 J • 

Euler betrachtete als erster die hypergeometrische Reihe 

a-b a(a+1)b(b+1) u2 
F(a,b,c;u) = 1 + 1-c u + 1(1+1)c(c+1) + ••• 

wobei a,bic komplexe (bei Euler noch reelle) Zahlen sind, und 

-c (N gilt. Bis auf eine Konstante realisierte er sie als das 

Integral 
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1 

f xb- 1 (1_x)C-b-1 (1-ux)-a Ox 

o 

und er bemerkte, daB sie die Differentialgleichung 

u(1-u)pn + (c-(a+b+1)u)F' - abF = 0 

erfullt. Allgemeiner als F bezeichnet man Produkte der 

Form 

als hypergeometrischeFunktionen. Diese erffillen die zu Anfang 

erwahnte hypergeometrische Differentialgleichung 

ZU + (ex. + ex. • -1) + ( 13+ 13' + 1) u z' 
u (u='1) + 

mit a I: = 1-c +y I y' '= c-a-b+y 

2 ex.ex.'-(aa'+se'-yy')u+Sts'u 
2 2 u (u-1) 

I B = a-ll-y , 

6' = b-ll-y • Diese Differentialgleichung ist regular in 

z = 0 

~, {O,1} =p1, {Ot1/~} und besitzt regulare Singularitaten 

in den Punk ten O,1 , m (vgl. z.B. { 18 1 Kap. XII}. Sei 

Uo E ~ '{O,1} ein regularer Punkt. Naeh dem Existenz- und 

Eindeutigkeitssatz fur komplexe Differentialgleichungen gibt 

es dann zu jeder Anfangsbedingung (z(uO)'z' (uo» E ~2 

genau eine holomorphe Losung z in siner Umgebung des Punktes 

Uo • Ist w ein Weg von Uo zu einem anderen regularen Punkt 

u1 I der vollkommsn in re' {O/1} verlauft, so laSt sieh jede 
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lokale Losung in uo langs w zu einer lokalen Losung in 

u 1 analytisch fortsetzen. 

(Fig. 5) 

Diese Fortsetzung ist nur abhangig von der Homotopieklasse des 

Weges w im regularen Gebiet ~'{O,l} . 1st insbesondere 

uo = u, ,also w eine Schleife, und sind zi,z2 einmal 

fixierte Fundamentallosungen in uO ' so gilt fur die langs 

w fortgesetzten Losungen zl,z2 : 

z1 = aZ1 + bZ2 

z2 = cZ 1 + dZ 2 

fur eine nichtsingulare komplexe Matrix 

Auf diese Weise erhalten wir einen Homomorphismus 
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der Fundamentalgruppe von ~'{O,1} in die allgemeine 

lineare Gruppe der komplexen 2x2-Matrixen. DieserHomomorphis­

mus heiSt die Monodromiedarstellung und das Bild von m die 

Monodromiegruppe der Differentialgleichung. (Bis auf Konjugation 

in GL2(~) hangt diese Gruppe weder von der Wahldes Basispunktes 

uo noch von der Wahl der Fundamentallosungen z1,z2 in uo ab.) 

Betrachten wir die Wirkung der analytischen Fortsetzung langs 

eines Weges (),) auf den meromorphen Quotienten 1; = z1/z2 

zweier Fundamentallosungen, so erhalten wir eine gebrochen 

lineare Transformation 

Z1 az,+bz2 az;+ b 
?; = - = cz1+dz2 

= 
z2 c'l; + b 

-Wir nennen die Komposition m 

---> GL2(~) 

von m mit der naturlichen Abbildung von GL2(~) in die 

Gruppe PGL2 (~) = Aut (JP1) der gebrochen linearen '.t'ransformationen 

die projektive Monodromiedarstellung und das Bild von 

projektive Monodromiegruppe der Differentialgleichung. 

-m die 

In seiner Arbeit von 1873 £ 25 ] hat Schwarz aIle hypergeo-

metrise~en Differentialgleichungen mit endlicher Monodromie­

gruppe untersucht. {Bei Schwarz tritt der Begriff der Monodromie­

gruppe allerdings nur implizit auf.} Einer der wichtigsten Falle 

ist derjenige mit dem IIExponentendatum ll 
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:= ( 1/6 1/10 
-1/6 -1/10 

1/4 ) 
3/4 

In diesem Fall identifiziert sich die projektive Monodromie-

gruppe namlich mit der Ikosaedergruppe. Um dies einzusehen, 

wollen wir etwas genauer auf die Schwarz'sche Vorgehensweise 

einqehen. Schwarz betrachtet den meromorphen Quotienten 

~ = z1/z2 zweier Fundamentallosungen, der sich auf der ganzen 

oberen Halbebene H+ = {ullm{u} > O} eindeutig wahlen laSt. 

Tatsachlich ist die so erhaltene ~olomorphe Abbildung 

auf den Rand von H+ (die reelle Achse und~) fortsetzbar. 

Als Bild t (fi+),fi+ = H+ U ~ U {~} 1 ergibt sieh dann ein Kreis­

bogendreieck mit den Eckwinkeln ~/3, bzw. ~/2, bzw. ~/5, in den 

Punk ten teO) , bzw. ,(1) , bzw. z;(co) • 

• (Fig. 6) 

t;(-> 

H+ 

~/ b 
» 

tl'l} 
o 0 
0 "i l;lO') 

Ein solches Dreieck l~St sich als spharisches Oreieck auf der 

Riemannschen Zahlenkugel (bzgl. einer durch das Dreieck bestimmten 
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Euklidischen Metrik) realisieren. Die Flache dieses Dreiecks 

umfaBt dann den hundertzwanzigsten Teil der gesamten Kugelflache. 

AuBerdem paSt sich das Dreieck folgendermaBen in eines der zwanzig 

regularen Dreiecke des Ikosaeders ein: 

(Fig. 7) 

Nun laSt sich 7; von It in die untere Halbepene H- fortsetzen. 

Geschieht dies fiber den "Schnittll 01 (bzw. r;; r bzw. Ql>O), 

so erhalt man als Bild ~Uf1 das an dem GroBkreis durch die 

Dreieckseite ~(O) t;(1) (bzw. t(1) 1;(1» t bzw. 1;(-;') "1;(0) ) 

gespiegelte Bild von 1;(~) - nach dem heute so benannten 

Schwarz·schen Spiegelungsprinzip. 

(Fig. 8) 

:> 

.. 
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Weitere Fortsetzung von , Uber die drei Schnitte erfolgt 

in entsprechender Weise durch weitere Spiegelungen. Insbe­

sondere konnen wir so die projektive Monodromie langs eines 

Umlaufs um die singularen Stellen Of1,~ verfolgen. Mit 

folgender Bezeichnung fUr die Homotopieklassen 

(Fig. 9) 

ergibt sich: 

m(w
O

) (bzw. m(w
1 

) f bzw. m«(;}~) ist eine Rotation um die 

Achse durch ~ (0) (bzw. (; (1) , bzw. , (<O) ) mit dem Drehwinkel 

2w/3 (bzw. 'it I bzw. 21f/5 ). Da 1 
'lT

1
(lP ...... {O,1,c;o} ) von wo 

und w1 und die Ikosaedergruppe G von den Rotationen 

m«(;}o) und m(w 1} erzeugt werden, muS die projektive Monodromie­

gruppe die Ikosaede~ruppe G seine Die Monodromiegruppe G 

selbst liegt (aufgrund der Form der Exponenten)in der Gxuppe 

SL2(~) • Nun ist G das Bild von Gunter der naturlichen Ab­

bildung SL2 (a:) -> PGL2 HC) • Da SL2 (~) nur ein Element der 

Ordnunq 2 enthalt, G dagegen 15 , kann die Abbildung 

G ---> G weder ein Isomorphismussein noch spalten. Wir erhalten 

somit das folgende Diagramm mit exakten Zeilen 
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II u u 

1 -> <:!:1> -> G --> G -> 1 

Die Gruppe G heiSt die binare Ikosaedergruppe, und die Klasse 

der nichttrivialen Erweiterung G ---> G entspricht dem nicht­

trivialen Element in der Kohomologiegruppe a2 
(G I ml (2» ami (2) • 

Die Ikosaedergleichun~ 

Aufgrund der gerade durchgefuhrten Betrachtungen erkennen 

wir, daB die durch suksessive analytische Fortsetzung von 

~ definierten Bilder der oberen und unteren Halbebene 

(mit m u {~} jeweils) die gesamte Zahlenkugel p1 uberdecken. 

1m folgenden Bild der stereographischen Projektion des Ikosaeders 

auf die komplexe Ebene sind die Bilder von a+ schraffiert ge-

zeichnet: 

(Fig. 10.) 
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AuBerdem erkennen wir, daB jedem Punkt z der Zahlenkugel 

. P kt u € H-+ U H genau el.n un entspricht, der durch eine 

qeeiqnete Fortsetzung von ~ auf z abgebildet wird. Mit 

anderen Worten besitzt die "mehrdeutige Abbildung" l; eine 

eindeutige Umkehrabbildung 

1 -+ 
q :]P -> BUB , 

die wir die (verzweigte) Ikosaederuberlagerung nennen werden. 

Zwei Punkte z und z' € p1 haben unter q das gleiche Bild 

qenau dannt wenn sie durch die Ikosaedergruppe G ineinander 

Uberfuhrt werden konnen. Insofern ist die- Abbildung q der 

Quotient von p1 nach der Aktion der Ikosaedergruppe 

Ein(;!n Fundamentalbereich fur die G-Aktion auf JP 1 erh&l tman 

durch die Vereipigung 'eines schraffierten mit einem benachbarten 

unschraffierten Dreieck. Die Abbildunq q ist holomorph und wird 

somit durch eine G-invariante rationale Funktion realisiert, die 

wir gleich explizit bestimmen werden. Wir fassen zunachst noch 

das Verzweigungsverhalten von q zusammen. Ersichtlich besteht 

das Urbild q-l (0) (bzw. q-1 (1) , bzw. q-1 (00) ) aus de.r Menge 

aller 20 Flachenmittelpunkte (bzw. der Menge der 30. Kantenmittel­

punkte, bzw. der Menge aller 12 Eckpunkte) des spharischen Iko­

saeders, in denen q mit der Ordnung 3 (bzw. 2, bzw. 5) ver­

zweigt. Au6erhalb dieser drei exzeptionellen G-Bahnen ist q 

unverzweigt, und jede Faser q-1(u) , u # 0,1,00 , besteht aus 

60 unter G ~quivalenten punkten. 
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Zur Bestimmung der rationalen Funktion q fUhren wir 

auf der Zahlenkugel p1 homogene Koordinaten z = (z1: z 2) 

ein. BezUglich dieser muS dann q die Gestalt 

annehmen l wobei P und Q homogene Polynome vom Grade 60 

sind, die zudem unter der natUrlichen Aktion der binaren Iko-

saedergruppe G invariant bleiben (G besitzt keine nicht-

trivialen multiplikativen Charaktere). Aufgrund der Beschreibung 

der Fasern von q muS Q genau in den 12 Eckpunkten des 

spharischen Ikosaeders, jeweils mit Multiplizitat ?, verschwinden, 

entsprechend P in den 20 Flachenmittelpunkten mit Multiplizitat 

3 und Q-P in den 30 Kantenmittelpunkten mit Multiplizitat 2. Bis 

auf einen numerischen Faktor gibt es aber nur ein homogenes polynom 

f vom Grade 12, das genau in den 12 Ikosaederecken verschwindet 

(und daher G-invariant ist). Somit ist Q proportional zu f5, 

und ahnlich muS P (bzw. Q-P) proportional sein zu H3 (bzw. 

T2 ), wobei H (bzw. T) das im wesentlichen eindeutige homo-

gene Polynom vom Grade 20 (bzw. 30) ist, das genau in den 20 

Flachenmittelpunkten (bzw. 30 Kantenmittelpunkten) verschwindet. 

Legt man die frUher fixierten Ikosaederecken zugrunde, so erhalt 

man mit Klein (vgl. [20 1 I,2,§13) folgende Formen ftHtT 



- 24 -

Wahrend zur Bestimmung von f die explizite Form der 12 

Ikosaederecken wesentlich ist, benotigt die Erstellung von 

H und T keineswegs die explizite Bestimmung aller Flachen­

und Kantenmittelpunkte. Bis auf numerische Faktoren ist namlich 

H die Hesse'sche Form von fund T die Jacobi'sche von f 

und H • Mit f sind daher auch H und T G-invariant. Die 

geometrische Bedeutung von H und T folgt dann aus der 

Beschreibung der G-Bahnen auf ~1 . Setzt man nun P = H3 

und Q = 1728f5 , so ergibt sich Q _ P = T2 • 

Also wird die IkosaederUberlagerung q F1 ---> w1/G gegeben 

durch 

Schreiben wir die Bedingung q(z) = u wieder in inhomogenen 

Koordinaten fUr z, so erhalten wir die Ikosaedergleichung: 

Diese Gleichung ist vom Grade 60 in z und besitzt nur einen 

Parameter, u. Nach den vorangegangenen AusfUhrungen Uber die 

hypergeometrische Differentialgleichung sind ihre Losungen mittels 

hypergeometrischer Funktionen in u darstellbar. FUr lui > 1 

erhalt man etwa fur die flinf Wurzeln, die in dem lokalen Blatt 

von 0 tiber w liegen, die folgende Darstellung: 
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( 11 31 6 1) /~ r:::::-: (-1 1 9 4 1) 
z = F 60' 60 ''5"1U: V 1728 F b(}l60''5"i:u 

Fur andere Bereiche von u vergleiche man [19 J I,.§8 . 

Bevor wir zur Erlauterung des Kleintschen Hauptresultats 

fortschreiten, wollen wir noch kurz einen Abstecher machen 

und auf die Identitat Q - P = T2 oder, in ausgeschriebener 

Form, 

eingehen. Mit Uberlegungen ahnlich denen zur expliziten Form 

von q erhalten wir sehr leicht, daB sich jedes G-invariante 

Polynom in z1 und z2 als ein Polynom in den Grundinvarianten 

f,H,T ausdrucken laSt. AuBerdem reduziert sich jede zwischen 

fiR und T bestehende algebraische Identitat auf die obige. 

Mit anderen Worten ist der Ring der G-invarianten Polynome ... 
re[z1,z2)G isomorph zum Quotienten ~{f,H,TJ/(R} eines Polynom­

rings in drei Variablen nach dem von der "Relation" 

erzeugten Ideal. Geometrisch heiSt dies, daB die Quotienten­

varietat re2/G I d.h. die Varietat der G-Bahnen der binaren 

Ikosaedergruppe bezuglich der durch die Inklusion G c: SL2 (re) 

gegebenen Operation von G auf 2, h't d d h re , 1somorp 1S zu er urc 

die Gleichung 
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definierten Hyperfl~ehe X im re3 (mit Koordinaten 

f,HtT ). Diese Fl~ehe X besitzt eine isolierte Singularit~t, 

die seit uber 50 Jahren immer wieder das Interesse der Mathe­

matiker auf sieh gezogen hat und zum Beispiel mit der ein­

faehen komplexen Liegruppe von Typ ES in engster Beziehung 

steht. Eine ausfUhrliehe Sehilderung dieser Verhaltnisse findet 

man in der zu Anfang zitierten Literatur ( [ 1] [5] [11] 

[ 29) ) und den dort angefuhrten Originalarbeiten. 

Der Klein'sehe Satz 

Etwas vereinfaeht besagt das Hauptresul tat von Klein IS 

Ikosaederbueh, daB sieh die L5sung einer Gleiehung funften 

Grades auf die Losung einer Ikosaedergleiehung reduzieren laSt. 

Zudem wird diese Reduktion explizit durehgefuhrt, was ubrigens 

den groBten Teil der zweiten Bafte des Buches ausmacht. Die 

M5glichkeit der Reduktion laSt sich in zeitgemaBer und pr~zi­

sierter Form dureh den folgenden Normalformsatz fur ikosaedrale 

Erweiterungen ausdrueken, der bis auf einen kleinen IISchonheits­

fehler" in vollst~ndiger Analogie zu dem Normalformsatz fur 

zyklisehe Erweiterungen steht. 

Satz; Sei 

die Gruppe 

k c re ein Unterkoroer der komplexen Zahlen, der 

~5 der funften Einheitswurzel enthalte, und sei 
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K c ~ ~ine Galoiserweiterung von k mit Gruppe 

Gal(K,k) ~ AS • Nach gegebenenfalls erforderlicher Ersetzung 

von k (und entsprechend von K) durch eine quadratische 

Erweiterung gibt es ein u € k , so daB K von jeder Losung 

der Ikosaedergleichung q(z) = u erzeugt wird. AuBerdem 

gibt es zu jeder Losung z von q (z) = u einen Isomorph.ismus 

p Gal (K,k) ---> G c PGL
2 

(k) 

p (a) [
a(a) 
c (a) 

b(a)] 
d{a) 

der Galoisgruppe auf die Ikosaedergruppe G in PGL 2 (k) I so 

daB 

0-
1 (z) = p (a) (z) 

fUr aIle a € Gal (K,k) 

= a(a)z+b(a) 
c(a}z+d(a) 

Als Schonheitsfehler in diesem Satz haben wir natUrlich 

die gegebenenfalls erforderliche Ersetzung von k durch eine 

guadratische Erweiterung kl c re bezeichnet. Da Gal (K,k) 

keine Untergruppe vorn Index 2 enthalt, ist k' nicht in K 

enthalten, und es gilt Gal{K.k l ,k') ~ Gal(K,k) • Eine solche 

Erweiterung, oder eine die Erweiterung erzeugende Quadratwurzel 

nannte Klein "akzessorisch". Kronecker hatte schon 1861 behauptet, 

daB die Heranziehung dieser akzessorischen Erweiterung unvermeid­

bar ist, wenn nranall'geme'i.ne"·Gleichungen fUnften Grades auf 
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Gleichungen mit nur einem Parameter (wie die Ikosaedergleichung) 

reduzieren will. Ein erster Beweis dazu wurde von Klein im 

Jahre 1877 erbracht. Eine Modifikation dieses Beweises 

schlie6t das Ikosaederbuch abo 

Ebenfalls als sterend in der Formulierung des Satzes 

mag die Einbettung von k und K in den Kerper der komplexen 

Zahlen empfunden werden. Diese haben wir jedoch nur gefordert, 

um die Ikosaedergleichung q(z} - u = 0 durch hypergeometrische 

Reihen oder andere transzendente Verfahren losen zu kennen. 

Fur eine Abschwachung an die Charakteristik von k vergleiche 

man Anhang I. 

lm folgenden werden wir ein erzeugendes Element z wie 

im obigen Satz als 'Ikosaederresolvente fur die Erweiterung 

k c K bezeichnen. (Historisch korrekter ware es, diese 

Bezeichnung auf die Gleichung q{z) - u = 0 anzuwenden.) 

Ein konstruktiver Beweis des Normalformsatzes ist einer 

der wesentlichen Schritte in Klein's effektiver Reduktion der 

Lesung der Gleichungen funften Grades auf die Losung der Iko­

saedergleichung. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kennen 

wir K als den Zerfallungskerper eines polynoms fUnften 

Grades 

p(x) 

a 1 , ••• ,as € k I anSehen. Sind dann Xl' ••• ,xs die Wurzeln 
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von P f so gilt K = k{x1, ,xS" und Gal (K,k) identi­

fiziert sieh mit der Gruppe der geraden Vertausehungen dieser 

Wurzeln. (Zur Konstruktion eines solehen Polynoms P gentigt 

es ein Element x € K 'k zu finden, das von einer zu A4 

isomorphen Untergruppe von Gal(K,k) fixiert wird. Dann er­

fUllt namlieh x eine Gleiehung S. Grades.) Zur Vereinfaehung 

nehmen wir vorerst die Gleiehung p(x) = 0 als "allgemein" 

an, d.h. wir besehranken unsere Betraehtung auf den Fall, 

daB K = W(~S) (x" ~ •• ,xS) der Korper der rationalen Funk­

tionen in funf Unbestimmten x1' ••• ,xS mit Koeffizienten 

in W(}.tS) ist. Dann ist k = 'to(~s) (a1 , ••• ,as,1d) der 

Unterkorper von K, der tiber W(us) von den elementar-

symmetrisehen Funktionen 

Wurzel 

n (x.-x.) 
i<j l. J 

der und von der 

der Diskriminante d von P erzeugt wird. Das Klein'sehe 

Reduktionsverfahren beruht nun auf den folgenden drei Kon-

struktionen: 

I) Naeh Ersetzung von k dureh eine akzessorisehe Erweiterung, 

die z.B. durch eine Quadratwurzel ra, a € to [a1 , •.• ,as] c k 

erzeugt werden kann, gibt Klein eine explizite Ikosaeder­

resolvente z € m(uS) (a1 , ••• ,as,{dl,;a-) an. (Daraus 

erhalt man einen konstruktiven Beweis des Normalformsatzes, 

aueh im allgemeinen Fall.) 
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II} Da die IkosaederUberlagerung q invariant bezliglich der 

Ikosaedertransformationen ist, muB das Element 

u = q(z) = H(z,1)3/1728f(z,1)5 invariant unter Gal(K,k) 

sein, also in k liegen. Klein bestimmt u als explizites 

Element von k = W(~S) (a1 , ••• ,a5'~'~) 

III) In Umkehrung zu I konstruiert Klein funf rationale Funk-

tionen Xi E k(Z) , i = 1, ••• ,5 • so daB 

fur alle i. 

x. = X.{z) 
J. J. 

Wir k5nnen nun den von Klein vorgeschlagenen Weg fur die 

Losung einer Gleichung funften Grades 

P(x) 

mit komplexen Koeffizienten 01 , ••• ,aS skizzieren. Zur Ver­

meidung von Fallunterscheidungen, die erst an expliziten Formeln 

festzumachen sind, nehmen wir die Koeffizienten 0i als genugend 

allgemein an. Dann erweisen sich die im folgenden beschriebenen 

Substitutionen als durchfuhrbar. Klein selbst diskutiert auch 

nur diesen allgemeinen Fall bis zu Ende , obwohl seine geometrische 

Theorie die Existenz expliziter Formeln in allen Fallen garantiert. 

Zunachst ordnet Klein der Gleichung p(x) = 0 eine Ikosaeder­

gleichung q(z) = e zu, wobei sich a E F1 durch die Substi­

tution ai r--> 01 aus dem Element u der Konstruktion II 

ergibt. Mittels analytischer Methoden, z.B. mittels hyper­

geometrischer Reihen, laSt sich nun eine L5sung z der Ikosaeder-
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gleichung q(z) = e angeben. SchlieBlich erhalt man die 

Wurzeln x 1' ••• ,xs von P{x) aus den rationalen Funktionen Xi 

der Konstruktion III durch die Substitution X ~> z I 

a i r--> a i . 

Die 2eometrische Theorie der HauEt~leichungen 

Die im vorigen Abschnitt aufgeflihrten Konstruktionen werden 

von Klein auf dem Hintergrund einer geometrischen Interpretation 

durchgeflihrt. Wir wollen hier einige der Ideen skizzieren, die 

einem der beiden im Ikosaederbuch eingeschlagenen Wege zugrunde­

liegen. Dabei ist vorausgesetzt, daB die Gleichung flinften 

Grades bereits die Gestalt einer "Hauptgleichung" 

p(y) = yS + ay2 + by + c = 0 

hat, oder, mit anderen aquivalenten Worten, daB Bowohl die 

Summe der Wurzeln als auch die Summe dar Quadrate der Wurzeln 

verschwindet: 

(H) o und 
5 2 
Z Yi = 0 

i=1 

Eine beliehige Gleichung funften Grades 

R.(x) 
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laBt sieh dureh sogenannte Tsehirnhaustransformationen auf 

eine Hauptgleiehung reduzieren. Naeh der einfaehen Substitution 

erhalt man eine Gleiehung mit der Bedingung X, :: X + a 1/5 
5 
1: x' = 0 . 

i=1 i Wir konnen also ohne weiteres a 1 = 0 annehmen. 

Statt 

wobei 

daB 

R{x) betraehten wir nun das Polynom 

Yi 
S 
t 

i=1 

5 
T(y) = TT (Y - Y1) 

i=1 
I 

2 1 5 2 
= AX i + (xi - '5 ( t xi)) 

i=1 
2 

Yi = 0 Es gilt dann auah 

und A 

5 
E Yi 

i=1 

E a:: so gewahlt ist, 

= 0 I d.h. 

T(y) = 0 ist eine Hauptgleiahung. Bei der Bestimmung von A 

wird man auf eine quadratisehe Gleiehung gefuhrt, die im allge-

meinen erst in einer akzessorisehen quadratisehen Erweiterung 

von m(~S) (a2,a3,a4 ,aS) losbar ist. Zur Konstruktion von T(y) 

aus R(x) ist die Kenntnis der Wurzeln xi von R(x) nicht 

erforderlich. Andererseits bereehnen sieh die Wurzeln xi als 
, 

rationale Funktionen der Wurzeln Yi von T{y) {uber der qua-

dratischen Erweiterung des Grundkorpers)(vgl. z.B. (13] I,6). 

Grundlegend fur Klein's geometrisehes Vorgehen ist die 

Interpretation der funf Wurzeln x 1 ' ••• ,xs einer Gleiehung 

funften Grades als homogene Koordinaten eines Punktes im vier­

dimensionalen komplex-projektiven Raum F4 =F{a::S) (die triviale 

Gleiehung xS = 0 durfen wir getrost verges sen) • Auf diesem Raum 

operiert die symmetrische Gruppe S~ dUrch Vertausehung der 

Koordinaten. Diese Aktion ist tiber W definiert. Einer einzelnen 

Gleiehung entsprechen im allgemeinen 120 Punkte, die aus allen 

moglichen Anordnungen der fUnf Wurzeln xl' ••• ,xs hervorgehen. 
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Die Wurzelquintupel (Y1: ••. :yS) einer Hauptgleiohung 

P(y) = 0 unterliegen den obigen Bedingungen (H) und 

liegen dementspreohend auf einer niohtsingularen, zwei­

dimensionalen, fiber m definierten Quadrik Q cp4 

€ p41 
5 5 2 Q = { (y 1 ; ... :yS) g y. = E Y1 = O} 

i=l ~ i=l 
n 

JP3 € JP4, 
5 

= { (y 1 : ... :Ys) E Yi = O} 
i=l 

n 

p4 

• (Fig. 11.) 

Die zwei Regelsoharen auf einer solchen Quadrik liefern 

bekanntlioh einen Isomorphismus 

, 

der in unserem Fall tiber m<uS} definiert ist. Die Gruppe 

S5 uberfuhrt Q in sioh. Cabel vertauschen die ungeraden 
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Permutationen die Regeln beider Scharen, w~rend die Gruppe 

jede der Scharen in sich uberfUhrt. Somit gibt es Aktionen 

von 1 1 1 1 
AS auf JP (1) und JP (2) , so daB das Produkt lP (1) x lP (2) 

mit der Diagonalaktion AS-isomorph zu Q wird. Bis auf die 

Einfuhrung geeigneter Koordinaten auf den projektiven Geraden 
1 1 

P (i) identif izieren sieh die Bilder von AS in Aut ( JP (i) ) 

mit der "Standard"-Ikosaedergruppe. Beide Aktionen sind je-

doch nicht linear ~quivalent. Sie gehen durch einen nicht-

trivialen ~uBeren Automorphismus von AS auseinander hervQr. 

(Solche Automorphismen werden dureh Konjugation mit Elementen 

aus 8 S "'-

Q =< { (Y 1 ' 

und 

AS induziert! ) Sei nun 

€ o:S 
S 

,YS) "'- {O 1I E Yi 
i=1 

1 
l;i : Q ---> Q ---> JP (i) 

S 2 = E Yi = O} 
i=1 

i = 1,2 , 

die As-aguivariante und uber W(~5) definierte Komposition 

dar naturlichen Abbildung Q ---> Q und der i-ten Projektion 
1 Q --->JP(i) • Dann liefert l;i eine Ikosaederresolvente fur 

die allgemeine Hauptgleiehung. Zusammengesetzt mit den anfanglieh 

basehriebenen Tsehirnhaustransformationen erhalten wir eine Iko-

saederresolvente z wie unter I) beschrieben. In den expliziten 

Formeln unterseheiden sieh l;1 und l;2 nur dureh das Vor­

zeichen vor der Wurzel aus der Diskriminante. 

Auf die notigen Rechnungen zur Bestimmung des Elementes 

u in der Konstruktion II gehen wir nicht ein. Sie ist bei Klein 

verwohen mit den Reehnungen zur Konstruktion III, d.h. zur Re-
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konstruktion der Wurzeln der Gleichung funften Grades aus der 

Ikosaederresolvente. Diese wollen wir hier (wie Klein) nur fur 

den Fall der Hauptgleichungen erlautern. 

Zur Darstellung'der funf Wurzeln einer allgemeinen Gleichung 

mittels der zugehorigen Ikosaederresolvente benotigen wir funf 

rationale Funktionen auf F1 , oder zunachst funf binare Formen, 

die gerade permutiert werden, wenn auf ihr Argument eine Trans-

formation der (binaren) Ikosaedergruppe ausgeubt wird. Dies 

fuhrt uns zuruck zur Geometrie des Ikosaeders, wie wir sie im 

ersten Abschnitt beschrieben haben. Jedem der funf einbeschriebenen 

Oktaeder 01' ••• '05 entspricht eine im wesentlichen eindeu-

tige binare Form 6. Grades t , v = 1, ••• ,5 , die genau in v ' 

den sechs Eckpunkten des Oktaeders verschwindet. Bei geeigneter 

Normierung werden diese funf Formen von der (binaren) Ikosaeder­

gruppe in gerader Weise permutiert. Khnliches gilt von den 

Hesse'schen Formen 8. Grades W v der tv • Ihre Nullstellen 

auf F,1, reprasentieren jeweils die acht ECkpunkte eines zu 

einem Oktaeder dualen Wurfels. Klein betrachtet nun die bi-

homogene, ,uber m(~5) definierte Abbildung 

___ > «:5 

Hierbei sind T und f die Invarianten der binaren Ikosaeder-

gruppe G vom Grade 30 und 12. Diese Abbildung ~nduziert auf­

gruna ihrer Homogenita.t eine (wohldefinierte) Abbildung 
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I 

deren Bild mit der Quadrik Q ubereinstimmt. Letzteres 

beruht im wesentlichen auf den Identitaten 

5 
..t y\) = 0 

\)=1 
und 

5 2 
!: y\) = 0 

\)==1 
, 

deren Gultigkeit aus der Nichtexistenz von G-invarianten 

binaren Formen der Grade 8 und 14 bzw. der Grade 16, 22 

und 28 folgt. Wie man leicht sieht, genugt zur Berechnung 

der Wurzeln einer (nichttrivialen) Hauptgleichung 

die Konstruktion eines entsprechenden Punktes 

(Y1: ••• :Ys) € Q c'p4 • Sei z die Ikosaederresolvente einer 

solchen Hauptgleichung. Mit invarianten-theoretischen Methoden 

bestimmt nun Klein Koeffizienten A,j..l. (in rationaler Abhangig-

keit von den Koeffizienten a,bic und der Wurzel aus der 

Diskriminante der Gleichung), so daB 

n«A:Jl), (z:1» = (y 1: . . . :Ys) I wobei Y1' ... ,YS die Wurzeln 

der Gleichung sind. Klein's explizite Formeln lassen sioh zwar 

nur im "allgemeinen tl Fall anwenden, aufgrund der geometrischen 

Situation existieren solche Formeln jedooh in allen Fallen. 
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Anhang I: 

Ein moderner Beweis des Normalformsatzes 

Wir wollen hier einen "modernen" Beweis ftir Klein's 

Normalformsatz geben. Es handelt sich dabei urn die Ausftihrung 

eines leicht allgemeineren Argumentes von Serre (28] • Ftir 

die verwendeten Begr'iffe und Sachverhalte aus der Galoiskoho­

mologie vergleiche man [ 26 ], [ 27 ]. Ansonsten beziehen wir 

uns auf die Formulierung des Satzes, wie er im Text gegeben wurde. 

Wir bemerken zunachst, daB die Abbildung q tiber dem 

Grundkorper k definiert ist. Daher ist die Existenz eines 

erzeugenden Elementes z von K tiber k , das die Ikosaeder-

gleichung q(z) ::: u fur ein u E k erfullt, aquivalent zur 

Existenz eines Elementes z E KelP 1 (K) , fur das die Galois-

konjugierten o(z),o E Gal(K,k) 1 sowohl paarwt?ise verschieden 

sind als auch durch gebrochen lineare Transformationen der 

Ikosaedergruppe G c PGL2 (k) auseinander hervorgehen. In dieser 

Situation gibt es dann einen Isomorphismus p : Gal(K,k) -=:-> G , 

so daB a -1 (z) :: p (a) (z) oder 

cr (p (a) (z) :: z 

ftir aIle aEGal(K,k) • Diese letzte Bedingung besagt jedoch, 

daB zein Fixpunkt von Gal(K,k) unter der mit dem Homomor­

phismus p abgeanderten Galoisaktion 

I 
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auf p1(Kl ist. Mit anderen worten ist zein k-rationaler 

punkt derjenigen k-Form p P 1 von p 1 , die aus der tiber k 

definierten projektiven Gerade p1 entsteht durch "Twisten" mit 

dem Kozykel 

p E Hom (Gal (K,k) ,G) c Hom (Gal (K,k) ,PGL2 (k}) c Z 1 (Gal (K ,k) I (Aut p 1) (K) • 

Also suchen wir einen k-rationalen Punkt von p1, der nicht zu 
p 

den endlich vielen Ausnahmepunkten von p1(K) mit nichttrivialer 

G-Isotropie gehort. Enth~nt jedoch -lP 1 (k) uberhaupt einen 
p 

punkt, so ist lP 1 isomorph zu lP 1 , und dann enthalt P 
1 (k) p p 

unendlich viele Punkte. Gilt also p1 = p1 I so existiert ein 
p 

Element z mit den verlangten Eigenschaften. Andernfalls wird 

p1 isomorph zu p1 nach einem Basiswechsel k <=---> k' , 
p 

wobei k' eine geeignete (akzessorische) quadratische Erwei-

terung von kist. 

Die obige Argumentation macht ersichtlich, daB man die von 

uns geforderten Voraussetzungen an den K5rper k erheblich ab­

schwa chen kann. Zur Herleitung des Normalformsatzes bedarf es 

nur einer Einbettung der Ikosaedergruppe in die Gruppe PGL2 (k)·. 

Auch in positiver Charakteristik (2,3,5, eingeschlossen) lei8t sich 

die Abbildung q als Quotient lP 1 -> lP 1 /G definieren. Die 

explizite Gestalt von. q mag dabei von der in Charakteristik 

Null abweichen. Mit einer leicht abstrakteren Argumentation kann 

man auch die Situation behandelrt, da8 G nur in die Gruppe der 

k-rationalen Punkte einer k-Form von PGL2 eingebettet ist 



- A3 -

(z.B. falls k = m(i1r» • Die Abbildung q realisiert 

dann den Quotienten C ---> C/G ~ ~1 der zugehorigen k-Form 

C von ~ 1 (vgl. [ 28 ]} • 

Noch wichtiger an der obigen Argumentation ist jedoch, 

daB sie eine unmittelbare Verallgemeinerung des Normalformsatzes 

auf den Fall beliebiger Galoisgruppen und ihrer linearen oder 

projektiven Darstellungen ermoglicht. Dies wurde zuerst von 

R. Brauer in einer Arbeit [ 3 ] aus dem Jahre 1934 erkannt. 

Terminologisch bewegte sich Brauer dabei noch in der Theorie 

der zentraleinfachen Algebren, die erst spater in die Theorie 

des Galoisabstiegs integriert wurde. Brauer hat eine kurze 

Darstellung seiner Ergebnisse in [ 4 ] gegeben. In elementarer 

Form findet man sie auch in Krull's Buchlein [ 23], Abschnitt IV, 

entwickelt. 

Anhang II: 

Bine geometrische Theorie der Diagonalgleichungen 

Neban dar Thaorie dar Hauptgleichungan wird im Ikosaedar­

buch eine zweite Methode zur Losung der Gleichungen fUnften 

Grades beschrieben, die sich mehr an den historisch vorher­

gehenden Arbeiten von Brioschi, Clebsch, Hermite und Kronecker 

Uber Gleichungen funften Grades orientiert und starkere 
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Beziehungen "zur Theorie der elliptischen Modulfunktionen 

(Transformationsgleichungen fiinfter Ordnung, Jacobi's Para-

metrisierung der Wurzeln von Multiplikatorgleichungen) aufweist. 

Wir werden hier von dieser zweiten Methode nur einige algebraisch-

geometrische Elemente herausgreifen und sie in einer zur 

Theorie der Hauptgleichungen parallelen Weise zusammenfiigen. 

Obwohl Klein die Moglichkeit einer solchen Prasentation bekannt 

war, ist er im lkosaederbuch vor allem aus historischen Griinden 

einen etwas anderen Weg gegangen. lnsofern ist die folgende 

Darstellung als nicht authentisch zu erachten. 

Eine Gleichung fiinften Grades nennt Klein eine 

"Diagonalgleichung" falls sie die folgende Form hat: 

P(y) = y5 + ay3 + by + c = 0 . 

Dies ist aquivalent zur Bedingung, daB die Summe der Wurzeln 
5 
1: y. 

. 1 ~ 
und die Summe der Kuben der Wurzeln ver-

~= 

schwinden. Durch Tschirnhaustransformationen laSt sich jede 

Gleichung fiinften Grades auf eine Diagonalgleichung reduzieren. 

Bei geschickter Vorgehensweise benotigt man dabei keine 

akzessorischen Grundkorpererweiterungen. Dies folgt"aus den 

Arbei ten von Kronecker [22 J, Brioschi [ 6 J und Hermite [1 5 J. 

Sind 

so liegt der Punkt 

kubischen Flache 

die Wurzeln einer Diagonalgleichung, 

;Y4) €p4 auf einer nichtsingularen 
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€ ]p4 j 
5 5 

y~ F = { (y 1 : . . . :yS) t Yi 
::: 1: :; O} 

i=1 i=1 ~ 

n 

]p3= € ]?4\ 
5 

{ (y 1 : ... :y
5

) E Yi = O} 
i=1 

n 
]?4 

(Fig. 12.) 

Diese kubische Flache wurde eingehend von Clebsch [ 8 1 

studiert und IIkubische DiagonalfHiche u genannt, weil sich 

15 der 27 in ihr gelegenen Geraden durch die Diagonalen des Koor-

dinatenpentaeders realisieren lassen. Die symmetrische Gruppe 

S5 operiert in naturlicher Weise auf F durch Vertauschung 

der Koordinaten. Ebenso wie Fist diese Aktion fiber m de-

finiert. Unter der Aktion von S5 und AS bilden die 15 

Diagonalgeraden einen Orbit, die restlichen 12 Geraden sind 

aquiva~ent unter 85 ' zerfallen aber bezuglich der Gruppe A5 

in zwei Bahnen dar Kardinalitat 6. Mehr noch bilden die 12 
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Geraden in dieser Aufspaltung eine Schlafli'sche Doppelsechs, 

so daB sich die 6 Geraden einer Bahn mittels einer (tiber 

m(~) definierten) Abbildung 

'IT : F > ]p2 

von F auf die projektive Ebene ]p2 kontrahieren lassen. (Ftir 

die grundlegenden Eigenschaften kubischer Flachen vergleiche 

man z.B. [14) V,4.) Die Operation von AS auf F induziert 

eine nattirliche Operation auf ]p2 I die sich (bis auf auSeren 

Automorphismus) mit der projektiv linearen Aktion der Ikosaeder­

gruppe G c S03 CIR) c S03 «I!) auf ]p2 identifizieren laSt 

(diese Aktion ist ebenfalls tiber m(~) definierbar). In der 

projektive~ Ebene ]p2 liegt genau ein G-invarianter Kegelschnitt 

e , der der G-invarianten quadratischen Form auf m3 entspricht 

und tiber m(~S) isomorph zur projektiven Geraden ]p1 wird. 

Die Aktion von G auf dieser Geraden identifiziert sich wieder 

mit der Aktion der Standard-Ikosaedergruppe in PGL2 «I!). 

Wir kommen nun zu einer geometrischen Kbnstruktion der 

Ikosaederresolvente fur Diagonalgleichungen. Zunachst konnen wir 

einem Losungsquintupel (Y1' ••• ,YS) einer Diagonalgleichung 

den zugehorigen Punkt (Y1: ••• :yS) auf der Flache F, und dann 

den Punkt x = 'IT(Y1; ••• :yS) in der projektiven Ebene zuordnen. 

Um x in As-aquivarianter Weise einen Punkt auf e =]p1 

zuzuordnen, kann man einen der Schnittpunkte von emit der 

Polaren ex von x auswahlen: 
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(Fig. 13.) 

c 

Die Berechnung, und damit die Unterscheidung der beiden 

Punkte von C n Cx benotigt eine Quadratwurzel, die in Bezug 

auf un sere Ausgangsgleichung im allgemeinen von akzessorischem 

Charakter ist. Geometrisch entspricht die Adjunktion dieser 

Quadratwurzel dem Ubergang von p2 zu der langs C ver-

zweigten, zweifachen Uberlagerung JP1 x p1 ;; C x C·_>lP2 , 

die ]p2 als den Quotienten von C x C nach der naturlichen 

Aktion der symmetrischen Gruppe 52 realisiert. Diese Uber­

lagerung ist As-aquivariant, wenn C x C mit der Diagonal­

aktion versehen wird. 

Auf die explizite Form der so entstehenden Ikosaederre­

solvent~ fur allgemeine Diagonalgleichungen und die resultierende 

Ikosaedergleichung wollen wir hier ebenso wenig eingehen wie 

bei der Theorie der Hauptgleichungen. 

Die Rekonstruktion der wurzeln einer Diagonalgleichung 

aus der Ikosaederresolvente greift naturlich wieder auf die dem 

Ikosaeder einbeschriebenen flinf Oktaeder zuruck. Zunachst kann 

man mit Klein eine einparametrige Familie 
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, 

von As-aquivarianten, Uber m(~S) definierten Abbildungen 

<p : C 
O.:~) 

---> C X C I 

= <P ( ( A: ~) , (z 1 : z z) ) 

konstruieren mit Bild (q» = C xC. Dann polarisiert man die 

5 den Oktaedern zugeordneten binaren Formen t v (z1'zZ) , 

v = 1, ••• ,5 I zu bikubischen Formen 0v(z1,ZZiZ;,zi) , mittels 

derer man eine rationale, As-aquivariante und tiber m(~S) 

definierte Abbildung 

1P : C x C ---:---> l\?4 I 

erhi::ilt, deren "Bild" die kubische Flache Fist. (Die polari-

sierten Formen 15 erweisen sich als invariant beztiglich der v 

nattirlichen SZ-Operation auf C x C und definieren daher 

kubische Kurven in pZ • Diese passieren durch aIle 6 Fundamental-

punkte der Abbildung Z 
'If : F --> P , und das von ihnen er-

zeugte Linearsystem vermittelt gerade die bekannte rationale 

Umkehrung von 'If durch Aufblasen der 6 Fundamentalpunkte.) 

Wir betrachten die Komposition n = 1P 0 <p : 
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---> C x C -----> F C JP4 

./ 
JP2 

Bei einer vorgegebenen, genugend allgemeinen Diagonalgleichung 

P(y} = yS + ay3 + by + c = 0 kann man dann einen Parameter 

(J..:J.I.) 'als rationalen Ausdruck in den Koeffizienten a,bic, 

der Wurzel aus der Diskriminante und einer weiteren, i.a. 

akzessorischen, Quadratwurzel finden, so daB fur die Wurzeln 

Y1' ••• ,ys von P(y) die Gleichung 

n(AHl),(z:1})::: (Y1: ••. :yS) giltl wenn z die zugehorige 

Ikosaederresolvente bezeichnet. 

Einige der Konstruktionen dieses und die Kurve B des 

folgenden Anhangs haben Eingang gefunden in neuere untersuchungen 

zur Theorie der Hilbert'schen und elliptischen Modulflachen. 

Der interessierte Leser sei dazu auf die Artikel [ 7 J, [ 16 ] 

[ 17 J und [ 24 J verwiesen. 
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Anhang 111:-

Bring-Jerrard-Gleichungen und Sternkorper 

Eine Gleichung funften Grades P(y} = 0 heiSt eine 

Bring-Jerrard-Gleichung, wenn sie sowohl Haupt- als auch 

Diagonalgleichung ist, d.h. wenn sie die Gestalt 

P(y) = y5 + by + c :;;: 0 

hat. Von dem Schweden Bring (1786) und unabhangig von dem 

Englander Jerrard (1834) wurde gezeigt, daB sich jede Gleichung 

fUnften Grades durch Tschirnhaustransformationen, die i.a. 

akzessorische Quadrat- und Kubikwurzeln erfordern, auf eine solche 

Gleichung reduzieren laSt. Hermite's erste Losung der Gleichungen 

fUnften Grades (1858) baute auf diesem Resultat auf. 

Geometrisch betrachtet liegt ein projektives Losungs-

quintupel (Y1: ••• :Y5) einer-Bring-Jerrard-Gleichung als 

Punkt auf der Durchschnittskurve B = Q n F der Quadrik Q 

mit der Kubik F: 

5 2 
t Yi:;;: 

i=1 

5 3 
E Yi = O} 

i=1 

Diese Kurve B ,oft Bring'sche Kurve genannt, ist nichtsingular 

und daher vom Geschlecht 4. Sie ist nicht hyperelliptisch, und 

die Einbettung 
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identifiziert sich mit der kanonischen Einbettung. Nach 

Definition von B operiert die syrnmetrische Gruppe 85 
wieder auf B. Die Geometrie von B I sowie die Aktionen 

von 8S· und AS I lassen sieh am einiachsten verstehen, 

wenn wir die Ikosaederresolventen der Hauptgleichungen betrachten. 

Wir erhalten durch diese zwei Abbildungen p 1 ,P2 vom Grad 3 : 

(Bei Benutzung der Ikosaederresolventen fur Diagonalgleichungen 

kamen wir zu im wesentlichen gleichen Abbildungen). Da jede 

Abbildung Pi As-aquivariant vom Grad 3 und B vorn Geschlecht 4 

ist, liefert die Riemann-Hurwitz-Forrnel fur Pi genau 12 

einfache Verzweigungspunkte 

b .. € B 
~,) 

, j :::: 1, ••• ,12 I 

die unter AS €linen Orbit bilden und durch Pi auf die 12 

Ikosaederecken in 1l?1i) abgebildet werden. Da 8S keine 

zyklische Unterqruppe der Ordnunq 10 entha.lt, mussen alle 24 

Punkte b .. 
~,J 

paarweise verschieden und aquivalent unter 

sein. Diese 24 Punkte sind die einzigen Punkte auf B I die be­

zuglich AS eine Isotropiegruppe der ordnung 5 haben. Somit 

bilden sie das volle Urbild unter Pi der 12 Ikosaederecken 
1 auf 1l?(1) • AuSerdem lassen sie sioh als die proj~ktiven Losungs-

quintupeln (Y,= ••• :Y5) der reinen Gleichungen yS + c = 0 
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charakterisieren, d.h. als Schnitt von B mit der durch die 
5 4 

Gleichung E y. = 0 definierten SS-invarianten Quartik. 
. 1 ~ 
~= 

In Verfolgung oben ausgeflihrter Argumente kann man sich 

leicht uberlegen, daB das Paar der tiberlagerungen P, und P2 

aufgrund der As-~quivarianz bis auf Isomorphie {und Umnumerierung} 

eindeutig bestimmt ist. Insbesondere sind P1 und P2 analytisch 

isomorph (dies folgt schon aus der Tatsache, daB die ungeraden 

Permutationen aus S5 die Regelscharen von Q ,und damit 

die Abbildungen P, und P2 1 bis auf die Koordinatenwechsel, 

vertauschen). Andererseits sind P, und P2 nicht isomorph 

als As-aquivariante Abbildungen, da die Aktionen von AS auf 
1 1 F(1) und ~(2) nicht aquivalent sind und nur durch einen 

auBeren Automorphismus (induziert von der Konjugation mit einer 

ungeraden Permutation) in aquivalente liberflihrt werden. 

Eine sehr anschauliehe Vorstellung von der Geometrie und 

von dem gegenseitigen Verhaltnis der Abbildungen P, und P2 

kann man sieh mittels zweier Kepler-Poinsot'seher Sternkorper 

verschaffen, namlich 

dem groBen Dodekaeder und dem kleinen gesternten DOdekaeder 

(Fig. 14) (Fig- 15.) 
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(in der Terminologie von Coxeter [ 9 ] Ch. 6). Durch Pro­

jektion auf die umbesehriebene 2-Sphare I die wir mit der 

Riemann'sehen Zahlenkugel identifizieren, definieren diese 

Sternkorper verzweigte dreiblattrige Uberlagerungen. Dazu 

haben wir uns die Hullen der Sternkorper als sich selbst 

durchdringende Bilder stuckweise linearer Abbildungen 

j1,j2 : M ---> ~3 von einer kompakten, triangulierten Flaehe 

M in den ~3 vorzustellen. Die Flaehe M setzt sieh aus 

12 regularen Funfecken zusammen, an deren Eckpunkten jeweils 

flinf von ihnen aneinanderstoBen, so daB M insgesamt aus 12 

Funfeeken, 30 Ranten und 12 Eekpunkten besteht. Also hat M 

das Geschlecht 4 und ist topologisch isomorph zu B. Eine 

Triangulierung von M denken wir uns durch die Unterteilung 

der Flinfecke in 5 gleiehsehenklige Dreiecke gegeben. 

(Fig. 16.) 

1m FaIle des graBen Oodekaeders haben wir die zugehorige 

Abb i I dung jl : M ---> ~3 als linear auf jedem der 12 Ffinfeeke 

anzusehen. Die Zusammensetzung w1 von j1 mit der Projektion 
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auf die Sphare 

M -----> m3 
, {OJ 

ist dann in den 12 Eckpunkten von M verzweigt mit der Ordnung 

2 und ansonsten unverzweigt. Das Bild dieser Eckpunkte auf 

s2 sind die Ecken eines Ikosaeders. Als Urbilder dieser 

Ikosaederecken unter erhalten wir auBer den 12 Eckpunkten 

von Mauch die 12 unverzweigten Mittelpunkte der Funfecke 

von M 

(Fig. 17.) 

tiber die Abbildung j1 : M ---> m3 wird auf Meine Aktion 

der Ikosaedergruppe G = AS induziertund mittels der Abbildung 

tr1 : M ---> s2 =p1 erhalt M die Struktur einer Riemannschen 

Flache. Wir kennen nun nicht bloB, wie weiter oben erwahnt, 

die Riemannschen Flachen M und B miteinander identifizieren, 

1 
sondern auch die As-aquivarianten Abbildungen P1 ; B ---> F(1) 

und tr1 : M" ___ >p1 • Insbesondere identifizieren sich dabei 
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punk ten von M. 
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b 1 . , j = 1 I ••• I 1 2 , mit den Eck ... 
I) 

Im FaIle des kleinen gesternten Dodekaeders ist die zuge­

horige Abbildung j2 nur noch linear auf den 5 Dreiecken 

eines Funfecks. Das Bild unter j2 eines Funfecks ist nun 

ein ebenes regulares Pentagramm: 

(Fig. 18.) 

» 

Die zusammensetzung ~2 VOl! jz mit der Projektion auf 

s2 ist dann verzweigt mit der Ordnung 2 in den 12 Mittelpunkten 

der Funfecke und ansonsten unverzweigt. Die Bilder dieser 12 

Verzweigungspunkte auf 82 bilden wieder die 12 Eoken eines 

Ikosaeders, und das Urbild unter dieser Ikosaederecken 

enthalt auBer den 12 Mittelpunkten der Funfecke noch die 

12 Eokpunkte von M: 
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(Fig. 19.) 

Legen wir nun die Identifikation der Abbildungen ~1 und 

P1 : B ---> P11) zugrunde, so haben wir offensichtlich ~2 
1 mit P2 : B ---> P(2) zu identifizieren. Die 12 PUnfecks-

mittelpunkte von M gehen dabei in die 12 Verzweigungspunkte 

b2,j I j = 1, ••• ,12 I von P2 auf B tiber. 

Die Nichtaquivalenz der beiden Aktionen der Ikosaedergruppe 
1 1 G auf P(1) und P(2) laBt sich ebenfalls in diesem Biide ver-

anschaulichen. 1st. namlich 9 € G 
." 1 

eine Rotation von JP (1) 

um den Winkel 2~/5 I so entspricht ihr mittels der Abbildungen 

eine Rotation urn den Winkel 4~/5 
1 von 1I? (2) • Dies 

erkennt man unmittelbar durCh Betrachtungeines geeigneten Punf­

ecks auf B 
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(Fig. 20.) 

Fur weitere Einzelheiten vergleiche man auch [ 9 ] 6.6 und 

[ 19] {Erganzende Bern. 1922}. 
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