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FONCTIONS HYPERGEOMETRICUES EN PLUSIEURS ~ARIA8LES ET ESPACES DES

MODULES OE \IARIETES ABELIENNES.

Paula Beazley Cohen et Jurgen Wolfart

Summ~ru: The monodromy groups of the Appe11-Lourtce110 funct10ns F1 in sayeral

yer1 eb1es cen be disc0ntinu0uS ~ but t his d0es not 1n genere 1 ent e t1 t hot t hey be

erlthmetlcelly deflned ([DHUND. Nonetheless, we flssociote to them fomiltes of obelion

yonatles for whieh they pley e role stmilor to thot of modul er groups. Wa obteln In thts

wey neturel modulor embeddtngs of them tnto erithmettc groups, glylng eppltcetlons to

eutomorphte funct1ons, tremscendenca questions find to the clossificetion of tha elgebrele

funct10ns omong the funcltons Fl'

SO Introduction

Les groupes da monodromte des fonctions hypergeometrlQues en plusieurs yoriobles sont

portlcult erement Interassonts pour 1fI theorie des groupes dlscont tnus: Porml eux on

trouye las sauls exemples ocluellement connus da l'extstence de groupes

non-ortthmettques d'eclton dlsconttnue sur des domo1nes complaxes symetrlques bornes

irreduclibles an dimension superleure 0 1 ([OMl1M]ISeD, 0 soyoir sur des boules

complexes B. Comme objecttf prlncipol da cet ouyrflge-cl nous ol1ons montrer Que ces

groupas 6 sont neonmoins tres proches OUX groupes or1thmetiQues. O'une port e'est

ralot Iyement simple de plonger un tel graupe 6 dens un groupe r moduloire, donc

orlthmetiQue, ogissont sur une pulssonce Sm de S. lei, Sm est le reyetement unlyersal

d'une certoine yoriete de Shlmura, espoce des modul es des yorietes obellennes 0

multipl1cot Ion complexe (eH) d'un certoln type generallse. O'outre port, 11 axlste un

plongament beoucoup motns eytdent 0 soyoir une tnject10n onolytlQue de S don~ Sm Qui

commute ou:< octtons de 6 et de r (Theoreme 1,62). Lo constructlon de ce plongement

modulotre s'lnspire d'une interpretotion da S comme espoce da paremetres d'une certolne

sous-fomllle de yonates obeltennas da ce type eH generoltse.
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On peut esperer Que ce plongement modulotre rend ces groupes non-ortthmettQues

occessl b1es oux technl Ques on thmetIQuas de le th80rt e des groupes modu101res. 0n etudl e

por exemple - comme on 1'0 dejo fott dons le cos onologua an dtmenston 1 (fouml por les

groupes Fuchstens trtongulotres [CoWo 1Dan poursutyont un probleme de tronscendonce

pose por S. Leng [L 1] - 10 normol1sotton sur 1e corps das nombres olgebrtQues da le

differenttelle de 1'0ppHcotion untformlsonte dons un ensemble da points ftxes du groupe de

monodromle 6. Ces points ftxes sont reHes ou moyen du plongement modulatre eux potnts

da mu1tlp11cotlon complexe d'un espoce des modules de yorletes abe11ennes. En effet les

constantes de norme1i sott on sont des QuoH ents de certol nes perl odes sur das yort etes

obel1ennes da type CM (Theoremes 2 at 3~66L d'ou resulta leur transcendenca (yolr les

remorQues opres le Coroll01re 4,56). Une yortonta des technlQues Introduttes tel damle

une closstflcotlon complete des groupes da monodromle finis et des groupes eucHdeens

d1scont tnus (TheorSmes 4,67, e-t 5,68).

PresQue portout dans ce troyol1 nous nous bornerons ou cos da la dimension deux pour

8v1 ter des notott ons trap com pli Quees. Pour 10 pI uport des consl derat1ans, 10

generoll sot Ion oux dlmensl ans superlaures ne pose oucun probl ema; on ne connott

d'ol11eurs Qu'un seul exemple d'un graupe de monodromle A non-orlthmetlQue d'octton

dfscontlnue an dimension superleure 0 2 [DMl Les rasultots prtnclpoux da cat ortlcle-cl

ont dejo eta onnonces dons [CoWo21 et on trouyero une version etendue des deux dernlers

porogrophes (667,8) dons [CoWo3].

Au 61, on Introdult les fonctlons hypergeometrlQues en deux yorlobles et la probleme

ossoct e d'uniformlsotlon d'un domoine complexe ouxQuels 1es resultats da cat ort Icle

s'opp11 Quent. On roppelle 1'ldentiflcotion d'un crl tare, dU 0 Deli gne-Mostow [DM1 Mostow

[M], P1cord [P 11 Terodo [Te 1t sur les porometres da ces fonctt ons Qui ossure une

untformlsotlon du domolne .por 10 boule de dimension deux et l'octlon dtscontinua de son

groupe da reyetement. Au 62, on onnonce le resultot prlnclpol de cet ort tele sur le

plongamant du reyetement universal et du groupe de monodromle d'un domotne

hypergeometrlQue en dimension deux dons ceux d'une certotne ....orlete da Shfmuro. Le

plongament ou nl\1aou de raspoce est dU modulaire, cor 11 est compotlbla 0 rocHon de ces

groupes da monodromte. Au 63, on etudle an datol110 construcHon du plongement modulotre

pour le sous-ensemble generlQue du reyetement universal comprls das fmoges, por
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l'opp11cot10n deyelopponte, des potnts du domotne hypergeometriQue regu11ers pour les

eQuot10ns d1fferent1elles hypergeometriQues un1forrn1sontes. Lo demonstrot10n fo1t oppel 6

10 theorie de 10 mult1pl1cot10n complexe. L'extens10n de 1'oppl1cot10n dsvelopponte aux

surfoces corocter1st1Ques du dom01ne est le sujet du 54, et la comportament du plongement

modulo1re dons les 1moges des s1ngulorltes des eQuot10ns different1elles sur ces surfaces

est trotte ou 65. Au 66, on 1dentifte les constontes Qu1 tnterY1ennent dons 10 normol1sat10n

da 10 tongente 0 1'0ppl1cotton da reyetement ou>< tmoges des s1ngulorl tes. En-part1cul1er 11

fout comprendre 1e comportament onolyt1Que de 1'opp11 cot 10n et soyotr svaluer ses

denyees 0 ces po1nts fixes du groupe de monodrom1e (dont on ne cons1dere Que les potnts

f1x9S non-porobol1Ques). On oppl1Que ces resultats 0 10 demonstrat10n da 1'olgebratcUe du

corps de def1nit1on du morph1sme Quot1ent. Une yorlante des methodes da cet ort1cle nous

permet ou 67 d'etendre 10 Hste des fonct10ns hypargeometrtQues olgebnQues da H. A.

Schworz oux fonct10ns an plus1aurs vonables. Au se, on etud1e les groupes de monodromte

ossoc1es oux surfoces hypergeomstrlQues d'Appel1 dons le cos d'un porometre ent1ar.

Las outeurs remerc1ent 1'Instttut des Houtes Etudes Sc1ent1f1Ques, Bures-sur-Yvet te,

1'Inst1tut-Mox-Plonck ·fur·:.Mothemot tk, Bonn, et le MocQuor1e UnfversHy. 9ddney, ce' 1Bur

hospHol1te; une bonne port1e des recherches y ont eu l1eu. Les outeurs sont

port tcul1erement reconno1ssonts des nombreuses tnY1totfons mt ses 6 10 d1spos1t10n d'un

d'entre nous por le groupe d'etudes "Problemes Dtophont1ens" dinge por M. Woldschmtdt 6

l' InstHut Henn Pot ncora. Pons.

81 Fonet1ons hyperg6om6tr1quas an daux yonobles

Les fonct1ons hypergeometr1Ques d'Appell an daux yonebles, etud1ees dons de nombreux

ouvroges (yo1r par e:<empl e [AKJIP 1,2],[Te 1,3],[DM1[MJIYD. sont des soluUons d'un

systeme d'eQuot1ons d1fferent1el1es part1elles d'ordre deux 6 s1ngularites regul1eres

proyenont da l'un1fonn1sot1on rom1f1ee d'un carto1n dom01ne complex9. Dans ce numero, on

roppalle QuelQues ospects da 10 theorie da ces foncHons dont on oura baso1n dons 10 suite.

Sotent O<lJo, .... lJ4<1 c1nQ nombres rotlonnals da plus petit denom1noteur commun N

sot1sfofsonts 0 10 condltfon ~:=olJjIlS2. On Introdutt le systeme F1(b1) d'equotfons

d1fferentfelles portfelles Qua y01ct,



4

x( l-X}(a2U/aX2)+y( l-X}(a2U/axay)

+(c-(o+b+ 1) X)(aU/ax)-(by)(au/ay)-~bU m 0

y( l-y)(a2u/ay2)+x( l-y)(a2U)/(ayax)

+ (c- (0+bI +1)y)(au lay)- (b I.X) (auI ax)-0bI U CI °
(x-y)(a2u/axay)-b'(au/ax)+b(au/ay) a O.

ou 0-1-bJ4,bll:3lh,b'-b1J,c w 2-(b11 +b'4)' Lo trotsleme eQuotIon est une cons9Quence des deux

premleres eQuetlons. (Le systeme F1(61) est agolement bien daflnl pour des yoleurs

complexes des porometres o,b,b',c ovec c;60,-1 ,-2,.. .>. Hors de ses si ngulon tes

(regulleres, yolr por exemple [Te 1],[Y]), Qul se trouyent le long des surfoces

cerocter1stlQues x-y et x,Yll:30, 1,00, une bose de solutlons de ce systeme est decrtte por

des Integroles ltneotrement Independontes leoQ,fcl Q ,Ic2Q da l'axpresslon

Q-Q(x,y)- u-LlO (u-1 )-Ll l (u-x)-"2 (u-y)-lIJ du,

sur des cycles de Pochhommer CO,C 1 et C2 prls eutour da cartolns g,hE{O,l ,x,y,oo},

en avltont les points da rom1flcot Ion. Pour fh<ar les tdees, chofslssons respectlvement

CO,C 1,C2 outour de 1,00; O,x; et O,y. Lo forme differentielle Q est de premiere espece

sur une eourbe projeettve non-singul1ere ~ a:,e(X,y) dont un modele offlne s'ecrlt

wN::::IuNLlO(U_1 )NLll(U_X)N~(U_y)NLIJ.

Une sol ut Ion 1oeol e du systeme F1(bJ) est fournl e sur l'ouvert lxi< 1, Iyl< 1 por

1.'expressl0n closslQue F1(x,y)oF 1(o,b,b',c;x,y) Qul s'ecn t, outour de (x,y)=(O,0) ou

elle prend 10 voleur 1, eomme 10 serie da Toylor

~:.n=O{(o,m+n)(b,m)(b',n)/(e,m+n)mlnl}xmyn

ou (w,n)mr(w+n)/r(w) pour tout nombra complaxa w et tout ant jar n. En forme

d'tntegrole de type Euler, on 0 (yoir por exemple [Yl p70)

F1(O,b,b' ,c;x,y) ::::I B( 1-bJl' 1-614)-1 I;x'Q,

OU B(p,Q)mr(p)r(Q)/r(p+Q) pour P,Q nombras complexes. On peut colculer

expllcltement l'octton du groupa da monadromle da F1(b') por ropport 0 10 bose da

solutlons dejä tntroduUe en contr61ent Jas prolongamenls onolytlQues correspondonts de

ses elements sulvont 10 methode, yoloble pour toutes les dimensions, dons [Te 1] (yolr

oussl [Y,p 150] - 11 fout faire ot tent ton de ve111 er sur 1es dtfferencas da natotlon por

ropport OUX notras, et de comger san chof:< da bose). La prolongement onolyttQua en x

8ul vont les cycl es dons lC-{O, 1,y}, Qul yo deformer 1es chemlns d'l ntegrotIon et ehonger
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les bronches cho1s1es pour def1n1r Q, def1ntt un homomorph1sme du groupe

Jt 1([ - {0, 1,Y}) don s 1e 9ro upe 11 neo1ra de l' espo ce des sol ut ion s. Unout re

homomorphtsme se def1ntt en echongeont x et y. Ces deux 1moges engendrent le groupe de

monodrom1e off1ne .6.0 dons GL(3,a:) d'lmoge projecttf I::J. dons PGL(3,C). On obt1ent

de cette foyon une representot1on du groupe fondomentol de l'esDoce des points regul1ers

(non slngul1ers). On 0 le resultot su1 ....ont dont une ....ers1on folble 0 dej6 ete formulee por

P1cord [P] ( .... o1r ouss1 Terada [Te 1]).

Theoreme' ([DM]IMD So1ent O<b'j< 1,j ea O.... ,4 c1nQ nombras rot1onnals da plus petit

danom1noteur commun N sot1sfo1sont 6 10 condtt1on ~::O b'j =2. 11 ex1ste des elements

non-nuls 81,82 da ßJ.(e2hr/N) tals Que sur 1'ansemble des points regul1ars

e-{(x,y)elP 1XIP 1 I x~y, x.y~O, 1,co}, 1'oppl1cot1on deYelopponte

.:(x,Y)I~(81 fC1
Q (x,y),82 I

c2
Q(x,y),fco(,.)(x.y»

est locolement b1holomorphe, PGL(3,C)-mult1 .... 01ente et non-degeneree. L'1moge est un

sous-ensemble dense de 10 boule B2={(ZI.'~'ZO)eLP21Iz112+lz212<IZoI
2

}. Le groupe de

monodrom1e .6. apere sur B2• et cette oct1on est d1scont1nue si pour taut

t$djE{O,1,2,3.4} on 0

A permutot ton des b'j pres, on obttent de cette foyon 49 groupes d1sconttnus 6 de

P1cord-Terodo-Deltgne-Mostow (P.T.D.H.J. P.orm1 ces 49 groupes, 11 y en 0 15 Qut ne

sont pos arlthmettQuement defi n1s. Nos methodes s'oppl1Quent ouss1 bien 6 des exemples

recemment trouV9s por Souter [So] dont 4 sont non-ort thmet1Ques. L'opplt cot ion

developponte • s'etend 6 l'aspoce plus grond des points stablas es! [DH] qu1 est le

Quotient de l'aspoce su1vont por l'oction diogonole da PSL(2.[) sur LP~:

5(x=(xa,..·,x4)elP 1}-s

ou
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Dons 10 suHe, 10rsQue 1'0n porlero de l'1moge dons B2 d'un pot nt de l'espoce Os' on

entandre loujours san Imoge por l'oppl1cot1on devalopponte. L'espoce CIs porle une

slruelure complexe noturelle, el opres l'odjonel1on d'un nombre f1n1 da potnts

sem1-stoblas eorrespondonts oux po1ntes da 6, mame 10 strueture d'une vonete

olgebr1Que projaet1ve (plus pree1sement, d'un 1P 2 eelote an ou plus Quotre points en

position generole). Loco1ement, on peut normal1ser Qs par l'oet1on de PSL(2,[) da telle

fOf:;on Que tro1s des xj prennent des voteurs re~peet1vas 0, f ,00. S1l'on des1gne les deux

outres por >< et y, on retrouV9 les deftnitlons donnees cu debut. G10bolemenl, on 0 d1><

surfoees earoetensttQues S(1j) donnees per les drottes ><t=><j" 51 (b1t+b1j)<f, nous

des1 gnons por Sst.0 j) 10 port1astobI e SO j)(10sl' tondis Qua Sst.(1 jk) des1 gne 1e point

><ta ><jCl ><k de Ost si (b1j+b1j+b1k)< 1. On troHero de J'e><tans10n de t ou>< surfoeas

coroetarlst1Ques ou 84. L'espoea Ost. ast homeomorphe 0 un revetement ftn1 du Quotient

B2/6. SI, pour tout 1;d j , 10 condHion Que ( f -b1j-b'j)-l soH un ent1 er est sot1sfoile,

olors hors des points f1><es da 6 1'0ppl1col ion developponle f sa prolonge, dons san

domeine de def1nit1on, an 1'1nverse da 10 projeet ion cenon1Que n: 82 ", 82/6 . LorsQue 1es

poromelr'es soli sfont ou>< erlteres m01 ns restrletHs pour une oet ion disconti nue donnas

dons le Theoreme. 1'0ppl1cot1on developpente n'est plus 1'1nverse de 10 project1on

conon1Que. Sous ces condtt1ons de dem1-1ntegroltte ou dons les e><emples de Souter [Sol ><

et y ne sont Que des fonct1ons algebrlQues des composantes de cette project1on Qut sont

elles des foncttons 6-outomorphes sur 10 boule.

Une demonstrot1on du Theoreme ~ porttr d'uns condHton plus restr1ct1vs sur les

perometres et Qu1 ut111se des lrovou>< de H1rzebruch et H~fer sur les revetemenls des

surfoces olgebrlQues est donnes dons [Yl ou 10 mot1vot10n ast prlnc1polement l'etuda da

certo1 ns orb1f 01ds hypergeometM Quas.
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82 Annonce du resultat pr1nc1pal sur le plongement modula1re

Avec les notations du S I, on annonce 1e resultat suivant sur le plongement modulaire.

Theoreme ,. Solt ö un groupe de P.T.D.M.. 11 existe un entier posltlf m, un groupe

arl thmetique r aglssant sur la puissance B~ de la boule a deux dl,mens Ions, et un

plongement, dlt modulalre, qui consiste en une InJectlon analytfque F:B2-+B~ compatlble

aune incluslon de groupes h:ö-+r de sorte que F(T(1»=h(T)F("() pour tout TE6 et

tout 1EB2, L'application F indult un morphlsme lD-ratlonnel de 82/6 a B~/r, ou

ces espaces quotients compactlfh?s sont munis de leurs structures naturelles de varietes

projecUves defln1es sur lD. La variete s;7F est 1a compacU ficatlon d'une variete de

Shimura parametrlsant des classes d'isomorph1sme de varletes abellennes amult1pllcatlon

complexe, de type generallse, par un corps cyclotomique.

oans l'ecr j t ure proj ect jve, 1es composantes de rapp 11cat Ion deve1oppante W composentune

base de solutions du systeme Fl(bJ), d'ou une representation matrlc1el1e du groupe de
21n/N

monodrom le de ce systeme acoefflclents dans K=IIHC,),C=CN=e ,N=P.p.d.c.(bJo ,.", bJ 4)'

Comme on le verra au 83, Je plongement modulalre au niveau des groupes s'ecrft en termes

de certains plongements galolstens appliques aces coefflctents. Le plongement modulair'e au

niveau des espaces est obtenu a part1r de I'lmage de 1a cont Inuat 10n analyt lque de

l'application developpante ~,en prenant non seulement w dans l'ecrlture du Theoreme au

81 mais aussl m-I autres formes d1fferentlel1es de premiere espece sur une certa1ne

sous-variete de 1a var1ete Jacoblenne Jac(:e). Chacune de ces formes est propre pour

l'actlon Indulte par l'automorphtsme (u,w)-+(u,C.- 1
w). La varlete B;/r est la

compactl f1catlon d'une variete de Shimura parametr,isant des classes d'lsomorphlsme de

varietes abel1ennes amultip1ication complexe des types generalfses trouves lmpllcltement

deja dans [CW],[Sie],[ST]. Pour tout entier d;tS, un resultat analogue reste valable pour

les fonct Ions hypergeometri ques en d-3 varlab les avec un groupe de monodrom je 6

ag1ssant sur la boule en dimension d-3. On associe aux fonct1ons hypergeometriques des

famil1es de varietes abeliennes au moyen de 1eur ecriture en tant qu'lntegrales de type

Euler (voir [Te 1]) et on etudie Je plongement modulaire hors des slngularltes de leurs

equat10ns differentielles (ou bien hors des points f1xes de 6).
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&3 e6monstnllt t on du r6aul tat PM nct pal au)C tmage8 des pot nta "'gul ter8

Catte section troite essent1ellement d'une generol1sot1on ou cos de deux vorlobles da 10

tro1s1eme construct10n dons [CoWo 1,83] du plongement modul01re pour 1e cos d'une

yorloble (v01r ouss1 [WoD. Commen9ons por roppeler pour 10 suite quelQues def1nH10ns de

10 theorl e des vorl etes obel1ennes 0mult tpllcot10n complexe. Un type de mult1pl1cot10n

compl exe du corps cyclotom1 Que KI:IQ(~),~I:I~N=e2irtlN,N un ant1ar postt11, est un systeme

da rapresentonts des plongements da K dons 11 modulo 10 conjugotson complexe·sur K.

Pour nEOZ/N71)·, soH an l'automorph1sme de K Qut envote ~ sur ~n. Un type da

mult1 pl1cot10n complexa generol1se est une closse ~ da reprSsentot10ns rot10nnalles de

K, determ1nee par une somme formelle ~~=1(rnla"l+r-np'-ßi) sur des rapresentonts

n1,... ,no,D=..p(N)/2 da (71/N71)·/{:I: 1} ou choque nombra (rnt+r_
Ol

) 8QUtvoUt le mame
. :lt'

ent1er posH11. Une pol orl sot10n d'une vorl ete obel1 enne A est un chot x de forme de

Rt emonn sur A. Ell e determ1ne une 1nvol uti on da 1'01 gebre Endo(A)ZI'End(A)~llltl das

endomorph1smes de A. Une yoriete obel1enne polorisee (A,C) est da type de mult1pl1cot1on

complexe generol1se (K,~) (au sens' da Shtmuro) s'l1 ex1sta un plongement I" de K dans

Endo(A) tel Que 10 represen~ot10n rot10nelle indutte de K sur les l-formes holomorphes

de A soH sQu1 vo1ente 0 ~ et s1 1'1 nvo1ut1on tndu1 te por 10 poIorl so t1on C echonge 1,,(0) et

1,,(0). A taut ensemble de c1nQ nombras rot1onnels {llj)J=o.....4 sot1sfo1sont 0

O<b1j<l,jClO,...,4'~:=olJj=2. on peut assoc1 er une fom111 e da courbes 01 gsbr1 quas et un

type de mu1t1pl1cot1on complexe generol1se (d'opres [S1al[Sh11 ]ICW]) da 10 f090n

su1vonte. S01t N~3 le plus petit denom1noteur commun des llj et

~=:>e(x,y),Xpdy,x,yJCO,1,00, 10 courbe non-s1ngul1ere project1vs, 1ntrodu1te deje ou § 1,

dont un model a offl ne s'ecrit 'WNaUNLJO(u_l )NLJ1(u-x)~(U-y)N"J. On note so Jocobt snne

por Joc(:e). Pour cheque dtv1seur propre f ds N, l'apPl1cot1on (u,w)I-+(U,WNIf):lIII:(U,w')

eny01 e ce model e off1ne sur celul, donne por (W,)f=uNvO(U-l )NLJ1(U_X)N"'2(U_y)N"J, d'une

courbe non-stngul1ere project1ve 0 corps de fonct1ons strictement contenu dons le corps de

fonct1ons de :e et 1nduit un morph1sme "" de Joc(:e) sur so Jocob1enne. On note por

TaT(x,y) le tore donne por 10 composonte connexe 0 l'or1g1ne de 1'1ntersect1on n~N(Kernr)

Qu1 est 1e noyou commun da ces homomorph1smes. Le tore Test une yonate obel1enne

pr1nc1polement polorlsee. L'outomorph1sme )<:(u,w)I-+(U,~-lW) du modele off1ne da re
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,.'

1nduit une oct1on de K sur T Qu1 situe ce corps dons J'olgebre Endom-Endm~1lln et un

outomorph1sme );* de l'espoce des formes differentielles de premiere eapece l-P(T,O'

sur T. Pour nE(lZ/N?Z'*, so1 t \In le sous-espoce des e1 aments de HO(T,O) Qu1 sont

K-propres pour 1'0utomorph1sme ~. et dont 10 yoleur propre yaut ~, donc sur

1eSQuell es K ogl t comme muH1pl1cat1on por 0'nK. La dimension de Vnest egole (yo1r

por exempl e [CWD 0 rnl:ll-1 +L;::o<n~? ou 0'<0>< 1, pour un nombre reel pasit1f

0, des1 gne so port le froct1onna1re. Pour tout nE(2Z/N2Z)·, on 0 rn+r_n=3. L'espoce

HOrr,O) s'1dent1f1e 0 10 somme d1recte des \In et donc 10 d1menst on complexe de Test

egole 0 3iJ(N)/2. ~,~ -' . -",,:.,," .,'. ' ~ -:' Lo yonate obel1enne Test donc 6

muH1pl1cot1on complexe genaral1se por K de type ~-~1lIN1l). rnO'n decMvont 1'0ct1on

1nduite de K sur H°(T,O). Or les yor1etas obel1ennes pnnc1polement polonsaes ä

mu1t1 p11 co t1 0neompIexe genero 11 see por K de typ e <tl co mposentune fam111 e

parometrlsee por l'espoce symetrlQue B~ de dimension 2m=LnE(Z!NZ)./{±t} rn.r_n. On

yenf1a bien Que rentier m n'est Men d'outre Que le nombra da sous-espoces propres de

H°(T,O) de d1mens1on·1. Sott M l'ensemble des reprasentonts nj des clossas dons

(I/Ni)· OV8C ~.a 1,J-1 ,....m. Pour nEOZ/N2Z)·, on Introdult l'express1on.
J

Q(n)o(u[%](U-1 )[~1](U-X)[~](u-y)[OVJ] du)/wn

l;IIu-~O>(u-1 )-~1>(u-x)-~>(u-y)-<nPJ>du.

Pour j-1 ,...,m, 10 forme d1fferentlel1e Q(nj) est de premiere BSpeCe. propre pour rocHon

de 'X. 6 yol eur propre ~j et angendre donc 1'aspoca Vor On peut supposer Que n1= 1, at

donc Qua <.>(0,)~<.>adu/w. Solant Co,C 1,C2 tro1 seI 13ments, 1ndepandonts sur 2Z[~], du

groupe des cycles H1(T,1l). Ades PGL(3,K)-tronsformotlons pres, pour choQue

j- 1,... ,m 1es tral s pert odes JcoQ(Oj),Jc1Q(nj ) , JC2Q(nj) serlent da coordonnees pro ject1VBS

dons 10 boule 62 , Comme on 1'0 daj6 remorQue, on peut repr9senter las cycles gene~teurs

C1,1=0.1,2. por des cycles da Pochhommer 1ndapandonts [Kl] sur ~ outour de trots

pelres da points da romtflcotton u-O.l,x,y,oo du revstement noturel :e~lP l' donna

sur le modele offtne per (u.w)l~u. On 0 eholsi pour s1mp11f1er des eycles outour de

1,oo;O,x;O,y. Comme dems 1a ces elosslQue des fonctlons hypergeometrlQues de Gouss [Kll

on peut rempl eeer ces tro1 s periodes par les tntegrol es J~Q(Oj),J~ Q(nj),J~ Q(Oj) 0 des

constontes cy~lotomlQueS pres. 11 existe donc elements e~n.e~2),j_l ,... ,m. de K tels Qu'a

1'1mege d'un point .(x,y), (x,y) non-slngul1er, on 0 une oppl1cot ion entre especes
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symetrlQues.

F:82-+8~

(9(1)1 (,.) 8(2)1 Q 1 (,.»1 ..... (8(1)1 (,.)(nj) 8~2)1 Q(nj ) 1 Q(nj»
1 C,·' 1 C1.'. • Co j Cot·· 'J CJl, , Co j=1;...jn.

Pour choQue j- L... ,m, 1'0ppl1cotion PGl(3,lI:)-multivolente 'P'j de l'espoce C des

points reguliers dans 82 , def1 nie an termes des trois perlodes 1cp (nj ),1 -0,1,2 est

1ocol ement b1-holomorphe. On peut ecrlre l'appltcotion F dons les points reguli ers

comm e f (x,y )I..... ('IV (IV - 1('lV ( x ,y)))j =" ... ,m . Don s 1es co s co nsi dere s dan s [0 M] 0CI

(1-b'I-b'j)-1 EllU( oo} pour tout 1~ j, t1 esl clo1r Que F esl bien deflnt pulsQue ~ -1 est la

project ion cononlQue 82 -+8 216 (au d'obo~d so restrlction OUX Imoges des points

regul1ers. pour l'extenslon yoir 54 et 55). L'oppl1cotlon Fest bien def1n1e oussl pour les

groupes cons1deres dons [M] el [Sol mols ce foU est mo1ns evident. L~ un sous-ensemble

dense C', Qut consiste en l'ensemble 0 prive de QuelQues sous-ensembles onolyllQues de

codt mension ou moins 1, est un reystemenl flnl d'un sous-ensemble dense de 82/6. Si

ron desi 9ne 10 pro ject ion canoni Que 0·.....B21ö por K, 01 ars K.f-1 est uni Quement

delenn1ne el por conseQuent tj'lf'-lc.'j.K-
1.1C.t- 1

rest oussi. Lo holamorphie da F hors

des sur10ces corocterlst1Ques resulte de 10 btholomorphle locole de 'lt. Son tnjectivlte est

evtdente. La groupe moduloire r du Theoreme 1 oglssont sur B~ est celul ossoc1e ~ 10

f 0m111 e de v0r1 ete s 0be11 ennes 0yec typ e demuIttp11 co t ton comp1ex a 9en€I ro11se

~ZlNZ).rna'n' Deux points de 8~ correspondent 0 des yoneles obeliennes tsomorphes si

et seulement s'11s se lrouyent dans le meme orbite de r. L'oclton da 6 sur 82 se fa1t,

en lermes des coordonnees 1Ci(,.).t=O.1.2. par prolongemenl onolyt 1Que des

represent0ti ons in t egro1es Qul changant I es branches choi sIes pour (,.) et remp1ocenl 1es

CO,C

"

C2 por d'oulres cycles generateurs du 2Z[~J-module H, (T.ll) (pour une

deseri pt ion dons 1e cos cl assl Qua en dimensi on 1 ..,,01 r [Kl] el pour un trai temenl pi us

recent yoir [Te lIDe 3] ou [V]). Autrament d1t, le graupe 6 agil sur 82 Y10 san oction

sur H, (T,2Z) Qu1 Indult une oction slmultanee sur choQua

( (1)1 (nj ) (2)1 (n.) 1 (nj» m .l..
9j C1(,.) .8j C2 (,.) J, Co (,.) EB2,nj EN, et donc sur 82 " Au moyen das diff l::'rentes

valeurs propres de l'oct10n de 'X. sur les (,.)(nj)EV"j,njEM. on yerif1e bien Que le groupe ~

apere (opres tronsport de structure) sur las differentes composantes da B~ por des

motrices dans PGL(3.K). conjuguees por 0'n.•j=l ,....m. Le plongement h ast donna por
J
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l'appl icatlon aux coefflc1ent5 de ces matrices des plongements successifs O"n1 •... J O"rtm. Le

graupe rest arithmet1quement deflnl (voir par exemple {Shi2],{Sie]): c'est-a-dire dans

ce contexte. commensurable aun sous-graupe de congruence du graupe des matriees

laissant invariant le produit scala ire defln1ssant la polarisation (un tel graupe peut ~tre

plonge dans un sous graupe de congruence d'un graupe sympleetlque a eoefflctents entiers

rationnels J volr par exemple {Shi2 j SS4 j 5]). PUlsque ö et r sont des groupes de

co-volume fini dans B2 et B~ respectivement J on a m= 1 si et seulement 51 ö est

d'indice fini dans r, done ar1thmetiquement defini lui-m 'eme.. Dans ce cas on a

F=id
B2

·h=id6 ,
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ExemoJes'

1) La cos (b1j)j=0.....40 (1/3,1/3,1/3,1/3,2/3), troHe en deto1J dejo por P1cord et

profondement por HolzopfeJ [Ho] comspond 0 Ja foncHon d'AppalJ F,( 1/3,1/3, 1/3,1 ; x,y)

dont la groupe da monodrom1e 6 est onthmet1 Quament def1n1 cor Nm 3, r , 01, r_1=2.

2) La cos (b1j )j"= 0......4 =(3/10, 3/10, 3/10, 11/30, 22/30) (c'ast Ja numero 11 da Jo

lt sta da Mostow [M], P 102) correspond 0 10 foncHon F,(4115, 3/10, 11/30, 29/30 ; x,y)

at sot1sfoH OUX cond1t1ons da daoot-1ntagrol1te. Son type da mu1t1pltcot1on compJexe par

K~a:l(~Jo) est datarmina por 19S mu1t1pltc1tes r , =1,r_1=-2,r11;:l10,r_1 a3,r,1·O,r_ll= 3,

r'J=3,r_1J:::rO donc ~ est orlthmat1Qua dons C9" COS ouss1 (controtremant ä 1'1nformotion

donnae dons [Ml da mema pour 1a cos (b1j)j=O.....4 m (7/18,7/18,7/18, 5/18, 10/18) dons

[Mt p 104).

3) La cos (b1j)j =0.....4 11;1(3/12, 7/12, 3/12, 5/12, 6/12) correspond 0 10 foncH on (c'est

1e numaro 18 d9 10 11 ste dons [0M]) F1( 1/2, 1/4, 5/ 12, I 1/ 12 ; x,y) et donneun groups

de monodromie ~ non-orlthmet1aue et un plongamant modulotre non-tr1 Yi61 ovec

N= 12, r , =d, r _1 ..2, rs-1, r_s-2. Las differentielles (,.)("j), nj E M, Quf 1nterytennent

dons 10 def1n1t1on de J'opp1tcot1on F sont

Q(1)= (,.) _ u- J/12 (u-l)- 7/12 (u-x)- 3/12 (u-y)- S/12 du,

et (,,)(S)m (,,) es u- J/12 (u-1)- 11112(U_X)- J/12 (u-y)- 1/12 du.

4) La cos (b1j)j =0.....4=(7/18, 7/18, 7/18, 7/1 B, 8/18) [Mlp 104) corraspond 0 10

fonct ion F1(5/9, 7/15, 7/15, 7/6 ; x,y) , at sot1sfo1t oux cond1t1ons da dam1-1ntegro1tta.

La corps de mult1pltcotion complexa Quf fnterYtent est K..al(~'8) et le type da

mu1t1pl1cot1on complexa donne les mu1t1pltc1tes r , = 1,r_1-2,r1m 2,r_i C 1,rsCl3,r_s=0. La

graupe ~ est donc non-ertthmetfQue cer 00=2, et les differentielles QU11nterviennant

dons 10 definft10n da J'oppl1cot1on F sont

(,,)(1)a (,,) a U-1/18(U_O-1/18(U_X)-1/18(U_y)-7/18dU,

et (,,)(-1)11;1 [u(u-l )(u-xHu-y)r S/18du.

On trouye dons [Te 3] une 11 ste d'exemples d'outres groupes orHhmet 1Quas et les

generote~rsdes aspoces V" correspondonts pour choQue d1mens1on.
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84 L'eappltceat ion deyeloppeante eau yo1s1neage des surfeaces ceareact6r1 st1Ques

L'~ppl1c~tton deYelopponte f se prolonge de f~90n n~turelle dons cert~tnes des surf~ces

cor~ct ~rt st tQuas. Une homogr~pht e TePSL(2,a:) Qu1 tr~nsforme 0, 1,x.Y, 00 en ct nQ

nombres complexes XO,Xl,X2,XJ,X4 permet p~r exemple de rempl~car 1;0(,.) por 1:4(,.)'.
. 1

OU Q'Clrrt:o(U-Xj)-lIjdU 0 mult1pltcotton p~r des putssoncas r~t10nallas das (xlt-xj).

j,kClO,...,4,jFik. pres s~ns ehonger l'eerl ture pro ject1ya da 1'~pp1tcot 1on de... alopponte.

Cee1 suggera da eommeneer plutot p~r eonstderer les 1ntegrales ejQ' comme des fonel10ns
t

das p01 nts (XO.....X4)EIP~ oyec un tri pla (xi,xlt,xJ compose d'el emenls dt st1nets modulo

l'ocl1on d10gonole da PSL(2,a:). Ce sont donc des solutlons d'un systeme d'eQuot10ns

dtfferent1elles portlelles l1ne~1res. s1ngul1eres d~ns les dlx su~~ceB corBcler1stlQues

S(1j) donnees par Xisxj . Des1gnons par SO(1j) cetla part1e de S(1j) hors des oulres

surfeaces coroctensl1Ques. Dons un y01s1 n~ge suff1soment pet tt d'un polnl Bur 5°(11). on

peut ch01s1r pour las trols elements d'une bose de solut10ns da F1(~) outour da Xi =Xj ,

deux fonctlons holomorphes et soll, si (~j+~j) n'est pos un ant1er, une fonclton

holomorphe non lrlYI ale muH1pllee par un fo.cteur (xt-Xj) l-
Vr llj sott, si (~i+l}j) est un

entl er non negottf, une fonctton 0 Btngul~r1te 10gortthmtQue 8n (xl-xj). ~or cant1nuite f

s'etend focl1 ament 0 5°(1 j). 51 (~I+l}j» 1, en anl ayonl 1es pol es dons 1'ecrHure

pro jecl1ve. 1'1m~ge de 5°(1 j) par f de ...1ent un p01nt da 1a boul e. D'~utre port, on peut

ojoutar 0 nolra esp~ce des Interseetlons S(tjk)=S(lj)nS(jk) ou XiCJXjcaXk' #(t,j,k}=3, et

(b1i+l}j+b1lt)<1. L'espo.ce natural de def1nlt Ion pour 'V est donc 1'espoce des points st~bJes

asi. dej 0 1nl ro dutt 0. u S1. D~ns eh0 Que po1nt stob Ie 0 n pa ut renorm 0 11 ser, p~rune

homogroph1e convenoble, trolB de ses coordonnees dlstlnctes en 0,1,00, meme s'U s'og1t

d'une slngulor1le. SI por exemple (l}f+~j)<l, on peul prendre 1=0,jCJ 2. 10 dr01le

SO j)-5(02) elanl donnas par XaO. 51 1'on designs p~r Ss,(1 j) 1~ portI e st~bl e de SO j).

olers 'tt(SsI,(02» esl 10 6-orbtte d'une cople du dtSQUe un1te plongee d~ns 10 boule. Vus

comme fonctton d'une yortoble, ch~Que branche de 'ttISsI,(02) s'axprlme en termes de

l'opp1tc~llon tri~ngula1re composee, d~ns son ecrllure projacllve, de deux fonclions
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hypergeometrf Ques de Gouss oux porometres l'O+~2'l'1,l'3,l'4' dont I e graupe da

monodrom1 e est cel u1 de 1'e quot1on dU f erenU e11 e ossoc1 ea a 10 fon ct1on

F1(O,b,b' ,c;O,y)-F(o,b' ,c;y). Ce graupe 0 pour dom01 ne fondomentol deux cop1 es d'un

tnongle dont las onglas sont:

(l-c)n=( 1-lJo-l'2-lJJ)n,

(b'-o)n-( 1-l'o-1J2-1J1)Jt,

(o+b'-c)Jt-( 1-l'o-1J2-l'4)n.

Soft {1,j,k,l,p}za{O,l ,2,3,4}. Alors, por 10 condft1on ~t::o l'j D 2, on 0 (l'j+l:'j)= 1 si et

seulement st (l'k+l'I+l'p)-l, et on peut prolonger • por cont1nuHe de teile f090n Que

SO(tj) et S(klp) sotent oPPltQues sur la mame 'o'-orbtte d'un potnt ou bord de 10 boule.

En rojoutont 0 1'espoce Csl un potnt semt-stoble non stobla pour une teile portftton, on

obttant un espoce aal Qui porte une structura notural1e da yonete olgebnQue compocte

(yo1r [DM] et [N]) et est isomorphe, dons 10 topologte tndutte por un plongement

project1f, 0 10 compoc t1ftcott on~ de Sotoka da r espoca QUa t1ant B2/6. Eyt damman!,

t1 y 0 das chot x de porometres tal s Qua cat ta condtt10n ne sott sot tsfotte pour oucune

portttion. Dons ca cos, les aspaces as et Cs cotnctdent at Ö est cocompoct dons B2.

(Si por exemple (l',+l:'j)< 1 pour taute poire tp6j,O~1,j~4, t1 existe un 1somorphtsme

antre Cd. at raspoce 1P2 eclote dons Quotre points an positton generale, yo1r por exemple

[Y,p 141],) Dons les points non semt-stoblas ou (l:'i+lJj» 1 at (l'k+l'I+l'p)< 1, l'orbtte sous

1'octton da 6 de l'tmoga du potnt semt-stobla S(klp) por un prolongement conttnu de ~

cotnctda OY9C l'orbtte de 1'1moga da SO(tj). St por contra, (l'j+l:'j)< 1, (l:lk+l:'I+l'p» 1, das

ltmttes da • dons S(kl p) deft nt ssent un ecl atement da ce potnt dont l'tmoge est

f(Sst(t j».

85 Comportement du plongement modul ot re dons 1es si ngul or1 t6s

Dons ca numero on etudte 10 Quest ton da l'axtenston da F oux tmogas sous 1'opp1l cot ion

deyelopponta des potnts stobles des surfoces corocter1sttQues. Les composontes (offtnes) da

F sont holamorphes at bOnlees hors d'un sous-ansemble da B2 da codtmenston 6U motns
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1. Donc F s'etend sur B2 comme appl1 cot ion holomorphe d'opres un theoreme de

Rtemonn, et on ',10 oppeler F cette extenston ousst. 11 est Quond mame tras fructueux de

determ1ner expl1cUement l'extens1on de 10 fom111e T(x,y) de yanates obel1ennes

1ntrodu1te dejo ou 83 oux surfoces corocterfst1Ques. Cette extens10n n'est pos taut 0 fott

8Y1dente, Sur 5°(02) por exemp1e, donc pour x-O, 10 caurbe :e(x,y) degenare en un

modale nons1ngul1er projectH :e(y) de 10 courbe WH = uN("O+~)(u-l )N\ll(U_y)NLtJ.

5upposons Que ~O + 612 t. 1l et donc Que 5°(02) porte des s1ngulontes olgebrfQues da f.

On peut su1yre le mame procede Que celu1 du 83 pour ossoct er 0 :>e(y) une YOnete

obe11enne T(y) 0 type de multtp11cot1on complexe generol1se por Kalll(~) da 10 forme,
(1) ~ (1)

~ ::::I ""'ne(ZlN21).rn an'

(1)
rn a:-1 +<n(~0+b'2»+<nb'l>+<nb'3>+<nb'.r..

Por 10 relotton r~1)+r~)::::I2, 10 dimension de T(y) yout ;J(N). 51 (610+6'2)<1,

c'est-o-dtre st 5°(02) est contenu dons l'espoce Ca' olors une onolyse d1recte mantra

Que F.f se prolonge de fO(fon conttnue dons tout 5st(02)=5(02)nCsl at Qua l'1moge da

5(02) par cetta oppl1cot1on prolongee est le ~-orbtte d'un sous-espoce ltne01re de B;'

dont les potnts correspondent 6 des yorfates obeltennes T(y)E)Ao2, ou A02 est une yoriete

obel1enne 0 mu1t1pltcotton complexe por K ou sens strict de 5htmuro-Tontyomo [511

donc an porttcultar da dtmenston -9(N)/2. A tsogente pres, 10 yortete obel1enne A02 est

caroctensee par son type

~ (0)1:1 ~ne(ZJHZ).( <nblO>+<llb'r--<n(b'O+b'2»)an'

Un co1cul algebnQue focl1e montre Que le type da mu1t1pl1cot1on camplexe genen Qua pour

10 fom111e T(x,y) est 10 samme des repr9sentonts des types ~(O) ,~(1). On "10 se serv1r des
SlJr A02"J.

farmul es aXPl1.cites pour les different1ellesJ.,propres sous rocHan da K et def1ntes sur m.
Par exempla, B(b'O'~2) ast une periode de prem1ere espece et B( 1-610' 1-612) est une

per10de de deux19me especa cor (610+612)< 1. O'outre port on s01 t (yo1r par exempl e

[WWD Que le type de ,A02 est untQuement determ1ne par ces per1odes. (Oe 10 mama

montere, sur toute surfoce coroctenst1Que stoble 5°0j).(b',+b'j)<1 , de choQue membra da

10 fom111a T(x,y) on peut seporer un focteur 0 mu1t1pl1cot10n complexe A1j ). SI d'outre

port (6'0+612» 1, olors 1'1moge S( 134) da 10 droUe decl~tee 5(02) ast dons l'espoce Qs'
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Dens ce eos~ 1a ho1omorphie de F.f dons 1e point S( 134) impl1Que Qu'aueune des

eomposontes de

( )1 ( (1)1 (n) (2)1 (n.) 1 (nj )F:4f: x~y ~ Bj c,c.>, j ~8j C2(J J I co(J j= , ....)T1~

n'eel ate 1e poi nt S( 134). Au ni ....eou des "lori etes obelt ennes ceci resul te du fot t que pour

tout j= 1~""m,

<nj~1>+<njb'3>+<nj~~<1.

Cette inegol1te est une conseQuence du resultot suiyont. On introdu1t 10 nototion ........ pour

l'egol1te mod*U"'~ c'est-6-dtre I'egolt te dons c-/-m. oll •

. Lemma l' Pour les groupes de P.T.D.M. I'inegoltte (llo+ll2» 1 impltque 10 condttton

<nllo>+<nll~> 1 pour tout nE(llIN2Z)· oyec rnCi 1.

Ce lemme decoule du lemme sutyont.

Lemme 2' Sott, ö un graupe de P.T.D.t:1. OUX porometres (b'j)j =0_.•4 . ~as proprletes

sutyontes sont 8Qu1 ....o1entes:

(1) (llO+b'2» 1 ~

(iO f enyoie 5°(02) sur le point .(S( 134» da 10 boule,

(t11) 10 forme differentielle Q degenere sur 5°(02) en une differentielle de deuxteme

espece sur ~y)~

(ty) on 0 les re1ottons sut .... ontes entre periodes da premiere espece:

B( 1-~o~ 1-b'2)........ S( 1- 1:'0- 1-1:'l-b'3-~4)""""S( 1-b'2~ 1-ll,-b'3- 614)'

(y) on 0 10 relotion

F,( l-b'4~b'2~b'JI2-b'4-b'l;O~Y)C1F(1-ll4~b'3~2-b'4-b'1;Y)

entre foncttons hypergeometriQUeS (de Gouss) olgebrtques an y.

(Yi) pour taut nE(lZ/N2Z)"'~

(1)
r n CII: -1 +<n(b'o +b'2»+<nb'l>+<nb'3>+<nb'~

ne prend Que las yoleurs 0 et 2.
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DBmonstratton dU Lemme 2 L'~Qu1Y~lence da (i) at (11) decoula das ram~rQuas da l~ f1n du

84. Calla de (1) et (111) se dedutt du f~1t Que 1e fflcteur u-LIo -'2 donna 11 eu, ä uaO, 0 un

pol e' sons res1du de 1~ d1 ffarent tell e. L'eQut v~l ence de (0 et (1 v) se demontre s~ns

dtfftculte e~ util ts~nt avec voGa 1-lJo/',)1a 1-lJ2'V2=l-lJ1-~3~~4 1e f ~1t cl ~sstQue Que pour

vo'v l,V2ElD.n(O. 1),VO+V 1+V2 ::a 1 et Xo,X l,X2En deux 0 deux dt st tnets, on obt tent des

perlodes de premtere espece

fc(u-xo)- VO(u_x 1)- v1(U-X2)- v2 du ........ B(vo,v 1)........B(vO,V 2) ........ B(V 1.oV 2)

ou C est un cycl e de Poehhommer ~utour da x1,xj,t pe J,1,J CII O, 1,2. Pour yot r Que (1)

1mpl1 Qua (y), remarQuons d'~bord Que 1es p~rflmetres (b'0+1:I2),bl1,bl3,b'4' sont eeux d'un

groupe trt~ngul~tre dtscont1nu .ä.02' e~r les condtttons neeess~tres d'tntegr~lHe et da

semt-tntegrol1te restent Y~1~bles. Nots les ong1es du tri oogle fondomento1 sont Ies

multiples su1yonts da n: (lJO+bl2 +b'1- 1).(t:'0+b'2+b'3- 1),(b'0+b'2+b'4-1), et on 0

(b'0+b'2+b'1-1)+(~0+b'2+lJJ-l)+(t:'O+b'2+t:'4-1)

m3(~o+b'2) - 3+(~1 +b'J+b'4)

1:12(b'0+b'2)-1> ,.

11 s'ogH done d'un tri ong1 e spheri Qua. 1e groupa de monodrom1 e .ä.02 de lo fonet fon

F( 1-bl4,b'J,2-l:I4-b'1;Y) stont f1 nl, et d'~pres I e resultot e10ss1Qua de H.A.Schworz, on

obttent (y). On peut tnyerser ce raisonnement pour montrer Que (y) tmpl1Que (n, souf

Qu'il fout demontrer an plus Qua pour k=1,3,4, on 0 (b10+b'2+b1k» ,. e'est focila da volr

QU'oucuna outre posstb111te n'est compottb1e ovec 10 condUton Que 10 somme des ongles du

trlongle en Questfon soU plus gronde Qua n. L'eQulvolence da (v) et (vi) est demontre dons

[Wo,S7]. I~ est bon da roppeler 1cl Qua r~1)+r~)=2 at Que 10 flnttude da 6 02 ast

8Qutvolente 0 10 cond1t1on ~ne(1UN1l). r~1)r~) = O.

Demonstration dU Lemme 1 en utl1lsont Ie Lemme 2 Du Lemme 2(YO. pour tout
(1)

nE(ll/Nll)"', on n'o rnarn +<nblo>+<nbl2>-<n(b'0+b12» Cl 1 Qua dons 1e COS

<nblo>+<nb'2» 1 .

On vo deduire du Lemme 2 une ~utre cons8Quence uttle.
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Lemme 3' Les conditlons du Lemme 2 entralnent les proprletes equlvalentes sulvantes:

(vii) B(l.ll,l.l3 )-... B(l.l 1,.l.l4 )-... B( l.lJ,l.l4 ),

(viiO SO( 13),5°( 14) et 5°(34) sont contenues dans I'espace Qst' et sur ces surfaces

caracterist Iques chaque membre de 1a famille T(x,y) contlent respectivement des facteurs

amultipl1cation comp1exe A13,A14 et AJ4 du meme type,

(lx) au point F.lP(S( 134))EB~ carrespond une variete abelienne qui se casse en trols

facteurs AÜ2eA13E&A34' Les deux derniers sant du m~me type,

L. neO'llNll)-( <nl.l, > +< nl.l 3> - < l!( l.l1 +l.lJ) »an '

et le premierest du type 4'(0) conjugue a

L. ne(llIN1Z)-«n( I-l.lo»+<n( 1-l.l2»-<n(2-l.l o-V2»)an·

pemonstratlon du Lemme 3 11 sufflt de demontrer (vii),(viiD et (lx). 11s sant equivalentes

car des varietes abeltennes amultlpllcatlon camplexe par K sant Isogenes sur (Q si et

seulement s1 leur type est le m~me aconjugatson pres [5T], c'est-a-dl~e 51 et seulement si

les perlodes de leurs dlfferentielles K-.propres de prem1ere espece et deftnies sur (J)

co1ncldent ades facteurs algebr1ques pres [WW]. Paur A 1J, ou de 1a m~me fac;on que dans

les remarques au debut du 5S T(x,y)=T(X)$A 1J le long de SO( 13), ces per10des sant des

lD-multlples de BCbJ1,bJ3) car Je canjugue du type de multlpllcatlon complexe de A
'3

est la

somme des an donne~ par 1a condition <nbJl>+<nl.l3>< I. Or, pour tout nE(?l/N?l)·,
(1) .

2rn = -2+2 <n(l.lO+ bJ 2»+ <nbJ 1>+ <nbJJ>+ <nbJ 1>+ <nI)4>+ <nbJ3>+ <nbJ4>

ne prend que les valeurs 0 et 4, donc

2 <n(bJo+ bJ2» +<nbJ 1>+ <nV3 > +<nb11 > +<nv 4> +<nbJ3>+ <nbl 4>

ne prend que les valeurs 2 et 6. Par un calcul facile on en deduit que les trols sommes

<nbJ1>+<nV3>,<nbJl>+<nbJ4>,<nbl3>+<nbJ4> sont toutes inferieures ou toutes

superi eures a 1, d'ou 1es resu Itats (v 10 et (v i i 1). La propri ete (I x) se dedu i t de la

decomposition rn=r~1)+<nbJO>+<nbJ2>-<nCbJO+bJ2»'La condltlon ( bJ O+ bJ 2» 1 impllque

que le eonjugue du type ep(O) de A02 est celul du lemme et correspond aux perlodes de (Iv),

Lemme 2. Au point SC 134), T(x) est Isogene aune somme deux varletes abe11ennes de type

CM done (Ix) deeoule de (vl), Lemme 2 ear r~1)=2«nbll>+<nbJ3>-<nCbJl+l:l3»):
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S6 Normallsat1on autour des points f1xes non parabol1Ques

Dans 1a eonstruet ion du plongement modul aire, on a identl fte eertains membres d'une

familIe de varietes abeliennes de type (K,~),K=(Q(tJ et de polarIsation prinelpale. Cette

famille est parametrlsee par B~. Un point de Qst. est dH un point de multlplleation

eom pI exe sI la var Iete abe llenne a1aque 11 e 11 eorrespond (au moyen de l'app li eat lon

deve loppante et Je plongement modul ai re) est j sogene (sur ~) a un produ1t dl reet de

varletes abeliennes amultiplieation eomplexe par K au sens strlet de Shlmura-Taniyama.

Le resultat suivant deeoule des diseussions du Lemme 3(ix) et des remarques qul preeedent

le Lemme 1 au 55 (vefr aussl [CeWe 1,S5} et [WW,S2J). Soit toujours

{i,j,k,I,p)={O, 1,2,3,4).

Theoreme 2' La variete abelienne A d'un point de multiplleatfon eomplexe P le lang de 1a

surfaee earaeterist1que stable Sst.(ij),(bJ\+bJj)< I} est isogene aun prodult de trols varletes

abellennes a multlplieatian eamplexe par K. La elasse d'isogenle de ehaeun des trals

faeteurs Best determinee par la dennee de 1a elasse mod"'iD'" d'un eertaln element w(S)

du reseau de ses perl ades. 11 y a deux poss tb111 tes:

1) 5 I (bli+lJtbJk)< 1, au po1nt P=5( Ijk) eorrespond la variete abellenne A=AjpxAiJ, et on

a w(Ajp) ....... S( l-lJ!,l-bJp),w(Alj) ....... S(lJj,bJj) ....... B(bJj'bJk) .......B(bJj'bJk).

2) 5 I (bl k+lJ 1) < 1, au pol nt P= 5si ( 1j )n5 sl (k 1) e0 r respondia var fet e ab e11 enne

A=A'xAjjxAk1, et on a w(A') ....... S( l-bJj-blj' l-lh-bl\), w(Aij) .......B(bli'blj), w{Akl) .......B(bJk'bll).

Si le groupe 6 de P.T.D.M. est arlthmetique, 11 est evident que les points de mult1pJieation
,.

eomplexe eomposent un sous-ensemble dense de B2, mals meme paur Jes 6

non-arHhmetlques 11 yen a souvent une Infinite. Dans I'exemple 3) a la (ln du 53, un

element de 1a faml Ile des varietes abellennes s'eerlt T(y)eA12 le long de 5st.( 12), ou A12

est une varlete abelienne amultipJieation eompJexe par K=(Q(C 12 ) et T(y) est un

element d'une famille de varietes abeliennes amultfplleation eompJexe generalisee par
~ (1). (1)

K=(Q(C 12 ) de type "-ne(l'l/N7Z).rn on ou r n =-1+<n(bll+lJ2»+<nblO>+<nbJ3>+<nbl4>'

Or les relations (bl1+!:12)=10/12, blo=3/t2, !:13=5/12, !:14=6/12, entrafnent r~~)=l)

r;O=o, r~)=2. Les T(y) parametrisent done Je dlsque unlte et Je groupe trlangulalre

assocle 6 12, de signature (3,4.12), est arlthmetlquement dennl et joue le role du groupe
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modulalre. Pour (x,Y)=( l,y) dans un sous-ensemble dense de Ssl( 12), la variete

abe lienne T(y) est Isogene cl une somme de deux varietes abe 11 ennes amul ti p11eat j on .

comp1exe au sens strict de Shimura- Tanlyama. Done meme pour les D. de P.T.D.M.

non- ar Ithm et Iques, que Iques uns des sous -groupes tri angu 1aIres D.ij' obtenus par

restri ct ion du graupe de monodrom ie de F1(bJ) cl S,l(i j), peuvent etre art thmet iquement

deflnis et par consequent i1 y aura une infinite de points de multiplication eomplexe. Les

points de multipl1eation eomplexe du Theoreme 2 sont des slngularltes du systeme

d'equat10ns differentielles partielles hypergeometrlques. Utilisant ee theoreme et les

expressions dans [AK, eh 111, SXI V] de gUide, on peut eholslr un systeme fondamental de

so lut10ns en forme de fonet Ions dans la cl6ture algebrique des series de Laurent a

coefflc lents algebriques, une fols que 1'on divise par des faeteurs b~ta provenant des

per10des sur les varietes abeliennes amult1plfcatlon complexe assoclees cl ce point. Plus

preclsement. en ehoisissant sans perte de generallte des valeurs specfflques de l,j,k pour

faciliter 1a dlscusslon, on a

Theoreme 3' a) Pour (bl O+ bJ 2+ bJ 3)< I, autour du point stable de mult Ip llcat10n complexe

S(023) (x=y=O) on a trois solutions fondamentales de F1(lJ) donnees par des

Integrales ce type Eul er ci developpements dans c[} [[ x, y]]. Pour deux <E ces solutlons on a

c=B( 1-bio, 1- lJ 2) et pour l'autre c=B( 1-lJ l' 1- lJ 4)'

b) Pour ( lJ O+ lJ 3)< II(lJ, +lJ 2)< I, autour du point stable de multtplleation complexe

5st,(03) nSst.(12) (x= l,y=O) on a trol s solut1ons fondamentales de F1(lJ) donnees par des

Integrales cE type Eul er adeveloppements dans c[} [[ x-l ,y]]. Pour ces soluttons on a

c=B( l- lJ o,l- bJ 3),B( 1-lJ 1' l- bJ 2),B( l- bI o- bJ 3' l- bJ 1- bJ 2)' respectfvement.

Dans les deux eas a) et b), 1a solution qui porte Je facteur beta de premiere espeee est

ho1omorphe et non-zero au po1nt choist, alors que les autres sont Don holomarphes et

s'annulent ace po1nt.

pemonstratjon' SaH (;(~,~')=e-"l(~+~')I(1+.o+.1-.0-)tO-1(1-t)~'-1dt, ou le cheroin

d'lntegratlon est un cycle de Pochhammer autour de 0 et 1. La fonctlan donnee par cette

Integrale s'etend a toutes les valeurs de ~ et ~'. On a (volr par exemple

[WhWa,Ch.XII,S43j) I'expression sulvante valable pour tautes les valeurs de ~ et ~',

E;(~,~')=(-4n2)/(r(I-~)r( l-~')r(~+~'».
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En pelrt1cu1tar, pour ~,~. deux relt10nnals Qu1 ne sont nt nuls n1 des ent1ers negot1fs on 0,

e( ~,~ ')=(-4s1 n(~n)s1 n(~'n »(r(~)r(~')/r(~+~'»",(r (~)r( ~') Ir (~+~'»GI B(~ ,~').

(0) Autour du potnt (x,y)=(O,O), lel solutton holomorphe

'91C1J~U-LJO(U-1 )-LJ1(U-x)-"2(u-y)-LIJ dUClB( 1-b'1' 1-b'4)Zl

(en utll1sont les notelt10ns da [AKD se treltte plus dtrectement Que las deux outres. On 0 le

deyeloppament an sene dons 10 region Ixl<l,lyl<l,

..p 1oB( 1-b' l' 1-b'4)F1( 1-b'4,b'2.b'J.2-b' 1-b'4;X,y),

d'ou 10 remelrQue du Theoreme 3(el) sur ceUe solutton. Pour Jes deux outres solut1ons du

systeme. on ch01stt

~2:::1J~u-Lto(u-1 )-LJ1(u-x)-"2(u-y)-LlJ du m B( 1-b'o.1-b'2)Z4'

..pJ= J~u-LJO(u-1 )-LJ 1(u-x)-~(u-y)-LtJduClB( 1-b'o. l-b'J)zs'

eontrolrement au CelS holomorphe, pour '92•..pJ elucune des de",eloppemants en serie

hypergeometrlQue cttes delns [AK] ne converge elU point (x,y)-(O.O). 11 felut olors uttl1ser

un elrgument plus subtil. Prenons por exemple 10, solution '92; 6 porttr d'une substitution

dons 1'1ntegrelle on cellcule focllemant (yolr eluss1 [AKl solution Z4) Que

Z4:::1)( 1-LJO- LJ2( 1-X)-LJ1(y-x)-LlJF 1( 1-b'2.b'1.b'J.2-b'o-b'2;x/(x-1 ).x/(x-y». Ixl<l,lxl<lx-yJ.

Dons 1el region lxi<' .lxl<lx-yLlxl<lyl. Qut con t1ant un ouyert non-vi de da pol nts

orbttrolremen~proehes 6 )(ayIClO. lel fonetton Z4 s'ecHt donc ou focteur x1-LlQ-"2y-LtJ

pres eomme serte eanyergente dons U[x.x/yTI. eecl est elusst vrot pour toutes les

brelnehes de Z4' D'outre port, dons un pet1t ",olst nelge du pol nt XIIIYClO on n'obt lent por

prolongament onolyttQue da Z4 Qu'un nambra flnt da brelnches z(u•...•i m•cor le graupe da

monadromla loeal est f1nt. En effet. c'ast le sous-groupe da 6 Qul leltsse tnYorlonte 10

controetlon ou potnt w(S(023» de I el surfelce celrocteristtQua S( 14). Ce sous-graupe est

1samarphe elU groups unttel ire maximo1da symetri es dont 1el pro ject11,'1 sotIon est Ie graupe

trlongul01re spherlQue 6 14 obtenu de 6. en remplel9elnt 611.614 pe.lr le saul porametra

b'1 +b'4.o yot r 1e Lemma 2 du S5 et [Y ,Ch.l1 , 1791 Les fonet Ions symetrt Quas des bre.lnches

Z(v) sont donc des foncltons uni Ques dons ca "'01 s1noge. et 6 des pu1 ssonces f1 nt es das

fonetlons x.y et x-y pres alles sont mamas holomorphes.

Alors les z(v) sont 0 le.l fots dens [[[ x. y]] et dans DU x. x/ y]] . Comme ces deux ecritures

representent les mames fonct10ns holomorphas dans un OU\lsrt non \lIde. les sertas se

trou\lent dans ollJ.[[ x, y]].
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(b) Dons 10 liste de [AK] f1gurent les deux solut10ns 1ndependontes non holomorphes Zs et

~ outour de (1,0), donnees expltc1tement por

~imJ~<.>a8(1-610' l-b'J)ZS '

ou pour lyl<ly-xl,lyl<Jy-ll,

Zs=y l-Llo-LlJ( l_y)-LJ 1(x-y)-~F1( 1-b'J,b'2,bl1 ,2-blo-blJ;y/(y-x),y/(y-l »,

et.

ou pour Ix-ll<!xl, Ix-ll<1x-yl.

Z6I11X-LJO( l-x) 1-Ll1-~(y_xrLIJF1( 1-b'2,b'O,b'3,2-b'1-bl2;(x-l )/x,(x-1 )/(x-y»,

Au 01s1noge Ix-ll<l ,lyl<l ,ly-(x-1)I< 1 de (x,y).( 1,0) on 0 les de.... eloppements

sut onts dons llJ.[[x-l ,y]]: y/(y-x)a_y~:=o(y-(x-l »v, y/(y-l )=-y~:::oYV,

(x-l )/x=( l-X)~::a(x-l )v, (x-1 )/(x-y) .(x-l )r,:::o(y-(X-1 »v, Les Integroles J~<.>

el J~<.> fourntssent done les deux soluttons non holomorphes possedont les propr1etes du

Theoreme 3(b). Por les cond1tions imposees sur les porometres, 1'1ntegrole ~1-J~<.> est

une solut10n holomorphe outour de (x,y).( 1,0), Prenons un point (x',y') 0 1'1nterlaur

d'un .... ois1noga de (X,y)a( 1,0) ou ~; est holomorphe de telle f090n qua 11-x'I<11-ul,

ly'l<iul, pour UEC ou C est un eyele da Pochhommer outour de 0 et 1, A ce p01nt on

peut, sons perte de generoltte, remploeer 10 .... oleur da ..p; por l'integrole

11=d 1(x' ,y')= Je<'>, Oe plus, on peut reecrtre,

11.(-0 Ll1+LJ2~:n::o((b'2,mH b'J,n)/( 1,m)( 1,n»(Jcu-(LJo+LtJ)-"C l-u)-(LJ 1+"2>-mduH l_x,)m y,",

Pour Q=r l-(b'o+b'J)' ~'.1-(b',+bl2)' on dedutt por un col cu) s1 mpl e l'express1on,

Je u-(LJo +LIJ)-"( l-u)-(Ll1+~)-mdU 1:;1 efrr(~~'-m-n)e(Q_n,Q'_m)

=( l_e2itfP)( l_e2frrP')( l-(Q+Q'),m+n)/( l-Q,n)( l-Q',m)r(~+~')/r(Q)r(~')

en utt11sont les remorQuas foUes ou debut de 10 demonstrat1on, A multtpl1eot1on pras por

un foeteur eyelotom1Que non-nul Qu1 n9 depend nl de m nl da n, le nombra

B( l-(b'o+b'J)' 1-(bl1+l:'2»-1 " s'eer1t done selon 10 formule,

~=1'=0(( l-b'4,m+n)(bl2,m)(blJ,n)/(b'o+b'J,n)(bl1+b'2,m)( 1,m)( 1,n»( l_x,)my,",

On reconno1t tct 10 .... oleur ou point (x',y') de 10 fonet10n F2(o,b,b',0+ 1+b-c,c-b; l-x,y),

ou 0= l-bl4,bab'2,b'Clb'J,c=2-b'1-b'4' ' .... oir [Y, p58]) Qu1 est holomorphe dons 10 regton

11-xl+lyl<1 at qu1 fournit une solut10n du systeme F,(bl), Or, da tels points (x',y')

composent un ....ots1noge non-....1de de (1,0), d'ou le resultot du theoreme,
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RemorQuons Qua dons 1e Theoreme 3(b), 1e chotx du systeme da soluttons fondement01es et

donc da 1'0ppltcotton d{we10pponte "IV et san plongement modul01re ossocte F n'est pes

exoctement le mame Que celut de (0) et de 10 dtscusston Qut le precede, bten Que taut san

contenu s'y oppltQua. Ce chotx depend du potnt de multtpltcotton complexe en Questton,

mots les oppltcottons modtftees seront toujours destgn~as por f et F.

Cornll atre 4' Pour chocun des cos du Theoreme 3, les trots soluttons fondomentoles

peuyent seryt r de composontes d'une oppl tcot ton deyelopponte Qut oppl tQue le potnt da

multtpltcotton complexe de Os (Qut ast an generol un reyatement ftnt da 82/6) dans le

potnt (w 1,W2 )a(O,O) da B2 (dons l'ecrttura offtne). Les dertyees d'une composonta

f=f(W 1,W2) da l'oppltcotton da reyatement t-1
: 82 ....B2/6 sont olors donnees

0) 6 un potnt S(tjk), (b'i+b'j+b'k)< 1, por

(aß+mf la"w 1 a
m

W2 )1(wP.2):(O.O) ",,(B( 1-~1' 1-b'p)/B( 1-611' l_b'j))ll+m,

b) 6 un potnt Sst.(tj)nSst.(k1), (b'j+b'j)<1 , (~k+~I)<I, por

(an+m f la"w lamw2)1(Wl.W2bCO.O)",,(B( 1-~i-b'j' l-b'k-~I)ß+m)/(B( 1-~1' l-b'j)"B( 1-bl.., 1-b'I)m).

. .
Reformulans le resultot dons 1e cos 0) da 10 fOl;on sutyonte. On remploce 10 boule untte B2

por une boule ou multt-royon,

(B( 1-b'1' 1-b'p )/B( 1-~1' l-~j ), B( 1-~1' l-b'p )/B( 1-611' 1-b'j»'

c'esl-o-dt re por l'ensemble B2' donna (dons l'ecrtture project tya) por,

{(zo, zr, Zi)EIP 2 11B( 1-611' l-b'j) z1l 2
+ JB( 1-611' 1-b'j) z21 2< IB( l-bll' l-b'p) ZOI2}.

On peut modUtar l'appltcotton deyelopponte en une oppltcot.1on flll: ~ .... Bi Qut oppliQue

le potnt 0 multtplfcotton complexe S(tjk) ou potnt (l,O,O)E B2' et dont las

composontes s'ecnyent locolement comme des fonctfons dons Itl[x,y]]. L'oPPl1cotton

tnyerse ('\(1*f
1 0 donc des composontes, outomorphes por ropport ou groupe de reystement,

dont les deysloppements opporttennent 6 mITz1/Z;, Z;IZO]]' En porttcul fer, l'eppltcotton

tongente 0 ce potnt est deftnle sur aI. Etont das Quotfents de perfodes da premtere BSpeCS

por celles de deuxteme BSpeCe, Ies composontes du multt-royon sont des nambras

tronscendonts, et foumtssent une genaroltsotton du royon de reystement tronscendent

etudte dons [WW] 0 ces surfoces olgebrfQues deftntes sur m. Ce multfroyon se monifeste
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clatrement dans les lrayoux de Shtmuro pour le cas ou 6 est orllhmeltque, donc ou Ost.

est tsomorphe 0 une Yorlete de Shtmuro. Un argument onologue se fott dans le cas b). Pour

termtner la demonstrotton du Theoreme 1, 11 reste 0 verlfter le resultat sutyant.

Fropesl Uen S. Munlssons les espaces Quotlents 'B278 et 'S~7i, compact1fles si

necessaire, de leues structures naturelles de vorletes algebrlQues projacttves deflntes sur

U. Alors t1 extsle un plongement modulalre F Qul Indult un morphl sme derlnl sur m.
entre ces deux vorleles.

oemonstration' On compore les resultots du Corol1otre 4 du Theoreme 3 aux resultats de

Shtmuro dans [Sht 2, Theoreme 6.1] sur las de"r1yees des formes automorphes par rapport

o r (et deflntes sur m) aux points oBsocles aux varletes obellennes 0 muHIpl1catlon

complexe. Oe tels potnts 0 mu1tlpl1cotlon compl exe comprennent 1es Images par le

plongement modulatre des points da bose du type Imoge de S(1jk) ou Sst.Cij)nSst.(kD par

1'0ppl1cot1on dsvelappante. En pasont T=dlog(-IT-',.J"=T,.f=T), le p1angement du groupe

6 da P.T.D.M. dons le groupe modulolre rest une proJectton (au focteur) de .1a

restrtetton 0 l::J. du plongement galo1s1en de GIl={aEGL(3.K) IaT~=T} dons un produH da

groupas unHolras elte par exemp1e dons [Shl 2, p57311e potnt plus subtil ayont ete

d'expl1ctter la plongement eorrespandont F, eompatlble OU plongement de 6, ou nlyeou da

l'espaee. Mlyoka [Mly] 0 obserYe Qu'l1 exlste des model es cononlques deflnts sur U da

'S;'7r, donc on peut parler du corps U(l1) des fonetlons sur B~ outomorphes par ropport

o r et def1nles sur U. Aux points da multtpltcolton complexe de B~ donnes ou Theoreme

•3 correspondent des produtts de yorl eles obel1ennes 0 polarisatton prlnct pole el

muHlpl1cotlon complexe dont les pertodes de premiere espec;sont des yoleurs de 10

fonelton beto expl1cttees ou Theoreme 2. Sott Wo un tel point at ~ 1e type de

mu1tlpl1cotton complexe ossocle dont 10 decomposltlon an types de multtplteotlon

compl exas ou sens strl ct s'een t ltl altl1m 412e~. AY8e las nototIons du 53 odoptees ou

chotx du point de bose, por le Theoreme 6.1 de [Shl 2] on yoH Qua si f=f(w '. Lw=(wjL

j-l ,2, \lml ,...m, est un element da U(Il), on a

(of low~ )(wo}.....,np(ci'v' I%> t)p(ä',,' I%> 3) t el l,2,

ou o\):~I..~nv est le plongement du c~rps cyclolomlQue ossocle O,~\l-lema composonta de

* A "71 wCR)
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F, \h::l 1,...,m. lei, comme dems [CoWo 11 on uti1 tse 1es nombras defi nis dens [Shi 2]; pour

une yortata obal1enne V 6 mu1tipl1cat1on complexe de type L-Ljm=1O'j' toutes les

parlodes non nulles d'une forme differentielle QjEHO(V,O), propre pour l'oction da U(,

sont egoles amu1tipl1cotion por un nombre olgebnQua pres aun nombra real postttf

"p~erj,L). Da 18 mama fOl1on Qua d8ns [CoWo 11 ces denyaas sont donneas por las

Quotiants da yolaurs da 18 fonetten bSto da 10 forme

B( l-<n..,b1I>' l-<n"b1p»/B( l-<n"b1v-<n"b'j»' t.:ll 1,2, \h::l1 , ...m,

8U potnt F.'V(S(tjk», et

B( 1-<n"b'I>-<n"b'j>' 1-<n"b'..>-<n..,b'l> )/B( l-<n..,b'l>' 1-<"vb'j»' t= 1,

B( l-<nvb',>-<n..,b'j>' l-<nvlh>-<n..,b',»/B( l-<n"b'..>, l-<n"b'l»' t=2, V= 1,... ,m,

8U potnt F. 'V(Sst.Clj)nSst.(kO). Pour \)-1, ca sont las mames nombres Que eeux obtenus

pour les eompos8ntes de v-1
d8ns la Corol1eire 4 du Theoreme 3 ou preimege de Wo per

F. Autrement dtt, ou point F-1(wO) une base de fonnes d1fferenttelles de premiere sspeea

deftntes sur n de e;n est donnas per

{np(O' 1'~ 1)p(ä'1'~ J)dw 1,np(cr1'4' 2)P(111,ct»J)dw2}

et une teile bese ou point Wo est cella indutte por F, 6 seyoir

{np(er"'~ 1)p(11"'~ J)dw ~, np(er"'~ 2)P(11..,,~ J)dw;, \h::I 1,... ,m}.

Les mamas orguments s'oppl1Quent oux darlyaes superteures ou potnt wo' L'applicetion

Quottente tndu1te est done deftnte sur n. d'ou le resultat de 10 Propositton.

Remarquons Que ce morphisma est une Immersion si h(A) est egol OU sous-graupe

(TEri T F(82)oF(B2)} de r. C'est le ces par exemple si A est un groupe maximel pormi

las groupes dtscontinus Qut oglssent sur 8t



26

87 Les fonct1ons hyperg'om~tr1qUe8 ~lg'br1qU88 d'Appel1-Laur1cel1e

H.A. 5chworz 0 resolu dons [5ch] 1e probl eme closs1Que de closs1f1er 1es foncHons

hypergeometrlQues olgebrl Ques. Excepte 1'ouvroge de 5esski [56s1 rlen n'est connu sur le

probleme enelogue pour les foncHons d'Appell-Lou~1cellosouf Que sous certoines

cond1t1ons (trop restnctives) 11 n'y 0 pos de groupes de monodrom1e finis pour le cos de

plus de tro1s varisbles ([DMl 64). Les methodas devaloppees 1c1 ou 83 parmettent de

donner une clossif1cot1on complete da ces groupes.

TheorBme 4 5upposons Qu'aucun des porometres de 10 foncHon hypergeometr1Que

d'Appall-Lourlcella n'est u~ ent1ar. Alors ls fonctton n'est pos olgebrlQua si elle depend de

plus de trois .... oriobles. En deux ou en trots .... oriobles, 0 des permutotions et des

chongements stmultones de stgne präs, les porometres des fonctt ons olgebriQuas ne

peuvent Qua prendre une seula voleur mod 71. et les groupes de monodromie correspondonts

sont des groupes symetriQues ge certotns polytopes. Pour le cos da deux ....oriobles, 11 s'ogit

des porometres (1/3,1/6,1/6,1/6,1/6) et 1e groupe d'ordre 1296 da Hesse (etendu),

tond1s Que pour le cos de tro1s yoriebles, des porometres (1/6,1/6,1/6,1/6,1/6,1/6)

et le graupe de Witt1ng d'ordre 155520.

L'hypothese Que las porometres ne sotent pos des entiers n'est pos forte, cor dons 1e cos

controire on peut, 0 1'oide des relotions de cont1guite, remplocer chsQue pSr6m~Ure entter

soit por 0 soU por 1. Mots dons ce cos 11 y 0 un sous-espoce des solutions du systeme

d'eQuot1ons dtfferentielles Qu1 se compose da foncttons hypergeometrtQuas an un nombre

di mt nue de yor1 obl es. Comma dons 1a cos cl ossi Qua, on peut se borner pour 10

demonstrotion ou cos ou les ~5 parometres ~j sont rotionne1s, car autrement on

n'ouroU pos des rom1ficot ions olgebrtQues. 51 (vo1 r ouss1 [5ch] et [Te 1Dles b'j ne sont

pos des entlers l 19 groupe da monodromle li est Irreductlble. Les foncHons d'Appell sont

olgebr1Ques si et seulement s'11s ont un nombre, f1nl de bronches, et 11 suffU donc da

class1f1er les a ftnts. Pour celo, 10 dlscuss10n ou 63 permet de remplecer les

orguments geometrtQues du cos closs1Que por l'eQu1 ....olence suivonte. Le graupe 6 est flnl

51 et seulement si 10 dlmenslon de 1'espoce symetrlQue Qul porometr1 se I es yorietes
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obal1 ennes du mame .type Que T(x,y) est egol e fI zero. Lo condft1on rne<1lIN1l). rn.r_n=O,

eQu1yolente fI rn=-l +r::~<n~r-:lO ou d-2 pour tout nE(Zl/N2Z)·, est sot1sfofte pour

les b'j donnas delns le theoreme. Pour demontrer Que ce sont les seules poss1bl1Ues, on

remorQue Que les restrlct10ns des fonct1ons olgebrlQuas sur choQue sur10ce corocterlst1Que

do1Yent donner, mame opres la d1Y1s10n par un focteur s1ngultar (XI-Xj)1-LJr Pj , encore des

fonct1ons olgebrlQuas at hypergeometrlQuas an une yorloble da mo1ns at oux porometres

obtanus an remplo9ant le couple b'...b'j por le saul porometre b'i+b'j' Commen90ns par les

fonct10ns d'Appell an deux Yor10bles, ou dm 5, et supposons que les parametres

b'O,,,.,b'4EQ-1l sont ceux d'un groupe f1n1 6. A choque f01s Que 1'on ramploce un couple

b'...b'j por b'i+b'j' on obt1ent un quodruplet da porometras d'un groupe f1n1 da Schwarz. e'est

une restrlet1on tres forte, car axceptee 10 fo.m1lle de groupas d1 hedrol es, 11 s'ogft d'une

liste f1n1e. Les parometres des groupes d1hedrales pr1s modZl sont da la forme

r,r,( 1/2)-r,( 1/2)-r, pour un nombre rot10nnel r, O<lrl< 1/2. A10rs, s1 b'1 +b'2erab'3

mOdZl,b'olilb'~( 1/2)-r modll, on 0 necess01rement un outre quadruplet de porometres de 10

forme b'45 ( 1/2)-r modZl, b'O+b'3a ( 1/2) modll,b'1,b'2' M01s dons taute 10 11 ste des groupes

finis da SCh.warz, le peromelre 1/2 n'opperoH Qu'une seule f01s, ä soyo1r pour la graupe

du tetrohedre OU)( porometres cangrus mad 1l 0 1/6,1/6,1/6, 1/2 (au en chongeont les

si gnes stmultonemant, 5/5,5/6.5/6, 1/2 modll). On an dedu1 t Qua Irl::::l 1/3 at on lombe

sur la qu1ntuplat de porometres du Theoreme 4. Oe 10 mama memlere, on trotte 10 l1ste

ftnte des groupes de Schworz non-dthedroles et on n'y troUY8 oucune outre poss1btl1te pour

les porometres. Le mame procede s'oppl1que oux cos d=6 et· ct>6. Pour 10 determtnotton

expl1cUe des 6 trouyes otns1, remorquons d'ebarel Qua ces groupas sont engendres par des

symetrles complexas at Qu'l1s sont irreduettblas at mama prtm1tHs. On peut le yo1r 0

porttr des restrtcttons sur les surfoces corocterlsltques. Donc 10 l1sle des poss1bl11tes

pour 1es 6 f1 n1 s dons GL(3,1r) et GL(4.[) n'est pos gronde ([V ,p 180JICo)(,p 160n.

Pour daS, 1e graupe 6 0 des symetrles generolrlces d'ardre 2 et d'ordre 3 parce Que

1-b'I-b'j ne prend Qua les yoleurs 1/2 et 2/3. Mots le seu) graupe poss1ble Ic1 oyec ces

deux sortes de generoteurs est an effet 1e groupe symetrtQue du POlytopa de Hesse etendu,

ou bien 2{4}3{3}3 dons 10 notot1on de Coxeter. Noturellement, ce graupe d'ordre 1296

est un sous-graupe da beoucaup d'exampl01res conjugues dons le graupe ftn1 ~ pour le

cos d=6, oyont ete abtenu par restrlctton de 10 monadrom1e oux surfoces corocter1sltQues.
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L'ordre de ce nouyeou 6 dott donc etre un multiple de 1296 el les symelrles generotnces

sont untQuement d'ordre 3. Le saul graupe sotisfatsont ~ loutes ces condtttons est le graupe

symetriQue du po1ytope de Wttttng 3{3}3{3}3{3}3 [Cox].

Une yerston etendue de 10 dtscusston de ce 67 est deye10ppee dons [CoW03}

88 Le groupe da monodromte dans la CeiS d"un param.Ure entter

Le groupe demonodromte ossoet e oux fanct tons hypergeometri Quas d'Appe11 ~ porometras

taus dans tn-ll l ne depend Que de 10 c1asse des porematres assocfes mod 71.. 5t por contra.

un des paramelre.s esl un entfer. f1 foul utfltser un argument dffferent. Prenons la cos ou

exactement un parametra est un entfer (an porttcu1terl on 0 toujours ~:::obJt::l2 mofs on

n'o plus 10 condttton O<bJj<1IJesOI....4). L'oct ton du groupe symetriQue 55 permet de

supposer sons perte de generaltte Qu'll s'ogtt de bJ3' Co~stderonsl oyec 10 nototton du 831

1a dffferentfelle <.'I=<.'I(xIY) Cl u-llo(u-1 rLJ1(u-><)-~(u-y)-\I;J du sur raspace Q des points

regu1t ers. C'est une dffferenttelle de premtere ou de deuxfeme espece sf b13~O. et une

differenttel1e,.: : ;"-:~ ..' _....... --.s-: st hJY-O. oyec .. -:-" ......_-"C-•••:. des rastdus generlQuament

non-nu1s dons u-y. Dons las deux eosl on peut chofsfr deux s01utfons de base du systeme

d'eQuotfons dffferenttelle~ partfelles comme k1<.'1JC2 <'> oyec des cycles de Pochhommer

C11C2 outour des elements da {O.l.oo.x}. Pour obtentr 10 trotsfemel 1co <'> I i1 fout

disttnguer deux cos.

1) 5t bl3:Q)I on prand pour Co un chamtn entre y at, sons perte da generolttel O. Le chofx

des chamt ns est eytdent pour bio< 1. 5t 610> 1. on chot stt C11C2 outour des 131 aments de

{l'><l oo } et pour Co un chemln doub1 e Quf entoure une fofs 10 sfngulorfta u-O. Ces

chemfns ayttsnt les outres singulorltes mofs n'antourent pos 1e pofnt u=y. ce Quf ....oudratt

o.nnular l'fntegro1e. Or, un pro1ongsment des solutfons de bose an y suf .... onl des cyc1es an

lt-{O.l.x} ne chonge pas 1c1 <'>llc2 <.'1 mats remplace lco <.'l por 10 samme da glco <'> (g

une recfne N-teme de l'untte ....enont du foft Qua 1a prolongement peut chonger 10 feut11e sur

lOQua11e se trou....e Co) et das combfnatsons 2Z[~NJ-1fneofresl N=P.P.d.c.(b'0Ib'1,b'2.bJ4)' da

1~1<'> at lc2<.'1· 11 an est da mame pour 1co<'> 10rsQue 1'on prolonge en x les solutfons de

basel mots cette fots-ci on tronsforme 1c,<.> at 1C2<'> sutyont Ja groupe da monodromte
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ossoct e 6' 10 surfoce hypergeometr1 Que de Gouss de d1mens1on 1 OUX parometres

610,61,,612,614 mod 7/.. Les motrlces du graupe de monodrom1e sont donc de 10 forme

g u y

o oc ~

o y 6

OU (u,y) porcourt un resaou d'1nd1ce f1n1e dons 2'l[CN]x2Z[CN], et g porcourt les roc1nes

N-lemas de l'unite, atemt une homotheth1e 1ntrodutte por un chongement de feu111e pour

CO' Lo motrlce

est dons le groupe trfongul 01 ra ossac1e oux tr01s muH1ples 11-6I0-6I,1,11-6I0-b12U 1-610-6141

de Tl. 51 A est 10 motrfce unUe, on yoU Que le graupe de monadram1e n'opere nulle port

d1scant1nqment souf s1 ll[CN] - 2Z, Dons ce cos, N..2, les 610,1:',,612,614 sont taus congrus

6' 1/2 modula les ant1ers, 11 s'ogit donc d'une romtf1cot1on 1nf1n1e le lang des surfoces

corocterfst1ques correspondontes. Les outres yoleurs de Asant prlses dons le graupe

trfongulotre da s1gnoture (00,00,00). On obt1ent olors un' sous-groupe d'1ndfce f1n1e du

graupe modulo1re da Jocabt og1ssont sur tx~, ou (feO<.»/(Je2 Q ) joue la rola da 10

coordonnee dons [: et CIc ,<.» /OC2 Q) jous 1e roJe da calla dons ~.

2) 51 b'J>O, on prend pour Co un cerc1 e outour de u=y, tel que leo Q sere!!

essentlel1ement la resldu de Q en y. Cetta fafs-cf, le prolongement onolytlqua en' y,x

sulyont un cycle dons [-{O, 1, x}, t-{O, 1, y} respectfvsment ne change leo<'> que por

un focteur raclna N-tema de l'unHe, pendant que le,<.> at lc2
Q se tronsforment selan

les mamas motrlces da manodromte A Qua dons 1e cos 1), souf Qu'l1 fout ojouter des

2Z[i:.N}-multfplas du res1du de Q dons u-y, On obtfent donc des motrfces de monodromte

da 10 forme

g 0 0

u oc ~

v y 6

ovec des (U,V)E 2Z[t,N }c7l.[t,N] quf operent sur le plon affine, homaomorphe 6' [2, OU
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lco <'-> r6 O. Cette oper~t1on est d1scant1nue seulement si Jes (u,y) forment un sous-groupe

d1scret da [2 st~b11tse p~r les m~tr1ces A. Le groupe ~yac NCl2 et tous ses p~~metres

congrus 0 1/2 mod 71. s~ttsfott 0 ceUe condH 10n et est un graupe d1scret (yo1r per

exemple [DMl p8S). Mo1s des orguments elementotres montrant Que cette operet1on sur

[2 n'est pos d1scont1nue an generole. En effet, ö se~ un graupe d'oct1on d1scont1nue sur

[2 si et seulement s1 N=3,4 ou 6 et A porcourt un groupe f1nl d~ns GL2(7l[l:.ND. L~

11ste des groupes de monodrom1e f1n1e [5ch] et leurs exposonts donnent 16 clossif1cot1on

complete· des groupes de' monodrom1e d1scont1nus. On peut l'etendre oux di menslons

superleures 0 l'~lde du S7 sur 10 monodrom1e f1n1e. On obtlent

Theoreme 5 5upposons QU'un des ~5 po~m etres blj et un seu1soit unentier. Al ors A

est un graupe d1scont1nu s1 et seulement 81

(1) ou bien d=5 et blj est un enller non-postttf, les outres blk etonl congrus 0 1/2

modulo 1es ant lars, cos ou 6 ogit de f~~on d1 scon t1nue sur ltx~, ou bl en l:Ij esl un ent1er

pos1ltf et les outres l:Ik sont,o un ch~ngemenl commun de signa pres, congrus module les

anl1ers 0

(t1) 1/4,1/4, 1/4,1/4,

(111) 1/6 • 1/6 , 1/6 • 1/2, (d=5),

(1',1) 1/6,1/6,1/3,1/3,

(',I) 1/6,1/6,1/6,1/6,113 (d=6),

(',11) l/6, 1/6,1/6,1/6,1/6,1/6, (d at 7),

al donc 6 ~git da fOl1on d1sconttnue sur a:d-J.

Remorgyes

(1) Les cos (1) at (1) du Theoreme 6 flgurent dejo dons 10 11ste de La \loy~sseur et sont

ment iones d~ns [DM] et [Te 3], (1 nest de plus l'objet d'une note de P1 cord [P21

(2) Les outres exemples sont 1mpltcitement contenus dons les exemples de Mostow [Ml

Comme les surfoces corocterlstlQues non semt-stobles correspondent ~u)( rastrlettons

olgebr1Ques (55, Lemme 2(',1», Jes surfoces c~rocter1stlqUes non stobles mots

sem1-stobles correspondent OUX s1ngulorltes log~rtthm1ques bli+b'k= 1, et t1 s'ogtt da 10
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restnction ~ des groupes de monodromie eucltd1ens d1screts. Por exemple, dons 1e cos

7d-8, on 0 (bJj)j:O= (1/5,1/5,1/6, 1/6,1/6, 1/5, 1/5,5/5) .

(3) En pnnc1pe, on peut trotter les groupes 6 oyec plusteurs porometres ent1ers bJj de

10 mame moniere. Pour d=5, on obtient les groupes discont1nus dejä trou ....es por Le

Vovosseur et Terodo [Te 3}

(4) Dons Ies cos eucH d1 ans (10 ß (yO, 1a Quat1ent da [d-3 par 1e sous-groupe des

tronslot1ans dons 6 est une yonete obelienne Qut se cosse an courbes elltptiQues ovec

muH1plicotton campl exe ou por ~[1] ou por ~[CJ 1
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