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Une caracterisation differentielle des points de
Weierstraß generalises d'une surface de Riemann

compacte de genre 9 > 2.

Franck Leprevost

Illtroductioll

Soit. S une surface de Hiemann compacte, de genre 9 ~ 2, munie de sa Illetrique hermi1.ienne callOllique,
cl ite j aco bienne (cf. [5]) et 1\"s llll cl iv iscur cano 11 iqHe. Dorenavan t 1/ designc 11 Il en t ier ~ I fixe. La pi upart
des objets c1efinis clans cet. article clepcnclent c1e H. Cepenclant, Je contexte excluant toute ambiguite, nous
omett,rons, pour alleger les notations, de signaler indiciellement cet,te dependance. NO\lS montrons clans cet,
art,icle qlle les elemcnts c1e I 'ensemble 8[1/.] des poi nts c1e \Veierstraß cl 'ordre H associes all systeme lincaire
111 [{51 (cf. [1]) sont cxactemcnt. les poi Il ts anHili an t. le reprcsen tant canonique de la prem iere classc de Chern
d'un fibrc en droites holomorphe et hennitien pour une mct.rique decluite de la nH~triquejacobiennesur S. Ces
points cOllstituent, selon ivlumford (cf. [7], p. 11), I'analoglle, pour les courbes de genre !I '2: 2, de I'ellsemble
E[n) des points d 'ord re 11 cl 'ulle courbc clliptiqllc E. Le present, travai I donne donc Ulle interpreia tion dc
ces points en termes different.iels, prolongeant [6] Oll une caracterisat.ion est clollnee, dans le cas 11 = 1, pour
les points de \Veierst,raß hyperelliptiques. Ce resultat, s'etcnd au cas des points de \Veierstraß associes a un
systeme lineaire IGI (cf. [1]), complet ci Se\.llS points fixes.

Cet art ic!e est structure cle Ia man iere suivante : dans la prem iere partie, 1l0US deti nissons des espaces
fondamenlaux d10rdre n en lIn point, pES. Dans Ja. clellxieme partie, nous rappeJons Ja definition des
points et, lactines de \VeiersLraß. Ceci 1l0US pennet" dans Ulle troisieme part.ie, de defi nir des fi brcs, q tJe
nous ap pelons osclIl ateu rs par analogie avec 1CI ci ncmatiq lIe) desqucls 1l0US dccluisons des fibres en d roi tes
hol0lI10rphes et hermitiens. Dans la derniere part,je, HOUS calculons explicitemellt Je representant, callonique
c1e Ia premiere cl asse de Cherii cle ces fi bres) et prou vons Ilotre resul t.at.

1 Espaces fondamentaux

Fixolls qllelques Ilotat,ions. Pour tOllt diviseur D, notons .c(D) = {'P ; ('P) + D > O} U {O} cl. I(D) sa
dimension. En particulier, Oll detinit l'entier d comme egal a I(nf{s), i-e.

I { 9r = (211 _ I)(g _ I)
si 71 = 1,
si n > 2.

Pour tout, entier s ~ 0 el. tout~ fonction holomo~phe1, notOl?s fY 1 = :z',1 et, si 11, ... ,fd sont cl fonctions
holomorphes , cIesignolls par (r f( z) le vecteur ({JI 11 (z), ... l 8' fd(:;))'
Soit (Wl 1 ... ,Wd) une base clc lIO(S,.c(n/{s)). Avec ces notations, si, pour I::; k::; d, Wk s'ecrit clans une
carte holomorphe loeale (U, :;) cl 'ordre 1 (i. e. orclp (z - z (p)) = 1) eil pES

on definit. le i-eme espace fOTldamenl(l1 rrol'dl'e 11 de S eil p par

VO(p) = {O}

•Adre~se: UniVlll1ütc Paris i, Departcmcnt de Math61l1atiqueB, t.ou!' 45-55, 5eme etage, 2 place JUSliieu, 75252 Paris cedex
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et, pour i 2: 1,
\Ji (p) = Ved (f (z), ... I ai

- 1 f (Z ) ) Ip •

Cette definition est j lIst.ifiee par le lemme suivant. :

LeUllue 1.1 Vi 2: o. \Ii (p) lIe depelld ni du choi:t: ele Ja carte hoiomorphe loeale d 'ordre 1 eH p E 8, ni ele
celui de Ja base (Wl' ... ,Wd).

Soient en effet (V, z) ct (V', Zl) 2 cartes holomorphes locales eil p. Sur U n V', la fonction de transition
est donnee par :;' = ep(z). Pour 1 ::; k ::; d, Wk s'ecrit dans ces cartes : Wk(Z) = fk(z)(dz)'l et, WdZI)
fU:;')( d:;') 71. On mOll t.re aiscment par nku rrence que, POli r tOll L entie r v 2: 1 ct k E {1, ... , cl}, on a

011, \/m. E {O, ... , 1/ - I}, AII+ I ,m+ 1 (z) est IIIIC fonetion holomorphe sur U n V' et, n:( Z) = J:" soit, eil termcs
matriciels,

11:(z) 0 0 0 /k (z) f[(:;')
A2,I(Z) h~2 (z) 0 0 :zfd z ) 8 f'(~')ä? k ..

11: 11 (z ) 0
AtJ+I.I(Z) "\1I+l,2(Z) AtJ+IP(Z) n: tJ+1(z) 8" ~ 8" , (~')8z"fd .. ) filIV fk ..

COlllmc n: (p) i= 0, \Ji (p) = \1/ (p) I ce q ui etabl it la prcm ierc part,ic du lem me. La secollde assertion du lelllllic
c1ecoule c1c ce qlle, si (Wl' ... , Wd) et (W/I' ... , wd) sont deux bases de HO (8, .[(11 /\s)) teiles que, dans une carte
locale (V, =) en p, l'01l ait pOllr tOllt cntier /.. tel que 1 ::; k ::; cl, wdz) = fdz)(dz)fl ct, wUz) = JUz)(dzt,
alors il existc P E G Ld ( C) tel que

f(z) =f' (z)P.

Dorenavant, S' sera suppose muni e1e sa mct.riquc hermitienne canonique h (cf. [5], [6]), elite jacobienllc,
tclle que, si Wt, ... , wg designe une base orthollormale dc I'espace des l-formes holomorphes globales alors,
si u, v E Tp (8), I'on ait

y

hp(u, v) = Lwk(p).ll wk(p).u.
k=j

Avec les notaLions adoptees ici, dans une ca rte holomorphe locale, on obLien t, h = 2::f=1 Ifk (=) 12cl z €I dZ.

2 Points de Weierstraß d'ordre '/1,

L'cnsemblc des points cle lVeiel'stmß el!ordre 11 sur 8 est.

5[1/.] = {p ES; i(n/\'s - d(]))) 2: I}.

Don nOlls une au tre description de ces point.s. Soi t p un poi nt de 8. Par induct.ion, I'on constru it, 11 ne base
(Wll .. " Wd) de l'espacc HO(5, .c(n!\·s)), teile quc, pour 1 :5 i ::; el, la qllantite

soit minimale. On definit ainsi la suite

des i(lclmes de J,Veiers!.r'Oß d"o1Y/l'e 11 en p. Les 1l0U·/(lCUlieS de Yfleiersl.1'lIß d'ordre n (m p SOllt Ics g cntiers
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si 11 = 11

si 11 2: 2.

tels qlle

[11 d + g] = {PI (p), ... , Pd(p)} U {1'I(P),'" I "g(p)}.

On definit le poids de IVeiel'slmß d'ol'dre 11 en p par

d

Pn(p) ='2:(pdl') - i).
i=1

Conllne pdp) 2: i l cel,te quallt.ite est 2: O. UII point pES est, un point de Weiersl1'Oß d'ol'dl'e n si P'l(P) > O.
Les points de \Veierstraß cl 'orclre n 50111, clone les points CII lesquels les la.cullcs c1e Weierstraß II 'al.teignent.
pas leurs valeurs Ininimales i.e. les pES tels' qlle 2 S 1'1 (p) S d. 11 nly a en fad. qu'un nombre fini de tels
poi nts (cf. [4]). Plus preciscment l P n (p) S !9 (f, + 1) et le poids tol,al des poi n ts de \Veierstraß d'ord re n es t

L Pn(p) ={ g:-; 9

[ 9
PES n]

La proposition slli vante dOll ne une caraderisatioll l en des termes pi HS pratiqucs pour notre PropoSl eies points
clc \Veierstraß d 'ordre 11.

Proposition 2.1 Soil r Im enliel' tel que 2 S " ::; d. Les conditiolls suivanies sont equivaienies :
a) pest ttl1 point de IVeierslmß el l' est ia plus pclile non-Iacune 2:: 2 en p.
b) Soil {Wl, ... ,Wd} une hose du C-es]Jace vedol'iel HO(S',[,(nf{s)) el (U,z) Ime cade holoTIL01phe locale
d'01ure I en p en laquelle, 'Vk E {l, ... ,d}, wdz) = !k(z)(dz)n. Les veetew's (f(p), ... ,ar - 2 f(p)) forment
une familie libre el (f(p), ... , lr- 1 f(p)) une familie liee.

En vertu clu lell11Ile 1.1, la conditioll b) ci-des..'3l1s ne clepend ni dc la base des (1, O)-formes holoIIlorphes
choisie, ni de la carl.e holomorphe choisie en p. Cet.te proposit.ion, bien connlle. est etablie dans Ic cas l' =2
dans [6]. Pou r le con fort du Iccteu r I nOHS eil dOl1llOlIS une demonstration par recll rren ce sn r 7'.

En effet, SlIppOSOllS l' ~ :1, la propricl.e vraie pOllr s = 2, ... ,7' - 1 et. l dans un premier temps, h) rem

plie. Soit. w = Lt=1 AkWk E HO(S, .c (11 l\'s )). Localemenl. en p, w(z) = Lt=1 >'k!k (z)(dz)n = f(z)(dz)ll
, d . 8,'-1 r-2 8 i

ou f(::) = Lk=l >'k/k (z). 11 vlelÜ DZ"-l f(p) = Li=O O'i 8z' f(p)· SUPPOSOIIS vp(W) 2: "- 1. Alors l

'Vi E {O, ... , r - 2}, :z;, f(p) = 0, si bien que :;~__\ f(p) = 0 i.euzo(w) 2: 7' el, l' n'est pas une lacune de
\Veierstraß en p. Soit s la plus petite non-Iacu'ne de \Veierstraß > 1 CIl P et Sllpposons 1 < s < 7' (rappeions
Cl ue l' 2: :~). La proposition etant vraie POli r s par I) hypothese de recll rrence, le b) correspond an t, mOll t,re q ue
les vedcurs (f(p)I'" t Cp-l f(p)) formcnt. lIne familie lice, ce qui contredit I'hypothese d'independance de8
vectellrs (f(p), ... , fy-2 f(p)), car s - 1 ::; 7' - 2. Par suite l' est la plus petite 1I0n-Iacune de \Veierstraß.

SUPPOSOIIS maintenant, la condition a) remplie : pest lIn point ele \Veierstraß et, " la plus petite nOll-lacune
de \Veierstraß > I en p. Si les vedeurs (J(p),." I fY- 2 f(p)) sont lies, soit s Ic pi HS grand cntier tel que les
vecteurs (f(p), ... ,a~-2f(p)) forment 1I1l syst.eme !ibre. 'Vz E C, (ft(z),· .. ,fd(Z))"# (0""10) (cf. [2) p.
119), dOllc 2 :S s < r. Par Illaximali t.e de s, le systeme ele vecteurs (f(p), ... 186 -1 f(p)) est lie et il existe

ß = (ßOl" ·,ß~-d E C~ - {(Ol' "10)} tel que

8s-1 6-2 Bi
'Vk E {lt ... I d}, ß6-1~1 !k(p) = '""' ßi 7J7h(p)·uz 6 - L uz l

i=O

De plus ,66-1 "# 0 (sinon ß = 0) et 1'011 pcut. poser l pour E {Ol"" S - 2}, ßi = ß?~I' Oll a alors

a~ - 1f (p) = L;;g ßi8i f (p). Les cond i tions du b) de la proposi tion pou r s < l' SOll 1, rempi ies : s est
la plus petite non-Iacune \Veierstraß > 1 eil J\ ce qui contreclit, la lllinilllalit6 ele 1'. Donc les vecteurs
(f(p), ... , 8r - 2 f(p)) sont librcs. Soit p le rang de la matrice

Öfl(p)

Bfd(p)
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Com me 2 ::; l' ::; d, 1 ::; P ::; r. Supposons p = r ; en ehangeant au besoin I'orel re des ind iees, on peu t

SlI pposer qllc lamatri ce 1"1 (p), obten ue en 511 ppri mantala matrice prceooente les d - r elem ieres lignes,
cst. de dcterminant nOll lllll. Le systeme (PI, ... , Pr )A1 (p) = (0, ... ,0, I) admet clOlle ulle ullique solut.ion
(PI, ... ,llr) E er. En ce eas, I'element w(z) = L~=IIJiWi(Z) de 11 0 (S',L(nI\"s)) verifie w(p) = ... =
w(r-:!)(p) = 0 ct w(r-I)(p) = I, si bien que vp(w) = r - 1 et l' est une laeune de \Veierstraß, ce qui constitue
une contrad iet ion. Par consequen t. p < l' et Ies vecteurs (f (p), ... , er- 1 f (p)) sont Iies. La proposi tion eil
c1eeoule.

Par ailleurs, les espaces fondamentaux eil pE.) verifient la

Proposition 2.2 POIl1' lallt pES! el taut e,dier i tel qlle 1 < < cl! on a elim \1p;(p) (p)
lJl'ccisemelll, \/p;(p)(p) =Vcct,(8P1 (1)-1 f(z), ... , Öp;(z)-I j(z))lp'

Z. PltJs

Pou r mOll t rer la prem iere assertion de cet te proposi tiOll, iI su fFi t d 'eta bl ir que, 'Vi E {O, d - I}, I' inclusioll
\lp;(p)(p) C \lp;+dp)(p) est stricte, eil posant po(p) = 0 el. \/0(0) = {O}. 11 est tout d'abord clair que

\lpdp)(p) = \ldp) i- {O}. Notons 1= {i; 1::;-;::; tl-I cl, \lpi(,,)(p) = \lP;+I(P)(P)}. SUPPOSOIlS Ii- 0 et soit
i son plus petit. element.. Comme \1P;+I(p)(P) = \/p;(p)(p), il vient que 'Vj tel que pdp) ::; j ::; Pi+l(p) - 1
(dont I'existence est assllf/~e par I'incgalite Pi(P) ::; Pi+I!p) - I), I'on a ßi f(p) E \lp;(p) (p). Eil partieulier

ÖPi+dp)-l f(p) E \/~;(p)(p). Par consequent

p;(p)-l

8P;+I(p)-I f(p) = L ßm öm f(p)
m=O

Oll (ßo, ... ,ßp;(p)-d E Cp;(p). Or pj(p)-I::; Pi+I(p)-2 1 doneVm E {O, ... ,pdp)-1}, fynji+I(p) =
O! done ÜPi+1(P)-I fi+I (p) = 0, ce qui contrcdit la definition de Pi+l (p). Par cOllsequent I = 0 et 'Vi E
{I, ... ,d- I}, Vpj(p)(p) est st,rict.ement inclus dans \/~i+l(p)(P), si bien que dim \lp;(p)(p) = i. De plus, on
a clairemcnt.l'inciusioll Ved(oPl{p)-lj(p), ... ,f)f';(p)-lf(p)) C Vpi(p)(p), Par recllrrence sur i, on montre

aiselllen t. q ue les vedcl! rs (öPI (p) - 1f (p), ... , Of'i (I') - 1f (p)) for ment un syst.eme li bre. D'apres ce CI II i preecdc,
eeci mont,rc l'inclusion inverse Vp;(}l)(P) C Ved(oPI(p)-I f(p), ... , f)p;(p)-l J(p)L eL t.ermine la demonst,rat,ioll
de la proposition.

3 Fibres osculateurs

Les result,ats precedents pcrmettent. de definir, pom 1 ::; i ::; cl, rapplieat.ion de Gauß generalisee 1

p --_. Vp;(p) (p)

011 G (i, Cd) designe la GrassmaniCl1l1e d'ord re i ele Cd. Oll constru it. alllsl, pom 0 < ::; cl, des fi bres
osculateurs Ei de rang i all dessus dc Spar

Eo =S x {O}

eL, pour 1 ::; i ::; d,

Ei = U(p, \/p;(p) (p)) .
pES

Eil effet, cl 'ulle part, si lJ csL I 'ou vert. forme des points de S' q tl i ne sont, pas de \Veierstraß 1 il est, clair quc
les Ei const,ru its ci-desslis SOllt des fi bres hololllo rphes au clesslls de SI obtenus cOlllme image reei praque par

I Dans le cas n :; i :; I, ceUe application n'est aut.rc que J'applicat.ion de Gauß qlli a un point d'llne surfacc dc Riemanll
compacte associc SOll espacc t.angent.
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9i du fibre tautologique au dessus ele G(i, C9). Tel est eneore le eas au-dessus des points de \Veierstraß. En
effet, au voisi nage d' 11 n poi nt de \Veierstraß P l S est un an neau loeal regu Iier ele cl im ension 1, ear S est 1111 e
eOllrbe lisse, e10ne un allllcall e1e valuatioll discrctc SpeeR. Lc morphislllc

9i : U -+ G(i, C9)

s'interpret.e alors comme \In morphislllc

9i : SpecIl' -+ G(i, C9),

Oll h: est le corps des fradions de R. Par compacite de G(i, C9), le critere valuatif de proprete ([3L p. 101)
atnrme que !Ji se prolongc dc Spec/\" a SpeeR. dc lIlaniere unique, on note encore !li ce prolongelllent. Oll
reproduit ee procede eil chaque point. de \Veierstraß (rappelolls qu'i! n'y a qu'ull I10mbre fini de points da
\Veierstraß) .

Ces fibres forment une tOllr :

S x {O} = E o C TS' = E1 C ... C Ed- I C Ed = S X Cd

L' inel usion Ei C S X Cd permet de m uni r Ei d 'UII e metriq ue hermitienne callonique, induite par Ies nH~triques
c<llloniqucs de "et. de Cd. On definit, alors, pOllr I :::; i :::; cl, le fibre ~i COlllme etalI!. le quotient. Eil Ei-I. Ce
fi bre herite egalement d 'u ne metrique hermi tielllle canoniqlle. En effet

I 'isolllorph iSlnc etan t. eN . En cl'au j, res term es,

~i = U (P1 Vp~_dP)(p)) ,
pES

et 1'011 a la

Proposition 3.1 POil/' tOlll elltier i tel que 1:5 < d, ei est 1111 flbre en droites sw' S, hel'mitien el

holom01']Jhe.

lJ ne seetion holomorphe lIatu relle de chaque fi brc ei ost donllce par 1'appl ication

Si
S ------... ei,

p · (p, [DPi(P)-I f(p)]) ,

oil [DP;(p)-IJ(p)] designe la elasse de DPi(p)-lJ(p) dans Vp;(p) (p)jVpi_dp)(p)· Les fibres ~i ainsi eonstruit.s
permcttent dc definir, pOllr 1 :5 k :::; d l les fibres eil droite,." hermitiens ct holomorphes PI-; par:

4 La caracterisation differentielle

Nous nous proposollS ici e1e calculer cxplici temen t , V/,· E [ll cl), le representant callOIl ique de la prem ierc
classe de ehern du fibrc FI-;.

Posons Go("') = 1 et, pour tout entier 171 ~ I, Gm « X Il ... ,xm » le determinant de la matrice de
Gramm du systeme de veeteurs XIl"" X m . Si s est un cntier ~ -I, notons plus simplement G~+I

G.~+1 « f, Dfl ... , fP J >). On montre alors la forlllule suivan{,e, etablie pour le cas s = 2 dans [GJ :
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Proposition 4.1

La demonst.rat,ion donnee ei-des.solls de cette forlllllie nous a ete coll11n1I 11 iqllcc par J.- B. Bost ([2]), cl. sim pi iHe
grandemen t not,re arglll11Cll tation i11 it iale. 11 s'agi I. en effet d'etabl irque, si 1 est, lIn germe d 1applica t io IlS

holol11orphes de C vers Cd, on a :

Olt ron note A7=01(i) = 11\1' 1\ ... 1\. 1U:). Ceci decoule des relations suivalltes :

(') S' 1 I 2 a'J I - ~ !!..:E.!!..:E.I I tp ne s allllU e pas, tp 8z8't ~ogrp - rp 8z8z - 8z 8z'

(ii) tz IIAf=of(i) 11 2 = /z IIA7=of(j) 11 2 =< j 1\ l' /\ ... t\ j(k-l) I\. f k +1), J /\ J' /\ ... /\ f(k) >.

(iii) 8~~zIIA7=of(i)11 2 = IIJ /\ J' I\. ... I\. J(k-l) /\ J(k+1) W.

Ilai/\ ... l\. akI1 2.llall\.···I\.Clk /\al\.bl1 2

+I< (LI I\. ... /\ Uk /\ a, Cl J 1\ ... /\ (lk I\. b > 12.

La relat.ion (i) es I. elementaire, (ii) et (iii) decoulent de la sesqllilillcarite de <, > et de la forll1ule de Leibniz.
Enfin, pour etablir (iv), il suffit de traiter le cas Olt les llj sont ort,honormes, cl. DU a et b sont orthogollaux
aux (/.i. La relation (iv) se reduit ainsi ala formule de Lagrange classique: IIal1211bl12 = Ilal\.bl12+I< a, b > 12.

Nous a VOI1S constfll it des fi bres en d roi tes, ~i 1 holomorphes et m unis cl 'u ne metrique hermi tien ne canon iq ue.
II existe alors (cf. [8] p. 6~) une lIniqllc connexion sur ~i preservant, Ja metrique hermitienne et de type (1,0).
Cette conllexion cal1onique, V'i, induit une (l,l)-formc de courburc, RV ;. Notons ici ct{.;t) le rcpresentant
canollique de la premiere classe de Chern de ~i'dans Jf2(S', R). Il est donne (cf. [8] p. (8) par la (1, 1)-forme

Compt.e tenu de ce que
k

Fk = (9 ~i,
i=l

le representant canonique de la premiere classe de ehern de Fk est donne par

k

Olt Rk = L RV
; est la (1, I )-forme de courbure canonique du fibre Fk . Or pour toute sect.ion sans zeros s

i=l
du fibre ~i, on a (cf. [8] p. 72)

1 - ')
cd~d = 2irr ßßLogllsll-·

En part,iculier, 1'011 peut choisir s = Si. 11 vien1. alors

et dOlle
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Soit]J IIn point. c1e \Veierstraß c1e S, c1e plus peLite nOIl-Iacune c1e \Veierstraß 7' E [2, cl] : les 7' premiers termes
de la suite des lacunes de \Veierstraß en p sont

Oll Pr{P) ~ 1'+ 1. D!une part, d'apres la proposition 201, Vi E [0,1'- 1], Gdp)"i= 0 et Gr(p) = O. D'auLre
part, Vk E [2, r]'

en verL1I de Ia. proposi Lioll 401.

Par suite, si l' ~ ;~, Fon a! 'Vk E [I! l' - 2], Hk{p) "i= 0 et R,.-dp) =0 et., si r = 2, Ht{p) =O.

Reciproquemellt, si
7' = inr{k E [2,d]; Rk-dp) = O},

iI est, cl ai r, en vertu de la proposi Lion 401, que p esL II n poi 11 t c1e \Veierst,raß de pI us pet it.e non-I acune de
\Veierst.raß 7'.

Finalement nOlls avons etabli la caracterisal,ion sui vallte des points de \Veierstraß cl 'ordre 11 en l,ermes des
fibres hololllorphes et hennitiens Fk, generalisant [6] Oll le cas 71 = 1 et 7' = 2 es!, traite :

Theorelue 402 Soit pES et r Im entier t.el que 2 :5 7' ::; d. Les dem.: assertioHs sllivantes sont equivaLentes
a) pest 1111 point de IVeiel'stmß (/'ol'dre 71 de plus petite non-lacune de {Veiel'slmß '0.
b) Le l'e]JreSelltaHl wlI011iqlle de L(I premiere dassc dc Chel'1J du fibl'e Fr - 1 esl lIul en p el. l' est minimal POIl/'

celle propriete.

Remel"ciemeuls.' Je relllcrcie chaleureuscment .1.-13. Bast! A. Chambert-Loir, Iv1. Hillclry, F. Leseure, V.
Ivlaillot et S. Nag pour les cliscllssions qlle 1I0US avolls eucs, et clOllt cet article a bellcficie, aillsi que le
Max-Planck-Institut für Mathemat,ik pour SOll hospitalite.
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