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0. Einfdhrung.

Sei K ein quadratischer Zahlkdrper, K = 9(6) , 6% = z € T quadratfrei;

O, sei der Ring der ganzen Zahlen in K .

Sei E eine elliptische Kurve tber @ mit WeierstraB-Gleichung

r : yP=x +Ax +B .

ABEZ ,A=4r%27B2 # 0 . Sei E* die elliptische Kurve iber @ nit

WeierstraB~Gleichung

T 3 2 3
rAz’,Bz” y“ = x* + A2°x + Bz .

Seien E(Q) und E*(®) die Mordell-Weil-Gruppen von E bzw. B* {ber ¢
und sei RE(K) die Mordell-Weil-Gruppe von E {ber K . Plir die abelsche
Gruppe E(X) hat man den Automorphismus Q v Q' , der induziert wird von der

Konjugation (dber @) in K . Sei
g : E(K) =~ E(D)

der Spurhomomorphismus von EB(X) ; er ist gegeben durch G(Q) = Q + Q' , wo +

die Addition auf der elliptischen Kurve E bedeutet.

In der vorliegenden Arbeit benutzen wir den Spurhomomorphismus und beweisen

im ersten Teil folgende Sitze dber die Struktur von E(K).

Satz (1.3). Rang(E(K)) = Rang(E(®)) + Rang(E*(Q)) .



Satz (1.6). Sei Q € E(K) ein Punkt der Ordnung p , p Primzahl,.

Dann ist p = 2,3,5 oder 7 .
Satz 1.3 ergibt sich als Folgerung aus der BIRCH-SWINNERTON-DYER-Vermutung.

Im zweiten Teil der Arbeit betrachten wir das diophantische Objekt I'A B
’

Fdr einen Teilring R wvon K sei

PA,B(R)

die Menge der Ldsungen (x,y) von I'A mit x,y ER . Pir R & Q setzen

B
wir

Tas® =T, J(A ST, (@ .

I‘A g(R) ist also gegeben durch I‘A B(Rﬂ @) und IIA B(R) . Wir zeigen mit

[ 4 ’ L4

Hilfe des Spurhomomorphismus, da8 man die Menge IIA B(R) vollstindig besch:
’

ben kann, wenn man E(@) kennt. Und zwar induziexrt O eine Abbildung

o : T'A'B(n) > I'A'B(Q)U {2} ,

0@ =Q+Q

wo @ der eindeutig bestimmte Punkt von I'A im Unendlichen ist, und wir

B
4
beschreiben die Fasern 0;1 (P) . Dabei interessieren uns vor allem die F&ll

in denen R = K oder R ein S-arithmetischer Ring in X ist.

Fir R = K beweisen wir den folgenden

Satz (3.1). Die Fasern 0;1(9) ,PET _(QU{w} , mit o 1(P) # &

werden parametrisiert durch

rAz’,Bz’ (@)

Der Satz kann zum Beispiel benutzt werden, um K-rationale Punkte auf [ A,B
’



zu konstruieren, die nicht schon @®-rational sind.

Sel R ein S-arithmetischer Ring in KX ,
R = 0p[s'] ,

wo S eine endliche Menge von Primstellen in O, ist. Nach Sitzen von
SIEGEL [si], MAHLER [Mah], BAKER [Bal, COATES [coal] ist Ty p(R)  endlich.

Wir nehmen an, daB O, Hauptidealring ist und daB ohne Einschrinkung 0 * € R
ist. Mit T bezeichnen wir die Menge der rationalen Primzahlen, die von den

Primelementen in S geteilt werden. Wir beweisen den folgenden

Satz (4.1). Sei Q = (s,t) , s,t € R . Die folgenden Aussagen (i) und
(ii) sind Aquivalent.
(1) QE€a = .

(1) (s,t) = (p8 2,q8 %) mit (p,q) €T

Azz'st(ﬂl['!.‘-1 h,q#0.

Fir P # ® beweisen wir den folgenden

Satz (4.2). Sei P € I'A B(Z)  P=(u,v) . Sei S derart, daB8 jedes
’
Primelement in S assoziiert zu seinem Konjugierten ist. Dann gilt fir
(s,t) € o 1 (P) :

(1) s,t € o, .

(ii) Sei s=§+§e,t=

(A,£) ganzahliger Punkt (x,y) ‘auf der elliptischen Kurve

g—+ -1216 mit e,f£,g,h € Z, A = hf * . Dann ist

zy? = x* - 6ux? - 8vx - 4A - 3u?

und esk’f-u',g=4(e-2u)k-2v.

Mit den beiden obigen Sitzen ist die Bestimmung von PA p(R) vollstandig
14



auf diophantische Probleme dber ¢ zurickgefihrt. Falls nun E(@) endlich
ist, hat man insbesondere nur endlich viele Fasern 0;1 (P) und fdr jedes
P € rA,B(Q) gilt: P € PA,B(m . Damit ist I'A'B(R) gegeben einerseits durc

PA'B(RO Q) = rA,B(Q) , andererseits durch rA,B(R) , das sich mit den beiden

ocbigen Satzen in vielen Fillen explizit bestimmen 1&8t.

In Kapitel 1 beweisen wir die beiden Sitze dber die Struktur von E(K)
und diskutieren den Zusammenhang mit der BIRCH-SWINNERTON-DYER-Vermutung.
In Kapitel 2 stellen wir die wesentlichen Eigenschaften der Spurabbildung
zusammen, die wir fir das Studium der diophantischen Gleichung rA,B be~
ndtigen, In Kapitel 3 behandeln wir die L3sungen von PA,B in X , in Ka-
pitel 4 die L8sungen in S-arithmentischen Teilringen von X . In Kapitel 5
zeigen wir, wie man in konkreten P8llen unsere Ergehnisse zur Ldsung der

Gleichung I'A B benutzt. Als Beigspiele konstruieren wir die LSsungen von
L4

" 1
2 . .3 —
Y x" -1 in ‘0_2[ ,—-_2] v

1
2 _ .3
y x* + x in 03[73.] .

Die Gleichung x® - y?> = r ist mit den Methoden der Spurabbildung in einer
froheren Arbeit [La] behandelt worden. Dort sind auch wichtige Anwendungen
und zahlreiche Beispiele angegeben. Die Resultate in der vorliegenden Arbeit
lassen sich ohne weiteres auf eine beliebige quadratische Erweiterung K:k

von Zahlkdrpern mit A,B € 0k dbertragen.

In der gesamten Arbeit seien der quadratische Zahlkdrper K , die elliptischi

Kurve E iber @ und die Gleichung PA fir B , A,B € T , fest gewdhlt;
[ 4

B
E* sei wie oben der z-twist von B .



1. Zur Struktur von E(X).

Sei Q r Q' der Automorphismus der abelschen Gruppe E(K) , der

induziert wird von der Konjugation in K ; also fir Q € E(K)

Q= (s,t) € I‘A B(K) ist Q' = (s',t') , wo s' das Konjugierte (dber @)
von 8 EK ist. Sei 0 : B(K) - E(Q) , 0(Q) = Q + Q' , der Spurhomomor-

phismus von E(K) . Sei
a : B*(Q) » E(K)

der Gruppenhomomorphismus, der folgendermaBen definiert ist: Fir U € E*(Q) ,

= = -1 -2
U= (p,q € rAzz,Bza (@) sei aU = (pz *,qz “0) € PA,B(K) . @ hat die
Eigenschaft

(1.1) (aU) * = -qu , U € E*(Q)
Sei nun (P,U) € E(Q) x E¥(D) . Wir definieren
T(P,U) = P + QU .

Seien E(Q), , E*(Q), die Untergruppen der 2-Teilungspunkte von E(@)

bzw. E*(Q) .

(1.2) Proposition. T : E(Q) x E*(@) - E(K) ist ein Homomorphismus

abelscher Gruppen mit folgenden Eigenschaften:
(1) T((0,B*(Q)) = a(B*(Q)) = Kexrn ¢
(i1) Kexn T € E(Q), x B*(@Q), .

(111) 2B(K) S Bild T .



Beweis. T ist offensichtlich ein Homomorphismus. Zu (i) . Das erste
Gleichheitszeichen folgt aus der Definition von T . Fixr Q € E(X) bedeutet
Q € Kern ¢ offensichtlich Q = -Q' . Also folgt wegen 1.1, da8
a(B*(Q)) € Kern 0 ist. Schreibe Q = (s,t) € I'A'B(x) . Aus Q € Kern O
folgt s =s' ,t=-t',also s=a€Q,t=30 mit 4 € Q . Fir
U = (az,dz?) gilt U € PAzz'Bzi(Q) und a(U) = Q . Also ist Kern 0 C
a(E*(@)) . Damit ist (i) bewiesen. Zu (ii). Aus P + qU = 0 fiar (P,U) €
E(Q) x E*(Q) folgt P = -aU und wegen 1.1 P = P' = aU . Daraus folgt
2P = 0 und 2(aU) = 0 und weiter 2U = 0 . Also ist (P,U) S E(P), x E*(Q),
und (ii) ist bewiesen. Zu (iii). Fir Q € E(K) kdnnen wir schreiben
20 = g(Q) + (Q - Q') . Offensichtlich ist Q -~ Q' € Kern 0 , also wegen (1)
ist Q- Q' = aU fiir ein U € E*(Q) . Daraus folgt 2Q = T(P,U) mit
P=0(Q) €EB(Q) , UE E*(Q) . Damit ist 2Q € Bild T , und (iii) ist

bewiesen. |
Aus der Existenz der Abbildung T folgen die Struktursitze fir E(K) .
(1.3) satz. Rang(E(K)) = Rang (B(Q)) + Rang(B*(Q)) .

Bewels. Aus Proposition 1.2, Teil (ii) folgt, daB Kern T endlich ist.
Andererseits ist nach dem Satz von Mordell-Weil |E(K) : 2B(X)| endlich. Als
ist nach Teil (iii) auch |B(K) : Bild T!| endlich. T ist also eine Isogenie

abelscher Gruppen. Daraus folgt Rang(E(K)) = Rang(E(@) x E*(Q)) und damit

die Behauptung des Satzes. 8

Sei L.K(E,s) die L-Reihe von B dber X , und seien L’(B,s) ‘ L’(x'.s)

die L-Reihen von E bzw. BE* dber ¢@ :



1
(E'S) = Il — — P)
x a (@ gl ™%+ py 1728

=
—
1

1

- - [4
0 P l-a(p)ps+‘pl 2s
gut 0
1
L_(E*,g) = ]I — — .
e p 1 -ar(pp®+ pl 2s
gut Q

Dabel ist

a (@) = iplt+ 1 - 'Ep(kp” ’

= - 1B ,
aQ(p) p+1 | P(l!.'p)l

a* =p+1 - |E*E )

wobei § in O, ein gutes Primideal fidr B dber K 1ist, d.h. ein
Primideal, fir das die Reduktion Bp von E dber K an der Stelle p

eine elliptische Kurve ber kg = Oz/F , UpH=Ikj|, ist, und wobei p eine
gute rationale Primzahl fir E bzw. E* ist, d.h. eine Primzahl, fir die
die Reduktion Ep v B; von E bzw. E* an der Stelle p eine elliptische

Kurve (ber n'p ist.

Unter der Annahme, daB LK(E,s) R LQ(B,s) ' LQ(B*,s) analytisch fortsetzbar

nach ganz € sind, sagt die BIRCH-SWINNERTON-DYER-Vermutung:

ords_II.x(B,s) = Rang(E(K)) P
ords-lng(z,s) = Rang(E(Q)) P

ords-ILQ(B*,s) = Rang(E*(Q)) .

Sei nun B ein gutes Primideal fiir E Uber K , das nicht verzweigt ist.



(1.4) Lemma. Sei PP' = (p) . Dann gilt

ax(]l) = ax()l') = aQ(p) = a&(p) .
Beweis. BEs ist kp = kp' = E'p ' x2 - z reduzibel modulo p . Also ist
* . ; = |B =
Ep isomorph zu Ep dber E'P Bs folgt lBF(kF” | p’(kp'“

IE ()] = |EX(® )| und damit die Behauptung. |
P(p) Ip(p) uptung

Sei pp' = (p) . Dann besagt Lemma 1.4:

1 1
1 -a@iph™+ 1pit?% 4 - tpen TS i ppen it
a 'Y
- 1 R 1
1 - e.!z(p)p-s + pl—zs 1 - aa(P)P-s + Pl-zs

(1.5) Lemma, Sei B = (p) . Dann gilt

(1) a (@ = aQ(p)z - 2p .

- *
(ii) aQ(p) aQ(p) .

Beweis. Es ist k_ = rpz . x2 =~ z irreduzibel modulo p und E_ dber

p B

¥, definiert. Teil (i) folgt aus der Rekursion By (¥ 2) = pPr+1-m-T

wobei p = TTW,.a'(p) = T+ T . PGr Teil (1i) sei L := '— =(® ) und
[ /] 4 A,B p

L* := Ppmy = (rp) , wobei 1&,B,Z die Reduktion modulo p bedeutet. Wir

betrachten die Abbildung
$: LUL* =+ L .
die folgendermaBSen definiert ist: Ist Q = (x,y) € L , dann sei

P(Q) = x .



Ist Q= (x,y) € L* , dann sei
P(Q) = x¥ % .

Wir zeigen zun&chst: ¥ ist surjektiv. Sei x, € LA Falls x+ Ax, + B
ein Quadrat in E'p ist, so ist man fertig: Es existiert ein y, € E’p '
so daB (x,,y,) € L und Y(x,,y,) = X, ist. Sei also x}+ Bx,+ B kein
Quadxa£ in ¥, .Da z und somit z® kein Quadrat in ¥, ist, mud

Z’ (x3+ Ax, + B) ein Cuadrat in ¥, sein. Also gibt es ein y, € ®
so da8 (x,z,y,) € L* 4ist. BEs ist ¥(x,z,y,) = x, . Also ist Y surjektiv.
Sei x, € !'p . Wir zeigen: I t(x,)| = 2 .

1.Fall: x}+ Ax, + B = 0 . In K liegt genau ein Punkt (x,y) mit x = x_, ,
namlich (x,,0) . In L* liegt genau ein Punkt (x,y) mit x,2 = x ,
namlich (x,z,0) .

2.Pall: x3+ ax, + B # 0 , x,+ Ax, + B ist Quadrat in F,.In L

gibt es zwei Pnnkte (x,y) mit x = x, , ndmlich (x,,y,) uwnd (x,,~y,) ,
wobei y) = x3+ Ax,+ B . In L* gibt es keinen Punkt (x,y) mit x = x 7T ,
denn (x,Z)* + Az® (x,Z) + B2® = ¥ (x)+ Ax_ + B) ist kein Quadrat in ® -
3.Fall: xy+ Ax, + B ¥ 0 , x}+ Bx, + B ist kein Quadrat in !'p .In L

gibt es keinen Punkt (x,y) mit x, = x . In L* gibt es genau zwei Punkte
(x,y) mit x = x,z . In jedem Falle hat man [yt (x,)| = 2 . Aus den
Eigenschaften von § folgt: IE p(rp)l - |z;(rp)’l = 2p + 2 . Daraus folgt

a (p) = - a*(p) . Teil (ii) ist damit bewiesen. R

Sei p = (p) . Dann folgt aus Lemma 1.5:

1 1 . 1
1-adp gt~ + ppnt 2 4 - ag(p)p-s spi™ L ax&(p)p.s +p

1-2s
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Insgesamt haben wir gezeigt: Die Buler-Faktoren von Lx(z,s) sind bis

auf endlich viele Ausnahmen genau die Faktoren im Produkt L_(E,s) * LQ(E*,s

°
Daraus folgt

ordsleK(E,s) = ords.lLQ(E,s) + ords.lLQ(E*,s) .

Damit sieht man: Aus der BIRCH-SWINNERTON-DYER-Vermutung folgt Satz 1.3.

(1.6) Satz. Sei Q € E(K) ein Punkt der Ordnung p , p Primzahl.

Dann ist p = 2,3,5 odexr 7 .

Beweis. Wir betrachten die Abbildung T aus Proposition 1.2. Wir
nehmen zunichst an, da8 Q € Bild T ist. Es ist |E(K) : 2B(K) | = 2¥|E(K),!
wo r der Rang von E(K) ist. Aus Teil (iii) in Proposition 1.2 folgt
|IE(K) : Bi1d 1] = 2" , und daraus folgt p=2 . Sei Q€ BilaT,

(V) =Q , VEE(Q xE*(Q) . Es folgt pV € Kern T . Aus Teil (ii) in
Proposition 1.2 folgt 2pV = O . Nun sind die Torsionsgruppen E(Q) Tor

bzw. E*(Q) isomorph zu einer der folgenden Gruppen [Maz]:

Tor
Z/mX mit 1 Sm S 10 oder m= 12 oder ZEL/2Zx2Z/2nZ mit 1 SnsS 4.

Daraus folgt p = 2,3,5 oder 7 . Damit ist der Satz bewiesen. 1
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2. Eigenschaften der Spurabbildung.

In den folgenden Kapiteln betrachten wir speziell die Gleichung I‘A B
fir E und interessieren uns fiir die Ldsungsmenge PA B(R) , wobei R
[
ein Teilring von K ist. Sei R¢ Q@ und PA,B(R) = PA,B(R)\PA,B(Q) 0.
Der Spurhomomorphismis O : E(K) -+ E(Q) , gegeben an dem Modell I‘A B

induziert eine Abbildung

O * I'A'B(R) - I'A'B(Q)U{w} .

GR(Q) =Q+Q' , wobei ® = (0:1:0) der eindeutig bestimmte Punkt von
PA,B im Unendlichen ist. Wir zeigen in diesem Kapitel, daB die Fasern
0;1 (P) , PE€ PA,B(Q) U {=} , durch geeignete @-rationale Punkte einer
{(zu P) passenden elliptischen Kurve dber ¢ parametrisiert werden.
AuSerdem geben wir fir (s,t) € O;I(P) , PE PA,B(Q) . eine Abschitzung
der Ordnung des Nenners von s und t an unzerlegten Primstellen von

O, an. Der Einfachheit halber, aber ohne Einschridnkung, machen wir im

folgenden stets die Annahme: 6 * € R .

Zunichst erinnern wir an die Additionsformeln fir E , dargestellt
an dem Modell PA,B . Seien P, P, € E(K) , P, = (x,,y;) , P,= (x,,Y,) €
PA,B“) - Sei Py =P, +P, . Dann ist P; = @ genau dann, wenn

Xg =A% mx =% . ¥3T - Axy -x) -y, o

mit ¥y ~ Y,
"‘xl - xz ’ f‘lls Pl # Pz .
A= q
3x§ +A




Wir behandeln zunichst den Fall P = o ., Die Faser 0;1(“) wird para-

metrisiert durch rAz‘ ,Bz° (RN Q)

(2.1) Proposition. Sei Q = (s,t) , s,t €ER . Die folgenden Aussagen

{1) und (ii) sind aquivalent.
-1
(1) Q€ GR (o) .

(1) (s,t) = (p07%,q0° ") mit (p,q) €Ty, L. (RNQ , q#0.

Bewelis. Der Fall R = K folgt unmittelbar aus Teil (i) in Propo-
sition 1.2. Im Allgemeinen hat man folgende Kette von Aquivalenzen:
(1) (s,t) €0 (e .

(i) (s,t) € PA,B(R) s, S=8' , t=~t',

(1'') t?2=s+As+B,s=a€RNQ ,t =40 ,d €ERNG ,d#0.
(1°*%) (@62 = (a8%)® + Az%(ab%) +Bz® , a,d ERNQ , d#0 .

(i11) s=a=pd 2 ,t=qg0 2 mit (p,q € PAz*,nz*(R“Q’ ;9 ¥ 0.

Damit ist das Lemma bewiesen. 8

Als nichstes behandeln wir den FPall P # o ., Dazu beweisen wir zunichst

zwei Lemmata, die sich auch spiter noch als niitzlich erweisen werden.

(2.2) Lemma. Sei P € I'A B(Q) s P= (u,v) . Sei Q= (s,t) , s,t ER ,

s=a+bbd, t=c+d0 mit a,b,c,d € ¢ . Die folgenden Aussagen (i)

und (ii) sind aquivalent.

(1) Qe€alp .

(i1) b # 0 und die folgenden Gleichungen sind erfdllt:
(1) a’® +3ab%z2 +Ra +B-c2~a%z=0
(2) 3a2 +b%z + A -2cA=0
(3) u+2a-A2=0 .

(4) v+c+ (u-a)dA=0 , wobei A := dab
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Beweis, Sei Q € ogl(P) , also Q € TA a(R) und 0 (Q) =P .

Q= (s,t) € PA B(R) ist 3quivalent zu
3

a' + 3ab%z +Aa + B - c2 - a%z =0

3a2b + b3z + Ab - 2cd = 0 .

Q € PA B(Q) und OR(Q) =P # o ist Squivalent zu b #0 , u + 2a - A2 =0 ,

v+e+ (u-a)d=0 mit A := db ! . Damit ist das Lemma bewiesen. 1

Sei N = || || die Normabbildung von K tiUber @ .

(2.3) Lemma. Sei P €T, .(® , P = (u,v) . Sei (s,t) € agl(p) ,

s=a+bd ,t=c+d mit a,b,c,d€Q , A :=db ® . Dann gilt

N(3) = 2au + 2u? + A + 2Av '

N(t) = 3v? 4 2cv + 2cud - 4ub?z - 3u? - 4au + A% .

Beweis. Wir benutzen die Gleichungen (2), (3), (4) aus Lemma 2.2.
Aus (2) folgt N(s) = a® - bz = 4a2 + A - 2cA . Aus (3) und (4) folgt
2cA = - 2vA - 2u? - 2au + 4a? . Insgesamt folgt N(s) = 2au + 2u® + A + 2\v
wie behauptet.
Aus (4) folgt: 3(v.+ c)? = 3(u - a)‘i‘ .
Aus (3) folgt: 3(v + )2 = 6a® - 9a%u + 3u® .
Aus (2) folgt: 6ad = - 2ab%z - 2Aa + 4acA .
Au8~(2$ folgt: - 9a?u = 3b%uz + 3Au - 6cai .
Aus (2) folgt: - 2Aa = vA - A%a .
Aus (3) folgt: - 2ab%z = zub?® - 4%z .
Aus (4) folgt: 4acA = 4vc + 4c? + 4cul .

Sukzessives Einsetzen ergibt: 3(v + c)? = 4ub?z - %z + 4au - A% + 4dcv

+ 4c? - 2cul + 3u® und damit die Gleichung fdr N(t) wie behauptet. |
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Zu P € FA B(Q) , P = (u,v) assoziieren wir nun die Kurve CP = cp(x,y):
(4

4

C_: zy2 = x* - 6ux? - Bvx - 4a - 3u? .

cP hat Geschlecht 1 . Falls cP im projektiven Raum P2(@) einen Punkt

besitzt, definiert C also insbesondere eine elliptiéche Kurve tber @

P
Wir zeigen nun, daB die Faser OEI(P) durch geeignete @-rationale Punkte

auf CP parametrisiert wird.

(Lﬂhmmnm.%ipéaﬂ@,Ptmm.su(mﬂGﬁWﬂ
’

s=a+bd ,t=c+d mit a,b,c,d€ @ , A =db * . Dann gilt: (A,2b)
ist ein Punkt (x,y) auf der Kurve cP .

Beweis. Wir betrachten die Gleichung fir N(s) aus Lemma 2.3, Wir
erhalten daraus zunichst (a - u)2 - b%z = A + 3u? + 2Av . Nach Gleichunc
(3) in Lemma 2.2 ist a = (A2 - u)/2 . Daraus folgt z4b? = A* - 6A%u
- 8Av - 4A - 3u? , d.h. (A,2b) ist ein Punkt auf der Kurve Cp - ]
Man beachte, daf (s,t) vollstdndig durch (A,2b) bestimmt ist: Aus

Gleichung (3) und (4) in Lemma 2.2 folgt a = A2 -uw/2,c=(a-uh-

Sei nun O, Hauptidealring. Sei P € PA gl@ P = (uv), (s,t) €
[}

0;1(P) . Sei p eine rationale Primzahl, die nicht zerlegt ist in O, .

also

paeu6

fir ein Primelement T in O, , € €0; , § € {1,2} . Im folgenden

schitzen wir die Ordnung des Nenners von s und t an der Stelle T at
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durch die Ordnung des Nenners von u und v an der Stelle p . Sei \)p

die p-adische Bewertung auf @ .

Es lassen sich u und v schreiben als

X
(2.5) u= —2-8_5- 2 v =

—_—
383
P q; p ' q,

mit r.w,d,,9, €Ex,pBeEn, , (r:ql) = (w,q;) =1, P"QIIQ2 und, falls

B>0, p]’r,w . Ebenso laBt sich (s,t) schreiben als

. e
(2.6) s = ., t =
2 . 1r3°’d3

mit e,9,d;,d, €0, , a €N, , (e,4,) = (g,d4,) =1 , 7}d,,d, und, falls

a>0 , nfe,f.

(2.7) Proposition. (i) Sei (p,8) # (2,2) . Dann ist a S B6 .

(4i) Sei p=d38 =2 ,pDann ist a <28 + 1 , wobei a=0 , falls 8 =0 .
2.2
Beweis. Setze f = 7 d, , also s = e/f , e,f €0z mit (e,f) =1 .
Wir kénnen schreiben
: £ £
e-=-e-l+3216 ' f=—21-+—216
ist, mit e,#f,®0mod2 .Sei s=a+h8 ,t=c+d0 mit a,b,c,d€Q.

Dann ist

a= elfl,‘ e f,2 b = ezf]‘- Q]fz
' 4N(£) ! 4N(f) .

Wir wenden die Gleichung flir N(s) aus Lemma 2.3 an:
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- @2f,2
2

(*) N(e) = N(s) N(f) = ES | u + 2N(f)u® + AN(E) + 2v), .

Dabei erfdllt A, = AN(f) die Gleichung

elfl - ezflg
2

(**) A2 = N(E)2u + N(£)

(siehe Gleichung (3) in Lemma 2.2). Wir haben e;f, - e,f,z € 2Z und,
falls z= 2,3 mod4 ist, sogar e f; - e,f,z € 4% .

Zu (i). Sei (p,8) # (2,2) . Annahme: o > 86§ .

a/é

aus N9 = M@p ¥ON()? mit pIN@,) folge v (N(fw) >0 und

e, f, ~ exfs2

\)p( 3 N(f)) > 0 und wegen Gleichung (**) somit vp(l,) >0 .
Muerdem ist V_(AN(D) >0 uwd v (2N(Hu’) >0 . Aus £ = 12%? folgt
p?®* | £ in oy, wober 2%%*2| £ in o, . Damit folgt p**!| £ ,f, in

Z , wober 2282 £,,€, in X . Also ist \OP(e‘fl 5 22522

u) >0 . Ins-
gesamt haben wir wegen Gleichung (*) damit p| N(e) , also 7| e . Anderer-
seits folgt aus unserer Annalme @ > 0 . Das ist ein Widerspruch. Alsc ist
asBs.

Za (ii). Sei (p,§) = (2,2) . Dann ist z®3 2,3 mod4 . Aus @ > 28 + 1 wirde

wie im obigen Fall folgen 2‘ N(e) , was ein Widerspruch zu a > Q ist.

8yf, ~ szzz
2

mit Gleichung (*) aus a > 0 folgen: 2 | N(e) , also II e , was ein

Also ist @ S 28 +1 , Sei 8 =0 . Wegen s 0 mod2 wirde

Widerspruch ist. Also ist a = 0 . Die Proposition ist bewiesen. |
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3. K-rationale Ldsungen von PA,B .

Wir setzen R = K und betrachten

die Menge der K-rationalen Punkte auf I’A B ° Wir beweisen, daB8 die

’

Fasern der Spurabbildung

g PA,B(K) -+ I’A'B(Q)U{w}

durch die @wrationalen Punkte einer universellen elliptischen Kurve iber ¢@

parametrisiert werden:

s § -1
(3.1) Satz. Die Pasern 0 '(P) , P € I'A'B(Q) U {=} , mit o (P) # 9

werden parametrisiert durch

I‘l\zz Bz* (@ *

Beweis. Wir geben fiir jedes P € I'A'B(Q) U {=} explizit eine passende
Parametrisierung an. Sei P = o , Nach Proposition' 2.1. gilt far Q = (s,t) ,
s,t EXK , daB Q€ 0;1(6) genau dann, wenn (s,t) von der Form (s,t) =
(P8 2,q8°%) ist mit (p,q € Tag? pg» (@ ¢ @ # 0 . Damit hat man eine
gewiinschte Parametrisierung fir 0;1(«») .Sei PFw, P = (uv) .Sei
(s,t) ea;‘(p) #%,8=a+bd ,t=c+d0 mit a,b,c,d€Q , A :=db !,

Nach Proposition 2.4 ist (A,2b) Punkt (x,y) auf der Kurve

CP: zyzsx"-S\ncz-Bvx-ttA-Z!uz ’

die damit insbesondere einen @Q-rationalen Punkt besitzt, also elliptische



Kurve dber @ ist. Wir identifizieren diese elliptische Kurve als T

Dazu seien hl,h2 die Invarianten von CP :

- _1 2
hl--z(QE-4BG+3Y)

- 1
3

M o<

O =< W

a
8
Y

mit a=2 ,B8B=0,Yy=-2u, 80=-2zv , €=~ 2(4A + 3uz) . Man rechnet

nach:

d.h. C_. ist birational iquivalent (dber @) zu T

P Az? ,Bz?

Transformation

¥ : T

P C

->
Azl 'le P

konstruiert man auf folgende Weise [Mo,Seite 77].Wir geben eine Folge von

birationalen Transformationen an, die Cp in th Uberfthrt. Sei

3 Bz)
r
(E,n) ¢@-rationaler Punkt auf CP = cp(x,y) .

x'xl"'EoY’z-lyl .

(x;,y1) erfillen die Gleichung yi =ax®+ blx: +c

2
1X1 x) + d,_x1 + e mit

1
a, =z
b, = 4z§

6zE2 - 6zu

0
™)
[ ]

7
[

N 42E? - 12zu - 8zv

e, =zn* .

Az? ,BZ?

. Eine birationale
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(x,,y,) erfdllen die Gleichung y; = elx: + dlx; + c1x§ + b x,+a; .
Falls e, = 0 , w8hlt man eine Substitution, die c, 2u Null macht. Man

bekommt als Gleichung T

Az? ,Bz® Sei also e, # 0 .

xz z.n ’ Yz zn

(x,,y,) erfillen die Gleichung y: = X3 + bax: + c.x? mit

3X3 * 3%, + e

3
d
= _-L
by zn

Gy = C

[+
w
[]
o
[
N
3

1
Xy =%y -7, Yy =¥,

(x,,¥,) erfillen die Gleichung yf = x: - Scu": +4d.x, +e mit

1 3,2
C~ = - E(cs - '8‘_b3)

i 1., 1
d,. = :‘!".(d3 + Ebs - ‘z‘csbz)
N 1 .2 1
e = b +T§-b3c3 - -4-1::3d3 + e

=
v~ T 256 3 3

- 2
x"'Z(!‘c“) ’ yhs-x~+2?+c,.

(X,¥) erfillen die Gleichung

- :4
PM,'BZ, : 9P X +h,X +h .

Sukzessives Einsetzen liefert eine birationale Transformation \PP = (?1,‘*2) R
x=¥&EN , yv=¥YLEY

von I'Aza nach S und damit die gewilnschte Parametrisierung der

Bz)
’
@-rationalen Punkte auf Cp (bis auf endlich viele Ausnahmen) und damit



aeine Parametrisierung von 0;1(P) durch @-rationale Punkte auf PAz, Bg?
’

Damit ist der Beweis vollstindig. |

Kennt man Q-rationale Punkte auf PA,B und rAz‘,Bz’

Satz 3.1 uﬁd der im Beweis explizit angegebenen birationalen Abbildung

s SO kann man mit

?P Punkte auf I‘A B konstruieren, die K~rational, aber nicht schon
’

P-rational sind.
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4. Losungen von T, in S-arithmetischen Ringen.

B

Sei O, Hauptidealring. Sei R ein S-arithmetischer Ring in K ,
R=0, [s71 ,

wo S eine endliche Menge von (paarweise nicht assoziierten) Primele-
menten in O, ist. Ohne Einschrankung nehmen wir an: 8 € R .

Es ist PA B(R) endlich. Wir beschreiben die Fasern der Spurabbildung
’

o, ¢ TA'B(R) -+ "A,B‘Q’”{‘”} .

Unsere Ergebnisse gestatten es, PA B(R) in vielen Pillen explizit zu
[ 4

bestimmen (siehe Kapitel 5).

Sei T die Menge der rationalen Primzahlen, die von den Primelenten
in S geteilt werden. Dann ist RN @ = Z[T ] . Mit Proposition 2.1

haben wir folgende Beschreibung fir 0;1 (o0) .

(4.1) Satz. Sei Q= (s,t) , s,t € R . Die folgenden Aussagen (i)
und (ii) sind aquivalent.
(1) QE€a e .
(11) (s,t) = (p877,g87°) mit (p,q €T, , ,azt"‘["'—l]’ , q#0.

Fir P ¥ » haben wir den folgenden Satz.
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{(4.2) Satz. Sei P € I‘A'B(Z) , P=(u,v) . Sei S derart, daB jedes
Primelement in S assoziiert zu seinem Konjugierten ist. Dann gilt
fir (s,t) € o '(P) :
(1) s,t €0, .
(i1) Sei s=3+-f-6, t =9-+%G mit e,f,g,h €EXZ, A = hf ! ., Dann ist

2 2 2
(A,f) ganzzahliger Punkt (x,y) auf der elliptischen Kurve

CP: zyz=x"'—6ux2-8vx-41x-3uz ’

und e=A%-u,g= (e - 2u)A - 2v .

Beweis. Sei (s,t) € O;I(P) . 2a (i). Sei W € S . Dann ist E:‘ll’6 = p
fOr eine rationale Primzahl p , € €0; , § € {1,2} . Da u,v € Z , folgt
fir die Darstellung 2.5 von u und v : 8 = 0 . Aus Proposition 2.7 folgt
flir die Darstellung 2.6 von s und t : @ = 0 . Somit sind s,t €R
ganz an der Stelle 7 . Da T € S beliebig gewdhlt war, folgt s,t € 0, .
Zu (ii). Nach (i) kénnen wir s,t schreiben in der Form s = -;— + %6 R
t =%+%e mit e,f,gh €EZ, eSfmod2 , gsh mod2 und emgm0 mod2
falls z®2,3 mod4 4ist. Sei A := hf !, (Man beachte, daB stets £ ¥ 0 i
Nach Proposition 2.4 ist (A,f) Punkt (x,y) auf der Kurve C, - Aus
Gleichung (3) und (4) in Lemma 2.2 folgt e = A2 -u , g = (e =~ 2u)A - 2v ,

insbesondere folgt A € ® . Damit ist (ii) bewiesen. ]

P € PA B(z) ist fir P € I‘A B(Q) stets dann erfiillt, falls E(Q) endlich
f 4 ! / .
ist (Satz von NAGELL-LUTZ). In diesem Falle hat man insbesondere nur end-
lich viele Pasern 0;1 (P) . Damit ist I'A B(R) gegeben einerseits durch
TapRAQ=T, o(@ =T, 4
0;1(9) »PET, (@U {=} . In vielen Pillen kann man die Pasern mit Satz
’

(Z) , andererseits durch die endlich vielen Fasel

4.1 und Satz 4.2 explizit bestimmen. Dabei liegen nach Satz 4.2 L3sungen

(s,t) e‘rh's(n) mit s,t € Oz notwendig in a;‘(-» .
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5. Anwendungen.

Sei R = Oz[S-I] ein S-arithmetischer Ring in K . Dann ist PA B(R)

’

endlich. Im allgemeinen bereitet es grofie Mihe, die Ldsungen in PA,B(R)
explizit anzugeben. Aus BAKERS Linearformenresultat (filr K) folgt zwar die
Existenz eines Algorithmus zur Auffindung der LdOsungen, dieser Algorithmus
ist jedoch wegen der GrdSenordnmung der vorkommenden reellen Schranken v3llig

unbrauchbar fir explizite Rechnungen.

Unter geeigneten Voraussetzungen kénnen wir nun die Resultate in
Kapitel 3 und 4 benutzen und in Fﬁllen, in denen man die Ldsungen gewisser
diophantischer Gleichungen tber @ kennt, die Ldsungen in I‘A B(R)

’

explizit konstruieren.

= -1 °
Die Voraussetzungen an PA,B und R =0,[s '] sind:
(5.1) O, ist Hauptidealring. Jedes Primelement in S ist assoziiert
zu seinem Konjugierten.(S endlich). 9 ' € R .

(5.2) E(Q) ist endlich.

I'A'B(R) ist gegeben durch I‘A'B(an und I'A'B(R) st ist

gRNQ =T, (@ =T, (®m .

PA A,B A,B

Bestimmung von ?A 8(R) . Dazu bestimmt man die endlich vielen Pasern
’

o §
o '(P) , PE PA,B(” U {e} .

Ist E*{Q®) endlich, so ist E(K) endlich nach Satz 1.3. In diesem PFalle
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bestimmt man . _(K)2T. _(R) . Die Fasern o_}(P) lassen sich aus
A,B —"A,B K
rAz‘ Bz? (@) mit Hilfe der im Beweis von Satz 3.1 angegebenen rationalen
[4
Transformation ‘i’P explizit konstruieren. Nehmen wir also an, daB

E*(@) unendlich ist.

(i) Bestimmung von a;l(on) . Fir die Bestimmung von a;"(m) hat man

die Gleichung

y2 = x® + az%x + B2z? in zZ[T7?]

zu betrachten, wobei T die Menge der rationalen Primzahlen ist, die

von den Primelementen in S geteilt werden. Genauer: Nach Satz 4.1 ist
0;1(“') genau durch folgende Elemente (s,t) gegeben: (s,t) = (pe",qe")
mit (P, €Ty poo (2[?"1]) , g # 0 . Es gibt zahlreiche Beispiele fir
a,b €T und TcP endlich, in denen die Gleichung y? = x% + ax + b in
Z(T '] geldst worden ist bzw. man die L3sungen mit Standard-Methoden
leicht finden kann. (Siehe zum Beispiel {Mo] und {Stro& Ti] , wo auch

ausfihrliche Literturhinweise zu finden sind.)

(ii) Bestimmung von O;I(P) , P € I'A ng) . Fir die Bestimmung von
i ’

o '(Py , PE Ty,® =T, 5(® , P = (3,v) , hat man die Gleichung

zy2=x"-6ux2--8vx-4a-3uz in &

zu betrachten. Genauer: Sei (s,t) € 0';1(1’) . Nach Satz 4.2 sind

s,t €0, und, falls s=%+§6,t-%+%e mit e,f,g,h € Z , gilt:
£#0, (A, f) ist.ganzzahliger Punkt (x,y) auf der Kurve Cp ¢
zy? = x* - 6ux? - 8vx - 4A - 3u? und e=A2-u,g=(e=-20))~-2v,

h = Af .

Die diophantische Gleichung ky® = ax® + bx? + cx? + dx + e
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mit k,a,b,c,d,e € B ist in vielen Spezialfdllen geldst worden. Zahlreiche
Beispiele daffir findet man in [Mo], wo auch weitere umfangreiche Literatur

angegeben ist. Betrachten wir zum Beispiel genauer den

2

Fall P = (u,0) . Sei (x,y) ganzzahliger Punkt auf (:P , Sei w=x° - 3u .,
Dann gilt
(*) w2 - zy?2 = 4 + 12u? .

Fir z < 0 lassen sich die ganzzahligen Ldsungen (w,y) von (*) leicht

finden, denn es gilt

lwl s /Taa + 1202l , |yl SV - z 1]aa + 12u?] .

Fir z > 0 ist (*) eine Pellsche Gleichung. Sie besitzt nur endlich
viele Ldsungen (w,y) , so daB w = x% - 3u s, X EX . Wie man diese
findet, ist in [Mo,Seite 63] angegeben. Im Falle A = 0O hat man wegen
Gleichung (*) noch folgendes niitzliches Kriterium [La,Corollary 1.8]:

Falls U;I(P) # @ , so besitzt O, ein Element der Norm 3 .

Betrachten wir auch noch den Pall A =0 , P = (0O,v) . In diesem Fall

hat man fir (s,t) € 0;1(1,) . 8= 2y £3 s b= q. %6 folgende Bedingung

2 2 2
[La,Proposition 1.7] :

(1) (g=-2v)2 -2h?=16v2 und h#0 .

Gleichung (i) folgt direkt aus der Gleichung fiir N(t) in Lemma 2.3. Fir
2z <0 kann man die L3sungen der Gleichung g zY'2 = 16v2 sofort ange-

ben, fir z > 0 sucht man gewisse L3sungen einer Pellschen Gleichung.

Die Fasern 0;1(1’) , wo P € I'A B(Z) von der Porm P = (u,v) mit u=20
r

oder v = 0 ist, lassen sich also chne weiteres bestimmen. Damit ist es
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insbesondere ohne weiteres mdglich, I'A B(R) vollstandig anzugeben, wenn
’

PA,B(Q) von der Form FA,B(Q) = {(u,v)} istmit u=0 oder v=0.

(5.3) Beispiel. Wir betrachten die Gleichung

- 2 aB 3 -
I‘o'_1 : )4 x 1 .
Wir setzen z = -2 und bestimmen I‘o -1 (R) fir
[ 4
R =0, [5=]
) .

Es ist

B(Q) ~ /2% mit T, (@ = {1,00} .

E*(Q) = Z x Z/2X .

Die Voraussetzungen 5.1 und 5.2 sind erfillt. PO -1 (R) setzt sich zusammen
’

aus Iy ,(RNQ wund T, ,(R) . Bs ist Tp,-1 (RN D = {1,00} . om
I‘o -I(R) z2u bestimmen, bestimmt man die Pasern 0;1 (P) , PE I‘o -1 () U {eo} .

Dazu mu8 man die Gleichungen
y2 = x3 + 2} in z[-l-] .
(x? - 3)2+ 292 =12 . 4in = .

1l6sen. Genauer:

(1) Sei P = o , Nach Satz 4.1 sind die Elemente (s,t) in 0;1(..)

gegeben durch (s,t) = (p/-2 2:@’?_2-3) mit (p,q) € I'0 2 (z[-%]) ., q?¥ 0.

Mit Standarxrd-Methoden dber @ beweist man:

1., -
Fo,2 (BGN = {(-2,00,(1,23) ,(2,24), (46,£312) , (-7°272 21327} .



-27 -

(i1) Sei P = (1,0) . Sei (s,t) 6'0;1((1,0)) . Nach Satz 4.2 sind

s,t €0, und fir s = e+ £,V/=2 , t = g,+ h, V-2 mit e,,f,,g,,h, € Z

2
gilt: (A,Zf,) ist ganzzahliger Punkt auf der Kurve C(1 0 °
’

~2y> = x* - 6x* -3 und 2e,=A*-1,qg, =(e, - 1A, h, = Af, .

c(1 0) 148t sich schreiben als (x* - 3)2 + 2y2 = 12 . Damit findet man
’

als ganzzahlige Punkte auf c(1 0) sofort: (x,y) = (%1,%2) . Daraus
[ 4

folgt (s,t) = (/=2,%(1 -~ V=2)) oder (s,t) = (-/=2,2(1 + /=2)).

Wir fagssen zusammen:

1
Losungen von T, _, : y2=x% -1 in Rao_z[n]
r
Ty . RN ® i 0,-1(R) _,
[
Op () g’ (11,00)
(=7=2"%,213/=2 %)
(V=2 2,23/=2" %) (V=2,2(1-V=2))
(1,0)
(-1,2/=2) (-/=2,%(1+/=2))
(-23,28/-2)

{5.4) Beispiel. Wir betrachten die Gleichung

2 3

1‘1’0: yc=x% +x .

Wir setzen z = 3 und bestimmen l‘1 O(R) fir
L

R = °3[£5'] .
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Es ist

E(Q) ~ Z/2% mit T  (Q) = {(0,00} .

E*(Q) =~ & x Z/2% .

Die Voraussetzungen 5.1 und 5.2 sind erfillt. T (R) setzt sich zusammen

1,0

aus T, ((RN@ und T (R} . Es ist rl'ouznq) = {(0,0)} . Um

l‘1 0(R) zu bestimmen, bestimmt man die Fasern 0;1(1’) , PE 1'1 o(Q) U {}.
’ [

Dazu muB8 man die Gleichungen
y? = x? ¢ 3% in 23] ,
3y? = x* - 4 in 2 .

18sen. Genauer:

(1) Sei P = o , Nach Satz 4.1 sind die Elemente (s,t) in 0;1 (o)

gegeben durch (s,t) = (p/3 %,a/37%) mit (p,@ €T, 'O(z[-}h , Q%0 .

Mit Standard-Methoden Uber @ beweist man:

1
T '0(2[3]) = {(0,0),(4,10)} -

(1) Sei P = (0,0) . Sei (s,t) € 0;1((0,0)) . Nach Satz 4.2 sind
s,t €0; und fir s =e,+ £, Yi,t=g,+h,¥3 mit e,,f,,9,,h, €EZ

gilt: (A,2£,) ist ganzzahliger Punkt auf der Kurve C 3y2 = x* -4

(0,0) °

und 2e, = A\* , g, = e,A , h, = Af, . Betrachtet man C modulo 4 ,

(0,0)
so folgt x®y=0 mod2 , x,y € Z . Also hat man die L3sungen (x,y) der Pel
Gleichung X2 - 3y2 = 1 zu bestimmen, die von der Form 2x = x> , 2y = ¥

sind [Mo,Seite 63] . Als ganzzahlige Punkte auf C findet man

(0,0)
(x,y) = (£2,22) . Daraus folgt (s,t) = (2 + /5',1:(4 + 2/3)) oder

(2 - ¥3,2(4 - 2/3)) . Wir fassen zusammen:



Lésungen von Pl,O : y?=x*+x in R = 03[715]
r (R)
I‘l,o(nn ®) - 1.0 -
OR {e0) OR ((0,0))
_ _ (2+/3,2(4+2V3))
(0,0) (4¥372,210/3 %)
(2-v3,£(4-273))

Wir zeigen nun abschlieBfiend, wie man in gewissen Fillen die angegebenen
Methoden benutzt, um die Gleichung 'I'A g = vy = x? + Ax + B zu l&sen, wenn
[ 4

A,B € 0, und nicht notwendig A,B € Z sind.

Sei R zuniAchst ein beliebiger Teilring von K , R* die Einheitengruppe von R .

(5.5) Definition.. Bine Transformation x + u’x , y + uly der variablen

x und y mit u € R* heiBt zulissige Transfommation. Die Gleichung

rAnBl mit A,,B; € O, heiBt iquivalent zur Gleichung rAz:Bz mit A,,B, €0, ,
falls T aus T durch eine zulissige Transformation hexvorgeht.
A, /B, A, /By

Auf diese Weise ist auf der Menge der Gleichungen I'A mit Al,Bl € 0z

B
1
offensichtlich eine Xquvalenzrelation im abstrakten Sinne gegeben. Sind

rAI,Bl und PAz'Bz &quivalent, so ist die von PAl'Bl dber K definierte

elliptische Xurve E, isomorph (dber K) zu der von PA B definierten
282

elliptischen Kurve B, . Mehr noch: Die zulissige Transformation zwischen

r und T induziert eine Bijektion zwischen den Ldsungsmengen

(R) fir

T (R} und T (R) . Mit anderen Worten: Kennt man I

A,;.B, 1B
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fir eine einzelne Gleichung I'A B, ¢ %© kennt man T (R) fdr alle
2100

A,.B,
, die dquivalent sind zu T

Gleichungen T Ay,By

A,.B,

Sei nun R ein S-arithmetischer Ring in K , R = 0,[s™!] , und R erfille
die Voraussetzung 5.1. Fir eine zuldssige Transformation ist u € R*

gleichbedeutend damit, daB u von der Form u = G‘n'g'h"'n:“ ist mit

§€0;, ,0; €X ,151iSn, wbei S={m,...,mT} . Sei I‘M'Bl eine
gegebene Gleichung mit A,,B, € 05 , so daB folgendes gilt: I'A B ist
1'"1

dquivalent zu einer Gleichung I‘A B mit folgenden Eigenschaften:
’

(1) A,BEZ .

(ii) EB(@®) ist endlich (Voraussetzung 5.2).

In diesem FPalle kann man I‘A g (R} bestimmen, indem man I'' _(R) bestimmt,
1’1 A.B

wie in diesem Kapitel angegeben. In [La] sind die cbigen Uberlegungen fiir

eine groBe Klasse von Gleichungen I‘A explizit ausgefthrt.

1By
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