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Die Codierungstheorie versucht, möglichst effiziente Wege

der Nachrichtenübermittung aUfzuzeigen. Effizienz bedeutet

hierbei: ein möglichst geringer Energieaufwand bei gleich­

zeitig möglichst großer Redundanz. Die mathematische Nor­

malisierung dieses Problems führt zu bestimmten endlichen

Strukturen, den Codes. Überraschenderweise sind nun die für

den Codierungstheoretiker interessanten Fragestellungen über

Codes auf das Engste verflochten mit teilweise sehr alten

Fragestellungen aus der reinen Mathematik, die auf den

ersten Blick nichts mit Codierungstheorie zu tun haben und

die von Mathematikern völlig unabhängig studiert wurden oder

noch studiert werden.

Was sind Codes?

Betrachten wir ein naheliegendes Beispiel. Seit 1969 wird

jedes in Westeuropa oder den USA erscheinende Buch mit der

Internationalen Standard-Buchnummer (ISBN) versehen. Solch

eine ISB-Nummer ist 10-stellig, z.B.

3-540-12782-8

(an der zehnten Stelle taucht gelegentlich statt einer zif­

fer das Symbol X auf). Die eigentliche Information, also

die Nummer eines Buches, ist hierbei die aus den ersten 9

Ziffern gebildete Zahl. Die letzte Ziffer ist eine sogenann­

te Kontrollziffer. Sie ist so bestimmt, daß für eine 1SB-

Nummer a1a2a3 •.. a10 die

stets durch 11 teilbar

Zahl 1·a1+2a2+3a3+ ... +10alO

ist (wobei gegebenenfalls das
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Symbol X als Zahl 10 zu interpretieren ist). So ist im

obigen Beispiel

Folglich muß die letzte Ziffer eine 8 sein:

173+8-10 = 253 = 11-23.

Die Kontrollziffer hat den·' offensichtlichen Vorteil, in

einem gewissen Umfang vor Fehlern zu schützen, die beim

Abdruck der ISB-Nummer in einem Katalog, beim Abspeichern in

einem Computer oder sonstwo auftreten können. Wird etwa

genau eine Ziffer beim Übermitteln einer ISB-Nummer falsch

weitergegeben, z.B.

3-510-12782-8

an Stelle der oben gegebenen Nummer, so wird - wie man sich

leicht überlegen kann - die empfangene Nummer auf keinen

Fall mehr die oben beschriebene, charakteristische Eigen­

schaft einer ISB-Nummer haben; im Beispiel ist

1-3+2-5+3-1+4-0+5·1+6-2+7-7+8·8+9·2+10·8 = 244, und die Zahl

ist nicht durch 11 teilbar. Die ISB-Nummern sind also so

beschaffen, daß gin Fehler stets entdeckt werden kann. Ist

die Stelle des Fehlers bekannt, so kann er sogar korrigiert

werden: Im Beispiel ist die dritte Stelle falsch. Es ist

eine Zahl a zwischen 0 und 9 zu bestimmen, sodaß
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1·3+2·5+3·a+4·0+5·1+6·2+7·7+8·9+9·2+10·8 = 241+3·a

durch 11 teilbar ist, und diese Aufgabe hat genau eine

Lösung, nämlich a = 4. Der Fehler ist korrigiert. Treten

mehr als ein Fehler auf, so kann es allerdings geschehen,

daß diese Fehler nicht mehr entdeckt werden; z . B. weicht

1-640-12782-8 an genau zwei stellen von der anfangs ge­

gebenen ISB-Nummer ab und ist dennoch eine korrekte

ISB-Nummer.

Der Codierungstheoretiker würde die eben geschilderte situa­

tion folgendermaßen beschreiben. Gegeben ist ein endliches

Alphabet A - hier die Ziffern 0 bis 9 und das Symbol X.

Aus den Buchstaben des Alphabets A werden Wörter zu je n

Buchstaben gebildet - hier ist n = 10. Die Menge aller

möglichen, n-stelligen Wörter wird mit An bezeichnet. In

dieser Menge An aller n-stelligen Wörter wird nun eine

Teilmenge C, ein nCode", als Menge der zulässigen Wörter

ausgezeichnet. Die Wörter in C heißen dann Codewörter. Im

Beispiel besteht der Code aus den Wörtern 8182a3 .... a10' für

die 1·a1+... +10·a10 durch" 11 teilbar ist und unter a 1 .

bis a 9 kein X vorkommt.

In der Praxis ist A natürlich kein willkürlich gewähltes

Alphabet. Um mit einem Code zu arbeiten, muß man ihn be­

schreiben können. Die naheliegende Möglichkeit~ einen Code

zu beschreiben, indem man die Codewörter auflistet, ist



- 5 -

nicht praktikabel (der ISBN-Code enhält 1 000 000 000 Code­

wörter). Was benötigt wird, ist ein möglichst einfacher

Algorithmus, der entscheidet, ob ein vorgelegtes Wort ein

Codewort ist oder nicht. Im ISBN-Beispiel besteht dieser

Algorithmus aus einigen Additionen, Multiplikationen und

einem Test auf Teilbarkeit durch 11. Die offensichtliche

Ursache für diese erhebliche Vereinfachung ist die Tatsache,

daß das Alphabet beim ISBN-Code aus Ziffern besteht, und mit

ziffern kann man algorithmisch operieren, genauer: man kann

sie addieren und mUltiplizieren. Es ist daher nicht ver­

wunderlich, daß die in der Praxis verwendeten· Alphabete

meist so beschaffen sind, daß man mit den Buchstaben

"rechnen" kann.

Tatsächlich sind die am häufigsten verwendeten Alphabete

"endliche Körper". Auch beim ISBN-Code gehen die etwas

tiefer liegenden Eigenschaften (ein Fehler kann entdeckt und

- falls die Stelle des Fehlers bekannt ist - sogar korri­

giert werden) auf die Tatsache zurück, daß 11 eine Prim­

zahl ist, und daß man die Ziffern 0, ... ,9,X als Elemente

des Körpers IF 11 auffassen kann. Was ist ein endlicher

Körper?

Studiert wurden endliche Körper zuerst von dem französischen

Mathematiker Evariste Galois (1811-1832). Die einfachsten

Beispiele erhält man folgendermaßen: Zu einer fest gewählten

Primzahl p bezeichne IF p die Menge aller möglichen Reste,
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die bei Division einer ganzen Zahl durch p auftreten

können; IF besteht also aus den Zahlen 0,1,2, ... ,p-l. Manp

kann mit den Zahlen in lF rechnen, indem man als Summep

zweier Zahlen a,b aus IF diejenige Zahl c aus IFp P

vereinbart, für die a+b i:I c mod p gilt. Letzteres ist eine

in der Mathematik übliche Schreibweise und bed~utet, daß

a+b-c durch p teilbar ist, oder - was gleichbedeutend ist.

daß c der Rest von a+b bei Division durch p ist.

Analog vereinbart man als Produkt von a und b diejenige

Zahl d in Ir, sodaß a-b·m d mod pp

klärten Addition und Mul tiplikation in

ist. Mit der so er-

kann man nun

genau so rechnen, wie man etwa mit rationalen Zahlen

rechnet. (Die Voraussetzung, daß p eine Primzahl ist, ist

notwendig, um sicherzustellen, daß zu jedem von o ver-

schiedenen Element a in Ir ein b gefunden werden kann,p

sodaß a-b a 1 mod p gilt, d.h. daß in IF p die Division

durch a erklärt ist.)

In der Nachrichten- und computertechnik verwendet man häufig

aus naheliegenden Gründen als Alphabet den Körper 1F 2 , d.h.

die Buchstaben 0,1 ("strom fließt, Strom fließt nichtII) .

Jeden dieser Buchstaben bezeichnet man auch als "BitU. Ein

5-Bit Wort ist also ein Element von (lF 2) 5. Hier ist die

Additions- und MUltiplikationstabelle für den Körper 1F 2 :

~
: I : :

-
o

1

o 1

o 0

01.
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Diese Tabellen sind auch vom "ausschließenden Oder" bzw.

IIUnd" der Aussagenlogik bekannt.

Allgemein gibt es zu einer vorgelegten natürlichen Zahl n

genau dann einen Körper mit n Elementen, wenn n eine

Primzahlpotenz ist. Dieser Körper ist (genauer: seine .

. Rechenregeln sind) völlig eindeutig durch Angabe von n

bestimmt, und er wird mit IF
n

bezeichnet.

Auch die für den Nicht-Mathematiker vielleicht etwas fremd-

artig erscheinenden Körper IF , wo
n

n nicht gerade eine

Primzahl ist, finden in der Praxis Verwendung. So wurde zum

Beispiel der Körper F 256 (256 = 28 ) benutzt, um Informa-

tionen von der Raumsonde Giotto, die zur Beobachtung des

Kometen Halley eingesetzt war, zur Erde zu übermitteln.

Genauer wurde dabei ein sogenannter Reed-Solomon-Code, be-

stehend aus 255-stelligen Wörtern über dem Alphabet F 256 ,

benutzt. Dies klingt weit weniger verblüffend, wenn man

weiß, daß man jedes Element von F256 selbst als 8-Bit-Wort

auffassen kann. Es gibt ein Element a in IF 256 , sodaß sich

jedes weitere Element in IF 256 in der Form

mit einem eindeutig bestimmten

8-Bit-Wort schreiben läßt ("+" n." lta 2
11, , , ...

stehen hierbei natürlich für die Addition, Multiplikation

bzw. Potenz im Körper 1F 256 ). Also hat man zum Beispiel
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von IF 256

01100010

01000111

2 6a+a +a

567a+a +a +a

Nun gibt es genau 240 verschiedene solche a, d.h. fast

jedes Element in hat die beschriebene Eigenschaft.

Man kann es aber so einrichten, daß etwa

gilt (es gibt genau 8 verschiedene solche a, und jedes

solche a hat noch die bemerkenswerte Eigenschaft, daß

2 3 2541,a,a ,a , ... ,a genau die von 0 verschiedenen Elemente

des Körpers sind) . Damit ist dann aber klar, wie man im

Körper Ir 256 rechnet: in der naheliegenden Art und Weise

unter Einbeziehung der Rechenregel

also z.B.

8 4 3 2a = a + a + a + 1;

(l+a) + (1+a 4 ) = (1+1) + a + a 4
= a+a 4 ,

(1+a 3+a 5 ) (1+a 4 ) = 1+a3+a5+a4+a7+a9

3 4 5 7 432= 1+a +a +a +a +a(a +a +a +1)

= 1+a+a7 .

Man mag einwenden, daß es sich bei dem Reed-Solomon-Code im

Grunde doch um einen binären Code, d.h. einen Code über IF 2 ,

handel t . Dies mag man zwar so sehen (und man bezeichnet

einen Reed-Solomon-Code deshalb auch als flblock-code fl );
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allerdings würde man bei einer Einengung auf diese sicht­

weise die weiter unten gegebene Erklärung dieses Codes nicht

verstehen, und man hätte ihn ohne Kenntnis de~ Körpers F256

wohl kaum entdeckt. Welchen Sinn hat

(10010100)-(10001000) = (11000001),

beschriebenen?

wenn nicht den oben

Vor einiger zeit ist die digitale Informationsverarbeitung

in Form des Compact-Oisc-System in der Unterhaltungselek-

tronik angewandt worden. Insbesondere wird dabei eine

Kombination von zwei Reed-Solomon-Codes (Cross-Interleaved

Reed-Solomon-Code) benutzt. In CD-Plattenspielern ist also

in bestimmter Art und Weise der Körper W256 implementiert.

Allgemein ist ein Code zunächst lediglich eine Menge C von

Codewörtern in der Menge An aller n-stellige"n Wörter über

einem Alphabet A, wobei A meist ein Körper IF
q ist. Um

zu sehen, was solch ein Code soll, und welche 'Forderungen

ein Codierungstheoretiker an einen Code stellt, müssen wir

etwas zum Thema "Übermitteln von Nachrichten" sagen.

Was sollen Codes leisten?

Sicherlich stark vereinfacht stellen wir uns eine Nach-

richtenübermittlung in drei Schritte zerlegt vor:

decodierte·
Botschaf~JCd' [ H1ntergrund Jr-D--d-i---[Botschaft

o 1erer ~ rauschen ~ eco erer, )
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Eine Botschaft wird in einen Codierer eingegeben; dies

können die in bestimmten Zeitabständen gemessenen Daten

eines akustischen Signals, die Schwärzung der Punkte eines

Rasters zur Erfassung eines Bildes (vielleicht durch die

Kamera einer Raumsonde aufgenommen) oder für den Speicher

eines Computers bestimmte (eventuell vom Computer selbst

berechnete) Daten sein. Diese Botschaft verläßt den C~dierer

als Folge von Codewörtern eines Codes C in einer Menge An

von n-stelligen wörtern; technisch zum Beispiel als Folge

von elektrischen Spannungsstößen verschiedener Stärke. Solch

ein Codewort durchläuft nun einen "Informationskanal" und

ist dabei einem "Hintergrundrauschen" ausgesetzt. "Informa­

tionskanal" kann dabei ein elektromagnetisches Feld sein, es

kann aber auch für den Prozeß des Abspeicherns und anschlie­

ßenden Wiederaufrufens eines Binärwortes in einem Computer

stehen. Auch das Wort "Hintergrundrauschen tl ist nicht

wörtlich zu nehmen; es kann elektrische Interfer~nz, Staub

oder Kratzer auf einer CD-Platte oder auch das Bombardement·

eines Computer-Chips durch a-Teilchen bedeuten. Dieses

Hintergrundrauschen bewirkt jedenfalls, daß ein Codewort

möglicherweise verfälscht zum Decoder gelangt. Es ist natür­

lich wünschenswert solche Verfäl sehungen, d. h. Fehler, zu

entdecken. Nun ist dies in gewissem Maße gerade durch die

Unterscheidung zwischen Codewörtern und Nicht-Codewörtern

gegeben - denken wir an den ISBN-Code, der einen Fehler ent­

decken kann. Wie aber soll die Decodierungsvorrichtung auf

einen für sie offensichtlichen Fehler reagieren?
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Bei den ersten Computern wurde im Fall, daß bei einer

zwischenrechnung kein zulässiges Binärwort - also 'kein Code-

wort - herauskam, der gesamte Rechenvorgang angehalten. Der

Geschichte nach soll dies R. W. Hamming 1947 dazu geführt

haben, den ersten praktikablen Fehler-korrigierenden Code zu

entwickeln. Die Idee ist, den Code C so zu wählen, daß die

Codewörter sich möglichst stark voneinander unterscheiden.

Die Decodierungsvorrichtung sucht dann zu einem empfangenen

Wort das diesem Wort ähnlichste Codewort heraus.

Hier das vielleicht einfachste Beispiel, der sogenannte

Repetition-Code: Die zu übertragende Information ist "Ja"

oder tlNein". "Ja 11 wird in 11111, "Nein" in 00000 codiert;

also C = {11111,00000} als Teilmenge von 5
(f 2) • Empfängt

der Decodierer 01001, so ist es - mangels besserer Einsicht

- vernünftig, anzunehmen, daß "Nein" gesendet wurde, denn

01001 unterscheidet sich nur an zwei stellen von 00000,

aber an drei stellen von 11111. Der Decodierer gibt also

"Nein" als decodierte Botschaft aus. Man überlegt sich

leicht, daß dieser Code ~ Fehler korrigiert, d.h.: tritt

an höchstens zwei stellen ein überm!ttlungsfehler auf, so

werden diese in jedem Fall erkannt und korrigiert. Wir be-

merken einen wesentlichen Unterschied zum ISBN-Code: Der

ISBN-Code kann keinen Fehler korrigieren (es sei· denn, die

stelle des Fehlers ist bekannt).

Um dieses Phänomen quantitativ zu erfassen, bezeichnet man

für zwei Wörter Wund W' gleicher Länge über einem ge-
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gebenen Alphabet mit d(W,W') die Anzahl der S~ellen, an

denen sich Wund W' unterscheiden, also z.B.

d(101,122) = 2. Die Zahl d(W,W') nennt man auch Hamming­

Abstand von Wund W'. Mit d bezeichnen wir den Minirnal~

abstand eines gegebenen Codes C, d.h. den kleinsten Ab­

stand d(W,W'), der auftritt, wenn Wund W' die vonein-"

ander verschiedenen Wörter von C durchlaufen. Beim ISBN­

Code ist d = 2, beim Repetition-Code ist d = 5.

Man kann sich nun überlegen, 'daß ein Code mit Minimalabstand

d genau t Fehler korrigiert, wobei t durch d = 2t+l

(für ungerades d) bzw. d c 2(t+l) (für gerades d) erklärt

ist.

Um Nachrichten möglichst sicher zu übermitteln, ist man

demnach an Codes mit möglichst großem Minimalabstand d

interessiert. Der Repetition-Code hat d = 5; er ist für den

Codierungstheoretiker dennoch nicht ohne Makel. Er ist zu

aufwendig: fünf Bit zur Übertragung einer I-Bit-Information.

Eine Raumsonde unterliegt Energie- und Zeitbeschränkungen,

bei Computern ist kein Speicherplatz zu vergeuden. Dies

führt aber auch schon zu dem grundsätzlichem Problem der

Codierungstheorie: Erwünscht sind Codes mit großem Minimal­

abstand d, d.h. stark unterschiedlichen Codewörtern. Dies

zieht aber nach sich, daß man ein großes Alphabet oder

Wörter mit vielen Stellen verwenden muß, also jedenfalls

einen großen Aufwand. Letzteres ist wiederum unerwünscht.
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Um diese Problematik quantitativ zu erfassen, führt man

neben dem Minimalabstand d noch die Informationsrate R

eines Codes C aus ein:

R =

Hierbei steht Ici bzw. IAnl für die Anzahl der Codewör-

ter bzw. der überhaupt möglichen Wörter. Die Zahl log21cl

(und ähnlich l0921Anl> ist"hierbei als minimale Anzahl von'

Bit's - etwa Ja-Nein-Entscheidungen - zu sehen, die man be-

nötigt, um jedes beliebige Codewort mit sicherheit aufzufin-

den.

Mit diesen Bezeichnungen läßt sich nun das Hauptproblem der

Codierungstheorie etwas überspitzt folgendermaßen formu-

lieren: Es sollen Codes gefunden werden, die die beiden

inkompatiblen Ziele eines großen Minimalabstands

einer großen Informationsrate R verwirklichen.

Der Hamming-Code

d und

Der historisch wohl erste der etwas subtileren und effizien-

teren Codes ist der Hammming-Code: Jede Information, die ge-

sendet werden soll, besteht aus 4-Bit-wörtern. Tatsächlich

gesendet wird ein 7-Bit-Wort, d.h. es wird an jede 4-Bit-

Information eine 3-Bit-Kontrollfolge angehängt. Dies ge-

schieht folgendermaßen: Ist ~O~1~2~3 ein 4-Bit-Wort, also

~i = 0 oder = 1, so setzen wir
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Gerechnet wird hierbei in F 2 , also oder 1 je

nach dem ob die Summe der Zahlen gerade ist oder

nicht etc. . Das 7-Bit Wort ~Oe1~2e3k1k2k3 ist das Code­

wort, welches gesendet wird. Eine Übersetzungstabelle und

eine andere nette Beschreibung des Hamming-Codes findet man

in Abb. 1 und Abb. 2

Tbe Hamming code oC dimension Cour

OOOO~sOOOOOOO
0001 becomes 000111 0
0010 becomes 0010101
0011 becomes 0011011
0100 becomes 01 00011
0101 becomesOl0l101
0110 becomes 0110110
0111~s0111000

1000 becomes 1000111
1001 ~esl001001
101 0 becomes 1010010
1011 becomesl011100
1100 becomes 1100100
1101 becomesl101010
1110 becomes 1110001
1111 becomes 1111111

Abb. 1: Die Übersetzung der 4-Bit Information in

7-Bit-Codewörter beim Harnming-Code
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-'
bBA

c

(7,4) IIA~IMIr-;G CODE Is Ihe .implesl or Ibe eJTor-coJTectln~ ptoccdutrs dnlstd b)'
Rleh:.rd IIl1mmln~ Illlhe Rell Trh'phonr Labol'1lllorle5 lind rmplo~,td lodllJ 10 ptot«l dlltll
In compulrr mrmorlrs. Thr (7,4) code t!!'quitrs lhr!!'r so--ClIJlcd paril~' bllS 10 prolrcl C'IIch
fout bil~ or dota. Th!!' coftstrucllon nlltd a \'rno dlall:.-.m drph:t~ Ihr ~ch!!'m!!'. I;our bIt' or
Inrormollon IIte slorcd In Ihe rour central compartments or Ih!!' dlall:l1lm (0). TbclI Ihrrr
parltJ bits lrolnrJ a rr slot~ (h). Th etuI r i:s Ihai Ih t Iota I number or J's In tDeh eitel e m u.<;t
be even. A ~oft rJTor ehllnl;ts ant or lht da" bits (r). Tb!!' eJTor Is drttetrd bJ reullmil1in~

Ibt' p.rlly bits., lOb leb rt'vt.1 (d) lomethin~"'ron~ In dtelt' A lind eltelt' C hut nol In c Itell' B.

Abb. 2

Der Hamming-Code ist ein sogenannter linearer Code: Da F2

in natürlicher Art und Weiseein Körper ist, trägt (F ) 7
2

die struktur eines 7-dimensionalen Vektorraumes über IF 2'

einengenau so, wie die reellen 7-Vektoren (X1 ,x2 , ••• ,x?)

7-dimensionalen Vektorraum über den reellen Zahlen bilden.

Die Codewörter des Hamming-Codes bilden einen linearen

Unterraum von (IF' 2) 7. Die in der Praxis verwendeten Codes
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undsind meist linear, d.h. das Alphabet ist ein Körper [F
q

die Codewörter bilden einen linearen Unterraum des Vektor-

raums ([F ) n über [F •
q q

Der Minimalabstand d des Hamming-Codes ist 3. Um dies

einzusehen, beachte man, daß d(W,W') = w(W-W') ist, wenn

wir für ein Codewort w mit w(W) das sogenannte

Hamming-Gewicht von W bezeichnen, d.h. die Anzahl der von

o verschiedenen Stellen von. W. Da der Hamming-code linear

ist, ist demnach der Minimalabstand d auch gleich dem

kleinsten w(W), welches auftritt, wenn W alle von

0000000 verschiedenen Codewörter durchläuft. Ein Blick auf

Abb.l zeigt, daß jedes von 0000000 verschiedene Codewort

mindesten an drei Stellen eine 1 hat, d.h. es ist d = 3.

Der Hamming-Code kann also einen Fehler korrigieren.

Die Informationsrate des Hamming-Codes ist R = 4/7. Würde

man zur Übermittlung von 4-Bit-Wörtern an stelle des

Hamming-Codes einen Repetition-Code verwenden, so müßte man

jedes 4-Bit-wort dreimal wiederholen, um auf einen Minimal-

abstand von 3 zu kommen, d.h. um einen Fehler korrigieren

zu können. Die Informationsrate dieses Repetition-Codes wäre

4/12. Die Informationsrate des Hamming-Codes ist demnach

12/7 = 1, 71 ••• - mal so groß wie die des Repetition-Codes,

und dies bedeutet, daß der Hamming-Code in der gleichen zeit

etwa 71% mehr Information übermitteln kann als der

Repetition-Code.
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Genaugenommen gibt es eine ganze Serie von linearen Codes,

die nach Hamming benannt sind. Der hier beschriebene hat die

genauere Bezeichnung "binärer (7,4)-Hamming-Code ll • Hamming-

Codes werden benutzt, um die in Computerspeichern befind-

lichen Daten (vor natürlichen Phänomenen) zu schützen.

Reed-Solomon-Codes

Eine andere Serie von Codes, die wir oben schon erwähnt

haben, sind die Reed-Solomon-Codes. Als Beispiel betrachten

wir einen (255,223)-Reed-Solomon-Code über dem Körper

W256 . Die Informationen sind die 223-stelligen Wörter über

dem Alphabet F 256 . Jede solche Information

wird in ein 255-stelliges Codewort

umgewandelt , wo die b.
1.

ebenfalls Elemente des Körpers

sind. Diese Umwandlung geschieht durch die folgende

Vorschrift

2 222 2 3 32= (aO+a1X+a2X +••• +a
22

2X ) • (X-a) (X-a ) (X-a ) ••••• (X-a ) •.
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Gerechnet wird hierbei natürlich im Körper F256 • Das Symbol

X ist eine Unbestimmte, d.h. die linke Seite der obigen

Gleichung erhält man, indem man die rechte seite ausmulti-

pliziert und nach Potenzen von X sortiert. Das Symbol a

ist hierbei ein fest gewähltes Element von F256 mit der

Eigenschaft, daß 2 3 254
1,a,a ,a , ... ,a gerade die von o

verschiedenen Elemente des Körpers 1F
256 sind (z.B. kann

man das oben beschriebene a nehmen).

Der eben beschriebene Code ist offenbar linear. Durch An-·

wendung von etwas Algebra ist es möglich zu zeigen, daß

jedes Codewort mindestens 33 von 0 verschiedene stellen

hat. Wie oben beim Hamming-Code folgert man hieraus, daß

dieser Reed-Solomon-Code· den Minimalabstand

und daß er daher 16 Fehler korrigiert.

d = 33 hat,

Man beachte, daß man jedes Element von F256 wie oben be­

schrieben als 8-Bit-wort auffassen kann. Der Reed-Solomon-

Code korrigiert also 128 Bit, wenn die 128 falsch über-

mittelten Bit in 16 Blöcken zu je 8 Bit auftreten. Auf Grund

dieser Eigenschaft sind Reed-Solomon-Codes dort besonders

gut geeignet, wo von vorneherein damit zu rechnen ist, daß

Übermittlungsfehler kein einzelnes Bit, sondern sogleich

eine ganze Serie aUfeinanderfolgender. Bits betreffen (z.B.

elektrische Interferenz, Staub auf CD-Platten). Schließlich

beachte man dabei noch die ziemlich hohe Informationsrate R

des beschriebenen Reed-Solomon-Codes: 8-223
R = 8.255 c 0,87 ..•
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Automorphismengruppe und Gitter zu einem Code

zwei binäre Codes sind - zumindest theoretisch - gleichbe-

rechtigt, falls sie durch Vertauschung (Permutation) der

stellen in den Codewörtern auseinander hervorgehen (vgl.

Abb. 3a) ) • Als Automorphismengruppe eines Codes c

bezeichnet man diejenigen Permutationen, die den Code als

ganzen (nicht notwendig wortweise) invariant lassen. Besteht

der Code C aus Wörtern der· Länge n (also C Teilmenge

von (IF 2) n), so ist die Anzahl der im obigen Sinn zu C

gleichberechtigten Codes (äquivalenten Codes) gleich der An-

zahl aller möglichen Permutationen der Stellen eines Wortes

der Länge n geteilt durch die Ordnung (Anzahl der Elernen-

tel der Automorphismengruppe von C; als Formel: n!
lAut(C) r-
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Cl C'
P1 (abc) abc P3 (p4 (abc) ) = P3(acb)1 ~

000 000 P2(abc) = bac = bca c: P6(abc)

100 001 P3(abc) = cba P3
. P 4 = P 6

010 010 P4 (abc) = acb

110 Oll ps(abc) = cab

P6(abc) = bca

a) b) c)

000 000 000

011 100 111

Code 101 010 100

110 110 Oll

Ordnung

der Automor- 6 2 2

phismengruppe

Anzahl der

äquivalenten 1 3 3

Codes

d)

Abb.3: a) zeigt zwei äquivalente Codes, die durch Vertau­
schung der I-ten mit der 3-ten Stelle der Codewörter
auseinander hervorgehen. Es gibt genau 6 verschiedene
Permutationen der Stellen eines Wortes der Länge 3
(Abb. b». Das Produkt p'.p zweier Permutationen p'
und p ist diejenige Permutation, die man durch Hinter­
einanderausführen von p und p' erhält (Abb. c)). Es
gibt genau sieben binäre lineare 4-Wörter-Codes mit
Wortlänge 3. Diese zerfallen in drei Klassen von je 1
bzw. 3 bzw. 3 einander äquivalenten Codes (Abb. d). Der
"symmetrischste" ist offenbar der erste (an jedes 2-Bit­
Wort wird eine Kontrollziffer 0 oder 1 so ange­
fügt, daß die Anzahl der 1-en gerade wird).
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Betrachten wir den Hamming-Code (Abb. 1), so sehen wir, daß

er genau sieben Codewörter vom Gewicht 3 .(d.h. mit genau

drei Einsen) enthält. Schreibt man diese sieben Codewörter

untereinander, s~ erhält man die Inzidenzmatrix der projek-

tiven Ebene über (vgl. Abb. 4). Daher kann man die

Automorphismengruppe des Hamming-Codes interpretieren als

die Gruppe der Kollineationen dieser projektiven Ebene (d.h.

als die Gruppe derjenigen Permutationen der 7 Punkte dieser

projektiven Geometrie, die Geraden in Geraden überführen).

Diese Gruppe - sie wird mit GL3(~2) bezeichnet - ist eine

berühmte einfache Gruppe der Ordnung 168.

1 2 3 4 5 6 7

80001110
b 0010101
c 0100011
d 0111000
e 1001001
f 1010010
g 1100100

a) 2 d

6

3 4

Abb. 4: b) zeigt die projektive Ebene über F
2

: sieben

Punkte (1,2, ••• ,7), sieben Geraden (a,b, ... ,9):

jede Gerade enthält genau drei Punkte, jeder

Punkt liegt auf genau drei Geraden. a) zeigt die

Inzidenzmatrix dieser projektiven Geometrie: der
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Schnittpunkt der Zeile b und der Reihe 2 ist 0,

weil die Gerade b den Punkt 2 nicht enthält;

der Schnittpunkt von Zeile f mit Reihe 6 ist

1, weil die Gerade f den Punkt 6 enthält etc.

Die Zeilen der Inzidenzmatrlx sind genau die

sieben Codewörter mit Gewicht 3 im Hamming-Code

(vgl. Abb.1).

Ein weiteres interessantes Objekt, welches man einem line-

aren Code zuordnen kann, ist ~in Gitter.

Betrachten wir dazu den erweiterten Hamming-Code C in

(~2)S, den man aus dem Hamming-Code der Abb. 1 dadurch er­

hält, daß man an jedes Codewort eine weitere Kontrollziffer

o oder 1 so anfügt, daß die Gesamtzahl der 1-en im neu-

entstandenen Wort stets gerade ist: aus dem Codewort

1100100 des Hamming-Codes wird also das Codewort 11001001

des erweiterten Hamming-Codes etc. Dieser erweiterte

Hamming-Code C hat zwei bemerkenswerte Eigenschaften: in

jedem Codewort ist die Anzahl der 1-en durch 4 teilbar (man

sagt: lider Code ist doppelt geradelt) ; ferner sind die Wörter

b 1b 2 ···ba in S die b1a1+b2a2+ ... bsas s mod für(IF 2) , 0 2

alle a 1a 2 ···aS in C erfüllen, genau die Codewörter in C

(man sagt: lider Code ist selbstdual lt ).

Im S-dimensionalen Raum m8 hat man das "Rechenkästchen-

Gitter" 1 8
-- Z , d.h. alle Vektoren
..fi.

ganze Zahlen sind

Xl X2 xe
(--,--, ... ,--), wo die
~ ..fi. ~

(V2 ist hier lediglich

eine Normierung, um verschiedene Formeln einfacher schreiben
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zu können, und hat keine weitergehende Bedeutung). Dem er­

weiterten Hamming-Code C entspricht nun ein interessantes

von

r besteht aus allen

sodaß die Reduktion

C liegt (letzteres

aus

zS: Das Gittervonr 1

~

xl Xs
(-, ... ,-)
-12 -12

modulo 2

Vektoren

Teilgitter

bedeutet: ist der Rest von X.
1.

bei Division durch 2,

so soll ein Codewort in C sein).

Die beiden oben erwähnten Eigenschaften des erweiterten

Hamming-Codes übertragen sich auf das Gitter f: Die Zahl

222 d.h. das Längenquadrat eines Vektorsx 1+X2+·· .+xa

(Xl'··· ,Xs) aus r ist stets eine gerade ganze Zahl (man

sagt: "Das Gitter r ist gerade") . Ferner ist r unimodu-

lar, d.h. die Vektoren aus IR S , für die das

Skalarprodukt xIYl+x2Y2+ .•• +xsys mit jedem (Xl, .•• ,xs )

aus f ganzzahlig ist, sind genau die Vektoren in f. Das

Gitter r ist das einzige S-dimensionale Gitter mit diesen

heiden Eigenschaften, und es wird üblicherweise mit Es

bezeichnet.

Die Ausdrucksweise "einziges Gitter" ist hierbei natürlich,

in einem etwas abstrakteren Sinne zu verstehen: zwei Gitter,

die durch eine Drehung des S-dimensionalen euklidischen

Raums auseinander hervorgehen, werden als gleich angesehen;

der Mathematiker sagt: Sie sind "isomorph". So kann man das

Gitter ES - genauer: ein zu obigem r isomorphes Gitter -

auch folgendermaßen erhalten: wir identifizieren den

8-dimensionalen euklidischen Raum mit den Vektoren
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(x1 ,x
2

, ••• ,Xg ) im Minkowski-Raum ma,l, die auf dem Vektor

(1,1,1,1,1,1,1,1,-3) (mit Längenquadrat

12+1 2+ ... +12_(_3)2 = -1) senkrecht stehen, d.h.

X1+X2+X3+X4+XS+X6+X7+xa-3Xg = 0 erfüllen. Das Längenquadrat

eines Vektors (x1 ,x2 , •.• ,xg ) in diesem Modell des a-dimen­

sionalen euklidischen Raums ist dabei natürlich durch

2 2 2 2 2 b · it M d 11 fu··rxl+x2+X3+. · · +xa -xg gege en. E~n we eres 0 e

erhält man nun in Form aller Vektoren (xl ,x2 ' •• • ,xg ) ,

die xi ganze Zahlen sind (und natürlich

xI +x2+ ••• +Xa -3Xg = 0 erfüllen).

wo

Das Gitter ES hat 240 Vektoren minimaler Länge. Dies liest

man am besten am Gitter r aus entsprechenden Eigenschaften

des erweiterten Hamming-Codes ab. Die kürzeste Länge eines

von (0, •.. ,0) verschiedenen Vektors in rist J2: jeder

von (0, ••. ,0) verschiedene Vektor in r hat mindestens 4

von 0 verschiedene Koordinaten oder aber seine Koordinaten

sind ganzzahlige.Vielfache von J2, denn jedes von o••• 0

verschiedene Codewort hat mindestens Gewicht 4. Die Anzahl

der Vektoren der Länge J2 ist

14 Wörter im er- ]

weiterten Harnming-

Code vom Gewicht 4

x (2 4 Vorzeichen) +

+ (1 Wort 0 ••• 0 ) x

[

8 Möglichkeiten, 1
eine 2 auf 8 Stellen

zu verteilen

x 2 Vorzeichen

= 240
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Um der Anschauung bei der Diskussion von Gittern etwas näher

zu kommen, betrachten wir eine Serie sehr 'einfacher Codes:

Cn sei der Code in n(F 2 ) , der aus allen Wörtern mit einer

geraden Anzahl von l-en besteht. Zum Beispiel

o 0
1 1"

000
011
101
1 1 0

Dies sind offenbar lineare Codes. Die zugehörigen Gitter

bezeichnen wir mit On· Es ist also D die Gesamtheit
n

aller Vektoren
xl xn in 1 Zn, sodaB xl+x2+···+x~(-, ... ,-)
,fi. ~ ..fi

gerade ist (vgl. Abb. 5) •
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o.

• • • • • llJJ-:-, -2 2 -.!.. Xl- - 0 -
V2 .J2 Vi va

Abb. 5: Oie Gitter °1 ,°2 und °3 • Ein Bereich wie der

schraffierte im Bild von 02 heißt Fundamental­

masche. Füllt man den 3-dimensionalen Raum mit

Würfeln der Kantenlänge J2 aus, beginnend mit dem

im Bild dargestellten, so bilden die Eckpunkte und

Oberflächenmittelpunkte dieser Würfel gerade das

Gitter D
J

• Dieses Gitter heißt deshalb auch das

"flächenzentrierte kubische Gitter". Die Eckpunkte

eines Würfels entsprechen dem Codewort 000, die

Flächenmittelpunkte den drei übrigen Codewörtern

von C
J

•
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Das Gitter DJ besitzt genau 12 Vektoren minimaler Länge 1:

12 = (J Wörter in CJ vom Gewicht 2) x (2 2 Vorzeichen).

Denken wir uns um jeden Gitterpunkt in DJ eine Kugel vom

:Radius 1/2 gelegt, so erhalten wir eine Kugelpackung des

J-dimensionalen euklidischen Raums; dabei wird jede Kugel

von genau 12 anderen berührt (vgl. Abb. 6).

mit1lefaSchi:chl

Abb. 6 Bei der zu DJ gehörenden Kugelpackung wird jede

Kugel von genau 12 anderen berührt.

Kußzahl und Dichte

Bemerkenswert ist hier, daß 12 überhaupt die maximale Anzahl

von Kugeln gleicher Größe ist, die eine weitere Kugel

gleicher Größe berühren können. Dieses tlKontaktzahl- tI oder

IfKußzahl-Problem lf . ist sehr alt und führte zu einem Disput

zwischen Isaac Newton ("12 ist die maximale ZahltI) und dem.

Astronomen David Gregory (er bezweifelte es) im Jahre 1694.

Daß Newton recht hatte, wurde von R. Hoppe (1874), G. Bender

(1874) und S. Günther (1875) bewiesen.
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Es ist ein ungelöstes Problem, die maximale Kontaktzahl T
n

in n Dimensionen zu bestimmen, d.h. die maximale Anzahl

T von Kugeln gleicher Größe im n-dimensionalen Raum
n

die an eine weitere Kugel gleicher Größe angelegt werden

können. (Die "Kugel" in IRn mit Mittelpunkt (a
1

,a
2

, ••• ,an )

und Radius r ist die Gesamtheit aller

Es ist offensichtlich Tl = 2:

---e---e--_.e---e---e---
T
"Kugel"

Etwas weniger offensichtlich, aber durch etwas Nachdenken

leicht einzusehen, ist T 2 = 6. Diese Kußzahl wird wieder

realisiert bei einer Kugelpackung, die von ei~em Gitter

herrührt, dem Gitter A2
(vgl. Abb. 7). Wie eben erwähnt,.

weiß man T 3 = 12. Außerdem weiß man noch T = 240
S

und

T 24 = 196 560 (A.M. Odlyzko, N.J .A. Sloane 1979 und V. I.

Levenshtein 1979). Auch diese heiden Kußzahlen können durch

Gitter realisiert werden: Im Fall der Dimension n = 8

durch das oben beschriebene, aus dem erweiterten Hamming-

Code gewonnene Gitter E8 : wie wir gesehen haben, gibt es

240 Vektoren minimaler Länge J2 im Gitter ES; legt man um

jeden Gitterpunkt eine Kugel vom Radius ~ ' so erhält man

eine Kugelpackung, wo jede Kugel von genau 240 anderen be-

rührt wird. Im Fall der Dimension n = 24 wird die maximale
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Kußzahl beim Leech-Gitter erreicht, auf das wir später noch

eingehen werden. Für

noch unbekannt.

n '# 1,2,3,8,24 ist T
n

bis heute

Abb. 7: Das Gitter A2 , auch das IIhexagonale Gitter"

genannt.

Verwandt mit dem Kontaktzahlproblem ist das Problem der

dichtesten Kugelpackung: der n-dimensionale Raum ist

möglichst dicht mit Kugeln gleicher Größe aufzufüllen. Eine.

vernünftige Restriktion ist, zunächst nur Gitterpackungen zu

betrachten: als Kugelmittelpunkte wählen wir die Punkte

eines Gitters, als Radius der Kugeln die Zahl 1R :c:: - X
2

(Länge des kleinsten von (0, ••• ,0) verschiedenen Gitter-

vektors). Die Dichte einer Gitterpackung erfaBt man quanti­

tativ durch den Anteil der Fundamentalmasche eines Gitters,

der von Kugelteilen überdeckt wird (vgl. Abb. 8).
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Abb. 8: Die' Dichte 6 einer Gitterpackung kann durch

folgende Formel berechnet werden:

6 = Volumen einer Kugel vom Radius R

Volumen einer Fundamentalmasche

Im Fall der Dimension n = 1 führt offenbar jedes Gitter zu

= 0,90 .•.• Es ist nicht sehr schwerist hierDichte

einer optimalen Gitterpackung mit Dichte 1. Das Gitter O
2

hat die Dichte 1T(~)2 = 0,78... (vgl. "Abb. 5). Eine dich­

tere Packung hat man beim Gitter A
2

(vgl. Abb. 7); die

1T(.!)2
2

~/2

einzusehen, daß dies die dichteste Gitterpackung in zwei

Dimensionen ist. In Dimension 3 ist D3 die dichteste

Gitterpackung (C.F. Gauß 1831); in Dimension 4,5 sind es

0 4 ,05 (A. Korkine, G. Zolotareff 1872 und 1877); in Dimen­

sion 6,7,8 sind es E6 ,E7 ,E8 (H.F. Blichfeldt 1934). Die

Gitter E6 ,E7 sind gewisse "Schnitte" im Gitter Es. In den

höheren Dimensionen ist das Problem, die dichteste Gitter-

packung zu bestimmen, bis heute noch ungelöst.
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Name Dichte der Anzahl der Vek-
n des Gitterpackung toren kürzester

Gitters Länge

11 D1
1 22.'2::::1.0000

2 A2
1 611'·-=0.9068

2.../3

3 D3
41T·...l....::0.7404 12

3 4v'2

41 D4
1T

2 1 24
2·8=0.6168

51 D5
181T2 1 40--·--=0.4652
15 8../2 .

61 ~6
11T3 1 . 72_e_-c O.3729

6 8.../3

71 E7
1161T3 1 126105 -160.2952

81 E8
".4 1

24024-16=0.2536

Abb. 9: In den Dimensionen n = 1 bis n = 8 sind die

dichtesten Gitterpackungen bekannt.

Codes, Thetareihen und ModulfOrmen

Gitter stehen in engem Zusammenhang mit Fragen der Zahlen-

.theorie. Denken wir uns ein Gitter r im n-dimensionalen

Raum gegeben, von dem wir annehmen, daß die Längenquadrate

der Gittervektoren ganzzahlige Vielfache einer reellen Zahl

R sind, wie es bei allen bisher betrachteten Gittern der

Fall ist. Als Länge eines Gittervektors kommen also die
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Zahlen O,JR,~2R,~3R,•.. in Frage; etwas anschauliqher aus-

gedrückt: die Gittervektoren sind auf den Kugeln vom Radius

o,JR,~2R,~3R,.•• zu finden.

Abb. 10 Beim Gitter A2 enthalten die ersten 5 Kugeln

(Kreise), auf denen Gitterpunkte zu finden

sind, jeweils 1,6,6,6 bzw. 12 Punkte.

wieviele Gitterpunkte liegen auf der Kugel vom Radius JR·m

für "eine beliebig vorgegebene natürliche Zahl m?

Seiner Natur nach ist dies ein Problem der Zahlentheorie,

genauer: ein diophantisches Problem. Wollte man dies Problem

etwa für die Gitter 02 oder A
2

formelmäßig formulieren,

so würde man zu der folgenden Frage geführt: wieviele Paare

(x, y) ganzer Zahlen gibt es, sodaß x 2+y2 = m (für D
2

)

b 2 2 (fu"r A
2

)zw. X +xy+y = m gilt?
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die Anzahl der Gitterpunkte .von T, die

auf der Kugel von Radius ~m·R liegen. Der methodisch er­

folgreichste Weg in der Mathematik, um Aussagen über die

Zahlen zu erhalten, ist, alle diese Zahlen zu einern

einzigen Objekt zusammenzufassen, der "Thetareihe zum Gitter

T":

m=O

Man kann sich hier zunächst q als eine Unbestimmte und er
als ein unendliches Polynom vorstellen.

Bedeutung~voll wird diese Schreibweise, wenn man q = 21Tiz
e

setzt •. Dann wird Sr = Sr(z) eine Funktion in der Variablen

z, wobei für z jede komplexe Zahl mit positivem Imaginär-

teil eingesetzt werden darf.

Die Thetafunktion gehört nun einer sehr distinguierten

Klasse von Funktionen an, den sogenannten "Modulformen". Im

einfachsten Fall ist eine Modulform eine Funktion der Ge­

2stalt fez) = a O+a1 Q+a 2Q + ... , die unendlich vielen

Funktionalgleichungen genügt: f(~~:~) = (cz+d)kf(Z), wobei

die a, b, c, d bel iebige ganze Zahlen mit ad-bc = 1 sein

dürfen, und wobei k eine fest vorgegebene natürliche Zahl

ist; genauer heiBen die eben beschriebenen Funktionen

tlModulformen auf der vollen Modulgruppe mit Gewicht k".
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Allgemeinere Modulformen enthält man, indem man die Zahlen

a,b,c,d noch gewissen weiteren Restriktionen unterwirft und

für k beliebige Zahlen zuläßt. Identifiziert man je zwei

komplexe Zahlen (mit positivem Imaginärteil), falls sie

az+bdurch eine Substitution z ~ cz+d (a,b,c,d, ganze Zahlen,

ad-bc = 1 und eventuell weitere Restriktionen) auseinander

hervorgehen, so erhält man ein geometrisches Objekt, eine

"Modulkurve" • Im einfachsten Fall ist dieses geometrische

Objekt die komplexe projektive Gerade oder Riemannsche

Zahlenkugel, aus der man einen Punkt herausgenommen hat. Das

studium der Modulkurven führt zu Aussagen über Modulformen.

(Wieder) im einfachsten Fall erhält man zum Beispiel die

Aussage, daß jede Modulform auf der vollen Modulgruppe mit

Gewicht k für durch 4 teilbares k von der Gestalt

k/4 k/4-3 k/4-6 2 _ k/4-3i i .
CoE4 +C1E4 A+C2E4 A + •.. - IC i E4 A se1n muß.

Hierbei sind die c O,c1 ,c
2
,... beliebige komple~e Zahlen;

die Summe ist über die endlich vielen natürlichen Zahlen zu'

erstrecken, für die k/4-3i nicht-negativ ist. Die Symbole

E4 ,A bezeichnen zwei sehr grundlegende Modulformen:

2 3
E 4 = 1+240 (q+9 q +28 q + •..• ) = 1+,240

m=l

m
a 3 (m) q

(a
3

(m) = Summe der dritten Potenzen der Teiler von m) und

(0

24 2 24 m 24A = q(l-q) (l-q) •••• = q U (l-q )
m=l

234
= q-24q +252q -1472q ±•••
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Um nun zu den Thetareihen zurückzukehren, nehmen wir an, daß

r gerade und unimodular ist (vgl. den vorletzten Ab-

daß unimodulare,(man weiß,

eine Modulform auf der vollen

n
2

gerade Gitter nur für durch S teilbare Dimensionen n

existieren). Ist etwa r = Es' so muß also nach dem eben

über Modulformen gesagten die Thetafunktion er mit E4

identisch sein. Also gilt für das Gitter r = Es die Formel

Nm = 240 a 3 (m). Analoge Argumentationen kann man auch für

beliebige Gitter durchführen, um die Zahlen Nm zu be-

schnitt). Dann ist er(z)

Modulgruppe mit Gewicht

stimmen (vgl. Abb. 11).
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THE FACE-CENTERED CUDIC LAITICE ~ IN R] (THE TADLE GIVES

1Nm FORm=lOr+s)

lD N
11

11 N
I--- --- - -- ~

1 40 26 3760
2 90 27 6720
3 240 28 4000
4 200 29 7920
5 560 30 4800
6 400 31 6720
7 800 32 5850
8 730 33 8960
9 1240 34 4320

10 752 35 10720
11 1840 36 6200
12 1200 37 9840
13 2000 38 7600
14 1600 39 11040
15 2720 40 5872
16 1480 41 12960
17 3680 42 7520
18 2250 43 12400
19 3280 44 9200
20 2800 45 14000
21 4320 46 8000
22 _2800 47 16960
23 5920 48 8880
24 2960 49 13480
25 5240 50 10890

,/. 0 I 2 ] 4 S 6 7 8 9

0 1/6 2 1 4 2 4 4/3 8 I 6
I 4 4 4 12 0 8 2 8 , 12
2 4 8 4 8 4/] 14 4 16 8 4
3 0 16 1 16 8 8 6 20 4 8
4 4 8 8 20 4 20 0 16 4 18
5 5 8 12 12 16/3 24 0 16 12 12
6 8 20 0 24 2 8 8 28 8 16
1 8 8 5 32 4 20 12 16 0 16
8 4 18 16 20 8 24 4 24 4 16
9 12 24 8 24 0 8 4/3 40 9 20

m (24\- N ", (24\- N

I 1 26 14
2 1 21 40
3 4 28 8
4 1 29 30
5 6 30 24
6 4 31 32
7 8 32 1
8 1 33 48
9 13 34 18

10 6 15 48
11 I} 36 13
12 4 37 38
13 14 38 20
14 8 ]9 56
15 24 40 6
16 1 41 42
17 11 42 32
18 I] 4] 44
19 20 44 12
20 6 45 18
21 32 46 24
22 12 47 4'
2] 24 48 4
24 4 49 51
25 ]1 50 ]1

", N.(E,I N.(E,I (2401- -N ,(E,I

I 12 126 I
2 270 n6 9
3 120 2012 2S
4 9]6 4151 7], 2160 H60 126
6 2214 11592 252
1 3600 16704 344
8 4590 24948 515
9 6H2 31818 n7
10 "84 ]9816 1134
11 10800 H944 IH2
12 9]60 66584 2044
13 12240 76104 2198
14 11500 99792 3096., 17712 116928 3528
16 14160 133182 4681
11 25920 160212 4914
18 19110 177660 6813
19 26064 205128 6860
20 28080 249480 9198
21 36000 26SI04 96]2
22 25920 281136 11988
23 4n20 150784 12168
24 37638 382S36 16380
2' 43212 390126 "ni

m -7; N. m -7; N. ", -7;N.
0 1/6 6-4 I 141 3
I 1 61 2 148 2
3 I 13 2 151 2
4 I n 1 156 2
1 2 16 2 157 2
9 I 19 2 163 2
12 I 81 1 169 3
13 2 84 2 111 2
16 1 91 4 112 2
19 2 9] 2 In 2
21 2 91 2 181 2
25 I 100 1 183 2
21 I 103 2 189 2
28 2 108 I 192 1
]1 2 109 2 193 2
36 1 111 2 196 3
31 2 112 2 199 2
39 2 111 2 201 2
4] 2 121 I 208 2
48 1 124 2 211 2
49 3 121 2 211 4
51 2 129 2 219 2
51 2 1]3 4 223 2
61 2 139 2 225 I
63 2 144 1 228 2

THE HEXAGONAL LAITICEA 2 1N R 2

Abb. 11: Die ersten Zahlen Nm für die optimalen

Gitter A2,D3,D4,DS,E6,E7 und ES Die
Teilbarkeitseigenschaften der Zahlen Nm

kOmmen dadurch zustande, daß die Gitter

jeweils bei bestimmten Drehungen des je­

weiligen euklidischen Raums in sich überführt

werden. So ist zum Beispiel A2 invariant

unter den 6 Drehungen um 600 , 1200 , 1S00 ,

2700 , 3600 (vgl. Abb. 7). Demnach muß die

Anzahl der Gitterpunkte auf jeder Kugel durch

6 teilbar sein.
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Um schließlich wieder zu den Codes zurückzukommen, erinnern

wir uns, daß jedem (binären linearen) Code ein Gitter und ­

wie wir eben sahen - einem Gitter eine Thetafunktion, d.h.

eine Modul form , entspricht. Noch unmittelbarer wird dieser

Zusammenhang, führt man das sogenannte Gewichtszählerpolynom

eines Codes ein.

Sei dazu C ein linearer Code in (IF' ) n Ml.·t
2 · be-'

zeichnen wir die Anzahl der Codewörter mit genau i Einsen.

Die Zahlen AO' Al' • • • ,An 'fassen wir zum Gewichtszähler-

polynom in zwei Unbestimmten X,Y zusammen:

Für den erweiterten Hamming-Code - wir bezeichnen ihn mit

- ist zum Beispiel (vgl. auch Abb. 1):

......
H

Unten werden wir einen weiteren doppelt-geraden, selbst-
......

dualen Code kennen lernen, den erweiterten Golay-Code G;

sein Gewichszählerpolynom ist

Dem Code C entspricht ein Gitter T, diesem die Thetareihe

Sr' und dieser Zusammenhang drückt sich in der folgenden

Formel aus:
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Hierbei sind 8 0
und 8 1 zwei universelle Thetareihen:

4 9
1+2 2 2

8 = 1+2 (q+q +q + ..• ) l:II qm und
0

m=l

8
1 = 2(ql/4+q9/4+q25/4+ ••• ) = 2 2 (2m+1)2/ 4q

m=Q

Vermöge dieser Formel kann man Aussagen über Modulforrnen in

Aussagen über Codes übersetzen. Ist zum Beispiel C

doppelt-gerade, selbstdual, so ist r gerade und uni-

modular, und dann ist Sr eine Modulform auf der vollen

Modulgruppe vom Gewicht n/2 (und n/2 ist durch 4 teil-

bar). Die oben gegebene Beschreibung dieser Modulforrnen

übersetzt sich dann in die Aussage, daß sich das Gewichts-

zählerpolynom eines doppelt-geraden, selbstdualen Codes

stets in der folgenden Gestalt schreiben ,läßt:

mit geeigneten Zahlen CO,C1 ,C2 , •.• , und die Summe ist über

alle i zu erstrecken, sodaß n/8-3i nicht-negativ ist.

Solche Aussagen sind für den Codierungstheoretiker natürlich

interessant. Zum Beispiel kann man mittels der eben formu-

lierten Aussage einsehen, daß der Minimalabstand eines

doppelt-geraden selbstdualen Codes der Länge n höchstens
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n n4[24]+4 sein kann ([24] = größte natürlicJ:1e Zahl, die

nnicht größer als 24 ist), und daß es überdies nur endlich

viele doppelt-gerade, selbstduale Codes gibt, die diese obe-

ren Schranken jeweils annehmen; diese heißen "extremale

doppeltgerade, selbstduale Codes". Die ersten dieser extre­

malen Codes erhält man für die Wortlängen n = B (erweiter-

ter Hamming-Code, Minimalabstand 4), n = 16 (je zwei Code-

wörter des erweiterten Hamming-Codes nebeneinander geschrie-

ben, Minimalabstand 4), n = - 24 (erweiterter

(vgl. unten), Minimalabstand"B).

Golay-Code

Die hier skizzierte Theorie läßt sich auch für lineare Codes

über beliebigen endlichen Körpern ansetzen. Bei ternären

Codes (Codes über F3 ) bleibt mari dabei noch im Bereich der

oben beschriebenen Modulforrnen. Für beliebige Primzahlen ge­

langt man in natürlicher Weise von Codes über Fp zu Git­

tern über bestimmten algebraischen Zahlkörpern, und von die-

sen zu Thetareihen in mehreren Variablen, die sogenannte

Hilbertsche Modul formen sind. Das Studium Hilbertscher

Modulformen ist auf das Engste verknüpft mit dem Studium

Hilbertscher Modulvarietäten. Die Hilbertschen Modulflächen

sind in den letzten eineinhalb Jahrzehnten sehr intensiv

studiert worden. Im Fall p = 5 gelangt man zu einer be­

stimmten Hilbertschen Modulfläche , die in "F. Hirzebruch:

The ring of Hilbert modular forms for real quadratic fields

of small discriminant, in Modular Functions of One Variable

VI, Springer, Berlin 1977" studiert wurde. Aus den dort er-

zielten Ergebnissen kann man die von Gleason, Pierce und
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Sloane erzielte Beschreibung der Gewichtszählerpolynome

selbstdualer Codes über ableiten (G. van der Geer.,

F. Hirzebruch: siehe Kommentar in: F. Hirzebruch, -Gesammelte

Abhandlungen, Bd. 11, S. 796-798, Springer-Verlag 1987).

Golay-Code und einfache Gruppen

Bei dem erweiterten Golay-Code handelt es sich um einen

24linearen, 12-dimensionalen Code in (F 2 ) . Demnach kann man

sich bei der Beschreibung-, des Golay-Codes darauf be-

. schränken, 12 Basisvektoren anzugeben: jede Summe beliebig

vieler dieser 12 Basisvektoren ergibt ein Codewort, und

jedes Codewort wird so erhalten. In Abb. 12 sind zwölf

Basisvektoren aUfgelistet.

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 0

1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1
1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 0

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1.1 0 1 1 1 0

1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1
1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1
1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Abb. 12: Zwölf Basisvektoren für den erweiterten

Golay-Code untereinander geschrieben.

G ist ein doppelt-gerader, selbstdualer extremaler Code mit.

Minimalabstand d = 8; insbesondere kann er 3 Fehler korri-

gieren. Streicht man irgendeine Spalte in Abb. 12 (zum Bei­

spiel die erste), so erhält man 12 Basisvektoren für den
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eigentlichen (binären) Golay-Code; bei diesem handelt es

sich also um einen 12-dimensionalen Code in (IF ) 23
2

mit

Minimalabstand d = 7. Dieser äußerst effektive Code wurde

von M.J.E. Golay 1949 bei der Suche nach sogenannten

"perfekten Codes" entwickelt.

Der erweiterte Golay-Code enthält genau 759 Wörter mit

Hamming-Gewicht 8, d.h. mit genau 8 Einsen. Wir nennen diese

Wörter Oktaden. Damit folgt· für
,....
G eine bemerkenswerte

Eigenschaft: Zu je fünf beliebig ausgewählten Stellen gibt

es genau eine Oktade, welche an diesen Stellen ~ine 1 hat.

Einerseits kann es nämlich keine zwei verschiedenen Oktaden

w und w' geben, die an den gleichen 5 Stellen Einsen

haben, denn sonst hätte das von o verschiedene Codewort
......

W+W' weniger als 7 Einsen, wogegen ja G Minimalabstand

d = 8 hat. Andererseits muß es aber zu je 5 Stellen min-

destens eine Oktade geben, die an diesen stellen Einsen hat,

denn

Anzahl der MÖ9liCh-j
keiten 5 Einsen von =

8 auszuwählen

[

Anzahl der Möglich- 1
= 24-23·22-21 = keiten 5 Stellen aus

5-4-3·2

24 auszuwählen
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rv

Diese bemerkenswerte Eigenschaft des Codes G ist die Lö-

sung eines 1937 von E. witt untersuchten Problems: "Aus 24

Personen sollen 759 Vereine gebildet werden. Jeder Verein

soll aus 8 Mitgliedern bestehen. Fünf beliebige Personen

sollen jeweils einem einzigen Verein angehören". Etwas we-

niger anschaulich ausgedrückt, sollen aus einer 24-elemen-

tigen Menge 8-elementige Teilmengen derart ausgewählt wer-

den, daß jede 5-elementige Teilmenge in genau einer dieser

a-elementlgen enthalten ist. Eine solche Kollektion von

8-elementigen Teilmengen nennt man "Steinersystem

8(5,8,24)". witt zeigte - worauf es ihm eigentlich ankam -,

daß die Automorphismengruppe dieses Steinersystems die

Mathieu-Gruppe M24 ist (als Automorphismus bezeichnet man

hier jede Vertauschung der 24 Elemente, die jede. Menge des

steinersystems wieder in eine solche überführt).

Diese Gruppe M24 ist eine sogenannte sporadische einfache

Gruppe, d.h. eine einfache endliche Gruppe, die' sich in

keine der bekannten Serien von einfachen endlichen Gruppen

einordnen läßt. Was eine einfache Gruppe ist (nämlich "Eine

Gruppe ohne nicht-triviale Normalteiler lt ), wollen wir hier

nicht weiter erklären. Ein gewisses Bild erhält man, wenn

man sich die einfachen endlichen Gruppen als Grundbausteine

für die Gesamtheit aller endlichen Gruppen vorstellt. Daher

ist es eine wichtige Aufgabe, sämtliche einfachen Gruppen zu

klassifizieren. Zur zeit dieser Arbeiten von witt waren

neben gewissen Serien einfacher Gruppen nur fünf weitere be-

kannt: die Mathieu-Gruppen Mll,M12,M22,M23,M24- Die Gruppe

M24 ist die größte unter ihnen: sie hat 244 823 040 Ele­

mente.
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Der erweiterte Golay-Code wird von seinen Oktaden erzeugt

(jedes Codewort ist Summe von Oktaden), wie ein Blick auf

Abb. 12 zeigt (man ersetzt das letzte Codewort in Abb. 12

durch die Summe des letzten und vorletzten und erhält eine
#'V

Basis von G, die nur aus Oktaden besteht). Die Oktaden

bilden ein Steinersystem S(5,8,24). Die Automorphismen-

gruppe dieses Systems ist M24 . Also ist auch die Automor-
.....

phismengruppe von G die Gruppe M24 . Erwähnenswert ist in

diesem Zusammenhang noch, daß der oben erwähnte eigentliche"

binäre Golay-Code in (IF 2) ~_3 als Automorphismengruppe die

Gruppe hat. Neben diesen beiden binären Golay-Codes

gibt es noch zwei weitere nach Golay benannte Codes. Diese

sind ternäre Codes, genauer 6-dimensionale Unterräume in

(IF 3) 12., Ihre Automorphismengruppen sind

und M12 respektive.

Das zum erweiterten Golay-Code gehörende Gitter f hat eine

Automorphismengruppe der Ordnung (als Automor-

phismus eines Gitters bezeichnet man jede Drehung des zu­

grunde liegenden euklidischen Raums, die das Gitter in sich

überführt). Mittels dieses Gitters konstruierte J. Leech

1964 ein sehr wichtiges -Gitter, das nach ihm benannte

verschobenen Punkte von

(die um den

f'vonPunkte

Vektor

Leech-Gitter: seine Gitterpunkte sind die

und die Punkte (;~2' 3~2' 3~2'···' ;/2) + f'
222 2

-3 1 1 1
( 3/2' 3/2' 3/2'···' 3/2)
222 2

f'); dabei ist f' das Teilgitter aller Gitterpunkte
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Xl X24(--, ... ,---) aus T, für die x1+x2+ .• ~+x24 durch 4 teil-
..fi. ..fi.

bar ist. Etwas bequemer und ähnlich der oben gegebenen Be-

schreibung des Gitters kann man das Leech-Gitter

(genauer: ein zum eben konstruierten Gitter äquivalentes

Gitter) auch beschreiben als die Gesamtheit aller

im Minkowski-Raum 1R 24 , 1, wo die X.
1.

ganze

Zahlen sind und

gilt (R.T.

Curtis, siehe J.H. Conway, N.J.A. Sloane: Lorentzian forms

for the Leech Lattice, Bull. Am. Math. Soc. 6 (1982)·,

215-217).

Das Leech-Gitter ist wie das zum Golay-Code gehörende Gitter

r gerade und unimodular. Es enthält aber keine Vektoren der

Länge ..fi.. Es gibt genau 24 gerade, unimodulare Gitter (H.

Niemeier 1968), aber nur eines unter ihnen enthält keine

Vektoren der Länge J2, nämlich gerade das Leech-Gitter. Die

zum Leech-Gitter gehörende Kugelpackung hat die Dichte

1J'12/121 = 0,001929 ••• ; dies ist die dichteste unter allen

bis heute bekannten Kugelpackungen (Gitter - oder nicht) in

24 Dimensionen. Es gibt genau 196 560 Vektoren kürzester

Länge 2 im Leech-Gitter. Dies ist die maximale Kußzahl in 24

Dimensionen (Odlyzko, Sloane 1979). Die Anzahl der

Gitterpunkte auf, der Kugel vom Radius ";2m berechnet man

leicht mittels der im letzten Abschnitt skizzierten Theorie

(vgl. Abb. 13).
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THE LEECH LATTICE IN R 24

m N_ Prime Faetorl of N_

O 1 1
1 0 0
2 196560 24.)J"'7-l)
) 1677)120 212.]1."1'13
4 3980)4000 24.]1'5"1'1)
5 "629JR1120 214•]J. ,.1'1)'23
6 ] .... 11656000 2'· ],. 5""1 ],11'1 03
7 1870489935360 21J•]1.5·1'1)' 2]
8 B1487911-4800 24.)',51.1'13'112.19'1 SI
Q 2975551 ..88000 2u ,)J'5"7'1]'887

10 9..86.551299680 2"3" 5"'13' 23'12953
11 27052945920000 2u ·])·54·7·11·13·t7·23
12 10-486236999360 2'· ]J'5·11·13J·59·50093
IJ 169931095326720 214

.) '. 5'1 1'1]'1 ..89
14 384163586352000 2"])'5'·1'13'23·83'5119
15 820166620815360 21J.)J. j." 1),17·19·2)'1 097
16 1668890090322000 24. 31. SJ"'13"5 1'1861

I' 32496]1112232960 2 U '3 4'5"'I]'23-1 1699)
18 6096882661243920 24'3)'.5.7 1'13'17,2606.54803
19 11045500816896000 .2 11']"5)"'13-2]'1511
20 194284]9855275360 2'· JJ·,·71·13·23·I'.'·115109

Abb. 13 Die Anzahl Nm der Gitterpunkte auf der Kugel

vom Radius J2m beim Leech-Gitter.

Die Automorphismengruppe des Leech-Gitters hat. die Ordnung

8 315 553 613 086 720 000 (J .H. Conway 1968). Aus dieser

Automorphismengruppe heraus konstruierte Conway auf einen

Schlag drei einfache Gruppen, die Gruppen • 1, • 2 , • 3 • Dies

war, nach fast 100 Jahren Ruhe auf dem Gebiet der endlichen

einfachen Gruppen, ein Durchbruch. Mittlerweile ist die

Liste der einfachen Gruppen vollständig. Neben bestimmten

Serien gibt es genau 26 sporadische einfache Gruppen (vgl.

Abb. 14). Die größte unter ihnen ist das sogenannte Fischer­

Monster mit ca. 8.08 )( 1053 Elementen. Beim Beweis ihrer

Existenz (R.L. Griess, 1980) spielte das Leech-Gitter

nochmals eine wichtige Rolle.



46

..... '-'"
GI'OUp Notation Dlsroven:Iül D~le Order

Alu M3rhieu 1861 24J 15·11 = 7,920

Ma.hieu·Cole

Mu M31hleu 1861 2'JJ5 ·11 = 95,040

M:uhlell·Miller

,\tu ~hlhleU 187J 2'J I5·7·11 c 44J,52O

M.lhH:u·Mil~r

MlJ M:lIhiea 187J 21J I5·7·11·2J "" 10,200,%0
Mllhieu·MUter

M 14 M31hieu 187J 2IC3J5·1·11·13 = 244,8lJ.04O
M:lIhicu·MHlo:r

lor/~OTJI Janko 196.5 2J3·5·7·1I·19", 175.560

HaflVorh H~II ~nd Waln 1961 2'3J517 '" tJO.l.800

orHa.i or I I H~II·bnko

HiS D. Hism3n .nd Sirm 1967 2') 15J7·11 = 44,JS2.0c0

MeL Mrl:lughlin 19M 213'5J1'1I • 898,128,COJ

5: crS..: Suzukl 1968 2 lJ3'517'11 ,13 "" 448,345,497,600

IU.\"K or I J G. Higm:l~ lind McKa1 1968 . 2'JS5·17·19 ·50,2]2,960

orfUM H:lII·lanko-McK31
rR:I1 Janko.HiilNon and McKay

'lot'Co l ConW:l1 1968 211 3'S47111·IJ.2J ;;a 4,157. nl,806,54J,J60.00J
COl:Iw.y.Thompwn

'2ot' ÜJ1 Con...ay 1968 218J~5j7'11'2J = 42,JOS.421.J12,00J

COD....'·Thompwn

'lMC"J Con..., 1968 2IO)15J 1·1I·2] "" 4'15,766.656.(0)
Con..,,·1lIomPJOfl

H. or HHMcK Held. G. Hpn and McK.y 1%8 210JJ517J ·11 ::. 4,03O,J87.200
OfHHM

M(22lOf Ru Fhcher IWA 2 113'517·1I·IJ =:0 604,561.751.6504.400
erFl1

M(13) er Fiu Fischer 1969 Z"J lJ51.1,1I·IJ·17·2J = 4.089,470,413.29J,004,800

orFlJ

M(241' or Fi'H fbchu 1969 21I J"SI7J II·lJ·11·2)·29 = 1.2.55,205,7(1Y.I90,66I.721.292,800
er F114 <Ir F14

Ly or LyS LyoT1!·Sirm 1970 2'J1S·7·1I·JI,J7·67 "" SI.'6S.I~,OO4,lXXl,OO:>

R orRCW Rurh~i,·Con.ny·W"e, 1972 214JJ~7·)J·29 = 145,926,I44,lXXl

orR"d Rudv:lJi,

O'NorO'NS O·I'l.n·Sinu 1913 Z'J45'7J 11·19,31 :; 460.815.sos.920

For FLS rucher Uld L.eon·51ms 19D 24I JI'S'711Jol3·17·19·2J·JI·47. ".15 X ICU
or Bor F1 rucher

Tor FJ ar E Thompson·Smith 1974 ZISJIOY11lJ·19·JI "" 90.745,900,881,872,00:>
rucher·Smilh·Thompwn

H"CNSorF, Harad.·Con.....,·Norton·Smith 197-4 2143'5'7·ll·19 c 27J,OJO.912,OCQ,lXXl
ot'F FiiChe r·S muh

Handa·Norton and Smilh

MarFI fbcher 1974 Z~3105'7'llllJJI7 ·19·23·29
Flscher·Gn:i:u ·J1-4I·47·59·71 • 8.C1Il X IOU

14 bnlto 1975 21I J'5,'.I1323·29·JI·37.4.l c 86,n5.S7l.046.0n,S62.880
Norton· Parker· Be nsen·Con.....,.Th.ckray

Gruppen. Das

Allgemeinen nicht
des Nachweises

Die 26 sporadischen einfachen

Datum der Entdeckung ist im

identisch mit dem Zeitpunkt

ihrer Existenz.

Abb. 14
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