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Einleitung

Hodgetheorie kann man als eine Linearisierung von Problemen der komplexen alge-
braischen Geometrie auffassen. Das Problem der Klassifikation von Varietiten bis auf
Isomorphie ( Moduliproblem ) wird durch diese Linearisierung im wesentlichen zu der
Frage, ob es moglich ist, komplexe Strukturen einer Varietit auf dem Niveau der Ko-
homologie zu unterscheiden ( Torelliproblem ). DaB dies im Fall der Kurven méglich
ist, ist eines der Hauptresultate der klassischen Hodgetheorie : das Torellitheorem
fiir Kurven besagt, daB eine glatte Kurve durch ihre Jacobi-Varietat mit der durch
den Thetadivisor gegebenen Polarisierung bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist
( siehe z.B. [ACGJ, VI, §3] ).

Im allgemeinen wird der Zusammenhang zwischen der Theorie der Moduli und
der Hodgetheorie durch die von Griffiths in [Gril] und [Gri2] eingefithrten Perioden-
abbildungen gegeben. Anders als im Fall der Kurven sind diese Abbildungen fiir
viele Klassen hoherdimensionaler Mannigfaltigkeiten nicht injektiv. Bei der Unter-
suchung der Periodenabbildungen fiir polarisierte komplexe glatte Varietiten spielen
zwei Fragestellungen eine wichtige Rolle : zum einen die Endlichkeit der Periodenab-
bildung ( Infinitesimales Torelliproblem ) und zum anderen die generische Injektivitit
der Periodenabbildung ( Generisches Torelliproblem }.

Das Infinitesimale Torelliproblem lafit sich nach [Gri2] auf ein multiplikatives Pro-
blem in der Kohomologie zuriickfiihren. Bei der Behandlung dieses Problems hat
einerseits die Betrachtung der Kohomologie gewisser Koszulkomplexe in [LPW] und
[Gre2] und andererseits eine in [Grel] und [Fl] benutzte Spektralsequenz-Methode,
die im wesentlichen eine Verallgemeinerung der Griffiths’schen Rationalen Differen-
tialformen in [Gri4] ( vgl. [De3, 9.2] ) ist, zu Resultaten gefithrt. Wir bezeichnen
eine in den Totalraum eines Geradenbiindels einbettbare glatte projektive Varietét
als eine einfache Uberlagerung ( siehe Definition 8.1 ). Die einfachen Uberlagerun-
gen sind eine Klasse von Varietiten, die die zyklischen Uberlagerungen umfassen. In
Theorem 8.4 16sen wir das infinitesimale Torelliproblem fiir eine einfache Uberlage-
rung von geniigend hohem Grad beziiglich einer amplen Garbe ( d.h. fiir eine mit
geniligend hohem Grad in den Totalraum eines amplen Geradenbiindels einbettbare
Varietat ) unter Verwendung der Spektralsequenzmethode von Green und Flenner.

Im Spezialfall, daf die ample Garbe die kanonische Garbe ist, wurden in [Vied]
dhnliche Aussagen benutzt, um Positivitatssitze fiir direkte Bilder von Potenzen dua-
lisierender Garben herzuleiten. Der Umstand, daBl der Positivititssatz fiir Potenzen
dualisierender Garben besser ist als fiir die dualisierende Garbe selbst, legt es nahe
zu erwarten, da die Hodgestruktur zyklischer Uberlagerungen viel mehr Information
enthalt als die Hodgestruktur der Varietit.

Die Hauptschwierigkeit, um zu globalen Aussagen iiber Periodenabbildungen zu
gelangen, liegt in der Tatsache, da8 es keine natiirliche geometrische Interpretation fiir
Hodgestrukturen vom Gewicht groBer oder gleich zwei gibt ( siehe [CGGH, 0.(a)] ).
Aus diesem Grunde betrachten Carlson und Griffiths [CG] nicht nur die Hodgestruk-
tur einer Varietat, sondern zugleich das Differential der Periodenabbildung. Sie for-



malisieren ihre Methode im Begriff der Infinitesimalen Variation von Hodgestrukturen
( in abgekiirzter Notation IVHS ). Diese zusatzliche infinitesimale Information erlaubt
es ihnen, eine positive Antwort fiir das Generische Torelliproblem bei kubischen Hy-
perflichen im IP>"*! zu finden. Dieser Ansatz wurde von Donagi [Dol] verfeinert und
brachte vor allem durch Donagi’s Symmetrizertechnik die Losung des Generischen
Torelliproblems fiir fast alle Hyperflichen im IP*. Die Methode der IVHS zusammen
mit der Symmetrizertechnik wurde in [Grel], [DT], [Sal] und [Sa2] verwendet um
bei weiteren Klassen von Varietiten Resultate beim Generischen Torelliproblem zu
erzielen.

Im allgemeinen reicht jedoch auch die Infinitesimale Variation der Hodgestruktur
nicht aus um die Varietidten zu beschreiben. Unser Ergebnis ( Hauptresultat 1 und
2 in Kapitel 1 ) besagt jedoch auch hier, daf8 die gewiinschten Torellisdtze fiir zykli-
sche Uberlagerungen von gentigend hohem Grad gelten. Wieder basiert der Beweis
auf der Beobachtung, daB zyklische Uberlagerungen in bezug auf die zugehérigen
Basisvarietaten einer Hodgetheorie mit vertwisteten Koeffizienten entsprechen und
daBl durch das Rechnen mit vertwisteten Koeffizienten mehr Information iiber die
geometrische Struktur zurlickgewonnen werden kann als mit den iblichen Methoden.

Grundlegend fiir unsere Arbeit war die Green’sche Verallgemeinerung [Grel] der
Methoden von Carlson, Griffiths und Donagi und der in [DG] gefundene Zugang zur
Symmetrizertechnik mit Hilfe der Koszulkohomologie. Durch Verwendung dieser Me-
thoden in Zusammenhang mit unserem I(;,)-Kriterium in Proposition 6.1 erzielen
wir als technisches Hauptresultat in 9.1 ein variationales Torelli-Theorem fiir glatte,
zyklische Uberlagerungen von geniigend hohem Grad verzweigt entlang eines amplen
glatten Divisors. Dies liefert eine Aussage Uber die Periodenabbildung solcher zykli-
scher Uberlagerungen : die Loésung des Generischen Torelliproblems fiir die Unter-
varietdt des zugehdrigen Modulraumes, deren Punkte von entsprechenden zyklischen
Uberlagerungen herrithren ( siehe Kapitel 1 ).

Als eine weitere Anwendung dieser Methoden und des /(;;)-Kriteriums beweisen
wir im letzten Kapitel ein variationales gemischtes Torelli-Theorem. Die Aussage
in Theorem 10.1 ist im wesentlichen, daB auf einer glatten projektiven Varietit der
Dimension n mit sehr ampler kanonischer Garbe eine offene Untervarietit, die Kom-
plement eines geniigend positiven Divisors ist, durch ihre gemischte IVHS bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmt ist, falls eine gewisse technische Voraussetzung gilt.
Diese technische Voraussetzung ist erfiillt, wenn z.B. fiir die zugrundeliegende Va-
rietdt die Irregularitat verschwindet und der Infinitesimale Torelli fiir die n-Formen
gilt.
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Anregungen mdchte ich Prof. R. Donagi, Dr. M.H. Saito, Dr. K. Timmerscheidt und
Prof. S. Usui danken. Herrn Prof. F. Hirzebruch, der mich schon als Diplomand
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betreut hat, danke ich fiir sein Interesse, seine Unterstiitzung und dafiir, daB ich die
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Ganz besonders aber will ich Prof. E. Viehweg danken, der mir nicht nur das
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1 Notation und Diskussion der Hauptresultate

Alle Varietiten und Schemata werden bei uns immer als {iber den komplexen Zahlen
C definiert vorausgesetzt. Die von uns benutzte Notation ist die iibliche und stimmt
weitgehend mit der von [Ha] Gberein.

Definition 1.1 Ein Paar (Y, L) heifit polarisierte Varietat, wenn Y eine glatte, pro-
jektive Varietdt und L eine ample, invertierbare Garbe auf Y ist. Wir bezeich-
nen zwei polarisierte Varietiten (Y, L) und (Y’, £’) als isomorph, falls es einen Iso-
morphismus 7 : ¥ — Y’ gibt, soda8 die Klasse [£] von £ in der Neronseverigruppe
NS(Y) = DIV(Y)/(numerische Aquivalenz) mit der Klasse [7*L'] iibereinstimmt.

Definition 1.2 Wir bezeichnen einen Morphismus
g: Yy —S

als eine glatte Familie von polarisierten Varietaten der Dimension n bezliglich einer
relativ amplen Garbe £y auf Y, falls folgende beiden Eigenschaften erfiillt sind :

1. Y und S sind zusammenhingende Varietiten.

2. Der Morphismus g ist glatt, eigentlich und besitzt zusammenhéingende Fasern
Y, = ¢7(s) der Dimension n.

Wir fassen die Fasern ), s € S, als durch die relativ ample Garbe Ly auf Y polari-
sierte Varietaten auf.

Sei g: Y — S eine glatte Familie von polarisierten Varietiten der Dimension n tiber
einem glatten Schema S. Die n-te primitive Kohomologie der Fasern dieser Familie
gibt AnlaB zu einer Polarisierten Variation von Hodgestrukturen (Vz, F*, Q) vom
Gewicht n iiber S mit zugrundeliegender lokalkonstanter Garbe Vz = (R"¢.Zy)o
und somit zu einer holomorphen Periodenabbildung

er: S — T\ D,

wobei I' \ D der zugehorige Periodenbereich ist (siche hierzu Beispiel 2.5 und Defini-
tion 2.6 ).

Wir bezeichnen mit & die auf S durch Isomorphie von polarisierten Varietiten
gegebene Aquivalenzrelation. Ideal wire es nun aus der Gleichheit zweier Perioden-
punkte p; = ¢r(s1) und p; = pr(s;) folgern zu konnen, daBl die Fasern Y,, und Y,
von g iiber 3, und s; als polarisierte Varietiten isomorph sind. Man strebt also die
Injektivitat der auf dem mengentheoretischen Quotienten Sp/a2 durch ¢p induzierten

Abbildung
QBI" : Sg/"»-l«‘ — T \ D

an. Dies ist die gewiinschte globale Torelliaussage fiir die Familie g : ) —» S. Unter
Zuhilfenahme des Differentials der Periodenabbildung 148t sich dieses Problem mit



der von Carlson und Griffiths [CG]| vorgeschlagenen Vorgehensweise in Angriff neh-
men. Hierbei mufl man aber in Kauf nehmen, daf sich nur ein schwicheres Ergebnis
folgern laBt: man erhilt die angestrebte globale Torelliaussage nur fiir ein offenes
dichtes Unterschema von S. Der Grund fiir das Gelingen dieses Ansatzes von Carlson
und Griffiths liegt darin, daBl die IVHS einer Faser ), iiber einem Punkt s € S ( dies
ist im wesentlichen das Differential von ¢r in dem Punkt s ) viel mehr geometrische
Information dber die polariserte Varietdt ), enthalt als nur die polarisierte Hodge-
struktur von Y, alleine.

Infinitesimales Torelliproblem

Das Infinitesimale Torelliproblem ist die Frage nach der Injektivitit des Differen-
tials einer Periodenabbildung bis auf die Aquivalenzrelation ~ ( neben der in der
Einleitung zitierten Literatur siehe auch [Cal, [Pel], [Pe2], [Usl], [Us2], [Kn], [Re],
[We] ). Sei (Y, L) eine polarisierte Varietat. Nach [Gri2] 148t sich das Infinitesimale
Torelliproblem fiir (Y, L) als eine kohomologische Bedingung formulieren.

Definition 1.3 ( Infinitesimale Torelli-Eigenschaft fiir Gewicht n ) Die pola-
risierte Varietat (Y, £) erfillt die Infinitesimnale Torelli- Eigenschaft, falls die natiirliche
durch Cupprodukt und Kontraktion von Garben gegebene Abbildung

) 6=@;_1 5p
H, (Y, Ty)

PHOMg (H5 (Y, %), Hy (Y, 057")) (1.3.1)

p=1
injektiv ist.

Hierbei ist H}(Y,Ty) C HY(Y,Ty) die Menge der infinitesimalen Deformationen von
Y, die die durch £ gegebene Polarisierung auf Y respektieren. Weiterhin bezeichnen
wir fir p=0,...,n mit Hy ?(Y,0Q%}) den primitiven Anteil der Kohomologiegruppe
H™?(Y,Q}) ( siehe Definition 2.7 und Theorem 2.9 ). Diese kohomologische Bedin-
gung in Definition 1.3 148t sich folgendermaBen geometrisch interpretieren. Falls Y die
Faser von g {iber einem Punkt s € S, die Garbe £ die Einschrinkung der relativ am-
plen Garbe Ly auf Y ist und die Kodaira-Spencer Abbildung p, : T,(S) — HY(Y,Ty)
injektiv ist, so gilt die folgende Implikation

Inf. Torelli-Eigenschaft N Das Differential der Periodenabbildung
fiar (Y, £) erfillt. der ist im Punkt s € S injektiv.

Falls S ein lokaler Modulraum fiir die Varietat Y ist, so gilt die Injektivitit der

Kodaira-Spencer Abbildung: wenng: (Y,Y) — (S, s) eine Kuranishi-Familie ( siehe
z.B. [Se, §2] oder [PS, (7.6)] ) fiir die Varietit Y ist, so ist p, bijektiv. Dies ist im

Endeffekt der Fall, fiir den man sich bei der lokalen Untersuchung von Periodenab-

bildungen interessiert.



Um die Injektivitit von é zu folgern, geniigt es zu zeigen, dafl die Abbildung
bn
HY(Y, Ty) = HOMe (H5(Y,09), Ho(Y, 057))

injektiv ist ( Infinitesimaler Torelli fiir n-Formen ). Falls die kanonische Garbe wy
von Y genligend viele Schnitte besitzt, so ist die Injektivitat des Anteil 4, der Ab-
bildung § gut zu kontrollieren. Unser Resultat in Theorem 8.4 zum Infinitesimalen
Torelliproblem fiir einfache Uberlagerungen ( siehe Definition 8.1 ) ist die folgende
Aussage:

Infinitesimaler Torelli fiir einfache Uberlagerungen

Fiir eine einfache Uberlagerung von geniigend hohem Grad
beziiglich einer amplen invertierbaren Garbe ist die Abbildung
6, injektiv.

Hierbei ist zu bemerken, da diese Aussage wohl im wesentlichen als bekannt anzu-
sehen ist. In [Grel, Thm. 0.1] wird firr genligend ample glatte Divisoren die Infini-
tesimale Torelli-Eigenschaft bewiesen. Ahnliche Fragestellungen werden in [F1] und
[We] behandelt. Man kann zwar das Green’sche Resultat nicht unmittelbar auf eine
einfache Uberlagerung anwenden, indem man die einfache Uberlagerung als Divisor in
dem zugehorigen projektiven Biindel auffasst ( siehe Definition Lemma 8.2 ), da die-
ser Divisor nicht ample ist, aber derselbe Beweisansatz ( Spektralsequenzmethode )
fuhrt schlieBlich zum Ziel. Wir formulieren den Beweis von Theorem 8.4 mit Hilfe
der Terminologie der Hyperkohomologie von Komplexen. Da jede zyklische Uberlage-
rung eine einfache Uberlagerung ist, erhilt man aus obigem Resultat fiir die einfachen
Uberlagerungen als Korollar ein Ergebnis von Griffiths in [Gri5], welches besagt, daB
fiir zyklische Uberlagerungen von gentigend hohem Grad verzweigt entlang eines am-
plen glatten Divisors die Infinitesimale Torelli-Eigenschaft erfiillt ist. Dies ist der

Ausgangspunkt fiir die Untersuchung des Generischen Torelliproblems fiir zyklische
Uberlagerungen.

Generisches Torelliproblem

Beim Generischen Torelliproblem stellt man sich die Frage, ob die Periodenabbil-
dung ¢r modulo der durch Isomorphie von polarisierten Varietiten auf S gegebenen
Aquivalenzrelation = generisch injektiv ist. Wir betrachten hierzu die auf der Quo-
tientenmenge Sp/~ durch ¢r induzierte Abbildung. Das Generische Torelliproblem
formulieren wir nun folgendermafBen.

Definition 1.4 Die Familie g: Y — S erfillt fiir die Gruppe T' die Generische
Torelli- Eigenschaft, falls fiir eine Zariski-offene Menge S € S die auf dem mengen-
theoretischen Quotienten Sp/~ durch ¢r induzierte Abbildung

@r:So/w — T\ D

injektiv ist.



Bemerkung 1.5 Wir bezeichnen mit 7, die natiirliche Quotientenabbildung
Mo . So — So/z .

Da nach [Grol, IV-VI] die Relation = eine konstruierbare Aquivalenzrelation auf § ist,
kann man S; C S so wahlen, dafl Sy und S/~ glatte Varietiten sind, die Abbildung
7o ein glatter Morphismus ist und @r die Struktur einer holomorphen Abbildung erbt
( [CDT, Thm.in §2 und §3 ] ).

Nach einem Resultat von Cox, Donagi und Tu [CDT] geniigt es die sogenannte Varia-
tionale Torelli-Eigenschaft zu iiberpriifen um die Generische Torelli-Eigenschaft fir
die Familie g : ) — S zu folgern. Danach kann man die bei fritheren Arbeiten ( z.B.
[CG], [CGGH], [Dol], [PS], [Sal] ) notwendigen Hilfsvoraussetzungen, wie zum Bei-
spiel die Darstellbarkeit von So/~ durch ein grobes Modulschema, die Existenz eines
reguliren Wertes der Periodenabbildung und sogar die Uberpriifung der Infinitesima-
len Torelli-Eigenschaft Giber Sy vernachlassigen.

Definition 1.6 Die Familie g : Y — S erfiillt die Variationale Torelli-Figenschaft
beziiglich der Aquivalenzrelation =, falls die folgende Eigenschaft gilt :

Fiir alle s € Sy bestimmt der algebraische Anteil der durch ¢ iiber s indu-
zierten IVHS die Isomorphieklasse der polarisierten Varietdt ), eindeutig
(siehe Definition 2.11 und 2.14).

Nach [CDT, Thm. in §3] gilt die Implikation
Variationale Torelli-Eigenschaft => Generische Torelli-Eigenschaft .

Hierzu sind zwei Dinge zu bemerken. Zum einen bleibt diese Implikation auch dann
richtig, wenn die Variationale Torelli-Eigenschaft nur generisch auf § erfillt ist und
zum anderen folgt aus der Variationalen Torelli-Eigenschaft die Generische Torelli-
Eigenschaft sogar fiir jede diskrete Untergruppe I von GR, die die Monodromiegruppe
enthélt. Die Umkehrung der obigen Implikation ist falsch : in [CD] liefern regulire
elliptische Flichen mit einem Schnitt ein Gegenbeispiel. In Theorem 9.1 formulieren
wir unser Variationales Torelli-Resultat :

Hauptresultat 1

Sei (Y,L) eine polarisierte Varietdt. Falls N eine geniigend groSe po-
sitive ganze Zahl ist, so gilt fiir eine zyklische Uberlagerung f: Z — Y
beziiglich £V = Oy (X)), wobei X ein glatter, reduzierter Divisor auf Y ist,

daB die polarisierte Varietat (Z, f*£) eindeutig durch den algebraischen
Anteil ihrer IVHS bestimmt ist.

Abgesehen von der technischen Voraussetzung, daB wir den Grad der Uberlagerung
geniigend grofi wahlen miissen, ist die entscheidende Voraussetzung, da wir Infini-
tesimale Variationen von Hodgestrukturen zusammen mit einer festen Operation der
Galoisgruppe betrachten und alle Isomorphismen diese Operation respektieren ( siehe



Definition 5.4 ). Da der Modulfunktor zyklischer ﬁberla.gerungen M 2’ beschrankt ist,
liefert Korollar 9.2 nun, daB fiir Familien solcher zyklischer Uberlagerungen die Va-
riationale Torelli-Eigenschaft erfiillt ist ( siehe Definition 3.5 und Lemma 3.8 ).

Variationale Torelli-Eigenschaft fiir zyklische Uberlagerungen
Sei h ein Polynom in einer Verdnderlichen vom Grad n. Falls N eine
geniigend grofie Zahl ist, so gilt fiir jedes glatte Schema S und fiir jede
Familie

(9z: 2 — S,Mz) € MY (S)
die Variationale Torelli-Eigenschaft.

Somit gilt also insbesondere auch die Generische Torelli-Eigenschaft fiir solche Fami-
lien. Fiir das zugehdérige Hilbertschema 1aBt sich der schwache globale Torelli jetzt so
ausdriicken ( siehe Definition 3.10 und Bemerkung 3.13 ).

Hauptresultat 2

Sei h ein Polynom in einer Veranderlichen vom Grad n und N eine geniigend
groBe positive Zahl. Sei (gn : & — Hy,H) ein Hilbertschema zu dem
Modulfunktor M} mit dem Isomorphismus P(gn.H) ~ P™' x H und
H% die offene Menge der glatten Punkte des reduzierten Schemas (Hy )req.
Dann existiert eine Zariski-offene Menge Hy, C HE sodaB die Fasern einer
durch gn induzierten Periodenabbildung

or: HYy — T\ D

genau die Einschrinkung auf HY der Orbiten der natiirlichen PGL(r, €)-
Operation auf H¥ sind.

Sei MY = Hy /R der separierte algebraische Raum, der den Modulfunktor M¥ grob
darstellt und (M}¥)° das Bild von HY in M. Somit gilt das folgende Resultat ( siehe
Theorem 3.12 und Bemerkung 3.13 ).

Generischer Torelli fiir zyklische Uberlagerungen
Die durch die Abbildung ¢r : HY — I'\ D induzierte Abbildung

(MY —T\D

ist injektiv.

Gemischtes Torelliproblem

In [Usd4] und [Us5} ( vgl. [SSU] ) wird die die Theorie der Variation von Hodgestruk-
turen auf den Fall der gemischten Hogdestrukturen, denen logarithmische Deforma-
tionen von Varietdten zugrundeliegen, verallgemeinert.

Sei Y eine glatte, projektive Varietit der Dimension n und L eine invertierbare
Garbe auf Y. Weiterhin sei fiir eine natirliche Zahl N ein Schnitt s € HO(Y, £N) mit



glattem, reduzierten Nullstellendivisor X = {s = 0} gegeben. Man interesssiert sich
fiir die Deformationen der offenen Varietit I/ =Y — X. Nach [Us4, Corollary (4.5)]
spielt fiir Gewicht n in diesem Fall die Abbildung

HY, Ty (- X)) = @ HOMg (H™*(¥, 05 (), H™"(Y, 95 (x)))

r=1

die Rolle der Abbildung § in Definition 1.3 ( vgl. Theorem 2.9 ). Hierbei ist

n
log __ log
50 = B
p=1

die Summe der natiirlichen durch Cupprodukt und Kontraktion gegebenen Abbildun-
gen

Y, Ty -20) 25 HOMe (1, 95.00), "9 (v, 05 () . (1.6.)

Nach einem Resultat von Griffiths ( siehe [Us5, (0.1)] ) ist fiir gentigend groBes N
die Abbildung 69 injektiv. Dieses Resultat ist als Gemischter Infinitesimaler Torelli
fiir n-Formen zu interpretieren. Ein Beweis fiir dieses Resultat ergibt sich mit einem
analogen Ansatz wie im Beweis von Theorem 8.4. In Theorem 10.1 erzielen wir das
folgende Ergebnis.

Gemischter Variationaler Torelli

Falls die kanonische Garbe wy von Y sehr ample, die natiirliche Cuppro-
duktabbildung

H(Y,wy)® H* 1Y, 5Y) — H" (Y, T} ® wy) (1.6.2)

surjektiv und N eine geniigend grofle positive ganze Zahl ist, so 1a8t sich
aus der Abbildung 6 die offene Varietat U = Y — X bis auf Isomorphie
rekonstruieren.

Die Bedingung, dal die kanonische Garbe wy sehr ample ist, ist fir den Beweis
von Theorem 10.1 unabdingbar, jedoch sollte es moglich sein auf die Surjektivitats-
Bedingung in (1.6.2) zu verzichten.



2 Infinitesimale Variation von Hodgestrukturen

Dieses Kapitel ist ein Ubersichtskapitel, in dem zahlreiche Definitionen und Resultate
aus der Theorie der Infinitesimalen Variation von Hodgestrukturen zusammengetra-
gen werden. In den folgenden Kapiteln werden wir in der Regel die hier aufgefiihr-
ten Definitionen und Sitze ohne ausdriickliche Verweise heranziehen. Als Standar-
dreferenz fiir die Theorie der Infinitesimalen Variation von Hodgestrukturen dienen

[CGGH] und [PS].

Polarisierte Hodgestrukturen

Eine Hodgestruktur (Hg, F*) vom Gewicht k besteht aus einem Gitter Hz von end-
lichem Rang und einer absteigenden Filtrierung der Komplexifikation H = Hz ®+% C
von Hg

H=F'>F'>...D Fk> P = {0},

mit der Eigenschaft, dafl fir p=0,...,% der Vektorraum F? @ Tt isomorph zu
H ist. Eine dquivalente Definition 1Bt sich mit Hilfe der Hodgezerlegung von H in
die Hodgekomponenten H?9 = FP N F" geben, da F? = @,ZPH""" firp=0,...,%
ist. Wir bezeichnen mit f? bzw. h»? die Dimension des komplexen Vektorraumes F?
bzw. HP9,

Beispiel 2.1 Das Standardbeispiel fiir eine Hodgestruktur vom Gewicht k liefert die
k-te Bettikohomologie H*(Y,Z) einer glatten, projektiven Varietit Y, indem man

k
1y = HOLE)

Torsion

setzt. Die Hodgekomponenten sind in diesen Fall durch H?? = H(Y, Q%) gegeben,
wobei 0}, das p-te Dachprodukt der Garbe ), der regularen 1-Formen auf Y bezeich-
net.

Eine polarisierte Hodgestruktur (Hz, F*, Q) vom Gewicht k besteht aus einer Hodge-
struktur (Hz, F'*) vom Gewicht k£ und einer Bilinearform

Q:HzXHz—’Z,

die (—1)*F-symmetrisch ist und die folgenden Eigenschaften, die sogenannten Hodge-
Riemann Bilinearrelationen, erfiillt :

1.  Q(FF,F*Py =g (2.1.1)
2. Q(Cv%,¥) >0 fiir jedes ¢ € H mit 1 £ 0 . (2.1.2)

Hierbei ist der Weiloperator C : H — H auf H™? durch Multiplikation mit (y/~1)?~¢
definiert.



Beispiel 2.2 Das klassische Beispiel fiir eine polarisierte Hodgestruktur (Hz, F*, Q)
vom Gewicht k& wird durch die k-te primitive Kohomologie

Uey (ﬁ)n—k+1

HE(Y, @) =ker {H“(Y,(II) H2ﬂ+2—‘=(Y,<D)}

einer glatten, projektiven Varietit ¥ der Dimension n bezliglich einer amplen, in-
vertierbaren Garbe £ gegeben. Hierbei ist ¢;(£) € H'(Y, ) die 1. Chernklasse der
Garbe £ (vgl. p.23). Indem man

Hg = H*(Y,Z)N H(Y,C)
HP = HYY,Q%)n HE(Y,C) und

Qo) = (1 [ oupua(o)t

setzt, erhilt man eine polarisierte Hodgestruktur vom Gewicht k. Wir bemerken, daf
nach dem Harten Lefschetzsatz (vgl. [GH, p. 122]) die Abbildung

Wer (L)—k

14y, €¢) 2 kv, @)
fiir 0 £ k € n ein Isomorphismus ist. Hieraus folgt fiir 0 < k < n die Lefschetzzerle-
gung von H*(Y,C)
HY(Y,C) = @ ar(L) U HEH (Y, C).

r20

Da ¢;(£) in H'(Y,Q}) liegt, ist die Lefschetzzerlegung von H*(Y, €) mit der Hodge-
zerlegung @,y -t HP? von H¥(Y,C) vertriglich. Mit Hilfe des primitiven De-Rham
Komplexes geben wir in Proposition 4.16 eine andere Interpretation der primitiven
Kohomologie.

Klassifizierende Riume

Man wéhlt zur Definition der klassifizierenden Riume fiir polarisierte Hodgestruk-
turen eine feste polarisierte Hodgestruktur

(HZ,ref aFr.er ’ Qref)

vom Gewicht k als Referenzstruktur. Der klassifizierende Raum D ist die Menge aller
polarisierten Hodgestrukturen (Hz, F*, @) vom Gewicht & mit

szﬂz,ref)fp=f:;fundQ=me-

Im Zusammenhang mit polarisierten Hodgestrukturen spielen insbesondere drei Grup-
pen eine wichtige Rolle :

Gz = Aut (Hz,ref y Qref) )
Gr = Aut(Hzrr®zR ,Q.) und
Gc = Aut (Hrcf ) Qref) .



Hierbei ist Gz die Gruppe der Automorphismen g : Hg yer —* Hz rer, sodaB fiir alle
v,w € Hz s die Eigenschaft Q(g(v), g(w)) = Q(v,w) gilt. Entsprechend sind die
Liegruppen Gr und Gg¢ definiert. Nach [Gri3, Proposition 8.12] ist der klassifizie-
rende Raum D beziiglich der reellen Liegruppe Gr homogen und somit eine komplexe
Mannigfaltigkeit. Der duale klassifizierende Raum D ist die Menge aller Filtrierungen
{F*} von H,e mit fP = 2. sodaB fir die Filtrierung {F*} die erste Hodge-Riemann
Bilinearrelation (2.1.1) erfiillt ist. Sei

Gjp = Gf:ef(Hmf)

die Grassmannvarietit der f°-dimensionalen Ebenen in Hys . Da D homogen beziiglich
G¢ ist (vgl. {Gri3, Proposition 8.2]) und es eine natiirliche Einbettung

k
D— J[Gp (2.2.3)

p=1

gibt, ist D eine glatte algebraische Untervarietit eines Produktes von Grassmannva-
rietdten und die komplexe Mannigfaltigkeit D eine offene Untermenge der algebrai-
schen Varietit D. Die Abbildung (2.2.3) induziert eine natiirliche Einbettung

k
D -_— H Gfp B (224)

p=1

Sei {F*} € D eine Filtrierung. Da der Tangentialraum der Grassmannvarietidt G »
im Punkt {F*} kanonisch isomorph zu

HOMg (FP , Hyet/ F7)

ist, induziert die Einbettung (2.2.4) eine injektive lineare Abbildung

' nipey K
T{F-}(D) — @HOMC (FP , Heet/ FP) . (2.2.5)

=1

Hierbei ist T{g+j(D) der Tangentialraum der Mannigfaltigkeit D im Punkt {F*}. Die
lineare Abbildung i+ identifizieren wir mit dem Differential der Abbildung (2.2.4)
an der Stelle {F*}.

Polarisierte Variationen von Hodgestrukturen

Definition 2.3 (Variation von Hodgestrukturen) Sei S eine zusammenhingende
komplexe Mannigfaltigkeit. Eine Variation von Hodgestrukturen vom Gewicht % iiber
S besteht aus einem Tupel (Vg ,F*) , fiir das die folgenden Eigenschaften gelten :

1. Vz ist eine lokalkonstante Garbe von endlich erzeugten abelschen Gruppen iiber

S.



2. F* ist eine absteigende Filtrierung durch holomorphe Unterbiindel von
V=Vz820s .

3. In jedem Punkt s € § induziert die Filtrierung F* eine Hodgefiltrierung F;
einer Hodgestruktur vom Gewicht k auf der Faser V, von V mit der Eigenschaft

V,=FroF, "

4. Fiir den natiirlichen flachen Zusammenhang V :V — QL Qo V gilt fir alle
pmit 0 <p<k
VFP C Q}; Ros Fr-t |

Die Eigenschaft 4. wird als Griffiths-Transversalitat bezeichnet.

Definition 2.4 (Polarisierte Variationen von Hodgestrukturen) Sei S eine zu-
sammenhangende komplexe Mannigfaltigkeit. Eine Polarisierte Variation von Hodge-
strukturen (Vg ,F*,Q) vom Gewicht k Gber S besteht aus einer Variation von
Hodgestrukturen (Vz ,F*) vom Gewicht k {iber S und einer nichtdegenerierten, fla-
chen bilinearen Paarung

Q Vg x Vg — Z )

die in jeder Faser Vgz , von Vz eine polarisierte Hodgestruktur (Vgz, ,F; ,Q,) vom
Gewicht & induziert.

Beispiel 2.5 Sei g : Y — S eine glatte Familie von polarisierten Varietiten der Di-
mension n beziiglich der relativ amplen Garbe £y auf Y {iber einem glatten Schema
S. Die Garbe Ly induziert einen lokalkonstanten Schnitt u € H°(S, R?¢.Zy) und das
Cupprodukt mit u definiert einen Garbenhomomorphismus

ng...Zy e Rk+2g.ﬂy

fir £ > 0. Man definiert die primitive Kohomologiegarbe
k k et g2k
(R*9.Zy) =ker{ R*g.Zy —— R 9. Ly

als den Kern des Garbenhomomorphismus

WUyt k1

ng.,Ey —_ R2"+2_kg,.zxy .

Da g ein C*-Faserbiindel ist, ist (R¥g.Zy)o eine lokalkonstante Garbe von endlich
erzeugten Z-Moduln auf S. Somit ist Vz = (R*¢.Zy)o die einer Polarisierten Va-

riation von Hodgestrukturen vom Gewicht k iiber § zugrundeliegende lokalkonstante
Garbe iiber S (vgl. [Gri3, 2.]).
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Periodenabbildungen

Sei (Vz ,F* ,Q) eine Polarisierte Variation von Hodgestrukturen vom Gewicht &
iber einer zusammenhangenden, komplexen Mannigfaltigkeit S. Wir bezeichnen mit
S die universelle Uberlagerung von S und mit 7 den natiirlichen Morphismus § — S.
Da das Pullback von Vg unter 7« auf die universelle Ijberlagerung S eine konstante
Garbe ist, erhilt man nach der Wahl eines Basispunktes sg in S und somit nach
der Wahl einer Referenz-Hodgestruktur nach [Gril] (vgl. [Gri3, Proposition 9.3]) eine
holomorphe Abbildung
@ S—D,

wobei D der klassifizierende Raum zu der Referenz-Hodgestruktur ist. Sei Vg ,, die
Faser von Vg iber s5. Die Fundamentalgruppe m(S, so) operiert durch Isometrien
auf ¥z ,,. Deshalb induziert die lokalkonstante Garbe Vg die Monodromiedarstellung
p der Fundamentalgruppe (S, so)

11‘1(8,30) ik Gz .

Hierbei gilt
F(78) = p(7)&(5)
fir v € m(S,80) und 3 € S. Man bezeichnet die Gruppe im p als die Monodro-

miegruppe der Polarisierten Variation von Hodgestrukturen. Falls I’ eine diskrete

Untergruppe von Gz ist, die die Monodromiegruppe enthalt, so induziert ¢ eine ho-
lomorphe Abbildung

¢er: S —T\D.

Definition 2.6 Wir bezeichnen eine Abbildung ¢r als eine Periodenabbildung der
Polarisierten Variation von Hodgestrukturen (Vz ,F* ,Q) mit dem Periodenbereich

T\ D.

Eine Periodenabbildung ¢r : § — T'\ D erfillt nach [Gri3, Proposition 9.3] die Ei-
genschaft, daB jeder Punkt s € S eine offene Umgebung U besitzt, soda8 eine Liftung

gry:U— D

der Abbildung @rjy : U — T'\ D existiert und das natiirliche Diagramm

D
e
U——T\D

briy

kommutativ ist. Diese Eigenschaft bezeichnet man als die lokale Liftbarkeit von
Periodenabbildungen.

11



Das Differential einer Periodenabbildung

Sei g: Y —+ S eine glatte Familie von polarisierten Varietiten der Dimension n
beziiglich einer relativ amplen Garbe £y auf Y iiber einem glatten Schema S. Nach
Beispiel 2.5 wird durch die k-te primitive Kohomologie der Fasern dieser Familie von
polarisierten Varietaten eine Polarisierte Variation von Hodgestrukturen (Vgz ,7* , Q)
mit

Vg = (ng.zy)o

induziert. Sei ¢r: S — '\ D eine zugehdrige Periodenabbildung. Wir betrachten
nun das Differential von ¢r in einem Punkt s € S mit Hilfe einer lokalen Liftung. Sei
U eine offene Umgebung von s, sodal eine lokale Liftung @rpy : U — D existiert.
Mit Y bezeichnen wir die Faser )V, von ¢ iiber dem Punkt s und mit £ die ample
invertierbare Garbe auf Y, die wir durch Einschrankung von Ly auf Y erhalten.

Definition 2.7 Wir definieren HL(Y,Ty) als die Menge der v € H'(Y,Ty) mit der
Eigenschaft vUc (L) =0 in H*(Y,Oy) .

Nach Lemma 4.3 gilt

H(Y,Ty) = im{Hl(Y, Zy) 2 H\(Y, Ty)} , (2.7.1)
wobei die Abbildung (*) durch die 1. Fundamentalsequenz zu der Garbe £ induziert
ist. Indem wir die exakte Sequenz

0 — g"Q5 — Q) — 0, — 0
der 1-Formen dualisieren und auf Y einschrianken erhalten wir die exakte Sequenz
0 — Ty — Tyy — To(S) 8¢ Oy — 0. (2.7.2)
Hierbei ist 7,(S) der Tangentialraum von S im Punkte s € S.
Definition 2.8 Den verbindenden Homomorphismus
T,(S) = H'(Y,Ty)

in der langen exakten Kohomologiesequenz zu (2.7.2) bezeichnet man als die Kodaira-
Spencer Abbildung der Familie g : Y — S im Punkte s € S.

Wir definteren fiir p = 1,. ..,k die Abbildung

1 k—p P 5 k—p+1 p—1
Ho(Y,Ty) @¢ Ho (Y, Q) — Hy 77 (Y, 087)

durch das kommutative Diagramm

HY(Y,Ty) ®c HEP(Y,08) —2 HEPY(Y, Ty @ )

. b

Héc—p-!-l (}/, QI;,-I) ,

12



wobei a, die Cupproduktabbildung und g, die durch die Kontraktionsabbildung
Ty @ O} — sz_l

induzierte Abbildung ist. Die Abbildung &, induziert in natitrlicher Weise die Abbil-
dung

5
HY(Y,Ty) — HOM (H§ (Y, 0%), Hy P (v, 08 ))
Da wir die Garbe £ durch Einschrankung von Ly auf die Faser Y erhalten haben,
gilt
imp, C H(Y,Ty) .

Somit ist o
imé, C Hy Py, 87 .

Die durch p, induzierte Abbildung
T,(S) — HM(Y,Ty)

bezeichnen wir ebenfalls mit p,. Wir fassen die von uns bendtigten Eigenschaften des
Differentials einer Periodenabbildung in dem folgenden Theorem zusammen.

Theorem 2.9 Das folgende Diagramm ist kommutativ :
wdr y

T.(s) 2 @ HoM (éﬂg-'(y, ap), 6 HE(Y, n;rl))

=1 r=p r=1
. 1

k
HYY,Ty) —— @ HOMg (HY (Y, 00), HEPH (v, 057))

p=1

Hierbei ist § = @’;=15p , it die Abbildung ppsy in (2.2.5) undi die natiirliche Inklusion
zweter Summen von Vektorrdumen.

BEWEIS. Nach den obigen Ausfiihrungen bleibt nur die Kommutativitit des Dia-
gramms zu zeigen. Diese gilt aber nach [Gril] (vgl. [PS, Thm. 5.11]). O

Bemerkung 2.10 Fiir die Abbildung 6 in Theorem 2.9 gelten nach [Gri3] und [PS,
§6] die folgenden beiden Eigenschaften:

1. Fir &,,& € H\(Y,Ty) gilt

‘51’—1(61) ’ 610(62) = 6p-1(£2) ’ 5p(€1) .
2. Fir ¢ € HY(Y,Ty), ¢ € F? und ¢ € FFP+1 gilt

Q(6:(8)¢, %) + Q& 6x—p+1(E)¥) =0 .

13



IVHS

Ausgehend von den Eigenschaften in Theorem 2.9 und Bemerkung 2.10, die fir das
Differential einer Periodenabbildung einer Familie von polarisierten Varietiten gelten,

definiert man eine Infinitesimale Variation von Hodgestrukturen (IVHS) vom Gewicht
k abstrakt folgendermaflen ( siehe [PS, (6.4),(10.3)] ).

Definition 2.11 (IVHS vom Gewicht k) Eine IVHS (Hgz, F*,Q,T,8) vom Ge-
wicht k besteht aus einer polarizierten Hodgestruktur (Hz, F*, Q) vom Gewicht &,
einem endlichdimensionalen komplexen Vektorraum 7' und einer linearen Abbildung

k
T 2 @HOMg (F?/F7+, Fr=1/F?) |
p=1

Fir 6 = @§=16p wird aulerdem gefordert

L. bp-1(&r) - 6p(€2) = 8p—1(&2) - 6p(&1) fiir alle &;,&2 € T
2. Q(6,(6)b, %) + Q(&, 6k—ppr ()W) =0 fiir £ € T, ¢ € FP und o € Fr-p+1,

Definition 2.12 (Isomorphie von IVHS) Zwei IVHS
(Hz, F*,Q,T,6)und (Hz', F'*,Q', T8
vom Gewicht k heiBen isomorph, falls die folgenden beiden Eigenschaften erfiillt sind:

1. Es gibt einen die Polarisation respektierenden Isomorphismus von Hodgestruk-
turen

(Hz, F*,Q) — (Hz', F", Q') .

~

2. Es gibt einen C-Vektorraumisomorphismus &« : T — T, sodafl das folgende
Diagramm kommutativ ist:

T 2 @F, HOMg (FP/FP+!, F»=1 [F7)

a i | (4

sl
T —— @, HOM (F?/F™, FP7 [FPP)
Hierbei ist der Tsomorphismus (*) induziert durch die durch ¢ fir p=1,...,k
gegebenen Isomorphismen
grPp : Fr/Frtt 2, prey protl
Beispiel 2.13 Sei g: Y — S eine glatte Familie von polarisierten Varietiten der

Dimension n beziglich einer relativ amplen Garbe Ly auf Y iiber einem glatten
Schema S, das Tupel (Vz ,F* ,Q) die durch die k-te primitive Kohomologie der

14



Fasern dieser Familie induzierte Polarisierte Variation von Hodgestrukturen, die Ab-
bildung ¢r : § — T'\ D eine zugehdrige Periodenabbildung und Y eine Faser von g.
Nach Theorem 2.9 induziert das Differential von ¢r im Punkt s = g(Y’) eine IVHS
(Hz, F*,Q,T,6) vom Gewicht k mit

Hy = HYY,Z)

FP = @HF(Y,Q}) und

2P

Wir bemerken, daB diese IVHS nur von der polarisierten Varietidt (Y, L) abhingt.
Deshalb sprechen wir auch von der durch eine polarisierte Varietat induzierten IVHS
vom Gewicht k.

Definition 2.14 Sei (Hg, F*,Q,T,§) eine IVHS vom Gewicht k. Man bezeichnet
das Tupel

(F*,Q,T,86)
als den algebraischen Anteil der IVHS (Hg, F*,Q, T, 6).
Fir die Tatsache, daBl man in gewissen geometrischen Situationen aus dem algebrai-

schen Anteil der IVHS einer Varietat die polarisierte Varietat selbst rekonstruieren
kann, hat Donagi in [Do2] den Begriff des Variationalen Torelli eingefiihrt.

15



3 Hilbertschemata und Periodenabbildungen

Eine Technik beim Studium der Moduli von Varietiten ist die von Griffiths in [Gril],
[Gri2] und [Gri3] eingefiihrte Methode der Periodenabbildungen. In diesem Abschnitt
stellen wir zunichst die Begriffe aus der algebraischen Theorie der Moduli ( Grothen-
dieck, Matsusaka, Mumford ) zusammen, die notwendig sind um aus unserem tech-
nischen Hauptresultat in Theorem 9.1 das Hauptresultat 2 in Kapitel 1 zu folgern.
Insbesondere definieren wir den Modulfunktor polarisierter zyklischer Uberlagerungen
und diskutieren seine Eigenschaften.

Modulfunktoren

Sei h(v) ein Polynom in einer Verdnderlichen vom Grad n und M} der Modulfunk-
tor von glatten, polarisierten Varietiten (Y, £) mit Hilbertpolynom A(v) = x(Y, L")
(siehe [MF, Appendix zu Kap. 5], [Po, Lecture 2], [Vie5]). Dann ist

M ;(C) = M, (Spec(CT))

die Menge der Isomorphieklassen von polarisierten Varietiten (Y, L), wobei fiir die
Garbe L die Gleichung h(v) = x(Y, L) gilt. Entsprechend bezeichnen wir mit M ,(5)
fiir ein Schema S die Menge der Isomorphieklassen von Paaren (gy : Y — S, Ly), wo-
bei gy ein flacher, projektiver und surjektiver Morphismus und Ly eine invertierbare
Garbe auf Y ist mit der Eigenschaft, daB fir alle Fasern Y von gy das Paar (Y, Lypy)
in M (C) liegt. Hierbei bezeichnen wir

(gy: Y — 8,Ly) und (gy : V' — 5, Ly)

in M ,(S) als isomorph, falls es ein kommutatives Diagramm

y —
yyl lgy'
S—— S

existiert, sodaB r ein Isomorphismus ist und auf jeder Faser von gy die Garbe 7* Ly
numerisch dquivalent zu Ly ist.

Bemerkung 3.1 Nach dem Satz von Matsusaka (siehe [LM, Thm. 1]) ist M, ein
beschrinkter Modulfunktor, d.h. fiir eine geniigend groBe Zahl v, ist fiir alle

(Y$ [') € Mh((]:)

die Garbe £¥ sehr ample und H(Y,£) =0 fir ¢ > 0 und v > vg.
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Definition 3.2 Sei ho das durch ho(v) = k(v - 1p) definierte Polynom. Indem man
(Y,L) € M4(C) auf (Y,L£*) € M ,(C) abbildet, erhalt man eine natiirliche Inklusion

M (T) — M, (C).

Den durch M definierten Unterfunktor von M ,, bezeichnen wir mit M.

Proposition 3.3 Sei vy wie in Bemerkung (3.1) gewdhlt. Dann gilt

1.

2.

Fiir alle (gy : Y — S, Ly) € M,(S) ist die Garbe gy.LY lokal frei und kommau-
tiert mit Basiswechsel.

Es ezistiert ein separiertes Schema H von endlichem Typ dber € und ein Paar
(9: X = H,/H) e M, (H)
zusammen mit einem Isomorphismus
P(g.H) — P! x H,

sodaf fiir alle
(9y: Y — 8,Ly) € Mx(S5)

mit einem Isomorphismus
P(gy.L3) — P! x S

es einen eindeutig bestimmien Morphismus o : § — H g¢ibt, sodaf das natiirli-
che kommutative Diagramm

Yy — Pl x §

N |

S

unter Zurickziehen mit o* aus dem entsprechenden Diagramm

X —s P 'x H

~N

zu g: X — H hervorgeht und 7"H = L3 gilt. Hierbei ist 7:Y — &' die
durch o induzierte Abbildung auf Y.

BEWEIS. [Po, Prop. 2.9], vgl. auch [Vie5, Thm. 1.2] O

Definition 3.4 Wir bezeichnen das durch die Proposition 3.3 gegebene Schema H
in dem Paar (¢ : X — H,H) als das Hilbertschema zu dem Modulfunktor M mit
der universellen Familie g : X — H.
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Der Modulfunktor zyklischer Uberlagerungen

Sei h(v) ein Polynom in einer Veranderlichen vom Grad n und N eine positive ganze
Zahl. Wir bezeichnen mit MY (S) fiir ein Schema S die Menge der Isomorphieklassen
von Paaren

(92 : 2 — S,Mz) € M(S5),

sodaB ein Schema ) mit einem flachen, projektiven und surjektiven Morphismus
gy : Y — S, eine invertierbare Garbe Ly auf ), ein Morphismus fz : Z — J, eine
invertierbare Garbe G auf S mit Mz = f;Ly ® ¢7G und ein kommutatives Diagramm

fz

zZ — Yy
gzl lgy
S ——= §

existiert mit der Eigenschaft, daB fur alle Fasern Z von gz die Einschrankung
f:Z—Y

von fz auf Z und die zugehorige Faser Y von gy eine zyklische Galoisiiberlagerung von
Grad N iber einer glatten Varietit ¥ mit glattem, reduzierten Verzweigungsdivisor

X und der Eigenschaft Egly = Oy (X) ist.

Definition 3.5 Wir bezeichnen mit M} den fiir ein Schema S durch MY (S) defi-
nierten Modulfunktor.

Somit ist M% (C) die Menge der (Z, M) € M} (C) , sodaB eine glatte Varietit Y
mit einer invertierbaren Garbe £ und eine zyklische Galoistiberlagerung f: Z — Y
beziiglich £V = Oy(X) mit glattem, reduzierten Verzweigungsdivisor X und der Ei-
genschaft f*L£ = M existiert. Natiirlich haben wir damit spezielle Vertreter der nu-
merischen Aquivalenzklasse von M ausgewihlt.

Lemma 3.8 Sei (Z, M) € MY (C) und f : Z — Y beziiglich LN = Oy (X) eine zu-
gehorige zyklische Uberlagerung mit f*L = M. Dann gilt fir das Hilbertpolynom
(v) = x(Y, L)

N-1
1. h(v)= 3 RK(v~—1).

=0
2. h'(v) ist eindeutig bestimmt durch h(v) und somit insbesondere unabhéingig von
der Wahl von (Y, L).

BEWEIS. Die 1. Behauptung folgt aus 1. in Lemma 5.1 mit Hilfe der Lerayschen
Spektralsequenz ‘

N-1 . N-1
MY) = xX(Z, M) = ¥ Y.L = X K =)
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Sei h(v) = Yfoarv* und h'(v) = Shobsv*. Wir bezeichnen mit a,b € Q™' die

Vektoren mit den Koeffizienten ax und b fiir k =0,...,n. Sei C = (ci;)o<ij<n die
durch
i\ =L
) e
Ci; = =0
J
0 sonst

definierte (n + 1) X (n + 1)-Matrix. Da det(C) = N™*! ist, iberprift man nun, daf
b= C~!.aqa gilt. Hieraus folgt die 2. Behauptung. O

Sei M der Modulfunktor von glatten, polarisierten Varietdten mit Hilbertpolynom
K'(v), sodaB h(v) = SN5' h/(v — i) gilt. Nach Bemerkung 3.1 kénnen wir nun eine
positive ganze Zahl vy wahlen, soda8 fiir alle :

(Y, L) € Mu(C) und (Z, M) € Mx(C)
die Garben £¥ und MY jeweils auf Y bzw. Z sehr ample sind und
H(Y, L) = H(Z,M*) =0
ist fir 2 > 0 und v > vy. Sei (g: Z — H,Mz) und (¢’ : YV — H',Ly) jeweils das
durch Proposition 3.3 gegebene Hilbertschema zu dem Modulfunktor M, bzw. M.

mit der universellen Familie g : Z — H bzw. ¢': Y — H'.

Definition 3.7 Wir bezeichnen die Menge der Punkte in H, die Paaren (Z, M) aus
MY (C) entspricht mit Hy.

Lemma 3.8 Die Menge Hy ist als Untermenge von H konstruierbar.

BEWEIS. Zu P = P((¢.£Y)V) mit dem natirlichen Morphismus 7 : IP — H’ bilden
wir das folgende Faserproduktdiagramm
Yo — Y

TR

P — H

mit Vp = P Xy V. Da = flach ist, erhdlt man durch flachen Basiswechsel nach [Ha,
Kap. I, Prop. 9.3]

pa* LY = mg' LY .

-

Wir dualisieren die natiirliche Surjektion

(g, LF)Y > Op(1)
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und tensorieren mit Op(1). Dies liefert
Op — 1. LY ® Op(1) = p.o” LY @ Op(1) . (3.8.1)
Dem Schnitt (3.8.1) entspricht eindeutig ein Schnitt in der Garbe
o' LY @ p*Op(1) .
Somit erhailt man den universellen Schnitt
Oy — 0" LY ® p"Op(1). (3.8.2)

Wir wenden nun fiir die Garbe p*Op(1) und die natiirliche Zahl N das Lemma
3.9 an und erhalten einen endlichen, surjektiven Morphismus 7 : IP; — IP und eine
invertierbare Garbe G auf IP,, wobei IP, eine glatte, projektive Varietdt ist und
0Op(1) = GV gilt. Zu 7: P; — IP bilden wir das Faserproduktdiagramm

Vo, — Vp
m) [
r, — P

T

mit Yp, = Py xp Wp. Das Zuriickziehen des universellen Schnittes (3.8.2) mit p* auf
Yp, liefert

Or, — (p°0"Ly ® mG)". (3.8.3)

Wir bezeichnen mit fp, : Zp, — Mp, die zyklische Galoisiiberlagerung vom Grad N
beziiglich des Schnittes (3.8.3) und mit 9gzp, die Komposition von y; und fp,. Somit
erhalten wir das folgende kommutative Diagramm

fe,
Zp,

- ")}]Pl
QZPK lm
IP] .

Wir setzen
Po = {p ep, |Fa.ser von gz, Uber pist gla,tt}.

Wir bezeichnen mit gz, : Zo — P die Einschrinkung von gz, “auf 2o = g;,;,l (IPy)
und mit Mz, die invertierbare Garbe

Ji, (50" Ly ® 4i0) 2,
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Da das Paar (gz, : Zo0 — Py, Mz,) € M(IPy) ist, existiert nach Proposition 3.3 ein
eindeutig bestimmter Morphismus d : IPg — H. Nach Konstruktion ist

Somit ist nach dem Satz von Chevalley (siehe [Ha, Kap. I, Ex. 3.19]) die Menge Hy
als Untermenge von H konstruierbar. O

Im Beweis von Lemma 3.8 bendtigen wir das folgende Hilfslemma.

Lemma 3.9 Es set W eine glatte, projektive Varietdt, F eine invertierbare Garbe
auf W und N eine positive, ganze Zahl. Dann existiert eine glatte Varietat W', eine
invertierbare Garbe G auf W' und eine endlicher, surjektiver Morphismus

W —-W,
sodafi T*F =GN gilt.

BEWEIS. [BG, Lemma 2.1], vgl. auch [Kal, Thm. 17] und [Viel, Lemma 2.1]. O

Da nach Lemma 3.8 die Menge Hy eine endliche disjunkte Vereinigung von lokal
abgeschlossenen Untermengen in H ist, ist somit Hx ein Unterschema von H.

Definition 3.10 Wir bezeichnen das durch Einschrankung des Hilbertschemas
(9: 2 — H,Mg)

zu dem Modulfunktor M, auf Hy erhaltene Paar
(gn : X — Hy, H)

als ein Hilbertschema zu dem Modulfunktor MY,

Bemerkung 3.11 Aus der Tatsache, daB fiir v > 14, wobei wir ; wie in Bemerkung
3.1 wéhlen, die Garbe £” sehr ample auf Y ist fiir alle Paare (Y, L) € M (CT), folgt
nach [Vie7, Lemma 1.3], daB fir N > v;(n + 2) die Garbe wy ® £V~! sehr ample ist
auf Y. Da fiir einen endlichen surjektiven Morphismus f : Z —- Y eine invertierbare
Garbe auf Y genau dann ample ist, wenn ihr Pullback auf Z ample ist, erhalten wir,
da8 firr alle Paare (Z, M) € MY (C) mit N > v (n + 2) die kanonische Garbe wz nach
der Adjunktionsformel ample ist. Somit folgt insbesondere, da8 fiir ein Polynom A in
einer Veranderlichen und eine geniigend grofle positive ganze Zahl N fur alle Paare
(Z, M) € M} (C) die Varietit Z keine Uni-Regelvarietit ist.

Sei R das zugehédrige Schema zu der durch Definition 1.1 definierten Aquivalenzre-
lation auf Hy, d.h. R ist das Schema von Tripeln (p;,p2,7), wobei p1,p2 € Hy und
7 : Xp, — Xy, €in [somorphismus der Fasern iiber p; und p; ist, sodal 7"Hx, nu-
merisch dquivalent zu H)y, ist. Unter Beriicksichtigung der Bemerkung 3.11 erhalt
man nun nach [Ko, Thm. 4.1.1 und Bew. v. Thm. 4.2.1] ( vgl. auch [MF, p. 172] ),
daB der Quotient Hy/R durch einen separierten Raum von endlichem Typ dargestellt
wird. Wir bezeichnen diesen algebraischen Raum ebenfalls mit Hy /R . Somit 1a8t
sich 7. in Theorem 4.2.1 in [Ko] in unserer Situation folgendermaBen formulieren.
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Theorem 3.12 Sei h ein Polynom in einer Verdnderlichen vom Grad n und N eine
geniigend grofe positive ganze Zahl. Dann wird der Modulfunktor M} grob dargestellt

durch einen separierten algebraischen Raum M) = Hy/R von endlichem Typ dber
C.

Bemerkung 3.13 Sei H}’J die offene Menge der glatten Punkte des reduzierten Sche-
mas (Hn)rea und

(plgf : Hff; — '\ D
eine durch gy induzierte Periodenabbildung. Es existiert eine Zariski-offene Menge
HY, c HE, sodaB die Einschrankung der natiirlichen Quotientenabbildung

71':HN——»1’!/1',{v

auf H, einen glatten Morphismus
0
To: HYy — (M,fv) =n(Hy)

induziert, (M )° ein glattes Unterschema von M}¥ und die durch ¢¥ induzierte Ab-
bildung

Pr: (Mf)o—rF\D

holomorph ist ( siche [CDT, §2, Thm.] ). Aus Korollar 9.2 und [CDT, §3,Thm.] folgt
nun, dafl nach einer eventuellen weiteren Einschrinkung von HY die Abbildung &,
injektiv ist ( Generischer Torelli fiir zyklische Uberlagerungen ). Hieraus folgt, daB
eine Faser der Abbildung 7y aus polarisierten Varietiten besteht, die zur gleichen
Isomorphieklasse von polarisierten Varietiten gehdéren. Somit ist eine Faser von 7
Teilmenge eines Orbits der natiirlichen PGL(r, C)-Operation auf H%. Hieraus folgt
das Hauptresultat 2 in Kapitel 1.
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4 Primitive De-Rham Kohomologie

In diesem Kapitel gehen wir auf die Interpretation der primitiven Kohomologie einer
glatten, projektiven Varietit mit Hilfe des primitiven De-Rham Komplexes ein. Sei Y
eine glatte, projektive Varietit der Dimension n und £ eine invertierbare Garbe auf Y.
Sowie sich die Hodgefiltrierung der Kohomologiegruppen H!(Y, €) durch die filtration
béte des De-Rham Komplexes (§2},,d) gewinnen laBt, erhilt man, falls £ ample ist,

nach [Og] eine entsprechende Aussage fir die primitive Kohomologie beziiglich der
Garbe L.

Die Garbe Xy

Sei Ja die Idealgarbe der Diagonalen A von Y X Y und Y{g) das durch die Idealgarbe

J2 definierte Unterschema von Y x Y. Fiir eine lokalfreie, invertierbare Garbe F auf
Y wird die Garbe P(F) definiert durch

P(F) = p1 (P3Fivs)-

Hierbei bezeichnen p; und p, die beiden Projektionen p; : Y x Y — Y. Da die Ein-
schrankung von p; auf A einen Isomorphismus zwischen A und Y liefert, gilt, daB
P1«(P3F|a) isomorph zu F ist. Nach [GD, IV. 16.3.] ist die Garbe 2}, ® F der Kern
der natiirlichen Surjektion

P(F) — puu(piFia) = F.
Hieraus ergibt sich die folgende kurze exakte Sequenz von Oy-Moduln
0— YW QF — P(F) — F —0. (4.1.1)
Somit folgt insbesondere, dal P(F) eine lokalfreie Garbe vom Rang n + 1 auf Y ist,.

Definition 4.2 Wir bezeichnen den Oy-Modul P(F)Y o, F mit Ly (F) und die
durch Dualisieren und Tensorieren mit F aus (4.1.1) resultierende kurze exakte Se-
quenz

0 — Oy — Ey(f) — Ty — 0 (4.2.1)

als die 1. Fundamentalsequenz der Garbe F. Wenn es aus dem Zusammenhang klar
ist, mit welcher Garbe wir arbeiten, werden wir statt Ly (F) nur Ty schreiben.

Wir bezeichnen mit ¢;(L) die 1. Chernklasse der invertierbaren Garbe £ und fassen
diese als Kohomologieklasse ¢;(£) = §(L£) in H'(Y,)) mit Hilfe der durch

. ;}r-‘rdlog X
y — Oy

induzierten Abbildung
Pic(Y) = H\(Y,0}) — H\(Y, Q)

auf.
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Lemma 4.3 FEs gelten die folgenden Aussagen :

1. Die Extensionsklasse der 1. Fundamentalsequenz (4.2.1) von L wird durch das
Element =271 - ¢,(L) € H'(Y,0}) gegeben.

2. Firk € Z und k # 0 sind die Garben £y (L) und Sy (L*) kanonisch isomorph.

BEWEIS. Es geniigt die 1. Behauptung zu beweisen, da aus der Gleichheit
=21 ¢, (LF) = =2mik - ¢y (L)

folgt, daB die Garben Ty (L) und Zy(L*) Extensionen sind, deren Extensionsklas-
sen sich um -k unterscheiden, und somit sind sie als Extensionen isomorph. Die
1. Behauptung ist die Aussage der Proposition 12 in [At]. Zur Bequemlichkeit des
Lesers geben wir die entsprechenden lokalen Rechnungen an. Fur eine offene, affine

Uberdeckung {U,} von Y lassen sich die Garben Q), £ und P(£) auf U, schreiben

als

n
1 — o
QYan = @OUQ. -dzf,

=1

L = Oy, Ty und

a

P(»C)|Ua = (@ OUC. . d:L‘? & Ta) G OU(, O DU

i=1
wobei T, die Faserkoordinate von £ iiber U, und zf,...,z% lokale Koordinaten von
Y in U, sind. Die Oy,-Modulstruktur von P(L)jy, (vgl. [At, Kap.4]) wird fiir einen
Schnitt f € Oy(U,) gegeben durch

f'(d:‘c?@Ta?Ta) =(d$?®f'Ta+df®Ta:f'Ta)'

Wir definieren fiir die Sequenz (4.1.1) nun Schnitte ¢, : L(U,) — P(L)(U,) durch
¢a(f  Ta) = (df @ Ty, f - Ts), wobei die Oy,_-Linearitat von ¢, aus

frta(Te)=f(0,T0) = (f ®Tu, f - Ta)

folgt. Die I;Iberga.ngsfunktionen der invertierbaren Garbe £ bezeichnen wir mit {f,s}.
Fiir diese Ubergangsfunktionen gilt Tg = fop7, in U, N Us. Somit erhalten wir

(66 — $a)(Tp) = é5(Tp) — balfap - Ta)

Il

(0,Tp) — (dfap ® fop - Tp, Tp)

dfo
(-J{"*@Tﬁ,o).

o

Da £ invertierbar ist, sind die Extensionsklassen von (4.1.1) und der 1. Fundamen-
talsequenz von £ Elemente in H'(Y,Q},) und stimmen iberein. Somit erhalten wir,
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daBl die Extensionsklasse der 1. Fundamentalsequenz von £ in H(Y,Q}) durch den
Cozykel {-—%’-’f} beschrieben wird. Da andererseits durch den Cozykel

1 dep
2mt fap
das Element ¢;(L) = §(£) reprisentiert wird, folgt die 1. Behauptung. O

Lemma 4.4 Sei s € HYY, L) ein Schnitt mit glatiem, reduzierten Nullstellendivi-

sor X = {s = 0}. Dann induziert die fir einen lokalen Schnitt f in Oy durch

fr— f®1® s definierte Oy -lineare Abbildung Oy . P(L) die exakte Sequenz

0— Oy 22 p(L) —— LK) QL — 0 . (4.4.1)

BEWEIS. Unter Verwendung der lokalen Beschreibung von P(L£) in Lemma 4.3 erhal-
ten, daB fir s = s, - Ty die Abbildung -1 ® 1 ® s tiber Oy, somit durch

L= (dsq @ Tay$a @ Ty)
gegeben wird. Durch die lokal iiber U, durch
(dz; ® To,0) — dz;®7T, und
0.T) = -2
gegebene Oy-lineare Abbildung
PL)y— Y X)L
wird die gegebene Abbildung -1 ® 1 ® s zu der exakten Sequenz (4.4.1) erginzt. O

Definition 4.5 Wir bezeichnen die aus der Sequenz (4.4.1) durch Dualisieren und
Tensorieren mit £ entstehende kurze exakte Sequenz

0 —Ty{~X) — Zy — L —0 (4.5.1)
als die 2. Fundamentalsequenz der Garbe L.

Sei s € H(Y, L) ein Schnitt mit glattem, reduzierten Nullstellendivisor X = {s = 0}
und U =Y — X das offene Komplement von X mit zugehériger Einbettung

j:U—Y .

Sei F eine kohdrente Garbe auf Y. Wir tensorieren (4.5.1) mit F ® £~! und erhalten
die folgende exakte Sequenz von Oy-Moduln

0 —Ty-X)®L'QF -y @L'QF — F —0 . (4.5.2)
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Definition 4.6 ([Grel]) Fiir eine kohidrente Garbe F wird das Jacobisystem Jy r
von F beziiglich dem globalen Schnitt s in £ durch

Jvr=im {HY,Zy ® L7 ® F) — H°(Y, F)}
definiert. Hierbei ist die Abbildung
HY,Zy @ LT'Q® F) — HY, F)

durch die Sequenz (4.5.2) induziert. Falls es aus dem Zusammenhang klar zu erschen
ist, welches die zugrundeliegende Varietat fir das Jacobisystem ist, schreiben wir fir
Jy,r auch Jr.

Definition 4.7 Wir definieren Px (L) als den lokalfreien Oy-Untermodul der Garbe
J«P(L), der erzeugt wird durch P(L) und durch Elemente der Form diﬁ ® T, wobei
8o eine lokale Gleichung fiir den Divisor X sind und 7, eine lokale Faserkoordinate
fiir £ ist. Wir bezeichnen den Oy-Modul (Px(£)® £71)Y mit Iy {X).

Lemma 4.8 Folgendes kommutative Diagramm

0 0

! !

00— ) — XY — Oy — 0

! ! ||

0 — QWX) — ZY(X) — Oy —— 0 (48.1)
48.1

mit den nattrlichen Abbildungen ist exakt und die mittlere horizontale Sequenz
0 — UEX) — ZVX) — Oy — 0 (4.8.2)

spaltet. Hierbei sind die obere horizontale Sequenz die !. Fundamentalsequenz und
die linke vertikale Sequenz die Residuensequenc.

BEWEIS. Die obere horizonzale Sequenz und die linke vertikale Sequenz sind exakt.
Aus der lokalen Beschreibung von 3 und Iy (X) ergibt sich, daB der Cokern der

Abbildung
Oy X) — By X)

26



die Garbe Oy ist. Somit folgt, dal der Cokern von
Iy — Ly {X)
die Garbe Oy ist. Wir zeigen nun, dafl die Sequenz (4.8.2) spaltet. Sei
res: 5X) QL — OxQL
die Residuenabbildung und
V:L— XL

ein holomorpher Zusammenhang auf Y mit logarithmischen Polen entlang X ( [Del,
Kap. II, §3], vgl. [EV2, §1] ). Die Anwendung des Funktors HOMop, (£, ) auf die
Residuensequenz

0 — QL — XL —0x®L—0 (4.8.3)

liefert die lange exakte Kohomologiesequenz

.. — HOMo, (L, Lx) — H'(Y,Q}) —= H(Y, QL (X)) —
Nach [EV2, Anhang B, Prop. B.1] wird das Element
res- V € HOMOY(ﬁ, le)

unter dem verbindenden Homomorphismus é bis auf das Vorzeichen auf die Exten-
sionsklasse der 1. Fundamentalsequenz (4.2.1) in H'(Y, Q}y) abgebildet. Andererseits
wird unter o die Extensionsklasse der 1. Fundamentalsequenz auf die Extensions-
klasse der Sequenz (4.8.2) in H*(Y,Qy (X)) abgebildet. Aus ¢-6 =0 folgt die Be-
hauptung. OO

Eine interessante Eigenschaft der Garbe L} geben wir in dem folgenden Lemma an.

Lemma 4.9 Firi: € IN und k € Z — {0} ist die folgende durch die 1. Fundamental-
sequenz induzierte Kohomologiesequenz

0 — HY(Y,QL @ LF) — HI(Y,ZY @ £*) — H'(Y,LF) — 0
exakt.

BEWEIS. Da nach Lemma 4.3 die Garbe P(L*) fiir k& # 0 isomorph zu LY ® LF ist,
geniigt es zu zeigen, daB die natiirliche Abbildung H'(Y, P(L)) — H'(Y,L) firi > 0
surjektiv ist. Dies gilt aber nach Proposition 2.3 in [Ei]. Der Vollstindigkeit halber
geben wir einen Beweis an. Wir bezeichnen die Diagonale in ¥ X ¥ mit A und die
natiirlichen Projektionen von ¥ x Y nach Y mit p, und p,. Aus der Lerayschen
Spektralsequenz fiir p3L

EPY = HY(Y, Rip\.p3L) = HPYI(Y, p3L)
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ergibt sich die Abbildung
E}® = H?(Y, prp3L) — Eg° = HP(Y,p;L)
und somit ein kommutatives Diagramm
HA(Y, prpil) ——  HP(Y,p3L)

=] =]

H”(Y,P1~P§£|A) Hp(Kpltp;l:'A) .

Hierbei ist die Abbildung (**) durch die Restriktionsabbildung auf die Diagonale
induziert. Da die Einschrankung von p; auf A einen Isomorphismus zwischen A und
Y liefert, gilt p1.(p3£|A) = £ und somit ist die Abbildung (*) ein Isomorphismus.
Also ist die Abbildung (#*) surjektiv. In dem folgenden kommutativen Diagramm

H{(Y x Y, p3L) —— H(Y x Y,p3Lpy,,) «— H(Y,P(L))

| l !

H(Y x V,p1L) —5 Hi(Y x V,pilia) ——  Hi(Y, L)

ist somit die Abbildung (**) fiur ¢ > 0 surjektiv. Hieraus folgt die Behauptung. O

Die Varietit P(Oy @ £7!)

Wir benutzen die folgende Notation:

Lo = Specy, ( P L’,")

L = Specy, (@E_’)
=0

I = POyaL™").

Mit den natiirlichen Einbettungen ¢ : Ly — L und j : L — I und den natirlichen
Projektionen mp: Lo — Y, #: L — Y und # : L — Y erhalten wir folgendes
kommutative Diagramm

i J

Lo %L

-

Y Y

&l

-—

E]
< —
. Al
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Hierbei ist T ein IP'-Biindel, 7 ein A'-Biindel und 7y ein C*-Biindel. Die natiirlichen
Projektionen

Oy Lt — Oy

und

Oy L™ — L]

bestimmen den Nullschnitt

00:Y — L
und den oco-Schnitt

O Y — L.
Wir setzen Dp = ao(Y) und Dy, = 0(Y). Den Divisor D+ D, auf L bezeichnen wir
mit D. Die offene Einbettung j : L — L ergibt somit eine Zerlegung von L in eine
disjunkte Vereinigung L = L U D, wobei wir L mit seinem Bild in L identifizieren.
Mit Of(1) bezeichnen wir die relativ ample Garbe auf L, die eindeutig bestimmt ist
durch die natiirliche exakte Sequenz

0— 0}, ®0(1) =7 (Oy & L) — Of(1) — 0. (4.9.1)
AuBerdem ist die Sequenz

0 —7TQy — 0 — Q}E/Y — 0. (4.9.2)
der 1-Formen auf I exakt. Wir geben an dieser Stelle ein technisches Lemma an, das
wir im Abschnitt iiber das Infinitesimale Torelliproblem benétigen werden.

Lemma 4.10 Sei Z eine glatte, projektive Varietdt und f: Z — Y ein endlicher,
surjektiver Morphismus vom Grad N, sodafl eine Finbettung iz : Z — L dber Y
eristiert, d.h. das folgende Diagramm

ist kommutativ. Dann gilt :
N-1

1. fOz = @ ot

=0

2. o%,0L1)=L"

3. 0x2)=0gN)ew LN
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R
5wy = Of—2) @ 7L
6. OHDo) = Op(1) @ 7L
7. OHDe) = Ox(1)

BEwWEIS. Da PIC(L) kanonisch isomorph zu PIC(Y) x Z ist, gilt
Op(Z) = Og{a) @ T F ,

wobei a € Z und F eine invertierbare Garbe auf Y ist. Weil der Grad des Morphis-
mus f mit dem Grad der Einschrankung von Oz(Z) auf eine Faser von ¥ iiberein-
stimmt, gilt ¢ = N. Da 7,0p(—N) =0, 7.07 = Oy und R'7.0f = 0 ist, folgt aus
der natiirlichen exakten Sequenz

0 — O(-N)QTF !~ O — Oz — 0 (4.10.1)
durch Anwendung des Funktors 7. die exakte Sequenz
0 — Oy — £,0z — RIn,O(-N)@F ' — 0. (4.10.2)

Also ist

fl

coker {Oy — £.07} = (m.Oz(N-2))" @ (Oyo L) @ F

= SN2(Ov@L)®LYF!

(4.10.3)
N-1
= prert.
i=1
Da (j-iz)(Z2) N Dy, = @ ist, erhalten wir
F = o, TF
= 05, (0g(2) ® Og(-N)) (4.10.4)
= o0, 0:(—N)

Wir wiahlen eine offene, affine Uberdeckung U, von Y und verwenden die Notation
aus dem Beweis von Lemma 4.3. Die natiirliche Projektion
L - Do =Speco, (B)-_oc L)Y

l=—co

bezeichnen wir mit 7. Wir setzen

V, = SPCC(OY(Ua)[Ta]) und W, = Spec(OY(Ua)[l/Ta])
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und erhalten, da 7 und 7, affine Morphismen sind, eine offene, affine Uberdeckung
{Va, Ws} von L. Da fiir alle @ der Divisor Do, in W, fiir T, = 1/T4 durch T, =0
gegeben ist und V, N D, = @ gilt, folgt durch Vergleich der Ubergangsfunktionen
von o: Of(1) und £7' bzw. Oz(1) und Of(Ds) die 2. bzw. 7. Behauptung. Mit
(4.10.4) folgt nun F = LV und somit die 3. Behauptung und (4.10.3) liefert die 1.
Behauptung. Aus 3. folgt fiir N = 1 die 6. Behauptung. Mit der Sequenz (4.9.1) folgt
durch Dachproduktbildung die 5. Behauptung

wryy =0g(-2) @7 L. (4.10.5)
Mit Hilfe der Adjunktionsformel fiir Z in I folgt
wz = i3(wp ® Of(Z)) = T (LN @uy) .

Somit ergibt sich die 4. Behauptung. O

Der primitive De-Rham Komplex

Sei (Q},,dL,) der De-Rham Komplex auf Lo. Der Komplex (m0.02},, mo.dL,) ist ein
Komplex von graduierten Oy-Moduln, dessen Differentiale die Graduierung respek-
tieren (vgl. [Og, p. 1087-1089]).

Definition 4.11 Man bezeichnet den Unterkomplex der Terme vom Grad 0 des Kom-

plexes (0.}, To.dL, ) als den primitiven De-Rham Komplez (Py,d) von Y beziiglich
L.

Lemma 4.12 Es existieren die folgenden kanonischen Isomorphismen von O, Oy,
O bzw. Oy-Moduln

1. ﬂa'P}lr = Q}JD B WSC = Q}JOIY y
2. ©™Py=QpDy , L=y, QuDd=0r,
s TR 0D, 0,0=0r,

4. ATV =P firk>0.

BEWEIS. Wir wéhlen eine offene, affine Uberdeckung U, von Y mit lokalen Koor-
dinaten z¥,...,z3 in U, und verwenden die Notation aus dem Beweis von Lemma
4.3 und 4.10. Die natiirliche Projektion L — Dy — Y bezeichnen wir wieder mit
Too und mit {V,, W,} die offene, affine Uberdeckung von I, die gegeben ist durch
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V, = Spec(Oy (U, )[T,)) und W, = Spec(Oy(Us)[1/Ts]). Hieraus ergibt sich

?Q},IVQ = ’T*Q}’IVQ = ®0U0[Ta]7r‘d:z:,‘-',

i=1

Qlﬂva = Oy, = (@ Ov.[T,)7*dz? ) ® Oy, [Ts)dT, und

1=1
Syv, = Uy, = OuvalTeldTs .

Wir bemerken, daB n*z{,...,n*z%, T, lokale Koordinaten in V, sind. Eine entspre-
chende Darstellung ergibt sich fiir die W;s. Da dfap = 0in Q} (Vo NVj) ist, erhalten
wir aus T = fop 1o, daB dTp = fap - dT, gilt. Da QlZ/Y(D)Wa =0y, - % gilt, folgen
nun entsprechend aus

dTp _ (Jap - To) _ dT,

T,B B faﬁ : Ta B Ta und
d(1/Tp) _ d(1/fap-1/Tp) _ d(1/7Ts)
1/Ts 1/ fap - 1/Tp Ta

in 2. und 3. jeweils die letzten beiden Behauptungen. Fiir die Garbe Py gilt

P = (D (Bov)- )o@ on-er. 2]
j=—00 \i= ——co o

= dT,
= (@ Ouud:z:;) & Ou, - —,
=1 TC'
wobei wir fiir einen graduierten Oy-Modul F = @F; mit (F)o den Anteil Fy bezeich-
nen. Hieraus folgen in 1., 2. und 3. jeweils die 1. Behauptungen. Aus den beiden
Gleichungen

ATy _ dlfop - To) _ dfap , T
Tﬁ faﬁ : Ta fcxﬁ Ta

und
1 o0, = — 00 fs-T.)
Tﬁ 4 faﬁ'Ta yJaf o
1 dfaﬁ
= =@ "'_®TaaTa
Ta (faﬁ )
dfap 1
= )0 +5® O,Ta
(F2,0)+ 78 0.1,

folgt durch Vergleich der Ubergangsfunktionen zunichst die Isomorphie von P} und
2Y. Aus mg AFEY = O} folgt durch die Anwendung des Funktors o, die Isomorphie
von AFEY und P§ fiir alle & > 0. O
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Bemerkung 4.13 Wir identifizieren den primitiven De-Rham Komplex (Py, d) mit
dem Komplex (A*TY,d), wobei das Differential des Komplexes A*EY, durch das Dif-
ferential des primitiven De-Rham Komplexes induziert ist.

Lemma 4.14 Es gelten die folgenden Aussagen

1. Fiir p > 0 liefert die Anwendung des Funktors 7. auf die exakte Sequenz der
Garben der logarithmischen 1-Formen auf L

0 — TQ) — Q2D — QL (D) — 0

die duale p-te Dachproduktsequenz

0 — 08— ArsY 2Lt 0 (4.14.1)

zur 1. Fundamentalsequenz (4.2.1). Insbesondere gilt
TOHD) = Ty .
2. Die folgende Sequenz von Komplezen ist exakt
0 — Q) — A'SY — Q4 [~1] — 0 . (4.14.2)

Hierbei ist Qy der De-Rham Komplex mit dem Differential d, der Komplez
0% [—1] ist der um eine Stelle nach rechts verschobene De-Rham Komplex mit
dem Differential —d und A*EY ist der primitive De-Rham Komplez. Weiterhin
sind die Abbildungen o und p durch die Abbildungen o, und p, in der Sequenz
(4.14.1) induziert.

BEWEIS. Die 1. Behauptung folgt unmittelbar aus dem Lemma 4.12 (vgl. [Og,
p.1088]). Die 2. Behauptung folgt aus der Exaktheit der Sequenz (1.6.4) in {Og]. O

Fiir einen Komplex von Garben K* auf Y bezeichnet man mit
H!(Y,K*)

die i-te Hyperkohomologiegruppe von K* und mit X*[r] den um r Stellen nach links
geshifteten Komplex, d.h. an der i-ten Stelle des Komplexes K*[r] steht KX**7. Wei-
terhin bezeichnet man mit {FPK*} die filtration béte des Komplexes K*, d.h. an der
g-ten Stelle des Komplexes FPK*® steht K9, falls ¢ > p ist, und sonst 0.

Bemerkung 4.15 Die exakte Sequenz von Komplexen (4.14.2) induziert fiir die Fa-
serung mg : Ly — Y die Gysinsequenz

L — H(Y, Q) — H(Y,0) — H(Y,A'TY) — H(Y,0p) —

ceey

wobei der verbindende Homomorphismus H* (Y, Q) — H!(Y, Q%) durch Cuppro-
dukt mit einem komplexen Vielfachen der Klasse ¢;(£) € H' (Y, Q) ) gegeben ist. Wir
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nehmen nun an, dafl die Garbe £ ample ist. Nach dem Harten Lefschetzsatz (siche
z.B. [GH, p.122]) erhilt man nun fir 0 £ 7 < n die folgende kurze exakte Sequenz

0 — H73(Y, Q) — HY(Y,Q}) — H(Y,A°ZY) — 0. (4.15.1)
Wir bezeichnen fir 0 < k < n die primitive Kohomologiegruppe
Ucy (L)m—*+1
ker{H"(Y, C) La®, HIn—k+2(y (]3)}
von H*(Y,C) mit HE(Y, C). Weiterhin definieren wir fiir 0 < p + ¢ < n die primitive
Kohomologiegruppe Hi (Y, Q) durch
HE(Y,Q}) = Hy(Y,C) N HP(Y, Q).

Hierbei erhalten wir nach dem Poincarélemma einen natiirlichen Quasiisomorphis-

mus von Komplexen Cy — 2} und identifizieren deshalb die Kohomologiegruppen
H'(Y,C) und IH'(Y,Q}).

Proposition 4.16 Fir 0 < k < n induziert die Sequenz (4.15.1) einen natirlichen
Isomorphismus

HE(Y, C) > HE(Y, A°SY).

Der Isomorphismus ist vertrdglich mit der Hodgezerlegung von HE(Y, C) und induziert
somit fiir p,q mit p + q¢ = k die folgenden Isomorphismen

HE(Y,0%) =5 HP(Y,ATEV).

BEWEIS. Aus der Sequenz (4.15.1) erhalten wir 0 < k < n folgendes exakte kommu-
tative Diagramm :

0

l

Hg (Y, T)

| N
Uei (L)

0 — H*2(Y,C) —=  HXY,C) — HYY,A'SY) — 0

N lUcl (L)n—*+?

H?n—k+2(y’ (D)

!

0
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Hierbei ist a die durch Cupprodukt mit ¢;(£)"~*+? gegebene Abbildung. Aus dem
Harten Lefschetzsatz folgt, dal « ein Isomorphismus ist. Somit ist auch 8 ein Iso-
morphismus. Nach Theorem 1.9 in [Og] degeneriert die Spektralsequenz

EP = HY(Y,APSY) = HPY(Y,ALY)

auf F)-Level. Da die Hodgespektralsequenz auch auf E;-Level degeneriert, induziert
somit der Isomorphismus # die Isomorphismen

HY(Y, Q%) — HP(Y,AT5Y)
fiir die E7"?-Terme der zugehdrigen Spektralsequenzen. [
Bemerkung 4.17 Die zur filtration béte gehdrende Spektralsequenz
EPY = HI(Y,APSy) = HP(Y,\BY) — HEY(Y, ©)

degeneriert somit in F;.
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5 Hodgetheorie zyklischer Uberlagerungen

Sei Y eine glatte, projektive Varietat der Dimension n und £ eine invertierbare Garbe
auf Y. Weiterhin sei fiir eine natiirliche Zahl N ein Schnitt s € H°(Y, L) mit glat-
tem, reduzierten Nullstellendivisor X = {s = 0} gegeben. Der Schnitt s definiert
durch die Injektion

LN 2 oy

eine Oy-Algebrastruktur auf @5 £ . Wir bezeichnen die glatte Varietit

N-1
Z = Specy, (@ C")

1=0

zusammen mit dem natiirlichen Morphismus
f:Z-Y

als zyklische Uberlagerung von Y beziiglich £V ~ @y(X). Den Divisor (f*X)
bezeichnen wir mit X".

Die Galoisgruppe G von Z iiber Y ist zyklisch von der Ordnung N. Wir wahlen
ein erzeugendes Element o von G und eine primitive Einheitswurzel ¢, sodal ¢ auf
dem direkten Summanden £~* von f,0Oz durch Multiplikation mit {* operiert. Falls
fir eine Garbe F auf Z die Garbe f.F lokal frei ist und die Galoisgruppe G auf
f.F operiert, so bezeichnen wir mit (f.); den Eigenraum zum Eigenwert ¢’ des
erzeugenden Elementes o.

red

Pushdown von Garben

Das Standardargument bei der Untersuchung einer Kohomologiegruppe H'(Z, F) fiir
eine Garbe F auf Z ist die Anwendung der Leray-Spektralsequenz in dieser Situation.
Da R'f.F = 0 ist fur ¢ > 0, erhilt man natiirliche Isomorphismen

HY(Z,F) ~ H'(Y, f.F)

fiir ¢ > 0. Aus diesem Grunde wenden wir nun den Funktor f, auf einige im folgenden
wichtige Garben auf Z an. Nach [EV1] erhalten wir das folgende Lemma.
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Lemma 5.1 Mit den obigen Bezeichnungen gilt fir p > 1:

N-1
1. f,Oz = @ L

=0

(fuOz); = L% fir i=0,...,N-1
N-1 ]
2. .05 = o (QB Q’;,()Q@ﬁ-')
t=1
v fir i=0
(f.05): = .
| X @LT fir i=1,...,N—1

N-1 ]
3. LmX) = DoWec

1=0

(fO5XY) = XL fir i=0,...,N -1
N-1 .
4. f* AP TZ = ApTy ®£—'N+1 @ (@ APTY(—X) ® E“‘-N‘Fl‘l‘t)
i=1
NTy (XY@ L™ fir i=0,...,N =2
(f* AP TZ):' =
APTy ® LN+ fir i=N-1

N-1 .

5. f‘ AP Tz(—-X’) _ @ /\pTy(—X) ® E-N+1+I

1=0

(fu AP Tz{(=X)); = ATY(=XYQL™ fir i=0,...,N—1

Bemerkung 5.2 Falls £ ample ist, so besitzt Z zwel natiirliche Polarisierungen :
zum einen die kanonische durch wz und zum anderen die durch f*L gegebene Polari-
sierung. Die uns interessierende Polarisierung auf Z ist die durch f*L gegebene. Da
fiir die kanonischen Garben wy und wz die Adjunktionsformel

wz = f*(wy @ L)

gilt, bemerken wir, daB fiir multikanonische Uberlagerungen, d.h. fir £ = wy, die
Polarisierungen {ibereinstimmen.

Da uns die primitive Kohomologie von Z beziiglich f*£ interessiert, untersuchen wir
nun das Verhalten der Garben APX; und APEY, mit £z = P(f*L)V @ f*L unter dem
Funktor f,. Mit Ly bezeichnen wir die Garbe Zy = P(£)V ® £ auf Y.
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Lemma 5.3 Es gilt firp > 1:

LSy = ASte (@M (M e e e L)
APEIY- fir 1=0
(foAPEY) = ‘ |
XL oL firi=1,...,N—1

2. fuAPZz = ALy QL Ntlg
(®N I(ApTy( X) ® LN+ & Ap—lTy(_)Q ®£—N+1+i))

NPTy (X)) ® L7

AP_ITY(—X)®£-i fir t=0,...,N—-2

(fun?Xz) =
APEy @ L~VH fir i=N -1

BEWEIS. Durch Dachproduktsequenzbildung erhalten wir aus der spaltenden Sequenz
0 — PX) — ZPX) — Oy — 0
in Lemma 4.8 fur p > 1 die exakte spaltende Sequenz
0 — QLX) — APEV(X) — QF1{X) — 0 . (5.3.1)

Da nach [Vie2, Lemma 1.6] gilt

L) = Q)
folgt nach der Anwendung des Funktors f* auf die Sequenz (5.3.1) die Gleichheit
[ AP VX)) = APTLXY) . (5.3.2)

Hieraus folgt fiir p > 1
N-1
03300 = (ezy ) e ()
=0

Mit einer entsprechenden Uberlegung wie im Beweis von Lemma 4.8 ergibt sich nun,
daB fir p=1,...,n + 1 der Cokern der natiirlichen Einbettung

APEY — APEY(X)
isomorph zu dem Ox:.-Modul

NEY = N (P(f*Lix) ®oy, [1LTH)
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ist. Somit erhalten wir die exakte Sequenz
0 — APZY — APEYX) — APTIEY — 0. (5.3.3)

Indem wir den Funktor f, auf (5.3.3) anwenden bekommen wir die exakte Sequenz

N-1
0 — f. AP BY =5 (APEL(X)) ® (QB z:-") Loatsy o (5.3.4)
=0
mit % = P(£ix) ® Lix. Fiir eine affine Uberdeckung {U,} von Y 148t sich TY fiber
Vo = [~1(Ua) darstellen als

- dT,
i, = (@ Ovad:c,-) ® Ova )

i=1
wobei T, die Faserkoordinate von £ iber Uy und z,..., 2, lokale Koordinaten von
Z in V, sind. Die natiirliche Operation von G auf £} ist gegeben durch

dT,
T,

dT,

Te
Somit sind die Abbildungen in der Sequenz (5.3.4) G-equivariant. Da die Garbe
AP-1EY eine G-invariante Garbe ist, liefert dies

(kerB)C = APLY .

U(f'dml/\---/\dllfn-Fg' )=A0'f~d(cr:c1)/\.../\d(a:cn)+ag-

Die Abbildung « in (5.3.4) induziert auf dem nicht G-invarianten Anteil einen Iso-
morphismus. Hieraus folgt die 1. Behauptung. Nun kommen wir zum Beweis der
2. Behauptung. Eine Anwendung der Dualititstheorie fiir endliche flache Morphis-
men (vgl. [Ha, Kap.III, Ex. 6.10]) auf den Morphismus f liefert

foNP Sz = HOMo, (LY @ £. AP £Y,0v) .

Indem man das Resultat der 1. Behauptung in diese Gleichung einsetzt, folgt die
2. Behauptung. OJ

Die IVHS einer zyklischen Uberlagerung

Sei nun £ eine ample invertierbare Garbe auf Y. In diesem Abschnitt untersuchen
wir die von der polarisierten Varietit (Z, f*£) induzierte IVHS vom Gewicht & (siehe
Beispiel 2.13). Fir p =1,...,k zerfillt die Abbildung

5
H}(2,Tz) — HOM¢ (HY?(2,0%), Hy ™"+ (2,057"))
aufgrund der Eigenraumzerlegungen der Vektorraume Hj(Z,Tz), Hy ?(Z,Q%) und
Hg " (Z,057") in eine direkte Summe
N-—

bp = EB 6p,i

=

—
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mit
617,1' = (63),1',07 e s5p,i,N—1) )
wobei fiir 0 < 7,5 < N — 1 die Abbildung §,;; gegeben ist durch

76 22, HoM, (U;S” U(f’;i-[%*’]-“’))

b p—
Hierbei bezeichnet

7O = (H}(2,Tz)), fir0<i<N-—1 und

t

Y = (HFr(z, n;.))j fir0<j<N-1.

Wir prazisieren nun den Begriff des IVHS-Isomorphismus von zyklischen Uberla-
gerungen. Seien (Y,£) und (Y’,L’) zwei polarisierte Varietiten der Dimension n
und f: Z — Y bzw. f : Z' — Y" zyklische Uberlagerungen beziiglich LV = Oy (X)
bzw. LN = Oy:(X"), wobei X bzw. X' ein glatter reduzierter Divisor auf Y bzw. Y’
ist. Die durch (Z, f*£) bzw. (Z', f*L£’) induzierten IVHS vom Gewicht k bezeichnen
wir mit
(HZ)F.a Q,T1 6)

und

(Hyz, F",Q',T', 51) .

Definition 5.4 Wir bezeichnen eine IVHS-Isomorphismus
)
(HZ,F.) Qa T» 5) T (H'Z) F’.v Q’) T,, 6’)

als einen IVHS-Isomorphismus von zyklischen Uberlagerungen, falls fir p=1,...,%
und 0 <17,7 < N — 1 das folgende Diagramm

6 2, HoMe (v, ultTRIY)
| |

& "
76 2, HOMg (U;(J'),U;_I(Hj—['%‘]w))

kommutativ ist. Hierbei sind die vertikalen Isomorphismen durch 7 induziert.

Nun betrachten wir die Abbildungen §,;; genauer. Da die invertierbare Garbe £
ample ist, gilt nach [EV2, (2.8)]

HEep(Y, Q8 (X) @ L~) =0 farj=1,...,N—=1lund p=0,... k.
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Zusammen mit Lemma 5.3 erhalten wir

H\Y, Ty~ X)® L) fir i=0,...,N —2
T o~ (5.4.1)
HY (Y, Sy @ LN*1)  fir 4= N -1
und
H*=P(Y, APEY,) fir j =0
(H§?(2,9%)). ~ (5.4.2)
’ H=?(Y, QP(X)® £L79) fir j=1,...,N -1

Hierbei ist zu beriicksichtigen, daB fiir ¢ =0,..., N — 2 der Isomorphismus (5.4.1)
durch Komposition mit dem durch die 1. Fundamentalsequenz (4.2.1) induzierten
Isomorphismus

TO & (H\(Y, .55)); — (H'(Y, £.T7)); = H'(Y, Ty (-X) ® L)

gegeben ist und der Isomorphismus (5.4.2) durch den Isomorphismus in Proposition
4.16 induziert wird.

Firp=1,...,k,0<i<N-2,1<j<N-1lund:+j <N —1bezeichnen wir
mit é,;; die folgende durch Cupprodukt und Kontraktion von Garben induzierte
Abbildung von Kohomologiegruppen auf Y

B | N
(T %) @ £7) = HOMe (H*7(0% (0 ® £79), (08 () @ £79)) .

Die hierzu entsprechenden Abbildungen é,; ; spielen fir uns eine wichtige Rolle, da wir
aufgrund der Bedingung i + j < N — 1 die Oy-Algebrastruktur auf den Pushdowns
der jeweiligen Garben unter f, nicht zu beriicksichtigen brauchen und somit diese Ab-
bildungen einfacher zu handhaben sind ( vgl. [Kn, 3.2] ). Aufgrund der Vertriglichkeit
der Leray-Spektralsequenz mit Cupprodukt und Kontraktion von Garben erhalten wir
nun das folgende Lemma.

Lemma 5.5 Firp=1,...,k,0<1<N-2 1<j<N-lundi+j<N-—-1ist
das folgende Diagramm kommutativ

8p,ii

) =, HOMg (U, USH))

| i

Hl(Ty <—X) ® [:"") b_; HOMC (Hk-P(QI}"(X') ® C—j)’Hk—p+l(Qg)a’-l(X> ® L_.'_J'))

Hierbei sind die vertikalen Isomorphismen durch die Isomorphismen in (5.4.1) und
(5.4.2) induziert.
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Bemerkung 5.6 Falls N geniigend grof ist, so gilt
HI(Y,E}I ®£_N+1) =0.

Insbesondere erhilt man somit in diesem Fall

N-2
HY(Z,Tz) = H)(Z,T7) = 69 HYY, Ty (~X) ® LN+

1=0

Jacobisysteme

Sei Y eine glatte, projektive Varietdt der Dimension n und £ eine ample invertierbare
Garbe auf Y. Wir setzen, um Fallunterscheidungen zu vermeiden, der Einfachheit
halber voraus, dafi n > 2 ist, obwohl sich alles Folgende im Fall der Kurven natiirlich
entsprechend formulieren 1a8t. Weiterhin sei fur eine natirliche Zahl NV ein Schnitt
s € H°(Y, £L¥) mit glattem, reduzierten Nullstellendivisor X = {s = 0} gegeben und
f : Z —= Y die zyklische Uberlagerung beziiglich £V = Oy(X). Der globale Ver-
schwindungssatz fiir ganzzahlige Anteile von Q-Divisoren [EV2, (2.8)] liefert in dieser
Situation HY(Y,Q, (X)) @ L) =0fiir 1 <¢< N —1 und p+ q # n. Somit erhalten
wir H1(Y,Q%) 5 H(Z,0%) fir p+ ¢ # n. Der interessante Anteil der Kohomologie
H*(Z,C) von Z liegt somit im mittleren Bereich H*(Z, ). Wir werden im folgenden
mit Hilfe der Jacobisysteme ( siehe Definiton 4.6 ) sowohl die Summanden

HAY, Q" X) ® L)
der Hodgestruktur H*(Z, C)/H"(Y, C) als auch die Summanden
Hl(Y, TY("X) ® E'ni)

der Kohomologiegruppe H'(Y,Tz) interpretieren. Diese Interpretation gestattet es
uns die Abbildungen §,;; und somit auch §,;; in Lemma 5.5 zumindest fiir grofes
N und gewisse ¢ und j gut zu kontrollieren.

Proposition 5.7 Seien F und G lokalfreie Garben aufY . Es existieren durch die 2.
Fundamentalsequenz induzierte Abbildungen

HO(Y,W}/ ® EN(P'I'I) ® g) 11!;.(0)‘
wy@LN(PH1) Qg '

HY (Y, Q0 P(X)®G) firp=0,...,n

und
HOY, LN ®@F) ¢&®
2 N Ty (—
s HY(Y, Ty (- X)® F),

sodaf} das folgende Diagramm fir p=0,...,n — 1 kommutaliv ist :

H\(Y, Ty(~X) ® F) @ HP(Y, 07X ©G) — BV, 07 1(X) ® F 8 G)

é(}')wp(cﬂ [¥pa1700)
HYLYQF) o HVwy @ LY 90) ) H(Y,wr 8 L) 9 F 9)
Jivegr Ty @Ch(rtag Joy@cNetgrec
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Hierbei ist die Abbildung (x) durch die Komposition von Cupprodukt und der Kon-
traktionsabbildung Ty (—X) @ Q3 P(X) — Q3 P"1(X) gegeben. Die Abbildung (x) ist
die durch Multiplikation von globalen Schnitten induzierte Abbildung. Die Abbildung
B(F) ist injektiv.

Unter zusdtzlichen Voraussetzungen erhalten wir die folgenden Ergebnisse :

1. Falls
Ha()/" An—sz}\f; ®£N(p-a) ® g) =0

ist firs=1,...,p— 1, so ist ¥,(G) injektiv.

2. Falls
HY (Y, A"258), @ LN @ G) = 0

ist firs=0,...,p—1, so ist Yp(G) surjektiv.
8. Falls H'(Y,Zy @ F) = 0 ist, so ist ¢(F) ein Isomorphismus.

BEWEIS. Aus der dualen Sequenz zur 2. Fundamentalsequenz (4.5.1) erhalten wir fiir
g 2 1 folgende exakte Sequenz von Dachprodukten

0— QN QLN — ATy — QLX) — 0.

Fir eine lokalfreie Garbe G auf Y und p € IN mit 0 < p < n setzen wir diese Sequenzen
zu dem Komplex (K°*,d,) mit

Ki:=(AmrHtigy) @ LN g g

fir 7 > 0 zusammen. Den Komplex K* kann man ebenso aus dem Koszulkomplex
zur Surjektion Ly ® L~V =0y gewinnen. Bis auf die 0-te Stelle ist K* exakt und es
gilt

ker do = Q;—P(X) ® g .
Somit sind Q3 ?(X) ® G und K* als Komplexe quasiisomorph. Es gilt insbesondere

K? = wy ®£N(p+1) ®RG.

Wir definieren ¢, als Komposition der folgenden natiirlichen Abbildungen :

H(Y,wy ® LNO) @ G) — HY(Y,057(X) © )

u| T

HP(Y,K?[~p])  ——  H(Y,K")

Hierbei ist @ durch die natiirliche Inklusion von Komplexen K?[—p] = FPK*® «— K*
induziert. Es gilt

ker a =im{H?~!(Y, K*/FPK*) 25 HP(Y, FPK*)} .
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Insbesondere erhalten wir fiir die Komposition von # und der durch
KPrl-p+1]— K*/FPK*
definierten Abbildung
HPY(Y, K~ [—p 4+ 1]) = HP (Y, K*/ FPK®),
daBl im(8 - ) C ker « ist. Die durch «, auf

H(Y,wy ® LV @ G) » WY, KP[—p])
Yy @LNG+) g im(B-7)
induzierte Abbildung bezeichnen wir als 1,(G). Falls H*(Y, K?~*"') = 0 ist fiir s =
1,...,p—1, so folgt mit Hilfe der 2. Spektralsequenz fiir die Hyperkohomologie, da8
HO(Y, KP~Y) ~ HP~'(Y, K*/ FPK*)

ist. Dies liefert die 1. Behauptung. Falls H*+!(Y, K?™*"!) = 0ist fiir s =0,...,p — 1,
so folgt entsprechend, daf}

H?(Y,K*/FPK*) =0
ist. Dies liefert die 2. Behauptung. Die Abbildung ¢(F) ist durch die lange exakte
Kohomologiesequenz zur 2. Fundamentalsequenz (4.5.1) induziert. Hieraus folgt un-
mittelbar die 3. Behauptung. Die Kommutativitdt des Diagramms (vgl. [FI, §2])

ergibt sich mit Hilfe der 2. Spektralsequenz fiir die Hyperkohomologie zu den Kom-
plexen

(K*,dgs) = ((A"PHe¥1EY) @ LV g ¢, d.) ;
(M*,dpe) = {Sy @ F=LV @ F} und

(N', dN’) = ((/\n—P+oE;fl) ® CN(¢+1) ®F ® g’ d.) ]
Die durch Kontraktion gegebene Paarung Ly x A¥EY — A*-1LY induziert fir

EYP(K*) = Ho(Y, KY)
EYY(M®) = He(Y, MY)

EP*(N®) = Ho(Y, N*)
eine Paarung
E2(M*) x Bs(K*) — Estobté(N")
auf dem r-ten Level der Spektralsequenzen und ein kommutatives Diagramm
EXP(K®) x EPI(M®) ——  EDPH(N®)

T I

EYP(K*) x EYN(M®) —— EOPYY(N®) .



Hieraus folgt die Behauptung. O

Korollar 5.8 Mit den obigen Bezeichnungen gilt :

1. Falls H*(Y, Q3 @ LN @G)= H (Y, Q> ' @ LN @ G) =0 ist fir
s=1,...,p—1, so ist ¥,(G) tnjektiv.

2. Falls H*W(Y, Q3 @ LN @ G) = HT(Y, Q3 @ LVNP-) @ G) =0 ist fir
s=0,...,p—1, so ist Y,(G) surjektiv.

8. Falls HY(Y,F) = H(Y,Ty ® F) = 0 ist, so ist $(F) ein Isomorphismus.

BEWEIS. Aus der 1. Fundamentalsequenz erhalten wir die folgende kurze exakte Se-
quenz von Dachprodukten

0 ® LNp-2) g G — ALY ® LN(p-2) ® g_..Q;',—°—1 ® LN-2) g G .
Die liefert die exakte Sequenz
. — HT(Y,Q3° @ LNG=9 @ G) — H'(Y, A" "L} QLN @ G) —

H (Y, Q" lo LN gg) — ... .

Indem wir » = 3 bzw. r = s + 1 setzen, folgt hieraus die 1. und 2. Behauptung. Aus
der mit F tensorierten 1. Fundamentalsequenz

00— F = yF —Tv®@F —0

ergibt sich die 3. Behauptung. O

Von besonderem Interesse sind fiir uns die Abbildungen ¢(F) und ¥,(G), falls 7 und
G gewisse negative Potenzen der invertierbaren Garbe L sind.

Definition 5.9 Wir bezeichnen die Abbildungen #,(£~*) fir i =0,...,N —1 und
¢(L*) fiir k=0,..., N — 2 mit ,; und ¢.

Um die in in Proposition 5.7 bzw. Korollar 5.8 geforderten Verschwindungsbedin-
gungen fiir die Abbildungen in Definition 5.9 einfacher handzuhaben, fithren wir die
beiden Zahlen ry . und sy, ein.

Definition 5.10 Wir definieren die natiirlichen Zahlen ry . und sy ¢ durch-

ry.e = min{l | H?(Y,A"?Z} ® L") = 0 und
HP(Y, AP PHEY, @ LYY =0 fitr / > [ und p > 0}

und
syc=min{l | H(Y, Ty ® L) =01ir I > 1} .

Wir bemerken, dafl die Zahlen ry ¢ und sy, nur von der polarisierten Varietit (Y, £)
abhangen.
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Korollar 5.11 Fir Ne N undi€ {0,...,N —1} gilt

1. Falls i < N —ryc ist, so ist Y, ; firp=0,...,n ein Isomorphismus.

2. Falls k 2> sy tst, so ist ¢x ein Isomorphismus.
Definition 5.12 Mit w bezeichnen wir die invertierbare Garbe w? @ LN("+1),

Nun formulieren wir in unserer Situation die verallgemeinerte Macaulay-Dualitidt nach
[Grel, Thm. 2.15]. Hierbei spielt die Garbe w eine dhnliche Rolle, wie die kanonische
Garbe in der Serredualitat.

Proposition 5.13 (Macaulay-Dualitéit) Sei £ eine lokalfreie Garbe auf Y und
a € Z. Falls die folgenden Verschwindungsbedingungen erfillt sind

1. H(Y,AMEy @ EQ LN =0 fiirg=1,... n—1,
2. H(Y,ASy @ QLN =0 firqg=1,...,n-1,

3. HY(Y,A™'Ey @ LV = HUY, ATy @ LV =0
firg=1,...,n—1,

4, HD(Y, Ty @ ﬁ_N) =0,

Ho?lzzw! ~C

und die durch Cuprodukt induzierte Paarung

so ist

H(Y,E®L) . HV,EYQL™Quw)  H(Y,w
Q¢ —
JE@E“ :IEVQ.C-“@W

ist nicht degeneriert.

BEWEIS. Wir bilden den Koszulkomplex zur Surjektion Ly ® £~V —Oy in der 2. Fun-
damentalsequenz und tensorieren diesen mit £ @ £°. Dies liefert den Komplex (K*,d,)
mit

I{i = An—iEY ® £ ® Ca—-N(n—i)

fir ¢ > 0. Bis auf die 0-te Stelle ist K* exakt und es gilt
ker dg =EQ@ L Quy Quw™! .
Die lange exakte Kohomologiesequenz zu F"K* = K"[—n] — K*—»K*/F"K* liefert

o~ HNY, K/ FrPK®) — HYY,EQ L®) — H(Y,£ @ L* @ wy @ w™!) —
H(Y, K*/FrK*) — ..
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Aus der 1. Voraussetzung ergibt sich mit Hilfe der Dachproduktsequenzen zur 1. Fun-
damentalsequenz H(Y,K* "% =0fir¢=1,...,n — 1. Somit ist

HYY, %y @ EQ LNy~ H* (Y, K*/F"K"*).

Die 2. Voraussetzung liefert entsprechend, dafl H9(Y, K*9) = 0istfirg=1,...,n —1
und somit ist

HYY,ZY @ £ ® LY @ wy @w~) ~ H*(Y, K*/F"K*).
Deshalb induziert o den folgenden Isomorphismus

H(Y,EQL%) =,
J£®£o

ker {H“(Y,E@ L2Quy ®w™l) — H'Y, IV £ Q® LN @ wy ®w'1)}

Durch Anwendung der Serredualitit erhalten wir

HY, 0L = (H(VE'®L®w))’
Jegce EVRL-Quw )

Indem wir obigen Isomorphismus fir £ = Oy und a = 0 unter Beriicksichtigung der
3. und 4. Voraussetzung auswerten, erhalten wir

0
H{Y,w ~ (.

w

Hieraus folgt die Behauptung. O

Bemerkung 5.14 Wir bemerken, daf8 die 4. Voraussetzung in Proposition 5.13 keine
wirkliche Voraussetzung ist, da nach [Wa, Thm. 1] aus H°(Y, Ty ® £~V) # 0 folgt,
daB (Y, LN) entweder zu (PP",O(1)) oder zu (P',0(2)) isomorph ist. Insbesondere
ist in diesem Fall N =1 bzw. n = 1 und dies sind fiir uns uninteressante Fille.

Bemerkung 5.15 Sei £ eine festgewahlte lokalfreie Garbe auf Y. Falls N geniigend
groB ist, so sind die Verschwindungsbedingungen in Proposition 5.13 erfiillt.

In der folgenden speziellen Situation lafit sich die Macaulay-Dualitit als Hodge-
Dualitat interpretieren.

Proposition 5.16 Set N gentgend grofe natirliche Zahl. Fir i€ {0,...,N — 1}
mitry, Kt SN —rycundr=0,...,n st das folgende Diagramm kommutativ

. o)
HY(Y, Q07 (X) ® L) ®¢ H™ (Y, % (X) ® L~VH) —s H™Y,wy) ~ €

Yri®V¥n—r N—i ‘[ T(*,.)
H Yoy © L) o HVay @ £Y0H) () HOYw)
WYQEN(H-I)—O' C WYQCN(""")"'" ’ Jw -
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Hierbei ist die Abbildung (x) durch die Komposition von Cupprodukt und der natirli-
chen Abbildung

QX)) @ AW X) - ) > wy @ LY
gegeben. Die Abbildung (%) ist durch die Multiplikation von globalen Schnitten indu-
ziert. Die Abbildung (* * x) ist durch die Macaulay-Dualitit und Serredualitit
H(Y, v
-—(J—-“—’Z ~ (H(Y,0y)) = H"(Y,wy)
induziert. Die vertikalen Abbildungen sind Isomorphismen und die Paarungen (*)
und (**) sind nichtdegeneriert.

BEWEIS. Aus der Voraussetzung ry ¢ < ¢ £ N — ry,¢ ergibt sich, daB v, ; und 9., v_;
Isomorphismen sind. Da nach der Voraussetzung N geniigend grofi gewahlt ist, ist
die Abbildung (* * ) ebenfalls ein Isomorphismus. Da (*) als Serredualitidtspaarung
nicht degeneriert ist, folgt, daBl auch (*#) nicht degeneriert ist. O

Bemerkung 5.17 (Macaulay-Dualitit = Hodge-Dualitét) Die Paarung (%) in
Proposition 5.16 ist die Paarung der Serredualitit

(H™(Y,F))Y ~ H*"(Y, F¥ @ wy)

fir die Garbe F = Qy77(X) @ L~*. Die Macaulay-Dualitat 148t sich in dieser Situation
aber nicht nur als Serredualitit, sondern auch folgendermaBen als Hodgedualitat inter-
pretieren. Die Galoisgruppe G von Z iiber Y operiert auf f,Q% bzw. auf HP*(Y,C)
durch Multiplikation mit ¢* ( vgl. [EV1, Thm. 1.10] ). Wir bezeichnen mit ( ); die
zu (* assoziierte Untergarbe bzw. den zu (' assoziierten Untermodul. Da durch die

komplexe Konjugation ¢* und ¢V~ ineinander iiberfiihrt werden, gilt entsprechendes
fir (H7*9(Z,C)). und (H**(Z,@)) _, somit gilt

(H4(Z,0%)), = (H*(Z,9%))n_,

und inbesondere

Hy(Y, QL (X) ® L) = HP(Y, Q) (X) ®£—N+£).

Proposition 5.18 Sei N eine geniigend grofe positive ganze Zahl. Fiir k > 0 ist die
folgende Abbildung ein Isomorphismus :

(H"(Y, wy @ LV

v
Jo2 @rNnt ) — Hl(Ya Ty~X) ® E"k).
v

BEWEIS. Dies folgt durch eine entsprechende Konstruktion wie in Proposition 5.13 .
Wir setzen £ = w} und a = Nn + k. In der Notation des Beweises der Proposition

5.13 ist der Komplex F!1K*[1] bis auf die 0-te Stelle exakt und es ist

ker{(F1K*[1])o — (F'K*[1]);} = O} (X) @ wy ® L*.
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Die lange exakte Kohomologiesequenz zu
K -n+1]— FIK*[1]»F'K* 1]/ K" [-n + 1]
liefert

e HYA(Y, U] K =0 4 1]) — HO(Y,wd @ LV+) 2,

H (Y, 0L (X) @y @ £¥) — I (Y, FUK*[1]/ K™ [=n +1]) — . ..

Da wir N geniigend grofl gewahlt haben, ergibt sich mit den Dachproduktsequen-
zen zur 1. Fundamentalsequenz H(Y, (F'K*(1]),_,_ ) = HY(Y,K""'7%) =0 fiir ¢ =
1,...,n— 2. Somit ist

HOY,Zy @ wi @ LN(-D+8) ~ gn=2(Y, FIK*[1]/ K™ [—n + 1]).

Nun erhalten wir entsprechend, da H*(Y, (F' K*([1]),_,_.) = HI(Y, K"™9) = 0 ist fiir
g=1,...,n —1. Deshalb induziert 8 den folgenden Isomorphismus

HD(Y! w}2, ® CNn+k) i,

anychn-!-k

H*1Y, 03 (X) @ wy ® LF).
Durch Anwendung der Serredualitat

(15548 00 0. = MO0 027

erhalten wir die Behauptung. D
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6 Das I - Kriterium

Es seien Y eine glatte, projektive Varietat der Dimension n und F und G sehr ample
invertierbare Garben auf Y. Wir benutzen die folgende Notation :

V = HYY,F) mit r, = dim V , W = H%(Y,G) mit r; = dim W,

P1=]P(V),]P2=P(W)undIP=]PlxIP2.

Mit p; und p, bezeichnen wir die natiirlichen Projektionen P — IP; und P — P, .
Die durch die Linearsysteme | F | und | G | induzierten Morphismen bezeichnen wir
mit @7 : Y — Py und ¢jg : Y — Pz . Wir erhalten das kommutative Diagramm

JAN
Y — ¥YxY

\ l‘"lfl Xeig)|
IP.

Hierbei bezeichnet A die Diagonaleinbettung und i die durch die Komposition von
@17 X @ig| und A gegebene Einbettung. Fir ¢,b > 0 bezeichnen wir den Kern der
natiirlichen Abbildung SV ®¢ SW — HO(Y, F* ® G*) mit I(ap) und die invertier-
bare Garbe p;Op,(a) ® p;Op,(b) mit Op(a,b) . Es existieren natiirliche Isomorphis-
men S¥V ~ HO(Py, Op, (k1)) und §2W ~ HO(IPy, Op,(k;)). Deshalb identifizieren
wir im folgenden S*'V mit H°(Py, Op,(k;)) und S W mit H°(IP,, Op,(k;)). Wir
geben nun eine hinreichende Bedingung dafiir an, dafl Y aufgefaBit als Untervarietit
von P schematheoretischer Schnitt der Divisoren D € Iy ) ist. Hierbei sei Jy die
Idealgarbe von Y in IP .

Proposition 6.1 (I,1) - Kriterium) Falls F " ® G ®wy' nef und big ist, dann ist
die natiirliche Abbildung

H(P, Jy(1,1)) ®¢ Op — Jv(1,1)

surjektiv.

Bemerkung 6.2 Die uns interessierende Anwendung der Proposition ist die fol-
gende : falls G genigend ample ist im Vergleich zu F, so kann man bei Vorgabe von
V und W und der Abbildung V ®¢ W — H°(Y,F ® G) die Einbettungi: Y — IP re-
konstruieren. Denn der Kern der Multiplikationsabbildung V ¢ W — H(Y, F ® G)
ist Ji10y = H°(P, Jv(1,1)). Somit ist die durch die Auswertungsabbildung induzierte
Abbildung I 1) ® Op(—1, —1)—Jy surjektiv und wir kénnen die Idealgarbe Jy von
Y und deshalb auch die Einbettung ¢ : Y — IP rekonstruieren.

Bemerkung 6.3 Sei £ eine sehr ample invertierbare Garbe auf Y und

¢ie) Y — PU)
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mit U = H(Y, £) die zugehdrige Einbettung. Beziiglich dieser Einbettung ist ) (Y')
ein schematheoretischer Schnitt von Quadriken in IP(U) , falls die natiirliche Abbil-
dung

H(P(U), Iy (2)) ®c Orw)—>Tv(2) (6.3.1)

surjektiv ist. Andererseits ist das homogene Ideal von Y beziiglich dieser Einbettung
i) von Quadriken erzeugt, falls die natiirliche Abbildung

L Q¢ S*U—Iy, firk>1 (6.3.2)
surjektiv ist. Hierbei bezeichnet Iy fiir £ > 2 den Kern der natiirlichen Abbildung
SkU —s HO(Y, LF) .

Hierbei ist I; = H°(IP(U), Jy(2)) die Menge der Quadriken in IP(U), die das Bild von
Y enthalten. Aus der Bedingung (6.3.2) folgt (6.3.1), d.h. es gilt die Implikation

Homogenes Ideal von ¢|z)(Y) —_ ©|c}(Y) ist schematheoretischer
von Quadriken erzeugt von Quadriken .

BEWEIS DER IMPLIKATION. Da die Garbe £ ample ist, kénnen wir ein
k > 2 wihlen, soda8 die natiirliche Abbildung

HY(IP(U), Jy (k)) ®¢ Opwy — Ty (k)
surjektiv ist. Das folgende natiirliche Diagramm

(*)

I ®¢ S¥2 Q¢ Op) — I Q¢ Opw)
| HYP(U), Jy (k) ®¢ Or)
|6
(»*%)
H(P(U), Iy (2)) ®c Opw)(k - 2) — Ty (k)

ist kommutativ. Falls das homogenes Ideal von ¢|(Y) von Quadriken
erzeugt ist, ist die Abbildung (*) surjektiv. Es folgt aus der Surjektivitat
von (*) und (*x) die der Abbildung (***) und somit folgt die Behauptung,
indem wir die Abbildung (* * *) mit Op)(—k + 2) tensorieren.

Die Umkehrung dieser Implikation ist falsch. Die Angabe eines Gegenbeispiels ist
zumindest fiir Kurven ein nicht-triviales Problem, denn nach [EEK, Thm. 2.1] ist die
Umkehrung fiir glatte irreduzible Kurven im IP™ mit » = 2,3, 4 richtig. In [EEK, Thm.
5.1] wird gezeigt, daB eine allgemeine elliptische Oktik im IP® schematheoretischer
Schnitt von 5 Quadriken im IP® ist, aber das homogene Ideal dieser Oktik nicht von
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Quadriken erzeugt ist. In [Mu2] entwickelte Mumford Methoden um das Problem der
Erzeugtheit des homogenen Ideals durch Quadriken anzugehen. Unser erster Versuch
war es das Mumford’sche Kriterium [Mu2, Thm. 5] auf das Produkt zweier projektiver
Raume zu verallgemeinern um Erzeugtheit des homogenen Ideals zu folgern. Das von
uns hierbei erzielte Kriterium fiir zwei geniigend ample invertierbare Garben 14t
sich aber nicht so knapp formulieren wie Proposition 6.1 . Deshalb verzichten wir auf
dessen Formulierung, da uns ohnehin das schwachere I, ;)-Kriterium geniigt. Bei den
Mumford’schen Kriterien in [Mu2] spielt implizit der vom ihm in [Mul] eingefiihrte
Begriff der m-Regularitat einer koharenten Garbe auf dem projektiven Raum eine
wichtige Rolle. So ist es zu verstehen, daB im Beweis der Proposition 6.1 die 0-
Regularitit gewisser Garben bendtigt wird. Eine koharente Garbe £ auf IP™ heifit
m-reguldr, falls
H(P"  Em—-1i))=0 firi>0

ist. Nach [Mul, lecture 14] gilt fiir eine m-regulire Garbe £ auf IP", daB £ (m + 1)-
regulir und die natirliche Multiplikationsabbildung

HO(IP", E(m)) ®c HO(IP", Opr (1)) — HO(P", £(m + 1))
surjektiv ist.
Zunichst folgen nun einige Hilfslemmas fiir den Beweis der Proposition 6.1 .
Lemma 6.4 Es gilt R'p;.Jy(a,b) =0 fira,b>0,i>0und j=1,2.

BEWEIS. Die durch die natirliche Surjektion Op(a,b) — F° @ G° gegebene Abbil-
dung

P1.0p(a,b) = Op,(a) ®¢ S°W — F* @ G (6.4.1)
faktorisiert liber die natiirlichen Surjektionen
Op,(a) ®¢ S*°W — F* @¢ S°W und
Fe Qg SW — F2 @ G .

Also ist (6.4.1) surjektiv. Zunichst erhalten wir die Behauptung fiir i =1 und j = 1
aus

Rlpl-OP(a’ b) = OP] (a) Q¢ HI(IPh OPz(b)) =0 .

Da die Einschrinkung von p, auf die Diagonale einen Isomorphismus liefert, ist
Rp.(F*®G%) =0firi > 1. Firi > 1 und j = 1 folgt die Behauptung aus

Rp1(F* ®G*) = 0 und R'pr.(piOp, (a) ® p30p,(h)) =0 .
SchlieBlich gilt sie aus Symmetriegrinden fir j =2 . 0
Lemma 6.5 Falls 77" ® G @ wy' nef und big ist, dann ist die natiirliche Abbildung

HO(IPl;pl-JY(I: 1)) ®c Shy — HO(Py,pruJy (ky +1,1))
surjektiv fiir ky >0 .
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BEWEIS. Wir zeigen zunichst, dal die Garbe p1.Jy(1,1) O-regular ist, d.h. es gilt
HY (P, prnJv(1,1)(—7)) = 0 fiir 0 < 7 < n . Nach Lemma 6.4 ist die folgende Sequenz
exakt

0 — pJy(L,1) — Op,(1) @ W — FQRG — 0.

So erhalten wir fiir 7 > 0 die exakte Sequenz

e = HZW(Py, Opy (L~ 1) @6 W ~ HH(Y, F @ G)
— H'(Py, pr.Jy(1,1)(=1)) = H(P1,0p,(1 —3)) ®c W — ...

Da H(IP,,Op,) ®c W 5 HO(Y,G) ein Isomorphismus und H'(IP,,Op,) = 0 ist, so
folgt H'(PP1,p1.Jy(1,1)(=1)) =0.

Nun wenden wiruns dem Fall i > 1 zu. Da F" @G ® w§1 nef und big ist, ist auch
F1-' ® G ® w™! nef und big fiir i < n + 1. Deshalb gilt nach dem Verschwindungssatz
von Kawamata-Viehweg [Vie2] und [Ka2] H*=1(Y,F'=* ® G) = 0 flir: > 1. Weil auch
H(P;,Op, (1 —i)) = 0ist fiir 7 > 1, folgt die 0-Regularitit der Garbe py. Jy(1,1) .
Nach Bemerkung 6.3 erhalten wir aus der 0-Regularitit der Garbe p;.Jy(1,1) nun
fir I > 0 die Surjektivitdt der Abbildung

HOPy,p1.Jy(1,1) ®¢ V — H(Py,pn (1 4+1,1)) . (6.5.1)

Aus der Surjektivitdt der obigen Abbildung folgt nun durch Induktion ber &, da
die Abbildung

(*)
H(Py, prJr(1,1)) Q¢ Ve — HO Py, pru Ty (b + 1, 1))
far &k, > 0 surjektiv ist. In dem kommutativen Diagramm

(*)
HO(Py,pinJy(1,1)) ®¢ VO —— HO(Py, p1. Ty (k1 + 1,1))

l /{..)

HO(Py, pr Ty (1,1)) ®¢ SRV .

folgt, da die Abbildung (*) surjektiv ist, die Surjektivitit von (**) und somit die
Behauptung. O

Zur Wahl von ko. Wir wahlen nun ein kg € IN, sodaB die folgenden drei Bedingungen
erfallt sind :

1. ko 2> min{k | Jy (K, k") ist erzeugt fiir &', k" > k } ,
2. die Abbildung S*H(Y,F) — HO(Y, F*) ist surjektiv fir k > kq ,

3. FRHl @G " @wy! ist ample .
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Lemma 6.8 Fiir k, > ko gilt, daf} die natirliche Abbildung
HO(Pg, pau Ty (k1 + 1,1)) @¢ S*W — HO(Py, pa Ty (kr + 1, k2 + 1))
surjektiv ist fir ko 2> 0 .

BEWEIS. Der Beweis verliuft wie in Lemma 6.4. Wir zeigen, daB p;.Jy (k1 +1,1)
eine 0-regulire Garbe ist, d.h. es gilt H*'(Pz, pouJy (k1 +1,1)(—4)) = 0 fiirt > 0. Da
nach Lemma 6.4 gilt R'p,.Jy (k1 + 1,1) = 0, erhalten wir die kurze exakte Sequenz

0 — poJv(ky +1,1) — ShtlY @ Op,(1) — Fhtle g — .
Dies liefert fir 7 > 0 die folgende exakte Sequenz

oo = SPHY @¢ HH(Ps, Op, (1 —14)) = HU(Y, FA @ 1)
— Hi(Pa, o Ty (ky +1,1)(=1)) — SHHV @¢ H (P2, Op,(1 —4)) — ...

Da aufgrund der Wahl von kg die natiirliche Abbildung
SV @¢ HO(IPy, Op,) — HO(Y, Fh+1)
surjektiv ist und H!(IPy, Op,) = 0 ist, erhalten wir
H' (P, 2Ty (ky + 1,1)(—1)) = 0.
Da Fhtl g g-» ®w}71 ample ist, gilt nach dem Verschwindungssatz von Kodaira
HY Y, Fat1 @G~ ) =0 fir 1 <i<n. Weil auch H (IP;,Op,(1 — 1)) = 0 ist fiir

1 > 1, folgt die 0-Regularitat der Garbe p., Jy(k; + 1,1), also ist die folgende Abbil-
dung fir { > 0 surjektiv

HD(IP21PZ-J}’(k1 + 1, l)) @C W — HO(IPg,pz.Jy(kl + 1, l + 1) .

Wie in Lemma 6.5 folgt nun die Behauptung. O

BEWEIS DER PROPOSITION 6.1. Aus dem folgenden kommutativen Diagramm

HYIP, Jv(1,1)) ®¢ H°(P, Op(ki, k) ®c Op —— HY(P, Jy (ki + 1, k2 + 1)) Q¢ Op

! l

HO(IP)JY(IJI)) ¢ O]:P(klak2) — Jy(kl'f-l,kg-{-l)

folgt, daB es aufgrund der Wahl von ko gentigt fiir zwei natiirliche Zahlen k; und %,
mit ky, kg > ko die Surjektivitdt der folgenden Abbildung zu zeigen

H(P, Jy(1,1)) ®c H(P, Op(ki, k;)) — HO(P, Ty (ki + 1,k +1)) .
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In dem folgenden natiirlichen kommutativen Diagramm

ttt)
H(P, Jy(1,1)) @ H°(P, Op(k1, k2)) =, HYP, Iy (ky + 1, k2 + 1))

|

HO(IPl,PhJY(l, 1)) ® HO(Pl,PI-OP(klakﬂ)

|

HO(Py, p1rJy (1,1)) ®¢ SHV @¢ SW Il

™|
HYPy,pr. Ty (k1 +1,1)) @¢ S W
|
P, pou Ty (by +1,1)) 86 SHW  —y HO(Py, pou Ty (Br + 1, bz +1))

ist nach Lemma 6.5 die Abbildung (*) und nach Lemma 6.6 die Abbildung (#x)
surjektiv. Durch Anwendung der Leray-Spektralsequenz sind die anderen vertikalen
Abbildungen nach Lemma 6.4 bzw. nach der Eigenschaft R'p;.Op(k;,k2) =0 fiir
1 > 0 Isomorphismen. Somit erhalten wir die Surjektivitidt von (% * *). Hieraus folgt
die Behauptung. [
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7 Symmetrizer
Fiir C-Vektorrdume U, V, W und eine lineare Abbildung
:U®V —W
bezeichnen wir den (-Vektorraum
B(q) = {T € HOM(U,V) | q(uy ® T(uz)) = q(ua ® T(wy)) fiir alle uy,u; € U}

als den Symmetrizervektorraum der Abbildung ¢. Die natiirliche lineare Abbildung
s(g) mit
s(q): UBcB(g) — V
Zu,- RT; ZT(U;)

bezeichnen wir als die Symmetrizerabbildung von ¢ oder kurz als den Symmetrizer
von gq. Wir werden im folgenden hierzu auch sagen, dafi die Abbildung s(q) durch
Symmetrizerbildung aus g entsteht ( siehe [Dol] ).

Bemerkung 7.1 Zur Illustration geben wir nun ein einfaches Beispiel einer Sym-
metrizerbildung an. Seien F eine lokalfreie invertierbare Garbe und G eine lokalfreie
Garbe auf einer projektiven Varietat Y. Wir wollen den Symmetrizer zu der Multi-
plikationsabbildung

q: HY(Y,F)®¢ H(Y,G) — H (Y, F®G)
bilden. Es gilt das folgende Resultat.

Falls F von globalen Schnitten erzeugt ist und HY(Y,F' ® G) = 0 ist,
folgt, daB die natiirliche Abbildung

HYY,F ' ® G) 25HOM(H (Y, F), H(Y, G))

mit ¢(s)(u) =s-u fir s € H'(Y,F ' ®G) und u € H)Y,F) einen Iso-
morphismus zwischen H°(Y,F~!' ® G) und B(q) induziert. Die Symme-
trizerabbildung

s(q) : H(Y, F) @ H(Y, F' ® G) — H(Y,G)
ist durch Multiplikation von globalen Schnitten gegeben.

BEWEIS. Wir bilden den Koszulkomplex zu der nach Voraussetzung surjektiven Aus-
wertungsabbildung

HO(Y,}-) Q¢ F~1 — Oy

bis zur zweiten Stufe

NHY(Y,F)®c F 2 — H (Y, F)@ F ! — Oy — 0.
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Diese Sequenz ist rechts und in der Mitte exakt. Nun dualisieren wir diese Sequenz,
tensorieren mit F~! ® G und wenden den Funktor der globalen Schnitte an, dies liefert

HOY, F1®G) — HYY,F)V®c HY(Y,G) & A’ HO(Y, F)¥ ®@¢ H(Y, F®G). (7.1.1)

Den Kern der Auswertungsabbildung H%(Y,F) ®¢ F~'—Oy bezeichnen wir mit K.
Aus den beiden exakten Sequenzen

0——>Oy —PHO(Y,.F)V®0.7:—>K:V — 0

und
0 — KY — AZHOY(Y, F)¥ ®¢ F? — A’KY — 0

erhalten wir zugehérigen langen exakten Kohomologiesequenzen
0 — HYY,F'®G) — H'Y,F)V ®c H(Y,G) —
H(Y,KVR@F'1@G) — H(Y,F'®G) — ...
und
0 — HA(Y,KVQ@F ' ®G) — ANHUY,F)V®c H' (Y, F®G) — ...

Da H'(Y,F 1 ® G) = 0 ist, folgt die Exaktheit in der Mitte der Sequenz (7.1.1). Da
die Abbildung ¢ in der Sequenz (7.1.1) fir

T € H(Y, F)¥ ®¢ H°(Y,G) und uy,u; € HO(Y,F)
gegeben ist durch

¢(T)(U] A uz) = U T(UQ) — Up T(ul) y
erhalten wir die Behauptung. O

Bemerkung 7.2 Man sieht in Bemerkung (7.1), daB bei der Identifikation der Sym-
metrizervektorriume die Exaktheit eines gewissen Koszulkomplexes eine Rolle spielt.
Wir werden im folgenden mit diesem Standpunkt arbeiten. Nun formulieren wir ein
verallgemeinertes Symmetrizerlemma.

Sei Y eine glatte projektive Varietat der Dimension n und £ eine ample invertierbare

Garbe auf Y.

Proposition 7.3 (Green’s Verallgemeinertes Symmetrizerlemma) Sei £ eine
lokalfrete Garbe auf Y und M eine lokalfreie von globalen Schnitten erzeugte inver-
tierbare Garbe auf Y. Falls N geniigend grofl ist, so ist die folgende durch den Kos-
zulkomplez zu der Auswertungsabbildung

HO(Y, M) ® Oy — M
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gegebene Sequenz

0 -2 v -N
AP HO(V, M) gg T MT@ETRLT Qu) (7.3.1)
Jm-2geveL-Now
H Y M''eLNouw) . HY, V@ L™V @uw)

JM-1®£V®C"N®W JE"@L:-N@w

HO(Y: M) ®C

-— 0

in der Mitte und rechls ezakt.

BEWEIS. Dies ist im wesentlichen die Aussage von [Grel, Thm. 2.21]. Zur Bequem-
lichkeit des Lesers geben wir einen Beweis an. Wir bilden den Koszulkomplex zu der
nach Voraussetzung surjektiven Auswertungsabbildung

HY(Y,M)®¢ M™' — Oy (7.3.2)
bis zur zweiten Stufe
A2 HO(Y,M)®3 M2 ——>H°(Y,M)®c M —S 0Oy —0. (7.3.3)

Diese Sequenz (7.3.3) ist auf den beiden mittleren Termen exakt. Mit X bezeichnen
wir den Kern der Auswertungsabbildung (7.3.2). Indem wir die Sequenz (7.3.3) mit
EV ® LN ® w tensorieren erhalten wir den Komplex

AN H (Y, M)Qc HHY,M?REVQ LV ouw) — (7.3.4)
HY, M) @c HHY, ML N ow) — H Y, EVLVQuw).

Falls N geniigend gro8 ist, gilt
HYKQEQLNRuw)=0

und
H(Y,K}QEQRLNQuw)=0.

Somit liefert in diesem Fall (7.3.4) die folgende exakte Sequenz von Kohomologiegrup-
pen auf Y

NH(M)®c HH M 2QEVQRL N Quw) —
H(M)®c HH M1 Q@EVQRL VN Quw) —— HU(EVRLVYQuw) — 0.

Aus dem durch (7.3.2) und die 2. Fundamentalsequenz (4.5.1) induzierten natirlichen
kommutativen Diagramm von Kohomologiegruppen auf Y

= .
H(M) 86 H(Sy @ MT' @ £V @ LV @u) —— H(Zy ® £V @ LV @ w)

l l

H(M-1 @£ @ LN @uw) — HYEVR LN Qw)

58



folgt, da fiir NV gentigend grof} die Abbildung (*) surjektiv ist, daB die folgende natirli-
che Abbildung

HY (Y, M) ® Jp-18evgc-~gw — Jevec-Yew

surjektiv ist. Hieraus ergibt sich die Exaktheit der Sequenz (7.3.1) auf der rechten
Seite. In dieser Situation gilt nach [Grel, Lemma 2.29] auch die Exaktheit in der
Mitte ohne weitere Voraussetzungen. Dies liefert die Behauptung. O

Nun geben wir das im Beweis des Variationalen Torelli-Theorems (9.1) bendtigte
Symmetrizerresultat an. Wir erinnern an dieser Stelle, daf8 die Zahl ry ; definiert ist
als

min{l | H?(Y,A"?S} @ L") = HP (Y, A"?SY @ L) =0 fir ' > lund p> 0 } .

Proposition 7.4 Sei k eine natirliche Zahl , sodafl die folgenden FEigenschaften
erfillt fir j € {0,1} sind :

1. Firk gilt k 2 TY.C:
2. Die Garbe wy ® L* ist von globalen Schnitten erzeugt.
8 HI(Y,NEZy Quy' @L*9) =0 firqg=1,...,n—1.
4. HYY, Sy Qv wy' @ L7F9) =0 .
Sei N eine gentigend grofie positive ganze Zahl und s € H(Y,LN) ein Schnitt mit

glattem reduzierten Nullstellendivisor X = {s =0}. Wir setzen it = N — k. Fiir die
natirliche durch Cupprodukt und Kontraktion gegebene Abbildung

HY,05(X) ® L) @ H'(Y, Ty (-X) © L) — HI(Y, 057 (%) @ £~7)
gilt dann
1. Der Symmetrizervektoraum B(6) ist kanonisch isomorph zu
H(Y,wp' ® L)
und die Symmetrizerabbildung 6, = s(6) ist
HO(Y,wy ® LN=) @¢ HO(Y,wy' @ £~7) 25 HY\(Y, Ty (- X) @ L79).
2. Der Symmetrizervektorraum B(&;) ist kanonisch isomorph zu
HOY, wi? @ L¥-N-1)
und die Symmetrizerabbildung 6, = s(6;) ist

59



Hierbei sind die beiden Symmetrizerabbildungen 8§, und 6, durch Multiplikation von
globalen Schnitten gegeben, wobei bei 6; noch mit der durch die 2. Fundamentalsequenz
(4.5.1) induzierten Abbildung

HO(Y,LN-3) — HM Y, Ty (X)) ® L77)
komponiert wird.

Bemerkung 7.5 In Proposition 7.4 entspricht die Abbildung § der Abbildung Sn,j’,'
in Lemma 5.5. Diese Abbildung é,, ;; ist der Ausgangspunkt fiir unseren Beweis des
Variationalen Torelli-Theorems 9.1.

BEWEIS. Um die 1. Behauptung zu beweisen, miissen wir die Exaktheit links und in
der Mitte der natiirlichen Sequenz

0 — HY,wy' ® L7F) — HOY,wy ® LVN7)Y @¢ H'(Y, Ty (- X) ® L)
¥ . .
— APH(Y,wy ® LY )Y ®¢ H'(Y,QF'(X) ® £L777) (7.5.1)
zeigen. Da nach der 4. Voraussetzung H%(Y,Zy @ wy' ® L7577) = 0 ist, gilt
Jo-1gci-i =0

Da N geniigend gro8 ist, geniigt es unter Anwendung von Korollar 5.11 die Exaktheit
links und in der Mitte der Sequenz

0 — H(Y,E® LY) — H(Y, M) ®¢ H'(Y, Ty {-X) ® L)

HY,M?@E® LY)
JM‘J@;:@L‘N

— NH(Y,M)¥ ®¢ (7.5.2)

zu zeigen, wobei wir
M=wy @ LVN"und € = wy' @ L~NF-7

gesetzt haben und Jggov = 0 ist. Da N geniigend gro8 ist und die 3. Voraussetzung
erfiillt ist, gilt nach Proposition 5.13 die Macaulay-Dualitat fir Ho(Y, £ @ £V). Indem
wir die Proposition 5.16 und 5.18 anwenden, erhalten wir, dal die Sequenz (7.5.2)
dual zu der folgenden Sequenz

HY ML guw)
—_—
JM-QQE“'@L“N@W

HO(Y, M) ®6 HO(Y, /}A"‘ REB®LNQw) | HO(YfJEV QLY Quw)
M-1QEVRL-NQu EVRL-NQuw

ist. Die Exaktheit der Sequenz (7.5.3) in der Mitte und rechts folgt aus Proposition

7.3, da N geniigend grof8 gewahlt ist und die 2. Voraussetzung gilt. Hieraus folgt die

1. Behauptung. Hierbei ist zu beriicksichtigen, daf§ wir in der Voraussetzung zuerst &

A? HO(Y,M) ¢

(7.5.3)

—s 0
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gewahlt haben und in Abhangigkeit dieser Wah! ein geniigend groBes N wihlen. In
diesem Sinne ist : |
M=wy ® LFund £ =wy' @ L7+

von Wahl von N unabhingig und deshalb kénnen wir die benétigten Verschwindungen
in Proposition 7.3 erreichen. Wie im Beweis der 1. Behauptung geniigt es fir die
Exaktheit links und in der Mitte der Sequenz

0 — HOY,wy? ® L¥N7) — H(Y,wy ® LV )Y @¢ H(Y, wy! ® £i-7)

— AHO(Y,wy @ LYY @¢ HY (Y, Ty (X) ® £L77) (7.5.4)

die Exaktheit der Macaulay-dualen Sequenz zu zeigen. Da wir nach der 2. Vor-
aussetzung einen globalen Schnitt ungleich Null fiir wy ® £* finden, folgt aus der
4. Voraussetzung

HOY, Sy Qui? @ L721) =0 .

Also ist J -2 2i-n—; = 0. Da N geniigend groB ist, geniigt es wieder die Exaktheit
. wy L
links und in der Mitte der Sequenz

0 — HYY,EQ LN) — HYY,M)V @¢c HOY,MQE® LY)

—s APHY(Y,M)Y @¢c H' (Y, Ty (- X) @ L) (7.5.5)

zu zeigen, wobei wir in diesem Fall
M=wy @ LV und £ =wy? @ L¥IN-]

gesetzt haben. Da N geniigend grof ist, kdnnen wir die Macaulay-Dualitat in Propo-
sition 5.13 auf die Sequenz (7.5.5) anwenden, und erhalten wieder unter Berticksich-
tigung der Propositionen 5.16 und 5.18, dafl die Sequenz (7.5.5) auch in diesem Fall
dual zu der Sequenz (7.5.3) ist. Die Exaktheit der Sequenz (7.5.3) in der Mitte und
rechts folgt in diesem Fall wieder aus Proposition 7.3, da N genligend grofl gewihlt
ist und die 2. Voraussetzung gilt. Hieraus folgt die 2. Behauptung. O

Bemerkung 7.6 Die etwas technischen Voraussetzungen in Proposition 7.4 stam-
men daher, daBl wir einerseits sowohl k als auch NV geniigend groB zu wihlen haben.
Es darf aber andererseits & im Vergleich zu N nicht zu grofl werden. Deshalb sind
die Voraussetzungen in Proposition 7.4 so zu interpretieren, dal zunachst k gentigend
groBl gewahlt wird und dann erst V.
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8 Infinitesimale Torelliprobleme

Sei Y eine glatte, projektive Varietdt der Dimension n und £ eine invertierbare Garbe
auf Y. Wir betrachten nun eine Klasse von Uberlagerungen der Varietit Y, die
die zyklischen Uberlagerungen umfasst. Hierbei benutzen wir die Notation aus dem
Abschnitt {iber die Varietit IP(Oy @ £71) auf Seite 28. Auch wenn nach [CDT]
die Infinitesimale Torelli-Eigenschaft zum Beweis der Generischen Torelli-Eigenschaft
nicht mehr nétig ist, geben wir im folgenden einen kurzen Beweis der den Methoden
der anderen Ergebnisse angepasst ist.

Definition 8.1 Wir bezeichnen eine glatte, projektive Varietit Z als eine einfache
Uberlagerung vom Grad N iiber Y beziiglich der invertierbaren Garbe £, falls ein
endlicher, surjektiver Morphismus f: Z — Y vom Grad N und eine Einbettung
1z : Z — L existiert mit der Eigenschaft f = = -iz.

Lemma 8.2 Set Z eine glatte, projektive Varietdt. Folgende Aussagen sind dquiva-
lent:

1. Die Varietit Z ist eine einfache Uberlagerung vom Grad N iber Y beziiglich L.

2. Die Varietdl Z ist isomorph zu der Nullstellenmenge eines Schniites in
HO(L,O(N) @7 LN) .
BEWEIS. Dies folgt unmittelbar aus Lemma 4.10. O

Bemerkung 8.3 Die Bezeichnung einfach fiir die Varietiten in Definition 8.1 riihrt
daher, dafl eine solche Varietit Z mit iz : Z — L sich als

Z = Specep,, (£)

fiir eine lokalfreie Oy-Algebra £ schreiben lafit, wobei die Garbe £ eine besonders

einfache Oy-Algebrastruktur besitzt. Als Oy-Modul ist £ nach 1. in Lemma 4.10

isomorph zu @N5' £L=° . Da : L — Y ein affiner Morphismus ist, folgt aus der durch

Einschrankung der exakten Sequenz (4.10.1) auf die Varietit L gewonnenen Sequenz
0 — 7 LN —0,— 0z —0

durch Anwendung des Funktors 7, die exakte Sequenz
oo i 0o . N-1 )
0— PL—PpLer—Ppei—o. (8.3.1)
t=-N =0 =0
Die Surjektion von Oy-Algebren in (8.3.1)
[ N-1

P — P,

=0 =0
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die somit auf dem Anteil @' L7 C @2, L die Identitét ist, entspricht der Ein-
bettung iz : Z — L . Die Oy-Algebrastruktur auf @' £~ wird deshalb gegeben
durch einen injektiven Oy-Modulhomomorphismus

wobei o = @7 -sx durch Schnitte s, € HO(Y, LV ~*) induziert ist. Hierbei ist die
Multiplikation fiir 7 + 7 < N — 1 definiert durch die natiirliche Abbildung

Lol —LeLi =L
und fiir ¢ + 7 > N — 1 durch

LieLd — L QL i_ygac wi-v-n) £,

EB £

Die natiirlichen Abbildungen (*) und (*+) sind durch & gegeben, wobei bei der Abbil-
dung (%) zu beachten ist, daB die Abbildung (*#) auf den Summanden £~(+i—N-#)
mit 14+ 37— N —k > N —1 durch o induziert ist und sonst die Identitdt ist. Falls
sg =0istfiri=1,...,N — 1 ,soist man in der Situation einer durch s, € H(Y, L")
gegebenen zyklischen Uberlagerung f : Z — Y vom Grad N mit Verzweigungsdivi-
sor {sp =0} .

Theorem 8.4 Sei Y eine glaite, projektive Varietdt der Dimension n und L eine
invertierbare ample Garbe auf Y. Es existiert eine positive ganze Zahl Ny, sodafl fir
eine einfache Uberlagerung f:Z — Y vom Grad N mit N > Ny dber Y beziiglich
L die durch Cupprodukt und Kontraktion induzierte Abbildung

HY(2,Tz) — HOM¢ (H(Z,0%), H'(Z,037")) (8.4.1)
injektiv ist.
Bemerkung 8.5 In Theorem 8.4 erhalten wir die Infinitesimale Torelli-Eigenschaft
tiir den ganzen lokalen Modulraum von Z. Dies legt die Vermutung nahe, dafl anch
die Generische Torelli-Eigenschaft fiir den ganzen Modulraum von 7 gelten sollte und

nicht nur, wie von uns bewiesen wird, fiir die Untervarietit des Modulraumes, deren
Punkte von solchen zyklischen Uberlagerungen herriihren.

BEWEIS VON THEOREM 8.4. Wir gehen zunichst ahnlich wie im Beweis von Propo-
sition 5.7 vor. Aus der dualen Sequenz zu der Normalenbiindelsequenz

0 — Tz — TE|Z — Oz(Z) — 0
erhalten wir fir ¢ > 1 folgende exakte Sequenz von Dachprodukten

0 — Q5 H(2) — L, — 0% — 0.
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Fiir eine lokalfreie Garbe G auf Z und p € IN mit 0 < p < n setzen wir diese Sequenzen
zu dem Komplex (K*,d,) mit

K =5 e 0(i+1)2) @ ¢
fiir ¢ > 0 zusammen. Bis auf die 0-te Stelle ist K* exakt und es gilt
ker dy = Q777 ®G.
Somit sind 2577 ® G und K* als Komplexe quasiisomorph. Es ist
KP=wz@0z(pZ)®G.
Wir definieren a,(G) als Komposition der folgenden natiirlichen Abbildungen :

ap() _
HY (Y, wz @ 0z(pZ)®G) — HP(Y, Q77 ®G)

| I

al(@
BAY, K?[=p])  ——  H(Y,K°)

Hierbei ist @(G) durch die natiirliche Inklusion von Komplexen
KP[-p| = FPK* < K*
induziert. Falls
H* (2,007, ©0z((p-9)2)®¢) =0 firs=0,...,p—1 (8.5.1)
ist, so folgt die Surjektivitit von a,(G) . Denn aus (8.5.1) folgt
H* (2, K7~*"") =0 fir s =0,...,p— 1

und hieraus ergibt sich mit der 2. Spektralsequenz fur die Hyperkohomologie, dafl
H?(Z,K*/FPK*) =0 ist und somit ¢,(G) surjektiv ist. Um die Behauptung zu be-
weisen, geniigt es zu zeigen, daf in dem folgenden kommutativen Diagramm -

H°(Z,wz) ® H™™ (Z,0%) =, H (2,95 @ wz)

id@an_l(oz)T Tan—l (wz)

B (Z,07) ® H (2,07 8 Oz ((n ~ 1)2)) — H° (2,63 ® 05 ((n —1)2))

die Abbildungen (*) und ay_;(wz) surjektiv sind. Denn die Abbildung (#*) ist durch
Anwendung der Serredualitit dual zu der Abbildung (8.4.1). Die Kommutativitit des
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obigen Diagramms folgt aus den im Beweis der Proposition 5.7 benutzten Betrach-
tungen iber Spektralsequenzen. Wir zeigen nun die Surjektivitit der Abbildung
an-1(wz). Es genligt das Kriterium (8.5.1) fiir § = wz zu iberpriifen. Wir zeigen

H (z,n%l-z' ®0Oz((n—1-29)2)@uwz) =0 firs=0,...,n—2. (852)

Wir schranken die (n — s)-te exakte Dachproduktsequenz zu der Sequenz (4.9.2) auf
Z ein und erhalten nach Lemma 4.10 die exakte Sequenz

0— O — 02— f (TR L) — 0 .

Wir tensorieren mit Oz((n — 1 — 3)Z) @ wz . Dies liefert die exakte Sequenz
0 — fﬁ (Q;—a ® [:(n—s)-N-—l ® wy) — (853)
0 ®0z(n-1-92)Qwz — [ (W' RL IV ?Ruy) —0.

Da die Garbe £ ample ist existiert ein Ny > 0, sodaB fiir ¥ > N, und fur alle

s €{0,...,n — 2} unter Verwendung von 1. in Lemma 4.10

He (Z, f- (Q‘;I.;-l ®£(n-3)-N—1 ®w}')) —
N-1
@ Ha+1 (}/’ Q;—s ®£(‘"—8)'N—1—£ ®LU‘Y) = 0 und
i=0

HeH (Z, f- (Q;—a—l ® E(n—a)~N—2 ®wy)) —

N-1

@ Ha+1 (Y, Q?’—-s—l ® C(n—n).N—-2-i ®wy) = 0

=0

sind. Also ist die Bedingung (8.5.2) erfiillt. Hieraus folgt die Surjektivitat der Abbil-
dung an_1(wz) . Fir den Beweis der Surjektivitit der Abbildung (*), betrachten wir
das folgende kommutative Diagramm

H(Z,wz) ® H'(Zywz ® Oz((n = 1)Z))  —— H(Z,u2 @ Oz((n - 1)2))

:uTN_l L

N-1 ) ' N-1
EB Ho(wy ®£N—1-—t) ® @ Hﬁ(wy ®Ln-N—1—J) —_— @ HO(W?, ® ﬁ(n+1)~N—2—k)
i=0 3=0 k=0

Hierbei sind die vertikalen Isomorphismen induziert durch die natiirlichen Isomor-
phismen

HYZ,wz) ~ H°(Z, f"(wy ® LY1))
N-1
~ @HO(U)},@EN—I—:') :

i=0
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H(Z,07 ® 05((n = 1)2)) = HO(Z, f*(wr ® L")
N-1
~ @ Hwy ® L"V7') und
=0
H(Z,0%® 07((n=1)2)) = H(Z[*(w} ® LO+IN2)
~ Aé H°(WE © E(ﬂ-’rl)u’v—?—k) .
k=0

Um die Surjektivitat der Abbildung (*) zu folgern geniigt es zu zeigen, daf fiir
k=0,...,N —1 die Multiplikationsabbildung

HO(Y,QJY ® EN-I*[g‘]) ® HO(Y,WY ® Cn-N—l-(k—[%])) - HO(Y,UJ?} ®£(ﬂ+1)'N—2-k)

surjektiv ist. Da fir k=0,..., N — 1 sowohl

e[y

k
N-1- |2
n-N [ 2]

groBer oder gleich (N —1)/2 ist, folgt nach Lemma 8.6 die Existenz einer positiven
ganzen Zahl Ny, sodaBl fir N > Ny diese Multiplikationsabbildung surjektiv ist. Hier-

aus folgt die Surjektivitit der Abbildung (*) und deshalb schlieBlich die Behauptung
des Theorems. O

als auch

Im Beweis des Theorems 8.4 benétigen wir das folgende Lemma.

Lemma 8.6 (Donagi’s Lemma) Sei Y eine glatte, projektive Varietit der Dimen-
sion n, L eine ample invertierbare Garbe auf Y und &,, & zwei lokalfreie Garben auf

Y. Es existiert eine natirliche Zahl Ny, sodafl fir alle Ny, Ny > Ny die natiirliche
Multiplikationsabbildung

HO(Y,6 ® L) ®¢ H(Y, £ ® LV) — HO(Y,6 @ £ ® LN+M)
surjektiv ist.

BEWEIS. [Grel, Lemma 1.28]
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9 Ein Variationales Torelli-Theorem

In diesem Abschnitt beweisen wir ein variationales Torelli-Theorem fiir zyklische
Uberlagerungen von geniigend hohem Grad. Zu dem im folgenden verwendeten Be-

griff eines IVHS-Isomorphismus von zyklischen Uberlagerungen verweisen wir auf De-
finition 5.4 .

Theorem 8.1 Seien (Y1,L;) und (Ya,L;) zwei durch ample invertierbare Garben
Ly und L, polarisierte glatte projektive Varietiten der Dimension n. Falls N eine
gentgend grofle positive ganze Zahl tst, so gilt fir zyklische Uberlagerungen

ﬂ:Z;—»Y.',

mit i = 1,2 , beziiglich LN = Oy.(X;), wobei X; ein glatter, reduzierter Divisor auf
Y; ist, die folgende variationale Torelli-Eigenschaft : )
Falls es einen IVHS-Isomorphismus von zyklischen Uberlagerungen

IVHS(Z,, f1£1) — TVHS(Zs, f3L2) (9.1.1)
gibt, so ezistiert ein Isomorphismus
o: Y =, Y:

mit 0" Ly = Ly und 0* X; = X, . Somit sind insbesondere (Zy, f1L£1) und (Z,, f3L2)
als polarisierte Varietdten isomorph.

Korollar 9.2 Sei h ein Polynom in einer Verdnderlichen vom Grad n. Falls N eine
gentigend grofle positive ganze Zahl ist, gilt fir jedes Schema S und fiir jede Familie

(92 : 2 — S, Mz) € MJ(S)

die folgende Eigenschaft:
Fir 1 = 1,2 bezeichnen wir zu s; € S die Faser von gz tber s; mit Z; und die

Einschrinkung der Garbe Mz auf Z; mit M;. Falls es einen IVHS-Isomorphismus
von zyklischen Uberlagerungen

IVHS(Z1, M1) —» IVHS(Z,, M) (9.2.1)
gibt, so ezistiert ein Isomorphismus
(Zy, M1) — (22, M)

von polarisierten Varietdten.

BEWEIS VON KOROLLAR 9.2. Sei A’ das durch h(v) = N35! /(v — i) nach Lemma

3.6 eindeutig bestimmte Polynom und (¢': Y — H’, Ly) ein durch Proposition 3.3
gegebenes Hilbertschema zu dem Modulfunktor My mit der universellen Familie
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g': Y — H'. Nach den Eigenschaften des Hilbertschemas und der Definition von
MUY (S) existieren fiir : = 1,2 zwei Punkte p; € H' und glatte, reduzierte Divisoren
X; auf den Fasern Y; von ¢’ iiber p;, soda$ Z; fir : = 1,2 eine zyklische Uberlagerung
fi: Z; — Y; beziiglich £§IY.- ist. Somit kénnen wir Theorem 9.1 anwenden. Da fiir
eine koharente Garbe F auf Y fiir geniigend groBie £ € IN nach [Ha, III. Thm. 8.8.(c)]
gilt

Rg(FeLh)y=0 firi>0, (9.2.2)

folgt die Behauptung aus der Feststellung, dafl sich alle Stellen, an denen wir im
Beweis von Theorem 9.1 die Bedingung, dafl N geniigend grof8 ist, benutzen, auf
endlich viele Verschwindungsbedingungen der Form (9.2.2) reduzieren lassen. O

BEWEIS VON THEOREM 9.1. Wir wihlen ein £ > 0 , sodaB jeweils fiir : = 1,2 die
Garbe wy, ® L¥ sehr ample ist und die Voraussetzungen in Proposition 7.4 erfiillt sind.
Weiterhin setzen wir fir: =1,2 :

Ui = H(Y;,wr: ® L7) ,

T = H(Y,, Tv.(- X)) , T =H{(Y,Tn(-X)® L),

Wi = H'(Y, Q) @ L7V WY = H(Y, Q57 (x) @ L7V+-1)
Die Voraussetzung (9.1.1) liefert Vektorraumisomorphismen

Ul i U2 3
T, =T, , T =18, (9.2.3)

Wi — W, und W/ —o W,

und insbesondere folgenden beiden kommutativen Diagramme, wobei die vertikalen
Abbildungen durch diese Isomorphismen' gegeben werden ( siehe Definition 5.4 ) :

Ui — W

! l

(9.2.4)
Uy @c Ty — W,
und
U1 ®q; Tl’ e Wll
1 l (9.2.5)

Uy ®@c Ty — W;.
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Schritt 1 : Die Konstruktion des Isomorphismuso : Y] — Y,

Wir wenden Proposition 7.4 ( Fall j = 0 ) auf das kommutative Diagramm (9.2.4)
an. Dies liefert uns die folgenden beiden kommutativen Diagramme, in denen die
vertikalen Abbildungen Vektorraumisomorphismen sind :

Uy®c B — T

l l 0.26)
Uy ®c By — T

und
U@ Ci — B

J’ l (9.2.7)
Uy ®¢c Ca — By

Hierbei gibt es nach Proposition 7.4 fiir 7 = 1,2 kanonische Isomorphismen

B; ~ H(Y;,wy! @ LNF) und C; ~ HOY;,wi? ® LY 7). (9.2.8)

Da wir in der Voraussetzung die Zahl NV geniigend groB8 gewéhlt haben, kénnen wir
nach Proposition 6.1 aus dem Kern der linearen Abbildung U; ®¢ C; — B; in Dia-
gramm (9.2.7) fir ¢ = 1, 2 die Einbettungen Y; — P(U;) x IP(C;) rekonstruieren. Aus
(9.2.3) erhalten wir einen Isomorphismus

a: P(U;) x P(Cy) — P(Us) x P(Cy) . (9.2.9)

Das Diagramm (9.2.7) induziert deshalb folgendes kommutative Diagramm :

a

IP(Ul) X IP(CI) —_— ]P(UQ) X IP(CQ)
\ /
g ho— h s (9.2.10)
/ \
P(U;) . P(Us,)

Hierbei sind p; und p; die natiirlichen Projektionen. Der Isomorphismus « ist indu-
ziert durch den entsprechenden Isomorphismus in (9.2.3) . Weiterhin sind die Mor-
phismen ¥; — P(U;) fiir 7 = 1,2 Einbettungen, da wir wy, ® £L* sehr ample gewahlt
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haben. Der Morphismus ¢ , den wir durch Einschrinkung von a in (9.2.9) auf ¥}
erhalten, ist ein Isomorphismus, da die Idealgarben von Y; und Y, unter a ineinander
ibergehen.

Da wy, ® LF fiir ¢ = 1,2 sehr ample ist und fiir N geniigend groB

Hi(Y;,wy!™ @ LY ) =0

fiir 1 <3 < nist, gilt nach [Mu2, Thm. 2], da8 U; ®¢ C; — B; in (9.2.7) surjektiv ist.
Da N geniigend gro8 ist, ist auch w;'.’ @ LY * sehr ample fiir i = 1,2 . Deshalb sind die
natiirlichen Morphismen IP(B;) — P(U;®cC;) und Y; — P(B;) jeweils Einbettungen.
Das Diagramm (9.2.7) induziert das folgende kommutative Diagramm :

a

P(U,) x IP(C)) : P(U;) x P(C5)

N .

PU1®@C) «— YT —— Yy, —— PlhecC)

7 ~N

P(B) - IP(B,)

(9.2.11)

Hierbei ist im obigen Diagramm (9.2.11) der Morphismus
P(U;) x P(C;) = P(U; ®¢ Ci)

fiir z = 1,2 die natiirliche Segreeinbettung. Insbesondere erhalten wir nun, da8} der
Isomorphismus ¢ sowohl durch Einschridnkung von « in (9.2.10) als auch durch Ein-
schrankung von f in (9.2.11) auf Y; gewonnen werden kann. Indem wir die Gleichung
B*Op(s,)(1) = Opg,)(1) auf Y] einschrinken, erhalten wir

o*wy @ LY My =wil @ LY F . (9.2.12)

Schritt 2 : 0*L, = L4

Wir flihren die ganze Konstruktion aus Schritt I unter nochmaliger Anwendung von
Proposition 7.4 ( Fall j = 1 ) nun mit Diagramm (9.2.5) durch. Da in dem Diagramm
(9.2.5) die Vektorraume U, und U, ebenfalls auftreten, erhalten wir insbesondere

otwil @ LY F Y =wil @ LY (9.2.13)
Aus (9.2.12) und (9.2.13) folgt schlieBlich 0" L; = L, .

Schritt 8 : 0* X, = X,

In Schritt 1 haben wir gezeigt, daB die Isomorphismen U; — U; und By — B; in
(9.2.3) als durch ¢ induzierte Isomorphismen betrachtet werden kénnen. Aus (9.2.6)
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erhalten wir nun folgendes kommutative Diagramm :

HO(Y1, L)
A
Uy ®c By — T
| | (9.2.14)
Uy ®@¢ By —— T
~N ]
H(Y;, L) .

Hierbei ist HO(Y;, LN) — T; fiir ¢ = 1,2 in (9.2.14) die natiirliche durch die 2. Fun-
damentalsequenz zu der Garbe LV (siehe Def. 4.5) gegebene Abbildung. Da wir
N geniigend groB gewahlt haben, sind die Abbildungen U; ®¢ B; — H°(Y;,LY) in
(9.2.14) surjektiv. Deshalb erhalten wir fiir die Jacobisysteme

Ty, on = ker{HO(Y;, £V) = T}

einen durch ¢ induzierten Isomorphismus

Jyped = Ty, o - (9.2.15)
Hieraus folgt nach [Grel, S. 153-154] die Gleichung ¢*X, = X; . O
Bemerkung 9.3 Falls H°(Y;, Ty,) = 0 ist, kann man, um die Gleichheit 0" X; = X,

aus (9.2.15) zu folgern, auch folgendermaBen argumentieren. Es folgt mit Hilfe des
exakten kommutativen Diagramms

Oy, O,

L L

Ty, (~-X) — %y, — LV

|| ! l

Ty.-X) — Ty, — LY,

(9.3.1)

in dem die mittlere vertikale bzw. horizontale Sequenz aus der 1. bzw. 2. Fundamen-
talsequenz (siehe 4.2 bzw. 4.5) besteht,daB

Jy‘.'c.g\' =C- 8

ist. Hierbei ist s; € H°(Y;, LY) ein Schnitt mit Nullstellendivisor X;. Somit folgt im
Fall H°(Y;,Ty;) = 0 unmittelbar die Gleichung 6* X, = X .
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10 Ein Variationales Gemischtes Torelli-Theorem

Das Ziel dieses Kapitels ist der Beweis des folgenden Theorems. Hierbei verwenden
wir die Bezeichnungen und Methoden der vorausgegangenen Kapitel.

Theorem 10.1 Seien (Y], L) und (Y, L) zwei durch ample invertierbare Garben
L, und L, polarisierte glatte projektive Varietiten der Dimension n mit sehr ampler
kanonischer Garbe wy, und wy,. Falls N eine geniigend grofle positive ganze Zahl tst
und die durch Cupprodukt induzierte Abbildung

HO(Y;wy,) ®c H™(¥;, 5Y,) — H™(Y;, TV, @ wy,) (10.1.1)

fir i = 1,2 surjektiv ist, so gilt fir Paare von Varietdten (Y;, X)), t = 1,2, wobei X;
ein glatter, reduzierter Divisor aufY; ist mit LY = Oy,(X;), die folgende variationale
Torelli-Eigenschaft :

Falls Isomorphismen

H'(Y, Ty, (- X3) — H'(Ya, Ty, (—X3)

und
Hﬂ_P(}/l’ ’;’1 (X’]-)) ; Hﬂ—P(}/Q, QPYQ (XQ))
firp=20,...,n existieren, und das durch diese Isomorphismen induzierte Diagramm

oo

H'(Y3, Ty, (X)) —— €D HOM (H™?(Y;, 0%, (X)), H7+' (Y, Q7 0x))

p=1

| I

og

H(¥s, Try (- X3) — s @) HOMo (H™~2(Ya, 0, (3), H™7¥! (¥, 9% (1))

p=1
(10.1.2)
kommutativ ist, so ezistiert ein Isomorphismus

7Y, — Y,

mit o* LY = LV und 0" X3 = X, . Insbesondere erhilt man somit, daff die offenen
Varietiten Uy = Y, — X; und Uz = Y, — X3 isomorph sind.

Sei Y eine glatte, projektive Varietat der Dimension n und £ eine invertierbare Garbe
auf Y. Weiterhin sei fiir eine natiirliche Zahl N ein Schnitt s € H°(Y, LN) mit glat-
tem, reduzierten Nullstellendivisor X = {s = 0} gegeben.

Bemerkung 10.2 Falls fiir die Varietdt Y der Infinitesimale Torelli fiir die n-Formen
gilt, d.h. die Abbildung

H'Y,Ty) — HOMg (H°(Y,Q3), H'(Y,057)) (10.2.1)
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ist injektiv, und es gilt
oY)=H'(Y,0r)=0,
so ist die Abbildung
HO(Y,wy) ®c H* (Y, EY) — H*7(Y, I} @ wr)

surjektiv. Somit ist fiir solche Varietdten die Voraussetzung (10.1.1) in Theorem 10.1
erfiillt. Dies ergibt sich aus dem folgenden durch die 1. Fundamentalsequenz (4.2.1)
und das Cupprodukt von Garben induzierten exakten kommutativen Diagramm

H(Y,wy) @c H*Y(Y,0y) —  H™ ' (Y,wy)

I I

(:ti)
HO(Y,wy) ®¢ H*'(Y,Zy) — H" (Y, ZY Quy)

1 T

HO(Y, wy) 86 H (Y, Q) —s B™1(Y, 0 @ wy) .

Denn die Gleichung
H™(Y,wy) = (H'(Y, Op))¥ = 0
impliziert die Surjektivitit der Abbildung (**) und die Injektivitdt von (10.2.1) ist

per Serredualitit dquivalent zur Surjektivitat von (x). Also ist die Abbildung (* * *)
surjektiv.

Nun stellen wir die zum Beweis des Theorems 10.1 nétigen Hilfsergebnisse zusammen.
Wir bezeichnen mit £, die durch die natiirliche Dachproduktabbildung von Garben

Ty (- X)®" — ATy (-X) ~wi' @ LN
induzierte Cupprodukt-Abbildung

HY(Y, Ty (= X))® 25 Hn(Y,w5' ® L) .

Indem wir in (1.6.1) die Abbildungen
6109 og . 61209, 6’1105'

n ¥n=1r""

iterieren ( vgl. [CGGH, 2.] ), erhalten wir die Abbildung

o,
H'(Y, Ty (- X))®" — HOMg (H°(Y,wy ® L), H*(Y, Oy)) . (10.2.2)
Lemma 10.3 Das folgende Diagramm ist kommutativ

H\(Y, Ty (=x))en -2 H (Y, w5 @ £-N)

LN |e (10.3.1)
HOMq (HO(Y,wy ® LN), H(Y,0)) .

Hierbei bezeichnet p die natirliche durch Cupprodukt von Garben induzierte Abbil-
dung.
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BEWEIS. Fir Oy-Moduln F und G auf Y ist das natiirliche Diagramm
F ®c & —— F Qoy A"G

! |

F ®¢ A*G —— F ®oy A"G

kommutativ. Hierbei sind die Abbildungen auf der Garbe F jeweils die Identitit.
Fir F = wy ® LY und G = Ty (—X) folgt hieraus die Kommutativitit des folgenden
natiirlichen Diagramms

H(Y,wy ® LY) ®¢ H'(Y, Ty (- X))®" —— H"(Y,0y)

l |

HO(Y,wy ® L) ®¢ H*(Y,w™' ® LV) —— H™(Y,Oy)

Somit folgt die Behauptung O

Indem wir mit den durch die Serredualitit induzierten Isomorphismen
HMY,wy' @ L7V) = H(Y,w} ® LV)Y
und
HOMg (HO(Y,wy ® LV), H*(Y, Oy)) = (H(Y,wy ® LN) @c H(Y,wy))

komponieren, erhalten wir aus Diagramm (10.3.1) das folgende kommutative Dia-
gramm

H(Y, Ty (~X))8n —s HO(Y, w2 @ LN)Y

N 1u: (10.3.2)
(Ho(Y,wy ® LY) ®c HO(Y,wy))

Hierbei ergibt sich nach Konstruktion, daB die rechte vertikale Abbildung die trans-
ponierte Abbildung zu der natirlichen Multiplikationsabbildung

HO(Y,wy ® LV) @ H(Y,wy) — HO(Y,w} @ LV)

ist. Die im folgenden betrachteten Jacobisysteme Jr fiir eine koharente Garbe F auf
Y beziehen sich auf die 2. Fundamentalsequenz (4.5.1) zum Schnitt s € H°(Y, LV).

Lemma 10.4 Falls N geniigend grof ist, so gilt

im 8 = (HO(Y’“"Q’ ® EN)) . (10.4.1)

J@@LN
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BEWEIS. Das folgende natiirliche Diagramm

H'(Y, Ty - X)®" — H™Y,wi' ® L)

(“)I T‘J»’n(w;l®ﬁ_N)
(«)
HOY,LVYer  ——  HO(Y, L)

ist kommutativ. Die Abbildung ¥,(w™! ® £~V) ist die in Proposition 5.7 definierte,
die Abbildung (#x) ist durch die 2. Fundamentalsequenz induziert und (*) ist durch
Multiplikation von Schnitten gegeben. Die Existenz und die Kommutativitdt des
obigen Diagramms folgt wie in Proposition 5.7. Da fiir genfigend grofles N die Ko-
homologiegruppe

et (Y, An—-aE\}J, ® LN (n—2-1) ® w‘-ll) =0

ist fir s = 0,...,n — 2, erhalten wir aus dem Beweis der Proposition 5.7
im Yn(wy’ @ L) = im {H""(Y, 2% () ®wi') — HY(Y,wp' @ £-N)} .

Hierbei ist @ durch die mit der Garbe wy' ® L~V tensorierten dualen Sequenz zur
2. Fundamentalsequenz (4.5.1)

0 —wi'@LN - Ty Quwy! —m R X)Quwy' — 0

induziert. Also gilt
imB = ker{H"(Y,wy' ® L7N) — H"(Y,ZY ®w™)}
~ coker {HO(Y, Ly @uwi) — H(Y,w? ® EN)}V

_ (BPreiech))
J%@CN '

(10.4.2)

Da nach Donagi’s Lemma 8.6, welches fiir sich unmittelbar auf den Fall mehrfacher
Tensorprodukte {ibertragt, die Abbildung (*) fiir geniigend grofies N surjektiv ist,
erhalten wir die Behauptung. O

Die Komposition der Multiplikationsabbildung g und der natiirlichen Quotientenab-

bildung, wobei wir den Quotienten beziiglich des zugehorigen Jacobisystems bilden,
bezeichnen wir mit =

H(Y,w} ® LV)

HO(Y, N HO(Y, i
(Vior © £V) @o HO(Vy) = TG 28

Aus dem Diagramm (10.3.2) und Lemma 10.4 folgt somit fiir geniigend grofies N

ker @' = ker 7 . (10.4.3)
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Lemma 10.5 Falls N geniigend groff und wy ample und basispunktfrei ist, gilt

H(Y,w} © LV)
J@@LN

¢
Juyacn = ker {HO(Y,W ® LYY — H(Y,wy ) ®¢ } . (10.5.1)

Hierbei ist die Abbildung ¢ durch 7 induziert.
BEWEIS. Da das Bild der Abbildung der Multiplikationsabbildung
Juyecn ®c H(Y,wy) — H(Y,wl ® LV)

in Jagcn liegt, gilt
Juyecy Cker ¢ .

Deshalb geniigt es zu zeigen, daB die durch ¢ induzierte Abbildung

H(Ywy ® L") ?, 1o Vg L Y,wy ® LY)
JovoLN — H(Y,wy)¥ @c T ecn

injektiv ist. Wir betrachten hierzu das folgende kommutative Diagramm

0 2 MY & 0 Ny\ VY
HOY, wy) @6 (H (Y} 8 L )) , (H Yoy ® L ))

Ja ey wy®LN

1 T

HO(Y, LN" Ho(Y,wy ® L)
0 y
H(Y,wy) ®c —(TJ—JW ) )

HOYywy) ® HOY, £V —1y HO(Y,wy @ £V7) .

Hierbei sind die beiden unteren vertikalen Abbildungen durch Quotientenbildung in-
duziert. Die beiden oberen vertikalen Abbildungen sind durch die Abbildung a im
Beweis der Macaulay-Dualitat 5.13 fur a = Nn und € = Oy bzw. £ = wy gegeben.
Die beiden unteren horizontalen Abbildungen sind durch Cupprodukt induziert. Da
wy nach Voraussetzung ample und basispunktfrei und fir N geniigend gro8

H{(Y, LM @uwy') =0

ist firr ¢ > 1, gilt nach [Mu2, Thm. 2|, daB§ die Abbildung (*) surjektiv ist. Aus dem
Beweis der Macaulay-Dualitit in Proposition 5.13 erhalten wir fiir £ = wy, a = Nn
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und geniigend grofes N, daB die Abbildung (**) surjektiv ist, da die Verschwin-
dungsbedingungen in der 2. Voraussetzung von Proposmon 5.13 erfullt sind. Zu-
sammenfassend erhalten wir, da die Abbildung ¢ surjektiv ist. Hieraus folgt die
Behauptung. O

Wir bezeichnen mit ¥ die durch = induzierte Abbildung

H(Yuy ®LY) 7  H(Y,w} L)

0
H (Y,wy) Be JwyacN Jw’,,@LN

Lemma 10.6 Set N gentigend grofi und die durch Cupprodukt induzierte Abbildung
HO(Y,wy) @ H™(Y,5¥) — H™ (Y, 5} ® wy) (10.6.1)

surjektiv. Dann ist der Symmetrizervektorraum B(T) kanonisch isomorph zu

HO(.}ZZNEN)

und die Symmetrizerabbildung T = s(T) ist

H°(Y £ P H Yy ® LZN)
L‘.

HO(Y,wy) K Jwy®£N

BEWEIS. Die Behauptung folgt unmittelbar durch Anwendung des Verallgemeinerten
Symmetrizerlemmas in [Grel, Thm. 2.21]. Wir geben zur Bequemlichkeit des Le-
sers einen Beweis in der Notation von Proposition 5.13 an. Zunichst bemerken wir,
daB fir N geniigend groB das Jacobisystem J,, verschwindet, wie man mit Hilfe der
1. Fundamentalsequenz sieht. Der Grund fir die Forderung nach der Surjektivitat
der Abbildung (10.6.1) ist, daB, obwohl N geniigend groB ist, die 2. Verschwindungs-
bedingung der Macaulay-Dualitat in Proposition 5.13 fir ¢g=1, a=1 und £ = w}
mit 7 =0,1,2 nicht erfiillt zu sein braucht. Fir genfigend groBles N besagt die
Macaulay-Dualitat in diesem Fall

HO(Y,wy) o (HO(}J ®w))

wyl®w
und v
H(Y,E@ LN) | HYY,EY QLN @uw)
EQLN T \Jevee-vo + AV (Y, 2V ® £Y @ wy)

fir £ = w} mit r =0,1,2. Es geniigt fiir den Beweis der Behauptung die Exaktheit
der folgenden Sequenz in der Mitte und rechts
HY,wi? @ LV Quw)
Jw;’ec-b’@w +im H* (Y, 2} @ wit)
H(Y,wy' ® LN w)
Juzipr-Ngy T im H™ (Y, ZY)
HY, L™V @w)
Jo-ngo +im H Y Y, I} @ wy)

A2 HO(Y’W) Q¢

H(Y,wy) ®¢ (10.6.2)

— 0
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zu zeigen. Hierzu laBt sich die Argumentation in Proposition 7.3 unmittelbar ibertra-
gen unter Beriicksichtigung der Surjektivitit der Abbildung (10.6.1). Hieraus folgt
die Behauptung. O

Lemma 10.7 Sei N genigend grofi und wy sehr ample. Dann gilt

1. Der Symmetrizervektorraum B(T,) ist kanonisch isomorph zu
HO(Y,wy' ® LV)

und die Symmetrizerabbildung T, = s(7) ist

_ 7 HOY, L.V
HO(Y,wy) @ HO(Y,wi' @ £¥) T ZEGE)

2. Der Symmetrizervektorraum B(T,) ist kanonisch isomorph zu
H(YY,wy® ® LV)

und die Symmetrizerabbildung 75 = s(7;) ist

HOY, wy) @ HO(Y,wi? @ £V) 25 HOY,w3! @ £V) .
BEWEIS. Da wy sehr ample ist, folgt aus
H(Y,wy") = HYY, Ty @uwy") =0,

far r = 1,2 dafl die Jacobisysteme Jw;:®£N und Jw;’scN verschwinden. Aus [Grel,
Cor. 2.34] folgen nun beide Behauptungen. Es ist zu beachten, daf in der Notation
von Green die invertierbare Garbe L unserem £V entspricht. Fiir m = 1 bzw. m = 2
liefert [Grel, Cor. 2.34] die 1. Behauptung bzw. 2. Behauptung. O

BEWEIS DES THEOREM 10.1. Der Beweis verlauft analog zum Beweis von Theorem
9.1. Da wir N geniigend gro gewshlt haben, ist die invertiebare Garbe wj, ® LY fiir
r=1,2 und ¢ = 0,1 sehr ample. Wir setzen fir:=1,2:

Ut' = HO(}/”wY.) ’

H(Y:, L)
Jc;N

Bi = HY,w5'@LY),

Ci = H'Y,wi?®LY).
(10.7.1)

78



Nach den Resultaten in den Lemmata 10.3, 10.4, 10.5, 10.6 und 10.7 erhalten wir
zwei kommutative Diagramme

U@ B — Ih

| 1L (1072
U, ® By — T,

und
U@c Ci — B

| [

(10.7.3)
U2®@c C: — By,

in denen die vertikalen Abbildungen Isomorphismen sind. Die Argumentation verlduft
nun wie in Schritt 1 und Schritl 8 des Beweises von Theorem 9.1. Hierbei ist zu
beachten, daB Schritt 2 entfillt. Deshalb kénnen wir im Gegensatz zu Theorem 9.1
nur folgern, daB o*£Y = L¥. Bei der Argumentation analog zu Schritt 8 im Beweis
des Theorems 9.1 ist hier zu beachten, da die Abbildung

H(Y;, L)) — T

fir : = 1,2 in diesem Fall die Quotientenabbildung ist. [0
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