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Einleitung

Hodgetheorie kann man als eine Linearisierung von Problemen der komplexen alge
braischen Geometrie auffassen. Das Problem der Klassifikation von Varietäten bis auf
Isomorphie ( Moduliproblem ) wird durch diese Linearisierung im wesentlichen zu der
Frage, ob es möglich ist, komplexe Strukturen einer Varietät auf dem Niveau der Ko
homologie zu unterscheiden ( Torelliproblem ). Daß dies im Fall der Kurven möglich
ist, ist eines der Hauptresultate der klassischen Hodgetheorie: das Tore1litheorem
für Kurven besagt, daß eine glatte Kurve durch ihre Jacobi-Varietät mit der durch
den Thetadivisor gegebenen Polarisierung bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist
( siehe z.B. [ACGJ, VI, §3] ).

Im allgemeinen wird der Zusammenhang zwischen der Theorie der Moduli und
der Hodgetheorie durch die von Griffiths in [Gril] und [Gri2] eingeführten Perioden
abbildungen gegeben. Anders als im Fall der Kurven sind diese Abbildungen für
viele Klassen höherdimensionaler Mannigfaltigkeiten nicht injektiv. Bei der Unter
suchung der Periodenabbildungen für polarisierte komplexe glatte Varietäten spielen
zwei Fragestellungen eine wichtige Rolle: zum einen die Endlichkeit der Periodenab
bildung ( Infinitesimales Torelliproblem ) und zum anderen die generische Injektivität
der Periodenabbildung ( Generisches Torelliproblem ).

Das Infinitesimale Torelliproblem läßt sich nach [Gri2] auf ein multiplikatives Pro
blem in der Kohomologie zurückführen. Bei der Behandlung dieses Problems hat
einerseits die Betrachtung der Kohomologie gewisser Koszulkomplexe in [LPW] und
[Gre2] und andererseits eine in [Grel] und [Fl] benutzte Spektralsequenz-Methode,
die im wesentlichen eine Verallgemeinerung der Griffiths'schen Rationalen Differen
tialformen in [Gri4] ( vgl. [De3, 9.2] ) ist, zu Resultaten geführt. Vvir bezeichnen
eine in den Totalraum eines Geradenbündels einbettbare glatte projektive Varietät
als eine einfache Überlagerung ( siehe Definition 8.1 ). Die einfachen Überlagerun
gen sind eine Klasse von Varietäten, die die zyklischen Überlagerungen umfassen. In
Theorem 8.4 lösen wir das infinitesimale Torelliproblem für eine einfache Überlage
rung von genügend hohem Grad bezüglich einer amplen Garbe ( d.h. für eine mit
genügend hohem Grad in den Totalraum eines amplen Geradenbündels einbettbare
Varietät) unter Verwendung der Spektralsequenzmethode von Green und Flenner.

Im Spezialfall, daß die ample Garbe die kanonische Garbe ist, wurden in (Vie4J
ä.hnliche Aussagen benutzt, um Positivitätssätze für direkte Bilder von Potenzen dua
lisierender Garben herzuleiten. Der Umstand, daß der Positivitätssatz für Potenzen
dualisierender Garben besser ist als für die dualisierende Garbe selbst, legt es nahe
zu erwarten, daß die Hodgestruktur zyklischer Überlagerungen viel mehr Information
enthält als die Hodgestruktur der Varietät.

Die Hauptschwierigkeit, um zu globalen Aussagen über Periodenabbildungen zu
gelangen, liegt in der Tatsache, daß es keine natürliche geometrische Interpretation für
Hodgestrukturen vom Gewicht größer oder gleich zwei gibt ( siehe [CGGH, O.(a)] ).
Aus diesem Grunde betrachten Carlson und Griffiths [CG) nicht nur die Hodgestruk
tur einer Varietät, sondern zugleich das Differential der Periodenabbildung. Sie for-



malisieren ihre Methode im Begriff der Infinitesimalen Variation von Hodgestrukturen
( in abgekürzter Notation IVHS ). Diese zusätzliche infinitesimale Information erlaubt
es ihnen, eine positive Antwort für das Generische ToreIliproblem bei kubischen Hy
perflächen im IP3m+1 zu finden. Dieser Ansatz wurde von Donagi [Dol] verfeinert und
brachte vor allem durch Donagi's Symmetrizertechnik die Lösung des Generischen
Torelliproblems für fast alle Hyperflächen im IPn

. Die Methode der IVHS zusammen
mit der Symmetrizertechnik wurde in [Grel], [DT], [Sal] und [Sa2] verwendet UD1

bei weiteren Klassen von Varietäten Resultate beim Generischen Torelliproblem zu
erzielen.

Im allgemeinen reicht jedoch auch die Infinitesimale Variation der Hodgestruktur
nicht aus um die Varietäten zu beschreiben. Unser Ergebnis ( Hauptresultat 1 und
2 in Kapitell) besagt jedoch auch hier, daß die gewünschten Torellisätze für zykli
sche Überlagerungen von genügend hohem Grad gelten. Wieder basiert der Beweis
auf der Beobachtung, daß zyklische Überlagerungen in bezug auf die zugehörigen
Basisvarietäten einer Hodgetheorie mit vertwisteten Koeffizienten entsprechen und
daß durch das Rechnen mit vertwisteten Koeffizienten mehr Information über die
geometrische Struktur zurückgewonnen werden kann als mit den üblichen Methoden.

Grundlegend für unsere Arbeit war die Green'sche Verallgemeinerung [Grel] der
Methoden von Carlson, Griffiths und Donagi und der in [DG] gefundene Zugang zur
Syrnmetrizertechnik mit Hilfe der Koszulkohomologie. Durch Verwendung dieser Me
thoden in Zusammenhang mit unserem I(l,l)-Kriterium in Proposition 6.1 erzielen
wir als technisches Hauptresultat in 9.1 ein variationales Torelli-Theorem für glatte,
zyklische Überlagerungen von genügend hohem Grad verzweigt entlang eines amplen
glatten Divisors. Dies liefert eine Aussage über die Periodenabbildung solcher zykli
scher Überlagerungen: die Lösung des Generischen Torelliproblems für die Unter
varietät des zugehörigen Modulraumes, deren Punkte von entsprechenden zyklischen
Überlagerungen herrühren ( siehe Kapitell).

Als eine weitere Anwendung dieser Methoden und des I(l,ltKriteriums beweisen
wir im letzten Kapitel ein variationales gemischtes Torelli-Theorem. Die Aussage
in Theorem 10.1 ist im wesentlichen, daß auf einer glatten projektiven Varietät der
Dimension n mit sehr ampler kanonischer Garbe eine offene Untervarietät, die Kom
plement eines genügend positiven Divisors ist, durch ihre gemischte IVHS bis auf
IsoITIorphie eindeutig bestimmt ist, falls eine gewisse technische Voraussetzung gilt.
Diese technische Voraussetzung ist erfüllt, wenn z.B. für die zugrundeliegende Va
rietät die Irregularität verschwindet und der Infinitesimale ToreiE für die n-Formen
gilt.

Diese Arbeit enstand unter der Leitung von Herrn Prof. F. Hirzebruch und Herrn
Prof. E. Viehweg. Zu Beginn arbeitete ich am Max-Planck-Institut für Mathematik in
Bonn, später als Assistent an der Universität-GH Essen. Das Jahr der Algebraischen
Geometrie 1987/88 am MPI für Mathematik gab mir die Möglichkeit zur Einarbeitung
in die Hodgetheorie und zu Gesprächen mit den anwesenden Mathematikern. Für ihre
Anregungen möchte ich Prof. R. Donagi, Dr. M.H. Saito, Dr. K. Timmerscheidt und
Prof. S. Usui danken. Herrn Prof. F. Hirzebruch, der mich schon als Diplomand
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betreut hat, danke ich für sein Interesse, seine Unterstützung und dafür, daß ich die
hervorragenden Arbeitsmöglichkeiten am Max-Planck-Institut in Anspruch nehmen
konnte.

Ganz besonders aber will ich Prof. E. Viehweg danken, der mir nicht nur das
interessante und ergiebige Thema dieser Arbeit gestellt und sie betreut hat, sondern
auch durch zahllose Gespräche, Hinweise und Ermutigungen das Gelingen der Arbeit
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1 Notation und Diskussion der Hauptresultate

Alle Varietäten und Schemata werden bei uns immer als über den komplexen Zahlen
<V definiert vorausgesetzt. Die von uns benutzte Notation ist die übliche und stimmt
weitgehend mit der von [Ha] überein.

Definition 1.1 Ein Paar (Y,.c) heißt polarisierte Varietät, wenn Y eine glatte, pro
jektive Varietät und .c eine ample, invertierbare Garbe auf Y ist. Wir bezeich
nen zwei polarisierte Varietäten (Y,.c) und (Y', .c') als isomorph, falls es einen Iso
morphismus T : Y ~ Y' gibt, sodaß die Klasse [.c] von .c in der Neronseverigruppe
N S(Y) = DIV(Y)/(numerische Äquivalenz) mit der Klasse [7* ,c'] übereinstimmt.

Definition 1.2 Wir bezeichnen einen Morphismus

g:Y--+S

als eine glatte Familie von polarisierten Varietäten der Dimension n bezüglich einer
relativ amplen Garbe .cy auf Y, falls folgende beiden Eigenschaften erfüllt sind:

1. Y und S sind zusammenhängende Varietäten.

2. Der Morphismus 9 ist glatt, eigentlich und besitzt zusammenhängende Fasern
Y6 = g-I(S) der Dimension n.

Wir fassen die Fasern Y6' 8 E S, als durch die relativ ample Garbe .cy auf Y polari
sierte Varietäten auf.

Sei 9 : Y~ S eine glatte Familie von polarisierten Varietäten der Dimension n über
einem glatten Schema S. Die n-te primitive Kohomologie der Fasern dieser Familie
gibt Anlaß zu einer Polarisierten Variation von Hodgestrukturen (Voz,:Fe

, Q) vom
Gewicht n über S mit zugrundeliegender lokalkonstanter Garbe V z = (Rn 9*7l.y )0
und somit zu einer holomorphen Periodenabbildung

'Pr : S --+ r \ D ,

wobei r \ D der zugehörige Periodenbereich ist (siehe hierzu Beispiel 2.5 und Defini
tion 2.6 ).

Wir bezeichnen mit:::::::: die auf S durch Isomorphie von polarisierten Varietäten
gegebene Äquivalenzrelation. Ideal wäre es nun aus der Gleichheit zweier Perioden
punkte PI = e,or(sd und P2 = 'Pr(s2) folgern zu können, daß die Fasern Y61 und Y6~

von 9 über SI und 82 als polarisierte Varietäten isomorph sind. Man strebt also die
Injektivität der auf dem mengentheoretischen Quotienten Sol:::::::: durch 'Pr induzierten
Abbildung

epr : Sol:::::::: --+ r \ D

an. Dies ist die gewünschte globale Torelliaussage für die Familie 9 : Y -4 S. Unter
Zuhilfenahme des Differentials der Periodenabbildung läßt sich dieses Problem mit
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der von Carlson und Griffiths [CG] vorgeschlagenen Vorgehensweise in Angriff neh
men. Hierbei muß man aber in Kauf nehmen, daß sich nur ein schwächeres Ergebnis
folgern läßt: man erhält die angestrebte globale Torelliaussage nur für ein offenes
dichtes Unterschema von S. Der Grund für das Gelingen dieses Ansatzes von Carlson
und Griffiths liegt darin, daß die IVHS einer Faser Y" über einem Punkt sES ( dies
ist im wesentlichen das Differential von c.pr in dem Punkt s ) viel mehr geolnetrische
Information über die polariserte Varietät Y" enthält als nur die polarisierte Hodge
struktur von Y" alleine.

Infinitesimales Torelliproblem

Das Infinitesimale ToreIliproblem ist die Frage nach der Injektivität des Differen
tials einer Periodenabbildung bis auf die Äquivalenzrelation ::::::: ( neben der in der
Einleitung zitierten Literatur siehe auch [Ca], [PeI], [Pe2]' [UsI], [Us2], [Kn], [Re],
[We] ). Sei (Y,.c) eine polarisierte Varietät. Nach [Gri2] läßt sich das Infinitesimale
Torelliproblem für (Y,.c) als eine kohomologische Bedingung formulieren.

Definition 1.3 ( Infinitesimale Torelli-Eigenschaft für Gewicht n ) Die pola
risierte Varietät (Y,..c) erfüllt die Infinitesimale Torelli-Eigenschaft, falls die natürliche
durch Cupprodukt und Kontraktion von Garben gegebene Abbildung

S=ffin 1 Sp n
Hci(Y, Ty ) p. I EB HOM~ (H;-P(Y,!ly), H~-P+I(y,!lV-I))

p=l

injektiv ist.

(1.3.1)

Hierbei ist HJ(Y, Ty ) C H 1(y, Ty ) die Menge der infinitesimalen Deformationen von
Y, die die durch ..c gegebene Polarisierung auf Y respektieren. Weiterhin bezeichnen
wir für p = 0, ... ,n mit H;-P(Y,!lV) den primitiven Anteil der Kohomologiegruppe
Hn-p(Y,!lV) ( siehe Definition 2.7 und Theorem 2.9 ). Diese kohomologische Bedin
gung in Definition 1.3 läßt sich folgendermaßen geometrisch interpretieren. Falls Y die
Faser von 9 über einem Punkt sES, die Garbe ..c die Einschränkung der relativ am
plen Garbe..cy auf Y ist und die Kodaira-Spencer Abbildung p" : T,,(S) ---+ H I (Y, Ty )

injektiv ist, so gilt die folgende Implikation

Inf. Torelli-Eigenschaft
für (Y,..c) erfüllt.

Das Differential der Periodenabbildung
dc.pr ist im Punkt sES injektiv.

Falls S ein lokaler Modulraum für die Varietät Y ist, so gilt die Injektivität der
Kodaira-Spencer Abbildung: wenn 9 : (Y, Y) ~ (S, s) eine Kuranishi-Familie (siehe
z.B. [Se, §2] oder [PS, (7.6)] ) für die Varietät Y ist, so ist p" bijektiv. Dies ist im
Endeffekt der Fall, für den man sich bei der lokalen Untersuchung von Periodenab
bildungen interessiert.
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Um die Injektivität von S zu folgern, genügt es zu zeigen, daß die Abbildung

injektiv ist ( Infinitesimaler Torelli für n-Formen). Falls die kanonische Garbe Wy

von Y genügend viele Schnitte besitzt, so ist die Injektivität des Anteil Sn der Ab
bildung 0 gut zu kontrollieren. Unser Resultat in Theorem 8.4 zum Infinitesimalen
Torelliproblem für einfache Überlagerungen ( siehe Definition 8.1 ) ist die folgende
Aussage:

Infinitesimaler Torelli für einfache Überlagerungen
Für eine einfache Überlagerung von genügenq hohem Grad
bezüglich einer amplen invertierbaren Garbe ist die Abbildung
Sn injektiv.

Hierbei ist zu bemerken, daß diese Aussage wohl im wesentlichen als bekannt anzu
sehen ist. In [Grel, Thm. 0.1] wird für genügend ample glatte Divisoren die Infini
tesimale Torelli-Eigenschaft bewiesen. Ähnliche Fragestellungen werden in [FI] und
[We] behandelt. Man kann zwar das Green'sche Resultat nicht unmittelbar auf eine
einfache Überlagerung anwenden, indem man die einfache Überlagerung als Divisor in
dem zugehörigen projektiven Bündel auffasst ( siehe Definition Lemma 8.2 ), da die
ser Divisor nicht ample ist, aber derselbe Beweisansatz ( Spektralsequenzll1ethode )
führt schließlich zum Ziel. vVir formulieren den Beweis von Theorem 8.4 mit Hilfe
der Terminologie der Hyperkohomologie von Komplexen. Da jede zyklische Überlage
rung eine einfache Überlagerung ist, erhält man aus obigem Resultat für die einfachen
Überlagerungen als Korollar ein Ergebnis von Griffiths in [Gri5], welches besagt, daß
für zyklische Überlagerungen von genügend hohem Grad verzweigt entlang eines affi
plen glatten Divisors die Infinitesimale Torelli-Eigenschaft erfüllt ist. Dies ist der
Ausgangspunkt für die Untersuchung des Generischen Torelliproblems für zyklische
Überlagerungen.

Generisches Torelliproblem

Beim Generischen Torelliproblem stellt man sich die Frage, ob die Periodenabbil
dung <Pr modulo der durch Isomorphie von polarisierten Varietäten auf S gegebenen
Äquivalenzrelation :::::: generisch injektiv ist. Wir betrachten hierzu die auf der Quo
tientenmenge Sol:::::: durch )Or induzierte Abbildung. Das Generische Torelliproblen1
formulieren wir nun folgendermaßen.

Definition 1.4 Die Familie 9 : Y~ S erfüllt für die Gruppe r die Generische
Torelli~Eigenschaft, falls für eine Zariski-offene Menge So E S die auf dem mengen
theoretischen Quotienten Sol:::::: durch <Pr induzierte Abbildung

<Pr : Sol:::::: ~ r \ D

injektiv ist.
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Bemerkung 1.5 Wir bezeichnen mit 1t"0 die natürliche Quotientenabbildung

7ro : So ---+- So/';::j .

Da nach [Gro1, IV-Vn die Relation ';::j eine konstruierbare Äquivalenzrelation auf S ist,
kann man So C S so wählen, daß So und So/';::j glatte Varietäten sind, die Abbildung
7ro ein glatter Morphismus ist und ',Or die Struktur einer holomorphen Abbildung erbt
( [CDT, Thm.in §2 und §3 ] ).

Nach einem Resultat von Cox, Donagi und Tu {CDT] genügt es die sogenannte Varia
tionale Torelli-Eigenschaft zu überprüfen um die Generische Torelli-Eigenschaft für
die Familie 9 : Y ---+- 8 zu folgern. Danach kann man die bei früheren Arbeiten ( z.B.
[CG], (CGGH], [Dol], (PS], [Sal] ) notwendigen Hilfsvoraussetzungen, wie zum Bei
spiel die Darstellbarkeit von So/';::j durch ein grobes Modulschema, die Existenz eines
regulären Wertes der Periodenabbildung und sogar die Überprüfung der Infinitesima
len Torelli-Eigenschaft über 80 vernachlässigen.

Definition 1.6 Die Familie 9 : Y ---+- S erfüllt die Variation ale Torelli-Eigenschaft

bezüglich der Äquivalenzrelation ';::j, falls die folgende Eigenschaft gilt :

Für alle s E So bestimmt der algebraische Anteil der durch 9 über s indu
zierten IVHS die Isomorphieklasse der polarisierten Varietät Y" eindeutig
(siehe Definition 2.11 und 2.14).

Nach (CDT, Thm. in §3] gilt die Implikation

Variationale Torelli-Eigenschaft~ Generisehe Toreil i-Eigenschaft .

Hierzu sind zwei Dinge zu bemerken. Zum einen bleibt diese Implikation auch dann
richtig, wenn die Variationale Torelli-Eigenschaft nur generisch auf S erfüllt ist und
zum anderen folgt aus der Variationalen Torelli-Eigenschaft die Generische Torelli
Eigenschaft sogar für jede diskrete Untergruppe r von GR, die die Monodromiegruppe
enthält. Die Umkehrung der obigen Implikation ist falsch: in [CD] liefern reguläre
elliptische Flächen mit einem Schnitt ein Gegenbeispiel. In Theorem 9.1 formulieren
wir unser Variationales Torelli-Resultat :

Hauptresultat 1
Sei (Y,'c) eine polarisierte Varietät. Falls N eine genügend große po
sitive ganze Zahl ist, so gilt für eine zyklische Überlagerung f : Z ---+- Y
bezüglich ,CN = Oy(X), wobei X ein glatter, reduzierter Divisor auf Y ist,
daß die polarisierte Varietät (Z, j*1:.) eindeutig durch den algebraischen
Anteil ihrer IVHS bestimmt ist.

Abgesehen von der technischen Voraussetzung, daß wir den Grad der Überlagerung
genügend groß wählen müssen, ist die entscheidende Voraussetzung, daß wir Infini
tesimale Variationen von Hodgestrukturen zusammen mit einer festen Operation der
Galoisgruppe betrachten und alle Isomorphismen diese Operation respektieren ( siehe
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Definition 5.4). Da der Modulfunktor zyklischer Überlagerungen Mf beschränkt ist,
liefert Korollar 9.2 nun, daß für Familien solcher zyklischer Überlagerungen die Va
riationale Torelli-Eigenschaft erfüllt ist ( siehe Definition 3.5 und Lemma 3.8 ).

Variationale Torelli-Eigenschaft für zyklische Überlagerungen
Sei h ein Polynom in einer Veränderlichen vom Grad n. Falls N eine
genügend große Zahl ist, so gilt für jedes glatte Schema S und für jede
Familie

(gZ : Z ---+ S, Mz) E Mf (S)

die Variationale Torelli-Eigenschaft.

Somit gilt also insbesondere auch die Generische Torelli-Eigenschaft für solche Fami
lien. Für das zugehörige Hilbertschema läßt sich der schwache globale Torelli jetzt so
ausdrücken ( siehe Definition 3.10 und Bemerkung 3.13 ).

Hauptresultat 2
Sei h ein Polynom in einer Veränderlichen vom Grad n und N eine genügend
große positive Zahl. Sei (9N : X ---+ HN , 'H) ein Hilbertschema zu dem
Modulfunktor M~ mit dem Isomorphismus W(gN ...'H) ~ lP r

-
1 x Hund

H~ die offene Menge der glatten Punkte des reduzierten Schemas (HN )red.

Dann existiert eine Zariski-offene Menge Hfjy C H~, sodaß die Fasern einer
durch gN induzierten Periodenabbildung

epr : HJv ---+ r \ D

genau die Einschränkung auf H'iv der Orbiten der natürlichen PGL(r, <D)
Operation auf HYJ sind.

Sei M~ = HN / R der separierte algebraische Raum, der den Modulfunktof M~ grob
darstellt und (Ml')O das Bild von HJ., in Ml'. Somit gilt das folgende Resultat ( siehe
Theorem 3.12 und Bemerkung 3.13 ).

Generischer ToreIli rür zyklische Überlagerungen
Die durch die Abbildung epr : Hfjy ---+ r \ D induzierte Abbildung

ist injektiv.

Genlischtes Torelliproblem

In [Vs4J und [Us5] ( vgl. [SSU] ) wird die die Theorie der Variation von Hodgestruk
turen auf den Fall der gemischten Hogdestrukturen, denen logarithmische Deforma
tionen von Varietäten zugrundeliegen, verallgemeinert.

Sei Y eine glatte, projektive Varietät der Dimension n und Leine invertierbare
Garbe auf Y. Weiterhin sei für eine natürliche Zahl N ein Schnitt s E HO(y, LN) mit
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glattem, reduzierten Nullstellendivisor X = {s = O} gegeben. Man interesssiert sich
für die Deformationen der offenen Varietät U = Y - X. Nach [Us4, Corollary (4.5)]
spielt für Gewicht n in diesem Fall die Abbildung

8'09 n

H1 (Y, Ty(-X») ---t EB HOM{: (Hn-P(Y, n~ (AI), Hn-P+l(y, 0V-1 (AI))
p=l

die Rolle der Abbildung 0 in Definition 1.3 ( vgl. Theorem 2.9 ). Hierbei ist

n

0100 = EB o~Og
p=l

die Summe der natürlichen durch Cupprodukt und Kontraktion gegebenen Abbildun
gen

(1.6.1)

Nach einem Resultat von Griffiths ( siehe [Ds5, (0.1)] ) ist für genügend großes N
die Abbildung 8::0 injektiv. Dieses Resultat ist als Gemischter Infinitesimaler Torelli
für n-Formen zu interpretieren. Ein Beweis für dieses Resultat ergibt sich mit einem
analogen Ansatz wie im Beweis von Theorem 8.4. In Theorem 10.1 erzielen wir das
folgende Ergebnis.

Gemischter Variationaler ToreIli
Falls die kanonische Garbe Wy von Y sehr ample, die natürliche Cuppro
duktabbildung

(1.6.2)

surjektiv und N eine genügend große positive ganze Zahl ist, so läßt sich
aus der Abbildung olog die offene Varietät U = Y - X bis auf Isomorphie
rekonstruieren.

Die Bedingung, daß die kanonische Garbe Wy sehr ample ist, ist für den Beweis
von Theorem 10.1 unabdingbar, jedoch sollte es möglich sein auf die Surjektivitäts
Bedingung in (1.6.2) zu verzichten.
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2 Infinitesimale Variation von Hodgestrukturen

Dieses Kapitel ist ein Übersichtskapitel, in dem zahlreiche Definitionen und Resultate
aus der Theorie der Infinitesimalen Variation von Hodgestrukturen zusammengetra
gen werden. In den folgenden Kapiteln werden wir in der Regel die hier aufgeführ
ten Definitionen und Sätze ohne ausdrückliche Verweise heranziehen. Als Standar
dreferenz für die Theorie der Infinitesimalen Variation von Hodgestrukturen dienen
[CGGH) und [PS).

Polarisierte Hodgestrukturen

Eine Hodgestruktur (Hz, pe) vom Gewicht k besteht aus einem Gitter Hz von end
lichem Rang und einer absteigenden Filtrierung der Komplexifikation H = Hz 0z <C
von Hz

H = Fü ::> pI ::> ... ::> pk ::> pk+I = {O},

mit der Eigenschaft, daß für p = 0, ... ,k der Vektorraum pp E9 pk-P+I isomorph zu
H ist. Eine äquivalente Definition läßt sich mit Hilfe der Hodgezerlegung von H in
die Hodgekomponenten HP,q = FP n pq geben, da pp = ffir'?,pHr,k-r für p = 0, ... , k
ist. Wir bezeichnen mit IP bzw. hP,q die Dimension des komplexen Vektorraumes pp
bzw. HP,q.

Beispiel 2.1 Das Standardbeispiel für eine Hodgestruktur vom Gewicht k liefert die
k-te Bettikohomologie Hk(y, Z) einer glatten, projektiven Varietät Y, indem man

Hz = Hk(y, Z)
Torsion

setzt. Die Hodgekomponenten sind in diesen Fall durch HP,q = Hq(y, nV) gegeben,
wobei n~ das p-te Dachprodukt der Garbe n~ der regulären I-Formen auf Y bezeich
net.

Eine polarisierte Hodgestruktur (Hz, pe, Q) vom Gewicht k besteht aus einer Hodge
struktur (Hz, pe) vom Gewicht k und einer Bilinearform

Q : Hz X Hz -+ ~,

die (-1 )k-symmetrisch ist und die folgenden Eigenschaften, die sogenannten Hodge.
Riemann Bilinearrelationen, erfüllt:

l.

2.

Q(PP, pk-p+1) = 0

Q(C'ljJ, 7f;) > 0 für jedes 7f; E H mit ?j; # 0 .

(2.1.1)
(2.1.2)

Hierbei ist der Weiloperator C : H -+ H auf HP,q durch Multiplikation mit (R)p-q
definiert.
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Beispiel 2.2 Das klassische Beispiel für eine polarisierte Hodgestruktur (Hz, Fe, Q)
vom Gewicht k wird durch die k-te primitive Kohomologie

{

Uc (.C)n-ktt }
H~(Y, (Jj) =ker Hk(y, <B) . 1 I H 2n+2- k(y, <B)

einer glatten, projektiven Varietät Y der Dimension n bezüglich einer amplen, in
vertierbaren Garbe J:, gegeben. Hierbei ist Cl (J:,) E H I (y, n~) die 1. Chernklasse der
Garbe J:, (vgl. p.23). Indem man

Hz - Hk(y, Z) n H~(Y, (Jj)
HP,q = Hq(y, ny) n lI~(Y, (Jj) und

Q(c.p,'l/J) - (-1)n(n-I)/1!vc.pU'l/J UCI(.e)n-k

setzt, erhält man eine polarisierte Hodgestruktur vom Gewicht k. Wir bemerken, daß
nach dem Harten Lefschetzsatz (vgl. [GH, p. 122]) die Abbildung

Hk(y, (Jj) ouct{.C)n-\ H2n-k(y, <D)

für 0 ~ k ~ n ein Isomorphismus ist. Hieraus folgt für 0 ~ k ~ n die LeJschetzzerle.
gung von Hk (Y, (Jj)

Hk (Y, (1;) = EB Cl (.ey U H~-2T(Y, <r).
T~O

Da Cl (.c) in H I (Y, n~) liegt, ist die Lefschetzzerlegung von Hk(y, <C) mit der Hodge
zerlegung ffip+q=kHP,q von Hk(y, <V) verträglich. Mit Hilfe des primitiven De-Rham
Komplexes geben wir in Proposition 4.16 eine andere Interpretation der primitiven
Kohomologie.

Klassifizierende Räume

Man wählt zur Definition der klassifizierenden Räume für polarisierte Hodgestruk
turen eine feste polarisierte Hodgestruktur

vom Gewicht kais Referenzstruktur. Der klassifizierende Raum D ist die Menge aller
polarisierten Hodgestrukturen (Hz, Fe, Q) vom Gewicht k mit

Hz = HZ,ref ,JP = f:ef und Q = Qref .

Im Zusammenhang mit polarisierten Hodgestrukturen spielen insbesondere drei Grup
pen eine wichtige Rolle:

Gz = Aut (HZ,ref ,Qref) l

GR = Aut (Hx,ref ®z :IR ,Qref) und

Gq; = Aut (Href ,Qref) .
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Hierbei ist Gz die Gruppe der Automorphismen 9 : HZ,ref ---+ HZ,rec, sodaß für alle
v, w E HZ,rec die Eigenschaft Q(g(v), g(w)) = Q(v, w) gilt. Entsprechend sind die

Liegruppen GR und G(; definiert. Nach [Gri3, Proposition 8.12] ist der klassifizie
rende Raum D bezüglich der reellen Liegruppe GR homogen und somit eine komplexe
Mannigfaltigkeit. Der duale klassifizierende Raum !J ist die Menge aller Filtrierungen
{pe} von Hret mit IV = l:ec , sodaß für die Filtrierung {pe} die erste Hodge-Riemann
Bilinearrelation (2.1.1) erfüllt ist. Sei

die Grassmannvarietät der f:erdimensionalen Ebenen in H ref . Da iJ homogen bezüglich
G(t ist (vgl. [Gri3, Proposition 8.2]) und es eine natürliche Einbettung

k

iJ ---+ II GfP

p=l

(2.2.3)

gibt, ist !J eiDe glatte algebraische Untervarietät eines Produktes von Grassmannva
rietäten und die komplexe Mannigfaltigkeit D eine offene Untermenge der algebrai
schen Varietät iJ. Die Abbildung (2.2.3) induziert eine natürliche Einbettung

k

D --+ rr GfP •

V=l

(2.2.4)

Sei {pe} E D eine Filtrierung. Da der Tangentialraum der Grassmannvarietät GfP

im Punkt {pe} kanonisch isomorph zu

ist, induziert die Einbettung (2.2.4) eine injektive lineare Abbildung

I JJ{F.} k

T{F.}(D)~ EBHOMc (FP ,Hrer/FP) .
V=l

(2.2.5)

Hierbei ist T{F.}(D) der Tangentialraum der Mannigfaltigkeit D im Punkt {pe}. Die
lineare Abbildung J-l{F.} identifizieren wir mit dem Differential der Abbildung (2.2.4)
an der Stelle {pe}.

Polarisierte Variationen von Hodgestrukturen

Definition 2.3 (Variation von Hodgestrukturen) Sei S eine zusammenhängende
komplexe Mannigfaltigkeit. Eine Variation von Hodgestrukturen vom Gewicht k über
S besteht aus einem Tupel (Vz , :Fe) , für das die folgenden Eigenschaften gelten:

1. V z ist eine lokalkonstante Garbe von endlich erzeugten abelschen Gruppen über
S.

9



2. :F. ist eine absteigende Filtrierung durch holomorphe Unterbündel von

v = Vz ®z Os .

3. In jedem Punkt sES induziert die Filtrierung :F. eine Hodgefiltrierung F~·

einer Hodgestruktur vom Gewicht k auf der Faser V, von V mit der Eigenschaft

~ = F: E9 F:-r>-rt .

4. Für den natürlichen flachen Zusammenhang V7: V ---+ n~ ®os V gilt für alle
p mit 0 ::; p ::; k

Die Eigenschaft 4. wird als Griffiths-Transversalität bezeichnet.

Definition 2.4 (Polarisierte Variationen von Hodgestrukturen) Sei S eine zu
sammenhängende komplexe Mannigfaltigkeit. Eine Polarisierte Variation von Hodge
strukturen (Vz ,:F. ,Q) vom Gewicht kübel' S besteht aus einer Variation von
Hodgestrukturen (Vz ,:F.) vom Gewicht kübel' S und einer nichtdegenerierten, fla
chen bilinearen Paarung

Q : V z X Vz ---+ Z ,

die in jeder Faser V z ,,, von Vl; eine polarisierte Hodgestruktur (Vz ,,, ,:F; ,Q~) vom
Gewicht k induziert.

Beispiel 2.5 Sei 9 : Y ---+ S eine glatte Familie von polarisierten Varietäten der Di
mension n bezüglich der relativ amplen Garbe {,y auf Y über einem glatten Schema
S. Die Garbe (,y induziert einen lokalkonstanten Schnitt u E HO(S, R2g.'lly) und das
Cupprodukt mit u definiert einen Garbenhomomorphismus

für k 2:: O. Man definiert die primitive Kohomologiegarbe

(Rk g.'Zy) 0 = ker { R k g.'Zy ouu

n-,+" R 2n+2
-

kg.'Zy}

als den Kern des Garbenhomomorphismus

Da 9 ein Coo-Faserbündel ist, ist (Rkg.'Zy)0 eine lokalkonstante Garbe von endlich
erzeugten ~-Moduln auf S. Sornit ist V:z = (Rk g.. Z y)o die einer Polarisierten Va
riation von Hodgestrukturen vom Gewicht kübel' S zugrundeliegende lokalkonstante
Garbe über S (vgl. [Gri3, 2.]).
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Periodenabbildungen

Sei (Vz ,P ,Q) eine Polarisierte Variation von Hodgestrukturen vom Gewicht k
über einer zusammenhängenden, komplexen Mannigfaltigkeit S. Wir bezeichnen mit
S die universelle Überlagerung von S und mit 1f den natürlichen Morphismus S~ S.
Da das Pullback von Vz unter 1f auf die universelle Überlagerung § eine konstante
Garbe ist, erhält man nach der Wahl eines Basispunktes So in S und somit nach
der Wahl einer Referenz-Hodgestruktur nach [Gril] (vgl. [Gri3, Proposition 9.3]) eine
holomorphe Abbildung

rp:S~D ,

wobei D der klassifizierende Raum zu der Referenz-Hodgestruktur ist. Sei VZ,60 die
Faser von V z über So. Die Fundamentalgruppe 7I"1(S, so) operiert durch Isometrien
auf V Z,60' Deshalb induziert die lokalkonstante Garbe V z die Monodromiedarstellung
p der Fundamentalgruppe 1f1 (S, so)

Hierbei gilt
<p(,8} = p(I )rp(8')

für I E 7l"} (S, 80) und 8 E S. Man bezeichnet die Gruppe im P als die Monodro
miegruppe der Polarisierten Variation von Hodgestrukturen. Falls r eine diskrete
Untergruppe von Gz ist, die die Monodromiegruppe enthältl so induziert rp eine ho
lomorphe Abbildung

'Pr : S ~ r \ D .

Definition 2.6 Wir bezeichnen eine Abbildung 'Pr als eine Periodenabbildung der
Polarisierten Variation von Hodgestrukturen (Vz ,Fe, Q) mit dem Periodenbereich

r\D.

Eine Periodenabbildung 'Pr : S ---+ r \ D erfüllt nach [Gri3, Proposition 9.3] die Ei
genschaft, daß jeder Punkt 8 E S eine offene Umgebung U besitzt , sodaß eine Liftung

rpr,u: U~ D

der Abbildung epnu : U~ r \ D existiert und das natürliche Diagramm

D

~'U/ 1
U~r\D

~IU

kommutativ ist. Diese Eigenschaft bezeichnet man als die lokale Liftbarkeit von
P eriodenabbi ldungen.
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(2.7.2)

Das Differential einer Periodenabbildung

Sei 9 : Y -4 S eine glatte Familie von polarisierten Varietäten der Dimension n

bezüglich einer relativ amplen Garbe Ly auf Y über einem glatten Schema S. Nach
Beispiel 2.5 wird durch die k-te primitive Kohomologie der Fasern dieser Familie von
polarisierten Varietäten eine Polarisierte Variation von Hodgestrukturen (Vz ,:Fe, Q)
mit

V x = (Rkg.'~y)o

induziert. Sei 'Pr : S ---4 r \ D eine zugehörige Periodenabbildung. Wir betrachten
nun das Differential von 'Pr in einem Punkt sES mit Hilfe einer lokalen Liftung. Sei
U eine offene Umgebung von s, sodaß eine lokale Liftung <Pr,u : U ---+ D existiert.
Mit Y bezeichnen wir die Faser Yll von 9 über dem Punkt s und mit 12 die ample
invertierbare Garbe auf Y, die wir durch Einschränkung von Ly auf Y erhalten.

Definition 2.7 Wir definieren HJ (Y, T y ) als die Menge der v E Hl(Y, T y ) mit der
Eigenschaft v U Cl (12) = 0 in H 2 (y, Gy) .

Nach Lemma 4.3 gilt

H~(Y,Ty) = im{H 1(Y,Ey )~ H 1(y,Ty)} , (2.7.1)

wobei die Abbildung (*) durch die 1. Fundamentalsequenz zu der Garbe 12 induziert
ist. Indem wir die exakte Sequenz

o---4 g*01 ---4 O~ --+ n}/s -+ 0

der I-Formen dualisieren und auf Y einschränken erhalten wir die exakte Sequenz

o ---4 Ty -+ TylY --+ T[J(S) 0(; Gy --+ 0 .

Hierbei ist T[J(S) der Tangentialraum von S im Punkte sES.

Definition 2.8 Den verbindenden Homomorphismus

T[J(S) ~ Hl(Y,Ty )

in der langen exakten Kohomologiesequenz zu (2.7.2) bezeichnet man als die Kodaira
Spencer Abbildung der Familie 9 : Y -4 S im Punkte sES.

Wir definieren für p = 1, ... , k die Abbildung

s
HJ (Y, Ty ) 0QJ H~-P(y, O~) ~ H~-P+l (Y, n~-l)

durch das kommutative Diagramm

lIk-p+l (Y T tO\ OP )o , YIQI Y

lßp
H;-P+l(Y,!1V-1

) ,
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wobei O:p die Cupproduktabbildung und ßp die durch die Kontraktionsabbildung

Ty ®ny~ nV-1

induzierte Abbildung ist. Die Abbildung 81' induziert in natürlicher Weise die Abbil
dung

s
HÖ(Y,Ty)~ HOMc (H;-p(y,n~),H;-p+1(y,nV-1)) .

Da wir die Garbe {, durch Einschränkung von (,y auf die Faser Y erhalten haben,
gilt

Somit ist

imp" C HJ(Y, Ty ) .
)

\

im8p C H~-P+1(y, n~-1) .

Die durch p" induzierte Abbildung

bezeichnen wir ebenfalls mit p", Wir fassen die von uns benötigten Eigenschaften des
Differentials einer Periodenabbildung in dem folgenden Theorem zusammen.

Theorem 2.9 Das folgende Diagramm ist kommutativ:

T,,(S)
p..dlPr,u

•

p·l
HJ(Y,Ty)

s
-----+

k

LI::\ HOM. (nk-p(y np) n k- p+1(y 01'-1))W lI: 0 ,y, 0 ,y
1'=1

Hierbei ist 0 = EB:=10p , JL die Abbildung J-l{F:} in (2.2.5) und i die natürliche Inklusion
zweier Summen von Vektorräumen.

BE\VEIS. Nach den obigen Ausführungen bleibt nur die Kommutativität des Dia
gramms zu zeigen. Diese gilt aber nach [Gril] (vgl. [PS, Thm. 5.11]). D

Bemerkung 2.10 Für die Abbildung 0 in Theorem 2.9 gelten nach [Gri3] und [PS,
§6] die folgenden heiden Eigenschaften:

1. Für ~1l ~2 E H~ (Y, Ty ) gilt

2. Für ~ E HJ(Y, Ty ), cf; E :F: und 1jJ E :F;-P+1 gilt

13



IVHS

Ausgehend von den Eigenschaften in Theorem 2.9 und Bemerkung 2.10, die für das
Differential einer Periodenabbildung einer Familie von polarisierten Varietäten gelten,
definiert man eine Infinitesimale Variation von Hodgestrukturen (IVHS) vom Gewicht
k abstrakt folgendermaßen ( siehe [PS, (6.4),(10.3)} ).

Definition 2.11 (IVHS vom Gewicht k) Eine IVHS (Hz, Fe, Q, T, 8) vom Ge
wicht k besteht aus einer polarizierten Hodgestruktur (Hz, Fe, Q) vom Gewicht k,
einem endlichdimensionalen komplexen Vektorraum T und einer linearen Abbildung

6 k
T --+ EB HOMc (FP /FP+\ FP-l / FP) .

p=l

Für 0 = EB;=lOp wird außerdem gefordert

1. 0p-l(~l)' Op(~2) = 8p-l(~2) . op(6) für alle ~I,~2 E T.

2. Q(op(~)4>,VJ) + Q(4),8k-p+l(~)VJ) = O.für ~ E T, 4> E FP und VJ E F k-p+l.

Definition 2.12 (Isomorphie von IVHS) Zwei IVHS

(Hz, F-, Q, T, 0) und (Hz', F'-, Q', T', 8' )

vom Gewicht k heißen isomorph, falls die folgenden beiden Eigenschaften erfüllt sind:

1. Es gibt einen die Polarisation respektierenden Isomorphismus von Hodgestruk
turen

(Hz, F-, Q) :. (Hz/,F'-, Q') .

2. Es gibt einen <D-Vektorraumisomorphismus Q' : T --+ T', sodaß das folgende
Diagramm kommutativ ist:

s
T ----+ EB:=l HOMc (PP /p+l, FP-l / PP)

al 'll /111(·)

Hierbei ist der Isomorphismus (*) induziert durch die durch c.p für p = 1, ... ,k
gegebenen Isomorphismen

Beispiel 2.13 Sei 9 : Y --+ S eine glatte Familie von polarisierten Varietäten der
Dimension n bezüglich einer relativ amplen Garbe .cy auf Y über einem glatten
Schema S, das Tupel (Vz ,;:- ,Q) die durch die k-te primitive I<ohomologie der
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Fasern dieser Familie induzierte Polarisierte Variation von Hodgestrukturen, die Ab
bildung 'Pr : S ----t- r \ D eine zugehörige Periodenabbildung und Y eine Faser von g.

Nach Theorem 2.9 induziert das Differential von 'Pr im Punkt s = g(Y) eine IVHS
(Hz, P-, Q, T, 8) vom Gewicht k mit

Hz - Hk(y, Z)

pp - EB H~-r (Y, !1y) und
r?:p

T - HJ(Y,Ty ) .

Wir bemerken, daß diese IVHS nur von der polarisierten Varietät (Y,.c) abhängt.
Deshalb sprechen wir auch von der durch eine polarisierte Varietät induzierten IVHS
vom Gewicht k.

Definition 2.14 Sei (Hz ,P-,Q,T,8) eine IVHS vom Gewicht k. Man bezeichnet
das Tupel

(Fe, Q, T, 8)

als den algebraischen Anteil der IVHS (Hz, Fe, Q, T, 8).

Für die Tatsache, daß man in gewissen geometrischen Situationen aus dem algebrai
schen Anteil der IVHS einer Varietät die polarisierte Varietät selbst rekonstruieren
kann, hat Donagi in [Do2] den Begriff des Variationalen Torelli eingeführt.
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3 Hilbertschemata und Periodenabbildungen

Eine Technik beim Studium der Moduli von Varietäten ist die von Griffiths in [Grill,
[Gri2] und [Gri3] eingeführte Methode der Periodenabbildungen. In diesem Abschnitt
stellen wir zunächst die Begriffe aus der algebraischen Theorie der Moduli ( Grothen
dieck, Matsusaka, Mumford ) zusammen, die notwendig sind um aus unserem tech
nischen Hauptresultat in Theorem 9.1 das Hauptresultat 2 in Kapitell zu folgern.
Insbesondere definieren wir den Modulfunktor polarisierter zyklischer Überlagerungen
und diskutieren seine Eigenschaften.

Modulfunktoren

Sei h(v) ein Polynom in einer Veränderlichen vom Grad n und M h der Modulfunk
tor von glatten, polarisierten Varietäten (Y,.c) mit Hilbertpolynom h(v) = X(Y, L:V)
(siehe [MF, Appendix zu Kap. 5], [Po, Lecture 2], [Vie5]). Dann ist

die Menge der Isomorphieklassen von polarisierten Varietäten (Y, L:), wobei für die
Garbe L: die Gleichung h(v) = X(Y, .cV

) gilt. Entsprechend bezeichnen wir mit M h(S)
für ein Schema S die Menge der Isomorphieklassen von Paaren (gy: Y --+ S, L:y ), wo
bei gy ein flacher, projektiver und surjektiver Morphismus und .cy eine invertierbare
Garbe auf Y ist mit der Eigenschaft, daß für alle Fasern Y von gy das Paar (Y, .cYIY )
in M h(<D) liegt. Hierbei bezeichnen wir

(gy: y --+ S,.cy ) und (gy, : y' --+ S, .cy')

in M h(S) als isomorph, falls es ein kommutatives Diagramm

existiert, sodaß 'T ein Isomorphismus ist und auf jeder Faser von gy die Garbe r*Ly,
numerisch äquivalent zu .cy ist.

Ben1erkung 3.1 Nach dem Satz von Matsusaka (siehe [LM, Thm. 1]) ist M hein
beschränkter Modulfunktor, d.h. für eine genügend große Zahl Vo ist für alle

die Garbe LV sehr ample und Hi(y, LV) = 0 für i > 0 und v ~ Vo.
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Definition 3.2 Sei ho das durch ho(v) = h(v . vo) definierte Polynom. Indem man
(Y,'c) E M h(<C) auf (Y,,ClIQ) E M ho(<E) abbildet, erhält man eine natürliche Inklusion

M h(<C) ~ M ho(<E).

Den durch M h definierten Unterfunktor von M ho bezeichnen wir mit M~.

Proposition 3.3 Sei Vo wie in Bemerkung (3.1) gewählt. Dann gilt

1. Für alle (gy: Y ---+ S,,Cy) E M heB) ist die Garbe gy•.cy lokal frei und kommu
tiert mit Basiswechsel.

2. Es existiert ein separiertes Schema H von endlichem Typ über <C und ein Paar

(g : X -t H,1-i) E M~(H)

zusammen mit einem Isomorphismus

IP(g* 1-i) ~ lP r
-

1 x H,

sodaß für alle
(gy: Y ---+ S,,Cy) E Mh(S)

mit einem Isomorphismus

IP(gy*'cY') -=--. lPr
-

1 x S

es einen eindeutig bestimmten Morphismus (7 : S ---+ H gibt, sodaß das natürli
che kommutative Diagmmm

y -----+ Wr
-

l X S

~l
S

unter Zurückziehen mit (7. aus dem entsprechenden Diagramm

X -----+ IPr
-

1 X H

H

zu g : X ---+ H hervorgeht und r*1-i ='cY' gilt. Hierbei ist r : Y ~ X die
durch (7 induzierte Abbildung auf y.

BEWEIS. [Po, Prop. 2.9], vgl. auch [Vie5, Thm. 1.2] 0

Definition 3.4 Wir bezeichnen das durch die Proposition 3.3 gegebene Schema li
in dem Paar (g : X ---+ H,1-i) als das Hilbertschema zu dem Modu1funktor M h mit
der universellen Familie g : X -t H.
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Der Modulfunktor zyklischer Überlagerungen

Sei h(v) ein Polynom in einer Veränderlichen vom Grad n und N eine positive ganze
Zahl. Wir bezeichnen mit MZ (8) für ein Schema 8 die Menge der Isomorphieklassen
von Paaren

(gz: Z -t S,Mz) E Mh(S) ,

sodaß ein Schema Y mit einern flachen, projektiven und surjektiven Morphismus
gy : Y -t S, eine invertierbare Garbe .cy auf Y, ein Morphismus fz : Z -t Y, eine
invertierbare Garbe Qauf S mit Mz = f'ZLy ® gzQ und ein kommutatives Diagramm

fz
Z~Y

gz1 19y
S S

existiert mit der Eigenschaft, daß für alle Fasern Z von gz die Einschränkung

J:Z-tY

von fz auf Z und die zugehörige Faser Y von gy eine zyklische Galoisüberlagerung von
Grad N über einer glatten Varietät Y mit glattem, reduzierten Verzweigungsdivisor
X und der Eigenschaft .c~1Y = Oy(X) ist.

Definition 3.5 Wir bezeichnen mit M': den für ein Schema 8 durch MZ(8) defi
nierten Modulfunktor .

Somit ist M~(er) die Menge der (Z, M) E M;{ (er) , sodaß eine glatte Varietät Y
mit einer invertierbaren Garbe .c und eine zyklische Galoisüberlagerung J : Z -t Y
bezüglich LN = Oy(X) mit glattem, reduzierten Verzweigungsdivisor X und der Ei
genschaft f*.c = M existiert. Natürlich haben wir damit spezielle Vertreter der nu
merischen Äquivalenzklasse von Mausgewählt.

Lemma 3.6 Sei (Z, M) E MJ:'(CE) und f: Z -t Y bezüglich.eN = Oy(X) eine zu
gehörige zyklische Überlagerung mit f".e = M. Dann gilt für das Hilbertpolynom
h'(v) = X(Y, .eil)

N-l

1. h(v) = 2: h'(v - i).
i=O

2. h'(v) ist eindeutig bestimmt durch h(v) und somit insbesondere unabhängig von
der Wahl von (Y,.e).

BEWEIS. Die 1. Behauptung folgt aus 1. in Lemma 5.1 mit Hilfe der Lerayschen
Spektralsequenz

N-l N-l

h(v) = X(Z, M JI
) = L X(Y, Lv-i) = L h'(v - i) .

i=O i=O
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Sei h(v) = Lk:o akvk und hf(v) = Lk:O bkvk. Wir bezeichnen mit a, b E ~n+l die
Vektoren mit den Koeffizienten ak und bk für k = 0, ... ,n. Sei C = (Cij )05i ,j5n die
durch

!({).~ /;-i i ~ j
r .. - 1-0
'-""1J-

o sonst

definierte (n + 1) x (n + 1)-Matrix. Da det (C) = Nn+ 1 ist, überpruft man nun, daß
b = C-1

. a gilt. Hieraus folgt die 2. Behauptung. 0

Sei M h' der Modulfunktor von glatten, polarisierten Varietäten mit Hilbertpolynom
hf(v), sodaß h(v) = L~ÖI hf(v - i) gilt. Nach Bemerkung 3.1 können wir nun eine
positive ganze Zahl Vo wählen, sodaß für alle

die Garben .cv und MV jeweils auf Y bzw. Z sehr ample sind und

ist für i > 0 und l/ ~ vo. Sei (g : Z ----+ H, Mz) und (g' : Y --+ Hf,.c y ) jeweils das
durch Proposition 3.3 gegebene Hilbertschema zu dem Modulfunktor M h bzw. M h'

mit der universellen Familie 9 : Z ---+ H bzw. gf : Y ----+ H'.

Definition 3.7 Wir bezeichnen die 11enge der Punkte in H, die Paaren (Z, M) aus
Mf([;) entspricht mit I/N .

Lemma 3.8 Die Menge HN ist als Untermenge von H konstruierbar.

BEWEIS. Zu lP = lP((g~.c~)V) mit dem natürlichen Morphismus 7r : lP ---+ Hf bilden
wir das folgende Faserproduktdiagramm

'll"

lP -J. Hf

mit YP = lP XH' y. Da 1r flach ist, erhält man durch flachen Basiswechsel nach [Ha,
Kap. 111, Prop. 9.3]

jl.U·L~ = 7r*g~.c~ .
Wir dualisieren die natürliche Surjektion
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und tensorieren mit Op(I). Dies liefert

(3.8.1)

Dem Schnitt (3.8.1) entspricht eindeutig ein Schnitt in der Garbe

Somit erhält man den universellen Schnitt

(3.8.2)

Wir wenden nun für die Garbe fl*Op(l) und die natürliche Zahl N das Lemma
3.9 an und erhalten einen endlichen, surjektiven Morphismus T : lF\ ---+ lP und eine
invertierbare Garbe 9 auf n\, wobei lP] eine glatte, projektive Varietät ist und
T*Op(l) = gN gilt. Zu T : lF\ ---+ lP bilden wir das Faserproduktdiagramm

p] ---+ P
7"

mit YIP I = p] xp}'p. Das Zurückziehen des universellen Schnittes (3.8.2) mit p* auf
}'pI liefert

(3.8.3)

Wir bezeichnen mit f P I : ZPI ---+ }PI die zyklische Galoisüberlagerung vom Grad N
bezüglich des Schnittes (3.8.3) und mit 9zJP die Komposition von J.ll und fIPI' Somit

1

erhalten wir das folgende kommutative Diagramm

9ZP~ lJlI

Wir setzen
lPo = {p E PI IFaser von 9zJPI über p ist glatt} .

Wir bezeichnen mit 9Zo : Zo ---+ Wo die Einschränkung von 9z
JPI

' auf Zo = 9z~ (lPo)
und mit MZo die invertierbare Garbe 1
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Da das Paar (920 : Zo~ lPo, M Zo ) E M h(lPO) ist, existiert nach Proposition 3.3 ein
eindeutig bestimmter Morphismus d : lPo --+ H. Nach Konstruktion ist

HN = im(d) .

Somit ist nach dem Satz von Chevalley (siehe [Ha, Kap. II, Ex. 3.19]) die Menge HN

als Untermenge von H konstruierbar. 0

Im Beweis von Lemma 3.8 benötigen wir das folgende Hilfslemma.

Lemma 3.9 Es sei Weine glatte, projektive Varietät, :F eine invertierbare Garbe
auf Wund N eine positive, ganze Zahl. Dann existiert eine glatte Varietät W', etne
invertierbare Garbe 9 auf W' und eine endlicher, surjektiver Morphi"smus

T: W' --+ W ,

sodaß T*:F = gN gilt.

BEWEIS. [BG, Lemma 2.1], vgl. auch [KaI, Thm. 17] und [Viel, Lemma 2.1]. D

Da nach Lemma 3.8 die Menge HN eine endliche disjunkte Vereinigung von lokal
abgeschlossenen Untermengen in H ist, ist somit HN ein Unterschema von Ii.

Definition 3.10 Wir bezeichnen das durch Einschränkung des Hilbertschemas

(g : Z ---+ H, Mz)

zu dem Modulfunktor M h auf H N erhaltene Paar

(gN : X --+ HN , 'H)

als ein Hilbertscherna zu dem Modulfunktor M~.

Bemerkung 3.11 Aus der Tatsache, daß für v ~ VI, wobei wir VI wie in Bemerkung
3.1 wählen, die Garbe l,lJ sehr ample auf Y ist für alle Paare (Y, l,) E M h((t), folgt
nach [Vie7, Lemma 1.3], daß für N > vdn + 2) die Garbe Wy ® l,N-I sehr ample ist
auf Y. Da für einen endlichen surjektiven Morphismus f : Z --+ Y eine invertierbare
Garbe auf Y genau dann ample ist, wenn ihr Pullback auf Z ample ist, erhalten wir,
daß für alle Paare (Z, M) E M~ ((t) mit N > VI (n + 2) die kanonische Garbe Wz nach
der Adjunktionsformel ample ist. Somit folgt insbesondere, daß für ein Polynom h in
einer Veränderlichen und eine genügend große positive ganze Zahl N für alle Paare
(Z, M) E MI:' (<D) die Varietät Z keine Uni-Regelvarietät ist.

Sei R das zugehörige Schema zu der durch Definition 1.1 definierten Äquivalenzre
lation auf HN , d.h. R ist das Schema von Tripein (P}'P2, T), wobei Pl,P2 E HN und
T : XP1 --+ XP2 ein Isomorphismus der Fasern über PI und P2 ist, sodaß T*'HIXP'l nu
merisch äquivalent zu 'HlxPl ist. Unter Berücksichtigung der Bemerkung 3.11 erhält
man nun nach [Ko, Thm. 4.1.1 und Bew. v. Thm. 4.2.1] ( vgl. auch (MF, p. 172] ),
daß der Quotient HN / R durch einen separierten Raum von endlichem Typ dargestellt
wird. Wir bezeichnen diesen algebraischen Raum ebenfalls mit HN / R . Somit läßt
sich 7. in Theorem 4.2.1 in [Ko] in unserer Situation folgendermaßen formulieren.
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Theorem 3.12 Sei h ein Polynom in einer Veränderlichen vom Grad n und N eine
genügend große positive ganze Zahl. Dann wird der Modul/unktor M'; grob dargestellt
durch einen separierten algebraischen Raum Mt' = HN / R von endlichem Typ über
<D.

Bemerkung 3.13 Sei H~ die offene Menge der glatten Punkte des reduzierten Sche
mas (HN )red und

eine durch 9N induzierte Periodenabbildung. Es existiert eine Zariski-offene f\1enge
H7v c H/J, sodaß die Einschränkung der natürlichen Quotientenabbildung

1r: IIN ~ Mt'

auf HFv einen glatten Morphismus

_ ( N)O<Pr: M h ~ f\ D

holomorph ist ( siehe [CDT, §2, Thm.] ). Aus Korollar 9.2 und [CDT, §3,Thm.] folgt
nun, daß nach einer eventuellen weiteren Einschränkung von H~ die Abbildung /.Pr
injektiv ist ( Generischer ToreIli für zyklische Überlagerungen ). Hieraus folgt, daß
eine Faser der Abbildung 1ro aus polarisierten Varietäten besteht, die zur gleichen
Isomorphieklasse von polarisierten Varietäten gehören. Somit ist eine Faser von 1ro

Teilmenge eines Orbits der natürlichen PGL(r, an-Operation auf H~. Hieraus folgt
das Hauptresultat 2 in KapitelL

induziert, (Mf)O ein glattes Unterschema von Mt: und die durch <pIfl induzierte Ab
bildung
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4 Primitive De-Rham Kohomologie

In diesem Kapitel gehen wir auf die Interpretation der primitiven Kohomologie einer
glatten, projektiven Varietät mit Hilfe des primitiven De-Rham Komplexes ein. Sei Y
eine glatte, projektive Varietät der Dimension n und 12 eine invertierbare Garbe auf Y.
Sowie sich die Hodgefiltrierung der Kohomologiegruppen Hi(y, ce) durch die filtration
bete des De-Rham Komplexes (ny, d) gewinnen läßt, erhält man, falls 12 ample ist,
nach [Og] eine entsprechende Aussage für die primitive Kohomologie bezüglich der
Garbe .c.

Die Garbe Ey

Sei :Ja die Idealgarbe der Diagonalen ß von Y X Y und Y(2) das durch die Idealgarbe
:J1 definierte Unterschema von Y X Y. Für eine lokalfreie, invertierbare Garbe :F auf
Y wird die Garbe P(:F) definiert durch

P(:F) = Ph (p~.rjl(.J.

Hierbei bezeichnen PI und P2 die beiden Projektionen Pi : Y X Y ---;. Y. Da die Ein
schränkung von PI auf ß einen Isomorphismus zwischen ß und Y liefert, gilt, daß
Ph(p~Fla) isomorph zu F ist. Nach [GD, IV. 16.3.] ist die Garbe n~ @:F der Kern
der natürlichen Surjektion

Hieraus ergibt sich die folgende kurze exakte Sequenz von Gy-Moduln

o---+ n} ® F ---+ P (:F) ---+ :F ---+ o. (4.1.1)

Somit folgt insbesondere, daß P(F) eine lokalfreie Garbe vom Rang n + 1 auf Y ist.

Definition 4.2 Wir bezeichnen den Gy-Modul P(F)V ®Oy F mit Ey(:F) und die
durch Dualisieren und Tensorieren mit F aus (4.1.1) resultierende kurze exakte Se
quenz

o ---+ Oy -+ Ey(:F) -+ Ty -+ 0 (4.2.1)

als die 1. Fundamentalsequenz der Garbe F. Wenn es aus dem Zusammenhang klar
ist, mit welcher Garbe wir arbeiten, werden wir statt Ey(F) nur Ey schreiben.

Wir bezeichnen mit Cl(12) die 1. Chernklasse der invertierbaren Garbe ,c und fassen
diese als Kohomologieklasse CI(.c) = o(.c) in HI(Y, n~) mit Hilfe der durch

~dlog

O• '" 01
Y l.Hy

induzierten Abbildung

6
Pic(Y) = HI(Y, 0)-.) -+ Hl(Y,!i})

auf.
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Lemma 4.3 Es gelten die folgenden Aussagen:

1. Die Extensionsklasse der 1. Fundamentalsequenz (4.2.1) von ,C wird durch das
Element -27ri . Cl('c) E H 1 (Y, O~) gegeben.

2. Für k E Z und k i- 0 sind die Garben Ey(,C) und Ey(,Ck) kanonisch isomorph.

BEWEIS. Es genügt die 1. Behauptung zu beweisen, da aus der Gleichheit

folgt, daß die Garben Ey(,C) und Ey (,Ck) Extensionen sind, deren Extensionsklas
sen sich um ·k unterscheiden, und somit sind sie als Extensionen isomorph. Die
1. Behauptung ist die Aussage der Proposition 12 in [At]. Zur Bequemlichkeit des
Lesers geben wir die entsprechenden lokalen Rechnungen an. Für eine offene, affine
Überdeckung {Ua} von Y lassen sieh die Garben O}, ,C und P (,C) auf Ua schreiben
als

n

= ffiOu . dx~\I7 a .,

i=l

P(L:)lUa = (~OUa' dxi iSI Ta) EB OUa . Ta ,

wobei Ta die Faserkoordinate von [, über Ua und xr, ... ,x~ lokale Koordinaten von
Y in Ua sind. Die OUa -Modulstruktur von P(L:)lua (vgl. [At, Kap.4]) wird für einen
Schnitt f E Oy(Ua ) gegeben durch

Wir definieren für die Sequenz (4.1.1) nun Schnitte ePa : 'c(Ua) -? P([')(Ua) durch
4>a(f· Ta) = (df 18l Ta, f . Ta), wobei die OUo -Linearität von <Pa aus

folgt. Die Übergangsfunktionen der invertierbaren Garbe'c bezeichnen wir mit {faß}'
Für diese Übergangsfunktionen gilt Tß = JaßTa in Ua nUß. Somit erhalten wir

Da ,C invertierbar ist, sind die Extensionsklassen von (4.1.1) und der 1. Fundan1en
talsequenz von ,C Elemente in H 1(y, O}) und stimmen überein. Somit erhalten wir,
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daß die Extensionsklasse der 1. Fundamentalsequenz von L in HI(y, n~) durch den
Cozykel {- dlJQß} beschrieben wird. Da andererseits durch den Cozykel

Q~

{
I dfoß }

21ri laß

das Element Cl (L:) = S(L:) repräsentiert wird, folgt die 1. Behauptung. 0

Lemma 4.4 Sei .9 E HO(y, L:) ein Schnitt mit glattem, reduzierten Nullstellendivi·
Bor X = {8 = O}. Dann induziert die für einen lokalen Schnitt f in Oy durch

·1~n0.sf 1-+ f 0 1 ® .9 definierte Oy-lineare Abbildung V y I P(L) die exakte Sequenz

(4.4.1)

BE\VEIS. Unter Verwendung der lokalen Beschreibung von P(L:) in Lemma 4.3 erhal
ten, daß für 8 = 8 0 • Ta die Abbildung ·1 0 1 0 s über OU

Q
somit durch

gegeben wird. Durch die lokal über Uo durch

gegebene Oy-lineare Abbildung

P(L:) -+ n~(X) 0 L

wird die gegebene Abbildung ·1 01 0.9 zu der exakten Sequenz (4.4.1) ergänzt. 0

Definition 4.5 Wir bezeichnen die aus der Sequenz (4.4.1) durch Dualisieren und
Tensorieren mit L: entstehende kurze exakte Sequenz

o-+ Ty(-X) -+ ~y -+ L:~ 0

als die 2. Fundamentalsequenz der Garbe .c.
(4.5.1)

Sei s E HO( Y, .c) ein Schni t t mi t glattem, reduzierten Nullstellendivisor X = {s = O}
und U = Y - X das offene Komplement von X mit zugehöriger Einbettung

j:U-+Y.

Sei :F eine kohärente Garbe auf Y. Wir tensorieren (4.5.1) mit :F ® L:- I und erhalten
die folgende exakte Sequenz von Oy-Moduln

(4.5.2)
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Definition 4.6 ([Grell) Für eine kohärente Garbe :F wird das Jacobisystem ly,;:

von :F bezüglich dem globalen Schnitt s in ,C durch

Jy,:F = im {HO(y, ~y 0 .c- l 0:F) ---+ HO(Y,:F)}

definiert. Hierbei ist die Abbildung

durch die Sequenz (4.5.2) induziert. Falls es aus dem Zusammenhang klar zu ersehen
ist, welches die zugrundeliegende Varietät für das Jacobisystem ist, schreiben wir für
Jy,;: auch J;:.

Definition 4.7 Wir definieren Px (,C) als den lokalfreien Oy-Untermodul der Garbe
j.P(.c), der erzeugt wird durch pee) und durch Elemente der Form & 0 Tco wobei"a
Sa eine lokale Gleichung für den Divisor X sind und Ta eine lokale Faserkoordinate
für ,C ist. Wir bezeichnen den Oy-Modul (Px(,c) 0 ,C-I)V mit Ey {Al.

Lemma 4.8 Folgendes kommutative Diagramm

0 0

1 1
o -----+ n} ----+ ~V ----? Oy -------J. 0y

1 1 11

o ----+ O}{X} ----+ ~j,{X} -----+ Oy ----+ 0

1 1
(4.8.1)

Ox Ox

1 1
0 0

mit den natürlichen Abbildungen ist exakt und die mittlere horizontale Sequenz

(4.8.2)

spaltet. Hierbei sind die obere horizontale Sequenz die 1. Fundamentalsequenz und
die linke vertikale Sequenz die Residuensequenz.

BEWEIS. Die obere horizonzale Sequenz und die linke vertikale Sequenz sind exakt.
Aus der lokalen Beschreibung von ~j, und ~~{X} ergibt sich, daß der Cokern der
Abbildung
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die Garbe Oy ist. Somit folgt, daß der Cokern von

die Garbe Ox ist. Wir zeigen nun, daß die Sequenz (4.8.2) spaltet. Sei

die Residuenabbildung und

ein holomorpher Zusammenhang auf Y mit logarithmischen Polen entlang X ( [DeI,
Kap. 11, §3], vgl. [EV2, §l] ). Die Anwendung des Funktors HOMoy(.c,·) auf die
Residuensequenz

(4.8.3)

liefert die lange exakte Kohomologiesequenz

...~ HOMoy('c,'clx) ~ HI(Y,n~) ~ HI(Y,n~{AI)~ ....

Nach [EV2, Anhang B, Prop. B.I] wird das Element

fes· V7 E HOMoy('c, 'c,x)

unter dem verbindenden Homomorphismus 8 bis auf das Vorzeichen auf die Exten
sionsklasse der 1. Fundamentalsequenz (4.2.1) in H I (Y, !ly) abgebildet. Andererseits
wird unter (T die Extensionsklasse der 1. Fundamentalsequenz auf die Extensions
klasse der Sequenz (4.8.2) in H I (Y, ny (Al) abgebildet. Aus Cl' 8 = 0 folgt die Be
hauptung.D

Eine interessante Eigenschaft der Garbe E~ geben wir in dem folgenden Lemma an.

Lemma 4.9 Für i E :IN' und k E Z - {O} ist die folgende durch die 1. Fundamental
sequenz induzierte [(ohomologiesequenz

exakt.

BEWEIS. Da nach Lemma 4.3 die Garbe p(,Ck) für k =I 0 isomorph zu E~ ®,Ck ist,
genügt es zu zeigen, daß die natürliche Abbildung Hi(y, P('c)) -+ Hi(y,'c) für i ;::: 0
surjektiv ist. Dies gilt aber nach Proposition 2.3 in [Ei]. Der Vollständigkeit halber
geben wir einen Beweis an. Wir bezeichnen die Diagonale in Y x Y mit ß und die
natürlichen Projektionen von Y x Y nach Y mit PI und P2' Aus der Lerayschen
Spektralsequenz für P2'c
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ergibt sich die Abbildung

E~'o = HP(Y,PhPi'c)~ Er = HP(Y,p;'c)

und somit ein kommutatives Diagramm

HP(Y, PhP'2.c) ----+

(*)1
HP(Y,p'2.c)

(**)1

Hierbei ist die Abbildung (**) durch die Restriktionsabbildung auf die Diagonale
induziert. Da die Einschränkung von P2 auf 6.. einen Isomorphismus zwischen .6. und
Y liefert, gil t Ph (p;,c 16..) =,c und somit ist die Abbildung (*) ein Isomorphismus.
Also ist die Abbildung (**) surjektiv. In dem folgenden kommutativen Diagramm

Hi(y X Y, P'2,c) H i(Y x Y, pi'cW(2»)
::::

Hi(y, P(.c))----+ f---

11 1 1
Hi(y X Y, P'2'c)

(**)
Hi(y X Y, p'2'cla)

::::
Hi(y,J:,)---+ f---

ist somit die Abbildung (**) für i ~ 0 surjektiv. Hieraus folgt die Behauptung. 0

Die Varietät lP(Oy EB .c-1)

Wir benutzen die folgende Notation:

L = speco y (~Cl)

L =

Mit den natürlichen Einbettungen i : Lo ---+ L und j : L ---+ L und den natürlichen
Projektionen 7ro : Lo ---+ Y, 7r: L ---+ Y und 7f L ---+ Y erhalten wir folgendes
kommutative Diagramm

Y ==== Y ==== Y .

28



Hierbei ist 7f ein ]pI-Bündel, 1r ein Al-Bündel und 1ro ein <e. -Bündel. Die natürlichen
Projektionen

und

bestimmen den Nullschnitt
0"0 : Y -----7 L

und den oo-Schnitt
0"00 : Y -----7 L.

Wir setzen Do = O"o(Y) und D oo = O"oo(Y). Den Divisor Do+Doo auf L bezeichnen wir
mit D. Die offene Einbettung j : L ~ L ergibt somit eine Zerlegung von L in eine
disjunkte Vereinigung L = L U DOOl wobei wir L mit seinem Bild in L identifizieren.
Mit Or;-(I) bezeichnen wir die relativ ample Garbe auf L, die eindeutig bestilnmt ist
durch die natürliche exakte Sequenz

(4.9.1)

Außerdem ist die Sequenz

(4.9.2)

der I-Formen auf L exakt. Wir geben an dieser Stelle ein technisches Lemma an, das
wir im Abschnitt über das Infinitesimale Torelliproblem benötigen werden.

Lemma 4.10 Sei Z eine glatte, projektive Varietät und f : Z -----7 Y ein endlicher)
surjektiver Morphismus vom Grad N, sodaß eine Einbettung iz : Z --j. L über Y
existiert, d.h. das folgende Diagramm

Z~L~L

y

ist kommutativ. Dann gilt :

N-l

1. f.Oz = EB .c-i

i::;;::O
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4 f ... rN-1. wz/y = J..-

7. Oy;(Doo ) = Or(l)

BEWEIS. Da PIe (L) kanonisch isomorph zu PIe(Y) X Z ist, gi1t

wobei a E Z und :F eine invertierbare Garbe auf Y ist. Weil der Grad des Morphis
mus f mit dem Grad der Einschränkung von 0L(Z) auf eine Faser von 1f überein
stimmt, gilt a = N. Da 7f... 0r(-N) = 0, 7f... CJy; = Oy und R 11f...Oy; = 0 ist, folgt aus
der natürlichen exakten Sequenz

durch Anwendung des Funktors 1f... die exakte Sequenz

Also ist

coker {Oy ~ f*Oz} - (7r ... Oy;(N - 2))v 0 1\2 (CJ y EB [.-1) V0 ;:-1

N-1

- EB [.i 0 ;:-1 .
i=l

Da (j . iz)(Z) n Doo = 0 ist, erhalten wir

:F = 0'''' 7f*;:
00

O"~ (Or;(Z) 0 0L( -N))

- O'~0L<-N)

(4.10.1)

(4.10.2)

(4.10.3)

(4.10.4)

Wir wählen eine offene, affine Überdeckung Uo von Y und verwenden die Notation
aus dem Beweis von Lemma 4.3. Die natürliche Projektion

bezeichnen wir mi t 7r00' Wir setzen
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und erhalten, da 7r und 7r00 affine Morphismen sind, eine offene, affine Überdeckung
{Vcn Wal von L. Da für alle Q' der Divisor Doo in Wa für T~ = I/Ta durch T~ = 0
gegeben ist und Va n Doo = 0 gilt, folgt durch Vergleich der Übergangsfunktionen
von O"~Gr;(I) und 1:.-1 bzw. Gr;(I) und GI(Doo ) die 2. bzw. 7. Behauptung. Mit
(4.10.4) folgt nun :F = 1:.N und somit die 3. Behauptung und (4.10.3) liefert die l.
Behauptung. Aus 3. folgt für N = 1 die 6. Behauptung. Mit der Sequenz (4.9.1) folgt
durch Dachproduktbildung die 5. Behauptung

(4.10.5)

Mit Hilfe der Adjunktionsformel für Z in L folgt

Somit ergibt sich die 4. Behauptung. 0

Der primitive De-Rham Komplex

Sei (010, dLo ) der De-Rham Komplex auf Lo. Der Komplex (1ro.01o, 1ro.dLo) ist ein
Komplex von graduierten <'v-Moduln, dessen Differentiale die Graduierung respek
tieren (vgl. fOg, p. 1087-1089]).

Definition 4.11 Man bezeichnet den Unterkomplex der Terme vom Grad 0 des Kom
plexes (7rO.OLo 1 7ro.dLo) als den primitiven De-Rham !(omplex (Py1 d) von Y bezüglich
L.

Lemma 4.12 Es existieren die folgenden kanonischen !somorphismen von 0LoJ G LJ
GI; bzw. Gy-Moduln

l. .pI 1"V 1röL = °lolY ,1ro Y = Lo J

2. 1r·P} = 01(D~ , 1r.'c = OllY J 0lly(D~ = OL J

3. ~P} = 0i-{0 J 0LIY~ = 0[; J

4. I\kE~ = Pt für k 2:: 0 .

BEWEIS. Wir wählen eine offene, affine Überdeckung Ua von Y mit lokalen Koor
dinaten xr, ... ,x~ in Uex und verwenden die Notation aus dem Beweis von Lemma
4.3 und 4.10. Die natürliche Projektion L - Do~ Y bezeichnen wir wieder mit
1r00 und mit {Vex, Wo} die offene, affine Überdeckung von L, die gegeben ist durch
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n

r!1}JVa = 7r*nhva = EBOua[Ta ]7r*dxf,
i=l

Wir bemerken, daß 7r·X~, ... ,1r·X~,Ta lokale Koordinaten in Va sind. Eine entspre
chende Darstellung ergibt sich für die W~s. Da dfaß = 0 in nl/y(VanVß) ist, erhalten

wir aus Tß = faß' Ta, daß dTß = faß' dTa gilt. Da !1L/y{D)Wa = G Va .1f: gilt, folgen
nun entsprechend aus

dTß d(faß . Ta) dTa und= - -
Tß faß' Ta Ta

d(1/Tß) d(1/ faß' l/Tß) d(l/Ta)
= =

1/Tß 1/faß .1/Tß Ta

in 2. und 3. jeweils die letzten heiden Behauptungen. Für die Garbe P} gilt

wobei wir für einen graduierten Gy-Modul :F = ffi:Fi mit (:F)o den Anteil :Fa bezeich
nen. Hieraus folgen in 1., 2. und 3. jeweils die 1. Behauptungen. Aus den beiden
Gleichungen

und

folgt durch Vergleich der Übergangsfunktionen zunächst die Isomorphie von P} und
E~. Aus 1r~ I\k E~ = nie folgt durch die Anwendung des Funktors 7ro. die Isomorphie
von I\kEf. und p~ für alle k ;::: O. 0
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Bemerkung 4.13 Wir identifizieren den primitiven De-Rham Komplex (Py,d) mit
dem Komplex (l\eE~,d), wobei das Differential des Komplexes !\eE~ durch das Dif
ferential des primitiven De-Rham Komplexes induziert ist.

Lemma 4.14 Es gelten die folgenden Aussagen

1. Für p ~ 0 liefert die Anwendung des Funktors 7f... auf die exakte Sequenz der
Garben der logarithmischen 1-Formen auf L

o~ 1f*0v~ 0L~ ~ flL/y (1J) ~ 0

die duale p-te Dachproduktsequenz

(4.14.1)

zur 1. Fundamentalsequenz (4.2.1). Insbesondere gilt

f. Die folgende Sequenz von ](omp/exen ist exakt

(4.14.2)

Hierbei ist Oy der De-Rham [(omplex mit dem Differential d, der I(omplex
fl y[-l] ist der um eine Stelle nach rechts verschobene De-Rham [(omp/ex mit
dem Differential -d und 1\eE~ ist der primitive De-Rham [(omp/ex. Weiterhin
sind die Abbildungen u und p durch die Abbildungen up und Pp in der Sequenz
(4.14.1) induziert.

BEWEIS. Die 1. Behauptung folgt unmittelbar aus dem Lemma 4.12 (vgl. [Og,
p.1088]). Die 2. Behauptung folgt aus der Exaktheit der Sequenz (1.6.4) in [Og]. 0

Für einen Komplex von Garben }Ce auf Y bezeichnet man mit

die i-te Hyperkohomologiegruppe von }Ce und mit }Ce [r] den um r Stellen nach links
geshifteten Komplex, d.h. an der i-ten Stelle des Komplexes J\:e[r] steht JCi+r. Wei
terhin bezeichnet man mi t {FPKe} clie filtratio n bete des Komplexes !Ce, cl. h. an der
q-ten Stelle des Komplexes FPJC,. steht J\:q, falls q 2: p ist, und sonst O.

Bemerkung 4.15 Die exakte Sequenz von Komplexen (4.14.2) induziert für die Fa
serung 11"0 : La ----t Y die Gysinsequenz

...~ IHi - 2(y, Oy)~ IHi(y, fly)~ IHi(y, l\eE~) -4 lHi- 1 (y, fl y ) -----t ••• ,

wobei der verbindende Homomorphismus IHi - 2(y, Oy) -4 lHi(y, fly ) durch Cuppro
dukt mit einem komplexen Vielfachen der Klasse Cl (L:) E Hl(y, O} ) gegeben ist. Wir

33



nehmen nun an, daß die Garbe .c ample ist. Nach dem Harten Lefschetzsatz (siehe
z.B. [GH, p.122]) erhä.lt man nun für 0 :::; i :::; n die folgende kurze exakte Sequenz

(4.15.1)

Wir bezeichnen für 0 ~ k ~ n die primitive Kohomologiegruppe

von Hk(y, <t) mit H~(Y, <C). Weiterhin definieren wir für 0 ::;; p +q ::;; n die primitive
Kohomologiegruppe HÖ(Y, fl~) durch

Hierbei erhalten wir nach dem Poincarelemma einen natürlichen Quasiisomorphis
mus von Komplexen <D y -+ fly und identifizieren deshalb die Kohomologiegruppen
Hi(y, «n und llIi(y, flY).

Proposition 4.16 Für 0 ::;; k ::;; n induziert die Sequenz (4.15.1) einen natürlichen
Isomorphismus

'Hk( If'l)::::: k( V)o Y, \LI ----+ ll-I Y, /\.~y .

Der Isomorphismus ist verträglich mit der Hodgezerlegung von H~(Y, lD) und induziert
somit für p, q mit p + q = k die folgenden Isomorphismen

BEWEIS. Aus der Sequenz (4.15.1 ) erhalten wir 0 :::; k ~ n folgendes exakte kommu
tative Diagramm:

o

1
Hi(Y, <D)

~ 1UCI (.C)n-k+l

H2n-k+2(y, <C)

1
o
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Hierbei ist a die durch Cupprodukt mit CI(.c)n-k+2 gegebene Abbildung. Aus dem
Harten Lefschetzsatz folgt, daß a ein Isomorphismus ist. Somit ist auch ß ein Iso
morphismus. Nach Theorem 1.9 in [Og] degeneriert die Spektralsequenz

auf ErLevel. Da die Hodgespektralsequenz auch auf EI-Level degeneriert, induziert
somit der Isomorphismus ß die Isomorphismen

für die Ei,q-Terme der zugehörigen Spektralsequenzen. 0

Bemerkung 4.17 Die zur filtration bete gehörende Spektralsequenz

degeneriert somit in EI'
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5 Hodgetheorie zyklischer Überlagerungen

Sei Y eine glatte, projektive Varietät der Dimension n und .c eine invertierbare Garbe
auf Y. Weiterhin sei rur eine natürliche Zahl N ein Schnitt s E HO(y, .cN

) mit glat
tem, reduzierten Nullstellendivisor X = {s = O} gegeben. Der Schnitt s definiert
durch die Injektion

J:,-N ~Oy

eine Oy-Algebrastruktur auf EB~öl J:,-i . Wir bezeichnen die glatte Varietät

zusammen mit dem natürlichen Morphismus

!:Z-tY

als zyklische Überlagerung von Y bezüglich .cN ~ Oy (X) . Den Divisor (!.X) red

bezeichnen wir mit X'.
Die Galoisgruppe G von Z über Y ist zyklisch von der Ordnung N. Wir wählen

ein erzeugendes Element a von G und eine primitive Einheitswurzel (, sodaß a auf
dem direkten Summanden .c- i von !.Oz durch Multiplikation mit (i operiert. Falls
für eine Garbe :F auf Z die Garbe !.:F lokal frei ist und die Galoisgruppe G auf
!.:F operiert, so bezeichnen wir mit (!.F)i den Eigenraum zum Eigenwert (i des
erzeugenden Elementes a.

Pushdown von Garben

Das Standardargument bei der Untersuchung einer Kohomologiegruppe Hi(Z,:F) für
eine Garbe :F auf Z ist die Anwendung der Leray-Spektralsequenz in dieser Situation.
Da R i !.:F = 0 ist für i > 0, erhält man natürliche Isomorphismen

für i > O. Aus diesem Grunde wenden wir nun den Funktor !. auf einige im folgenden
wichtige Garben auf Z an. Nach [EVl] erhalten wir das folgende Lemma.
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Lemma 5.1 Mit den obigen Bezeichnungen gilt für p ~ 1:

1.

2.

N-l

- EB L-i

i::;;;Q

- L- i für i = 0, ... 1 N - 1

3.

= {n~
n~{'\J 0 L-i

N-l

- E9 ny (X) fSJL- i

i::;;;Q

für i = °
für i = 1, ... ,N - 1

4.

= ro,Py IV\. 101 r-i f" . ° N 1:." \;"1..1 'CI J-; ur z = , ... 1 -

= {APTY(-X) 0 L-
i

APTy ® L-N +1

für i = 0, ... ,N - 2

für i = N - 1

N-l

5. f. /\P Tz(-X' - EB /\PTy(-X) 0 L-N +1+i

i::;;;Q

Bemerkung 5.2 Falls L ample ist, so besitzt Z zwei natürliche Polarisierungen
zum einen die kanonische durch Wz und zum anderen die durch f· L gegebene Polari
sierung. Die uns interessierende Polarisierung auf Z ist die durch f* L gegebene. Da
für die kanonischen Garben Wy und Wz die Adjunktionsformel

Wz = f*(Wy fSJ LN-I)

gilt, bemerken wir, daß für multikanonische Überlagerungen, d.h. für L = Wy, die
Polarisierungen übereinstimmen.

Da uns die primitive Kohomologie von Z bezüglich f· L interessiert, untersuchen wir
nun das Verhalten der Garben /\PE z und /\PEZ mit Ez = P(f*L)V fSJ f* L unter dem
Funktor f •. Mit Ey bezeichnen wir die Garbe Ey = P(L)V 0 Lauf Y.
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Lemma 5.3 Es gilt für p ;::: 1:

für i = 0

für i = 1, ... l N - 1

2. f* I\P Ez = I\PE y ~ ,e-N+l EB
(EB~ll (I\PTy (-X) ~ ,e-N+l+i EB I\P-1T y (-X) ~ ,e-N+l+i))

1
I\PTY(-X} ~ ,e-iEB

I\p-l Ty(-Aj ®,e-i
=

I\PE y ~ ,e-N+l

für i = 0, ... , N - 2

für i = N - 1

BEWEIS. Durch Dachproduktsequenzbildung erhalten wir aus der spaltenden Sequenz

in Lemma 4.8 für p ;::: 1 die exakte spaltende Sequenz

Da nach [Vie2, Lemma 1.6] gilt

(5.3.1)

folgt nach der Anwendung des Funktors f* auf die Sequenz (5.3.1) die Gleichheit

Hieraus folgt für p ;::: 1

(5.3.2)

Mit einer entsprechenden Überlegung wie im Beweis von Lemma 4.8 ergibt sich nun,
daß für p = 1, ... ,n + 1 der Cokern der natürlichen Einbettung

isomorph zu dem Ox,-Modul
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ist. Somit erhalten wir die exakte Sequenz

o--+ I\PE~ --+ I\PE~{X"~ --+ I\p-1 E~, --+ 0 . (5.3.3)

(5.3.4)

Indem wir den Funktor f. auf (5.3.3) anwenden bekommen wir die exakte Sequenz

(

N-1 ) ßo---+ j. AP E~ ~ (APE~ (X)) l8i ~ r.- i ---+ Ap-lE~ ---+ 0 .

mit Ek = P(.Clx) ~ .e11. Für eine affine Überdeckung {Ua } von Y läßt sich Ei über
Va = /-1 (Ua) darstellen als

v (eh ) fl"\ dTaEZlVa = ~OVadXi EB VVaT'
1=1 a

wobei Ta die Faserkoordinate von .e über Ua und Xl, ... ,Xn lokale Koordinaten von
Z in Va sind. Die natürliche Operation von G auf Ei ist gegeben durch

(
dTa )· ( dTa

(f /. dx11\ ... 1\ dx n +9 . Ta = (ff . d (f X 1) 1\ ... 1\ d ((f X n) + (f9· Ta .

Somit sind die Abbildungen in der Sequenz (5.3.4) G-equivariant. Da die Garbe
AP-1 Ek eine G-invariante Garbe ist, liefert dies

Die Abbildung a in (5.3.4) induziert auf dem nicht G-invarianten Anteil einen Iso
morphismus. Hieraus folgt die 1. Behauptung. Nun kommen wir zum Beweis der
2. Behauptung. Eine Anwendung der Dualitätstheorie für endliche flache Morphis
men (vgl. [Ha, Kap.lII, Ex. 6.10J) auf den Morphismus f liefert

I.I\P Ez = HOM oy (C N
-
1 0 I.I\P E~,Oy) .

Indem man das Resultat der 1. Behauptung in diese Gleichung einsetzt, folgt die
2. Behauptung. D

Die IVHS einer zyklischen Überlagerung

Sei nun .e eine ample invertierbare Garbe auf Y. In diesem Abschnitt untersuchen
wir die von der polarisierten Varietät (Z, f·.e) induzierte IVHS vom Gewicht k (siehe
Beispiel 2.13). Für p = 1, ... , k zerfällt die Abbildung

s
IIJ(Z, Tz) ~ HOMc (H;-P(Z, ni),H;-P+1(Z, ni- 1

))

aufgrund der Eigenraumzerlegungen der Vektorräume HJ(Z, Tz), H;-P(Z, ni) und
H;-P+1(Z, nrz-1) in eine direkte Summe

N-1

8p = EB 8p ,i
i=O
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mit
Öp,i = (Öp,i,O" .. ,Öp,i,N-d ,

wobei für 0 :::; i,j :::; N - 1 die Abbildung öp,i,i gegeben ist durch

T(i) Op,i,j HOM (U(j) U(i+i-[~]-N))
----+ c:: p' p-l .

Hierbei bezeichnet

Wir präzisieren nun den Begriff des IVHS-Isomorphismus von zyklischen Überla
gerungen. Seien (Y, L:) und (y l

, .c') zw'ei polarisierte Varietäten der Dimension n
und f : Z ---4 Y bzw. f : Z' ---J. Y' zyklische Überlagerungen bezüglich LN = Oy(X)
bzw. L:,N = OYI(X'), wobei X bzw. X' ein glatter reduzierter Divisor auf Y bzw. Y'
ist. Die durch (Z, f* L:) bzw. (Z', f* L:/) induzierten IVHS vom Gewicht k bezeichnen
wir mit

(Hz, F·, Q, T, 8)

und
(H' F'· Q' T' 8')z' , , , .

Definition 5.4 Wir bezeichnen eine IVHS-Isomorphismus

(Hz,F·,Q,T,ö) ~ I (Hz, F'·, Q', T',ö')

als einen IVHS-Isomorphismus von zyklischen Überlagerungen, falls für p = 1, ... ,k
und 0 :::; i, j :::; N - 1 das folgende Diagramm

o ..P,I,)-.. HOM (UU) U( i+i-[W].N))
Q:: p' p-l

1111

HOM (V,(j) v' (i+i-[i.1f]-N))c p' p-l

kommutativ ist. Hierbei sind die vertikalen Isomorphismen durch 'Ij; induziert.

Nun betrachten wir die Abbildungen Öp,i,j genauer. Da die invertierbare Garbe L:
ample ist, gilt nach [EV2, (2.8)]

Hk-P(y, n~-l (X) (l) j2-i) = 0 für j = 1, ... , N - 1 und p = 0, ... ,k .
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Zusammen mit Lemma 5.3 erhalten wir

für i = 0, ... , N - 2
(5.4.1)

für i = N - 1

und

für j = 0
(5.4.2)

für j = 1, ... ,N - 1

Hierbei ist zu berücksichtigen, daß für i = 0, ... , N - 2 der Isomorphismus (5.4.1)
durch Komposition mit dem durch die 1. Fundamentalsequenz (4.2.1) induzierten
Isomorphismus

gegeben ist und der Isomorphismus (5.4.2) durch den Isomorphismus in Proposition
4.16 induziert wird.

Für p = 1, ... , k, 0 ::; i ::; N - 2, 1 ::; j ::; N - 1 und i + j ::; N - 1 bezeichnen wir
mit 'lv,i,i die folgende durch Cupprodukt und Kontraktion von Garben induzierte
Abbildung von Kohomologiegruppen auf Y

;5 ..
JI1(Ty(-X) ® .c-i )~ HOMc (Hk-P(!1~{X) ® .c-i ), Hk-P+l(f2V- 1(X) 0.c-i - i ))

Die hierzu entsprechenden Abbildungen bp,i,i spielen für uns eine wichtige Rolle, da wir
aufgrund der Bedingung i + j < N - 1 die Oy-Algebrastruktur auf den Pushdowns
der jeweiligen Garben unter f. nicht zu berücksichtigen brauchen und somit diese Ab
bildungen einfacher zu handhaben sind ( vgl. [Kn, 3.2] ). Aufgrund der Verträglichkeit
der Leray-Spektralsequenz mit Cupprodukt und Kontraktion von Garben erhalten wir
nun das folgende Lemma.

Lemma 5.5 Für p = 1, ... ,k, 0 ::; i ::; N - 2, 1 ::; j ::; N - 1 und i + j :::; N - 1 ist
das folgende Diagramm kommutativ

1111

Hl(Ty (-X) ® .c-i )
s ..P,I.)
--+

HOMt'f' (u(j) U(i+i»)
...... P' p-l

1111
HOMf:, (Hk-P(f2v{X) ® .c-i ),Hk-P+l(!1y-l{A') 0 .c- i - i ))

llierbei sind die vertikalen Isomorphismen durch die Isomorphismen in (5.4.1) und
(5.4.2) induziert.
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Bemerkung 5.6 Falls N genügend groß ist, so gilt

H 1 (y, Ey ~ .c-N +1 ) = 0 .

Insbesondere erhält man somit in diesem Fall
N-2

H 1(Z, Tz) = H~(Z, Tz) = EB H1 (Y, Ty(-X) ~ .c-N +1
-

i
) .

i=O

Jacobisysteme

Sei Y eine glatte, projektive Varietät der Dimension n und .c eine ample invertierbare
Garbe auf Y. Wir setzen, um Fallunterscheidungen zu vermeiden, der Einfachheit
halber voraus, daß n ;::: 2 ist, obwohl sich alles Folgende im Fall der Kurven natürlich
entsprechend formulieren läßt. Weiterhin sei für eine natürliche Zahl N ein Schnitt
.9 E HO(y, .cN ) mit glattem, reduzierten Nullstellendivisor X = {.9 = O} gegeben und
f : Z -+ Y die zyklische Überlagerung bezüglich LN = Oy(X). Der globale Ver
schwindungssatz für ganzzahlige Anteile von <Q-Divisoren [EV2, (2.8)] liefert in dieser
Situation Hq(y, n~ (Aj ~ .c- i ) = 0 für 1 ~ i ~ N - 1 und p + q -:f. n. Somit erhalten
wir Hq(y, n~) ~ Hq(Z, fli) für p + q # n. Der interessante Anteil der Kohomologie
H*(Z,~) von Z liegt somit im mittleren Bereich 11"(Z, ~). Wir werden im folgenden
mit Hilfe der Jacobisysteme ( siehe Definiton 4.6 ) sowohl die Summanden

HP(Y, ny- p {X} 0.c- i )

der Hodgestruktur Hn(z, (f,)/Hn(y, CD) als auch die Summanden

H 1(y, Ty(-X) @ L-i )

der Kohomologiegruppe H 1(y, Tz) interpreti~ren. Diese Interpretation gestattet es
uns die Abbildungen 8p ,i,j und somit auch 8p ,i,j in Lemma 5.5 zumindest für großes
N und gewisse i und j gut zu kontrollieren.

Proposition 5.7 Seien:F und g lokal/reie Garben auf Y. Es existieren durch die 2.
Pu.ndamentalsequenz induzierte Abbildungen

HO(y, Wy ® .cN
(p+l) ® Q) ,pp(O) HP(Y fl"-P /l.'\ 0 Q) f" - 0

J
Wy0

t:.N (P+l)00 ----+ ,y V') ur P - , ... , n

und

HO(Yj.c
N

0:F)~ H1(y, Ty(-X) ®:F),
f:,N 0:F

sodaß das folgende Diagramm für p = 0, ... , n - 1 kommutativ ist :

H 1 (y, Ty(-X) ®:F) 0v HP(Y,fly-P(X} ® Q)

1/l(:F)0tPp(0)r
HO(y' .cN ® :F) ~ HO(y, Wy ® .cN (p+l) ® Q)

Jf:,N 0:F C Jwy0f:,N(P+l)00
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Hierbei ist die Abbildung (*) durch die !(omposition von Cupprodukt und der !(on·
traktionsabb ildun9 Ty (-X) @ n~-p (X) -+ n~-p-l (X) gegeben. Die A bbildung (**) ist

die durch Multiplikation von globalen Schnitten induzierte Abbildung. Die Abbildung

rj>(:F) ist injektiv.
Unter zusätzlichen Voraussetzungen erhalten wir die folgenden Ergebnisse:

1. Falls
HII (Y, 1\n-II E~ ® r.N(p-lI) @ Q) = 0

ist für s = 1, ... ,p - 1 , so ist 1/;1'(Q) injektiv.

2. Falls
HII+l(y, I\n-IIE~ @ .cN(p-lI) @ Q) = 0

ist für s = 0, ... ,p - 1 , so ist "pp(Q) surjektiv.

S. Falls H 1 (Y, Ey ~ F) = 0 ist, so ist 4>(F) ein Isomorphismus.

BEWEIS. Aus der dualen Sequenz zur 2. Fundamentalsequenz (4.5.1) erhalten wir für
q ~ 1 folgende exakte Sequenz von Dachprodukten

Für eine lokalfreie Garbe Q auf Y und p E lN" mit 0 ::; p ::; n setzen wir diese Sequenzen
zu dem Komplex (J(., d.) mit

J(i := (I\n-p-H+l E~) ~ .cN(i+l) @ Q

für i 2:: 0 zusammen. Den Komplex J(. kann man ebenso aus dem Koszulkomplex
zur Surjektion Ey 0 r.-N --+Oy gewinnen. Bis auf die O-te Stelle ist J(. exakt und es
gilt

ker do = ny-p(X) 0 Q .

Somit sind n~-p (X) 0 Q und ](. als Komplexe quasiisomorph. Es gilt insbesondere

J(1' = Wy 0 .cN(p+l) ® Q .

Wir definieren Ctp als Komposition der folgenden natürlichen Abbildungen:

HO(y, Wy 0 .cN(p+l) 0 Q)

1111

lHP(Y, K1'[-pD

O'p

----+ H1'(Y, n~-p {A, ® Q)

1'"
a

----+ lHP(Y, J(.)

Hierbei ist a durch die natürliche Inklusion von Komplexen J(1'[ -p] = FPK· ~ J(.
induziert. Es gilt
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Insbesondere erhalten wir für die Komposition von ß und der durch

definierten Abbildung

IHP-l (Y, KP-l [-p + 1]) ....!... lHP- 1 (Y, ](e/ FP ](e),

daß im(ß . I) C ker a ist. Die durch a p auf

HO(y,Wy 181 .cN(P+l) 181 9) " IHP(Y(P[yll
JWy0,CN(P+l)0v --t im ß· I

induzierte Abbildung bezeichnen wir als 'l/Jp(CJ). Falls HS(y, ](P-S-l) = 0 ist für s =
1, ... ,p -1, so folgt mit Hilfe der 2. Spektralsequenz für die Hyperkohomologie, daß

J!O(Y, J(P-l) ~ IHP-l(y, ](e/ FPJ(e)

ist. Dies liefert die 1. Behauptung. Falls Hs+1 (Y, J(P-S-l) = 0 ist für s = 0, ... ,p - 1,
so folgt entsprechend, daß

IHP(Y, J(e / FPKe) = 0

ist. Dies liefert die 2. Behauptung. Die Abbildung 4>(:F) ist durch die lange exakte
Kohomologiesequenz zur 2. Fundamentalsequenz (4.5.1) induziert. Hieraus folgt un
mittelbar die 3. Behauptung. Die Kommutativität des Diagramms (vgl. [Fl, §2])
ergibt sich mit Hilfe der 2. Spektralsequenz für die Hyperkohomologie zu den Kom
plexen

(I(e,dK ,):= ((l\n-p+e+lE~)C9L:N(e+l)C99,d.),

(Me,dM,):= {~y (j)):F-+,CN ®F} und

(Ne, dN,) := ((1\n-p+e~~) ~ .cN(e+l) (j)) F ~ g, de) .

Die durch Kontraktion gegebene Paarung Ey x I\kE~ -+ I\k-l E~ induziert für

E;,b(I(e) = Ha(y, Kb)

E~,b(M·) = Ha(y, Mb)

E~,b(Ne) = Ha(y, Nb)

eine Paarung
E:·b(Me) x E~,d(I(e) --t E:+c.b+d(Ne)

auf dem r-ten Level der Spektralsequenzen und ein kommutatives Diagramm

E~,p(I(e) x E~,l(M·) --+ E~,P+l(N·)

r r
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Hieraus folgt die Behauptung. 0

Korollar 5.8 Mit den obigen Bezeichnungen gilt :

1. Falls H3(Y, fly-" 0 j2N(p-,,) 09) = H"(Y, fly-"-l 0 .cN(p-tl) 09) = 0 ist für

s = 1, ... l P - 1, so ist 'lj;p(Q) injektiv.

2. Falls HtI+l (Y, ny-3 ® .cN(p-tl) 0 Q) = HtI+l (Y, ny- tl - 1 ® .cN(p-,,) 0 Q) = 0 ist für

.9 = 0, ... ,P - 1, so ist 'lj;p(Q) surjektiv.

9. Falls H1(y, F) = H1(y, Ty 0 F) = 0 ist, so ist <jJ(F) ein Isomorphismus.

BEWEIS. Aus der 1. Fundamentalsequenz erhalten wir die folgende kurze exakte Se
quenz von Dachprodukten

Die liefert die exakte Sequenz

... ---+ Hr(Y,fly- tI 0 j2N(p-tl) (öl Q) ---+ Hr(y, An-"E~ (öl j2N(p-tl) ® Q) -+

Hr(Y,o'y-tl-l (öl .cN(p-tl) (öl Q) --+ ....

Indem wir r = .9 bzw. r = .9 + 1 setzen, folgt hieraus die 1. und 2. Behauptung. Aus
der mi t F tensorierten 1. Fundamentalsequenz

ergibt sich die 3. Behauptung. 0

Von besonderem Interesse sind für uns die Abbildungen 4>(F) und "pp(Q), falls Fund
Q gewisse negative Potenzen der invertierbaren Garbe .c sind.

Definition 5.9 Wir bezeichnen die Abbildungen "pp(i::,-i) für i = 0, ... ,N - 1 und
t/J(.c-k) für k = 0, ... , N - 2 mit tPp,i und 4Jk.

Um die in in Proposition 5.7 bzw. Korollar 5.8 geforderten Verschwindungsbedin
gungen für die Abbildungen in Definition 5.9 einfacher handzuhaben, führen wir die
heiden Zahlen ry,.c und SY,.c ein.

Definition 5.10 Wir definieren die natürlichen Zahlen ry,.c und SY,.c durch·

ry,.c = min{[ IHP(Y, An-PE~ (öl rf) = 0 und
HP(Y, An-p+lE~ ® ,CII) = 0 für [' ~ I und p > O}

und

\Vir bemerken, daß die Zahlen ry,.c und SY,.c nur von der polarisierten Varietät (Y,..c)
abhängen.
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Korollar 5.11 Für N E :IN und i E {O, ... ,N - I} gilt

1. Falls i ::; N - ry,.c ist, so ist 'tf;p,i für P = 0, ... ,n ein Isomorphismus.

B. Falls k ~ sY,.c ist, so ist if;k ein Isomorphismus.

Definition 5.12 Mit w bezeichnen wir die invertierbare Garbe w} 0 .cN(n+l).

Nun formulieren wir in unserer Situation die verallgemeinerte Macaulay-Dualität nach
[Grel, Thm. 2.15]. Hierbei spielt die Garbe weine ähnliche Rolle, wie die kanonische
Garbe in der Serredualität.

Proposition 5.13 (Macaulay-Dualität) Sei E eine lokal/reie Garbe au/ Y und
a E ~. Falls die folgenden Verschwindungsbedingungen erfüllt sind

1. Hq(y, I\q+lEy 0 f. 0 .ca-N(q+l)) = 0 für q = 1, ... ,n - 1 ,

3. Hq(y, I\q+lE y ® .c-N(q+l)) = Hq(Y,l\qEy ® .c-Nq ) = 0

für q = 1, ... , n - 1 ,

so ist
H°y:" w) ::::: <C

und die durch Cuprodukt induzierte Paarung

ist nicht degeneriert.

BEWEIS. Wir bilden den Koszulkomplex zur Surjektion Ey CO [,-N ----.Oy in der 2. Fun
damentalsequenz und tensorieren diesen mit E ®.ca

. Dies liefert den Komplex (1(-, d_)
mit

](i = 1\n-i Ey ® f. 0 .ca-N(n-i)

für i 2:: O. Bis auf die O-te Stelle ist ](- exakt und es gilt

Die lange exakte Kohomologiesequenz zu pn](- = ](n[_n] ~ ]{-----*[(- / Fn[(- liefert

... ---+ IHn-1(y, ](-/ Fn ](-) ---+ HO(y, & ~ .ca.)~ Hn(y, & 0.ca 0 Wy 0 w-1 ) ---+

lHn(y, ](- / FnJ{-) ---+ ...
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Aus der 1. Voraussetzung ergibt sich mit Hilfe der Dachproduktsequenzen zur 1. Fun
damentalsequenz H9(Y, Kn-1-9 ) = 0 für q = 1, ... ,n - 1. Somit ist

Die 2. Voraussetzung liefert entsprechend, da.ß Hq(y, l<n-9 ) = 0 ist für q = 1, ... ,n - 1
und sornit ist

Deshalb induziert a den folgenden Isomorphismus

ker {Hn(y, E ® .ca ® Wy ® w- l ) ----. Hn(y, E~ ~ E ® .ca+N CE:! Wy 0 w- l ) }

Durch Anwendung der Serredualität erhalten wir

HO(y E ® .ca) ~ (HO(Y EV(9 .c-a ® W))V
jE0.c(J. ----. JEV rs.c-(J.0w

Indem wir obigen Isomorphismus für & = Gy und a = 0 unter Berücksichtigung der
3. und 4. Voraussetzung auswerten, erhalten wir

Hieraus folgt die Behauptung. D

Bemerkung 5.14 Wir bemerken, da.ß die 4. Voraussetzung in Proposition 5.13 keine
wirkliche Voraussetzung ist, da nach [Wa, Thm. 1] aus HO(y, Ty ® .c-N ) =J. °folgt,
daß (Y, .cN ) entweder zu (lpn

, 0(1) oder zu (lPt, 0(2) isomorph ist. Insbesondere
ist in diesem Fall N = 1 bzw. n = 1 und dies sind für uns uninteressante Fälle.

Bemerkung 5.15 Sei E eine festgewählte lokalfreie Garbe auf Y. Falls N genügend
groß ist, so sind die Verschwindungsbedingungen in Proposition 5.13 erfüllt.

In der folgenden speziellen Situation läßt sich die Macaulay-Dualität als Hodge
Dualität interpretieren.

Proposition 5.16 Sei N genügend große natürliche Zahl. Für i E {O, ... , N - I}
mit ry,'c ~ i ~ N - ry,'c und r = 0, ... , n ist das folgende Diagramm kommutativ

Hr(y, oy-r (X) ® r,-i) ®c Hn-r(y, Oy(X) ® r,-N+i)

VJr,i0VJn-r,N -iI
HO(y Wy ® .cN(r+I)-i) HO(y Wy ® .cN(n-r)+i)

Jwy0,CN(r+l)-i ®() Jwy0,CN(n-r)+i
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Hierbei ist die Abbildung (*) durch die I(omposition von Cupprodukt und der natürli·
chen Abbildung

oy-r (X) ® Oy{X) -+ Oy{X} ':::. Wy ® LN

gegeben. Die Abbildung (**) ist durch die Multiplikation von globalen Schnitten indu·
ziert. Die Abbildung (* * *) ist durch die Macaulay·Dualität und Serredualität

induziert. Die vertikalen Abbildungen sind Isomorphismen und die Paarungen (*)
und (**) sind nichtdegeneriert.

BEWEIS. Aus der Voraussetzung ry,.c ~ i ~ N - ry,.c ergibt sich, daß 'l/Jr,i und 'l/Jn-r,N-i

Isomorphismen sind. Da nach der Voraussetzung N genügend groß gewählt ist, ist
die Abbildung (* * *) ebenfalls ein Isomorphismus. Da (*) als Serredualitätspaarung
nicht degeneriert ist, folgt, daß auch (**) nicht degeneriert ist. D

Bemerkung 5.17 (Macaulay-Dualität = Hodge-Dualität) Die Paarung (*) in
Proposition 5.16 ist die Paarung der Serredualität

(Hr(y, :F))v ':::. Hn-r(y,:;:v ~Wy)

für die Garbe:;: = !1y-r (X) ® f:.-i. Die Macaulay·Dualität läßt sich in dieser Situation
aber nicht nur als Serredualität, sondern auch folgendermaßen als H9dgedualität inter·
pretieren. Die Galoisgruppe G von Z über Y operiert auf f ... f1,r~ bzw. auf Hp+q(y, <V)
durch Multiplikation mit (i (vgl. [EVl, Thm. 1.10] ). Wir bezeichnen mit ( )i die
zu (i assoziierte Untergarbe bzw. den zu (i assoziierten Untermodul. Da durch die
kOffi

0
lexe Konjugation (i und (N-i ineinander überführt werden, gilt entsprechendes

für Hp+q(Z, <c)). und (Hp+q(Z, <C)) ., somit gilt
t N-t

und inbesondere

Proposition 5.18 Sei N eine genügend große positive ganze Zahl. Für k 2:: 0 ist die
folgende Abbildung ein Isomorphismus :

(
HO(y,w? ® f:.Nn+k) v ~ HI(y, Ty{-X} ® -e-k).

Jw}0L:Nn+k

BEWEIS. Dies folgt durch eine entsprechende Konstruktion wie in Proposition 5.13 .
Wir setzen c = w} und a = Nn + k. In der Notation des Beweises der Proposition
5.13 ist der Komplex FI](·[l] bis auf die O-te Stelle exakt und es ist

ker{(FI ](·[IDo~ (FI ](·[I]h} = n~ (X) ~ Wy 0 -ek •
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Die lange exakte Kohomologiesequenz zu

liefert

ß
... --+ llIn- 1 (y, F 1 Ke[l]j ](n-l [-n +1]) ---+ HO(y,w} 0 t..Nn+k ) ---+

Hn-l(Y,n~{X}~Wy ® t..k ) ~ IHn- 1 (y, pl](e[l]j](n-l [-n + 1]) ~ ...

Da wir N genügend groß gewählt haben, ergibt sich mit den Dachproduktsequen
zen zur 1. Fundamentalsequenz Hq(y, (F 1!(e[1])n_2_q) = Hq(y, ](n-l-q) = 0 für q =
1, ... ,n - 2. Somit ist

Nun erhalten wir entsprechend, daß Hq(y, (PI !(e[l])n_l_q) = Hq(Y,](n-q) = 0 ist für
q = 1, ... ,n - 1. Deshalb induziert ß den folgenden Isomorphismus

Durch Anwendung der Serredualität

erhalten wir die Behauptung. 0
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6 Das 1(1,1) - Kriterium

Es seien Y eine glatte, projektive Varietät der Dimension n und :F und Q sehr ample
invertierbare Garben auf Y. Wir benutzen die folgende Notation:

v = HO(Y,:F) mit rl = dirn V , W = HO(y, Q) mit r2 = dirn W ,

PI = lP(V) , lP2 = P(W) und lP = lP1 X lP2 •

Mit PI und P2 bezeichnen wir die natürlichen Projektionen P -+ lP1 und lP -+ lP2 .

Die durch die Linearsysterne I :F I und I9 I induzierten Morphismen bezeichnen wir
mit <PIFI : Y -+ lP1 und <PIOI : Y -+ lP2 . Wir erhalten das kommutative Diagramm

t.\
Y~YxY

lP.

Hierbei bezeichnet ß die Diagonaleinbettung und i die durch die Kom~osition von
<PIFI x <Plol und ß gegebene Einbettung. Für a, b ~ 0 bezeichnen wir den Kern der
natürlichen Abbildung sav ~c SbW -+ HO(Y,:Fa~ Qb) mit l(a,b) und die invertier
bare Garbe Pi'01P t (a) ~ p;OF:/b) mit Op(a, b) . Es existieren natürliche Isomorphis
rnen Skt V ~ HO(lF\, OPt (kd) und sJ:.:z W ~ HO(lP 2 , OF. (k2 )). Deshalb identifizieren
wir im folgenden SktV mit HO(FI,OFt (k1 )) und Sk·W mit HO(lP 2 ,OF.(k2 )). Wir
geben nun eine hinreichende Bedingung dafür an, daß Y aufgefaßt als Untervarietät
von lP schematheoretischer Schnitt der Divisoren D E 1(1.1) ist. Hierbei sei Jy die
Idealgarbe von Y in lP .

Proposition 6.1 (1(1,1) - Kriterium) Falls :F-n ~ Q~Wyl nef und big ist, dann ist
die natürliche Abbildung

surjektiv.

Bemerkung 6.2 Die uns interessierende Anwendung der Proposition ist die fol
gende : falls Q genügend ample ist im Vergleich zu :F, so kann man bei Vorgabe von
V und W und der Abbildung V ~c W -+ HO(Y,:F t8) 9) die Einbettung i : Y ~ lP re
konstruieren. Denn der Kern der Multiplikationsabbildung V ~q; W ~ HO(Y,:F ~ 9)
ist 1(1,1) = HO(lP,J'y(l, 1)). Somit ist die durch die Auswertungsabbildung induzierte
Abbildung 1(1,1) l8> (?IP( -1, -l)-f.Jy surjektiv und wir können die Idealgarbe Jy von
Y und deshalb auch die Einbettung i : Y ~ lP rekonstruie'ren.

Bemerkung 6.3 Sei r. eine sehr ample invertierbare Garbe auf Y und

<P1.c1 : Y --+ lP(U)
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mit U = HO(y, 12) die zugehörige Einbettung. Bezüglich dieser Einbettung ist IPI.cI(Y)
ein schematheoretischer Schnitt von Quadriken in lP(U) , falls die natürliche Abbil
dung

(6.3.1)

surjektiv ist. Andererseits ist das homogene Ideal von Y bezüglich dieser Einbettung
Cf'1.cr von Quadriken erzeugt, falls die natürliche Abbildung

(6.3.2)

surjektiv ist. Hierbei bezeichnet h. für k ~ 2 den Kern der natürlichen Abbildung

SkU~ HO(y, J2k) .

Hierbei ist I'J = HO(lP(U), 3y(2)) die Menge der Quadriken in lP(U), die das Bild von
Y enthalten. Aus der Bedingung (6.3.2) folgt (6.3.1), d.h. es gilt die Implikation

Homogenes Ideal von IPI.cI(Y)
von Quadriken erzeugt =>

c.pl.q(Y) ist schematheoretischer
von Quadriken .

BEWEIS DER IMPLIKATION. Da die Garbe ,c ample ist, können wir ein
k > 2 wählen, sodaß die natürliche Abbildung

surjektiv ist. Das folgende natürliche Diagramm

1'1. ®c Sk-2 t&!c OP(U)
(*)

I k 0~ OIP(U)----+

11

1 ßÜ(lP(U), J"y(k)) t&!~ OP(U)

1(**)

HO(JP(U), J"y(2)) ®~ Op(u)(k - 2)
(***)

J"y(k)----+

ist kommutativ. Falls das homogenes Ideal von c.pl.q(Y) von Quadriken
erzeugt ist, ist die Abbildung (*) surjektiv. Es folgt aus der Surjektivität
von (*) und (**) die der Abbildung (***) und somit folgt die Behauptung,
indem wir die Abbildung (* * *) mit OIP(U)(-k + 2) tensorieren. 0

Die Umkehrung dieser Implikation ist falsch. Die Angabe eines Gegenbeispiels ist
zumindest für Kurven ein nicht-triviales Problem, denn nach [EEK, Thm. 2.1] ist die
Umkehrung für glatte irreduzible Kurven im lPr mit r = 2,3,4 richtig. In [EEK, Thm.
5.1] wird gezeigt, daß eine allgemeine elliptische Oktik im ]p5 schematheoretischer
Schnitt von 5 Quadriken im IP5 ist, aber das homogene Ideal dieser Oktik nicht von
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Quadriken erzeugt ist. In [Mu2] entwickelte Mumford Methoden um das Problem der
Erzeugtheit des homogenen Ideals durch Quadriken anzugehen. Unser erster Versuch
war es das Mumford'sche Kriterium [Mu2, Thm. 5] auf das Produkt zweier projektiver
Räume zu verallgemeinern um Erzeugtheit des homogenen Ideals zu folgern. Das von
uns hierbei erzielte Kriterium für zwei genügend ample invertierbare Garben läßt
sich aber nicht so knapp formulieren wie Proposition 6.1 . Deshalb verzichten wir auf
dessen Formulierung, da uns ohnehin das schwächere I(1,1)-Kriterium genügt. Bei den
Mumford'schen Kriterien in [Mu2] spielt implizit der vom ihm in [Mu1] eingeführte
Begriff der m-Regularität einer kohärenten Garbe auf dem projektiven Raum eine
wichtige Rolle. So ist es zu verstehen, daß im Beweis der Proposition 6.1 die 0
Regularität gewisser Garben benötigt wird. Eine kohärente Garbe & auf ]pr heißt
m-regulär, falls

H i (Ipr
, E(m - i)) = 0 für i > 0

ist. Nach [Mul, lecture 14] gilt für eine rn-reguläre Garbe E auf lPr
, daß E (m + 1)

regulär und die natürliche Multiplikationsabbildung

surjektiv ist.

Zunächst folgen nun einige Hilfslemmas für den Beweis der Proposition 6.1 .

Lemma 6.4 Es gilt Jrpi*Jy(a, b) = 0 für a, b > 0 J i > 0 und j = 1,2 .

BE\VEIS. Die durch die natürliche Surjektion Op(a, b) -4 Fa l8) Qb gegebene Abbil
dung

PhOp(a, b) = OPt (a) ®~ SbW -+ Fa ® gb

faktorisiert über die natürlichen Surjektionen

(6.4.1)

OPt (a) ®~ SbW ---+ :Fa ®~ SbW und

:Fa ®~ SbW --+ :Fa @ gb .

Also ist (6.4.1) surjektiv. Zunächst erhalten wir die Behauptung für i = 1 und j = 1
aus

R1phOp(a, b) = OPt (a) ®~ H1(lP 2 , Op1(b)) = ,0 .

Da die Einschränkung von PI auf die Diagonale einen Isomorphismus liefert, ist
Riph(Fa C8> Qb) = 0 für i > 1. Für i > 1 und j = 1 folgt die Behauptung aus

JrPh(:Fa
@ Qb) = 0 und RipI*(piOJPt (a) ~ P2 0P2(b)) = 0

Schließlich gilt sie aus Symmetriegründen für j = 2 . 0

Lemma 6.5 Falls F-n ~ 9 ® WyI nef und big ist, dann ist die natürliche Abbildung

HO(lP b PI*Jy(l, 1)) @.v SkI V ---+ HO(lPl, PhJy(kI +1,1))

surjektiv für kI ~ 0 .
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BEWEIS. Wir zeigen zunächst, daß die Garbe P1u.1y(1, 1) O-regulär ist, d.h. es gilt
H i (Il\,phJy(1,1)( -i» = 0 für 0 < i ~ n . Nach Lemma 6.4 ist die folgende Sequenz
exakt

o--+ PhJy(l, 1) --+ OP1 (1) ~~ W --+ F f& 9 -+ 0 .

So erhalten wir für i > 0 die exakte Sequenz

... -+ H i - 1 (lP b OP I (1 - i)) ~c W -+ H i
- 1 (Y, F 1

-
i f& 9)

-+ Hi(lPl, PhJy(l, 1)(-i)) -+ Hi(lPl, OP I (1 - i)) ~~ W -+ ...

Da HO(IP1, OPI ) ®~ W -=. HO(y, 9) ein Isomorphismus und H1 (lP1, OPI) = 0 ist, so
folgt Hl(lPl,PhJy(1, 1)(-1» = 0 .
Nun wenden wir uns dem Fall i > 1 zu. Da F-n ® 9 ® Wy1 nef und big ist, ist auch
:F1

-
i ® 9 ® w-1 nef und big für i ~ n + 1. Deshalb gilt nach dem Verschwindungssatz

von Kawamata-Viehweg [Vie2] und [Ka2] H i - 1(Y,:F1- i ® g) = 0 für i > 1. vVeil auch
Hi(lP}, <'IPI (1 - i)) = 0 ist für i > 1 , folgt die O-Regularität der Garbe PhJy(l,l) .
Nach Bemerkung 6.3 erhalten wir aus der O-Regularität der Garbe PhJy(1, 1) nun
für I > 0 die Surjektivität der Abbildung

(6.5.1)

Aus der Surjektivität der obigen Abbildung folgt nun durch Induktion über k1 , daß
die Abbildung

für k1 > 0 surjektiv ist. In dem kommutativen Diagramm

1

(.)
~ HO(lPI,PhJy(k1+ 1,1»

/fU)

folgt, da die Abbildung (*) surjektiv ist, die Surjektivität von (**) und somit die
Behauptung. 0

Zur Wahl von ko. Wir wählen nun ein ko E IN, sodaß die folgenden drei Bedingungen
erfüllt sind:

1. /co ~ min{k I Jy(k', k") ist erzeugt für k', k" ~ k} ,

2. die Abbildung Sk HO(Y,:F) -+ HO(y, :Fk) ist surjektiv für k ~ ko ,

3. :F1-:o+1 ~ g-n ~ Wy:1 ist ample .
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Lemma 6.6 Für k1 > ko gilt, daß die natürliche Abbildung

surjektiv ist für k2 ~ 0 .

BEWEIS. Der Beweis verläuft wie in Lemma 6.4. Wir zeigen, daß P2.Jy(k1 + 1,1)
eine O-reguläre Garbe ist, d.h. es gilt H i (JP 2,P2.Jy (k1 + 1, 1) (-i)) = 0 für i > 0 . Da
nach Lemma 6.4 gilt R1p2.Jy(k1 + 1,1) = 0, erhalten wir die kurze exakte Sequenz

Dies liefert für i > 0 die folgende exakte Sequenz

•.. --+ SkI +1 V 0q, H i - 1 (lP2, OIP
2
(1 - i)) ~ H i - 1(Y, Fkl +1 0 gI-i)

--+ H i (JP 2 ,P2.Jy(k1 + 1, 1)(-i)) --+ Skl+lV 0c Hi(lP2 , OIP2(1 - i)) ~ ...

Da aufgrund der Wahl von ko die natürliche Abbildung

surjektiv ist und Hl (IP 1 , OP1) = 0 ist, erhalten wir

Da Fki +1 0 g-n 0 Wyl ample ist, gilt nach dem Verschwindungssatz von Kodaira
H i - 1(Y, Fkl +1 ® gI-i) = 0 für 1 < i ::; n . Weil auch H i (lP2, OP2 (1 - i)) = 0 ist für
i > 1 , folgt die O-Regularität der Garbe P2.Jy(k1 + 1,1), also ist die folgende Abbil
dung für I > 0 surjektiv

Wie in Lemma 6.5 folgt nun die Behauptung. D

BEWEIS DER PROPOSITION 6.1. Aus dem folgenden kommutativen Diagramm

1 1

folgt, daß es aufgrund der Wahl von ko genügt für zwei natürliche Zahlen k1 und k2

mit k1 , k2 ~ ko die Surjektivität der folgenden Abbildung zu zeigen
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In dem folgenden natürlichen kommutativen Diagramm

HO(lP, Jy(l, 1)) (9 HO(P, Op(k1 , k2 ))

1111

H°(lF\, p1*Jy(l, 1)) ® HOCIF\, PhOp(kl, k2 ))

1111
H°(lI\, PhJY (1, 1)) ®~ Ski V ®~ Sk~ W

(*)1
HO(lPl,PhJy(kl + 1,1)) 0c S k2 W

1111

HO(JP2,P2*Jy(k1 + 1,1)) 0c Sk~W

ist nach Lemma 6.5 die Abbildung (*) und nach Lemma 6.6 die Abbildung (**)
surjektiv. Durch Anwendung der Leray-Spektralsequenz sind die anderen vertikalen
Abbildungen nach Lemma 6.4 bzw. nach der Eigenschaft Ri p1*OJP(kl, k2 ) = 0 für
i > 0 Isomorphismen. Somit erhalten wir die Surjektivität von (* * *). Hieraus folgt
die Behauptung. 0
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7 Symmetrizer

Für <t-Yektorräume U, V, W und eine lineare Abbildung

q : U ®~ V ---+ W

bezeichnen wir den <t-Yektorraum

als den Symmetrizervektorraum der Abbildung q. Die natürliche lineare Abbildung
s(q) mit

s(q): U ®c B(q) ---+ V
LUi®Ti ~ LT(Ui)

bezeichnen wir als die Symmetrizerabbildung von q oder kurz als den Symmetlizer
von q. Wir werden im folgenden hierzu auch sagen, daß die Abbildung s(q) durch
Symmetrizerbildung aus q entsteht ( siehe [Dol] ).

Bemerkung 7.1 Zur Illustration geben wir nun ein einfaches Beispiel einer Sym
metrizerbildung an. Seien;: eine lokalfreie invertierbare Garbe und Q eine lokalfreie
Garbe auf einer projektiven Varietät Y. Wir wollen den Symmetrizer zu der ~1ulti

plikationsabbildung

bilden. Es gilt das folgende Resultat.

Falls :F von globalen Schnitten erzeugt ist und H 1(y, ;:-1 ® Q) = 0 ist,
folgt, daß die natürliche Abbildung

mit cjI(s)(u) = s· U für s E HO(Y,:F-1 ® Q) und u E HO(Y,:F) einen Iso
morphismus zwischen HO(Y,:F-1 ® Q) und B(q) induziert. Die Symme
trizerabbildung

ist durch Multiplikation von globalen Schnitten gegeben.

BEWEIS. Wir bilden den Koszulkomplex zu der nach Voraussetzung surjektiven Aus
wertungsabbildung

bis zur zweiten Stufe
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Diese Sequenz ist rechts und in der Mitte exakt. Nun dualisieren wir diese Sequenz,
tensorieren mit :F-1 0 9 und wenden den Funktor der globalen Schnitte an, dies liefert

Den Kern der Auswertungsabbildung HO(Y,:F) ®lV F- 1-+Oy bezeichnen wir mit Je.
Aus den beiden exakten Sequenzen

und
o~ K V -t J\2HO(Y,F)V 0 GJ :P -t J\2K v -t 0

erhalten wir zugehörigen langen exakten Kohomologiesequenzen

o~ HO(y, F-1 ® Q) -t HO(y, F)V 0c HO(y, Q) -t

HO(y, K V0 F- 1 ® Q) -t H 1(y, :;-:-1 0 Q) -t .••

und

Da H 1 (Y,F- 1 0 Q) = 0 ist, folgt die Exaktheit in der Mitte der Sequenz (7.1.1). Da
die Abbildung <p in der Sequenz (7.1.1) für

gegeben ist durch
4>(T)(U1 J\ U2) = U1 • T(U2) - U2 • T(U1) ,

erhalten wir die Behauptung. 0

Bemerkung 7.2 Man sieht in Bemerkung (7.1), daß bei der Identifikation der Sym
metrizervektorräume die Exaktheit eines gewissen Koszulkomplexes eine Rolle spielt.
Wir werden im folgenden mit diesem Standpunkt arbeiten. Nun formulieren wir ein
verallgemeinertes Symmetrizerlemma.

Sei Y eine glatte projektive Varietät der Dimension n und ,c eine ample invertierbare
Garbe auf Y.

Proposition 7.3 (Green's Verallgemeinertes Symmetrizerlemma) Sei E eine
lokal/reie Garbe auf Y und Meine lokalfreie von globalen Schnitten erzeugte inver
tierbare Garbe auf Y. Falls N genügend groß ist, so ist die folgende durch den /(08

zulkomplex zu der Auswertungsabbildung
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gegebene Sequenz

1\2 HO(Y,M) ®4; HO(Y,M-
2

®&V ®.c-
N

®w)
JM-20t:v0J:,-N~

HO(y M-1 ® &V ® .c-N ® w)
HO(Y,M) ®4; -..:..........;.,----------.;..

JM-10f;"'0(,-N 0w

in der Mitte und rechts exakt.

(7.3.1)

HO(y, &V ® .c-N ® w) --4 0

JEv 0J:,- N 0w

BEWEIS. Dies ist im wesentlichen die Aussage von [Gre1, Thm. 2.21). Zur Bequem
lichkeit des Lesers geben wir einen Beweis an. Wir bilden den Koszulkomplex zu der
nach Voraussetzung surjektiven Auswertungsabbildung

(7.3.2)

bis zur zweiten Stufe

(7.3.3)

Diese Sequenz (7.3.3) ist auf den beiden mittleren Termen exakt. Mit K bezeichnen
wir den Kern der Auswertungsabbildung (7.3.2). Indem wir die Sequenz (7.3.3) mit
&V ® .c-N ® w tensorieren erhalten wir den Komplex

1\2 HO(Y,M)@tlJ HO(Y,M- 2 ~&V 0L-N 0w) ~ (7.3.4)

Jtl(Y,M)®Gi HO(Y,M-1 ®&V ®L-N ®w) --4 HO(y,&V ®L-N ®w).

Falls N genügend groß ist, gilt

und
HO(y, K2 ® &® .c-N ® w) = 0 .

Somit liefert in diesem Fall (7.3.4) die folgende exakte Sequenz von I<ohomologiegrup
pen auf Y

1\2HO(M) ®a:: HO(M-2 ® &V ® .c-N ®w) --.

HO(M) @4; HO(M-l @ &V @ .c-N @ w) --. HO(&V (öl r,-N @ w) --t 0 .

Aus dem durch (7.3.2) und die 2. Fundamentalsequenz (4.5.1) induzierten natürlichen
kommutativen Diagramm von Kohomologiegruppen auf Y

1
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folgt, da für N genügend groß die Abbildung (*) surjektiv ist, daß die folgende natürli
che Abbildung

HO(y, M) ® JM-lfjJeV~C-N~w --+ J e vfjJC-N0w

surjektiv ist. Hieraus ergibt sich die Exaktheit der Sequenz (7.3.1) auf der rechten
Seite. In dieser Situation gilt nach [Gre1, Lemma 2.29] auch die Exaktheit in der
Mitte ohne weitere Voraussetzungen. Dies liefert die Behauptung. 0

Nun geben wir das im Beweis des Variationalen Torelli-Theorems (9.1) benötigte
Symmetrizerresultat an. Wir erinnern an dieser Stelle, daß die Zahl ry,.c definiert ist
als

Proposition 7.4 Sei k eine natürliche Zahl , sodaß die folgenden Eigenschaften
erfüllt für j E {O, I} sind :

1. Für k gilt k ~ ry,.c.

2. Die Garbe Wy 0,ek ist von globalen Schnitten erzeugt.

S. Hq(y, t\qEy ® Wy1 @ ..c-k - i ) = 0 für q = 1, ... , n - l.

4. HO(y, Ey @y Wy1 @ ,e-k-i ) = 0 .

Sei N eine genügend große positive ganze Zahl und s E HO(y, ,eN) ein Schnitt mit
glattem reduzierten Nullstellendivisor X = {s = O}. Wir setzen i = N - k. Für die
natürliche durch Cupprodukt und [(ontraktion gegebene Abbildung

gilt dann

1. Der Symmetrizervektoraum B(8) ist kanonisch isomorph zu

und die Symmetrizerabbildung 01 = s(0) ist

2. Der Symmetrizervektormum B(01) ist kanonisch isomorph zu

und die Symmetrizerabbildung 02 = s(01) ist

HO(y,Wy ® ..cN - i ) 0q; HO(Y, Wy 2 0 ..c2i - N - i )~ HO(Y,Wyl ~ ,ei-i)
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Hierbei sind die beiden Symmetrizerabbildungen 81 und 82 durch Multiplikation von
globalen Schnitten gegeben, wobei bei 01 noch mit der durch die 2. Fundamentalsequenz
(4.5.1) induzierten Abbildung

HO(y, .cN- i ) --+ Hl (Y, Ty(-X) ® .c- j )

komponiert wird.

Bemerkung 7.5 In Proposition 7.4 entspricht die Abbildung 8 der Abbildung On,i,i
in Lemma 5.5. Diese Abbildung bn,i,i ist der Ausgangspunkt für unseren Beweis des
Variationalen Torelli-Theorems 9.1.

BEWEIS. Um die 1. Behauptung zu beweisen, müssen wir die Exaktheit links und in
der Mitte der natürlichen Sequenz

o--+ HO(Y,Wyl ® .ci-i) ---+ HO(y,Wy ® LN-i)Y ®Ii H1(y, Ty(-X) ® L-j)

~ I\?HO(y,Wy ® .cN-i)Y Q9a; H1(Y,Oy-l(X) Q9 L-i - i ) (7.5.1)

zeigen. Da nach der 4. Voraussetzung HO(y, Ey ® Wyl ® L-k - i ) = 0 ist, gilt

Da N genügend groß ist, genügt es unter Anwendung von Korollar 5.11 die Exaktheit
links und in der Mitte der Sequenz

o~ HO(Y,E ® LN) ---+ HO(Y,M)V 01i H1(y,TY(-A; 0 L-i)

~ 1\2HO(y, M)Y 0u HO(y, M
2

0 E 0 LN)
.. JM 'Jf2;&0[,N

zu zeigen, wobei wir

M = Wy 0 .cN - i und E = Wy1 0L-N +i - i

(7.5.2)

(7.5.3)

gesetzt haben und Je0J:.N = 0 ist. Da N genügend groß ist und die 3. Voraussetzung
erfüllt ist, gilt nach Proposition 5.13 die Macaulay-Dualität für HO(y, E 0 LN). Indem
wir die Proposition 5.16 und 5.18 anwenden, erhalten wir, daß die Sequenz (7.5.2)
dual zu der folgenden Sequenz

1\2 HO(y, M) ®c HO(y, M-
2

0 E
Y

0 L-
N

09 w) --+

JM-2f2;e V 0J:,-N f2;w

H ey M) @1lJ HO(y, M 1 €I EV€I eH 181< ---+ HO(yjV €I L-H €I w) ---+ 0
JM - 10eV 0J:,-N@w e V @J:,-Nf2;w

ist. Die Exaktheit der Sequenz (7.5.3) in der Mitte und rechts folgt aus Proposition
7.3, da. N genügend groß gewählt ist und die 2. Voraussetzung gilt. Hieraus folgt die
1. Behauptung. Hierbei ist zu berücksichtigen, daß wir in der Voraussetzung zuerst k
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gewählt haben und in Abhängigkeit dieser Wahl ein genügend großes N wählen. In
diesem Sinne ist

M =Wy @ [,k und & =Wyl ® [,-k-j

von Wahl von N unabhängig und deshalb können wir die benötigten Verschwindungen
in Proposition 7.3 erreichen. Wie im Beweis der 1. Behauptung genügt es für die
Exaktheit links und in der Mitte der Sequenz

(7.5.4)

die Exaktheit der Macaulay-dualen Sequenz zu zeigen. Da wir nach der 2. Vor
aussetzung einen globalen Schnitt ungleich Null für Wy Q9 [,k finden, folgt aus der
4. Voraussetzung

HO(y, ~y ~ Wy"l @ [,-2k- i ) = 0 .

Also ist Jwy'2 0 t:-'2i-N-i = O. Da N genügend groß ist, genügt es wieder die Exaktheit
links und in der Mitte der Sequenz

o-+ HO(y, & @ [,N) -+ HO(y, M)V Q9{: HO(y, M ® & @ [,N)

---+ 1\2 HO(Y, M)V Q9.v H1(y, Ty(-X) ® [,-i)

zu zeigen, wobei wir in diesem Fall

M = Wy ® [,N-i und & =Wy2 ® [,2i-2N-j

(7.5.5)

gesetzt haben. Da N genügend groß ist, können wir die Macaulay-Dualität in Propo
sition 5.13 auf die Sequenz (7.5.5) anwenden, und erhalten wieder unter Berücksich
tigung der Propositionen 5.16 und 5.18, daß die Sequenz (7.5.5) auch in diesem Fall
dual zu der Sequenz (7.5.3) ist. Die Exaktheit der Sequenz (7.5.3) in der Mitte und
rechts folgt in diesem Fall wieder aus Proposition 7.3, da N genügend groß gewählt
ist und die 2. Voraussetzung gilt. Hieraus folgt die 2. Behauptung. 0

Bemerkung 7.6 Die etwas technischen Voraussetzungen in Proposition 7.4 staln
men daher, daß wir einerseits sowohl k als auch N genügend groß zu wählen haben.
Es darf aber andererseits k im Vergleich zu N nicht zu groß werden. Deshalb sind
die Voraussetzungen in Proposition 7.4 so zu interpretieren, daß zunächst k genügend
groß gewählt wird und dann erst N.
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8 Infinitesimale Torelliprobleme

Sei Y eine glatte, projektive Varietät der Dimension n und l. eine invertierbare Garbe
auf Y. Wir betrachten nun eine Klasse von Überlagerungen der Varietät Y, die
die zyklischen Überlagerungen umfasst. Hierbei benutzen wir die Notation aus dem
Abschnitt über die Varietät lP(Oy E9 l.-l) auf Seite 28. Auch wenn nach [CDT]
die Infini tesimale Torelli-Eigenschaft zum Beweis der Generischen Torelli-Eigenschaft
nicht mehr nötig ist, geben wir im folgenden einen kurzen Beweis der den Methoden
der anderen Ergebnisse angepasst ist.

Definition 8.1 Wir bezeichnen eine glatte, projektive Varietät Z als eine einfache
Überlagerung vom Grad N über Y bezüglich der invertierbaren Garbe .c, falls ein
endlicher, surjektiver Morphismus f: Z ~ Y vom Grad N und eine Einbettung
i z : Z t..-? L existiert mit der Eigenschaft f = 1f' • i z .

Lemma 8.2 Sei Z eine glatte, projektive Varietät. Folgende Aussagen sind äquiva
lent:

1. Die Varietät Z ist eine einfache Überlagerung vom Gmd N über Y bezüglich l..

2. Die Varietät Z ist isomorph zu der Nullstellenmenge eines Schnittes in

BEWEIS. Dies folgt unmittelbar aus Lemma 4.10. 0

Bemerkung 8.3 Die Bezeichnung einfach für die Varietäten in Definition 8.1 rührt
daher, daß eine solche Varietät Z mit iz : Z ~ L sich als

für eine lokalfreie Oy-Algebra E schreiben läßt, wobei die Ga.rbe E eine besonders
einfache Oy-Algebrastruktur besitzt. Als Oy-Modul ist E nach 1. in Lemma 4.10
isomorph zu EB~öl l.-i . Da 1f' : L -t Y ein affiner Morphismus ist, folgt aus der durch
Einschränkung der exakten Sequenz (4.10.1) auf die Varietät L gewonnenen Sequenz

o------+ 7r.l. - N --+ 0 L -----+ 0 z -----+ 0

durch Anwendung des Funktors 7r. die exakte Sequenz

00 00 N-l

o-----+ ffi l. - i ------+ EB l. - i ---+ ffi.c-i -----+ 0 .
i;-N i;O i;O

Die Surjektion von Oy-Algebren in (8.3.1)

00 N-l

EB l.-i ------+ EB ~-i ,

i;O i;O
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die somit auf dem Anteil E9~Öl .c- i C E9~0 .c- i die Identität ist, entspricht der Ein
bettung iz : Z ~ L . Die Oy-Algebrastruktur auf EB~ö] .c- i wird deshalb gegeben
durch einen injektiven Oy-Modulhomomorphismus

N-]

.c-N ~ EB .c-k
,

k:::O

wobei a = EBf=ö1 'Bk durch Schnitte Bk E HO(y, .cN - k ) induziert ist. Hierbei ist die
Multiplikation für i + j ~ N - 1 definiert durch die natürliche Abbildung

.c- i EB .c-j ~ .c- i ~ 12-j = .c- i - j

und für i + j > N - 1 durch

(.) N-l (..) N-l
.c- i EB .c-i --+ .c- i ® .c-j --+ EB 12-(i+i-N - k ) ----+ EB 12- k

k:::O k:::o

Die natürlichen Abbildungen (*) und (**) sind durch Ct' gegeben, wobei bei der Abbil
dung (**) zu beachten ist, daß die Abbildung (**) auf den Summanden .c-(i+i-N -k)

mit i + j - N - k > N - 1 durch Q' induziert ist und sonst die Identität ist. Falls
Bk = 0 ist für i = 1, ... ,N - 1 ,so ist man in der Situation einer durch So E HO(y, .cN )

gegebenen zyklischen Überlagerung f : Z --+ Y vom Grad N mit Verzweigungsdivi
sor {so = O} .

Theorem 8.4 Sei Y eine glatte, projektive Varietät der Dimension n und 12 eine
invertierbare ample Garbe auf Y. Es existiert eine positive ganze Zahl N OJ sodaß fÜT
eine einfache Überlagerung f : Z --+ Y vom Grad N mit N ~ No über Y bezüglich
.c die durch Cupprodukt und j(ontraktion induzierte Abbildung

(8.4.1 )

injektiv ist.

Bemerkung 8.5 In Theorem 8.4 erhalten wir die Infinitesimale Torelli-Eigenschaft
für den ganzen lokalen Modulraum von Z. Dies legt die Vermutung nahe, daß auch
die Generische Torelli-Eigenschaft für den ganzen Modulraum von Z gelten sollte und
nicht nur, wie von uns bewiesen wird, für die Untervarietät des Modulraumes, deren
Punkte von solchen zyklischen Überlagerungen herrühren.

BE\VEIS VON THEOREM 8.4. Wir gehen zunächst ähnlich wie im Beweis von Propo
sition 5.7 vor. Aus der dualen Sequenz zu der Normalenbündelsequenz

o--+ Tz --+ T"Llz --+ Oz(Z) --+ 0

erhalten wir für q 2: 1 folgende exakte Sequenz von Dachprodukten

o --+ n~-](Z) --+ nLlz --t flk --+ O.
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Für eine lokalfreie Garbe Q auf Z und pEIN mit 0 ::; p ::; n setzen wir diese Sequenzen
zu dem Komplex (Ke, de) mi t

für i ~ 0 zusammen. Bis auf die O-te Stelle ist Ke exakt und es gilt

ker da = nz-p 0 9.

Somit sind Oz-P @ Q und Ke als Komplexe quasiisomorph. Es ist

[(P = Wz 0 Oz(pZ) @ 9.

Wir definieren O'p(9) als Komposition der folgenden natürlichen Abbildungen:

HO(y,wz ® Oz(pZ) ® Q)

1111
lHP(Y, [(P[-p])

ap(~)

----? HP(Y, O~-P Q9 Q)

1'11
a(Q)
~ lHP(Y, [(e)

Hierbei ist 0'(9) durch die natürliche Inklusion von Komplexen

induziert. Falls

H~+l (z, 0rl; ® 0 z ((p - s) Z) ® g) = 0 für s = 0, ... , p - 1

ist, so folgt die Surjektivität von O'p(Q) . Denn aus (8.5.1) folgt

(8.5.1)

H 6+1 (Z, j(P-~-l) = 0 für s = 0, ... ,p-1

und hieraus ergibt sich mit der 2. Spektralsequenz für die Hyperkohornologie, daß
JHP( Z, j(e / FP j(e) = 0 ist und somit Ct'p(Q) surjektiv ist. Um die Behauptung zu be
weisen, genügt es zu zeigen, daß in dem folgenden kommutativen Diagramm

HO (Z,wz) ® Hn
-

1 (Z, Ok)
id0o n_l(Oz)r

H n
-

1 (z,nk Q9 wz)
rOn-l (wz)

die Abbildungen (*) und (tn-l(WZ) surjektiv sind. Denn die Abbildung (**) ist durch
Anwendung der Serredualität dual zu der Abbildung (8.4.1). Die Kommutativität des
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obigen Diagramms folgt aus den im Beweis der Proposition 5.7 benutzten Betrach
tungen über Spektralsequenzen. Wir zeigen nun die Surjektivität der Abbildung
an-I (wz). Es genügt das Kriterium (8.5.1) für Q = Wz zu überprüfen. Wir zeigen

H IJ+I (Z,OLI; ~ Oz ((n -1- s)Z) ~wz) = 0 für s = 0, ... ,n - 2 . (8.5.2)

Wir schränken die (n - 8 )-te exakte Dachproduktsequenz zu der Sequenz (4.9.2) auf
Z ein und erhalten nach Lemma 4.10 die exakte Sequenz

0-4 f·Ory-1J -4 OLl; -+ f· (Oy-IJ-I 0.c-1
) -+ 0 .

Wir tensorieren mit Oz((n - 1 - s)Z) ~ Wz . Dies liefert die exakte Sequenz

o-+ f· (Oy-IJ 0 .c(n-IJ).N-I ® Wy) -+ (8.5.3)

"n-IJ 10\ p-, (( 1 )Z) 10\ -+ f· ("ny -IJ-1 10\ r(n-IJ)·N-2 10\ Wy) -+ 0 .HiLI z '<Y v Z n - - S 'CI W Z H \CI .I..J '<Y

Da die Garbe .c ample ist existiert ein No > 0, sodaß für N > No und für alle
s E {O, ... , n - 2} unter Verwendung von 1. in Lemma 4.10

H:I+I (Z, f· (Oy-· ~ .c(n-IJ).N-I ~Wy)) -
N-1EB H IJ+ I (~Oy-IJ 0 .c(n-6).N-1-i ® Wy) 0 und
i=O

H IJ+1 (Z, f* (Oy-IJ-I 0 .c(n-IJ).N-2 ® Wy))
N-IEB H IJ+ I (V, Oy-:l-1 ® .c(n-.).N-2-i 0 Wy) - 0
i=O

sind. Also ist die Bedingung (8.5.2) erfüllt. Hieraus folgt die Surjektivität der Abbil
dung a n-1 (wz) . Für den Beweis der Surjektivität der Abbildung (*), betrachten wir
das folgende kommutative Diagramm

HO(Z, wz) 0 HO(Z,wz 0 Oz((n - l)Z))

llir
N-1 N-I
EB HO(wy 0 .cN - I - i ) ® EB HO(Wy ® .cn.N - I - j )

i;O j;O

(*)
~ HO(Z,w~ ® Oz((n - l)Z))

i'll
N-1

~ EB HO(w~ ® .c(n+1).N-2-k)

k;o

Hierbei sind die vertikalen Isomorphismen induziert durch die natürlichen Isomor
phismen

HO(Z ,wZ ) I"V HO (Z, f* (Wy ~ .cN -1 ) )

N-1
I"V EB HO(Wy ® .cN - I - i )

i=O
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HO(Z, Wz ~ Oz((n - l)Z)) "-J HO(Z, j*(Wy ~ .cn.N -
1
))

N-I
"-J EB SO(Wy 0.cn.N - 1- i ) und

j;:;:O

HO(Z,w~ 0 Oz((n - l)Z)) "-J HO(Z, f*(w~ ~ .c(n+I).N-2))

N-I
"-J EB IFJ(w~ 0.c(n+I).N-2-k)

k=O

Um die Surjektivität der Abbildung (*) zu folgern genügt es zu zeIgen, daß für
k = 0, ... ,N - 1 die Multiplikationsabbildung

HO(y, Wy ~ .cN-1-[tJ) ® HO(y, Wy 0 .cn.N-I-(k-[~])) ----+ HO(y, w~ ® .c(n+I).N-2-k)

surjektiv ist. Da für k = 0, ... , N - 1 sowohl

N-l- [~]

als auch

n.N-l-[k-~]
größer oder gleich (N - 1)/2 ist, folgt nach Lemma 8.6 die Existenz einer positiven
ganzen Zahl No, sodaß für N > No diese Multiplikationsabbildung surjektiv ist. Hier
aus folgt die Surjektivität der Abbildung (*) und deshalb schließlich die Behauptung
des Theorems. 0

Im Beweis des Theorems 8.4 benötigen wir das folgende Lemma.

Lemma 8.6 (Donagi's Lemma) Sei Y eine glatte, projektive Varietät der Dimen
sion nJ .c eine ample invertierbare Garbe auf Y und &I, &2 zwei lokal/reie Garben auf
Y. Es existiert eine natürliche Zahl NOJ sodaß für alle Nb N2 > No die natürliche
M ultiplikationsabbildung

surjektiv ist.

BEWEIS. [Gre1, Lemma 1.28J 0
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9 Ein Variationales Torelli-Theorem

In diesem Abschnitt beweisen wir ein variationales Torelli-Theorem für zyklische
Überlagerungen von genügend hohem Grad. Zu dem im folgenden verwendeten Be
griff eines IVHS-Isomorphismus von zyklischen Überlagerungen verweisen wir auf De
finition 5.4 .

Theorem 9.1 Seien (Yt,.cd und (Y2 , .c2 ) zwei durch ample invertierbare Garben
.cl und .c2 polarisierte glatte projektive Varietäten der Dimension n. Falls N etne
genügend große positive ganze Zahl ist} so gilt für zyklische Überlagerungen

mit i = 1,2 , bezüglich .cf = QYi(Xi ), wobei Xi ein glatter, reduzierter Divisor auf
Yi ist, die folgende variationale Torelli-Eigenschaft :

Falls es einen IVHS-Isomorphismus von zyklischen Überlagerungen

""
IVHS(Zt, fl·.cd ~ IVHS(Z2, f;.c2 )

gibt} so existiert ein Isomorphismus

(9.1.1)

mit u·.c2 =.c l und a* X 2 = Xl . Somit sind insbesondere (Zt, f;.cd und (Z2' f; .c2)
als polarisierte Varietäten isomorph.

Korollar 9.2 Sei h ein Polynom in einer Veränderlichen vom Grad n. Falls N eine
genügend große positive ganze Zahl ist, gilt für jedes Schema S und für jede Familie

(gz: Z ~ S,M z ) E Mf:(S)

die folgende Eigenschaft:

Für i = 1,2 bezeichnen wir zu Si E S die Faser von gz über 8i mit Zi und die
Einsch1'änkung der Garbe Mz auf Zi mit Mi' Falls es einen IVHS·Isomorphismus
von zyklischen Überlagerungen

""
IVHS(Zll MI) ~ IVHS(Z2, M 2 )

gibt, so existiert ein Isomorphismus

""
(ZI,M I )~ (Z2,M2)

von polarisierten Varietäten.

(9.2.1)

BEWEIS VON KOROLLAR 9.2. Sei h' das durch h(v) = L:~~1 h'(v - i) nach Lemma
3.6 eindeutig bestimmte Polynom und (g' : Y ~ H',.cy ) ein durch Proposition 3.3
gegebenes Hilbertschema zu dem Modulfunktor Mhl mit der universellen Familie
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(9.2.2)

9' : y ------+0 H'. Nach den Eigenschaften des Hilbertschemas und der Definition von
M~ (5) existieren für i = 1,2 zwei Punkte Pi E H' und glatte, reduzierte Divisoren
Xi auf den Fasern Yi von 9' über Pi, sodaß Zi für i = 1,2 eine zyklische Überlagerung
li : Zi ------+0 l'i bezüglich .c~jYi ist. Somit können wir Theorem 9.1 anwenden. Da für
eine kohärente Garbe:F auf Y für genügend große k E lN nach [Ha, 111. Thm. 8.8.(c)]
gilt

folgt die Behauptung aus der Feststellung, daß sich alle Stellen, an denen wir im
Beweis von Theorem 9.1 die Bedingung, daß N genügend groß ist, benutzen, auf
endlich viele Verschwindungsbedingungen der Form (9.2.2) reduzieren lassen. 0

BEWEIS VON THEOREM 9.1. Wir wählen ein k > 0 , sodaß jeweils für i = 1,2 die
Garbe Wyi 0.c: sehr ample ist und die Voraussetzungen in Proposition 7.4 erfüllt sind.
Weiterhin setzen wir für i = 1,2

W':. - H1(y:. nn-I/Y~ tO\ r-N+k)
1 - I, Yi Y'-I/ '<Y J..; ,

Die Voraussetzung (9.1.1) liefert Vektorraumisomorphismen

T' ~ rp,
1 ------+0 .1 2 , (9.2.3)

und

und insbesondere folgenden beiden kommutativen Diagramme, wobei die vertikalen
Abbildungen durch diese Isomorphismen' gegeben werden ( siehe Definition 5.4 ) :

1 1 (9.2.4)

und
U1 ®q; TI -----+ w'1

1 1 (9.2.5)
U2 0q; T~ -----+ W~ .
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Schritt 1 : Die I(onstruktion des Isomorphismus (J' : Yi ---+ Y2

Wir wenden Proposition 7.4 ( Fall j = 0 ) auf das kommutative Diagramm (9.2.4)
an. Dies liefert uns die folgenden beiden kommutativen Diagramme, in denen die
vertikalen Abbildungen Vektorraumisomorphismen sind:

1 1 (9.2.6)

und

1 1 (9.2.7)

Hierbei gibt es nach Proposition 7.4 für i = 1) 2 kanonische Isomorphismen

Bi ~ HO(Yi,w;;/ ~ .cf"-k) und Ci ~ HO(~,W;;i2 0.cf"-2k). (9.2.8)

Da wir in der Voraussetzung die Zahl N genügend groß gewählt haben, können wir
nach Proposition 6.1 aus dem Kern der linearen Abbildung Ui ~tV Ci -+ Bi in Dia
gramm (9.2.7) für i = 1,2 die Einbettungen Yi <-+ lP(Ui ) X lP(Cd rekonstruieren. Aus
(9.2.3) erhalten wir einen Isomorphismus

(9.2.9)

Das Diagramm (9.2.7) induziert deshalb folgendes kommutative Diagramm:

D?(Ud X lP(Cd
Cl

lP(U2 ) X lP(C2 )

'" /
P11

u

lP2Y1 ----+ Y2 (9.2.10)

/ ~
lP(U1 )

0-

lP(U2 )

Hierbei sind Pt und P2 die natürlichen Projektionen. Der Isomorphismus a ist indu
ziert durch den entsprechenden Isomorphismus in (9.2.3) . Weiterhin sind die 110r
phismen Yi -+ lP(Ui ) für i = 1,2 Einbettungen, da wir Wyj 0.c: sehr ample gewählt
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haben. Der Morphismus u , den wir durch Einschränkung von a in (9.2.9) auf Yi
erhalten, ist ein Isomorphismus, da die Idealgarben von Y1 und Y2 unter a ineinander
übergehen.

Da Wy, ®.c~ für i = 1,2 sehr ample ist und für N genügend groß

H;(Yi,Wy/-1 ® .c~-k(j+1») = 0

für 1 ~ j ~ n ist, gilt nach [Mu2, Thm. 2], daß Ui ®lV Ci ~ Bi in (9.2.7) surjektiv ist.
Da N genügend groß ist, ist auch wr:/ ® ,Cf-k sehr ample für i = 1,2 . Deshalb sind die
natürlichen Morphismen lP(Bi) ~ lP(Ui®CCi) und Yi ~ lP(Bi) jeweils Einbettungen.
Das Diagramm (9.2.7) induziert das folgende kommutative Diagramm:

lP(Ud x lP(Cd

1

r
IP(Bd

/'

(1'

----+

ß

lP(U2 ) X lP(C2)

/ 1
Y; ----+ IP(U2 (9lV C2 )

(9.2.11)

~ r
IP(B2 )

Hierbei ist im obigen Diagramm (9.2.11) der Morphismus

für i = 1,2 die natürliche Segreeinbettung. Insbesondere erhalten wir nun, daß der
Isomorphismus er sowohl durch Einschränkung von 0:' in (9.2.10) als auch durch Ein
schränkung von ß in (9.2.11) auf Y1 gewonnen werden kann. Indem wir die Gleichung
ß*OJP(B'l) (1) = 01P(BI) (1) auf Y1 einschränken, erhaIten wi r

.( -1 iO\ rN-k) _ -1 iO\ rN-ker WY'l I(y L....2 - WYl I(y L....1 • (9.2.12)

Wir führen die ganze Konstruktion aus Schritt 1 unter nochmaliger Anwendung von
Proposition 7.4 ( Fall j = 1 ) nun mit Diagramm (9.2.5) durch. Da in dem Diagramm
(9.2.5) die Vektorräume U1 und U2 ebenfalls auftreten, erhalten wir insbesondere

.( -1 f:>. rN-k-1) _ -1 iO\ .cN-k-1u WY'l I(y L....2 - WY1 I(y 1 •

Aus (9.2.12) und (9.2.13) folgt schließlich U·'c2 = L,t .

(9.2.13)

Schritt 3 : u·X2 = Xl

In Schritt 1 haben wir gezeigt, daß die Isomorphismen U1 --;. U2 und B t --;. B 2 in
(9.2.3) als durch er induzierte Isomorphismen betrachtet werden können. Aus (9.2.6)
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erhalten wir nun folgendes kommutative Diagramm :

HO(Yl, .cf)

/ 1
Ul 0QJ BI ~ Tl

1 1 (9.2.1-:1)
U'2 0QJ B'l~ T'2

~ r
HO(Y;, .ctj)

Hierbei ist HO(li, .cf') -+ Ti für i = 1,2 in (9.2.14) die natürliche durch die 2. Fun
damentalsequenz zu der Garbe .cN (siehe Def. 4.5) gegebene Abbildung. Da wir
N genügend groß gewählt haben, sind die Abbildungen Ui 0QJ Bi -+ HO(Yi, .cf') In

(9.2.14) surjektiv. Deshalb erhalten wir für die Jacobisysteme

JYi,CI:" := ker{HO(Yi, .cf) -+ Ti},

einen durch (J' induzierten Isomorphismus

(9.2.15)

Hieraus folgt nach [Grel, S. 153-154] die Gleichung (J'*X'l = Xl . 0

Bemerkung 9.3 Falls HO(yi , TyJ = 0 ist, kann man, um die Gleichheit (J'* X 2 = Xl
aus (9.2.15) zu folgern, auch folgendermaßen argumentieren. Es folgt mit Hilfe des
exakten kommutativen Diagramms

1 1·6i

11 1
.cf!

I

1
(9.3.1)

in dem die mittlere vertikale bzw. horizontale Sequenz aus der 1. bzw. 2. Fundamen
talsequenz (siehe 4.2 bzw. 4.5) besteht,daß

Jy,_ rN = <V • S·
I , ..... j I

ist. Hierbei ist Si E HO(Yi, .cr') ein Schnitt mit Nullstellendivisor Xi. Somit folgt im
Fall HO(Yi, T~J = 0 unmittelbar die Gleichung (J'* X 2 = Xl'
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10 Ein Variationales Gemischtes Torelli-Theorem

Das Ziel dieses Kapitels ist der Beweis des folgenden Theorems. Hierbei verwenden
wir die Bezeichnungen und Methoden der vorausgegangenen Kapitel.

Theorem 10.1 Seien (1';,.cd und (Y2 , .c2 ) zwei durch ample invertierbare Garben
.cl und [,2 polarisierte glatte projektive Varietäten der Dimension n mit sehr ampler
kanonischer Garbe WVt und WV2 • Falls N eine genügend große positive ganze Zahl ist
und die durch Cupprodukt induzierte Abbildung

(10.1.1)

für i = 1,2 surjektiv ist, so gilt für Paare von Varietäten (Yi, Xi), i = 1,2, wobei Xi
ein glatter, reduzierter Divisor aufli ist mit.cf = OYi(Xd) die folgende variationale
Torelli-Eigenschaft :

Falls Isomorphismen

und
Hn-p(1';,n~l(XJ) ~ Hn-p(~,n~2(X~)

für p = 0, ... , n existieren, und das durch diese Isomorphismen induzierte Diagramm

H I (Yi, TY1 (-Xl))

1111

n

EB HOMaJ (Hn-P(Yi 1 n~l (Xl)), Hn-p+l (YI , nV~1 (Xl)))
p=l

n

EB HOMaJ (Hn-P(Y2, nV
2
(X~), Hn-p+l (Y2, n{,;l (X~))

p=l

(10.1.2)
kommutativ ist, so existiert ein Isomorphismus

mit 0'.[,f = [,l( und 0'·X2 = Xl . Insbesondere erhält man somit) daß die offenen
Varietäten Ul = Y I - Xl und U2 = Y2 - X2 isomorph sind.

Sei Y eine glatte, projektive Varietät der Dimension n und .c eine invertierbare Garbe
auf Y. Weiterhin sei für eine natürliche Zahl N ein Schnitt s E HO(y, .cN ) mit glat
tem, reduzierten Nullstellendivisor X = {s = O} gegeben.

Bemerkung 10.2 Falls für die Varietät Y der Infinitesimale ToreIli für die n-Formen
gilt, d.h. die Abbildung

(10.2.1)
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ist injektiv, und es gilt

so ist die Abbildung

HO(y, Wy) ~~ Hn-l (y, E~) -+ Hn-l (y, E~ 0 wy)

surjektiv. Sorni t ist für solche Varietäten die Voraussetzung (10.1.1) iTI Theorem 10.1
erfüllt. Dies ergibt sich aus dem folgenden durch die 1. Fundamentalsequenz (4.2.1)
und das Cupprodukt von Garben induzierten exakten kommutativen Diagramm

HO(y,Wy) ~c Hn-l(y, Oy)~ Hn-l(y,Wy )

r r
HO(y,Wy) ~c Hn-l(y, E~)

(....)
Hn-l (y, E~ 0 Wy )~

r r(**)

lfO(Y, Wy ) ~c Hn-l (Y, n})
(..)

Hn-l(y,!1} 0Wy) .~

Denn die Gleichung
Hn-l(y,Wy) = (H 1 (y,Oy))V = 0

impliziert die Surjektivität der Abbildung (**) und die Injektivität von (10.2.1) ist
per Serredualität äquivalent zur Surjektivität von (*). Also ist die Abbildung (* * *)
surjektiv.

Nun stellen wir die zum Beweis des Theorems 10.1 nötigen Hilfsergebnisse zusammen.
Wir bezeichnen mit ßl die durch die natürliche Dachproduktabbildung von Garben

Ty (_X)0n -+ I\nTy(-X) ~ Wy:l 0.c-N

induzierte Cupprodukt-Abbildung

H1(y, Ty (_X))0n~ Hn(y,w:ylfl)L-N).

Indem wir in (1.6.1) die Abbildungen

8'og clog 8'og clog
n ,On-I"'" 2 ,°1

iterieren ( vgl. (CGGH, 2.] ), erhalten wir die Abbildung
,z.

H1(y, Ty(-J...') )0n~ HOMc (HO(y"Wy ~ .cN), Hn(y, Gy))

Lemma 10.3 Das folgende Diagramm ist kommutativ

ßl
H1(Y,Ty (-X»)0n~ Hn(Y,wy:10.c-N)

(10.2.2)

(10.3.1)~ Ip
HOM<r; (HO(y,Wy 0LN),Hn(y,oy))

Hierbei bezeichnet p die natürliche durch Cupprodukt von Garben induzierte Abbil
dung.
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BEWEIS. Für Oy-Moduln :F und 9 auf Y ist das natürliche Diagramm

:F ®c g0n --. :F ®Oy f\ng

1 11

kommutativ. Hierbei sind die Abbildungen auf der Garbe :F jeweils die Identität.
Für :F =Wy ® LN und 9 = Ty(-A'} folgt hieraus die Kommutativität des folgenden
natürlichen Diagramms

HO(y,Wy ® .cN)®~ Hl(y, Ty (_X))0n --. Hn(y, Gy)

1

Somit folgt die Behauptung 0

Indem wir mit den durch die Serredualität induzierten Isomorphismen

und

komponieren, erhalten wir aus Diagramm (10.3.1) das folgende kommutative Dia
gramm

~ l~t

(HO (Y, Wy ® ~N) ®~ HO (V, Wy ) ) v

ß
----? HO(y,w~@ .cN)V

(10.3.2)

Hierbei ergibt sich nach Konstruktion, daß die rechte vertikale Abbildung die trans
ponierte Abbildung zu der natürlichen Multiplikationsabbildung

HO(y, Wy ® .cN ) @q; HO(y, Wy) ~ HO(y, w} ® .cN )

ist. Die im folgenden betrachteten Jacobisysteme J:F für eine kohärente Garbe :F auf
Y beziehen sich auf die 2. Fundamentalsequenz (4.5.1) zum Schnitt s E HO(y, [,N).

Lemma 10.4 Falls N genügend groß ist, so gilt

(10.4.1)
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BEWEIS. Das folgende natürliche Diagramm

H1(y, Ty (_X))0n

(..)r
ßI
~ Hn(Y,Wyl &; .c-N)

r1/Jn(W yI 0.c- N
)

~ HO(y, .cNn )

ist kommutativ. Die Abbildung 'lf;n(w- 1 ® .c-N ) ist die in Proposition 5.7 definierte,
die Abbildung (**) ist durch die 2. Fundamentalsequenz induziert und (*) ist durch
Multiplikation von Schnitten gegeben. Die Existenz und die Kommutativität des
obigen Diagramms folgt wie in Proposition 5.7. Da. für genügend großes N die 1(0

homologiegruppe
H.!+l(y, /\n-.!E~ &; .cN(n-.!-l) &; Wyl) = 0

ist für 8 = 0, ... ,n - 2, erhalten wir aus dem Beweis der Proposition 5.7

Hierbei ist a durch die mit der Garbe Wyl ® .c-N tensorierten dualen Sequenz zur
2. Fundamentalsequenz (4.5.1)

induziert. Also gilt

im ßl = ker {Hn(y, Wyl ® .c-N) ---+ nn(y, E~ ® w-1 ) }

I"V coker {HO(y, Ey ® w~) ~ HO(y, w~ ® .cN)}v

( HO(Y,W~ ® .cN)) v .

JW2y0 t:,N
(10.4.2)

Da nach Donagi's Lemma 8.6, welches für sich unmittelbar auf den Fall mehrfacher
Tensorprodukte überträgt, die Abbildung (*) für genügend großes N surjektiv ist,
erhalten wir die Behauptung. 0

Die Komposition der Multiplika.tionsabbildung /-l und der natürlichen Quotientenab
bildung, wobei wir den Quotienten bezüglich des zugehörigen Jacobisystems bilden,
bezeichnen wir mit 11"

Aus dem Diagramm (10.3.2) und Lemma 10.4 folgt somit für genügend großes N

ker <pt = ker 1r .
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Lelnma 10.5 Falls N genügend groß und Wy ample und basispunktjrei ist, gilt

Hierbei ist die Abbildung <p durch 1r induziert.

BEWEIS. Da das Bild der Abbildung der Multiplikationsabbildung

JWy0 J:,N ®c HO(y,Wy) --+ HO(y,w~® .cN)

Jwy0J:,N C ker <p .

Deshalb genügt es zu zeigen, daß die durch <p induzierte Abbildung

injektiv ist. Wir betrachten hierzu das folgende kommutative Diagramm

~t

----+

r

r

----+

r

Hierbei sind die beiden unteren vertikalen Abbildungen durch Quotientenbildung in
duziert. Die beiden oberen vertikalen Abbildungen sind durch die Abbildung a im
Beweis der Macaulay-Dualität 5.13 für a = Nn und & = CJy bzw. E = Wy gegeben.
Die beiden unteren horizontalen Abbildungen sind durch Cupprodukt induziert. Da
Wy nach Voraussetzung ample und basispunktfrei und für N genügend groß

Hi(y, .c.Nn ® Wyi) = 0

ist für i ~ 1, gilt nach [Mu2, Thm. 2], daß die Abbildung (*) surjektiv ist. Aus dem
Beweis der Macaulay-Dualität in Proposition 5.13 erhalten wir für & = Wy, a = Nn
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und genügend großes N, daß die Abbildung (**) surjektiv ist, da die Yerschwin
dungsbedingungen in der 2. Voraussetzung von Proposition 5.13 erfüllt sind. Zu
sammenfassend erhalten wir, daß die Abbildung ;p surjektiv ist. Hieraus folgt die
Behauptung. 0

Wir bezeichnen mit 7f die durch 71" induzierte Abbildung

HO(y, Wy) 0(; H°(lj Wy 0 .cN
} ~ HO(] w~ 0.cN

)

wy~~N ~y~~N

Lemma 10.6 Sei N genügend groß und die durch Cupprodukt induzierte Abbildung

(10.6.1)

(10.6.2)

sur,jektiv. Dann ist der Symmetrizervektorraum B(1f) kanonisch isomorph zu

H°'i,.cN
)

r,N

und die Symmetrizerabbildung 1f1 = s(1f) ist

HO(Y,Wy)®a:: HO(Y,[.N) ~ HO(1jWy@[.N)
J~N wy~CN

BEWEIS. Die Behauptung folgt unmittelbar durch Anwendung des Verallgemeinerten
Symmetrizerlemmas in [Gre1, Thm. 2.21]. Wir geben zur Bequemlichkeit des Le
sers einen Beweis in der Notation von Proposition 5.13 an. Zunächst bemerken wir,
daß für N genügend groß das Jacobisystem JWY verschwindet, wie man mit Hilfe der
1. Fundamentalsequenz sieht. Der Gr:und für die Forderung nach der Surjektivität
der Abbildung (10.6.1) ist, daß, obwohl N genügend groß ist, die 2. Verschwindungs
bedingung der Macaulay-Dualität in Proposition 5.13 für q = 1, a = 1 und E = wl'
mit r = 0,1,2 nicht erfüllt zu sein braucht. Für genügend großes N besagt die
Macaulay-Dualität in diesem Fall

( ° 1 )VHO(y,Wy) ~ H (Y,WY ~w)
J -1.0.. ..

Wy'Ol"'"

und
HO(Y, E ® [.N) rv ( HO(y, EV ~ [.-N ® w) ) v

Je®CN - Je V 0r,-Nw + Hn-i(y, E~ ® EV ® Wy)

für E = Wy mit r = 0,1,2. Es genügt für den Beweis der Behauptung die Exaktheit
der folgenden Sequenz in der Mitte und rechts

2 HO(y) HO(Y, Wy2® .c-N ® w)
/\ ,Wy ®c J + . H n - 1 (Y ~v 10\ -1) --..

Wy:l:®~-N~ 1m , oLIy '61 W y

HO(y) HO(Y, Wy1® .c-N ® W) --..
,Wy ®/V J +. H n - 1 (y EV )

Wyl®~-N~w 1m , y

HO(y, [.-N ® w)
~ 0

JC- N 0w + im H n
-

1(y, E~ ® Wy)
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zu zeigen. Hierzu läßt sich die Argumentation in Proposition 7.3 unmittelbar übertra
gen unter Berücksichtigung der Surjektivität der Abbildung (10.6.1). Hieraus folgt
die Behauptung. 0

Lemma 10.7 Sei N genügend groß und Wy sehr ample. Dann gilt

1. Der Symmetrizervektorraum B(7rl) ist kanonisch isomorph zu

und die Symmetrizerabbildung 7r2 = s(1fd ist

2. Der Symmetrizervektorraum B(1f2) ist kanonisch isomorph zu

und die Symmetrizerabbildung 7r3 = S(7r2) ist

BEWEIS. Da Wy sehr ample ist, folgt aus

für r = 1,2 daß die Jacobisysteme J wylf8jt:,N und Jwy'lfi!}t:,N verschwinden. Aus [Grel,
Cor. 2.34] folgen nun beide Behauptungen. 'Es ist zu beachten, daß in der Notation
von Green die invertierbare Garbe L unserem .cN entspricht. Für m = 1 bzw. m = 2
liefert [Grel, Cor. 2.34] die 1. Behauptung bzw. 2. Behauptung. 0

BE\VEIS DES THEOREM 10.1. Der Beweis verläuft analog zum Beweis von Theorem
9.1. Da wir N genügend groß gewählt haben, ist die invertiebare Garbe wYj 0.cf' für
r = 1,2 und i = 0,1 sehr ample. Wir setzen für i = 1,2 :

(10.7.1)
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Nach den Resultaten in den Lemmata 10.3, 10.4, 10.5, 10.6 und 10.7 erhalten wir
zwei kommutative Diagramme

(10.7.2)

und

(10.7.3)

in denen die vertikalen Abbildungen Isomorphismen sind. Die Argumentation verläuft
nun wie in Schritt 1 und Schritt:) des Beweises von Theorem 9.1. Hierbei ist zu
beachten, daß Schritt 2 entfällt. Deshalb können wir im Gegensatz zu Theorem 9.1
nur folgern, daß er*'c'i = 'cf. Bei der Argumentation analog zu Schritt :3 im Beweis
des Theorems 9.1 ist hier zu beachten, daß die Abbildung

für i = 1,2 in diesem Fall die Quotientenabbildung ist. 0
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