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EINLEITUNG.

Eines der Leitmotive in der Singulari.tﬁtentheorie, namentlich bei der Unter-
suchung isolierter Singularitdten normaler komplexer Fldchen, worauf wir uns
im folgenden beschrinken wollen, besteht in der Frage nach aussagekrifti-
gen Invarianten von Singularititen und deren Beziehungen zu anderen Daten,

insbesondere etwa zur Geometrie der Aufldsungen der Singularititen.

Ein naheliegendes Objekt dieser Art, das nur von dem biholomorphen Isomor-
phietyp einer Flichensingularitdt x€X abhingt, ist die Menge der Isomorphie-
klassen von unzerlegbaren Vektorraumbiindeln auf dem punktierten Spektrum
X-{x}. (Dabei sei X von der Gestalt eines Durchschnittes einer komplexen
Fliche mit einer hinreichend kleinen Kugel um x in einem affinen Raum.)
Diese Isomorphieklassen von unzeriegbaren Vektorraumbiindeln stehen in
natiirlicher Bijektion zu den I[somorphieklassen von unzerlegbaren reflexiven
Moduln iiber dem lokalen Ring O der Singularitdt. (Ein Modul M {iber 0 =
0 heiBt reflexiv, wenn die naturllche Abbildung M - Hom (Hom (M,0),0)

X,x
ein Isomorphismus ist.)

Mit der vorliegenden Arbeit soll ein Beitrag zu der in jiingerer Zeit populdr
gewordenen Untersuchung der Mengen von Isomorphiekiassen unzerlegbarer
reflexiver Moduln {iber den lokalen Ringen normaler Fldchensingularitdten
geleistet werden, indem eine neue geometrische Methode zur Klassifikation
der reflexiven Moduln unter Zuhilfenahme der AuflGsungen von Singularitdten
vorgestellt wird und anschlieBend ein umfangreiches Beispiel mit diesem

Verfahren untersucht wird.

Ehe wir auf die in dieser Arbeit enthaltenen Ergebnisse eingehen, widmen
wir eine Reihe von Bemerkungen der Vorgeschichte des hier betrachteten
Gegenstandes. (Dafiir sei auch auf die beiden ausgezeichneten Ubersichts-
artikel [Kn,] und [Sch] von H. Knérrer und F.-O. Schreyer hingewiesen.
Dort sind auch Nachweise der im folgenden nicht explizit zitierten Original-

arbeiten zu finden.)

Zieht man an Stelle von Vektorraumbiindeln auf dem punktierten Spektrum

einer Singularitdt nur Geradenbiindel in Betracht, so handelt es sich bei dem



oben aufgeworfenen Klassifikationsproblem um die Frage nach der Divisoren-
klassengruppe des lokalen Ringes, die ein prominenter Gegenstand der
kommutativen Algebra ist und auch in ihren Beziehungen zur Geometrie der
Auflésungen von Singularitdten schon friih von Mumford, Brieskorn und
Lipman ([Mul, [Bril, [Lil) untersucht wurde.

Vektorraumbiindel auf dem Komplement eines singuldren Punktes beschreibt
dann J. Herzog (in der Sprache von Moduln) in [Hel (1978) fiir den Fall
eines rationalen Doppelpunktes 0 € X=C'/G, wobei G eine endliche (und
spiegelungsfreie) Untergruppe von SL,(C) ist. Man erhédlt hier jedes Biindel
auf X-{0} als das zu einer Darstellung der zu G isomorphen Fundamental-
gruppe nl(X-{O}) assoziierte Biindel. In dieser Weise besteht eine bijektive
Korrespondenz zwischen den Isomorphieklassen der unzerlegbaren Biindel und

den Konjugationsklassen der irreduziblen Darstellungen von G.

Kurz darauf hat J. McKay eine bemerkenswerte Beobachtung verdffentlicht
(1980): Wenn man auf der Menge der Konjugationsklassen von irreduziblen
Darstellungen von G (wie zuvor) eine Kdcherstruktur dadurch definiert, dal
man einen Pfeil p—~p' schreibt, wenn p' ein direkter Summand des Tensor-
produktes pep, von p mit der natiirlichen zweidimensionalen Darstellung po:
G <GL, (€) ist, und man Paare einander entgegengerichteter Pfeile zu unge-
richteten Kanten zusammenfaft, dann ergibt sich ein zum erweiterten
Dynkin-Diagramm der Auflsung der Singularitit 0€C’/G isomorpher Graph.
AuBerdem entsprechen die Ringe der Darstellungen gerade den Multiplizita-
ten der zugehdrigen irreduziblen Kurven im Fundamentalzykel der Aufldsung.
(Der im erweiterten Dynkin-Diagramm hinzukommende Punkt, der zu keiner
Kurve im exzeptionellen Ort korrespondiert, entspricht der trivialen eindimen-
sionalen Darstellung p=1.)

Intrinsische und mehr oder weniger geometrische Begriindungen fiir diesen
Sachverhalt sind in der Folge von Gonzalez-Sprinberg und Verdier, Artin und
Verdier, Esnault und Kndrrer, sowie Auslander und Reiten gegeben worden.
1985 hat J. Wunram zudem diesen Zusammenhang fiir beliebige zweidimensio-"

nale Quotientensingularitdten verallgemeinert.

Schon in den zuvor zitierten Beweisen der nun so genannten McKay-Korres-
pondenz ist offenkundig geworden, daf die von McKay beschriebene Kd&cher-

struktur lediglich eine viel allgemeinere Konzeption widerspiegelf., die aus der
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moderneren Darstellungstheorie bekannt ist. Bei diesen sogenannten Auslan-
der-Reiten-Kdchern entsprechen die Punkte den Isomorphieklassen von unzer-
legbaren Objekten einer geeigneten Kategorie und die Pfeile den irreduziblen
Homomorphismen zwischen derartigen Objekten. (In einer ersten Anndherung
handelt es sich bei den irreduziblen Homomorphismen um diejenigen Nicht-
Isomorphismen, die nur in trivialer Weise faktorisiert werden kénnen.) Mit
den zugehdrigen Auslander-Reiten-Kochern gewinnt man insbesondere eine
zusdtzliche kombinatorische Struktur auf den Mengen von Isomorphieklassen
von unzerlegbaren reflexiven Moduln iiber den lokalen Ringen von normalen

Flachensingularitéten.

Die naheliegende erste Frage nach dem endlichen Darstellungstyp, also wann
es nur endlich viele Isomorphietypen von unzerlegbaren reflexiven Moduln
gibt, ist von Artin-Verdier, Auslander. und Esnault vollstindig beantwortet
worden: Genau die Quotientensingularititen sind die normalen Fldchensingu-
larititen von endlichem Darstellungstyp. Deren Moduln kennt man nach

Herzog; die Kécher hat Wunram explizit beschrieben.

Dariiber hinaus gibt es verbliffend wenige explizite Resultate tiber die nicht
endlichen Auslander-Reiten-Kdcher von reflexiven Moduin iiber den lokalen
Ringen normaler Fldchensingularitdten, die keine Quotientensingularitdten
sind. Dieser Mifstand liegt im wesentlichen in einem Mangel an geeigneten
Methoden zur Klassifikation reflexiver Moduln begriindet. Im Falle der
Quotientensingularitdten verfligt man {ber starke invariantentheoretische
Hilfsmittel, die in anderen Situationen nicht vorhanden sind. Zwar gibt es fir
Hyperfldchensingularititen nach Eisenbud eine elegante Beschreibung von
reflexiven Moduln durch Matrixfaktorisierungen (i.e. periodischen Auflésungen
mit Periode 2; vgl. [Schl), jedoch hat sich dieser Zugang bislang hauptsich-

lich in theoretischen Untersuchungen bewéhrt.

Eine der aus der Betrachtung- von Matrixfaktorisierungen gewonnenen Aus-
sagen ist die von H. Kndrrer in [Kn,] bewiesene Korrespondenz zwischen den
reflexiven Moduln auf einer Hyperfldchensingularitit X der Multiplizitdt 2,
die sich generisch zweibldttrig dem €' iberlagern 148t, und den torsions-
freien Moduln auf der als Verzweigungsort einer solchen Uberlagerung in €'
definierten ebenen Kurvensingularitdt Y. Diese Korrespondenz erlaubt - nicht

ohne Miihe ~ Riickschliisse zu ziehen aus der Struktur des Auslander-Reiten-



Kochers der unzerlegbaren torsionsfreien Moduln auf Y auf den Auslander-

Reiten-Kocher der reflexiven Moduln auf X.

Tatsdchlich verfiigt man im Bereich der Klassifikation von torsionsfreien
Moduln iiber den lokalen Ringen von ebenen Kurvensingularititen {iber die
meisten expliziten Resultate. So hat E. Dieterich in [Dii] den entsprechen-
den Auslander-Reiten-Kocher fiir die Kurvensingularititen vom Typ Es (s.u.)
vollstdndig bestimmt. Dariiber hinaus hat A. Schappert eine komplette Klassi-
fikatidn der torsionsfreien Moduln vom Rang 1 auf den ebenen unimodularen

Kurvensingularitéten angegeben.

In der vorliegenden Arbeit wird ein Verfahren entwickelt, das es, ohne die
behandelbaren Singularititen a priori starken Einschrdnkungen zu unterwerfen,
gestattet, die reflexiven Moduln auf einer normalen Flichensingularitit in
einer geometrischen Weise zu beschreiben und zumindest prinzipiell auch zu
klassifizieren. Dies geschieht, indem das Problem der Klassifikation der
reflexiven Moduln iiber dem lokalen Ring einer normalen ’Flﬁchensingularitﬁ}
x€X auf das gleichwertige Problem der Klassifikation gewisser lokal freier
Garben iiber einem im exzeptionellen Ort E<X einer Auflésung X von x€X
konzentrierten Zykel Z>0 zuriickgefiihrt wird. (Ein solcher Zykel beschreibt
ein abgeschlossenes Unterschema von X und iber diesem werden die lokal

freien Garben betrachtet.)

Dieser Zugang bietet insbesondere den Vorteil, gidnzlich ohne die Kenntnis
der Erzeugenden und Relationen des lakalen Ringes der Singularitit auszu-
kommen. Wir bestimmen mit dieser Methode die Auslander-Reiten-Kdcher zu

allen einfach-elliptischen Fldchensingularitdten.

Wir geben nun einen Oberblick iiber die in den folgenden Kapiteln enthalte-

nen Aussagen.

Die beiden ersten Kapitel sind reine Ubersichtskapitel. Im ersten Kapitel
werden Eigenschaften von normalen Flidchensingularititen zusammengestellt,
wobei besonderes Augenmerk den auf der Auflésung einer Flichensingularitdt
geltenden Dualititssitzen zukommt. AuBerdem werden kurze Ubersichten iiber
die Klassen der rationalen und der minimal-elliptischen Fldchensingularitdten

gegeben.



Das zweite Kapitel besteht seinerseits aus zwei Teilen. In dem ersten Teil
werden die diversen garbentheoretischen und algebraischen Charakterisierun~
gen von reflexiven Moduln iiber den lokalen Ringen von normalen Fldchen-
singularitdten einander gegeniiber gestellt. Im zweiten Teil werden die oben
nur kurz angerissenen Definitionen und Eigenschaften der Auslander-Reiten-
Kocher von reflexiven Moduln ausfiihrlich dargestellt. Dazu gehdrt auch die
von Auslander beschriebene Methode zur Bestimmung der Pfeile im Auslan-
der-Reiten-Kocher mit Hilfe der von ihm eingefiihrten Fundamentalsequenz
(2.30, 2.32). Die einzige nicht in der Literatur zu findende Aussage des
Kapitels 2 ist die Proposition 2.35, die die Fundamentalsequenz in dem Fall

einer quasihomogenen Flichensingularitdat angibt.

Zusammen mit dem darauf folgenden Kapitel bildet das dritte Kapitel den

technischen Kern der vorliegenden Arbeit.

Hierflir sei x €X eine normale Flichensingularitit, n: X =X eine Aufldsung mit
exzeptionellem 01"t E und Z ein effektiver Divisor auf X mit Triagermenge E.
Dann wird einer reflexiven Modulgarbe M auf X eine lokal freie Garbe auf X
dadurch zugeordnet, daB das Bidual (iiber 0)-() der Urbildgarbe n*M gebildet
wird. Die Einschridnkung dieser lokal freien Garbe auf das durch Z definierte
abgeschlossene Unterschema von X mit Strukturgarbe oi:=‘i/o)~((-z) ist eine
lokal freie Garbe tiiber OZ’ die mit RZ(M) bezeichnet wird. Bei geeigneter
Wahl des Zykels Z als sogenanntem '"Reduktionszykel" (3.20) definiert Rz
eine injektive Abbildung von der Menge der I[somorphieklassen reflexiver OX, -

Moduln in die Menge der Isomorphieklassen lokal freier (.,-Modulgarben.

YA
Auch das Bild der Abbildung RZ kann explizit beoschrieben werden, wenn Z

ein Reduktionszykel ist. Als Ergebnis erhalten wir mit Theorem 3.21, da8 die
x’x-Moduln via RZ
Menge der Isomorphieklassen derjenigen lokal freien Garben F iber OZ ent-

Menge der Isomorphieklassen reflexiver 0 bijektiv der
spricht, fiir die gilt:
(i) F wird auBerhalb diskreter Punkte von globalen Schnitten erzeugt;
(ii) Es gibt eine Ausdehnung von F zu einer lokal freien Garbe F uber
022’ so daB die durch die Sequenz 0-F ~ F (Z)—-F(Z) 0 deflmerte
Corandabbildung H (E‘. F(Z))—~H (E F) mJektlv ist.

Die Bedingung (ii) wird im vierten Kapitel genauer untersucht. Am Ende von
Kapitel 3 wird noch ausgefiihrt, dal sich Reduktionszykel von Auflésungen

von rationalen Singularitdten analog zum Artinschen Fundamentalzykel durch
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Berechnungssequenzen gewinnen lassen und dafl auf der minimalen Aufldsung

einer minimal-elliptischen Singularitdt der Fundamentalzykel selbst ein

Reduktionszykel ist. Das das Kapitel 3 beschlieBende Beispiel 3.28 zeigt, daf
dies bei rationalen Singularitdten nicht der Fall ist: Hier. muR der Reduk-

tionszykel im allgemeinen grofer als der Fundamentalzykel gewidhlt werden.

In dem dritten Kapitel wurden keine einschridnkenden Annahmen {iber die
normale Flichensingularitdt x € X gemacht. Dementsprechend abstrakt und
unzuginglich erscheint bei erster Betrachtung auch das dort' hergeleitete zur
Klassifikation der reflexiven Moduln &4quivalente Klassifikationsproblem von
lokal freien OZ-—Moclulgarben F, die den beiden oben genannten Bedingungen
(i) und (ii) geniigen. In dem Kapitel 4 wird die Aussage des Theorems 3.21
fir rationale und fiir minimal-elliptische Singularitdten konkretisiert - sie

erweist sich als sogar besonders gut zugidnglich. Man erhdlt ndmlich:

(1) Ist x€X eine rationale Singularitit, so sind die Bilder unter R, von:

unzeriegbaren reflexiven Ox,x-Moduln genau die unzerlegbaren lokal freien
OZ—Modulgarben F, fir die gilt:

(i) F wird von globalen Schnitten erzeugt;

(i) HOE,F(2))=0.

(2) Ist x€X eine minimal-elliptische Singularitit, X die minimale Aufldsung
von X und Z der Fundamentalzykel, so sind die Bilder unter Rz der zu Ox x

¥
nicht isomorphen unzerlegbaren reflexiven 0

X,X
Garben der Form nOZoG tber OZ, fir die gilt:

-Moduln genau die lokal freien

(i) G ist unzerlegbar und wird auBerhalb -diskreter Punkte von globalen
Schnitten erzeugt;

Gi) H'(E,G)=0;

(iii) dimg H(E,G(2)) = n.

In Kapitel 5 wird die zuletzt unter (2) gemachte Aussage zur Klassifikation
der reflexiven Moduln auf den einfach-elliptischen Singularititen verwendet.
Dies sind normale Fldchensingularititen, deren minimale Auflésungen als
exz:eptione]le Kurven E einzelne glatte elliptische Kurven mit negativen
Selbstschnittzahlen aufweisen. In diesem Fall ist der Fundamentalzykel die
reduzierte elliptische Kurve E und man kann sich der von Atiyah' angegebenen
Klassifikation der Vektorraumbiindel auf E bedienen, die zu Beginn von
Kapitel 5 kurz resiimiert und in einem Anhang am Ende des Kapitels einge-

hender erldutert wird.
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Die Anwendung der Resultate des Kapitels 4 erbringt, daB die Menge der
Isomorphieklassen von unzerlegbaren reflexiven Moduln {iber dem lokalen Ring
einer einfach-elliptischen Singularitit eine disjunkte Vereinigung von abzihl-
bar unendlich vielen Kopien der Kurve E ist (5.16). Der daraus gebildete
Auslander-Reiten-K&cher ist eine iiber die Menge der Trip_él (r,d,A)€ NxZ«E,
fiir die r,d teilerfremd sind und rgd<(b+1)r mit b:=-E* gilt, indizierte dis-

junkte Vereinigung von Zusammenhangskomponenten der Gestalt

M, g = My 5q) =My 54 (0) = My () = e

’

wobei der erste Index jeweils den Rang des betreffenden Moduls angibt und
der zweite Index in gewisser Hinsicht als ein "Grad" interpretiert werden
kann und A€E (richtiger: A€Pic® E) ein kontinuierlicher Modulparameter ist.
Es sei noch bemerkt, daBl es sich in bezug auf A hierbei nicht um flache
Familien von Moduln handelt (5.22). In Kapitel 5 wird eine Reihe von ele-
mentaren Eigenschaften der unzerlegbaren reflexiven Moduln Gber den lokalen
Ringen von einfach-elliptischen Singularititen bewiesen, darunter im Schiuf-
abschnitt des Kapitels eine Kennzeichnung der im Sinne von Herzog und Kiihl

(LHeKil) "orientierbaren" unzerlegbaren Moduln.

In Kapitel 6 wird unteréucht, inwieweit die bei Quotientensingularititen nach
Herzog ({Hel) vorhandene bijektive Beziehung zwischen den Konjugations-
klassen von (endlich-dimensionalen) unzerlegbaren Darstellungen der lokalen
Fundamentalgruppe und den Isomorphieklassen der unzerlegbaren reflexiven
Moduln bei den in Kapitel 5 betrachteten einfach-elliptischen Singularitdten -
fortbesteht.

Die lokale Fundamentalgruppe einer einfach-elliptischen Singularitdt mit
Selbstschnittzahl -b der exzeptionellen elliptischen Kurve E in der minimalen
Aufldsung ist eine sogenannte diskrete Heisenberg-Gruppe Hb’ die von drei
Elementen «,8,y mit (multiplikativen) Kommutator-Relationen

[u;'T] =1, [B,Y] =1 und [G.,B] = 'Yb

erzeugt wird. Es wird gezeigt, daB sich jede unzerlegbare endlich-dimensio-
nale Darstellung p von Hb in ein Tensorprodukt xeted, bestehend aus einem
Charakter X mit x(Y)=1, einer unitiren Darstellung T und einer Darstellung
o in den unipotenten oberen Dreiecksmatrizen, faktorisieren l48t (6.13). Als
leichte Konsequenz daraus folgt, dafl jedes Vektorraumbiindel auf dem punk-

tierten Spektrum einer einfach-elliptischen Singularitit das assoziierte
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Vektorraumbiindel zu einer geeigneten Darstellung der lokalen Fundamental-
gruppe H_ ist (6.15), so daB nach wie vor jeder unzerlegbare reflexive Modul
durch eine unzerlegbare endlichdimensionale Darstellung der lokalen Funda-

mentalgruppe induziert wird.

Weil aber das Klassifikationsproblem der Darstellungen von Hb’ wie in 6.19
gezeigt wird, ein "wildes" Problem ist, das alle Pathologien der Aufgabe der
Klassifikation von Paaren von Matrizen unter simultaner Konjugation aufweist,
kann man keine bijektive Beziehung zwischen Konjugationsklassen von Darstel-
lungen und Isomorphieklassen von reflexiven Moduln erwarten, weil schon die
Frage nach der Klassifikation der unzerlegbaren Darstellungen von Hb nicht

sinnvoll ist.

Allerdings zeigen wir in der zweiten Hilfte des Kapitels 6, dafl eine vollstdn-
dige Klassifikation derjenigen Darstellungen moglich ist, deren assoziierte
Vektorraumbiindel auf dem punktierten Spektrum unzerlegbar sind. (Dies ist
eine erheblich stirkere Bedingung als nur die Unzerlegbarkeit der Darstel-
lung.) Wegen der Kompliziertheit des Ergebnisses (6.25) verzichten wir hier
auf eine Wiedergabe. Es sei aber zumindest erwihnt, da den Modulrdumen
selbst solcher Darstellungen die Hausdorff-Eigenschaft fehlt. (6.27-6.29)

in Kapitel 7 bestimmen wir die Auslander-Reiten-Kdcher der torsionsfreien
Moduln auf den ebenen Kurvensingularititen der Typen E, und E,. Singulari-
titen vom Typ Es bestehen aus drei glatten Zweigen, die sich in einem
Punkt tangential von erster Ordnung beriihren; bei den Singularitdten des
Typs E, handelt es sich um vier glatte Zweige mit einem gemeinsamen
transversalen Schnittpunkt. Beide Arten von Kurvensingularititen treten als
Verzweigungsorte von generisch zweibldttrigen Uberlagerungen des €' durch
einfach-elliptische Flédchensingularitdten der Multiplizitdt 2 in Erscheinung, so
daBl die schon friher in dieser Einleitung erwidhnte Knorrersche Korrespon-
"denz zwischen den reflexiven Moduln der Fldchensingularitit und den tor-
sionsfreien Moduln der Kurvensingularitit zur Ableitung der Auslander-
Reiten-K&cher von Kurvensingularitdten der Typen E, und E, aus den Ergeb-
nissen von Kapitel 5 herangezogen werden kann.

Damit wird ein Ergebnis von E. Dieterich i{iber E, ([Di,]) in qualitativer
Hinsicht reproduziert. In der Tat hat aber umgekehrt die Kenntnis des Diete-
richschen Ergebnisses mitsamt der vermuteten Aussage des Kapitels 7 dem

Verfasser bei der Entwicklung seiner Ergebnisse von Kapitel 5 geholfen.
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Wir weisen noch kurz auf eine Reihe von Konventionen in dieser -Arbeit hin.
Mit N, Z, € und C* werden wie iiblich die natiirlichen Zahlen (ohne 0), die
ganzen Zahlen und die komplexen Zahlen mit und ohne 0 bezeichnet. weiter
seien Mr(l‘.) und GLI(C) die Mengen der rxr-Matrizen mit komplexen Ein-
trigen und der invertierbaren Matrizen darin; mit 0 und 1 werden die Null-
und die Einheitsmatrix bezeichnet. In Kapitel 6 kommen noch die Bezeich-
nungen Unipr(C) und Nilpr(C) fiir die unipotenten und die nilpotenten oberen
Dreiecksmatrizen in MI(E) hinzu.

Direkte Summen von n Kopien eines Moduls oder einer Garbe G werden hier
mit nG bezeichnet (gebrduchlicher sind G" oder G®"). Wenn in dieser Arbeit
von einer Garbe die Rede ist, so ist stets eine kohdrente Garbe von Moduln
iber der Strukturgarbe des unterliegenden komplexen Raumes darunter zu

verstehen.

Bei der Angabe von Matrizen in Kapitel 6 folgen wir der Konvention, mit 0
besetzte Eintrige in der Regel einfach offen zu lassen. Vor einer weiteren
Untiefe in Kapitel 6 sei auch schon hier gewarnt: Kommutatoren werden in
der ersten Hilfte des Kapitels, die von Darstellungen von Gruppen handelt,
multiplikativ, also als [X,Y] =xyx~}

des Kapitels im Zusammenhang mit Darstellungen von Liealgebren aber

-1 . . "
Y °, verstanden, in der zweiten Hilfte

selbstverstdndlich im Sinne von [X,Y]=XY-YX gebraucht. (Diese Ambiguitit
hat nicht der Verfasser zu verantworten. Es ist versucht worden, es im Text
nicht an Hinweisen fehlen zu lassen.)

Im ilibrigen verweisen wir als allgemeine Referenzen fiir Aussagen {iber kom-
plexe Riume auf die beiden Binde [(CAS] und [AS], fiir normale Flichen-
singularitdten auf [NTS] und fiir kommutative Algebra auf [CRTI.

SchlieBllich mdchte ich fiir die Anregungen und Diskussionen, mit denen sie
zu dieser Arbeit beigetragen haben, K. Behnke, E. Dieterich, H. Esnault und
F.-O. Schreyer herzlich danken. Mein Dank gilt auch dem Max-Planck-Insti-
tut flir Mathematik und Prof. F. Hirzebruch fiir die F&rderung durch ein
Promotionsstipendium.

Ganz besonders aber will ich H. Kn6rrer danken, der nicht nur das interes-
sante und ergiebige Thema fiir diese Arbeit gestellt hat, sondern auch durch
zahllose Hinweise und Ermutigungen das Gelingen der Arbeit erst méglich
gemacht hat.






b e e et e e e £ e G e A e - —

15

i. NORMALE FLKCHENSINGULARITATEN.

Dies ist ein Ubersichtskapitel, in dem zahlreiche Definitionen und Sédtze aus
der Theorie der isolierten Singularitdten von komplexen Flichen zusammenge-
tragen werden. Die Darstellung erfolgt durchgingig ohne die Angabe von Be-
weisen. Die hier aufgefiihrten Sdtze und Definitionen werden in den folgen-
den Kapiteln in der Regel ohne ausdriickliche Verweise herangezogen werden.
Eine der Funktionen des vorliegenden Kapitels besteht daher in der Festle-
gung der betrachteten Situation nebst einer Reihe von daran gebundenen

Bezeichnungen.

Als eine generelle Referenz fiir die im folgenden gemachten Aussagen kann
das Buch [NTS] von Laufer dienen.

Allgemeines und Bezeichnungen. Unter (X,x) wollen wir in diesem

Kapitel stets den Keim einer komplex-analytischen Flachensingularitdt ver-
stehen. Wir untersuchen in dieser Arbeit ausschlieflich normale Fliachensingu-
laritdten x€X, fiir die der lokale Ring Ox,x keine Nullteiler enthdlt und
ganz abgeschlossen in seinem Quotientenkdrper ist. Jede normale Flédchensin-

gularitdt ist isoliert.

Zu jeder zweidimensionalen Singularitdt (X,x) existiert eine Aufldsung, also
eine komplexe zweidimensionale Mannigfaltigkeit X wund eine eigentliche

holomorphe Abbildung x: X~ X, so daB das Komplement der exzeptionellen

Faser E:= v 1(x) dicht in X ist und. die Einschrinkung n': R-E - X-{x}
~von x biholomorph ist. Zweckmaligerweise versteht man X als den Keim
einer lokal um die éxzeptionelle Faser definierten komplexen Mannigfaltig-
keit; dies soll durch die Schreibweise n:(X,E)~(X,x) zum Ausdruck ge-

bracht werden.

Die exzeptionelle Faser E ist eine zusammenhéingende eindimensionale kom-
pakte komplexe Untervarietdt von X, die im allgemeinen aus mehreren irre-
duziblen Komponenten El’""Ek besteht, die selbst Singularititen aufweisen
kénnen. Mit Hilfe des in der singuliren Cohomologie von X definierten
Schnittproduktes (vgl. [ PAG, pp. 49-53]) ist der exzeptionellen Faser E eine
ganzzahlige Schnittmatrix S=(Ei-EJ.) zugeordnet. Durch endlich viele quadra-

~

tische Transformationen in X kann erreicht werden, daf alle Komponenten
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E; singularitdtenfrei sind und je zwei Kurven E,, Ej (i#j) sich héchstens
transversal schneiden. Fiir diesen Fall hat Mumford bewiesen, daB8 .die
Schnittmatrix S negativ definit ist. (Gewohnlich wird das Schnittverhalten

der Ei in Form des sogenannten dualen Graphen der Aufldsung notiert; vgl.
[(NTS1.)

Unter den AuflSsungen einer Fldchensingularitdt (X,x) gibt es eine bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmte minimale Auflésung =x:(X,E) - (X,x), die

dadurch charakterisiert ist, da® X keine singularititenfreie rationale Kurve
C= P, mit Selbstschnittzahl -1 enthdlt. Die minimale Auflésung von (X,x)
besitzt die universelle Eigenschaft, daB sich jede andere Aufldsung =':(X',E')
~(X,x) mit einer holomorphen Abbildung f: (X',E') ~(X,E) {iber x faktori-
sieren ldBt: x' = nof. (In diesem Fall ist f bis auf biholomorphe Abbildungen
eine Folge von quadratischen Transformationen.) Eine Auflésung n: (X,E) -
(X,x), deren exzeptionelle Faser nur aus glatten irreduziblen Komponenten
El""’Ek besteht, so dafl sich je zwei davon entweder gar nicht oder trans-
versal in einem Punkt treffen, heifit eine gute Auflésung von (X,x); auch

unter den guten Aufldsungen einer Flidchensingularitdt (X,x) gibt es ein

minimales Objekt.

BEs sei =:(X,E)~(X,x) eine beliebige Auflésung einer Flichensingularitit
(X,x), El"“’Ek seien die irreduziblen Komponenten von E. Unter einem
Zykel Z auf (X,E) verstehen wir in dieser Arbeit - etwas abweichend vom
iblichen Sprachgebrauch - immer eine formale Linearkombination Z=Zi{=lriEi
mit ganzzahligen nichtnegativen Koeffizienten rigO, also einen effektiven
Divisor auf X mit Triger in E. (Zur Verdeutlichung schreiben wir auch

Z20.) Insbesondere kann E selbst als exzeptioneller Zykel E = {Ei aufgefafit

werden. Durch Z32E bringen wir die Bedingung r.zl fir i=1,...,k zum
Ausdruck. '

Jedem Zykel Z20 mit Triigermenge* |Z| ist in eindeutiger Weise ein ein-
dimensionales abgeschlossenes Unterschema von X zugeordnet, das aus dem
topologischen Raum |Z| <E mit der Strukturgarbe 0, := f{/oi(_z) besteht.
Sind keine Mifverstindnisse zu erwarten, so werden wir dieses Unterschema
einfach wieder mit Z bezeichnen. Ist insbesondere |Z|=E, so nennt man

das zu Z gehdrige Unterschema auch eine infinitesimale Umgebung (der

*) |Z| ist die Vereinigung aller E, mit r,>0 in Z={riEi.
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Ordnung. r.-1 léngs Ei) von E.

Wir fixieren jetzt eine Reihe von Bezeichnungen, von denen wir die ganze

Arbeit hindurch Gebrauch machen_ werden.

Bezeichnungen 1.1: x:(X,E)~(X,x) sei die Aufldsung einer Fldchensingulari-

tdt, D ein Divisor, Z ein Zykel und F eine OX-Modulgarbe auf X.
(a) F(D) = FQOXOx(D),
(b) Fy,:s FIZ 1= Fooioz, die Einschrinkung von F auf Z;
() F, (D) := F(D)|Z; | |
t= OZ(Z) = Oi(z)/ox, die Normalengarbe von Z in X;

(d) Ny =Ny

(e) wg = %, die Garbe der Keime von holomorphen 2-Formen auf X;

wg heiBlt kanonische oder dualisierende Garbe von X;

Kg : der zugehdrige kanonische Divisor (modulo rationaler Aquivalenz

bestimmt);

(f) wy 1= wg egg N, = wx(Z)|z, die dualisierende Garbe von Z;
(g) F~:

HO"'OR(F’O;'{)v die zu F duale Garbe.

Bemerkungen 1.2: (1) Zu (b) und (c): Wir werden auch dann, wenn F eine

nur ber Z' mit Z'2Z definierte Garbe ist, FZ

Dies ist wegen der Assoziativitdt des Tensorproduktes d{iber Oi mit (b) ver-

fiir FaOZ,OZ schreiben.

trdglich; aus dem selben Grunde birgt auch die abkiirzende Schreibweise von
(c) kein Risiko. '

(2) Zu (g): Auch hier werden wir, wenn F eine lediglich iiber Z definierte
Garbe ist, F”:= Homoz( F,OZ) schreiben. Hier ist aber eine Warnung ~a,nge-
bracht: Im allgemeinen ist (F')lz*(Fz)', wenn F eine Garbe auf X ist!
Jedoch vertauschen Dualisierung und Einschrénkung, wenn F lokal frei ist,

und nur in diesem Fall werden wir kurz Fi fiir F'oOROZ schreiben.

(3) Die in 1.1 notierten Tensorprodukte sind stets als Tensorprodukte in der
analytischen Kategorie (vgl. [AS, Kapitel IlI, §5.4]) zu verstehen! Wenn kein
Zweifel dariiber moglich ist, werden wir es im folgenden unterlassen, die

unterliegenden Garben von Ringen an den Tensorprodukten zu kennzeichnen.
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Wihlt man einen Divisor D=ZdiEi, mit d;>0 und der Eigenschaft, daf D-E,
<0 fir alle i=1,...,k gilt, was wegen der negativen Definitheit der Schnitt-
matrix (Ei-E.) jederzeit moglich ist, so definieren die Schnitte in Oi(-uD)
fir hinreichend groBe u>0 Einbettungen von einer Umgebung der exzeptio-
nellen Faser E in einen projektiven Raum [PN(C). (Siehe [Gra, §3] oder
[NTS, Lemma 6.18].) Insbesondere folgt daraus, daB jedes einem Zykel Z =
IriEigo zugeordnete Schema eine projektive Untervarietdt ist. (Vgl. auch
LAG, Exercise Il1.5.8]) Das bedeutet, daf der oben definierte Divisor D
durch OZ(—D) ein amples Geradenbiinde! auf Z definiert.

Der folgende Satz ist wohlbekannt. (Er kann leicht mit den in [Gra, §31
entwickelten Methoden bewiesen werden und wird in [NTS, Chapter VId] fiir
den Fall begriindet, daB X eine gute Aufldsung und F eine Untergarbe einer

trivialen Garbe 505'( ist; beide Annahmen sind nicht wesentlich.)

Satz 1.3: D sei ein effektiver Divisor auf X mit Tréger in E, der jede
irreduzible Komponente E. von E negativ schneidet: D-E; <0. Dann ist OX(_D)
ein amples Geradenbiindel. Insbesondere gibt es zu jeder OR—Modulgarbe F ein
ko 20, so daB. fir alle k2k, gilt:

(i) F(-kD) wird von globalen Schnitten erzeugt;

(ii) H'(X,F(-kD)) =0.

Anmerkung 1.4: Die Cohomologiegruppen H'()?,F) sind von der Wahl eines

Reprisentanten X der Aufldsung x: (X,E)-(X,x) abhidngig. Zieht man hinge-
gen nur streng pseudokonvexe Umgebungen von E, also etwa Urbilder Stein-
scher Umgebungen von x in X in Betracht, so sind die Cohomologiegruppen
wohldefiniert und H'(X,F) ist kanonisch isomorph zum {iber x liegenden
Halm der i-ten direkten Bildgarbe Rilt,,,F von F unter n. Wir werden die
Cohomologie auf X stets in diesem Sinne verstehen. Die Gruppen Hl()"(,F)
sind stets endlichdimensional ( [AnGr, Théoréme 14]) und fiir 122 gilt Hi(f(,
F)=0 ([sil).

Jede infinitesimale Umgebung Z von der exzeptionellen Faser E der Auflé-
sung einer Fldchensingularitdt kann projektiv eingebettet werden. Nach dem
Satz von Chow ([PAG, p. 167]) trigt Z dann auch die Struktur einer alge-
braischen Varietdt. Die GAGA-Sitze von Serre ([Sel) besagen, daB jede

holomorphe kohédrente Modulgarbe zu einer algebraischen kohdrenten Garbe
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assoziiert ist und in dieser Situation die analytischen und algebraischen Co-
homologiegruppen in natiirlicher Weise zueinander isomorph sind. Damit k&n-
nen die Aussagen der Grothendieckschen Dualitdtstheorie auf infinitesimale

Umgebungen exzeptioneller Fasern angewendet werden.

Dualitdtssitze. (Siehe auch [Bal.) Es sei Z2E ein Zykel auf der Auflé-

sung (X,E) einer komplexen Flichensingularitit. Als Konsequenz aus der Pro-
jektivitdt von Z zusammen mit der Tatsache, daRl alle lokalen Ringe OZ,z (als
Ringe von ebenen Kurvensingularititen) Cohen-Macaulaysch sind, folgt die
Existenz einer dualisierenden Garbe wo, mit Hl(E,w } =€, so daB der folgen-
de Satz gilt, der die Serre-Dualitdt beinhaitet ( [GDT, Chapter 1V.51). Uber-

dies berechnet sich w, wie in 1.1(f) vorweggenommen:

w = u,j-((z)o 0, (Adjunktionsformel)

([GDT, Chapter I, Proposition 2.41.)

Satz 1.5 (Dualitdt fiir Kurven): Sei Z2E ein Zykel auf der Auflsung einer

komplexen Fléichensingularitdt und v, die dualisierende Garbe von Z. Dann

gibt es fir jede OZ—Modulgarbe F nicht ausgeartete C-lineare Paarungen

<, >: HYE,F) x Ext};‘Z‘(F,wZ) - Hl(E,u,) =, i=0,1.

Bemerkung 1.6: Bei < , > handelt es sich um das Yoneda-Produkt. Ist ins-
besondere F eine lokal freie Garbe, so ist ExtéZ(F,wZ) S HJ(E,F"omZ), wobei
F*:= HomOZ(F,OZ) sei. (Siehe [GDT, Chapter 1V.1].) Die Paarung

<, >: H'(E,F) le"(E,F‘-'owZ) - HI(E,WZ)

entsteht dann durch Bildung des Cup-Produktes mit nachfolgender Anwendung
der von der Kontraktion FcF'owZ-° w auf Hl—Niveau ipduzierten Abbildung.
(Dies ergibt sich aus dem Umstand, da8 gleicherweise das Yoneda-Produkt
wie auch das Cup-Produkt mit Kontraktion als Derivierte des funktoriellen
Morphismus

r(Eg,-) xHomOZ(-,w ) - I‘(E,wz)

entstehen. Siehe auch [LC, §6].)

Als Konsequenz aus der Dualitdt fir Zykel 148t sich verhdltnismiRig leicht

ein Dualitdtssatz fiir X gewinnen. Dazu bemerken wir, daf sich einer Garbe
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F auf X.die lokale Cohomologie Hé,()—(,F) mit Trdger in E zuordnen ldRt, die
a priori von der Wahl eines Reprdsentanten des Umgebungskeimes (X,E) un-
abhédngig ist. Die Funktoren HE:(JT(,-) werden als die Rechtsderivierten des
Funktors der globalen Schnitte mit Tréiger in E,

Fe(X,F) := {s€l(X,F) | supp(s)<E},
definiert. ([LC, §11)

Neben den iiblichen langen exakten Sequenzen, die auch fiir die lokale Ccho-
mologie den kurzen exakten Sequenzen von Modulgarben zugeordnet werden,
existiert noch die folgende lange exakte Sequenz, die eine Verbindung zu den

iibrigen Cohomologiegruppen auf X herstellt ([LC, Corollary 1.91):
(L7 . ~HUX-EF) ~HU(R,F) ~H(XF) ~H'(R-E/F) - ..

Insbesondere enthdlt also die Gruppe HE(X,F) die Obstruktionen fir die
Fortsetzbarkeit von Schnitten in F iiber X-E zu Schnitten iiber X. Eine Prizi-

sierung liefert

Satz 1.8 (Wahl, [Wa,, Lemma B.2]): F sei eine lokal freie Garbe auf X.

Dann ist
| D -7 ’ "

wobei-der Limes iiber alle Zykel Z20 (mit der natiirlichen Anordnung) ge-
bildet wird, und far ZsZ' gil: HU(E,FeN,) = HO(E,FaN,,).

Bemerkungen 1.9: (1) Die injektiven Pfeile des induktiven Systems erhidlt man
fiir Z'2Z durch Tensorieren der exakten Sequenz 0 =N, =N~ 0(Z')o(z)~0
mit F und Anwendung von Ho(f(,-).

(2) Jede der Gruppen HO(E,FONZ), deren Elemente als meromorphe Schnitte
in F iiber der infinitesimalen Umgebung Z mit Polen lidngs E bis zur durch Z
angegebenen Ordnung verstanden werden konnen, ist injektiv in Hé()—{,F) ent-
halten.

Satz 1.10 (Relative Dualitit, ‘[Ba, Theorem 2.1]): (X,E) sei die Aufldsung

einer Flichensingularitdt und F eine lokal freie Garbe auf X. Dann gibt es

eine nicht ausgeartete C-lineare Paarung

Hg(X,F) x H' (X Froug) - C.
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Anmerkung 1.11: Die relative Dualitdt ist mit der Dualitit (1.5) auf Zykeln

Z in X kompatibel in der Weise, daR man iiber natiirliche kommutative Dia-

gramme verfiigt:

Hé(f(,i’) _— HI(X,F'O wg)'

) ]

HO(EFaN,) ——— H'(E,F3(-Z)ou,)’
Dabei steht (-)' fiir den dualen C-Vektorraum und die vertikalen Pfeile er-
hdlt man aus Bemerkung 1.9(2) bzw. als Transponierte der Restriktion®*
Hl(}-(,F'owi)-* HI(E, F e wg e OZ) unter Beachtung der Adjunktionsformel.
(Diese Aussage ergibt sich direkt aus der Konstruktion in [Bal.)

Wir beschliefen dieses Kapitel mit der Zusammenstellung einiger Aussagen
tiber zwei spezielle Klassen von Fldchensingularitdten, die wir spiter unter-
suchen wollen, nimlich die rationalen und die minimal-elliptischen Singulari-

tdten. g

Rationale Singularititen. (Vgl. [Ar,}, [La,], [Lil.)

Definition 1.12 (Artin, [Ar,]l): Eine normale komplexe Flichensingularitit

heiBt rational, wenn fiir eine (und damit fiir jede) Auflésung =: (X,E)=(X,x)
gilt:  H'(X,05) =R'%,0g = 0.

Zu den rationalen Fliachensingularititen gehdren unter anderem alle zweidi-

mensionalen Quotientensingularititen ([Bril).

Nach Artin kann man ein numerisches Kriterium fiir die Rationalitit einer
Flachensingularitit angeben. Dazu sei n:(X,E)-=(X,x) eine Aufldsung einer

~ zundchst beliebigen normalen Fldchensingularitit; El”"’Ek seien die irredu-
ziblen Komponenten der exzeptionellen Kurve E. Als Konsequenz aus der
negativen Definitheit der Schnittmatrix (Ei-Ej) erhdlt man:

Satz / Definition 1.13 (Artin, [Ar,]): Es gibt einen eindeutig bestimmten
kleinsten Zykel Z, unter allen Zykeln Z20 mit der Eigenschaft, da8 z-Eigo

fir alle i=1,...,k gilt. Z, heilt Fundamentalzykel der Aufldsung.

*} Restriktionsabbildungen G-GZ' sind auf Hl-Niveau stets surjektiv, weil die Ob-
struktionen dafiir in HZ(X,G(—Z))=0 liegen. (Vgl. Anmerkung 1.4.)



Das arithmetische Geschlecht pa(Z) eines Zykels Z auf X wird durch

N PP
pa(Z) = 2(2 +KZ)+1

definiert, wobei K=Ky ein kanonischer Divisor von X ist. Um pa(Z) berech-

nen zu kdnnen, muf man das Schnittverhalten von K mit den E‘.i kennen. Fiir
den Fall einer glatten Kurve Ei mit Geschlecht g liefert die Adjunktions-

formel
. .
g = pa(Ei) =E(E; +KEi)+1’
also
(1.14) K = -B + 2(g;-1).

Fiir singulire Kurven gibt es &dhnliche Formeln, in die Art und Anzahl der

Singularitdten eingehen; siehe etwa [AG, Corollary V.3.7].
Satz 1.15 (Artin, [ Ar,, Theorem 31): Es sei n:(X,E)-(X,x) eine Aufldsung
einer normalen Flichensingularitit (X,x) und Z, der zugehdrige Fundamental-

zykel. Dann und nur dann ist (X,x) rational, wenn pa(Zo)zﬂ gilt.

Bemerkung 1.16: Man kann leicht einen Algorithmus zur Bestimmung des

Fundamentalzykels angeben ([La,, Proposition 4.1]): Man beginne mit einer
beliebigen Kurve Z(O) = E.i . Wenn Z w im letzten Schritt konstruiert wurde,
dann ist entweder z(“)-aiogo fir alle i=1,...,k: dann ist Z(u)
mentalzykel, oder es gibt ein i mit Z(u)-E.>O: dann bilde man Z

i
Z.(u)+E‘.i und fahre rekursiv fort. Das Verfahren bricht nach endlich vielen

der Funda-
(u+1)

Schritten ab.
Zur Bequemlichkeit des Lesers geben wir noch eine kurze Zusammenstellung:

Eigenschaften rationaler Singularitdten 1.17: (X,x) sei eine rationale

Flachensingularitit und x: (X,E) - (X,x) eine beliebige Auflésung mit Funda-

mentalzykel Z,. Dann gilt:

(1) Die exzeptionelle Faser E besteht nur aus glatten rationalen Kurven, die
sich transversal schneiden, wobei keine drei Kurven einen gemeinsamen
Schnittpunkt besitzen. (D.h.: x ist eine gute Auflésung.) Der duale Graph der

Auflésung enthélt keine Zyklen, ist also ein Baum.([Bri, Lemma 1.3])

(2) Bezeichnet L.

das maximale Ideal von OX , S0 ist ¥m
b
([Ar,, Theorem 4])

,X X, x = Oi('z°)'
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(3) Die Einbettungsdimension von (X,x) ist -Z2 +1 und die Multiplizitdt ist
-Z:. ([Ar,, Theorem 4])

Insbesondere erhdlt man als Hyperflachensingularitditen genau die bekannten
rationalen Doppelpunkte. Die Ergebnisse von Wahl ([Wa,, Theorem 2.1]) zei-
gen zudem, daR die rationalen Doppelpunkte die einzigen vollstdndigen Durch-

schnitte unter den rationalen Fldchensingularitdten sind.

Minimal-elliptische Singularititen. (Vgl. [La,], [Rel.)

Definition / Satz 1.18 (Laufer, [La,]): (X,x) sei eine normale Flichensingu-

laritdt, n:(X,E)~(X,x) sei die minimale Aufldsung von (X,x) und Z, der zu-

gehdrige Fundamentalzykel. (X,x) wird als minimal-elliptisch bezeichnet,

wenn die folgenden &dquivalenten Bedingungen erfiillt sind:

(a) Es gilt pa(Z.,)=1 und fir jede echte zusammenhingende Teilmenge E'
von E ist (X,E') die Aufldsung einer rationalen Singularitit.

(b) Fiir alle irreduziblen Komponenten Ei’ i=1,...,k, der exzeptionellen Faser
E gilt Ei-Z°=-K-E'i, wobei K ein kanonischer Divisor von X ist.

(c) Es gilt dimg H'(X,0g) =1 und Oy ist ein Gorenstein-Ring.

Bemerkungen 1.19: (1) Die Zahl dim: Hl()'{,oi()_ hidngt von der Wahl der Auf-

l6sung nicht ab und wird geometrisches Geschlecht pg von (X,x) genannt.

(2) Ein lokaler Ring O 4 Wird als Gorensteinsch bezeichnet, wenn sein dua-
y

lisierender Modul w ‘lokal frei vom Rang 1 ist. Weil w fiir eine norma-
X,x X,x

le Fldachensingularitit als Halm der Garbe 128 iber x definiert werden kann,
wobei U:=X-{x} der regulire Ort von X und j:U-~X die offene Inklusion
seien, ist die Gorenstein-Eigenschaft dazu &dquivalent, dal es eine holomorphe

2-Form iiber U gibt, die keine Nullstellen besitzt. (Denn dann ist ay, = 0y

und damit j,0%;%j,0,;=0y wegen der Normalitdt von X.)

(3) Der Divisor -Z, ist ein kanonischer Divisor von X.

(Begriindung zu (3): Weil minimal-elliptische Singularititen Gorensteinsch
sind, gibt es eine holomorphe 2-Form auf X-E, die nirgends verschwindet.
Eine meromorphe Ausdehnung dieser Form auf X liefert einen kanonischen
Divisor K mit Trédger in- E. K ist also eine Linearkombination der Ei und aus
Z‘,-l-?.i:-i('Eji far i=1,...,k folgt Z,=-K wegen der negativen Definitheit der
Schnittmatrix.

e b e T e i = e 4 e e o S
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Die minimal-elliptischen Singularitdten besitzen den pragmatischen Vorzug,
daB sich ihre Eigenschaften oft durch einfache numerische Bedingungen, #&hn-
lich wie bei den rationalen Singularitidten, charakterisieren lassen. Zu dieser
Klasse gehéren zum Beispiel die Singularitdten in den Spitzen Hilbertscher
Modulfldachen, alle exzeptionellen unimodularen Hyperflichensingularitdten der

Dimension 2 und die sogenannten einfach-elliptischen Singularititen, deren

minimale Aufldsungen als exzeptionelle Fasern jeweils nur eine einzige glatte
elliptische Kurve aufweisen. (Wir werden auf die einfach-elliptischen Flichen-

singularitidten in den Kapiteln 5 und 6 zuriickkommen.)

1.20. Im Gegensatz zu der Situation bei den rationalen Singularitdten ist die
minimale Auflésung einer minimal-elliptischen Singularitdt nicht automatisch
schon eine gute Aufldsung, die nur aus rationalen Kurven besteht. Allerdings
gibt es nur wenige Ausnahmen, die Laufer in [La,, Proposition 3.5] angege-
ben hat, wobei die folgenden Typen von exzeptionellen Fasern E in der
minimalen Aufldsung auftreten kdnnen:
(1) E ist eine glatte elliptische Kurve (dies ist der einfach-elliptische- Fall);
(2) E ist eine rationale Kurve mit einer transversalen Selbstiiberkreuzung®*;
(3) E ist eine rationale Kurve mit einer gewohnlichen Spitze* (x’;y‘ in
lokalen Koordinaten);
(4) E besteht aus zwei glatten rationalen Kurven, die sich in einem Punkt
tangential von erster Ordnung beriihren; _
(5) E besteht aus drei glatten rationalen Kurven, die einen gemeinsamen

transversalen Schnittpunkt besitzen.
Die iibrigen zu 1.17 entsprechenden Daten sind:

Eigenschaften minimal-elliptischer Singularititen 1.21: (X,x) sei eine mini-

mal-elliptische Flichensingularitdét und =:(X,E)-~(X,x) die minimale Aufld-
sung mit Fundamentalzykel Z,. Es gilt ([La,, Theorem 3.13]):

. ‘ . : » “f
(1) Es sei mX,x das maximale Ideal von Ox,x. Dann ist =« mx’xc OX( Zo)
und im Falle Z3 g -2 gilt Gleichheit; fiir Z% = -1 ist 05((-20)/ n"’mx « eine in
einem einzigen Punkt aus E konzentrierte Wolkenkratzergarbe mit Halm C;
(2) Die Einbettungsdimension von (X,x) ist max(-Z3,3) und die Multiplizitdt

ist max(-Z%,2).

*) Das heiBt, daB die Normalisierung E von E eine rationale Kurve ist.
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Man erhdlt also Hyperfldchensingularititen in den Féllen Z% =-1, -2 und -3;
fir Z?! =-4 ist die zugehdrige Singularitdt noch ein vollstindiger Durch-
schnitt. Wenn Z2 -5 gilt, dann ist auch das nicht mehr der Fall ([La,,
Theorem 3.13].) Genauere Aufschliisse gibt auch hier ein Satz, von Wahl:

[Wa,, Theorem 2.8].
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2. REFLEXIVE MODULN AUF FLACHEN-
SINGULARITATEN.

Dieses Kapitel dient dazu, einen Uberblick iiber die spdter bendtigten Eigen-
schaften von reflexiven Modulgarben auf normalen komplexen Flichensingula-
rititen zu geben. In der ersten Hilfte des Kapitels werden die Definition und
eine Reihe von elementaren Charakterisierungen sowohl in garbentheoreti-
scher als auch in modultheoretischer Sprache vorgestellt. Der zweite Teil
stellt einen kurzen Abrif der Auslander-Reiten-Theorie dar, hauptsidchlich im
Hinblick auf die spdter hier betrachtete Situation der reflexiven Moduln von

Fldachensingularitdten.

Reflexive Garben. (Geeignete Referenzen fiir diesen Abschnitt sind [Ha,
§11, [VB, Chapter I, §1.1] und [GS, §1].)

X sei zundchst ein beliebiger reduzierter komplexer Raum. Fiir eine kohéren-

te Garbe F auf X bezeichnen wir wieder mit F~ deren Dual Hom OX(F,OX).

Definition 2.1: (1) F heiit torsionsfrei, wenn in jedem Punkt x€X aus ga=0

mit gEOx,x und O;EaEFx folgt, dal g ein Nullteiler in Ox’x ist (also g=0,

wenn X in x irreduzibel ist.)

(2) F heiBit Torsionsgarbe, wenn jedes Element aEFx ein Torsionselement ist,

d.h. es gibt einen Nichtnullteiler gEOx < mit ga=0.
’

(3) F heift normal, wenn fiir jede offene Teilmenge Uc=X und jede minde-
stens 2-codimensionale analytische Untervarietdt Y<U die Restriktionsabbil-
dung T'(U,F)-r(U-Y,F) bijektiv ist.

(4) F heiBt reflexiv, wenn die natiirliche Abbildung F-~ F”" von F in das Bi-

dual F*” ein Isomorphismus ist.

Bemerkungen 2.2: (1) Jede kohidrente Garbe F ist auBerhalb einer analytisch
diinnen Teilmenge A<X lokal frei. ([CAS, Chapter 4, §4.2])

(2) Ein (lokaler) Schnitt a€F ist genau dann ein Torsionselement, wenn sein
Trdger supp(a) analytisch diinn ist. Ebenso ist eine Garbe F genau dann eine

Torsionsgarbe, wenn ihr Tridger supp(F) analytisch diinn ist. (Foigt aus (1).)
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(3) Fiir jede kohirente Garbe F sind Kern und Cokern der natiirlichen Abbil-
dung u:F—~F”" Torsionsgarben. (Dies ergibt sich aus (1) und (2).) Der Kern
von p stimmt mit der aus den Torsionselementen von F gebildeten Untergarbe
von F iiberein. ([CAS, Chapter 3, §3.3] oder [AS, Anhang, §4.41)

(4) Lokal freie Garben sind trivialerweise reflexiv und torsionsfrei und nach

dem Riemannschen Fortsetzungssatz auch normal, wenn X ein normaler Raum
ist. ([CAS, Chapter 7, §4.21)

Bekanntlich ist eine Garbe genau dann torsionsfrei, wenn sie lokal als Unter-
garbe einer freien Garbe dargestellt werden kann ({VB, Chapter I, Lemma
1.1.8].) Der folgende Satz gibt eine analoge lokale Charakterisierung von Re-

flexivitat,

Satz 2.3: X sei ein reduzierter komplexer Raum. Eine kohédrente Garbe F auf

X ist genau dann reflexiv, wenn es zu jedem Punkt x€X eine Umgebung V=

V(x) und eine exakte Sequenz 0-~Fy~ pdy,~qd,, gibt.

Beweis: Sei F reflexiv. Wihle um x€X eine lokal endliche Prisentation von F™%

qOV"pOV-'F\‘}"O. Durch Anwendung des linksexakten Funktors (-)” folgt
wegen FV= Fyy die gesuchte Sequenz.

Sei umgekehrt 0-'FV-'pOV-'qOV gegeben. Dann ist FV als Untergarbe von
p0,, bereits torsionsfrei und damit u: Fv—'F{'," injektiv. AuBerdem folgt F\}'c:
ply, so da coker(u)=F\'/"./ Fy als Untergarbe von q0y, aufgefalt werden
kann. Anderseits ist coker(n) eine Torsionsgarbe, so daB coker(p)=0 und

damit die Isomorphie von u folgt. [§:

Aus diesem Satz folgt wie in [GS, Proposition 1.20] bzw. [VB, Chapter II,
Theorem 11.6]:

Satz 2.4: Es sei X eine glatte Varietidt, F eine kohdrente Garbe und AcX

die Menge aller Punkte x€X, in denen Fx nicht frei ist. Dann ist A analy-
tisch und es gilt A=0 oder
2, wenn F torsionsfrei ist;

codim, A 2 L
X 3, wenn F reflexiv ist.
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Corollar 2.5: Jede reflexive Modulgarbe iiber einer isolierten Fldchensingulari-
tdt ist auBerhalb des singuldren Punktes lokal frei.

Satz 2.6: X sei ein normaler komplexer Raum. Dann sind fiir eine kohérente
Garbe F auf X &dquivalent:
(a) F ist reflexiv;

(b) F ist torsionsfrei und normal.

Beweis: Ist F reflexiv, so gilt F =Hom(F", Ox) und der Riemannsche Fortset-
zungssatz gibt die Normalitdt von F; die Torsionsfreiheit ist nach Bemerkung
2.2(3) Klar.

Nun sei F umgekehrt torsionsfrei und normal. Es sei A die Menge der Punkte,
{iber denen F nicht frei ist. Nach Satz 2.4 ist A mindestens 2-codimensional

und man erhélt fiir jede offene Menge U=X ein kommutatives Diagramm

r(u,Fy ——— r(U-A,F)

l | =

r(u,F*>) ——— r(U-A,F")

Aus T(U,F)=r(U,F™") fir jede offene Menge U folgt F=F~". |}

Satz 2.7: Es seien X ein reduzierter komplexer Raum und F,G zwei kohdrente
Garben auf X. Wenn F reflexiv ist, dann ist auch Hom OX(G,F) eine reflexive
Garbe.

Beweis: Man geht von einer lokal endlichen Prisentation qOV--pOV-'GV -0

aus und wendet darauf Hom(-,F,) an. Das ergibt O—-Hv:=Hom(Gv, FV)*pFV-'
qFV. Folglich ist HV tqrsionsfrei und es ist HG’CpF{,’:pFV. Es folgt daraus
H\"/’/HVCqFV, was aber wegen der Torsionsfreiheit von FV nur mit H, = HE”

moglich ist. ]

Folgerung: Insbesondere ist das Dual F* einer kohdrenten Garbe F stets eine
reflexive Garbe. Deswegen wird - vor allem bei torsionsfreien Garben - das

Bidual F*~ auch als reflexive Hiille von F bezeichnet.

Wir wenden uns jetzt wieder den normalen Flichensingularititen zu und fas-
sen zunidchst die oben gegebenen Charakterisierungen reflexiver Moduln fiir

diese Situation zusammen.
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Satz 2.8: (X,x) sei eine normale Flichensingularitit und F eine kohirente

0
X
Ortes von X bezeichnet. Dann sind dquivalent:

-Modulgarbe. Mit j: X-{x}—~ X werde die offene Inklusion des reguldren

(a) F ist reflexiv;

(b) Es gibt eine exakte Sequenz O0-F-p0 -q0x

(c) j*F ist lokal frei und es gilt F= J,J *F;

(d) F 1st torsmnsfrel und es gilt pl }(X F)=0;

(e) H{ {X,F) = H{ HEF) =05

(f) depth (F )=0. (Vgl. [CRT, §16], [AS, Kapitel Ill, §11.)

Beweis: (a)o(b) ist Satz 2.3. (a)o(c) folgt aus Satz 2.6 unter Beachtung von
Satz 2.4. Fiir (a)o(d,e) betrachtet man die lange exakte Sequenz der lokalen

Cohomologie
0 0 0 1
0 = Hp 1 (X,F) = HUX,F) = H'(X-{x},F) = H (X,F) ~0. |
Also ist HO(X,F) =fHO(X—{x},F) genau dann, wenn H({)x}(X,F)=Hix}(X,F)=O
gilt. Zu (f) siehe Satz 2.12 unten. |

Corollar 2.9: Ist (X,x) eine normale Flichensingularitit und F eine kohérente
Garbe auf X, die Gber X-{x} lokal frei ist, so gilt: F"" =j_j*F mit der of-
fenen Inklusion j: X-{x}-X. ‘

(Denn es gilt F~"=j,j*(F"") =j,j*F.)

Bemerkung 2.10: Uber einem analytischen Raumkeim (X,x) ist jede kohirente

Modulgarbe F die zugeordnete Garbe F =M~ eines endlich erzeugten Moduls M
~ iiber dem lokalen Ring 0 X, x’ wobei M=F ist. Selbstverstdndlich kann die
Eigenschaft der Ref]exmtat von F dann auch durch die Bedingung M MY a

M zum Ausdruck gebracht werden, wobei N~ —Homo (N Oy ) den dualen
Modul zu N bezeichnet. Auch die dquivalenten Bedmgungen (b) und (d)-(f) von

Satz 2.8 lassen sich direkt in die Sprache der 0, _-Moduln iibertragen: Wir

X, x

werden deswegen ohne Umstdnde auch von reflexiven OX x'-Moduln reden,
b

wenn die algebraische Sprache eher angebracht ist.

Wir geben im folgenden eine weitere algebraische Charakterisierung der Re-
flexivitdt eines endlich erzeugten Ox x—Moduls.

b
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Definition 2.11: Es sei A eine lokale analytische Algebra der Dimension n

mit maximalem Ideal m. Ein endlich erzeugter A-Modul M heiflt maximaler

Cohen-Macaulay-Modul, wenn es Elemente gl,...,gnﬁm gibt, so daB gy kein

Nullteiler von M und fiir j=2,...,n auch gJ. kein Nullteiler von M/(gl""’gj-l)M

ist.*

(Ein Element g€m heiBt Nullteiler von M, wenn es ein a€M, af0, gibt, so daB
ga=0 ist.)

Satz 2.12: A sei der lokale Ring einer normalen komplexen Flichensingulari-
tit (X,x). Dann sind fiir einen endlich erzeugten A-Modul M &quivalent:

(a) M ist maximaler Cohen-Macaulay-Modul;

(b) M ist reflexiver A-Modul.

Beweis: M ist genau dann ein maximaler Cohen-Macaulay-Modul, wenn gilt:
depth M =2. (depthmM ist die Tiefe von M, d.h. die maximale Linge M-
reguldrer Sequenzen in m.) Weil immer depthm Mgdim A=2 gilt, ist dies
nach [LC, Theorem 3.8] dazu &quivalent, daB H({Jx}(x,M')=H}x}(X,M")=O
gilt, was nach Satz 2.8 wiederum gleichbedeutend zur Reflexivitit von M ist.

lI

Bemerkungen 2.13: (1) In héheren Dimensionen ist im allgemeinen nicht mehr

jeder reflexive Modul auch ein maximaler Cohen-Macaulay-Modul. Die maxi-
malen Cohen-Macaulay-Moduln iber den eindimensionalen lokalen Ringen sind

genau die torsionsfreien Moduln.

(2) Wir bezeichnen die Kategorie der maximalen Cohen-Macaulay-Moduln

tiber einem lokalen Ring Ox’x, wie es {blich geworden ist, mit MCM(OX,X).
Falls oX,x der lokale Ring einer normalen Flichensingularitdt (X,x) ist, so
schreiben wir auch MCM(X,x) und verstehen die Kategorie dann als die der
reflexiven Modulgarben auf X. Die Morphismen in MCM( oX,x) sind die ge-

wohnlichen Ox x-linearen Homomorphismen zwischen Moduln.
?

Als néchstes wird eine rein garbentheoretische Kennzeichnung von reflexiven
Moduln angegeben, die fiir die Untersuchungen in den nachfolgenden Kapiteln

von grofler Bedeutung ist.

*) Ein maximaler Cohen-Macaulay-Modul ist ein Cohen-Macaulay-Moaul, dessen Tri-
ger die maximal mdgliche Dimension n besitzt. Eine Folge Byr---18p wie oben heifit
M-reguldre Sequenz.
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(X,x) sei jetzt eine normale komplexe Flichensingularitit, U:=X- {x} sei das

punktierte Spektrum von X und mit j: U—~X werde die offene Inklusion be-

zeichnet. Wir haben in Satz 2.4 schon festgestellt, daf die Einschrdnkung
‘einer reflexiven Garbe auf U dort lokal frei, also die Garbe der Keime von
Schnitten in einem Vektorraumbiinde! ist.*

Satz 2.14: (X,x) sei eine normale Flichensingularitidt. Es besteht eine Bijek-
tion zwischen den Isomorphieklassen von folgenden Objekten:

(a) reflexive Modulgarben auf dem Raumkeim (X,x);

(b) lokal freie Garben auf dem punktierten Spektrum U = X-{x}.

Dabei wird einem reflexiven Modul F auf X durch Einschrénkung eine lokal
freie Garbe j"'F=F|U zugeordnet und umgekehrt einer lokal freien Garbe F'
auf U ein reflexiver Modul durch Bildung von j,F'. (Mit j: U=X.)

Beweis (Horrocks, [Ho, §41): Es ist nur noch zu zeigen, da durch F'=~j,F'
einer lokal freien Garbe F' auf U tatsdchlich eine reflexive Garbe auf X zu-
geordnet wird. Die beiden Abbildungen sind dann trivialerweise zueinander

invers und etablieren -die behauptete Bijektion.

" Es sei F' eine lokal freie Garbe von OU—Moduln. Dann ist j,F' zunﬁchst ein-
mal quasi-kohdrent ([AG, Proposition 1.5.8(c)].) Um die lokal endliche Er-
zeugtheit - es ist nur der Halm {iber x zu betrachten - nachzuweisen, be-
merken wir, daB8 j F' nach- [EGA I, Corollaire 1.5.3] der direkte Limes seiner
kohédrenten Ox-Untermodulgarben ist. Weil U durch endlich viele Steinsche
Mengen i{iberdeckt werden kann, folgt daraus die Existenz einer kohdrenten
Garbe F auf X, die iiber U mit F' tbereinstimmt. AuBerdem darf man gleich
annehmen, daB F torsionsfrei und damit Untergarbe einer freien Garbe pOx
ist (indem wir die hochstens im Punkt x existierende Torsion aus F heraus-
dividieren.) Insbesondere ist dann F'cply,, woraus j*F'Cj,(pOU)=p0x folgt,

weil X nach Voraussetzung normal ist. Da 0 ein noetherscher Ring ist,

X,x
ist (j,F'), dann endlich erzeugt.

SchlieB8lich ist j,F'  trivialerweise torsionsfrei, weil F' lokal frei ist, und

nach Konstruktion auch normal, so daB die Reflexivitit folgt. [

*) Wir werden uns fortan die gebrduchliche Identifizierung von Vektorraumbiindeln mit
ihren Garben von Schnitten zu eigen machen.
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Unzerlegbare Moduln, Ausiander-Reiten-Theorie. Wir geben einen

kurzen Abri der fiir die Klassifikation der reflexiven Moduln iber normalen
Flichensingularititen grundlegenden Sdtze, sowie einiger Aussagen {ber die
zusétzliche Struktur, die den Moduln durch die "irreduziblen" Homomorphis-
men zwischen ihnen verlichen wird. Wir referieren die von Auslander und
Reiten gegebene Charakterisierung der irreduziblen Abbildungen. Sofern dabei
Beweise zitiert werden, die in den betreffenden Arbeiten fiir Moduln iber
nicht notwendig kommutativen endlichdimensionalen Algebren gefithrt werden,
handelt es sich um wortlich {ibertragbare Argumente. Generell kénnen die
meisten der folgenden Aussagen in einem viel allgemeineren Kontext (etwa
Krull-Schmidt-Kategorien, vgl. [TA, Chapter 2]) formuliert werden. Wir wer-
den uns aber auf den fiir das Studium der reflexiven Moduln iiber normalen
Flachensingularitdten erforderlichen Apparat beschrinken. Fiir allgemeinere
Aussagen sei auf (TA] und die Arbeiten [AuRei,]- [AuRei,] verwiesen.

Zundchst sei R eine beliebige lokale analytische Algebra. MCM(R) bezeichne

wieder die Kategorie der maximalen Cohen-Macaulay-Moduln tber R.

Definition 2.15: Ein endlich erzeugter R-Modul M heift unzerlegbar, wenn
aus M=M'eM", wobeit M' und M" endlich erzeugte R-Moduln sind, M'=0
oder M"=0 folgt.

Allgemein kann man in jeder Kategorie, in der eine direkte Summe erkldrt
ist, in dieser Weise die Unzerlegbarkeit von Objekten definieren. Fiir Moduin
MEMCM(R) ist Unzerlegbarkeit in MCM(R) allerdings das selbe wie die Unzer-
legbarkeit nach Definition 2.15, denn eine direkte Summe M'aM" ist genau
dann ein maximaler Cohen-Macaulay-Modul, wenn dies sowohl auf M' als

auch auf M" zutrifft.

Satz 2.16 (Krull-Schmidt): R sei eine lokale analytische Algebra. Dann be-

sitzt jeder endlich erzeugte R-Modul M eine Zerlegung M =Mle...aMt in
unzerlegbare endlich erzeugte R-Moduin Ml""’Mt' Sind

= 2 M!? t
M Mlo...enMt und M Mlo...oMt,

zwei derartige Zerlegungen, so ist t=t' und mit einer geeigneten Permutation

a von {1,...,t} gilt Miz.M::(i) fiir i=1,...,t.
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Eine Zerlegung von M wie in Satz 2.16 wird auch als Krull-Schmidt-Zerle-

gung von M bezeichnet; die Krull-Schmidt-Zerlegung eines maximalen Cohen-

Macaulay-Moduls besteht nur aus maximalen Cohen-Macaﬁlay-Moduln.

(Einen Beweis von Satz 2.16 kann man in [AKT, Chapter I.2] fiir den Fall
finden, daB R ein vollstdndiger lokaler Ring ist. Der einzige Schritt im
Beweis, in dem von der Vollstdandigkeit Gebrauch gemacht wird, ist die
Liftung eines idempotenten Modulendomorphismus ( [AKT, Proposition 2.19]);
diese Konstruktion kann aber mit Hilfe eines Artinschen Approximationssatzes

([Ar,, Theorem 1.2]) auch analytisch geleistet werden.)

Das Krull-Schmidt-Theorem gestattet es, sich bei der Untersuchung von
maximalen Cohen-Macaulay-Moduln auf die unzerlegbaren Moduln zu beschrén-
ken. Wir wollen der Menge der Isomorphieklassen von unzerlegbaren Moduln
in MCM(R) eine zusdtzliche kombinatorische Struktur verleihen. (Von jetzt an
betrachten wir nur noch Moduln in MCM(R).)

Definition 2.17: (1) Fiir M,N € MCM(R) unzerlegbar sei das Radikal des Moduls
Hom(M,N) die Menge

radR(M,N) = {fEHomR(M,N) | f ist kein Isomorphismus } .
Sind M,N beliebige Moduln aus MCM(R) mit Krull-Schmidt-Zerlegungen M =

Me...oM undN=N19...eNn, so besitzt jeder R-Homomorphismus f: M =N

eine korrespondierende Zerlegung f=(fi.) in Matrixkomponenten fij: Mi*Nj.
Damit definiert..man das Radikal von HomR(M,N) als

radR(M,N) = {fEHomR(M,N) | fijEra.dR(Mi,Nj) fiir alle i und j }.

(2) Fir unzerlegbaré Moduln M,N aus MCM(R) sei

rad‘R(M,N) i= { gof | fEradR(M,X), gEradR(X,N) fiir ein XeMCM(R) } .
(3) Ein Homomorphismus f: M~ N zwischen unzerlegbaren Moduln M und N
aus MCM{R) hei8t irreduzibel, wenn fEradR(M,N) - rad‘R(M,N) ist.
(4) Fiir unzerlegbare Moduln M,N € MCM(R) wird

(M) 1= 72 (N oy 1)

als Vektorraum der irreduziblen Morphismen bezeichnet.
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[rreduzible Morphismen kdnnen also als Nicht-Isomorphismen, die sich nur in
trivialer Weise faktorisieren lassen, verstanden werden. Die Dimension des
Vektorraumes irrR(M,N) ist dann die Anzahl linear unabhidngiger irreduzibler
Abbildungen. Dies motiviert die folgende Definition eines Ké&chers, d.h. eines

gerichteten Graphen, mit einer Bewertung der Pfeile.

Definition 2.18: Der Auslander-Reiten-Kdcher AR(R) von MCM(R) (kurz: von
R) besteht aus einer Menge A, von Punkten, einer Menge A, von Pfeilen und

einer Bewertung a: A,~IN der Pfeile:

(i) A, ist die Menge der Isomorphieklassen [M] von unzerlegbaren maximalen
Cohen-Macaulay~-Moduln M;

(ii) A, enthdlt fir [M], [N] € A, genau dann einen Pfeil "[M] - [N]", wenn
irrR(M,N)#(O) ist;

(iii) Fiir jeden Pfeil "[M]1~([N]"€ A, gibt die Bewertung a die Dimension von
irrR(M,N) iber € an.

Es ist gebriduchlich, -an Stelle bewerteter einfacher Pfeile im Auslander-
Reiten-K&cher mehrfache Pfeile einzutragen, deren Anzahl durch die Bewer-

tung a bestimmt wird.

Der Umstand, da im Auslander-Reiten-Kocher genau diejenigen Homomor-
phismen durch Pfeile reprédsentiert werden, die sich nur in trivialer Weise
faktorisieren lassen, legt die Frage nahe, ob sich nun umgekehrt jeder Nicht-
Isomorphismus durch eine Linearkombination von Hintereinanderausfiihrungen
irreduzibler Homomorphismen, die man gewinnt, indem man die mdglichen
Pfeile zwischen den beiden Moduln (sofern unzerlegbar) im Auslander-Reiten-
Kocher durchlduft, dusdriicken 148t. Das ist allerdings in der hier betrachte-
ten Kategorie MCM(R) im allgemeinen nicht der Fall! (Gegenbeispiele werden
in 5.30 und - fiir die Kategorie der Vektorraumbiindel auf einer elliptischen
Kurve, fiir die ebenfalls ein Auslander-Reiten-K&cher definiert werden kann -
in 5.37 gegeben.) '

(Wir weisen noch darauf hin, daB wir in Definition 2.18 eine unserer Situa-
tion gemdBe Vereinfachung eingefithrt haben. In anderen Zusammenhédngen ist
es sinnvoll, den Pfeilen des Kdchers zwei Bewertungen a und a' zu verleihen:
radR(M,N) ist ein Bimodul mit einer Linksoperation von EndR(N) und einer
Rechtsoperation von.EndR(M), so daB irrR(M,N) zum f(N)-f(M)-Bimodul
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wird, wobei f(M)::EndR(M)/radR(M,M) und f(N)::EndR(N)/radR(N,N) zwel
Schiefkdrper sind ([MRT, Proposition 5.21]), die zu zwei im allgemeinen von-
einander verschiedenen Dimensionen von irrR(M,N) und damit zu zwei Bewer-
tungen AnlaB geben. In unserer Situation sind f(M) und f(N) allerdings als

endliche Erweiterungen von € immer zu C isomorph.

Wir beschreiben- jetzt die Anfangsgriinde der von Auslander und Reiten ent-
wickelten Methoden zur Beschreibung von irreduziblen Morphismen zwischen

unzerlegbaren Moduin. Dies erfordert eine Reihe von Definitionen.

Definition 2.19: (1) Ein Modul P aus MCM(R) heifit projektiv in MCM(R), wenn

jede in MCM(R) definierte exakte Sequenz 0—-A-B-P-0 spaltet.

(2) Ein Modul | aus MCM(R) heiSt injektiv in MCM(R), wenn jede in MCM(R)
definierte exakte Sequenz 0—[-B-C-0 spaltet.

Die Beschriankung auf Sequenzen in MCM(R) bringt es mit sich, daR projektive
(bzw. injektive) Objekte  in MCM(R) nicht notwendig auch projektive (bzw.
injektive} Moduln iiber R sind, wie man sie aus der homologischen Algebra
kennt. Allerdings ist leicht einzusehen, daB bei den projektiven Objekten tat-
sichlich Ubereinstimmung besteht. (Siehe auch Satz 2.29.)

Definition 2.20: Eine in MCM(R) definierte exakte Sequenz 0-A-B-C-0

heiBt Auslander-Reiten-Sequenz ("almost split sequence"), wenn gilt

(i) A und C sind unzerlegbar;

(ii) die Sequenz spaltet nicht;

(iii) fir jeden Homomorphismus X~C in MCM(R), der kein spaltender Epimor-
phismus ist (d.h. es gibt keinen Schnitt X+~ C in MCM(R)) existiert eine
Faktorisierung iiber B, wie unten links gezeigt wird;

(iv) fiir jeden Homomorphismus A=Y in MCM(R), der kein spaltenden Mono-
morphismus ist (d.h. es gibt keine Retraktion A-Y in MCM(R)) existiert

eine Faktorisierung iiber B, wie rechts gezeigt wird:
X 0~ A=-B-C-=0
'/ { ’

T
0 ~A-~B~C-=-0 g

Y

Die folgenden Bemerkungen geben einige elementare Sitze iiber Auslander-

Reiten-Sequenzen wieder.



37

Bemerkungen 2.21: (1) Die beiden Faktorisierungseigenschaften (iii) und (iv)

sind zueinander iquivalent ([TA, Chapter 2.3, Lemma 21]). Es geniigt also,

eine der beiden Eigenschaften zu fordern bzw. zu verifizieren.

(2) Je zwei Auslander-Reiten-Sequenzen mit dem selben Anfangsterm A sind
zueinander isomorph; ebenso sind je zwei Auslander-Reiten-Sequenzen mit
dem selben Endterm C zueinander isomorph. ([Rei, Theorem 1.1.1(c)]). Man
spricht. daher auch von der in A beginnenden bzw. der in C endenden Auslan-

der-Reiten-Sequenz.

(3) Offensichtlich kann es keine Auslander-Reiten-Sequenzen geben, die in

projektiven Objekten von MCM(R) enden oder in injektiven-Objekten beginnen.

Sofern man eine Auslander-Reiten-Sequenz kennt, verfiigt man zugleich iiber
eine volistindige Kenntnis der von dem Anfangsterm ausgehenden bzw. der in

dem Endterm endenden irreduziblen Morphismen. Dies zeigt der nichste Satz.

f .
Satz 2.22: Es sei 0-A—~B Ec-0 eine Auslander-Reiten-Sequenz in MCM(R)
und szlBla...eann die Krull-Schmfdt-Zerlegung von B mit bl,...,bne N,

sowie unzerlegbaren und paarweise nicht isomorphen B ,...,Bn. Man zerlege f

1
und g entsprechend in f=(f1,...,fn), fi=(fi1,...,fibi) mit fi'j: A-B, und in g=
gy teeetBos 3i=gi1+"‘+gibi. mit gij: Bi*C. Dann gilt:

(1) Sei A—=X ein irreduzibler Homomorphismus. Dann ist X= Bi fiir ein i aus
{1,...,n}

(2) Fiir jedes i=1,...,n sind die Homomorphismen fil""’fib- irreduzibel und
1

bilden eine Basis von irrR(A,B.l).
(3) Sei Y—~C ein irreduzibler Homomorphismus. Dann ist Y= Bi fir ein i aus
{1,...,n}

(4) Fiir jedes i=1,...,n sind die Homomorphismen g1+ 8ip irreduzibel und
bilden eine Basis von irrR(Bi,C). '

(Zum Beweis siche [Rei, Theorem 1.1.41.) -

Ist demnach 0 -A-~B—~C-0 eine Ausilander-Reiten-Sequenz, so erhdlt man
alle Pfeile [A]=[X] und [X]-([CJ] im Auslander-Reiten-K&cher aus den im
Mittelterm auftretenden Summanden, wobei deren Vielfachheiten gerade die

Bewertungen der Pfeile liefern. Hieraus folgt insbesondere, daf es in einem
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Auslander-Reiten-Kocher nur endlich viele in [AJ] startende Pfeile geben

. kann, wenn eine in A beginnende Auslander-Reiten-Sequenz existiert; die

entsprechende Aussage gilt fiir in [C] endende Pfeile bei Vorhandensein einer
in C endenden Auslander-Reiten-Sequenz.

Man wird also in natiirlicher Weise dahin gefiihrt, sich ‘fiir Situationen zu
interessieren, in denen "mdglichst viele'" Auslander-Reiten-Sequenzen existie-
ren. Auslander hat in [Aul gezeigt, daf die Verhiltnisse, wenn R der lokale
Ring einer normalen Flidchensingularitidt ist, bestmdglich sind (was sie sogar
schon dann sind, wenn R blo8 der lokale Ring einer beliebigen isolierten Sin-
gularitidt ist: [AuRei,]):

Satz 2.23 (Auslander): Es sei R der lokale Ring einer zweidimensionalen

normalen Singularitdt (iiber €). Dann existiert zu jedem unzerlegbaren nicht-
projektiven Modul C in MCM(R) eine Auslander-Reiten-Sequenz in MCM(R), die
in C endet.

(Wir werden sehen, daB damit dann auch jeder unzerlegbare nicht-injektive

Modul A eine in A beginnende Auslander-Reiten-Sequenz aufweist.)

Fiir den Rest ‘dieses Kapitels sei R stets der lokale Ring einer normalen

komplexen Fldchensingularitéit.

Die folgende Definition kann man stets aussprechen, wenn zu jedem nicht-
projektiven (bzw. nicht-injektiven) unzerlegbaren Objekt einer geeigneten
Kategorie C eine dort endende (bzw. beginnende) Auslander-Reiten-Sequenz

existiert.

Definition 2.24: Es sei A} die Menge der Isomorphieklassen unzerlegbarer

nicht-projektiver Objekte in MCM(R) und Al die Menge der Isomorphiekiassen
unzerlegbarer nicht-injektiver Objekte in MCM(R). Dann definiert man eine als

Auslander-Reiten-Translation von MCM(R) bezeichnete Bijektion t: A} -~ Al,

indem jedem [C]€A} die Klasse t([Cl):= [A] zugeordnet wird, wobei 0~A-
B~ C—0 eine in C endende Auslander-Reiten-Sequenz ist. (Die inverse Abbil-
dung ! ergibt sich entsprechend, indem man fiir [Al€A} die in A begin-
nende Auslander-Reiten-Sequenz betrachtet und als Bild deren Endterm ein-
setzt.)
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Es ist {blich, die Auslander-Reiten-Translation t in graphischen Darstellun-
gen von Auslander-Reiten-Kochern durch unterbrochene Pfeile "[C]--—=<[C]"

fiir alle [(C] €A! anzudeuten. Der um die Translation t ergdnzte Auslander-

Reiten-Kdcher AR(R) ist ein sogenannter Translationskdcher {vgl. [ TA, Chap-
ter 2.11.) ‘

Definition 2.25: Der stabile Auslander-Reiten-Kocher ARS(R) von MCM(R) ist
der volle Unterkdécher von AR(R), der aus allen Objekten [A]€ A, besteht, fiir
die T™"[A] und v "[A] fiir alle n€IN definiert sind, die also nicht durch end-
lich viele (evtl. 0) Anwendungen von Tt oder ! in projektive oder injektive
Objekte von MCM(R) iiberfithrt werden kdnnen.

Wir wollen die bis hierhin definierten Begriffe fiir den uns interessierenden
Fall des lokalen Ringes R einer normalen komplexen Flichensingularitdt préd-
zisieren. Dazu erinnern wir an die Definition des dualisierenden Moduls eines
Cohen-Macaulay-Ringes. (Jeder lokale Ring einer normalen Flichensingulari-
tit besitzt die Cohen-Macaulay-Eigenschaft: [AS, Kapitel IlI, §1.7, Satz 11].)

Definition / Satz 2.26: Es sei R:Oxx der lokale Ring einer normalen

H
Fldachensingularitdt. Dann gibt es einen bis auf Isomorphie eindeutig bestimm-

ten endlich erzeugten R-Modul w=w, _, der die folgenden &quivalenten Cha-

X,x
rakterisierungen besitzt und dualisierender Modul von R genannt wird:

(a) w *]af1}ys wobei Q% die Garbe der Keime von holomorphen 2-Formen auf
dem punktierten Spektrum U=X-{x} und j: U~X die offene Inklusion be-
zeichnet;

(b) w=HomS(R,S), wobei S=C{x,y} ein regularer 2-dimensionaler Unterring
von R ist, so daB R ein endlich erzeugter Modul iiber S -ist. (Noether-
Normalisierung);

(c) w"-‘Extg-z(R,S), wenn R =5/] ein Quotient des n-dimensionalen reguldren

Ringes S= dl{x1 ,...;xn} ist.

Zum Beweis siehe [LC, §6]1 oder [KMJ]. Insbesondere ersieht man aus (a),
daB w ein reflexiver R-Modul ist, d.h.: w € MCM(R). Der Name '"dualisierender
Modul" rithrt daher, dafl fir beliebige endlich erzeugte R-Moduln M und
i=0,1,2 die Gruppen H;(M) und Extrll{i (M,w) als C-Vektorrdume dual zu-
einander sind. ([(LC, Theorem 6.7])
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Folgerungen 2.27: (1) ExtzR(R/m,w) =R/m. wobei m das maximale Ideal von R

bezeichnet.

(2) Exté(M,w):O fir jeden maximalen Cohen-Macaulay-Modul M.

Teil (2) folgt aus Satz 2.8(d). Als Konsequenz aus (2) und Satz 2.7 folgt:

Satz 2.28: HomR(-,w) definiert einen exakten Funktor von MCM(R) in sich

selbst. Die zweimalige Anwendung ist zur Identitdt dquivalent, d.h. fiir jeden
Modul MEMCM(R) gilt HomR(HomR(M,m),w)=M.

(Der zweite Teil steht etwa in [KM, Satz 6.1], ist aber auch leicht durch
Vergarbung einzusehen: Wegen Satz 2.14 muf die Aussage nur iiber dem
punktierten Spektrum X-{x} bestdtigt werden; dort ist sie als Behauptung

iiber lokal freie Garben aber trivial.)

Satz 2.29: R sei der lokale Ring einer normalen Flidchensingularitdt, o der

dualisierende Modul von R. Dann gilt: _

(a) R ist das (bis auf Isomorphie) einzige unzerlegbare projektive Objekt in
MCM(R);

(b) w ist das (bis auf Isomorphie) einzige unzerlegbare injektive Objekt in

MCM(R).

Beweis: (a) Sei A unzerlegbar projektiv in MCM(R). Betrachte eine Prisenta-

tion 0-K=nR—~A~0 von A. Wegen depthmA=depthmR=2 folgt depthml(zz,
also liegt die Sequenz in MCM(R) und spaltet wegen der Projektivitit von A.
Aus nR = AeK folgt- A=R wegen der Eindeutigkeit der Krull-Schmidt-Zerle-
gung.

(b) Weil HomR(-,w) exakt ist und das Bild einer exakten Sequenz unter
HomR(-,w) genau dann spaltet, wenn dies auf die Sequenz selbst zutrifft,

stellt HomR(-,m) eine Bijektion zwischen den projektiven und den injektiven
Objekten von MCM(R) her. [}

Wir kommen jetzt zu der Beschreibung der irreduziblen Morphismen in MCM(R)
durch Auslander. {([Aul, [AuReis])
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Definition 2.30 (Auslander): R sei der lokale Ring einer normalen Flédchen-

singularitdt, m das maximale Ideal und « der dualisierende Modul von R.

Dann heifit eine zu Ofe€ Exté(R/m,w)=R/m gehdrende Extension

eine Fundamentalsequenz von R. \

Bemerkungen 2.31: (1) Je zwei Fundamentalsequenzen sind isomorph*, da sie

als Extensionen auseinander hervorgehen, indem man einen der nicht-trivialen
Pfeile einer der beiden Sequenzen mit einem geeigneten Skalar #0 multipli-
ziert. Man spricht daher auch von der Fundamentalsequenz von R, wenn es

auf Isomorphie nicht ankommt.

(2) Die Fundamentalsequenzen sind von der angegebenen Gestalt mit R als
drittem Term, da sie sich als Verldngerungen von nicht spaltenden Extensio-
nen 0-w-D-m~0, die zu Elementen #0 in Ext;(m,m) o 1-1"1'(:11).= Hg(R/m) = R/m
gehoren, durch die ebenfalls nicht spaltende Extension 0—-m-R-R/m—-0 rea-
lisieren lassen. Umgekehrt kann eine Extension 0+ w—-D- R~-R/m~0 niemals

spalten, weil R ein unzerlegbarer R-Modul ist.

(3) Der zweite Term in der Fundamentalsequenz von R ist reflexiv. (Aus
0~w -D-'m 0 folgt nimlich sofort H (D) 0 und die Cohomologiesequenz
0—~H (D) H (m) Hm(m), der letzte Pfell ist aber injektiv, denn er ist dual
zu Hom (w w) Ext > (m w) = R/m und diese Abbildung ist #0, weil die Sequenz
nicht spaltet Also folgt H (D) =0 und DEMCM(R) nach 2.8.)

Satz 2.32 (Auslander): Unter den Voraussetzungen wie in Definition 2.30 sei
0-wiDBR=R/m=0

eine Fundamentalsequenz» von R. Dann gilt:

(1) Ist M ein unzerlegbarer nicht-projektiver Modul aus MCM(R), so gewinnt

man eine in M endende Auslander-Reiten-Sequenz durch Anwendung von

HomR(M',-), WO M":=HomR(M,R) sei, auf die Fundamentalsequenz:

Hom{(M",g) Hom(M",f)
HomR(M',D)

0- HomR(M',w) M- 0.

*) als Sequenzen, d.h. durch Isomorphismen auch hinsichtlich der Endterme, im
Gegensatz zum I[somorphiebegriff von Extensionen.
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(2) Ist M ein unzerlegbarer nicht-injektiver Modul aus MCM(R), so ist der
Modul HomR(M,w) unzerlegbar und nicht-projektiv und eine in M beginnende
Auslander-Reiten-Sequenz entsteht durch Anwendung von HomR(-,m) auf die

in HomR(M,m) endende Auslander-Reiten-Sequenz aus (1).

(3) Jeder Nicht-Isomorphismus X - R, X € MCM(R) unzerlegbar, ‘148t sich iiber
g: D~ R faktorisieren.

(4) Jeder Nicht-Isomorphismus w =Y, Y€ MCM(R) unzerlegbar, 148t sich iiber

f: w—=D faktorisieren.

Die Teile (1) und (3) werden in [Au, §6] explizit bewiesen; die Teile (2)
und (4) ergeben sich daraus durch Anwendung von HomR(-,m) unter Beach-
tung der Eigenschaft dieses Funktors, Auslander-Reiten-Sequenzen (bzw. Fun-
damentalsequenzen) in Auslander-Reiten-Sequenzen (bzw. Fundamentalsequen-

zen) zu iiberfithren.

Die Kenntnis der Fundamentalsequenz gewdhrt also direkten AufschluB iiber
simtliche irreduziblen Homomorphismen in MCM(R), sofern die unzerlegbaren
- Moduln M€ MCM(R) und die Krull-Schmidt-Zerlegungen von HomR(M',D) be-

kannt sind.

Was die nicht nach Satz 2.22 durch Auslander-Reiten—Sequénzen beschreib-
baren Pfeile in AR(R), die von injektiven Punkten ausgehen oder zu projekti-
ven Punkten weisen, angeht, so sind zwei Fille zu unterscheiden:

(a) Ist D unzerlegbar, so gibt es genau die Pfeile [w]-{D1] und {DI~[RI;

(b) Ist D=D10D2 (mehr Summanden kann D nicht haben, da ‘D den Rang 2
besitzt), so gibt es [w]"[Di] und [Difl"[R], jeweils i=1,2. (Dieser Fall
tritt etwa ein, wenn R der lokale Ring einer zyklischen Quotientensingu-
laritdt ist, denn dann gibt es nur unzerlegbare Moduln vom Rang 1; siehe
[ He, Folgerung 3.2].)

Wir bemerken noch, dafl sich die in einem nicht-projektiven unzerlegbaren

Modul M endende Auslander-Reiten-Sequenz auch in der Form
0 - (M eRm)" -~ (M cRD)" -M~0

gewinnen laRt.*

*) Die Bildung des Biduals ist wesentlich, da ein Tensorprodukt reflexiver Moduln im

allgemeinen sogar Torsionselemente enthalten wird.



43

(Die fiir beliebige M,N€MCM(R) giiltige Aussage HomR(M',N) =(M o N)*Y muR
nach Vergarbung wegen Satz 2.14 nur mehr {iber dem reguldren Ort des zu R
gehoOrigen Spektrums verifiziert werden und ist dort trivial, weil es sich um
lokal freie Garben handelt.)

Der Satz 2.32 gibt selbstverstidndlich auch Aufschlu ﬁﬁér die Auslander-

Reiten-Translation t:

Folgerungen 2.33: (1) Sei M ein nicht-projektiver unzerlegbarer Modul. Dann

ist t((M])= {(Medn)"]. Ist M ein nicht-injektiver unzerlegbarer Modul, so
ist entsprechend (M) = [(M aRu:')"] = [(M"'aRw)'].

(2) Der stabile Auslander-Reiten-Kdécher ARS(R) von MCM(R) besteht als voller
Unterkdcher von AR(R) aus genau den Punkten, die nicht fiir ein n20 von der

Form [(0®™)"*] oder [(«®™)"] sind.

Fir die uns hauptsdchlich interessierenden Klassen von Flidchensingularitdten

bedeutet das:

Folgerungen 2.34: (1) Ist R der lokale Ring einer Gorenstein-Fldchensingula-

ritdt (d.h. w =R), also etwa einer minimal-elliptischen Flichensingularitit, so
ist die Auslander-Reiten-Translation die ldentitdt und der stabile Auslander-
Reiten-Ké&cher ARS(R) unterscheidet sich vom vollen Kécher AR(R) durch das
Fehlen des projektiv-injektiven Punktes [R1].

(2) Ist R der lokale Ring einer rationalen Flachensingularitit, so unterschei-
den sich ARS(R) und AR(R) um endlich viele Punkte der Form [(wek)"'] fiir
k=0,...,n-1 und alle Punkte [M1] in ARS(R) durchlaufen unter t endliche
Zykel von Lingen, die die Ordnung n von w in der Divisorenklassengruppe von

R teilen.

Begriindung zu (2): Nach Lipman ([Li, Theorem 17.4]) ist die Divisoren-

klassengruppe einer rationalen Flichensingularitit endlich (und dies charak-
terisiert sogar Rationalitdt.) Daher gibt es ein kleinstes n>0, so daR w®?
iber dem punktierten Spektrum mit R ibereinstimmt, d.h. zugleich (M) e

R ist. Daraus folgt die Behauptung. [}
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Die Aufgabe, den fir die Kenntnis der irreduziblen Homomorphismen in
MCM(R) wesentlichen zweiten Term einer Fundamentalsequenz von R zu be-
stimmen, kann schwierig sein. Ist R jedoch der lokale Ring einer quasihomo-
genen Flichensingularitdt (X,x), d.h. einer Singularitdt mit einer analytischen
-C"—Operation, deren einziger Fixpunkt der singuldre Punkt x ist, so gilt das

folgende Resultat.

Proposition 2.35: Es sei R der lokale Ring einer quasihomogenen normalen

Flichensingularitit (X,x). Dann' stimmt der zweite Term D der zu R gehd-

renden Fundamentalsequenz

mit dem Modul der Zariski-Differentiale auf X {iberein, es gilt also

o~ 1 - - 1
D = (n'R) & (]‘QU)X’
wobei ﬂ:z den Modul der Kihlerschen 1-Formen iiber R und Q%J die Garbe
der Keime von holomorphen 1-Formen iber dem punktierten Spektrum U=

X-{x} bezeichnet und j: U~X die offene Inklusion ist.

Beweis: Wenn (X,x) quasihomogen ist, dann gibt es eine €*-iquivariante Ein-
bettung von (X,x) in einen affinen Raum (€%,0), der eine die Operation auf
X fortsetzende C*-Aktion trigt, die beziiglich geeignet gewdhlter Koordinaten

Zyeee1Zg in der Form
e w w
C*x € 3 (t;zl,...,ze) ~ (t lzl’"_"t eze) _
mit positiven ganzzahligen Gewichten Wireens W ausgedriickt werden kann. Der

lokale Ring R=0X x ist dann ein Quotient des reguldren Ringes C{zl,...,ze}.
b
(Vgl. hierzu etwa [OrWal.)

Definiert man die (gewichtet homogene) Euler-Derivation E als

‘):3 3
£ := w.Z, — ,
=1 ! azi )
N . . . . an p-1
so erhdlt man durch Koentraktion mit £ R-lineare Homomorphismen =Q

‘ R™ R
fir alle p>0 (Q%:= APal und zu al siehe etwa [AG, Chapter [1.8]), die

R R
einen exakten Komplex bilden. (Die Komplexeigenschaft ist klar; die Exakt-
heit folgt daraus, daB fiir homogene Elemente q:en% gilt: (dog + Eod)(9) =

deg(9)-9, wobei d die duRere Differentiation bezeichnet.* Siehe hierzu auch

*) Dies veraligemeinert die bekannte Euler-Formel fiir die partiellen Ableitungen von

homogenen Polynomen.



45

[Na, Lemma 2.1.1].) Durch Vergarbung iiber X entsteht so eine exakte

Sequenz
2

&~ =0 ~C =0 (*)
worin d: die in dem Punkt x konzentrierte Wolkenkratzergarbe mit Halm C
bezexchnet Der Kern von ﬂg(-'ﬂ ist gleichfalls in x konzentriert. Wir wollen
zeigen, daR sich aus (*) durch zweimaliges Dualisieren eine Fundamentalse-

quenz von R ergibt.

Weil alle beteiligten Garben iiber dem punktierten Spektrum U=X-{x} lokal
frei sind, stimmt zweimaliges Dualisieren mit der Anwendung des Funktors
jLi*(-) iiberein, wobei j: U~X fiir die offene Inklusion steht. Die Anwendung

von j* auf (*) liefert zunichst

2 1
vy Ty O B

und mit j, resultiert daraus die exakte Sequenz

0—-n

- - —fi
0 ~wy = Dy * Ok

wobei D =j,j‘0;(=(0§()“ der Modul der Zariski-Differentiale ist. Aus dem

X
kommutdtiven Diagramm
1

- ﬂx 0 Cx 0

=Dt oy
folgt weiter, daf die Garbe m des maximalen Ideals von x€X im Bild von
Dx unter f liegt. Also ist coker(f) héchstens gleich Cx. Die Nichtsurjektivi-
tit von f in dem Punkt x ist wegen der aus (**) folgenden Cohomologiese-
quenz

)
.= 1o%u,aly - 1,0, 2 ulu,e?) - ...
U U
R f R
X
,DX,x ox,x

dquivalent zum Nichtverschwinden des Corandes 6. Diese Eigenschaft von 6
ist nicht offensichtlich, wurde aber von I. Naruki in [Na, Vorbereitungen zu
Lemma 2.1.3] bewiesen. (Die hier mit 6 bezeichnet Abbildung heiBt ‘dort

n(ch(£)™ 1) und es ist n=2.)
Wir haben also eine Sequenz der gewiinschten Gestalt erhalten:

Oﬂmx-'Dx-'Ox-' Cx-'O.
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Nach Bemerkung 2.31(2) kann eine derartige Sequenz nicht spalten und ist
folglich eine Fundamentalsequenz von OX' |

Wir geben noch eine Ergidnzung zur Terminologie, die sich spiter als niitzlich
erweisen wird.

Definition 2.36: (1) Mit ZA_ werde der folgende unendliche Translations-
kocher bezeichnet:

| amseei

s INSNNNNSN
s N INSNSNSNSNSY
s INNNSNNS N e
e INININ NN
v INININNSN N

A A S A A A
- . * L

e e

dessen Translation T wie eingezeichnet jedeh Punkt in seinen linken horizonta-
len Nachbarpunkt abbildet.

(2) Eine Rohre vom Rang r21i, bezeichnet mit ZA_/< >, ist derjenige
Translationskdcher, der aus ZA_ durch Herausdividieren der Orblten der von

r
Tt erzeugten Gruppe von Translationen entsteht.

ZA_/<t> ZA_/<t*>
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2.37. E. Dieterich hat in [Di,, Theorem 24] gezeigt, daR fiir eine isolierte
Hyperfldachensingularitdt - gleich welcher Dimension - der stabile Auslander-
Reiten-K&cher der maximalen Cohen-Macaulay-Moduln, sofern er nicht end+
lich ist, eine disjunkte Vereinigung von Roéhren der Rdnge 1 und 2 ist. Wenn
es sich um eine Hyperflichensingularitit von gerader Dimension handelt, dann

treten keine Rdéhren vom Rang 2 auf.

In der genannten Arbeit finden sich noch weitere Strukturaussagen iiber
Auslander-Reiten-Kocher isolierter Singularitdten, die im Lichte der Aus-
sagen von 2.34 insbesondere auf die Kocher von rationalen oder minimal-

elliptischen Fldachensingularitdten angewandt werden kdnnen.
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3. VOLLE GARBEN AUF AUFLOSUNGEN VON
FLACHENSINGULARITATEN.,

In diesem Kapitel bezeichne (X,x) eine normale komplexe Flichensingularitit,
j: U= X sei die offene Inklusion des punktierten Sp.ektrumé U=X-{x} und .es
sei ‘1: (X,E)~(X,x) eine beliebigé Auflésung von x€X. Um stets mit globalen
Schnitten arbeiten zu kénnen, denken wir uns X in der Regel als durch einen

Steinschen Repridsentanten vertreten.

Das Ziel dieses Kapitels besteht in der Kennzeichnung der reflexiven Modul-
garben auf (X,x) in Termen geeigneter Objekte auf der Auflésung X, die den
reflexiven Moduln zugeordnet werden. Dabei handelt es sich um Vektorraum-
biindel mit gewissen leicht nachpriifbaren Eigenschaften, die gleich anschlie-
Bend eingefiihrt werden. Im zweiten Teil dieses Kapitels werden diese Biindel
dann ihrerseits durch Eigenschaften ihrer Einschrinkungen auf geeignete

Zykel im exzeptionellen Ort charakterisiert.

Volle Garben. Es sei M ein reflexiver Modul* auf (X,x). Um M ein Objekt

auf der Aufldsung X zuzuordnen, liegt es nahe, das inverse Bild "M von M

hinsichtlich = zu bilden, also die kohidrente Modulgarbe auf X, deren Halm in
7 €X durch

™M). = M
(Mg = My oy
definiert ist. Infolge des Tensorproduktes als Bestandteil der Bildung von n*M

y Ox,y mit y = x(§)

werden in ©*M im allgemeinen Torsionselemente enthalten sein, die Triger
im exzeptionellen Ort E haben. (AuBerhalb von E kann keine Torsion entste-
hen, weil *M dortlbiholomorphes Urbild von M‘U ist.) Beispiele fiir Tor-
sionsuntergarben in Utbildgarben von reflexiven Moduln gibt Riemenschneider
in [Ril.

Die Garbe =*M ist daher ein mdglicherweise sehr kompliziertes Objekt auf
X, besitzt aber den Vorzug, den Modul M eindeutig zu charakterisieren, denn
die Einschrinkung von n*M auf X-E entspricht wegen biholomorpher Aquiva-
lenz der Rdume der Einschrénkung M, von M auf U und diese bestimmt M

nach Satz 2.8.

U

*) Modulgarben Gber Raumkeimen werden wir von jetzt an kurz Moduin nennen.
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Offensichtlich bleibt dieses Argument richtig, wenn man aus 1*M die in E
konzentrierte Torsion herausteilt und zu der Garbe F':= “‘M/'I‘orsion tiber-
geht. F' ist erheblich einfacher als *M zu beschreiben und ist in dem Fall,
daB x: (X,E)~(X,x) die Aufldsung einer rationalen Singularitdt ist, sogar eine
lokal freie Garbe ([ArVe, Lemma 1.1]). In den ibrigen Fillen erhdlt man
aus der Torsionsfreiheit von F' nach Satz 2.4 zumindest, daf Fz' nur in diskre-
ten Punkten z€X nicht frei ist. Weil F' auBerhalb von E als biholomorphes
Urbild einer reflexiven Garbe sogar reflexiv ist, liegen diese Punkte alle in

E und es gibt insbesondere nur endlich viele davon, weil E kompakt ist.

Bildet man jetzt die reflexive Hille F := (F')*" von F', so unterscheidet sich
F von F' nur in endlich vielen auf E liegenden Punkten und bestimmt daher
noch immer den Modul M. AuBerdem ist F eine lokal freie Garbe auf X

(Satz 2.4) und entspricht damit einem Vektorraumbiindel auf X.

Weil beim Dualisieren die ‘Torsion einer Garbe ohnehin verloljeri geht, kann
man von ®*M auch direkt zu F gelangen, ohne zuvor noch die Torsion heraus-
zuteilen: F = (x*M)”. Wir nehmen dies zum AnlaR, die folgende Klasse von

Garben auf X einzufithren.

Definition 3.1: Es sei x: (X,E)~(X,x) die Auflésung einer normalen Flichen-

singularitit. Eine Modulgarbe F auf X heiBt eine volle Garbe, wenn es einen
reflexiven Modul M auf (X,x) gibt, so daf F zu:.(z*M)”" isomorph ist. Die
Garbe (x*M)”" heiBt die M zugeordnete volle Garbe.

Dieser Begriff stellt eine Verallgemeinerung der von H. Esnault in [Es] fir
rationale Singularitdten definierten vollen Garben dar. Volle Garben sind
stets lokal frei. Auch die folgende triviale Proposition haben wir mit den

einleitenden Bemerkungen schon begriindet.

Proposition 3.2: Es sei =: (X,E)~(X,x) die Auflésung einer normalen Flachen-

singularitdt. Dann besteht eine bijektive Korrespondenz zwischen den folgen-
den Objekten:
(a) Isomorphieklassen von reflexiven Modulgarben auf (X,x)

(b) Isomorphieklassen von vollen Garben auf X.

(Wir fassen die Begriindung noch einmal kurz zusammen. Es seien Fi=(n"M)"

fir i=1,2 zwei volle Garben. Aus M =M, folgt F1=F2. Ist umgekehrt F1= FZ’
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so gilt insbesondere FIIX-EﬁFZIX-E’ also M1|U= MZIU und damit M, *M,

wegen der Reflexivitdt von M, und MZ‘)

1
Als nidchstes geben wir eine erste cohomologische Charakterisierung von
vollen Garben auf Auflosungen. Zuvor filihren wir noch zwei Sprechweisen ein
und notieren einfache Konsequenzen, die sich daraus ergeben.

*

Definition 3.3: Es sei Y ein nicht notwendig reduzierter komplexer Raum.

(1) Eine Garbe G auf Y heiBt generisch {von globalen Schnitten) erzeugt,

wenn der Quotient von G nach der von globalen Schnitten erzeugten Unter-

garbe G' von G einen hochstens 0-dimensionalen Triger besitzt.

(2) Ein OY-linearer Garbenhomomorphismus f: G-+H heilt generisch surjektiv,

wenn H/f(G) einen héchstens O-dimensionalen Trdger besitzt.

Spdter wird Y immer entweder eine Auflosung X einer normalen Flichen-
singularitdt oder ein darin durch einen Zykel Z20 definiertes abgeschlossenes
Unterschema sein. Wir erinnern daran, daR wir eine Aufldsung X als einen
Umgebungskeim der exzeptionellen Faser E ansehen wollen, so daB eine
generisch von globalen Schnitten erzeugte Garbe auf X in diesem Sinne
héchstens in auf E liegenden (endlich vielen) Punkten nicht von ihren Schnit-
ten erzeugt wird. (Eine entsprechende Aussage kann fiir generisch surjektive
Homomorphismen auf X formuliert werden.)

Bemerkungen 3.4: (1) Wenn G generisch von globalen Schnitten er;éﬁgt und

G—H generisch surjektiv ist, dann wird auch H generisch von globalen Schnit-
ten erzeugt.

(2) Wenn f: G—~H generisch surjektiv ist und F eine beliebige Oy-Modulgarbe
ist, dann ist auch fcidF: GaF ~HaF generisch surjektiv. '

(3) Es sei Y entweder die Auflésung einer Flichensingularitit oder ein darin

enthaltener Zykel. Wenn f: G~H generisch surjektiv ist, dann ist 1l (f): Hl(G)
1 C

~H (H) surjektiv.

Begriindung zu (3): Mit H':=im(f)cH, K:=ker(f)cG und C:=coker(f)=H/H'
erhdlt man exakte Sequehzen 0-K-G~H'-0 und 0~ H'-H-C—-0 und daraus
HY(G) = HL(H) ~H2(K)=0 und H(H")~H(H)~H'(C)=0 wegen dim supp(C) <0.
Insgesamt folgt die Behauptung. [}
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Proposition 3.5: x:(X,E)~(X,x) sei die Auflésung einer normalen Flichen-

singularitit. Eine lokal freie Garbe F auf X ist genau dann eine volle Garbe,
wenn gilt:

(i) F wird generisch von globalen Schnitten erzeugt;

(ii) HL(X,F)~H'(X,F) ist injektiv.

Bemerkung 3.6: Die unter (ii) genannte Abbildung ist der natiirliche Pfeil,

der in der Cohomologiesequenz (1.7) .
0 - HUX,F) - BAR-E,F) = Hg(X,F) -~ H'(R,F) = ...

auftritt. (Hg’(f(,F) verschwindet, weil F lokal frei ist.) Die Bedingung (ii} ist

also aquivalent zu:
(ii") Ho(f(,F)*HO(X-E,F) ist surjektiv.

Demgegeniiber hat (ii) aber den unmittelbaren Vorzug, daf die beiden invol-

vierten Cohomologiegruppen a priori von endlicher Dimension sind.

Beweis von Proposition 3.5. Notwendigkeit: Es sei F eine volle Garbe, also

"F=(z*M)*" mit einem reflexiven Modul M. Da 1*M von globalen Schnitten
erzeugt wird, ist dies auch fiir F':= M /Torsion der Fall. F = (F')*" weicht
aber von der Untergarbe F' (vgl. 2.2(3)), wie oben bemerkt, nur iiber endlich

vielen auf E gelegenen Punkten ab, so daf (i) folgt.

Um (ii') zu zeigen, geben wir einen Schnitt s'€ Ho(f(-E,F) vor, der zu einem
Schnitt in F iber X fortzusetzen ist. Dem entspricht ein Schnitt §' EHO(U,
MU) tiber U=X-{x}. Nach Satz 2.8 gibt es eine Fortsetzung zu 3 EHO(X,M).
Die Liftung Sex induziert einen Schnitt in z*M, der s' fortsetzt. Dessen Bild
unter der kanonischen Abbildung #*M —~(x*M)*” =F liefert die gewiinschte
Fortsetzung SEHO().(,F) von s'. |

Um zu zeigen, daB (i) und (ii) hinreichend sind, beweisen wir, daf unter
diesen Annahmen beziiglich F durch M:=x_F ein reflexiver Modul definiert
wird, fiir den (n*M)""=F gilt.

F sei also eine lokal freie Garbe, die (i) und (ii') geniigt, und M:= zF.
Zundchst ist M torsionsfrei, weil F lokal frei ist. Fir die Reflexivitdt von M
ist nach 2.9 nur noch die Surjektivitit von M—j_j*M im Punkt x zu verifizie-
ren, wo j:U=X-{x}-X die offene Einbettung ist. Gebe also s’ EHO(U,MU)=
HO(X-E,F) vor. Wegen (ii') existiert eine Fortsetzung §EHO(5(,F) auf X und
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diese definiert einen Schnitt in HO(X,R,F)=H0(X,M), der s' fortsetzt. Damit
ist M=j,j*M surjektiv.

Wir zeigen jetzt (x*M)"7=F. F' bezeichne die von den globalen Schnitten
erzeugte Untergarbe von F. Es gibt eine kanonische Surjektion =*M = x*x F —~
F'. Weil x auBerhalb von E biholomorph ist, haben Elemente im Kern dieser
Surjektion Triger in E, sind also Torsionselemente. Andererseits werden Tor-
sionselemente notwendig auf Null in der torsionsfreien Garbe F' abgebildet,
so daB **M/Torsion = F' ist. Durch zweimaliges Dualisieren folgt nun die

Behauptung, denn wegen (i) ist (F')"“=F, Damit ist die Proposition bewiesen.

Corollar 3.7 (zum Beweis von 3.5): Es sei F =(2*M)”~ die einem reflexiven
Modul M zugeordnete volle Garbe. Dann ist die von den globalen Schnitten
von F erzeugte Untergarbe F' von F isomorph zu **M/Torsion.

Bemerkung 3.8: Die Proposition 3.5 stellt eine direkte Verallgemeinerung der

von H. Esnault in [Es] gegebenen Charakterisierung von vollen Garben dar,
- die besagt: Eine lokal freie Garbe F auf der Aufldsung n:X ~ X einer ratio-
nalen Singularitdt ist genau dann voll, wenn gilt:

(i*) F wxrd von globalen Schmtten erzeugt;

(ii*) Rlx (Froug ) 0.

Begriindung: Mit (i) und (ii) seien die beiden Bedingungen aus 3.5 bezeichnet.

(i*) @(i): Folgt aus 3.7, weil ®*M/Torsion nach [ArVe, Lemma 1.1] schon

lokal frei ist.
Nehme jetzt die Giiltigkeit von (i*) bzw. (i) an.

(ii*)o (ii): th,(F'cwx)
dual zu H (X F). Das Verschwinden von H (X F) ist dquivalent zu (ii), denn

xH (X F* ""R) lst wegen relativer Dualitdt (1.10)

es ist H (X F)=0, wexl F von globalen Schmtten erzeugt wird und weil we-
gen Rationalitdt H (X,Oi)=0 gilt. [

Die Cohomologiegruppen* von Garben F auf der Auflésung (X,E) einer
Fldchensingularitit werden fir gewdhnlich dadurch berechnet, daf ein geeig-

neter Zykel Z mit Tridger in E bestimmt wird, so daf die Cohomologie der

*) HI(X,F) oder, mit der Interpretation durch Satz 1.8, auch Hé()"(,F).
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Einschridnkung FZ von F mit der Cohomologie von F ibereinstimmt. Die
Cohomologie von FZ iber der kompakten Kurve E ist im allgemeinen leichter
zu beschreiben als die von F. (Fiir ein gegebenes F garantiert der Satz 1.3

die Existenz eines solchen Zykels Z.)

Wir wollen im folgenden einen Zykel Z20 angeben, der die Eigenschaft be-
sitzt, da sich beide Bedingungen der Proposition 3.5 fiir jede lokal freie
Garbe F auf X in Termen von FZZ ausdriicken lassen. AnschlieBend werden

wir uns der Frage widmen, inwieweit eine lokal freie Garbe F die beiden

27’
Bedingungen geniigt, bereits eine volle Garbe F auf X und damit den zugehd-

rigen reflexiven Modul M ==_F zu bestimmen vermag.

Es sei nun Z2E ein beliebiger Zykel auf der Auflésung (X,E) einer Flichen-
singularitit. Wenn man eine lokal freie Garbe F auf X durch Eigenschaften
ihrer Einschriankungen FZ bzw. F,, auf Z bzw. 2Z beschreiben will, dann ist

2Z
es zweckmaiRig, F selbst als eine Ausdehnung von FZ (oder FZZ) zu verstehen.

Dafiir schreiben wir abkiirzend 0:= Oy und bemerken, daf fiir jedes w21 die
folgende exakte Sequenz die Einschrdnkung der Strukturgarbe 0(u+1)Z zu OuZ
beschreibt:
0 = 0(-uZ)/0(~(u+1)Z) = 0/0(-(u+1)Z) = 0/0(-yz) ~ O
r 1 R
OZ(-UZ) o(u+1)Z ouZ
(OZ(-uZ) ist die u-te Tensorpotenz des iiber O, gebildeten Duals der Norma-

lengatbe N, = OZ(Z).) Durch Tensorieren mit einer gegebenen lokal freien

Z
Garbe F iber 0 erhidlt man daraus die exakte Sequenz

o - FUOOZ(—U.Z) - FOOO(u+1)Z - Fﬂoouz -0

bzw. in den Bezeichnungen aus 1.1:

F_.-0 fir alle u2 1.

(3.9) 0o - FZ(-IJZ) - F(u+1)z - uz

Insbesondere folgt fiir u=1 aus 3.9 durch Twist mit 0(Z) eine allein durch
die lokal freie Garbe FZZ iber 2Z festgelegte exakte Sequenz

0~ F, = Fpy(2) = F,(2) - 0. (*)
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Proposition 3.10: Es sei Z2E ein Zykel auf der Aufldsung (X,E) einer norma-

len Flachensmgulantat fir den ¢ ( Z) generisch von globalen Schnitten iiber

E erzeugt wird und H (E 0,(- L)) 0 gilt. Eine lokal freie Garbe F auf X ist

genau dann eine volle Garbe, wenn sie den folgenden Bedingungen geniigt:

(i) F, wird generisch von globalen Schnitten iiber E erzeugt;

(ii) Dle von der Emschra.nkung von F (Z) auf Z (vgl. (*) oben) induzierte
Corandabbildung H (E F (2))-H (E F } ist injektiv.

Bemerkung 3.11: Die Existenz eines Zykels Z2E mit den beiden geforderten

Eigenschaften ist durch Satz 1.3 immer gesichert, denn es kann sogar er-
reicht werden, daf 05-((-2) von globalen Schnitten erzeugt wird und Hl(f(,
05‘((-2)) verschwindet. (Siehe hierzu auch 3.13.)

Beweis von Proposition 3.10: Wir werden die Aquivalenz von (i) und (ii) zu

den beiden korrespondierenden Bedingungen von Proposition 3.5 aufzeigen. Es
sei F eine beliebige lokal freie Garbe iiber X; zur Abkiirzung wird F:= Fs
geschrieben.

1.Schritt. Wir zeigen, dal F genau dann generisch von den gldbalen Schnitten
iber X erzeugt wird, wenn das selbe fiir F= FZ (iiber E) gilt, wenn also (i)
erfiillt ist. Die Notwendigkeit von (i) ist trivial; fiir die Umkehrung zeigen

wir zunéchst:

Hilfssatz 3.12: Es sei Z ein Zykel wie in Proposition 3.10. Wenn fiir eine

lokal freie Garbe F auf X die Einschrdnkung F, generisch von ihren globalen
Schnitten erzeugt wird, dann gilt Hl(f{,F(-Z))zo.

Beweis: Die gegebene Aufldsung heiBie x: (X,E) =(X,x) und mit (Rln,F(—Z))“
werde die m-adische Komplettierung der kohdrenten Garbe R1 1, F(-Z) auf X
beziiglich des maximalen Ideals m von OX,x bezeichnet. Nach Grothendieck
([EGA lll, Théoréme 4.2.11) gilt:

(R, F-2)); = lim H(E, F ;(-2)).
H

Damit geniigt es, fiir aJle u21l das Verschwmden von H (E F ( Z)) zu zei-
gen, denn daraus folgt R I,F( Z) =H (X F(-Z))=0.
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Aus den mit OX(-‘Z) getwisteten Sequenzen 3.9 ergeben sich fiir jedes p21

Cohomologiesequenzen
.~ HY(E,F(<(w+1)2)) - HI(E,F(u+1)Z(—Z)) - HI(E,Fuz(-z)) -0

woraus die Behauptuﬁg durch Induktion iber p folgt, sofern alle Gruppen
HI(E,F(-uZ)) flir p21 verschwinden. Weil F und Oz(-Z) nach Voraussetzung
generisch von ihren globalen Schnitten erzeugt werden, gilt dies auch fiir alle
F(-(u-1)Z) und man erhalt generisch sut]ektwe Homomorphismen sO (-z)~-
F(-pZ). Aus 3.4(3) und H (E,O (-Z)) =0 folgt H (E F(-uz))=0. §

Wir zeigen jetzt, daB F generisch erzeugt wird, wenn dies fiir F der Fall ist.
Nach Satz 1.3 gibt es einen in E konzentrierten effektiven Divisor Z'20, so
da F(-Z') von globalen Schnitten erzeugt wird. Wegen F(-Z')=F wird F dann
zumindest iiber X-E von globalen Schnitten erzeugt. Fiir die generische Er-
zeugtheit von F {iber Punkten aus E geniigt der Nachweis, daB die F gene-
risch erzeugenden Schnitte alle zu Schnitten von F iiber X ausgedehnt werden
kénnen. Aus der Sequenz 0—F(-Z)~F—~F~0 erhdlt man HO()~(,F)-°HO(E,F')-
Hl(i,F(-Z))=O unter Verwendung von 3.12, Daraus folgt die Ausdehnbarkeit
der globalen Schnitte von F zu Schnitten von F. ]

Von nun an werde F als generisch von globalen Schnitten erzeugt vorausge-
setzt. Es muB nachgewiesen werden, da dann (ii) zur Injektivitit der natiir-
lichen Abbildung HE(X,F) ~H'(X,F) gleichbedeutend ist.

2. Schritt: (ii) ist notwendig fiir die Injektivitdt von'H[la(i,F)-Hl(f(,F).

Aus der Sequenz 0—F(-Z)~F~F—0 folgt unter Ausnutzung von Hl(i,F(-Z))z
0 (3.12), daR Hl(i,F)QHl(E,F) gilt, wobei es sich um durch die Restriktion
auf Z induzierte natiirliche Isomorphie handelt. Andererseits ist HO(E,F(Z))C
HE(X,F) nach dem Satz 1.8 von Wahl, so dal man die Behauptung sogleich
dem folgenden kommutativen Diagramm entnehmen kann:

rO(E,F(z)) ~ Hl(E,F)

[ t
Hy(X,P) = HY(X,F) |

3. Schritt. Wir zeigen, daf HO(E,F(Z))r-Hé(X,F) durch die Annahmen (i) und

(ii) impliziert wird. (Das obige Diagramm liefert dann die Injektivitit von
HE(X,F)—-HI(}'{,F), was den Beweis von 3.10 vollendet.)
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Nach Satz 1.8 (Wahl) ist HlE(X,F) o li_r.nu HO(E, Fa NuZ)’ wobei kanonische
Inklusionen von HO(E,FONHZ) in HO(E?FON(

aus den exakten Sequenzen (1.9(1))

u+1)2) flir alle p21 bestehen, die

resultieren. Wir haben die Surjektivitdt aller dieser Inklusionen oder, dquiva-

lent dazu, die Injektivitdt aller Corandabbildungen
HOE,F(u+1)2)) =~ HI(E, FoN ;) fir w21

zu zeigen. Hierfiir ist es ausreichend, die Injektivitdt der folgenden kompo-

nierten Abbildungen 6]-1 fiir alle p2 1 nachzuweisen:

HO(E,F((ue1)2)) = H'(E,FoN ;)

' \‘ l—— Restriktion auf Z
u .

(e, F(uz))

Jede der Abbildungen 611 ist selbst Corand einer exakten Sequenz* von der

Form
0 = Fuz) =~ F,((u+1)Z) ~ F((p+1)Z) = 0O,

die aus O*F(-Z)-'FZZ-'F-'O (3.9) durch Twist mit 0((u+1)Z) hervorgeht.

Es sei jetzt ein festes p21 vorgegeben. Wir werden eine injektive Oi-lineare
Abbildung Oi(uz)‘-*s())-{ fiir ein geeignetes s (abhiéngig von u) konstruieren,
die die Eigenschaft besitzt, daB auch ihre Einschrinkung OZ(uZ) ~s0, noch
injektiv ist. Mit einer solchen Abbildung erhdlt man ein kommutatives Dia-

gramm

0~ F(uz) ~ Fpr, ((nr1)Z) = F((e+1)Z) ~ 0

{ { [

0 - sfF = SFZZ(Z) - sF(Z) - 0

und daraus sofort einen Vergleich der Corandabbildungen durch ein kommuta-

tives Diagramm
0 w1
H(E,F((u+1)2)) — H(E,F(uZ))

l !

0 5% 1
sH (E,F(Z)) = s*H (E,F)

Dies beweist die Injektivitdt von 611’ denn &, ist nach (ii) injektiv.

*) Diese Sequenz ist némlich das Push-out der das induktive System definierenden

Sequenz 0~ FaN -~ FsN -~ F({u+1)Z) -0 beziiglich FeN _ — F(pzZ).

nZ (r+1)Z uz
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Wir konstruieren jetzt die gewiinschte injektive Abbildung O)-((uZ)-sOi mit

injektiver Restriktion auf Z.

Nach Voraussetzung ilber Z existiert eine generisch surjektive Abbildung
P sOZ"OZ(-uZ), wobei etwa s=hO(E,O (-uZ)) gewdhlt werden kann. Die zu
p' ilber OZ duale Abbildung ¢: OZ(uZ)-*sOZ ist zundchst nur auferhalb diskre-
ter Punkte (aus E) injektiv. Daraus folgt aber bereits, daf ¢ iberall injektiv
ist. (Sei ndmlich g ein Keim aus OZ(uZ) im Punkt z,€ E, der im Kern von ¢
liegt. Es gilt, weil der Kern diskreten Trdger hat, §z=0 fir alle z#z,

einer Umgebung von z,. Ist nun gEOi-((uZ) ein Représentant von g, so bedeu-
tet dies gZG 05(((;1-1)2)z fir z#z, lokal um z,. OX((u-I)Z) ist aber lokal
frei, so daf auch gzoﬁ O)-i((u-l)Z)zﬂ und so gzo=0 folgt, was zu zeigen war.)

Wir wollen jetzt o: oz(uz)*soz zu einem Homomorphismus @: Og(uZ)*s(JX
ausdehnen. (¢ ist dann automatisch injektiv, weil ¢ es ist) Wir fassen ¢ zu
diesem. Zweck als ein Element von HomOZ(O (uz), SOZ) ~H (E sO (-uzZ)) auf;
® suchen wir entsprechend in H (X sOx( -uZ)). Mit der exakten Sequenz

0 - sOi(—(u+1)Z) - SOX(-I.IZ) - SOZ(-uZ) -0

und dem Verschwinden von Hl(f{,()i(-(wl)Z)) in der zugehdrigen Cohomolo-
giesequenz, das sich aus der Anwendung von Hilfssatz 3.12.auf Og(—uZ) er-
gibt, folgt die Liftbarkeit von ¢ zu ¢. |

Damit ist die Proposition 3.10 bewiesen. |}

Der Beweis der Proposition 3.10 gibt zugleich eine Erlduterung der beiden an
den Zykel Z in 3.10 gestellten Bedingungen:

Corollar 3.13: Fiir einen Zykel Z2E sind dquivalent:

(a) 04(-Z) wird generisch von globalen Schnitten erzeugt und es gilt
HY(E, 0,(-2)) =05

(b) 0g(-Z) wird generisch von globalen Schnitten erzeugt und es gilt
HL(X,04(-2)) =0.

((b)=>(a) ist trivial; die andere Richtung ist im ersten Beweisschritt von 3.10
einschlieBlich des Hilfssatzes 3.12 enthalten.)

Wir heben fiir die spidtere Verwendung die fiir den Beweis von Proposition

3.10 wesentliche Tatsache noch einmal hervor:
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Corollar 3.14: Es sei Z2E ein Zykel, der den in 3.13 genannten Bedingungen

geniigt. F sei eine volle Garbe auf X und F‘::FoOZ ihre Einschrdnkung auf Z.

Dann gibt es ein kommutatives Diagramm mit vertikalen Isomorphismen
1,2 1,3
HE(X,F) — H(X,F)

.

HO(E,F(2))— nl(E,F) .

Bevor wir mit der Charakterisierung von vollen Garben durch ihre Einschridn-
kungen auf geeignete Zykel fortfahren kdnnen, miissen wir die Beziehungen, '
die zwischen einer lokal freien Garbe F auf der Auflésung einer Fldchen-
singularitdt und ihren Einschrinkungen FuZ auf Vielfache eines vorgegebenen

Zykels Z 20 bestehen, genauer herausarbeiten.

Ausdehnungen lokal freier Garben. (Die im folgenden angegebenen

Resultate gehen fiir den Fall, dal Z eine glatte reduzierte Kurve ist, auf
Griffiths zuriick: [Gri, Chapter 1]. Fiir eine andere Darstellung sei auferdem

auf die Arbeiten [(Pe;] und [Pe,] von T. Peternell verwiesen.)

Es bezeichne (X,E) eine zweidimensionale Aufldsung und Z20 einen Zykel
auf X mit Trdger in E. Wir geben ein u21 vor und haben das Ziel, die
Ausdehnungen einer gegebenen lokal freien Garbe iiber uZ zu lokal freien

Garben iiber (p+1)Z zu beschreiben.

Um den Schreibaufwand so klein wie mdglich zu halten, bezeichnen wir die

Strukturgarben O(u und O _, in diesem Abschnitt kurz mit ¢ wund Ou.

+1)Z uz

Weiter sei Fu eine vorgegebene lokal freie Garbe .liber Ou und die Einschrin-
kung von Fl-l auf Z werde F:= Fu %0, 0, genannt. Unter einer Ausdehnung F
von Fu werden wir eine lokal freie 0-Modulgarbe F mit F%0u= Fu verstehen,

also nach 3.9 eine kurze exakte Sequenz von (-Moduln:
(e) 0 - F(-puz) - F ~ Fll - 0.

Zwei Ausdehnungen F und F' von Fu werden als isomorph angesehen, wenn
die zugehdrigen Sequenzen (e) und (e') als Extensionen isomorph sind, wenn
also ein Isomorphismus der Mittelterme existiert, der auf den Endtermen die

Identitéten induziert.
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In diesem Sinne konnen Isomorphieklassen von Ausdehnungen von F als Ele-
mente (e) von ExtO(F F(-uZ)) verstanden werden, wobei allerdmgs nur die-
jenigen Extensionen vorkommen, deren Mittelterme lokal frei iber (¢ sind.
Die Gruppe Exttl)( FH,F(-uZ)) kann dariiber hinaus auch nicht in einfacher
Weise als die Cohomologiegruppe einer Garbe interpretiert werden, weil Fu
nicht lokal frei iiber O ist. Hingegen gilt

Bxtg) (F,F(-42)) = H'(E,F o) F(-u2)) = H'(E,F s F(-u2)

u
und Extg') (Fu,F(-uZ)) ist -in natiirlicher Weise eine Untergruppe von Exté( Fu,

F(-uZ)), denn jede Ou-Extension von Fu durch F(-pZ) ist zugleich auch eine
Extension iiber 0, die iber 0 genau dann spaltet (also dem Nullelement von
Ext1 entspricht), wenn sie iber 0u spaltet.

Es wird sich- erweisen, daB die zu Ausdehnungen von Fu gehGrenden Extensio-
nen genau eine Nebenklasse von Extcl)u( Fu,F(—uZ)) in E‘.xtb( Fu,F(-uZ)) bilden.

Dazu rufen wir kurz die Realisierung der additiven Struktur von E'.xtl(C,A)
(wir betrachten voriibergehend Moduln ilber einem festen Ring) auf den
korrespondierenden Extensionssequenzen durch die sogenannte "Baer-Multipli-
kation" ([HA, Chapter XIV.1]) in Erinnerung. Zwei Elemente e,e'GExtl(C,A)
seien représentiert durch Sequenzen

(e) O*ABBEC"O und (e") O*AE'IB'(-]"C'-'O.

Dann wird e+e' durch die folgende Sequenz représentiert:

(e+e') O - A =~ Rg 9’ Cc- 0, wobei definiert wird:

" . {(b,b") €BxB' | q(b)=q'(b')}
B = Bx.B / n! -
c™ /prpt)(A) Up(a),-p'(a) | a€A}

8(a) := (p(a),0) = (0,p'(a)),
d( (b,b")) := q(b) = q'(b').

(Das zu (e) additive Inverse (-e) nimmt dann gerade die Form 0-A_-PB El-C--O

oder - dquivalent - 0-afB@c-0 an.)
Wir fixieren jetzt eine gegebene Ausdehnung von Fu zu einer lokal freien
Garbe F {iber 0, also ein eOEExté( Fu,F(-uZ)), reprisentiert durch

() 0 ~F(-uz) TFIE - 0.

(Natiirlich stellt sich die Frage, ob zu gegebenem Fu Gberhaupt Ausdehnungen

existieren. Diese Frage ist im allgemeinen nicht trivial zu beantworten, man
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kann aber zeigen, daR die Obstruktionen fiir die Existenz von Ausdehnungen
in der Gruppe HZ(E,F"CF(-uZ)) liegen; siehe [Pe,, Satz 1J. In unserer Situa-
tion verschwindet diese Gruppe schon aus Dimensionsgriinden, so daf lokal
freie Garben iiber ou immer Ausdehnungen zu lokal freien Garben iiber 0

besitzen.)

Ist jetzt eine zweite Ausdehnung von Fu gegeben,
1 1

(@ o0-Fuz)®FLF -0 |
so liegt (e)-(e,) bereits in der Untergruppe Extbu( Fu,F(-uZ)) von E‘.xttl)( Fu,
F(-uZ)). (Dazu ist zu zeigen, daB der Mittelterm der Sequenz (e-e,) durch
0(-uZ) annulliert wird. Sei also (f,f') ein Keim aus F xFuF' und g ein Keim
aus O(-pZ) im selben Punkt. Weil F und F' lokal frei sind, wird (f,f') durch
Multiplikation mit g in ein Element der Form (p(gf),p'(gf')) abgebildet,
wobei f und f' die Reduktionen von f und f' modulo 0(-Z) sind. Aus q(f) =

q'(f') folgt T=T1', so daB g-(f,f') € (p,p")(F(-uZ)) und deshalb g-(f,f') =0 ist.)

Wenn umgekehrt € ein beliebiges Element aus Exto (F ,F(-uZ)) ist, dann
definiert (e,)+(e) wiederum eine Ausdehnung von F (Man verifiziert leicht
in lokalen Karten, daB die lokale Freiheit von F uber 0 durch die "Addition"

einer Ou-linearen Extension nicht verloren geht.) Man erhdlt so:

Satz 3.15: Die Isomorphieklassen von Ausdehnungen einer lokal freien Garbe

Fu iiber uZ zu lokal freien Garben iiber (u+1)Z entsprechen den Punkten des
affinen Teilraumes (eo)+E‘.xtclJ(F F(-pZ)) in Exté( Fu,F(-uZ)), wobei (e,)
eine beliebige lokal freie Ausdehmmg von F reprﬁsentiert und stehen damit
in (unkanonischer) Bijektion zu den Elementen von Elxto (F JF(-uZ)) = H (E
F e F(-uZ)).

(Der in 3.15 genannte affine Teilraum enthdlt die 0 nicht, weil die spaltende
Extension FuaF(-uZ) keine lokal freie Garbe iiber 0 ist.)

Die folgenden einfachen Bemerkungen folgen direkt aus der etwa in [LC, §6]
gegebenen Beschreibung des Yoneda-Produktes, man kann sie auch in {Cs,
Chapters L8, X1.4] finden. (Dort wird das Yoneda-Produkt als "composition
product” bezeichnet.) '
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Bemerkungen 3.16: (1) Ist 0~F(-pZ) ~ F~ Fu- 0 eine zu (e)EExtcl)( Fu,F‘(-uZ))
gehGrende Extensionssequenz, so kann die entsprechende Corandabbildung
o HO(E,FH) -HI(E,F(-uZ)) durch die Anwendung der Klasse e vermittels des
Yoneda-Produktes

HO(B,F ) « Bxey(F,F(-42)) = H'(E,F(-u2))
realisiert werden. ([CS, 1.8.81)

. 1
(2) Sind e,e'EExtO(Fu,F(-uZ)), so folgt ae+e'

den Corandabbildungen. (Wegen Linearitdt des Yoneda-Produktes.)

= 6e+ 6e‘ fiir die entsprechen-

(3) Ist spemell eEExto (F ,F(-uz)) =H (E F*aF(-uZ)), so kann der assoziierte
Corand 6. H (E‘. F) HI(E F(-pZ)) auch als Cup-Produkt mit der Klasse ¢,
gefolgt von der Kontraknonsabbnldung H (E (FeF*) aF(-uZ)) - H (E F(-uZ)),
verstanden werden. (Vgl. 1.6)

Wir betrachten als nidchstes die natiirliche Aktion der Automorphismen von
Fu auf den Ausdehnungen von Fu. Dazu sei ¢ EEndou(Fu) -eine invertierbare
Abbildung und

(&) 0-~F(-uz) BrdrF -0

eine lokal freie Ausdehnung von Fu. Durch Komposition von q: F--Fu mit 9
F - F erthdlt man eine zu (e) im allgemeinen nicht isomorphe Ausdehnung

von F die als Extension gerade das Pull-back ¢*(e) von (e) beziiglich ¢ ist:

p*le) 0 - F(-uz) & F q:q Fu -0

“ I] lo

) 0-F(-uz) > F 3 F,= 0

Deshalb kann die Bildung von ¢*(e) mit Hilfe des folgenden Yoneda-Produk-
tes ausgedriickt werden, das der End( Fu)-Modulstruktur von Exté( Fu,F(-uZ))

entspricht:
1 1
Homo( Fl-l’ Fu) x Exto( Fu,F‘(-uZ)) Exto( Fu,_F(-uZ))
(o, ) 9 *(e)

Schreibt man ¢ =id+h, so folgt mit der Linearitdt des Yoneda-Produktes, daf

9*(e) =id*(e) +h*(e) = (e) +h*(e) gilt, was man so verstehen kann, daf die
Extension (e) durch die Operation von ¢ gerade um h*(e) abgedndert wird.
Als Differenz zweier Ausdehnungen von Fu zu lokal freien Garben lber ( ist
h*(e) ein Element der Untergruppe E‘.xt})u( Fu,F(-uZ))zHl(E,F'a F(-uZ)), das
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als Cohomologieklasse durch das Yoneda-Produkt

0 rv 1 Lol —
H (E’Fu° Fu) x Exto(Fu,F‘(—uZ)) H (E,F aF(-nZ))

(h,e): h*(e)

gegeben wird. Weil dieses Produkt gleichzeitig einen Corand beschreibt, folgt:

Satz 3.17: Es sei (e) O*F(-uZ)-'F-Fu-'O eine lokal freie Ausdehnung von Fu
und ¢ =id+h ein Automorphismus von Fu. Dann geht die Extension 9*(e) aus
(e) durch Addition (in Exté( Fu,F‘(-uZ))) von h"('e)EHl(E,F"o F(-uZ)) hervor,
wobei h*(e) das Bild von h unter- dem Corand

HO(E,F;eFu) ~ ul(E,Fa F(-pz))

ist, der zu der iiber 0 mit F* tensorierten Sequenz (e) gehdrrt.

Wir schlieBen mit einer kurzen Erdrterung des globalen Ausdehnungsproblems,
nachdem wir bis hierhin nur infinitesimale Ausdehnungen auf Vielfache von
Zykein betrachtet haben. Ist F eine fest vorgegebene lokal freie Garbe auf X
mit Einschrinkung F=FoOZ auf einen Zykel Z, so kann nach Satz 3.15 jede
andere lokal freie Garbe F' mit F‘oOZ=F als sukzessive Ausdehnung von F zu

Féz, F3'Z’ ... durch eine unendliche Folge von Extensionsklassen
eue Hl(E,F'oF(-uZ)), nz2t,

in bezug auf F charakterisiert werden..

Ist umgekehrt F und eine derartige Folge von Extensionsklassen gegeben, so
erhdlt man durch die dadurch definierten sukzessiven Ausdehnungen F!

174

zundchst nur eine Garbe F' :=li_mu_ F;'J.Z iiber der Garbe § := li_gnu ouZ von
Ringen auf E. (E mit 0 als Strukturgarbe wird naheliegenderweise als forma-
le Umgebung E von E bezeichnet und hdngt von der Wahl einer Idealgarbe
von E - hier 02(—2) - nicht ab.) Nach [Ar,, Theorem 3.5] existiert aber zu
jedem p21 eine lokal freie Garbe F" auf X mit F"GOHZ=F'OOUZ. Wihit man
u (abhingig von F) hinreichend groB, so ist der Isomorphietyp als Garbe (!)
sowohl einer formalen wie auch einer analytischen Ausdehnung von F schon
durch deren Einschrinkung auf uZ bestimmt, so daB jede Ausdehnung von F
auf £ die Komplettierung einer Ausdehnung von F auf X beziiglich einer E
definierenden Idealgarbe ist.
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(Die behauptete endliche Bestimmtheit von Ausdehnungen als Garben kann.
leicht mit Hilfe eines Zykels Z'>0, fiir den OX('Z') ample ist, eingesehen
werden: In diesem Fall verschwinden alle zu Z' gehérigen Extensionsgruppen
HI(E, Fi,oF (~vZ")) fiir v 2 v,, so daB Ausdehnungen iiber v,Z' hinaus ein-
deutig sind. Man wihle also p mit WZ 2 v,Z2'.)

Schlielich zeigt der eben zitierte Satz von Artin, dal zu jeder lokal freien
Garbe F auf Z eine lokal freie Ausdehnung F auf X existiert, denn wie wir
weiter oben festgestellt hatten ist das formale Ausdehnungsproblem stets

|G6sbar.

Charakterisierung voller Garben iiber Zykeln. Mit Proposition 3.10

haben wir die Eigenschaft lokal freier Garben iiber X, volle Garben zu sein,
in Termen von deren Einschridnkungen auf einen passenden Zykel ausgedriickt.
Die folgende Proposition zeigt, da diese Einschrénkungen bei giinstiger Wahl
des Zykels die vollen Garben, von denen sie herrtihren, schon bis auf Isomor-

phie eindeutig bestimmen.

Proposition 3.18: Es sei Z2E ein Zykel auf der Aufldsung (X,E) einer nor-

malen Fldchensingularitdt, fir den Ox (-Z) und w~( Z) generisch von globalen
Schnitten erzeugt werden und H (X,O (-z)) =0 g11t F sei eine lokal freie
Garbe {iiber OZ’ die generisch von globalen Schnitten erzeugt wird und eine
Ausdehnung zu emer lokal freien Garbe iiber 0 besitzt, fiir die der Corand
H (E‘. F(Z))—H (E F) injektiv ist (vgl. 3.10). Da.nn gibt es bis auf Isomorphie
von Garben genau eine Ausdehnung von F zu einer vo_llen Garbe " F auf X.

Bemerkung 3.19: Die Existenz eines Zykels mit den in 3.18 geforderten

Eigenschaften folgt wieder direkt aus Satz 1.3. Analog zu 3.13 stellen wir
fest, daB die drei Bedingungen an Z dazu &dquivalent sind, daB O (-Z) und w
generisch von globalen Schnitten iiber E erzeugt werden und H (E‘. 0, (-2)) = O
gilt. (Die Einschrdnkung von ws-(( -2) auf Z ist wegen der Ad]unktxonsformel
1.1(f) gerade ws.)

Beweis von Proposition 3.18: Es seien F und Z wie in 3.18 vorausgesetzt. Wir

bezeichnen diejenigen Ausdehnungen F (bzw. u ) von F zu lokal freien
Garben auf X (bzw. pZ) als ul dssig, fiir d1e sich ein (schon durch F fest-
gelegter) injektiver Corand H (E F(Z))-H (E F) ergibt. Wegen 3.10 smd dies
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genau_ die Ausdehnungen von F zu vollen Garben bzw. Einschrinkungen davon
auf pZ.)

Um zu zeigen, daf die Isomorphieklasse einer zuldssigen Ausdehnung F (als
Garbe betrachtet) bereits durch F eindeutig bestimmt ist, ist es nach den
Ausfiihrungen am Ende des vorangegangenen Abschnittes hinreichend, das

selbe iiber alle zulidssigen infinitesimalen Ausdehnungen FuZ’ M 2 2, auszusagen.

Wir werden dies durch Induktion liber p leisten. Dazu wéhlt man eine zulds-
sige Ausdehnung F(u+1)2. von FI-IZ und betrachtet die Operation der Automor-
phismen von F Wz auf der Ausdehnungssequenz,

0~ F(-uZ) - -~ F

F(u-n-l)Z uz
wie sie oben vor 3.17 eingefithrt wurde. Wenn die gewdhlte Ausdehnung durch

- 0,

geeignete Automorphismen in jede andere zuldssige Ausdehnung iberfithrt
werden kann, dann haben alle zuldssigen Extensionen als Mittelterm die

Garbe F(u+1)Z und der Beweis der Induktionsbehauptung ist vollbracht.

Wir werden diesen Induktionsbeweis in zwei Teilen fiihren und beginnen mit
dem einfacheren Teil: der weiteren Ausdehnung einer zulidssigen Ausdehnung
F22 von F iber 2Z hinaus. Hier ist jede Ausdehnung von F zu einer lokal
frelen Garbe auf pZ, u>2, zuldssig, denn die Injektivitit von H (E F(Z))-
H (E F) héngt nur von der Einschridnkung auf 22 ab.

Behauptung 1: FuZ sei eine zuldssige Ausdehnung von F, u22. Dann sind alle
Ausdehnungen von FIJZ zu lokal freien Garben iiber (u+1)Z als Garben zuein-

ander isomorph.

Begriindung: Fixiere eine Ausdehnung F(u+1)Z von FuZ' Ist ¢ =id+h ein
Automorphismus von FUZ’ so wird die durch den Endomorphismus h verur-

sachte Stérung der Extension

0~ F(-pzZ) - F(u+1)z - Fuz -0 (*)

bei der Wirkung von ¢ durch das Bild von h unter der Corandabbildung

R P ulip e
&6: H (E’FuZ'FuZ)' H (E,F~aF(-uZ))

angegeben, wobei diese Abbildung von der mit FEH+I)Z tensorierten Sequenz
(*) induziert wird. (3.17)
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Wir beschranken uns jetzt auf Automorphismen der Form id+h von FLIZ' die
mit von OuZ('Z) annullierten Endomorphismen h gebildet werden. (D.h.: alle
Bilder unter h verschwinden lings E zumindest von der Ordnung (p-1)Z.) Es
ist also h ein Homomorphismus von F nach F ( (n- 1)2)/1-' 7(~HZ), was zu
F‘( (u-1)Z) isomorph ist, so daB h als ein Element von H (F" aF( (u-1)Z2)) =
H (E F eF(-(u-1)Z)) verstanden werden kann.

Wir werden zeigen, daB die Einschrénkung der oben angegebenen Corandabbil-
dung 6 auf HO(E,F"oF(—(u-l)Z)) eine Surjektion auf Hl(E,F'oF(—uZ)) ist,
woraus unter Verwendung von 3.15 die Behauptung 1 folgt, weil dann alle
Ausdehnungen von FuZ aus (*) durch Anwendung von id+h, h wie oben, her-
vorgehen. (Man beachte, daB id+h fiir einen solchen Endomorphismus h, der
wegen p22 Nullstellen lings E aufweist, stets ein Automorphfsmus von FuZ
ist.)

Wir bezeichnen mit 6' die zu betrachtende Einschrinkung von 6, also
6': HA(E,FaF(~(u-1)2)) ~ Hl(E,F~eF(-n2)).

Aus dem natiirlichen Pull-back-Diagramm, das von der Inklusion der von
Ouz(-Z)' annullierten Endomorphismen in den vollen Endomorphismenmodul von

Fl-lZ induziert wird,

0 - F'GFI]‘('UZ) - Fiz'Fzz('(u‘l)Z) - F’GF([“(]“I)Z) = 0 (‘*)
0o-~F CF(-DZ) F(I.H’].)ZOF(I.H’I)Z - Fuzﬂ Fuz - 0

entnimmt man, da &' gerade die Corandabbildung der exakten Sequenz (**)
ist und insbesondere allein von FZZ abhéngt.

Es sei nun F eine beliebige lokal freie Ausdehnung von F(u+1)Z auf X. Dann
ist F automatisch eine zulidssige Ausdehnung von F, also eine volle Garbe,

und nach 3.14 verfiigt man iber ein kommutatives Diagramm

ngol“c,r-) “— H'(&,F)
HO(E,F(z))— H(g,F)

Durch Dualisieren folgt daraus (mit 1.5, 1.10, 1.11 und wzzmieOZ(Z) )

h (X Frawg )—-H (X, F"am-)
|- |-

HYE,Freuw )—6~H1(E F*(-Z)ou,)
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(Man beachte, da man die Surjektivitit der unteren Corandabbildung 6" nur
durch Vergleich mit der oberen surjektiven Abbildung erhdlt, weil man die
durch eine Sequenz {iber 0 definierte Abbildung H (E F(Z)) -H (E F) nicht

ohne weiteres (ber Z duallsleren darf.)

Nach Voraussetzung werden F, 05-((-(11-1)2) und w;—((-z) generisch von globa-
len Schnitten erzeugt, so daB eine generische Surjektion sc))-(-» F(—uZ)ew;'{
existiert. Aus dieser Abbildung und der Sequenz (**) erhdlt man ein kommu-

tatives Diagramm mit exakten Zeilen und generisch surjektiven Spalten:

O*SF'(-—Z)ewZ - 2ZO(JJ)~((Z) - sF'owz - 0
| | [

0 - FoF(-uz) - FEZoFZZ(-(ud)Z) -~ FaF(-(u-1)Z) -0

und daraus einen Vergleich von Corandabbildungen
<A

s 6 ’
s-HO(E,F"awz)——-—- s-Hl(E,F"(-Z)awz)

| _—

HOE,F s F(-(u-1)2)) — HY(E,F e F(-uz))

(Die rechte vertikale Abbildung ist surjektiv, weil sie von einer generisch sur-
jektiven Abbildung induziert wird, vgl. 3.4(3).)

Aus diesem Diagramm folgt die Surjektivitdt von &', womit die Behauptung 1
bewiesen ist. |

Behauptung 2: Alle zulédssigen Ausdehnungen von F zu lokal freien Garben

iber 2Z sind als Garben zueinander isomorph.

Begriindung: Diese Behauptung wird bis auf eine geringfiigige Verfeinerung

genau wie die erste Behauptung bewiesen. Es wird wieder eine Ausdehnung
(e) 0-F(-2Z) - Fzz-*'F- 0

fixiert, die die Eigenschaft besitzt, daB die durch einen Twist mit 03 (Z)
induzierte Corandabbildung 6: H (E‘. F(Z))~-H (E F) injektiv ist. Die Operanon
eines Automorphismus ¢ von F {iberfithrt (e) in eine neue Ausdehnung von F,
die aber wieder zuldssig ist, denn 8 wird durch ¢ in 60§ iiberfiihrt, wobei %
den durch ¢ gestifteten Isomorphismus von HO(E,F(Z)) bezeichnet. Folglich
besteht der Aut(F)-Orbit von (e) ausschlieBlich aus zuldssigen Ausdehnungen.
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Genau wie zuvor erhidlt man fiir die durch id+h, wobei hEHO(E,F"a F) ein
Endomorphismus von F ist, verursachte Stdrung der Extensionsklasse (e) eine
Beschreibung durch eine surjektive Corandabbildung (tatsdchlich wurde dafiir

oben nur u21 bendtigt!)
6': HYE,F s F) ~ HI(E,F sF(-Z)).

Es ist lediglich zu beachten, daf nicht jeder Endomorphismus h von F durch
id+h einen Automorphismus von F definiert. Diejenigen Endomorphismen h,
fir die id+h invertierbar ist, bilden allerdings eine offene und dichte Teil-
menge H von HO(E,F"oF). (Dazu bemerkt man, daR auf der kompakten Kurve
E die Eigenwerte eines Endomorphismus von F konstant sind, weil das cha-
rakteristische Polynom als holomorphe Abbildung von E in einen affinen
Raum konstant ist. Aus dieser Beobachtung folgt sofort die Offenheit von H.
Auch die Dichtheit ist leicht einzusehen, denn ein jeder Nicht-Automorphis-
mus f von F kann durch Addition von t-idF, t €C beliebig kiein, invertierbar

gemacht werden.)

Weil H offen und dicht in HO(E,F'GF) ist, ist auch 6'(H) eine offene und
dichte Teilmenge von HI(E,F'aF(~Z)), denn &' ist als surjektive lineare
Abbildung zwischen endlich-dimensionalen Vektorriumen stetig und offen.
Wir erfahren also, daB der Aut(F)-Orbit (e)+ 6'(H) offen und dicht in der
Nebenklasse (e)+H(E,F*sF(-Z)) in Extézz(F,F(-Z)) liegt, die alle Ausdeh-
nungen von F zu lokal freien Garben {iber 2Z parametrisiert. Weil es in
einem affinen Raum wie (e)+H1(E,F"eF(-Z)) nur einen einzigen offenen und
dichten Orbit der Aut(F)-Operation geben kann und jede zuldssige Ausdeh-
nung nach dem eben Bewiesenen einen offenen und dichten Aut(F)-Orbit
definiert, liegen alle (Isomorphieklassen von) zuldssigen Ausdehnungen in ein

und dem selben Aut(F)-Orbit. Daraus folgt die Behauptung wie zuvor. J
Mit der Behauptung 2 ist auch die Proposition 3.18 bewiesen. [

Wir fassen die Ergebnisse dieses Kapitels noch einmal zusammen. Wie stets

sei (X,x) eine normale Flichensingularitit und =:(X,E)~(X,x) eine Auflsung.

Definition 3.20: Ein Zykel Z2E auf X wird Reduktionszykel genannt, wenn er

die folgenden drei Eigenschaften besitzt:

(i) 05((-2.) wird generisch von globalen Schnitten erzeugt;
(i) wi(—Z) wird generisch von globalen Schnitten erzeugt;
(iii) Es gilt: H'(X, 0g(-2)) =0.
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Wegen Satz 1.3 gibt es immer Reduktionszykel. (Vergleiche auch 3.13 und
3.19 fir eine gleichwertige Kennzeichnung von Reduktionszykeln durch Eigen-

schaften von Oz(-Z) und wé.)

Jeder Zyi-:el 220 auf X definiert durch die Zuordnung
- = (2*M)°" i
M RZ(M) = (2™M) oOZ fiir MEMCM(OX,X)

einen Funktor RZ(-) von der Kategorie MCM( Ox x) der reflexiven Moduln auf
(X,x) in die Kategorie der lokal freien 0.,-Modulgarben.

(Die Funktorialitidt von RZ ist klar, weil es sich um die Hintereinanderaus-

fiilhrung der Funktoren r*, zweimal HomoR(—-,Oi) und -ey, 0, handelt.)

Hinsichtlich der Fragen, wann ein Modul M aus MC'M(O ) durch sein Bild
R (M) bestimmt ist, und welche lokal freien Garben auf Z als Bilder unter
RZ auftreten konnen, haben wir bewiesen:

Theorem 3.21: Es sei n: (X,E)~(X,x) eine Auflésung der normalen Flidchen-

singularitdt (X,x). Ferner sei Z2E ein Reduktionszykel auf X. Dann besteht

eine durch den Funktor RZ(-) = (1*(-))" e 0, induzierte Bijektion zwischen

den Isomorphieklassen der folgenden Objekte:

(a) reflexive Moduin M auf (X,x);

(b) lokal freie Garben F iiber OZ’ die generisch von globalen Schnitten er-
zeugt werden und Ausdehnungen zu lokal freien Garben FZZ tiber 0ZZ von
der Art besitzen, daB die durch O-F~-F (Z) F(Z)—~ 0 definierte Co-
randabbildung H (E F(Z))~H (E F). mjekt:v ist.

(Die Aussage des Theorems ergibt sich direkt als Zusammenfassung der Pro-
positionen 3.2, 3.10 und 3.18.)

Das Theorem 3.21 sollte als eine Ubertragung der Aufgabe, die reflexiven
Moduln auf einer gegebenen Flﬁchénsingularitﬁt (X,x) zu bestimmen, in ein
dquivalentes Klassifikationsproblem angesehen werden. Natiirlich wirft dies
die Frage danach auf, inwieweit sich die Eigenschaft der Existenz von Aus-
dehnungen, die zu injektiven Corandabbildungen Anlal geben, in konkreten
Situationen als zuginglich erweist. Obwohl vermutlich im allgemeinen sehr
wenig hierzu gesagt werden kann, stellt sich in den beiden wichtigen Fillen

der rationalen und der minimal-elliptischen Flidchensingularitdten doch heraus,
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dal die genannte Bedingung in jeweils sehr einfacher Weise - ohne jeden
Bezug auf Ausdehnungen - zum Ausdruck gebracht werden kann. Dies wird

Gegenstand des nachfolgenden Kapitels 4 sein.

Es sei auBerdem schon, hier darauf hin gewiesen, da bei den nicht rationalen
Singularititen (im Gegensatz zu 3.8) die vollen Garben auf Auflﬁsungen im
allgemeinen tatsdchlich nur {ber generischen Punkten von ihren globalen
Schnitten erzeugt werden. Das sieht man etwa am Beispiel der einfach-ellip-

tischen Singularitidten. (Siehe 5.16 unter Beachtung des Zusatzes zu 5.15.)

Zum Beschluf dieses Kapitels gehen wir noch auf das Problem der Bestim-
mung eines Reduktionszykels auf einer gegebenen AuflGsung einer normalen
Flachensingularitdt ein. Um mit Theorem 3.21 ein praktikables Instrument zur
Bestimmung der Isomorphieklassen von reflexiven Moduln zu erhalten, ist man

natiirlich an mdglichst kleinen Reduktionszykeln interessiert.

Reduktionszykel. n: (X,E) = (X,x) sei eine beliebige fest vorgegebene

Auflésung einer normalen Flichensingularitdt (X,x). Mit Ei)---)Ey seien die
irreduziblen Kurven in der exzeptionellen Faser E:Uic 1 EZi bezeichnet. Aufler-
dem sei K ein kanonischer Divisor von X, also wg = 0 (K).

Ao

Wir betrachten Zykel Z=£:{=1 riEi auf X mit rigl fir alle i=1,...,k.

Fiir einen Reduktionszykel Z werden die beiden Garben 05((-2) und w;-((-z)
generisch von _globalen Schnitten erzeugt. Eine notwendige Bedingung dafiir
ist das Vorhandensein nichtverschwindender holomorpher Schnitte in jeder der’
Einschrinkungen OR(—Z)lEi und “i('Z)IEi fiir. i=1,...,k. Dies fiihrt auf die

fir einen Reduktionszykel Z notwendigen numerischen Bedingungen

0

A

deg( OX('Z)lEi) = -Z°E,, i=1,...,k, und
0

WA

deg(wg (-2)|g,) = -(K+Z)-E;, i=1,.,ke

Bemerkung 3.22: Ist (X,E) eine minimale Auflésung von (X,x), so werden die

Bedingungen Z-Eigo fiir i=t,...,k bereits von den Bedingungen Z'Eig-l(-li‘..l

fur i=1,...,k impliziert.

Begriindung: Tatsdchlich ist eine Auflosung (X,E) genau dann minimal, wenn
K—EigO fir alle i=1,...,k gilt, woraus sich sofort die Behauptung ergibt.
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Dies folgt aus der Formel K-Ei=-Ei’+Zg(E‘.i)-2+26i, wobei g(Ei) das Ge-
schlecht der Normalisierung von Ei und 6ig0 einen von den Singularitdten
von E. stammenden Beitrag* bezeichnet (1.14 und [AG, Corollary V.3.71]).
Eine Aufldésung ist genau dann minimal, wenn sie keine glatte rationale

Kurve mit Selbstschnittzahl -1 enthédlt. Dies ist zu K-EigO fur alle Ei dqui-

valent. .

Proposition 3.23: Unter allen Zykeln Z20 auf X, die den Bedingungen Z-E‘.i £0

und Z-Elig-i(-Ei fir alle i=1,...,k -geniigen, existiert ein beziiglich der ge-

woéhnlichen partiellen Ordnung wohlbestimmter kleinster Zykel Zr.

Beweis: (analog zu der entsprechenden Aussage iiber Fundamentalzykel in
[Ar,, p.131].) Es geniigt zu zeigen, daB mit zwei Zykeln Z' =Eri'Ei und Z" =
{ri"E.l, die den genannten Bedingungen geniigen, auch Z:={riE1i diese Eigen-
schaft besitzt, wobei ri:=min(ri',ri') fir i=1,...,k gesetzt werde. Betrachte

hierzu den Schnitt von Z mit einer beliebigen Kurve Ej’ wobei etwa rj' grjl'

gelte:
Z°B, = r!E* + } r.{E~E.) § r'E} + } r! (E.-E.) = Z"E.
1 i#jl lOJ T L )
% .

Daraus folgt die Behauptung, denn nach Voraussetzung ist Z'-EJ.:_{O und auch
Z'-E‘,jg-K-Ej. R

Folgerung 3.24: Ist Z ein Reduktionszykel, Zr der in Proposition 3.23 defi-

nierte Zykel und Z, der Fundamentalzykel einer Aufldsung (X,E), so beste-
hen die Relationen Z 32 Zr 2Z,2E.

Begriindung: Z hat die Eigenschaft, daf Z-Eigo und Z-Eig-K-Ei fir jedes
i=1,...,k gilt (Bemerkung vor 3.22), so dafl aus 3.23 schon Zng folgt. An-
dererseits ist Z, der eindeutig bestimmte kleinste Zykel 20, fir den Zc,-E‘.i
€0 fir i=1,...,k gilt (1.13), so daB Zogzr folgt. Z,2E ist eine wohlbe-
kannte Konsequenz aus der negativen Definitheit der Schnittmatrix (Ei‘Ej). |

Mit dem Zykel Zr aus Proposition 3.23 haben wir eine untere Abschitzung

fir die mdglichen Reduktionszykel erhalten. Als nidchstes zeigen wir, daB sich

*) 8 ist etwa gleich der Anzahl der gewdhnlichen Doppelpunkte und der gewdhn-

lichen Spitzen, wenn Ei keine komplizierteren Singularitdten aufweist.
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Zr analog zum Fundamentalzykel Z, durch eine Berechnungssequenz- wie in

1.16 gewinnen ldQt.

Proposition 3.25: Man definiere eine Folge von Zykeln z(“)zo rekursiv wie
folgt: Beginne mit Z(O)'=E )’ wob(e: E. eine behibxge Komponente von E
0) (0

ist. (Alternativ kann auch mlt Z -E oder :=Z, begonnen werden,

wobei Z, den Fundamentalzykel bezeichnet.) Wenn im letzten Schritt Z(u)
bestimmt wurde und ein E existiert, flir das Z(u) -E. >0 oder Z(u)-E‘. >-K- E

(i) o),

gilt, dann bilde man den neuen Zykel Z und fahre rekursw

fort. Der letzte Schritt kann nur endlich oft w1ederholt werden. Das Ver-

(u)

fahren endet mit dem Zykel Z als zuletzt bestimmtem Z

Beweis: (analog zu [La,, Proposition 4.1].) Weil die Konstruktion- eine strikt
ansteigende Folge von Zykein Z(u) definiert, ist blo zu zeigen, daf z(“)gz
fir alle p gilt. Der Abbruch des Verfahrens mit Z(u) bedeutet, daf Z(u)-Ei;
0 und Z(")-Eig-K-E' fiir alle i=1,...,k gilt, d.h.: 'z(“)=z

Zuniichst ist Z(O)SZ klar (siehe auch 3.24). Nehme jetzt Z(“)SZ aber
(IJ)#Z ! () - 21'

,an und schreibe Z t E. sowie Z_ ):r E.. Wenn E. eine Kurve
ist, fur die Z(”) E.>0 oder Z(11 E > -K- E gxlt, dann haben wir nur r' <r,
nachzuweisen, damit auch Z(u+1) (u)+EJ < Z folgt. Wegen z(“)sz ist
schon 1'3. §rj; im Falle von Gleichheit wiirde gelten
z(")-E. = 'E} + § r'(E.*E.) ¢ r.E? + § g (E E',) E.,
J 1) i ] 1] 1] l#j f J
(u)-EJ.QO und auch Z("l)-l-f'ljs-!(-Ej im Widerspruch zur Annahme iiber
die Kurve Ej‘ ]

also Z

In den Fillen von rationalen und minimal-elliptischen Singularititen kann
man iiber die blofe Abschdtzung von 3.24 hinausgehen und einen kleinstmdg-

lichen Reduktionszykel direkt angeben.

Proposition 3.26: (X,E) sei die Aufidsung einer rationalen Singularitit. Dann

ist der in Proposition 3.23 definierte Zykel Zr ein Reduktionszykel.

(Wegen 3.24 ist Z_ in der Tat kleinstmdglich in der Menge der Reduktions-
zykel. Das bedeutet allerdings nicht, daf es nicht trotzdem kleinere Zykel Z

2E gibt, fiir die der in Theorem 3.21 definierte Funktor R, ebenfalls eine

Z
Bijektion von Isomorphieklassen liefert. Siehe aber Beispiel 3.28.)
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Beweis: Fir den Zykel Z gilt -Z E,20 und (-K-Zr)°EigO fiir alle irredu-
ziblen Komponenten El""’Ek von E. Nach [Li, Proposition 11.1] werden des-
halb die beiden Garben 0-(-2) und 0-—(-K-Z) o wf-(-Z) von globalen

Schmtten erzeugt. Wihit man eine Sur]ektlon 50-"' O ( Z ), so impliziert

H (X 0z ) =0 mit deren Hilfe auch das Verschwmden von H (X 0 (-2 )) B

Proposition- 3.27: (X,E) sei die minimale Auflésung einer minimal-ellip-

tischen Singularitdt. Dann stimmt der in Proposition 3.23 definierte Zykel Zr

mit dem Fundamentalzykel Z, {iberein und ist ein Reduktionszykel.

Beweis: Wir miissen nur begriinden, da Z, ein Reduktionszykel ist, denn
dann ist nach 3.24 Z.,;Zr und zugleich ngZO, also Z, =Zr°

Nach 119(3) gilt Z, =-K fiir einen kanonischen Divisor K von X. Die Garbe
wy ( Z,) = % wird also trivialerweise von globalen Schnitten erzeugt. Nach
[La,, Theorem 3.13], siehe auch 1.21(1), stimmt OR( -Z,) in generischen
Punkten mit der Urbildgarbe des maximalen Ideals des singuldiren Punktes
iiberein und wird daher zumindest generisch von globalen Schnitten erzeugt.
SchlieBlich verschwindet Hl()’(,OR(-Zo)) wegen OX(—ZO) =wg nach dem Satz
von Grauert-Riemenschneider. Damit erfiillt Z, alle Anforderungen an einen
Reduktionszykel. [

Wir geben schlielich noch ein Beispiel einer rationalen Singularitit, das auf-
zeigt, daB erstens der Fundamentalzykel der minimalen AuflGsung einer ratio-
nalen Singularitdt im allgemeinen kein Reduktionszykel ist - solche Beispiele
sind leicht schon unter den Quotientensingularititen auszumachen -, zweitens
aber die vollen Garben auf der Aufldsung auch tatsdchlich durch ihre Ein-
schrdnkungen auf den Fundamentalzykel im allgemeinen nicht eindeutig be-
stimmt werden. D.h.: Bei rationalen Singularitdten gilt kein Analogon zu
Theorem 3.21 mit dem Fundamentalzykel Z, an Stelle eines Reduktionszykels.
Dieser Sachverhalt ist um so bemerkenswerter als der Fundamentalzykel der
Auflosung einer rationalen Singularitdt durchaus dazu geeignet ﬂist, die Eigen-
schaft einer lokal freien Garbe auf der AuflGsung, eine volle Garbe zu sein,
zu charakterisieren. Er erfiillt ndmlich die Voraussetzungen von Proposition
3.10. (Vgl. 1.17(2))

s mean —————— e e e e I T T e, FE R ——
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Beispiel 3.28: Wir betrachten eine normale Fldchensingularitdt, deren mini~

male Auflésung (X,E) einen dualen Graphen von der folgenden Gestalt defi-

niert*:
2e
g ) W (e =P)
-2e

Die funf irreduziblen rationalen Kurven seien mit EO""’E4 bezeichnet, wabei
E‘.0 fir die zentrale Kurve stehe. Der Fundamentalzykel ist in diesem Fall
reduziert: Z, =E0+...+E4, und wegen Z,(Z,+K)=-2 handelt es sich bei

diesem Beispiel um eine rationale Singularitdt (1.15).

Mit 3.25 und 3.26 stellt man nun leicht fest, daR der kleinste Reduktionszy-

+E]+...+E4

kel Zr nicht mit Z, iibereinstimmt, sondern Zr=Zo+E0=2EO

ist.

Um zu zeigen, dal Z, nicht die Rolle des Reduktionszykels in 3.21 iiberneh-
men kann, werden wir zwei invertierbare Garben L‘l und L2 auf Z,=E an-
geben, fir die L.1
vollen Garben auf X besitzt. Wir begriinden zundchst, daB dafiir die folgenden

oL, zwei zueinander nicht isomorphe Ausdehnungen zu

Eigenschaften hinreichend sind:
(i) L, wird von globalen Schnitten erzeugt fir i=1,2;

(i) HO(E,L,(E)) =0 fiir i=1,2
(iii) Hl(E,LIoLZ(-E))#O.

Mit (i) und (ii) folgt aus Proposition 3.10, daf L1 und !_.2 die Einschrinkun-

gen von vollen Garben L, und L2 von X auf E sind, daB aber auch umgekehrt

1

jede Ausdehnung von L oLz zu einer lokal freien Garbe F auf X schon eine

1
volle Garbe ist. Eine solche Ausdehnung definiert eine exakte Sequenz von

Endomorphismengarben
0 ~ End(L eL,)(-E) ~ End(F|,z) - End(L,eL,) = 0,

woraus man durch Ubergang zu den globalen Schnitten

*)} Da die vier Schnittpunkte der #uBeren Kurven mit der zentralen Kurve ein Doppel-
verhiltnis besitzen, existieren unendlich viele nicht-isomorphe Singularitdten dieses

Typs. Wir wihlen eine davon aus.
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End(F|2E) L E'.nd(LloI..z) 2 HI(E,End(LleLZ)(—E)) (*)

1 U
HY(E,L oL, (-E))

erhidlt. Fir den Fall der "trivialen" Ausdehnung F = L1 @ L2 (J'..l,f.2 wie oben)
entsteht so eine Corandabbildung 6, in deren Kern die beiden idempotenten
Endomorphismen idLloOI_‘z und OL,,OidL, von I..loL2 liegen, denn beide sind
Bilder unter der Abbildung I.

Wihle jetzt ein e#0 aus H (E L] Tal ( E)) und fasse es in natiirlicher Weise
als Element von ExtoE(L oLz,(L oL )( E)) auf. Nach 3.15 definiert das
Translat der Ausdehnung von L oI..z Zu (L ol )IZE um e eine neue Ausdeh-
nung von L,eL, zu einer lokal freien Garbe FZE auf 2E. Wir werden zeigen,
daf FZE unzerlegbar ist und deswegen nicht zu (L ol )IZE isomorph sein
kann. Der im Sinne der Sequenz (*) zu Fop gehorende Corand 6: End(L, eL )
- H (E End(L oL )( E)) besu:zt die Eigenschaft, daB die Komponente des

Bildes von id in H (E‘, L oL ( E)) gerade das Element c#0 ist (vgl.
3.16). Damit |st 1d L mcht mehr im Bild des Restnktlonshomomorphls-
mus r: End( FZE) End(L oL ) enthalten und das selbe gilt fiir L oxd

denn man hat OLlode +1dL e»OL2 -1dL Lzﬁ im(r). Nach [MRT, Corollary
6.4] haben wir fiir die Unzerlegbarkeit von F nur zu zeigen, daf 0 und id
die einzigen idempotenten Endomorphismen von FZE sind. Ist nun ¢ ein Idem-
potent von End( FZE)' so ist auch r(9) ein Idempotent in End(LloLz), also

nach dem oben Gezeigten entweder 0 oder id , weil die beiden anderen

LieL,
ldempotenten nicht im Bild von r liegen. Daraus folgt bereits, daB ¢ selbst

0 oder id ist.

Wir geben jetzt zwei invertierbare Garben L und L, auf E an, die den An-
forderungen (i)-(iii) geniigen. Dazu bemerken wir, daB die invertierbaren
Garben L auf E nach Lipman ([Li, Propositions 10.4, 11.11) bis auf Isomor-
phie bijektiv ihren Chernklassen cl(L)=(dO,d1,...,d4) ez’ entsprechen, wobei
di den Grad der Einschridnkung LoOEi von L auf Ei angibt, i=0,...,4. Wir
, mit cl(L1)=(2,0,0,0,0) und L, = 0p d.h. cl(L2)=(0,...,0).

Dann gilt wegen [Li, Proposition 11.1] bereits (i). Das Nichtvorhandensein

wihlen jetzt L

von Schnitten mit Polen der Ordnung 1 ldngs E entnimmt man leicht aus
¢, (L (E)) =(2,-1,-1,-1,-1) und ¢, (L,(E))=(0,-1,-1,-1,-1), so daB auch (ii)
gilt. Fiir (iii) betrachtet man cl(L‘l'aLz(-E))=(-2,1,1,1,1). Dies zeigt, daB
. man durch Restriktion auf EO eine Surjektion
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Hl(E,LIoLz(-E)) - Hl(EO,LIaLZ(-E)oOE ) = Hl(EO,O (<2)) = ¢

erhédlt, was schlieflich (iii) bestitigt. [j

Bemerkung 3.29: Die im Beispiel 3.28 studierten rationalen Singularitdten

haben die Multiplizitit 4 und die Einbettungsdimension 5, wie man -Z,-Z, =4
mit 1.17 entnimmt. Wahl hat in {Wa,, Example 5.5] auBerdem gezeigt, daB
diese Singularitidten determinantiell sind, wobei das definierende Ideal einer

solchen Singularitdt in C{x,,...,xs} etwa durch die Minoren der Matrix

[xl X2 Xy Xs

Xa Xy X4 Xp+xi
beschrieben werden kann.

Des weiteren kdnnen alle diese Singularitdten als Quotienten von einfach-
elliptischen Singularititen des Typs El(4), deren minimale Auflésungen die
Totalrdume von Geradenbiindeln vom Grad -4 tiber glatten elliptischen Kurven
sind (siehe auch Kapitel 5), nach zyklischen Gruppen Z/2Z realisiert werden.
(Das nichttriviale Element von Z/2Z operiert, wenn man die Aktion auf die
minimale Auflosung liftet, auf der exzeptionellen elliptischen Kurve durch
deren’ kanonische Involution, die durch die Spiegelung an einem Punkt des
definierenden Periodengitters beschrieben werden kann, und zugleich auf den

Fasern des (-4)-Biindels durch Multiplikation mit -1.)



77

4. DIE STRUKTUR DER UNZERLEGBAREN VOLLEN
GARBEN.

Auch in diesem Kapitel bezeichne (X,x) eine normale Flichensingularitit;
n: (X,E) = (X,x) sei eine beliebige Auflésung von (X,x) mit exzeptioneller
Faser E= n-l(x).

Im vorigen Kapitel waren wir zu dem Ergebnis gelangt, daf reflexive Moduln
M iiber dem lokalen Ring OX,x in - bis auf Isomorphi¢ - eineindeutiger
Weise durch diejenigen lokal freien Garben auf dem zu einem Reduktions-
zykel Z mit Triger E gehdrenden Unterschema in X reprisentiert werden,
die man erhdlt, indem man die reflexive Hillle des Urbildes von M (als Garbe
auf X aufgefaBt) beziiglich = bildet und diese lokal freie Garbe auf Z ein-
schrdnkt. Den so definierten Funktor werden wir auch im folgenden wieder

mit RZ bezeichnen (Z sei stets ein Reduktionszykel):
. — & vw
RZ(M) := (x*M) eoz.

Eine lokal freie Garbe F auf Z, die als Bild eines reflexiven Moduls unter
RZ' entsteht, ist die Einschrinkung einer vollen Garbe von X auf Z und ist
als solche dadurch charakterisiert, daB (i) F generisch von globalen Schnitten
erzeugt wird, und (ii) es eine Ausdehnung von F zu einer lokal freien Garbe
FZZ tber 2Z gibt, so ‘daB die durch die natiirliche exakte Sequenz 0—F -
FZZ(Z)*F(Z)-'O induzierte Corandabbildung von HO(E,F(Z)) nach HI(E,F)
injektiv ist. Wir werden die Tatsache, daB eine lokal . freie Garbe F auf Z
die beiden Eigenschaften (i) und (ii) besitzt, dadurch zum Ausdruck bringen,

dafl wir sagen, F besitze eine Ausdehnung zu einer vollen Garbe.

Bis hierhin war es nicht erforderlich, die Unzerlegbarkeit der betrachteten
reflexiven Moduln anzunehmen. Tut man dies zusdtzlich, so kann man sich
einen genaueren Aufschlufl iiber die Struktur der als Bilder unter R, gewon-
nenen lokal freien Garben versprechen. Natiirlich liegt es nahe, danach zu
fragen, ob das Bild eines unzerlegbaren Moduls M unter RZ wiederum unzer-
legbar* ist. Dies wédre allerdings bemerkenswert, weil die Unzerlegbarkeit
eines Vektorraumbiindels bei der Einschridnkung auf eine niederdimensionale

Untervarietdt (wie Z in X) gewdhnlich nicht erhalten bleibt. Wir werden

*} in der Kategorie der lokal freien OZ-Moduln; siche auch den folgenden Abschnitt.
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sehen, daB diese Aussage fiir rationale Singularititen dennoch richtig ist,
sonst aber im allgemeinen- nicht gilt. Bei den minimal-elliptischen Singulari-
titen kann allerdings noch genau ausgesagt werden, in welcher Weise die

Bilder von unzerlegbaren reflexiven Moduln unter R, als lokal freie Garben

Z
iiber Z zerfallen.

Unzerlegbare Objekte, Krull-Schmidt-Theoreme. Bevor wir die oben

aufgeworfene Frage behandeln, gehen wir noch kurz auf die uns im folgenden
interessierenden lokal freien Garben und die dafiir giiltigen Sitze vom Krull-

Schmidt-Typ ein.

Definition 4.1: (X,E) sei die Aufldsung einer normalen Flachensingularitit

und Z20 ein Zykel auf X mit Triger in E. Es liege einer der folgenden
drei Fidlle vor:

(a) F ist eine lokal freie Garbe iiber R-E;

(b) F ist eine volle Garbe auf X;

(c) F ist eine lokal freie Garbe iiber Z.
Dann heift F unzerlegbar, wenn aus F=F'eF", wobei F' und. F" Garben vom
gleichen Typ wie F sind, folgt, da F'=0 oder F"=0 gilt,

Bemerkung 4.2: Die Voraussetzung, daf die beiden Summanden von F vom

gleichen Typ sind, ist entbehrlich, weil in jedem der drei Fille (a)-(c) die
genannte Eigenschaft auf direkte Summanden vererbt wird.

(Zundchst ist nach [HA, Theorem VIIL.6.1'] jeder direkte Summand einer
lokal freien Garbe wieder lokal frei, was fiir die Fille (a) und (c) ausreicht.
Im Fall (b) ergibt sich die Behauptung dann aus der in Proposition 3.5 gege-

benen Charakterisierung, die mit direkten Summen vertrdglich ist.)

Fiir die beiden ersten Fille (a) und (b) von Definition 4.1 folgt ein Krull-
Schmidt-Theorem wegen Satz 2.14 und Proposition 3.2 sofort aus dem Krull-
Schmidt-Theorem (2.16) fiir reflexive Moduln. Der entsprechende Satz fir
den Fall (c), also fiir lokal freie Garben iiber einem Zykel Z 30, wurde von
Atiyah in [At,, Theorem 2, Lemma 9] bewiesen. Wir fassen diese Ergebnisse

in dem folgenden Satz noch einmal zusammen.
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Proposition 4.3: (X,E) sei die Aufldsung einer normalen Flichensingularitit

und Z20 ein Zykel auf X mit Triger in E. Es liege einer der folgenden drei
Fille vor:

(a) F ist eine lokal freie Garbe iiber X-E;

(b) F ist eine volle Garbe auf X;

(c) F ist eine lokal freie Garbe iiber Z. _
Dann gibt es eine Zerlegung F=Flo...e Ft von F in unzerlegbare Garben Fl”"’
Ft von dem entsprechenden Typ. Sind F=F10...o Ft und F=Fl'e...o Ft‘, zwel
derartige Zerlegungen, so gilt t=t' und es gibt eine Permutation ¢ der Men-
ge {1,..,t} mit FquC'l(i) flir i=1,...,t.

Wir nehmen jetzt an, daB Z2E ein Reduktionszykel auf der Aufldsung (X,E)
von {X,x) ist. Das folgende Kriterium dafiir, daB eine lokal freie Garbe auf
Z einen unzerlegbaren reflexiven Modul auf (X,x) reprisentiert, ist eine rein

formale Konsequenz aus Theorem 3.21.

Proposition 4.4: (X,E) sei die Aufldsung einer normalen Fldchensingularitit

(X,x) und Z2E sei ein Reduktionszykel auf X. Fiir einen Modul M € MCM(X,x)
sei F=RZ(M) die zugehdrige lokal freie Garbe auf Z. Der Modul M ist genau
dann unzerlegbar, wenn es keine nichttriviale Zerlegung F =~ F'eF" derart
gibt, dal sowohl F' als auch F" Ausdehnungen zu lokal freien Garben auf 2Z
besitzen, die injektive Corandabbildungen HO(E,F(i)(Z))*Hl(E,F‘(i)) fir i=1,2

induzieren.

Beweis: Es sei zundchst M unzerlegbar und F=F'e F" eine Zerlegung wie in

der Proposition. Als Summanden einer generisch von globalen Schnitten er-
zeugten Garbe werden auch F' und F" generisch von globalen‘Schnitten er-
zeugt, so daB insgesamt beide Garben Ausdehnungen zu vollen Garben haben.
Es gibt also Moduln M',M" € MCM(X,x) mit F' =RZ(M') und F":'-RZ(M”) und
aus RZ(M)=F=RZ(M')0RZ(M")=RZ(M'9M") folgt M =M'eaM'" wegen der

Injektivitdit von R, auf den I[somorphieklassen. Nach Annahme folgt M'=0

Z
oder M'" =0, also auch F'=0 oder F"=0. |

Fiir den Beweis der Umkehrung nehmen wir an, da F die Unzerlegbarkeits-
eigenschaft der Proposition 4.4 besitzt. Aus M=M'e M" folgt F=F'eF", wo
F! :=RZ(M') und F‘":=RZ(M") seien. Nach Annahme muB F'=0 oder F"=0
sein. Es folgt M'=0 oder M"=0 und damit die Unzerlegbarkeit von M. |}
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Fir die praktische Verwendung des Unzerlegbarkeitskriteriums der Proposi-
tion 4.4 ist es wesentlich, das Zustandekommen der Injektivitit der einer
Ausdehnung einer generisch von globalen Schnitten erzeugten lokal freien
Garbe F auf Z zugeordneten Corandabbildung HO(E,F(Z))-HI(E‘.,F) zu ver-
stehen.

Im Falle einer rationalen Singularitdt ist dies besonders einfach, weil hier
aus der generischen Erzeugtheit von F schon Hl(E,F)=0 folgt. Hat man eine
minimal-elliptische Singularitdt, so kann unter gewissen Vorauséetzungen die
Corandabbildung mit Hilfe der Dualitdt auf Z interpretiert werden, was
wiederum die Kennzeichnung der zu unzerlegbaren reflexiven Moduln gehori-

gen lokal freien Garben auf Z ermdglicht.

Rationale Singularititen. In diesem Abschnitt wird die folgende Aussage

bewiesen.

Theorem 4.5: Es sei x: (X,E)~(X,x) die Aufldsung einer rationalen Singulari-

tit; Z2E sei ein Reduktionszykel auf X. Dann stehen die Isomorphieklassen
der unzerlegbaren reflexiven Moduln auf (X,x) in (durch M~--(tz"'l\-/1)""a0Z
vermitteiter) Bijektion zu den Isomorphieklassen derjenigen lokal freien
Garben F auf Z, fiir die gilt:

(i) F ist unzerlegbar;

(ii) F wird von globalen Schnitten erzeugt;

(i) HO(E,F(2)) = 0.

Beweis: (1) Wir zeigen zundchst, daR eine lokal freie Garbe F mit den

Eigenschaften (i)-(iii) einen unzerlegbaren reflexiven Modul bestimmt.

Wegen (iii) besitzt jede Ausdehnung von F die Eigenschaft, daR die zugehéri-
ge Corandabbildung HO(E,F(Z))*Hl(E,F) injektiv ist. Also folgt zusammen
mit (ii) nach 3.10, daB es einen Modul MEMCM (X,x) mit F=RZ(M) gibt. Weil
jede Zerlegung von M in eine direkte Summe unzerlegbarer Moduln eine ent-
sprechende Zerlegung von F mit sich bringt, liefert (i) die Unzerlegbarkeit
von M. _J

(2) Sei nun umgekehrt MEMCM(X,x) unzerlegbar und F =RZ(M). Nach 3.8 ist
im Falle einer rationalen Singularitdt (x*M)" und damit auch F tiberall von

globalen Schnitten erzeugt, es gilt also (ii). Andererseits gewinnt man damit
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aus H (X Og)=0, daB H (E F)=0 gllt Die Ausdehnung von F zu (x*M)""
stiftet na.ch 3.10 eine Inklusion H (E F(z)) —H! (E,F)=0. Damit folgt auch
(iii). Fiir (i) betrachten wir die Krull-Schmidt-Zerlegung F=F,

in eine direkte Summe von unzerlegbaren Garben und bemerken, dafl Fl’“"F

e...eFt von F
t
die Eigenschaften (ii)' und (iii) von F erben. Nach Teil (1) existieren dann
reflexive Moduln M, mit F‘i=RZ(Mi) fir i=1,...,t und aus RZ(M) uRZ(Ml)o
...oRZ(Mt) =RZ(M10...oMt) folgt M =M1
barkeit von M muB t=1 gelten, also auch F unzerlegbar sein. [}

o...eMt. Auf Grund der Unzerleg-

Bemerkung 4.6: Die Bedingungen (ii) und (iii) aus 4.5 an eine lokal freie

Garbe F vom Rang r auf dem Reduktionszykel einer rationalen Singularitdt
beschrinken den Grad der Garbe F von unten und von oben. Um diese Aus-
sage zu prézisieren sei 'E=E1U --UE wieder die Zerlegung von E in die irre-
duziblen Komponenten Eiﬁl}"l; mit F‘i = F"OEi werde die Einschridnkung von F
auf die (reduzierte) Kurve E. bezeichnet. Dem Grothendieckschen Spaltungs-
satz ([Gro, Théoréme 2.1]) zufolge gibt es ganze Zahlen dij €Z fir i=1,...,k
und j=1 ,...,r, so daB gilt
F‘i = ®0 (d ) i=1,..,k

=1 i _
Die Bedingung (ii) impliziert, da jedes Fi als Einschrdnkung von F von glo-
balen Schnitten erzeugt wird. Wir erhalten so:

(i) = d;; 20 ~ fiir alle i=1,...,k und j=1,...,r.

Die Bedmgung (m) ist per Dualitit (1.5) &dquivalent zu H (E Faw ) 0, was
wiederum H (E FYaw 'OE) 0 fir die Einschridnkung auf die Komponente E
nach sich meht. Wegen F~ ( z)wzaoE = R oOE (K- E) mit einem kanomschen
Divisor K von X folgen aus dem Verschwmden der ersten Cohomologie iiber
i=’[l:’l die notwendigen Bedingungen -dij+l(-Ei >-2 oder (mit K'Ei=—Eli‘ -2)

(iii) = dij<-E‘.i2 fiir alle i=1,...,k und j=1,...,1.
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Minimal-elliptische Singularititen. Das Ziel dieses Abschnittes ist der

Beweis des folgenden Theorems.

Theorem 4.7: Es sei n: (X,E)~(X,x) die minimale Auflésung einer minimal-

elliptischen Singularitdt; Z=Z, sei der Fundamentalzykel von X, der zugleich
ein Reduktionszykel ist (3.27). Dann stehen die Isomorphieklassen der nicht-
trivialen unzerlegbaren reflexiven Moduln in (durch M HRZ(M)=(u"’M)"o 0,
vermittelter) Bijektion zu den I[somorphieklassen derjenigen Garben F auf Z,
fir die gilt: '

(i) F=n0,eG, G ist lokal frei und unzerlegbar;

(ii) G wird generisch von globalen Schnitten erzeugt;

(i) HY(E, Q) = 0;

(iv) dimg H)(E,G(2)) =n.

(Wegen (iii) ist notwendig G#‘OZ, denn es gilt HI(E,OZ)a'Hl(f(,CJ-):ﬂI als
Konsequenz aus 3.12. Im {brigen 148t sich der triviale Modul M=Ox dieser
Beschreibung nicht unterordnen, weil sich RZ(()X)zoZ zwar gemdf (i) mit

n=1 und G=0 darstellen lieBe, dann aber (iv) nicht erfiillt wiirde.)
Weitere Bemerkungen zur Aussage des Theorems 4.7 werden wir im Anschluf
an den Beweis machen. Einen ersten Schritt zum Beweis des Theorems stellt

die folgende Proposition dar.

Proposition 4.8: F sei eine volle Garbe auf der minimalen Auflésung einer

minimal-elliptischen Singularitit. Dann besitzt F ein triviales Untervektor-

raumbiindel* nO-CF vom Rang n=dim Hl(f( F), dessen Einschrinkung auf

Cc
den Fundamentalzykel Z ein direkter Summand von F := FoO ist: anOZaG.
Fiir den komplementdren Summanden G gilt H (E G) =0.

Beweis: Zundchst gilt nach 3.14 und wegen w_ =~ OZ nach 1.19(3):

) Z
n = h'(&,F) = hi(g,F) = hO(E,F).

Wir werden zeigen, daB je n erzeugende Schnitte aus HO(E,F") ein basis-

punktfreies System bilden, also ein triviales Unterbiindel vom Rang n in F~

*) Das heiit, da nox nicht nur Untergarbe ist, sondern das zugehdrige triviale
Biindel auch iiberall ein Unterbiindel vom Rang n in dem zu F gehdrenden Vektor-

raumbiinde! ist.

PSSV S SO G S G R S S S
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(iber Z) aufspannen. Hierfiir ist nur zu zeigen, dafl jeder globale Schnitt
s EHO(E,F”), s#0, lings E keine Nullstellen aufweist.

Dazu nehmen wir zunidchst- vereinfachend an, dal die exzeptionelle Faser E
nur aus glatten rationalen Kurven El,.'..,Ek besteht, die sich allerdings nicht
transversal schneiden miissen. (Wir schlieBen also die Fille (1)-(3) von 1.20

vorerst von der Betrachtung aus!) Als Konsequenz aus dem Grothendieckschen

‘Spaltungssatz {iber E.= [P erhdlt man
1 1

r
Fi = F’a()Ei 2:1 oEi(dii) fir i=1,...,k,

mit geeigneten dije Z. Weil F und damit auch Fi generisch von globalen

Schnitten erzeugt wird, gilt»dijgo fir alle i und j.

Es geniigt zu zeigen, da die Einschridnkungen des gegebenen Schnittes s auf
alle E.i nichtverschwindende Schnitte in den F{'=€B0Ei(-dij) induzieren. Dann
existiert nimlich zu jedem i=1,...,k ein j=j(i), so da die Komponente von
s|E in OE( -d, ) nicht verschwindet und deswegen -d..20 gilt. Daraus folgt
aber dJ-O fur dlesen Index j, so daf SIE in OE( d ) OE‘, tatsdchlich nir-

gends verschwindet, woraus die Nullstellenfrexhelt von s folgt.

Zu diesem Zweck nehmen wir an, dafl s von einem Schnitt s'¢€ HO(E,F"(-Y))
induziert wird, wobei Y={aiEi>0 ein Zykel ist, von dem man gleich Y<Z
annehmen darf (weil s von OR(-Z) annulliert wird.) Wir fithren diese An-
nahme zu einem Widerspruch, indem wir zeigen, daR s in diesem Fall sogar
von einem Schnitt s" € H (E F~ ( -Z)) induziert wird, also s=0 im Gegensatz

zur Voraussetzung gilt.

Ist YSZ und Y#Z, so gibt es, weil Z der Fundamentalzykel ist, ein Ei mit
Y'Ei>0. Damit folgt fiir die Restriktion von s' auf die Kurve Ei:

0/ coup 0/ cu ]
€ H(E,F"(-Y)e0,) = H (E,Fs0p (-Y-E)))

s'|Ei

r
HOE, ® 0g (-d. - Y-E.)) =

i’. i ij i

J:l —_———

<0 wegen d..gO

Folglich verschwmdet s' identisch ldngs E, so da s sogar schon von einem
Schnitt aus H (E FY(-Y- E)) induziert w1rd. Dieses Argument kann nun so
oft wiederholt werden, blS nach endlich vielen Schritten der Fundamental-
zykel Z erreicht wird. (Vgl. 1.16)
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Wir gehen jetzt kurz auf die drei zuvor ausgeschlossenen Fille (1)-(3) aus
1.20 ein, wobei E in jedem dieser Fille aus nur einer irreduziblen Kurve be-
steht und der Fundamentalzykel Z deswegen reduziert ist. (1) E ist eine
glatte elliptische Kurve - Wir greifen hier auf die im folgenden Kapitel er-
lduterte Klassifikation der unzerlegbaren holomorphen Vektorraumbiindel auf
glatten elliptischen Kurven nach Atiyah vor und bemerken (vgl. 5.6(iv) und
5.15), daR das einzige unzerlegbare Biindel, das sowohl generisch von seinen
globalen Schnitten erzeugt wird als auch einen Schnitt in seinem Dual zulidflt,
das triviale Biindel ist; so daB man hier sofort ein triviales Unterbiindel des
gewiinschten Ranges erhilt. (2),(3) E ist eine singuldre rationale Kurve -
Hier zieht man die Normalisierung v: [P, ~E heran und betrachter v*F an
Stelle von F, wobei v*F wiederum generisch von globalen Schnitten erzeugt
wird. Es kann also hinsichtlich v*F genau wie zuvor argumentiert werden.*
Man erhdlt so, dal sov fir jeden Schnitt O#SEHO(E,F') auf P nirgends ver-
schwindet. Dann ist auch s selbst nullstellenfrei auf E und erzeugt ein tri-

viales Unterbiindel in F.

Wir haben also in allen Fillen eine kurze exakte Sequenz von lokal freien

OZ-Modulgarben konstruiert

0 ~ng, ~ F" = G" = 0,
wobei G” den Cokern von nOz in F¥ bezeichnet.** Die dazu duale Sequenz ist

0~-G=F=n0,~0 | (™)
Daraus wiederum erhdlt man eine lange exakte Cohomologiesequenz

0~ HE,G) ~ HO(E,F) ~ H(E,n0,) ~ H'(E,G) ~ H'(E,F) ~ H'(E,n0,) ~0,
in der nach Konstruktion Hl(E,F)=H1(E,nOZ) gilt.*** AuBerdem wird nOZ
als Quotient von F generisch von den Bildern der globalen Schnitte von F er-
zeugt, was wegen KO (E, nd, )= n-rk(nO ) die Surjektivitit der Abbildung von

H (E F) nach H (E‘. n0 ) bedmgt Aus der Cohomologiesequenz - folgt damit
H (E G)=0.

*) Man benétigt dazu (v*F)" =v*(F”), was wegen der lokalen Freiheit von F richtig
ist. ([ALG, Chapitre II, §5.4, Proposition 81)

**) Wir benutzen, daf es sich um eine Sequenz von Vektorraumbiindeln handelt.

***) Es gilt Hl(E,OZ)=H1(5(,OX)=C wegen Hl()-(,OX(-Z))=0 nach 3.12.
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Die Sequenz (*) entspricht einem Element von Extéz(nOZ,G) =H1(E,nG)=O.
Sie spaltet also: FﬁnOZQG.

Es ist lediglich noch zu zeigen, daf nOZ die Einschridnkung eines trivialen
Unterbiindels n0)~( von F ist. Dazu muf man nur einsehen, dafl sich je n
(iiberall) linear unabhdngige erzeugende Schnitte von nOZ'CF zu Schnitten in
F ausdehnen. lassen, die dann automatisch lokal um E linear. unabhdngig sind
und deswegen ein triviales Biindel nOX aufspannen. Die Ausdehnbarkeit von
Schnitten ergibt sich aus der Sequenz 0—~F(-Z) -F - F -0 zusammen mit dem
Hilfssatz 3.12, der H'(X,F(-2)) =0 liefert.

Damit ist der Beweis von. Proposition 4.8 beendet. [

Beweis von Theorem 4.7: Wir erbringen den Beweis &dhnlich dem des Theo-

rems 4.5 in drei Schritten.

(1) F sei eine lokal freie Garbe auf Z, die den Bedingungen (i)-(iv) geniigt.
Wir zeigen, daB F eine Ausdehnung zu einer vollen Garbe auf X besitzt, also
das Bild eines Moduls M € MCM(X,x) unter R, ist.

Zunichst wird F wegen (i) und (ii) generisch von globalen Schnitten erzeugt.
Nach 3.10 bleibt zu zeigen, daf es eine Ausdehnung FZZ von F zu emer lokal
freien Garbe auf 2Z gibt, die einen injektiven Corand H (E F(Z)) -H (E F)
definiert.

Dazu sei FZZ zundchst eine beliebige Ausdehnung und &: HO(E F(Z)) -HI(E F)
der zugehoérige Corand. Bei einer Ab'alnderung dieser Ausdehnung um eine
Extensionsklasse ¢ EExtOZ(F(Z) F)= Exto (F,F(-Z)) geht die’ Corandabblldung

6 in 6+6 iber, wobet 6 durch das Yoneda-Produkt mit der Klasse e defi-

niert 1st. (Siehe 3.15, 3.16) Wir werden zeigen, daB jede lineare Abbildung -

von HO(E,F(Z)) nach Hl(E,F) in der Form 6+ 6, ausgedriickt werden kann.
Natiirlich reicht es zu zeigen, dall jede solche lineare Abbildung als 6, reali-

siert werden kann.

Mit dieser Aussage ist dann der erste Schritt tatsdchlich bewiesen, denn
HO(E,F(Z)) und Hl(E‘.,F) besitzen aufgrund der Voraussetzungen die gleichen
Dimensionen. Genauer bemerken wir, daf die folgenden durch die Zerlegung

F= nOZ ® G induzierten Isomorphien bestehen:
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- WOk,Fz) = 8%E,G(2) * €  nach (i) und (iv), denn H'(E, 0,(2))
verschwindet nach dem Satz von Grauert-Riemenschneider, weil diese
Gruppe zu Hl(E,m (-2)) =H1(E,w)~(soz) dual ist.

- vlE,F) = Hl(E,nOZ) = ¢  nach (i) und (iii), weil Hl(E,oZ)aHl(R,oX)
=C gilt.* o

Wir wollen 6, als Yoneda-Produkt mit der Klasse e genauer beschreiben. Die
Aufspaltung F=nOZaG fihrt auch zu einer entsprechenden Zerlegung der

Extl-Gruppen (alle iiber OZ gebildet):
- Ext}(F(2),Z) =
Extl(nO (2),n0,) o Extl(nO (Z),G) & Ext (G(Z), no,) e Ext1(G(2),G).

Die ersten beiden Terme in dleser Zerlegung verschwmden wegen Ext (oZ(Z)
0 ) =H (E‘.,O (-Z))=0 und Ext (0 (2),G) ~H (E G(-2))=0, da Z ein Reduk-
txonszykel ist und (ii} gilt. Also haben wir in Wirklichkeit nur

- Ext (F(2),F) = Ext}(G(Z), n0,) o Ext 1 (G(Z),G).

Dementsprechend zerfillt die Klasse € in € =¢®+ ¢' mit ¢° € Ext (G(Z) nOZ)
und €' € Ext (G(Z) G). Das Yoneda-Produkt von Schnitten in H (E F(Z)) =~

O(E G(Z)}) mit e, also die Abbildung 5 ist dann die Summe der Yoneda-
Produkte mit €% und. mit €'. Letzteres fuhrt aber in die Gruppe H- (E G), die
nach (iii) verschwindet. Folglich wird der Corand 6_ allein durch die Kompo-

nente £° von € bestimmt.

Es bleibt also zu begriinden, daf jede lineare Abbildung von HO(E,G(Z)) nach
Hl(‘E,n(JZ)=£IJn als Yoneda-Produkt mit einem €° € Extl(G(Z),nOZ) dargestellt
werden kann. Das ist aber ein trivialer Sachverhalt, denn nach 1.19(3) gilt
wz*0, und deswegen ist Extl(G(Z),O )=Ext1(G(Z),mZ) gerade das Dual von
HO(E,G(Z)) beziiglich der durch das Yoneda-Produkt definierten nicht-ausge-
® ist damit ein n-Vektor aus belieb'igen Linearformen
auf H(E,G(2)); offensichtlich kann jede lineare Abbildung von H'(E,G(Z)) in

den €" so beschrieben werden. |

arteten Paarung (1.5). e

(2) F sei eine lokal freie Garbe auf Z mit den Eigenschaften (i)-(iv) und es
sei F eine Ausdehnung von F zu einer vollen Garbe auf X. Wir zeigen, daB F

(und damit auch der zu F gehérige reflexive Modul auf (X,x)) unzerlegbar ist.

*) Die erste Isomorphie folgt aus Hl(X,OR(-Z))=O nach 3.12; die zweite Isomorphie
ist Elliptizitdt: pg:l.
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Es sei F=F'e F" mit vollen Garben F' und F". Wegen der Unzerlegbarkeit von
G nach (i) ist dann etwa F':= F'sozzn'ozeG und F":= ' ozzn"oZ mit
n' +n" =n unter Verwendung der Eindeutigkeit der Krull-Schmidt-Zerlegung.
Weil F' als Summand von F eine volle Garbe .ist, wird dadurch eine injektive
Corandabbildung €" = H'(E,G(2)) = H(E,F'(2)) = H'(E,F) =H'(E,n'0,) = €
induziert, so dafl n'2n, also n'=n folgt. Demnach ist n"=0 und so F"=0

was die Unzerlegbarkeit von F beweist. |

Mit (1) und (2) haben wir gezeigt, daf die Bedingungen (i)-(iv) hinreichend
dafiir sind, da eine lokal freie Garbe F auf Z das Bild eines nichttrivialen
unzerlegbaren reflexiven Moduls unter RZ ist.. Im letzten Schritt wird nun die

Notwendigkeit nachgewiesen.

(3) F sei eine unzerlegbare volle Garbe auf X, die nicht zu 05( isomorph ist.

Nach 4.8 ist F:=Fadz=nOZaG, wobei n=h1(5(,F) und Hl(E,G)=0 ist. Dies
ergibt schon (ii) und: (iii). Weiterhin definiert die Ausdehnung von F zu F

eine injektive Corandabbildung
HO(E,G(2)) * HO(E,F(2)) = H(E,F) = H'(E,n0,) =

so daf zumindest hO(E,G(Z))gn gilt. Wir zeigen jetzt die Gleichheit zusam-
men mit der Unzerlegbarkeit von G, also die noch ausstehenden Bedingungen
(i) und (iv).

Dazu sei G~ G ® ..9G die Krull-Schmidt-Zerlegung von G und es seien n, i=

h? (E G(Z)) fur i=1 ,...,t und ny:=n- (n ety )20. Wenn man mit diesen
Zahlen Bundel F =Ny O und F t=n, OZaG fir 1-1 ..,t definiert, dann be-
sitzen alle diese Bundel Fo, ..,F nach Teil (1) Ausdehnungen zu vollen Gar-
ben F Fl""’F auf X. (Die Ausdehnbarkelt von FO zu nOOX ist dabei natiir-
lich trmal.) Weil aber F= FoeFls...eFt gilt und Z ein Reduktionszykel ist,
folgt aus Theorem 3.21: F=F00Fle...eFt. Wenn F, wie vorausgesetzt, unzer-
legbar und nichttrivial ist, dann mufl t =1 und FO=0, also n0=0, gelten. Das

war zu zeigen. |

Damit ist Theorem 4.7 bewiesen. |

Als eine leichte Folgerung aus dem Krull-Schmidt-Theorem fiir volle Garben

(4.3(b)) und dem Theorem 4.7 gewinnt man das folgende Corollar.
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Corollar 4.9: Ist F eine beliebige volle Garbe auf der minimalen Auflésung X

einer minimal-elliptischen Fldchensingularitdt, so gibt die Zahl
d := h'(X,F) - hi(X,F)

den Rang des trivialen Summanden in der Krull-Schmidt- Zerlegung von F an:
F= dO o F a...eF F #O~ unzerlegbar fir i=1,...,t.

Insbesondere ist fiir eine nichttriviale unzerlegbare volle Garbe F die natiir-
liche Inklusion Hé(i,F)“’Hl(i,F) ein Isomorphismus.

Beweis: Weil fur eine volle Garbe F auf X mit Emschra.nkung F= FaO nach

3.14 stets H (X F)=H (E F) und H (X F) = H (E F(Z)) gilt, folgt aus 4.7
(siehe auch den Beweis), daR h (X, F) h (X F)=0 ist, werm F unzerlegbar
und nichttrivial ist. Andererselts gilt fiir den trivialen Modul h (X 0 ) - h (X
O ) =1, denn es ist pg-h (X 0 )=1 wegen Elliptizitit und H1 (X 0% ) 0

(als Dual zu H (X )) nach dem Satz von Grauert- Rlemenschnelder

Das Corollar resultiert nun aus Existenz und Eindeutigkeit der Krull-Schmidt-

Zerlegungen von vollen Garben (4.3). K
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5. REFLEXIVE MODULN AUF EINFACH-ELLIPTISCHEN
SlNGULARITATEN.

In diesem Kapitel werden die Resultate der beiden vorhergehenden Kapitel
auf die Bestimmung der Auslander-Reiten-Kocher der -einfach-elliptischen
Singularitdten, die in mancher Hinsicht die einfachsten Vertreter der mini-
mal-elliptischen Flichensingularitdten sind, angewandt. Es wird in Verbindung
damit auch eine {ibersichtliche Beschreibung der - zu den reflexiven Moduln
dquivalenten - Vektorraumbiindel auf den punktierten Spektren von einfach-
elliptischen Singularititen gegeben, aus der sich eine Reihe von elementaren

Eigenschaften der reflexiven Moduln ablesen lassen.

Einfach-elliptische 'Singularititen. Die Bezeichnung der im- folgenden

definierten Klasse von Singularititen als "einfach-elliptisch" geht auf Saito
([Sal) zuriick; die Hyperflichensingularititen darunter findet man hiufig

auch als parabolisch bezeichnet.

Definition S5.1: Der Keim (X,x) einer normalen komplexen Flichensingularitit

heiflt einfach-elliptische Singularitit vom Typ El(b), wenn die exzeptionelle

Faser der minimalen Auflésung n: (X,E)~(X,x) von (X,x) eine glatte ellip-
tische KurveAE mit Selbstschnittzahl E*=-b ist, b2 1.

Die Bezeichnung El(b) ‘fiir die einfach-elliptischen Singularitdten wurde von
Laufer ([La,]) eingefiihrt. Saito bezeichnet die Singularititen der Typen
EI(1), EI(2) und EI(3) mit E,, E, und B, was sich durch deren Deforma-
tionsverhalten motivieren 148t ([Sa]).

Bemerkung 5.2: Wenn (X,x) eine einfach-elliptische Flichensingularitit vom

Typ Elb) ist, so kann die minimale Auflésung n: (X,E) ~(X,x) nach einem
Satz von Grauert (vgl. [ Gra, §4, Satz 7, und §4.8¢c]) als der Totalraum X =
|L] eines Geradenbiindels L mit deg L =-b iber der elliptischen Kurve E
angesehen werden, wobei die Abbildung = als die Kontraktion der als Null-

schnitt von L aufgefassten Kurve E erscheint.

Ein Geradenbiindel L vom Grad -b (b21) kann stets in der Form OE(-bP)
-geschrieben werden, w‘qbei- P ein Punkt der Kurve E ist ([AG, Remark [V.4.
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10.9]). Weil sich je zwei derartige Geradenbiindel OE(—bP) und OE(-bQ) mit
P,Q€E durch eine geeignete Translation auf der eiliptischen Kurve E inein-
ander iberfiihren lassen, héngt der analytische Isomorphieiyp der minimalen
Aufldsung einer einfach-elliptischen Singularitit vom Typ El(b) nicht vom
Isomorphietyp des Normalenbiindels L von E in X ab, sondern nur von dem
analytischen (bzw. algebraischen) Typ der elliptischen Kurve E, der sich be-
kanntlich durch deren j-Invariante j(E) € C beschreiben ld48t. (Siehe [AG,
Chapter 1V.4].)

Demnach verbirgt sich hinter den Singularititen vom Typ El(b) fiir jedes b21
eine 1-Parameter-Familie von paarweise zueinander nicht -biholomorph &qui-
valenten normalen Flidchensingularitdten. Andererseits sind 6ffensichtlich '
Homdomorphie- und Homotbpietyp sowohl der mjnimalen Auflésung als auch
des Umgebungsrandes .einer einfach-elliptischen Singularitit vom Typ EI(b)

allein aus der Zahl b2z 1 schon eindeutig bestimmt.

5.3. Wir betrachten eine einfach-elliptische Singularitdt (X,x) vom Typ El(b)
und fixieren eine minimale Auflsung (X,E) von (X,x), die wie in 5.2 von
der Form X = |OE(—bP) | sei, wobei P ein Punkt der glatten elliptischen Kurve
E sei. Dann ist E<X als Nullschnitt des Geradenbiindels OE(-bP). Wir geben
jetzt einige leicht zu beweisende Eigenschaften von (X,x) an, die wir zum

gréften Teil schon allgemeiner in 1.18-1.21 festgestellt hatten.

(1) Oi(-E)00E=OE(bP). (Denn die Einschrinkung von OX(-E) auf E ist nach
Definition das Conormalenbiindel von E in-X, das in der Tat zum Normalen-
biindel OE(—bP) dual ist.)

(2) E ist sowochl der Fundamentalzykel als auch ein Reduktionszykel der Auf-
l6sung (X,E). (Siehe 1.13 und 3.27.)

(3) wg =0)~((-E), d.h. K =-E ist ein kanonischer Divisor von X. (Siehe 1.19(3).
Dies kann aber auch direkt eingesehen werden: Es sei z eine Koordinate der

Basis und t eine Faserkoordinate in dem trivialen Biindel OE(-bP)lE_{P}.
Dann definiert dzxx% eine meromorphe 2-Form auf dem entsprechenden:

offenen Teil von X. In einer Umgebung der Faser von OE(—bP) iiber PEE kann
man Koordinaten (%,T) von Basis und Faser so wihlen, daf (C,t)=(z,z-bt)
gilt. Die 2-Form dZA% transformiert sich dann in dCAd—:, so. daf man eine
globale meromorphe 2-Form mit zugeordnetem Divisor -E auf X erhilt.)
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Als Konsequenz aus (3) erhdlt man, daB die einfach-elliptischen Singularitd-

ten minimal-elliptisch sind. (1.18(b))

(4) Hl(i'(,oi()=H1(E, OE)ﬁC, also ist das geometrische Geschlecht von (X,x)
pg=1' (Dies folgt schon daraus, daB (X,x) minimal-elliptisch ist (1.18). Die
Behauptung ist aber ohnedies klar, weil wie in 3.12 oder nach dem Satz von
Grauert-Riemenschneider Hl(f(, Og(-E))éo gilt, was die erste Isomorphie

liefert. Die Isomorphie zu € ergibt sich dann aus der Serre-Dualitdt auf E.)

(5) (X,x) ist eine Gorenstein-Singularitit. (Das folgt sofort aus (3), weil es

damit auf X-E= X-{x} eine nicht verschwindende holomorphe 2-Form gibt.)

(6) Die Einbettungsdimension von (X,x) ist max(b,3) und die Multiplizitdt von
(X,x) ist max(b,2). (1.21)

(7) Die Singularitit (X,x) wird in (€%,0) durch —e(e 3) Gleichungen defi-
niert, sofern die Embettungsdlmenswn e = max(b, 3) von (X,x) mindestens vier
betrigt. ([ Wa,, Theorem 2.8], siehe auch [Sa, §1].)

(8) Die Singularitdt (X,x) ist quasihomogen, d.h. es gibt eine holomorphe
Operation von C* auf X, die x als einzigen Fixpunkt besitzt. (Eine solche
C*-Aktion kann man auf der Aufldsung (X,E) von (X,x) dadurch beschreiben,
daR man in den Fasern des Geradenbiindels OE(-bP), dessen Totalraum X ist,
mit den Skalaren aus C* multipliziert. Dabei wird der Nullschnitt E identisch
in sich abgebildet.)

Der zum lokalen Ring OX,xr assoziierte graduierte Ring ist dann, wie immer
bei Kegeln,

Gr Oy 4 = u?O HO(E, 0g(HbP)),
wobei die Elemente in dem homogenen Anteil H (E O (ubP)) vom Grad u als
holomorphe Funktionen auf der Aufldsung X—|0E( bP)I interpretiert werden

kénnen, die lings E von der Ordnung p verschwinden und homogen sind.

5.4. Zur llustration von 5.3(7) listen wir im folgenden die definierenden

Gleichungen der Singularititen vom Typ El(b) fiir b<é auf, wobei wir uns
auf Ergebnisse von Saito und Behnke bezichen. (Diese Resultate sind fiir die
folgenden Erdrterungen allerdings nicht erforderlich, weswegen wir hier auf
eingehende Erlduterungen verzichten.) Die Singularititen des Typs El(b) mit

b=1,2,3 sind Hyperflichensingularitdten, die durch eine einzige Relation in
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C{x,y,z} beschrieben werden kénnen:

ElI(1): z? =y(y-x?)(y-ax?);

El(2): z?

xy(y-x)(y -ax);
ElI(3): xz? = y(y-x)(y-ax).

Dabei ist a jeweils ein Parameter aus C-1{0,1}, der mit der j-Invarianten der
exzeptionellen elliptischen Kurve E durch die folgende Formel verbunden ist:.

4 (a?-a+1)?
27 at(a-1)F -

Die Singularititen vom Typ El(4) werden als vollstindige Durchschnitte durch

i(E) =

zwei Relationen in Cix,y,z,w} definiert:
El(4): z? = y(w-(a+l)y+ax) und y? = xw.
(Hier ist wieder a € €~{0,1} und auch zu j(E) besteht dieselbe Beziehung.)

Die vorstehenden Ergebnisse wurden aus [Sa, Satz 1.9] entnommen. Fiir die
Singularititen der Typen EI(5) und El(6) geben wir nach [Be, 6.9(i) und
6.10(i) ] nur exemplarische Gleichungen an, die jeweils eine Singularitit

dieser Typen definieren.

'EI(5): Die folgenden fiinf Gleichungen in Ciz,,...,zs } definieren eine Singula-
ritdit vom Typ EI(5):

2 2 2
Zy =Z)7Zs , Z4a.= 232Zs — 2124, ly = 2324 =212y, Z32 = )2, Zo23 = ZpZ3.

El(6): Die folgenden neun Gleichungen in Clz,...,z¢} definieren eine Singula-
ritdt vom Typ EI{6): -
23 = 2Zs, i =12y -yZy, 23 =ZaZs,  Z4 = ZaZs —Z1Z2,  ZsZ = Z1Zg,

C ZaZs = 7125, Z3Z¢ = Zuls, Zole = 2223 = 2125, Z5Zg = ZpZ4.

(In den beiden letzten Fillen erzeugen z; und z, jeweils einen regulidren

zweidimensionalen Unterring, beschreiben also eine Noether-Normalisierung.)

In den Kapiteln 3 und 4 haben wir unter allgemeinen Voraﬁssetzungen die
reflexiven Moduln einer ﬁormalen Fldchensingularitdt in Termen von lokal
freien Garben auf einem Reduktionszykel der Aufldsung der Singularitit be-
schrieben. In dem uns hier interessierenden Fall der einfach-elliptischen Sin-
gularitdten kann man sich der reduzierten exzeptionellen Kurven in den
minimalen Aufl6sungen als Reduktionszykel bedienen und gelangt so zu der
Frage nach der Klassifikation von lokal freien Garben (i.e. Vektorraumbiin-

deln) auf glatten elliptischen Kurven. Diese Klassifikation wurde bereits 1957
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von Atiyah in der Arbeit [ At,] vollstindig angegeben und hat seither eine
Reihe von Verfeinerungen erfahren. In dem folgenden Abschnitt stellen wir
die Ergebnisse von Atiyah, insoweit sie hier bendtigt werden, vor. In einem
Anhang zu diesem Kapitel geben wir einige Erlduterungen zum Beweis dieser
Sdtze, stellen eine von Oda gegebene geometrische Beschreibung der von
Atiyah gefundenen Vektorraumbiindel vor, und geben den durch die unzerleg-
baren Vektorraumbiindel {iber einer elliptischen Kurve definierten Auslander-

Reiten-Kdcher an.

Vektorraumbiindel auf elliptischen Kurven. Wir fixieren fiir diesen

Abschnitt einige Bezeichnungen: E sei eine fest vorgegebene glatte elliptische
Kurve iiber dem Kérper der komplexen Zahlen. Da E als Quotient €/ nach
einem Gitter @ vom Rang 2 in € geschrieben werden kann, trdgt E in natiir-
licher Weise eine von € ererbte additive Gruppenstruktur. Weiter sei P ein
fest gewdhiter Punkt aus E, den wir bisweilen als Basispunkt bezeichnen
werden, denn mit seiner Hilfe 148t sich eine Isomorphie von E mit der
Picard-Gruppe Pic® E der Geradenbiindel vom Grad 0 auf E herstellen, indem
man einem Punkt Q€ E das Geradenbiindel OE(Q-P)GPic° E zuordnet. (Die
multiplikative Gruppenstruktur von Pic® E mit OE‘, als Einselement entspricht

in dieser Weise der additiven Gruppenstruktur von E mit P als Nullpunkt.)

Definition 5.5: Fiir r21 und d€Z sei E(r,d) die Menge der Isomorphieklassen

von unzerlegbaren holomorphen Vektorraumbiindeln vom Rang r und Grad d

auf der elliptischen Kurve E.

Insbesondere ist also E(1,0) =Pic® E. Tatsdchlich sind alle E(r,d) nichtleer und

es gilt:

Satz 5.6 (Atiyah, [At,]): Es sei E eine elliptische Kurve und P€E ein Punkt.
Dann gibt es (von der Wahl von P abhingende) bijektive Abbildungen

Fr,d: Pi_c° E -~ E(r,d)

fir jedes r21 und jedes d€Z, so daf gilt:

() F  (M)ed=F (AeA) fir alle A, A €Pic® E, wobei k:=1/(r,d) den
y

)
zu d teilerfremden Anteil von r bezeichnet;

(ii) Fr’dﬂ(l) = Fr’d(l)GOE(P) fir alle A€Pic® E;



94

(iii) Fr’d(l)" = Fr,-d( A”) fiir alle A€Pic® E;

0 d, wenn d>0
(iv) h (E’Fr d(A)) =< 1, wenn d=0 und r=1
! 0, sonst

1 d, wenn d<0
h (E,F (A)) = wenn d=0 und A=1
_0, sonst

(Mit A =1 ist selbstverstindlich das tnv:a.le Geradenbiindel O € Pic®° E ge- -

meint.)

(Der Satz 5.6 stellt eine Zusammenfassung zahlreicher Aussagen aus [At,]
dar. Die Existenz der Abbildungen Fr,d wird durch eine explizite Konstruk-
tion begriindet, in die nur die Wahl des Basispunktes P eingeht, und steht
zusammen mit (ii) in [ Theorems 5,6]; die Aussage (i) ist Gegenstand von
(Theorem 10] und (iii) folgt aus [Corollary 2 to Lemma 24] zusammen mit
(i). Der erste Teil von (iv) gilt nach [Lemma 6'], [Lemma 15] und [Theo-
rem 5); den zweiten Teil gewinnt man aus der Serre-Dualitdt auf E wegen
szoE unter Verwendung von (iii).)

Mlt Hilfe der Abbildungen F r,d aus Satz 5.6 kann man allen Mengen E(r,d)
die Struktur von zu Pic® E und damit zu E isomorphen algebraischen bzw.
analytischen Varietdten verleihen. Anhand der expliziten Konstruktionen in
[At,], die zu den Abbildungen Fr,d fiihren, iiberzeugt man sich leicht davon,
daB die so definierten Strukturen von Varietditen auf E(r,d) nicht von der

Auswahl des Punktes P abhidngen.

Bemerkung 5.7: Aus 5. 6(iv) folgt, daB es fiir jedes r21 ein bis auf Isomor-
phie eindeutig bestimmtes unzerlegbares Vektorraumbundel F‘ vom Rang r
und Grad 0 gibt, das dadurch ausgezeichnet ist, da H (E F )#0 gilt. (Auch
H (E‘, F )#O kann zur Kennzeichnung dienen.) Aus 5.6(iii) folgt daB F‘[ ein
selbstduales Biindel ist: Ft"’"’ Fr'

(Diesen speziellen Biindeln F € E(r,0) wird sowoh! bei der Untersuchung der
reflexiven Moduln auf den einfach-elliptischen Singularititen in diesem Kapi-
tel als auch beim Studium der Darstellungen der lokalen Fundamentalgruppen
dieser Singularititen in dem folgenden Kapitel 6 besondere Bedeutung zu-

kommen.)
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Atiyah hat in [At,] nicht nur die unzerlegbaren Vektorraumbiindel auf einer
elliptischen Kurve vollstdndig klassifiziert und ihre Betti-Zahlen bestimmt,
sondern auch die Krull-Schmidt-Zerlegungen aller Tensofprodukte von unzer-
legbaren Biindeln explizit berechnet. Von diesem Ergebnis werden wir nur
einen sehr kleinen Teil bendtigen, der die Tensorprodukte mit den speziellen
Bindeln F_ vom Grad 0 (vgl. 5.7) betrifft.

Satz 5.8 (Atiyah, [At,, Lemma 24]): Es seien r21 und d €Z teilerfremd.
Fiir h21 sei Fp € E(h,0) das durch HO(E,Fh)#O bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmte Biindel. Dann gilt Fr,d(h)th= Fhr,’hd(l) fir alle XA€Pic® E.

Mit diesem Satz ist es hdufig mdglich, sich auf die Betrachtung von Biindeln
mit zueinander tellerfremden Graden und Rangen zurlickzuziehen. Ein Beispiel
fiir echten Zerfall von Tensorprodukten unzerlegbarer Biindel gibt hingegen
die folgende "Clebsch-Gordan-Formel."

Satz 5.9 (Atiyah, [At,, Theorem 8]): Fiir r2s21 seien F.und F, die in 5.7

definierten Bindel vom Grad 0. Dann gilt:

-Fr ® l:Fs = Fr-u-s-l & Fr+s—3 ®eee e"F"r—s+3 ® Fr—s+l'

(Diese Formel gleicht nicht nur von ihrer duBeren Gestalt her der bekannten
Clebsch-Gordan-Formel fiir die Tensorprodukte von symmetrischen Potenzen
der natiirlichen zweidimensionalen Darstellung von SL,(C). In der Tat kann
némlich F_ als: die (r-1)-te symmetrische Potenz von F, beschrieben werden,
[At,, Theorem 91, so daB 5.9 mit der Clebsch-Gordan-Formel bewiesen wer-

den kann.)

Mit den Sdtzen 5.8 und 5.9 kann der Zerfall von beliebigen Tensorprodukten
| FsFr in unzerlegbare Summanden beschrieben werden. Mehr werden wir nicht
bendtigen. Der folgende Satz, dem wir noch eine Definition voranstellen, ist
ein leichtes Corollar zu der vollstindigen Kenntnis der Krull-Schmidt-Zerle-
gungen von Tensorprodukten. Dieser Satz ist zwar fir die weiteren Ausfiih-
rungen entbehrlich, besitzt aber eine instruktive Konsequenz fiir die Ausdeh-
nungen von Vektorraumbiindeln im Falle von AuflGsungen einfach-elliptischer

Singularitdten, weswegen wir ihn trotzdem erwdhnen.
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Definition 5.10: Fiir ein beliebiges Vektorraumbiindel F wird dessen Anstieg

u(F) definiert als die rationale Zahl u(F) := d—ﬁf—g.

Der Anstieg bietet gegeniiber dem Grad eines Vektorraumbiindels den Vorzug
der leichten Handhabbarkeit sowohl bei Tensorprodukten als auch bei direkten
Summen: Sind Fl,...,Ft Biindel von den Ringen SFR und setzt man r:=

t
+ e + ilt:
1 I» SO g ‘

u(Fls...aFt) u(F1)+...+u(Ft)

I It
- u(F1)+...+ - u(Ft).

r

u(Fle...eFt)

Satz 5.11: Es seien F' und F" zwei unzerlegbare Vektorraumbiindel auf einer
le...th die Krull-Schmidt-Zerle-

gung von F'eF" mit unzerlegbaren Biindeln Gl""’Gt' Dann gilt:

elliptischen Kurve E und es sei F'eaF" =G

”(Gl) 2 e = u(Gt) = w(F'aF") = u(F')+u(F")

Begriindung: (Alle Zitate beziehen sich auf [At,].) Mit [Lemma 24] und
[Lemma 29] kann die Berechnung von F'sF'" auf [ Theorem 8] sowie [Theo-
rems 13,14 ] zurlickgefiihrt werden. In allen drei Fillen besitzen die dort

auftretenden direkten Summanden eines Tensorproduktes alle den selben An-

stieg. R

Corollar 5.12: Wenn F ein unzerlegbares Vektorraumbiindel iiber einer ellipti-

schen Kurve E ist, dann zerfillt das Endomorphismenbiindel F*e F von F in

eine direkte Summe von unzerlegbaren Biindeln vom Grad 0.
Daraus folgt nun ganz leicht:

Corollar 5.13: Es sei (X,E) die minimale Aufldsung einer einfach-elliptischen

Flichensingularitdt: E ist also eine glatte elliptische Kurve und X der Total-
raum eines Geradenbiindels OE(-bP), PEE. Die zugehérige Biindelprojektion sei
mit p: X = E bezeichnet. Ist nun F ein unzerlegbares Vektorraumbiindel iiber
E, so ist jede Ausdehnung von F zu einer lokal freien Garbe F auf X zu der

trivialen Ausdehnung p*F von F entlang der Fasern von p isomorph.
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Beweis: Wegen 3.15 geniigt es zu zeigen, daf} alle Gruppen HI(E,F"'e F(-pE))
fiir u21 verschwinden, weil dann nach 3.15 alle sukzessiven infinitesimalen
Ausdehnungen eindeutig sind. Wegen 5.3(1) ist F*e F(-uE) = F” ¢ F(ubP) und
zerfillt daher nach Satz 5.12 in eine direkte Summe von unzerlegbaren
Biindeln echt positiven Grades (und mit Anstieg pb), so daB aus 5.6(iv) die
Behauptung Hl(E,F"o F(-uE)) =0 folgt. K

5.14. Fiir Geradenbiindel folgt die Tatsache, daB die Projektion p: X ~E einen
Isomorphismus p*: Pic E = Pic X induziert, viel einfacher durch einen Ver-

gleich der Exponentialsequenzen von E und von X:

Hl(e,z) ~ HY(E,0) ~ Pic E -~ HX(E,Z) ~ H2(E,0) = 0
b L |
H (X,Z) -~ H(X,0) = Pic X = HY(X,Z) ~ H"(X,0) =0
Die vier &dufleren vertikalen Abbildungen sind Isomorphismen, weil E ein

Deformationsretrakt von X ist und weil HI(E,O) =C=H1(5(,0) gilt. Das

Fiinferlemma liefert die behauptete Isomorphie Pic E = Pic X.

Reflexive Moduln. Fiir diesen Abschnitt sei (X,x) eine einfach-elliptische

Singularitit vom Typ El(b) und n: (X,E) =(X,x) eine minimale Aufldsung, die
wie in 5.2 die Form'ﬁ:lOE(-bP)I besitze, wobei P ein Punkt der glatten
elliptischen Kurve E sei. Wir fixieren diesen Punkt und verwenden ihn zu-
gleich als einen Basispunkt fiir die Beschreibung der unzeriegbaren Vektor-

raumbiindel auf E nach Satz 5.6, dessen Bezeichnungen wir beibehalten.

Als Reduktionszykel zur Beschreibung der reflexiven Moduln kénnen und
werden wir auf X die reduzierte . exzeptionelle Kurve E verwenden. Nach
Theorem 4.7 haben wir auf E diejenigen unzerlegbaren Vektorraumbiindel G
zu betrachten, die (i) generisch von ihren globalen Schnitten erzeugt werden,
und fir die (ii) Hl(E,G)=0 gilt. Die Bedingung (ii) kann sofort mit Satz
5.6(iv) interpretiert werden. Zu (i) stellen wir fest (siehe auch [Bru, Lemma
All):

Lemma 5.15: Ein unzerlegbares Vektorraumbiindel G iiber einer elliptischen

Kurve E wird genau dann generisch von seinen globalen Schnitten erzeugt,
wenn entweder G0, oder u(G) 21 (d.h.: deg G 2 tk G) gilt.
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Beweis: -‘Wir nehmen gleich G#OE an. Allein fiir die Existenz einer hinrei-
chenden Anzahl linear unabhidngiger Schnitte ist nach 5.6(iv) schon deg G2
rk G notwendig.

Nun sei G mit deg G 2 rk G gegeben. Ist Q€E ein beliebigér Punkt, so hat
man eine exakte Sequenz 0-~G(-Q)~-G~G.—~ 0, wobei G. die Faser von G
iiber dem Punkt Q ist, und daraus erhidlt man HO(E,G) -'GQ-' HI(E,G(-Q)).
Wegen deg G(-Q) 20 ist nach 5.6(iv) HI(E,G(-Q))=0 fliir zumindest fast alle
Q€E. Also wird G generisch von globalen Schnitten erzeugt. [}

Zusatz: Ein unzerlegbares Biindel G auf einer elliptischen Kurve E wird genau

dann iiberall von globalen Schnitten erzeugt, wenn G =OE oder u(G)>1 gilt.
Ein unzerlegbares Biindel G vom Rang r mit u{(G)=1 wird in genau einem
Punkt Q€E nicht von seinen globalen Schnitten erzeugt, der durch G(-Q) =Fr
(vgl. 5.7) bestimmt ist.

Begriindung: Der Beweis von 5.15 zeigt, daB u(G)>1 hinreichend fiir die
Erzeugung durch globalé Schnitte ist, und daR im Falle u(G) =1 héchstens ein
Halm nicht von globalen Schnitten erzeugt wird. Andererseits besitzt ein
unzerlegbares Biindel G mit u(G)=1 aber genau r=r1k G linear unabhingige
Schnitte. Wiirden diese G erzeugen, also in allen Punkten linear unabhingig
sein, so miite G ein triviales Biindel vom Rang r sein - im Widerspruch zur
Annahme p(G)=1.

Man kann jetzt direkt das Theorem 4.7 zur Angabe der unzerlegbaren reflexi-

ven Moduln auf (X,x) einsetzen. Das Ergebnis lautet:

Theorem 5.16: Es sei n: (X,E)—~(X,x) die minimale Auflésung einer einfach-

elliptischen Singularitdt (X,x) vom Typ El(b). Dann ist E eine glatte ellip-
tische Kurve und X =|0E(-bP)|. Jedem reflexiven Modul M auf (X,x) wird
durch R(M) :=(1*M) "o Op ein Vektorraumbiindel auf E zugeordnet, durch das
umgekehrt M bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt wird. Als Bilder von
unzerlegbaren reflexiven Moduln unter R treten bis auf [somorphie genau die
im folgenden definierten Vektorraumbiindel F;’d(h) vom Rang r21 mit X\ €
Pic®° E und r<d<(b+1)r auf:

Fr d(k) , wenn d<br oder d=br und A £1;
Fr',d(k) 1= OEaFr-l,b(r-l)(l) , wenn d=br und A=1;
nOEQFr-n,b(r-n)«c-n(x) , wenn d=br+n, 0<n<r.
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Bemerkungen 5.17: (1) Nach Theorem 5.16 steht die Menge der Isomorphie-

klassen von unzerlegbaren reflexiven Moduln {iber (X,x) in Bijektion zu
{(r,d,A) E NxZxPic® E | rgd<(b+1)r }.

Im Anschluf an den Beweis von Theorem 5.16 werden wir verdeutlichen, daB
es sich dabei um eine iiber (r,d) indizierte abzidhlbare Véreinigung von iiber
Pic® E = E parametrisierten analytischen Familien von reflexierten Modﬁln
handelt.

(2) Das dem trivialen Modul OX iber X entsprechende Vektorraumbiindel
R(OX) iiber E ist Fi,b(l)ﬂOE.

(3) Im Falle einer einfach-elliptischen Singularitit vom Typ El(1) besitzen
alle Bindel F] (l) eines festen Ranges r21 mit der einzigen Ausnahme des
Biindels F (1) den selben Grad r. Weil der Grad von R(M) zugleich die
Chemklasse c (F) der voilen Garbe F"‘(n“'M)" ist,* eignet sich der soge-
nannte "Cherncharakter" (rk(F),cl(F)) nicht zur Unterscheiduhg der Isomor-

phieklassen von unzerlegbaren reflexiven Moduln.

Beweis von Theorem 5.16: Es sei M ein unzerlegbarer reflexiver OX-Modul

vom Rang r. Wir setzen gleich M=|=OX voraus. Dann ist F:=R(M) nach Theo-

rem 4.7 von der Form F‘=n0E e G, wobei 0 gn<r gilt und G ein unzerlegbares
Biindel ist, fiir das (unter Verwendung von 5.15) gilt:

(i) deg G 21k G =r-n;

(i) HXE,G) = 0;

(i) h’(E,G(E)) =

Nach (i) ist G eines der Biindel F (A) mit d2r-n. Wegen 5.6(iv) ist

dann automatisch schon (ii) erfiillt. AuISerdem gilt nach 35.6(iii):

n,dMSOG(E) =y ((e0G(ER) = F g )

so daB die Eigenschaft (iii) bei abermaliger Verwendung von S5.6(iv) dazu
dquivalent ist, da einer der folgenden drei Fille vorliegt:

1) n=0: d-b(r-n)<0 oder d-b(r-n) =0 und A#1;

2) n=1 und d-b(r-n) =0 und rx=1;

3) n21 und d-b(r-n)=n.
Dies sind genau die drei Fille, die bei der Definition von F["d(k) unterschie-

den wurden. |

*) Nach 5.14 ist Pic X kanonisch zu Pic E isomorph, wobei die Chernklassen einan- -

der entsprechen.
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Das Theorem 5.16 stellt nur eine abstrakte bijektive Beziehung her zwischen
der Menge der Isomorphieklassen von unzerlegbaren reflexiven Moduln iber
einer Singularitit (X,x) vom Typ El(b) und der iiber Paare (r,d) mit r21
und rgd<(b+l)r indizierten disjunkten Vereinigung von ‘abzdhlbar vielen

Kopien von Pic® E ~E.

Natiirlich wiinscht man sich fiir jedes Paar (r,d) eine - in zu prézisierender
Weise - kontinuierlich von A€Pic® E abhingende Familie unzerlegbarer Moduln
Mr’d(k), fir die R(Mr'd(x))=Fl'_,d(l) gilt. Wenn d#br ist, dann ist die Exi-
stenz einer solchen Familie ziemlich plausibel: Man hdtte dazu nur die Aus-
dehnung der Biindel F;,d(l) zu vollen Garben Fr’d(l) auf X so durchzufiihren,
daB die kontinuierliche Abhédngigkeit von X erhalten bleibt, und anschliefend

(J\) =n,F d(JL) zu bilden, wobei n: X -~ X die minimale Aufldsung sei.
(Vgl den Bewels zu 3.5.) Im Falle d=br ist jedoch F! (A) =F (A) fir
A#1 und F! . br (1) = OpoF, £1,b(r 1)(1) so daB diese emfache Idee hler gewif
nicht zum Z:el fihre.

Wir beschreiten daher einen anderen Weg, wobei wir uns die Aquivalenz der
Kategorien von reflexiven Moduln auf (X,x) und von Vektorraumbiindeln auf
dem punktierten Spektrum X-{x} oder, was das selbe ist, von Vektorraum-

biindeln auf X-E, zu eigen machen. (2.14)

Unser Ziel ist die Konstruktion von Vektorraumbiindeln G d()c) auf X-E fiir
jedes Paar (r,d) mit 1<rgd<(b+1)r, die analytisch von J\E Pic® E abhangen
und die Eigenschaft haben, daB fiir den zugehdrigen reflexiven Modul M (A)
-],n,G (A) gilt: R(M (7\)) F (Jt) (Dabei sei x': X-E -~ X-{x} dle Em-
schra.nkung der Auflosung t auf X E und j sei die offene Inklusion von X-{x}
in X.)

Fir die minimale Aufldsung n: (X,E) -~ (X,x) setzen wir wieder 5{=|0E(-bP)|
mit der Einbettung von E als Nulischnitt voraus und sehen X-E als ein C*-
Faserbiindel iiber der Kurve E an, wobei s: X-E -~ E die Biindelprojektion be-

zeichne.

Proposition 5.18: Es sei M ein unzerlegbarer reflexiver Modul auf (X,x) und

F:=(n*M)*~ die zugehérige volle Garbe auf X. Wenn F00E= Fl d(k) gilt, dann
. - ~ * ’
ist FlX-E s Fr’d(k).

(Mit den Bezeichnungen aus 5.6 und 5.16.)
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Corollar 5.19: Die unzerlegbaren Vektorraumbiindel auf X-E sind (bis auf
Isomorphie) genau die Biindel der Form s"F‘r d()x) mit 121, rgd<(b+1)r und
A €Pic® E.

Corollar 5.20: Fiir r21 und rgd<(b+1)r ist G (k) :=s* r (l) eine analy-
’

tisch von A€ Pic® E abhdngende Familie von Vektorraumbundeln auf X-E, fiir

die R(j,,, (A)) F' (A) fiir alle X € Pic® E gilt, wobei j: X-{x} - X die

offene [nklusmn und n' X E - X-{x} die Restriktion der Auflésung n bezeich-

nen.

Beweis von Proposition 5.18: Es sei F wie in 5.18. Dann ist F die bis auf

Isomorphie eindeutig bestimmte Ausdehnung von F':=F} d(k) zu einer vollen
~ H
Garbe auf X.

Ist d<br oder d=br und nicht A =1, so gilt H(E,F'(E))=HO(E,F'(-bP)) =0

nach 5.6(iv), so daB wegen 3.10 jede Ausdehnung von F' eine volle Garbe ist.

Also besitzt F' bis auf Isomorphie nur eine einzige Ausdehnung auf X, nim-

lich etwa p*F', wobei p: X -~ E die Biindelprojektion von X =| OE(-bP)| sei.

(Da F' in diesem Fall unzerlegbar ist, folgt das natiirlich auch aus 5.13.)
o ¥ - mg*® 1 F' = . o1

Aus F=p*F' folgt FIX—E s*F', wobei F —Fr’d(l) gilt. |

Auch im Falle r=1, d=b und A =1, dem trivialen Modul 0 entsprechend, ist
nichts zu zeigen, weil die Ausdehnung von Fy b(1) = () (bP) durch p* (wie
oben) auf X nach 5.3(1) zu 0Og ( E) isomorph 1st also uber X-E das triviale
Bindel Og . beschreibt. |

Jetzt sei F'=n0EeG mit hO(E‘,,G(—bP))=n>0 und G unzeriegbar. Wihit man
n linear unabhéingige Schnitte in F', die nO erzeugen, so konnen diese
wegen H (x F(-E)) =0 (3.12) zu Schnitten in F fortgesetzt werden, die dort
ein triviales Unterbiindel nOs( aufspannen, weil sie lokal um E immer noch
punktweise linear unabhidngig sind. Mit G als dem Cokern von nox in F erhélt
man die obere Zeile in dem Diagramm

(e) O*nOX*F-‘G-’O

I i :

(e") 0 =n0g = F"~G(E) =0
. Die Sequenz (e) definiert eine Klasse e €H (X nG*) “‘Exto (G, n Oy ), deren
Einschriankung auf E zu einer Klasse in H (E nG*) “ExtoE(G n0g ) verschwm—

det, weil die Einschrdnkung von (e) auf E spaltet. Folglich wnrd e von einem
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Element e"€ Hl(f(,nG"(-E)) =Ext%)i(G(E),nO}~() induziert, so daB sich. (e) als
das Pull-back beziiglich G=G(E) der zu e" gehdrenden Extension (e") schrei-

ben ldB8t, wie es oben in dem Diagramm angedeutet wird.
Die Restriktion von (e") auf die Kurve E ist eine Extension der Gestalt
0- nOE - F" = G(-bP) -~ 0, ' (*)

deren Corand 6: HO(E‘.,G(-bP)) -'Hl(E'.,nOE) gerade mit dem Corand iiberein-
stimmt, der durch die Ausdehnung von F' zu FZE in der in 3.10 genannten
Weise bestimmt wird: HO(E,F’(-bP))-’Hl(E,E"). (Siehe dazu die Identifizie-
rungen der Cohomologiegruppen im Beweis von Theorem 4.7 und das Dia-

gramm in 3.14 zur Ubereinstimmung der Corandabbildungen.)

Da wir nach Voraussetzung in der Situation F'#OE sind, ist 6 nach 4.9 (und
3.14) ein Isomorphismus. Nun ist weiter nach Voraussetzung entweder n=1
und G(-bP) das spezielle Grad-0-Biindel vom Rang r-1, das einen holomor-
phen Schnitt enthdlt (5.7), oder es ist 0<n<r und es gilt deg G(-bP) =n. In
beiden Situationen wird nach Atiyah durch (*) ein unzerlegbares Biindel F"
definiert, sofern nur der Corand & ein Isomorphismus ist ([At,, Lemma 16 &
proof]). Im ersten Fall ergibt sich F"=Fr’0(1),.im zweiten Fall F"=Fl_,n(>\),
-n)+n(k)’ also G(-bP):Fr_n,n(k), war. (Siehe hierzu auch
den Abschnitt 5.34 im Anhang zu diesem Kapitel.)

wenn G= Fr-n,b(r

F'" ist als Ausdehnung eines unzerlegbaren Biindels F" nach Proposition 5.13*
automatisch eine triviale Ausdehnung F"=p*F". Weil G und G(E) iber X-E
isomorph sind, stimmen  eingeschrdnkt darauf auch die oben definierten Ex-
tensionen (e) und (e") iiberein, so daB insbesondere gilt:
- ~ EN o EM(_ ~ n*EN ~ ¥R
Flg g = F'lg_g = F'(-B)lg g = p*F"(bP)| ¢ . = s*F"(bP).

Schlielich ist F"(bP) in dem hier untersuchten Fall das Biindel F‘r c!(k), wie

man aus 5.6(ii) ersieht. Damit ist die Proposition 5.18 bewiesen.

Begriindungen fiir die Corollare: Das Corollar 5.19 erhdlt man trivialerweise

als eine Kombination der Aussagen von 2.14, 3.2, 5.16 und 5.18. _|

*) 5.13 wird nicht unbedingt benétigt! Fiir F kann ndmlich jede Ausdehnung von FZZ
zu einem Blndel auf X eingesetzt werden und es ist leicht zu sehen, daB durch ge-
eignete Wahl von F jede Ausdehnung F" von F" produziert werden kann, insbesonde-
re die triviale Ausdehnung durch p*.
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Auch Corollar 5.20 ist leicht zu begriinden. Zundchst hédngt Gr,d(l) in analy-
tischer Weise von A ab, weil es sich um die Hintereinanderausfiihrung der
Abbildungen F_ (aus 5.6) und s* handelt. Weiter ist n]G einfach die Inter-
pretation von G G (A) als ein Vektorraumbiinde! auf dem punktierten Spek-
trum und die Ausdehnung j«"4G ist der zugehdrige reflexive Modul, dessen
zugeordnete volle Garbe F auf X via n' iber X-E mit G ibereinstimmt. Aus
G =s"'Fr,d(k) folgt schiieflich R(j*_n,:,G)‘-‘"-Fl{,d(k) nach 5.18. [k

Bemerkung 5.21: Die Aussage von Corollar 5.19 iiber die Klassifikation von

unzerlegbaren Vektorraumbiindeln auf dem Komplement des Nullschnittes
eines negativen Geradenbiindels X iiber einer glatten elliptischen Kurve E gilt
wortlich ebenso fiir den Fall, daB X der Totalraum eines positiven Geraden-

biindels iiber E ist.

(Der Grund hierfiir ist, da@ X-E gleichermaBen das Komplement des Null-
schnittes wie auch das Komplement des unendlich fernen Schnittes ist, wenn
man hilfsweise die zu X = |L| gehérige Kompaktifizierung durch das projektive
Biindel IP(LeOE) betrachtet. Der unendlich ferne Schnitt kann dabei als der
Nullschnitt des inversen Biindels L” aufgefafit werden.)

Bemerkung 5.22:* Die in Corollar 5.20 definierten Familien j,‘,n,}‘s"‘Fr d(JL) von

reflexiven Moduln sind im allgemeinen keine flachen Familien von Moduln.

(Bei einer flachen Familie von Moduln ist die Minimalzahli von Erzeugenden,
also der Corang, der Moduln lokal konstant in Abhédngigkeit von dem Para-
meter A. Dies ist offensichtlich fiir die durch r=1 und d=b bestimmte Fami-
lie nicht der Fall, weil diese fiir A=1 den trivialen Modul 05( enthilt, fir

A#1 aber nichttriviale Moduln mit Corang >1.)
Eine weitere Folgerung aus der Proposition 5.18 ist

Proposition 5.23: Ist M ein reflexiver Modul auf einer einfach-elliptischen

Flichensingularitit (X,x), so operiert die Gruppe C* in einer von der Opera-
tion auf (X,x) induzierten natiirlichen Weise auch auf M. (M besitzt also
eine zu der Graduierung von 0 x kompatible Graduierung durch homogene
Komponenten.) (Zur C*-Aktion auf (X,x) siehe 5. 3(8).)

*) Fiir den Hinweis auf diesen Sachverhalt bin ich G.-M. Greuel dankbar.
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Beweis: Es sei U:=X-{x} das punktierte Spektrum von (X,x); zusdtzlich be-
halten wir die vor 5.18 eingefiihrten Bezeichnungen bei. Nun sei M ein re-
flexiver OX-Modul und MU
Halm M von M im singuldren Punkt x durch M = H (U M ) gegeben und die
Operatlon von Skalaren t€C* auf U 1nduz1ert Abblldungen t*: H (U M )—-
H (U t*M ) Um zu zeigen, daf dadurch eine C*-Aktion auf M bestlmmt

wird, miissen Isomorphismen o(t): MU-'t"‘MU fiir alle teC* gefunden werden,

die Einschrinkung von M auf U. Dann wird der

die fiir alle t',t"€C* den Bedingungen ¢(t't") =g(t')op(t") geniigen.

Man kann MU als eine lokal freie Garbe auf dem Komplement X-E der
exzeptionellen elliptischen Kurve E in der minimalen Auflésung (X,E) auf-
fassen, wobei C* auf den zu C* isomorphen Fasern von s: X-E - E durch
Multiplikation operiert (5.3(8)). Nach 5.18 ist die Liftung G von My auf X-E
isomorph zu der trivialen Ausdehnung s*F eines Vektorraumbiindels F iiber E
lings der Fasern von s. Fiir t€C* gilt dann t*s*F ~s*F, weil t fasertreu be-
ziiglich s operiert, und daraus ergeben sich die gewiinschten Isomorphismen
G>t*G und MUEt*MU. [

Wir kehren noch einmal kurz zu den Familien von reflexiven Moduln auf den
einfach-elliptischen Singularitdten zuriick und geben eine algebraische Charak-
terisierung derjenigen Moduln, die in Theorem 5.16 durch die Ausnahme-
biindel F;,br(l) gekennzeichnet wurden und deren Einfiigung in kontinuierliche

Familien von Moduln eine nichttriviale Aussage des Corollars 5.20 war.

Proposition 5.24: Die in 5.16 durch R(Dr)=F;,br(1)= oEeFr-l,b(r—l)(l) be-
stimmten Moduln Dr vom Rang r21 auf einer Singularitit (X,x) vom Typ
El(b) sind die reflexiven Hiillen von den symmetrischen Potenzen der Kihler-
Differentiale auf X: D =(St-191 ) .

(Insbesondere ergeben sich fiir r-l 2 der triviale Modul O und der Modul
der Zariski-Differentiale Dy _(n )T

Beweis: Fir r=1 ist nichts 'zu beweisen. Fir r=2 zeigen wir geringfiigig
mehr als behauptet wurde, ndmlich die Ubereinstimmung der zu F2 Zb(1) ge-
hérenden vollen Garbe F auf X mit der Garbe 01~ (Damit entsptlcht der

X*

zugehdrige Modul D, der Garbe al auf dem punktierten Spektrum U:=X-{x},

U
ist also der Modul der Zariski-Differentiale.)



105

Es sei F:= F‘z 2b(1)' Og® Op (bP). Wegen H (E F e F(bP)) *C und dem Ver-
schwinden aller hoheren Extensmnsgruppen H (E F*es F(ubP))=0 fiir p22
besitzt F bis auf Isomorphie (von Garben) nach 3.15 nur zwei Ausdehnungen
auf X: Die triviale Ausdehnung p‘F#p‘OEap*OE(bP)'=OXGOX(-E‘.) (mit der
Projektion p: X~ E) und eine nichttriviale Ausdehnung, die durch F représen-
tiert wird, denn F ist unzerlegbar. (Alle nichttrivialen Extensionen kd&nnen
durch die Operation von Automorphismen von F - hier einfach die Multipli-

kation mit Skalaren in einem der Summanden - ineinander iiberfiihrt werden.)

Wir zeigen,, da8 auch al eine nichttriviale Ausdehnung von F ist. Zunéchst

X
ist QXGOE“’F‘ denn es gibt eine natiirliche exakte Sequenz O"Né"ﬂ%-(e() .
né:-0 mit dem Conormalenbundel N =0 (bp) und 9[13.. 0.. Diese Sequenz

spaltet wegen H (E Np) =0. (vVgl. [AG Proposmon 1. 8.4A])

Es bleibt die Unzerlegbarkeit von ni-( nachzuweisen. Wiirde QX in Oxe Og(-E‘.)
zerfallen, so gidbe es eine meromorphe 1-Form a mit Polen der Ordnung 1
genau lings E und ohne Nullstellen auf X. Wir betrachten wieder die Koordi-
natenﬁberdeckung aus 5.3(3): AuBerhalb der Faser von i=|OE(—bP)| iber P
kann o hinsichtlich der trivialisierenden (z,t)-Koordinaten in der Form « =
f(z,t)dz + g(z,t)dt geschrieben werden, wobei f holomorph ist und g in der
Form g(z,t)=g°(z,t)%+(h010morphv) geschrieben werden kann, wobei die holo-
morphe Funktion g, léihgs t =0 nicht verschwindet. Die Umrechnung der Form
o in die (%,T)-Koordinaten lokal um die Faser von X iiber P, die durch 7 =0
gegeben wird, fiihrt zu

b-1

a = (f(C,CbT)+bC tg(C,CbT))dC + ;bg(C,Cbt)d‘r.

Darin weist der Summand bcb‘lt g(C,Cbr)=bg°(C,Cbt)%+... des Koeffizienten
von dC einen Pol ldngs der Faser £=0 auf,* was im Widerspruch zur An-

nahme steht. Also ist n%—( unzerlegbar und es folgt Q}(= F. |

Die Aussage iiber die Fille r>2 gewinnt man mit Hilfe von 5.18 nun leicht

aus der Aussage iiber r.=2. Der Modul (s*~ L 1)" wird ndmlich durch das

Biindel S'~! %} iber U=X-{x} eindeutig bestlmmt und das zu ST [lj ent-

sprechende Biindel auf X-E ist nach dem eben Gezelgten gerade s~ -1 1 =

X E
Sr-l( 2 Zb(l)) Es ist also S'~ 1(s"'F2 2b(1)) ,br(l) nachzuweisen.

*) Dieser Pol kénnte durch den anderen Summanden £(Z, Cbr) nur dann weggehoben
werden, wenn f(z,0) eine meromorphe Funktion auf E mit einem Pol erster Ordnung

in PEE wire. Solche Funktionen existieren nicht auf elliptischen Kurven.
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Fir jedes r21 gilt:
* 1) o o* ~ o™ . *
s Fr,br(l) 2 g (FI,O(I)GOE(bP)) =g Fr,O(l)GS OE(bP)
~ ¥ A\ ~ o :
= s Fr’0(1)ooi(-a)|X_E s Fr’0(1).

Daraus folgt:
r-1 * ~ r-1 * ~ ¥ r-1
STTUS'F, (1)) = STUSF, (1)) = sMSTUF, (1)

und nach [At,, Theorem 91 ist Sr-l_F‘2 0(1) =F 0(1), woraus schlieBlich
? ? .
Sr—l(s"‘l-"‘2 2b(1))= s"'F‘r 0(1)=S*Ft br(l) folgt, was zu zeigen war. [}

Wir werden im AnschluB an die Bestimmung der aus den reflexiven Moduln
gebildeten Auslander-Reiten-Kd&cher noch eine weitere Eigenschaft der spe-

ziellen reflexiven Moduln Dr aus Proposition 5.24 angeben.

Auslander-Reiten-Kdcher. Wir halten weiter daran fest, daR (X,x) eine

einfach-elliptische Flichensingularitit des Typs El(b) bezeichnet und n: (X,E)
»(X,x) eine minimale Aufldésung von (X,x) mit 5(=|OE(—bP)| ist, P€E.
AuBerdem sei wieder s: X-E—~E die Biindelprojektion von X-E als C*-Biindel
iiber der elliptischen Kurve E. Wir werden gelegentlich auch von den in 5.6
und 5.16 eingefiihrten Vektorraumbiindeln F't,d(x) und Fl{’d(l) auf E Gebrauch

machen. Zusidtzlich definieren wir:

Bezeichnung 5.25: Mit Mr d(?«.) wird die Isomorphieklasse der im Sinne von
H

Theorem 5.16 durch R(Mr d(k))=Fl[ d(J\) mit r21, rgd<(b+1)r und A€Pic®° E
. ) [ ' -
gekennzeichneten Moduln auf (X,x) bezeichnet.

(Um den Schreibaufwand gering zu halten, werden wir die Moduln aus der
Klasse M_ d(Jt) einfach- wieder mit M_ d(7t) bezeichnen. Dies birgt keine Risi-
1

ken, da wir uns stets nur fiir Isomorphietypen interessieren.)

Die Bestimmung der Auslander-Reiten-Sequenzen in der Kategorie MCM(X,x)
der reflexiven OX-Moduln und damit auch des zugehdrigen Auslander-Reiten-
Kochers AR(OX) kann jetzt mit Hilfe der von Auslander definierten Funda-
mentalsequenzen (2.30) durchgefiihrt werden, wobei ein zum Beweis von 5.24
analoges Argument die Zuriickfithrung auf die von Atiyah in [At,] getroffe-
nen Aussagen tiber die multiplikative e-Struktur der _unzetlegbaren Vektor-

raumbiindel iiber elliptischen Kurven ermdglicht.
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Theorem 5.26: Es sei (X,x) eine einfach-elliptische Singularitit vom Typ

El(b). Weiter sei (in den Bezeichnungen von 5.25) Mr,’d,(x):[-'ox ein ‘nicht-
projektiver unzerlegbarer Modul aus MCM(X,x), d.h. es ist nicht r'=1, d'=b
und A =1. Schreibt man r'=hr und d'=hd mit zueinander teilerfremden r und
d und mit h21, so ist die in Mr,,d,(l) ‘endende Auslander-Reiten-Sequenz
von MCM(X,x):

0 = Myr,0d™ ™ Mnen)r, (ha1)d™ @ Mnt)e, (0-1)d™ = Mg pa® = 0-
(Wenn h=1 ist, dann entfdllt selbstverstindlich der zweite Summand des
Mittelterms.)

Insbesondere ist also die Auslander-Reiten-Translation in MCM(X,x) die Identi-
tdt auf den Isomorphieklassen von unzerlegbaren nicht-projektiven Moduln.
Dies hatten wir allerdings schon in 2.34(1) als eine Konsequenz aus der

Gorenstein-Eigenschaft (5.3(5)) festgestellt.

Corollar 5.27: Der Auslander-Reiten-Kdcher AR( Ox) der reflexiven Modqln
auf einer einfach-elliptischen Singularitdt (X,x) vom Typ El(b) zerfdllt in
abzdhlbar unendlich viele iiber Pic® E parametrisierte Familien von R&hren
vom Rang 1:

AR(0y) = %ll Ry, dd) M ) =My o () =My 34(8) =,

wobei die Vereinigung iiber Tripel (r,d,x) mit r21, rgd<(b+1)r, (r,d)=1"
und A€ Pic® E gebildet wird.

Bemerkung 5.28: Es gibt fiir jedes r21 genau b-¢(r) Pic® E-Familien von

Rang-1-Réhren im Auslander-Reiten-Kécher einer Singularitit vom Typ El(b),
die mit einem Modul vom Rang r beginnen. (Dabei steht ¢(r) fiir die Euler-
sche ¢-Funktion, die die Anzahl der zu r teilerfremden Zahlen in 1,2,...,r

angibt.)

Beweis von Theorem 5.26: Nach 2.32 erhdlt man die in M=M (1) endende

r',d!
Auslander-Reiten-Sequenz aus der Fundamentalsequenz (2.30)

0~w = D=0,

durch Tensorieren mit M und Bildung der reflexiven Hiillen:

-C -0
X

0- (Mewx)" - (MaD)"™™ = M ~ 0.
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Hier 1st (X,x) Gorensteinsch und quasihomogen (5.3), so daR mX-O und
"‘(ﬂ )"' gilt (2. 35) und die in M endende Auslander-Reiten-Sequenz die
Form 0 M- (MOQ )"'-'M 0 annimmt.

Der Mittelterm (Meﬂ )”" ist durch seine Einschridnkung auf das punktierte
Spektrum U:=X-{x} bestxmmt also durch das Biindel MU U die
Einschrinkung von M auf U bezeichnet. Die zu MU und 9[1) entsprechenden
Biindel auf X-E sind s*F o d,(x) und s*F 2 sp(1) = s'F, (1) (siehe 5. 18 5.24

und auch den Beweis von 5 24.) Damit kann das Tensorprodukt M

oQU, ‘wobei M

u® U leicht

auf X-E wie folgt ausgerechnet werden (mit 5.8 und 5.9):
. .
s (Fr’,d'(l) o.FZ,O(l))
* \
s (Fr,d(l)@Fh’O(l)GFZ,O(I))
S*(Fr,d(l)C(Fh_[_l’o(l)QFh_l’o(l)))
* * :
s (F:,d(") oF, .1, 0(1))es (Fr,d()‘)th-l,O(l))

R

s*F .d.(l)os 20(1)

1]

1

R

(A) es®F

S*F(h+1)r,(h+1)d (h-1)r,(ﬁ-1)d(")

Aus der Proposition 5.18 folgt jetzt

1 ou 5 .
(Mo 2 )™ = Mep,1)r, (h+1)d™ @ M(n-1)r, (h-1)d -

Damit ist das Theorem 5.26 bewiesen. [k

Begriindungen zu 5.27 und 5.28: Das Corollar 5.27 ist eine triviale Konse-

quenz aus dem Theorem 5.26, das mit Hilfe von Satz 2.22 alle irreduzibien
Morphismen liefert. (Die Anfangspfeile der Réhre Rl b(l) 0 =D=.. erhilt
man aus 2.32 und den darauf folgenden Anmerkungen.) B

Auch 5.28 folgt dann sofort aus 5.27, denn in dem Bereich rgd<(b+1)r gibt

es genau b-¢(r) zu r teilerfremde ganze Zahlen d. ||

5.29. Wir geben noch zusidtzlich eine heuristische Interpretation des "Auslan-

" der-Reiten-K&chers AR(OX), die sich noch enger an die Proposition 5.18 an-

lehnt.

In der Kategorie der lokal freien Modulgarben auf einer elliptischen Kurve E
kann analog zu Kapitel 2 ein Auslander-Reiten-Kd&cher definiert werden, der
ebenso wie AR(OX) durch Auslander-Reiten-Sequenzen beschrieben werden
kann. Nach [AuReis, Chapter II.3] (sieche auch 5.37 im Anhang zu diesem
Kapitel) hat dieser K&cher das folgende Aussehen:
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';JELA Fo g = Fpppg) = Fyp 3400 = Fy yq0) = ... ™M

wobei die Vereinigung iiber alle Tripel (r,d,A) mit r21, d€Z zu r teiler-
fremd und A€Pic® E gebildet wird.

Nun werde wieder X-E via s: X-E ~E als ein C*-Biindel iiber E aufgefaBt.
Die Anwendung von s* auf den- Kécher (*), wobei die Bilder von zwei Punk-
ten F d(Jt) und F . cl,(JU) genau dann identifiziert werden, wenn s*F d(k):
s*F_, d,(JL) gilt, erglbt den Kécher AR(Oy), der in dieser Weise als ein Quo-

tlent aus dem Auslander- Rexten-Kocher (*) der Vektorraumbiindel auf E

entsteht.
(Tatsi«ichlich gilt genau dann s* (l) o d’('\ ), wenn fiir ein p€Z gilt:
. d,(k )= (JL) a( (ubP) denn dann unterschelden sich die trivialen Aus-

dehnungen dleser Bundel auf X um einen Twist mit 0 (-pE), der auf X-E

trivial ist. Die Bilder der Fr (x) unter s* konnen also etwa durch rgd<
’

(b+1)r und A€Pic® E indiziert werden.)

5.30. An den Auslander-Reiten-Kochern der reflexiven Moduln von Ei(b)-
Singularitdten kann man leicht erkennen, daf es in den Kategorien von
maximalen Cohen-Mécaulay-Moduln im allgemeinen nicht moglich ist, belie~
bige Nichtisomorphismen zwischen unzerlegbaren Moduln als Linearkombina-
tionen von Kompositionen irreduzibler Homomorphismen darzustellen: Es gibt
zu jedem unzerlegbaren reflexiven OX-Modul M nichttriviale Homomorphismen
von dem trivialen Modul OX ausgehend in M hinein. Eine Faktorisierung {iber
irreduzible Homomorphismen kann aber hdchstens dann existieren, wenn M
und OX in ein und derselben Zusammenhangskomponente des Auslander-
Reiten-Ko6chers liegen, was hier im graphentheoretischen Sinne zu verstehen
ist. Fiir einen Homomorphismus OX*M von reflexiven Moduln i{iber einer
El(b)-Singularitdt bedeutet dies, da® M in der Ré&hre Rl,b(l) liegen muB, die
genau aus den Isomorphieklassen der reflexiven Hiillen von allen symmetri-
schen Potenzen des Moduls 0;( der Kihler-Differentiale besteht. (5.24, 5.27)
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Orientierbare Moduln. In diesem Abschnitt gehen wir kurz auf die Rolle

ein, die die von Herzog und Kiihl eingefiihrten orientierbaren Moduln bei den

einfach-elliptischen Fldchensingularititen spielen.

Nach wie vor bezeichne (X,x) eine einfach-elliptische Singularitdt der Klasse
El(b); auch die iibrigen Bezeichnungen aus den vorhergehenden Abschnitten

werden beibehalten.

Definition 5.31 (Herzog-Kiihl, [HeKidl): Ein reflexiver Oy-Modul M vom Rang

. . . . SR
r wird orientierbar genannt, wenn seine Determinante det M:= (A M)"™ der

triviale Modul Ox ist.
Wir beweisen zuerst eine einfache Formel fiir die Berechnung de;‘ ‘Determi-
nante und geben dann die unzerlegbaren orientierbaren Moduln auf den Singu-

larititen El(b) an.

Proposition 5.32: Es sei (X,x) eine Singularitit vom Typ El(b). Dann gilt in

den Bezeichnungen aus 5.25 fiir einen beliebigen unzerlegbaren reflexiven
Modul Mr’d(.\):
det M J(A) =M, -d,(lh),

mit h:=(r, d) und d'=d (mod b) mit 15d"gb.

Beweis: Die Einschrdnkung von M (A) auf das punktierte Spektrum ist, auf-
gefaBt als als Garbe auf X-E = X {x} nach 5.18 das Biindel s“‘F (A) Auf

X-E kann die Determinante wieder leicht bestimmt werden, denn es gilt:
Lo ~ ot ~ o* h
A(s Fr,d(l)) = s*(4 Fr,dm) s Fl’d(x )

nach [ At,, Theorem 7] mit h=(r,d). Damit ist dann auch fiir ein beliebiges
d' =d (mod b): Ar(s*Fr’d(l))=s*F1,d,(kh). Wihit man etwa d' mit 1gd'gb,
so entspricht das rechts stehende Biindel nach 5.18 der Einschriankung des
Moduls Ml’d,(lh) auf das punktierte Spektrum der Singularitit. [

Proposition 5.33: Es sei (X,x) eine einfach-elliptische Singularitit vom Typ

El(b). Dann sind die unzerlegbaren orientierbaren Moduln von (X,x) genau die
Moduin M_ (k) fiir die rgd<(b+1)r gilt, d ein Vielfaches von b ist, und
Bt far ha (r,d) ist. |
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Insbesondere gibt es in jedem Rang r21 nur eine endliche Anzahl Nr von

unzerlegbaren orientierbaren Moduln. Fiir die Zahl N gilt:

2 (r,bk)?, r +r—1§N[§r’.

Beweis: Wegen 5.32 handelt es sich bei den unzerlegbaren orientierbaren-
Moduln M (A) genau um diejenigen, fiir die Aoy mit h=(r,d) gilt und
d'=b ist, wobel d' wie in 5.32 definiert sei. Wegen d'=d (mod b) folgt, daB

d ein Vielfaches von b sein mufl, was zu zeigen war. _|

Die Anzahlformel ergibt sich daraus, daB es fiir einen gegebenen Rang r21
genau r verschiedene Grade im Bereich rgd<(b+1)r gibt, die Vielfache von b
sind, ndmlich die Grade d =b(n+1),...,b(n+r), wobei n:= [%l] -gesetzt. wird.
Fiir den Grad d=b(n+k) gibt es nun fiir h:=(r,d) =(r,b(n+k)) genau h?
Punkte A€Pic® E mit lh=1. An Stelle der Summation der (r,b(n+k)) iiber k=
1,...,r kann man ebenso gut den Bereich k=-n,...,-n+r-1 durchlaufen, woraus

die angegebene Formel fir N_ folgt. B

Die beiden Abschidtzungen fiir Nr. sind trivial: Fiir k=0 ist (r,bk)? =r* und
alle Summanden fiir k=1,...,r-1 haben zumindest den Betrag 1. Daraus erhadlt
man die untere Schranke. ‘Andererseits handelt es sich um r Summanden, fiir
die jeweils (r,bk)? £r? gilt, so daB N g1’ trivial ist. 8

Wir bemerken abschliefend, daBl alle in 5.24 eingefiilhrten speziellen Moduln
Dr=(Sr -1 1)"", r21, orientierbar sind, weil D =M t,br (1) gilt. Es gehéren
also alle in der Rohre R ,b(l) versammelten Isomorphletypen von Moduln zu
den orientierbaren Moduln. Umgekehrt ist es allerdings nicht so, daf die
unzerlegbaren orientierbaren Moduln stets volle Zusammenhangskomponenten
(i.e. Réhren vom Rang 1) im Auslander-Reiten-Kécher ausmachen: Die Pro-
position 5.32 zeigt, daB etwa im Fall b=2 aus der Réhre Rl,l(l) gerade
jeder zweite Punkt (mit geradem Rang) einen orientierbaren Modul reprisen-

tiert.
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Anhang- iiber Vektorraumbiindel auf elliptischen Kurven.

In diesem Anhang wird die von Atiyah angegebene Konstruktion von bijektiven
Abbildungen Fr d

zerlegbarer hol,omorpher Vektorraumbiindel vom Rang r und Grad d diber

von Pic® E in die Mengen E(r,d) von Isomorphieklassen un-

einer elliptischen Kurve E erldutert. Daran anschliefend ~werden eine von
Bruguiéres vorgeschlagene alternative Konstruktion der Abbildungen Fr, d und
eine auf Oda zurilickgehende geometrisch-konstruktive Realisierung aller un-
zerlegbaren Vektorraumbiindel beschrieben. Der Anhang schlieft mit Bemer-
kungen zu dem aus der Kategorie der Vektorraumbiindel auf E hervorgehen-

den Auslander-Reiten-Kécher.

5.34. Die Atiyahsche Konstruktion der unzerlegbaren Vektorraumbiindel auf

einer elliptischen Kurve. (Nach [At,, Part 11].)

Diese Konstruktion wird von Atiyah in zwei Schritten geleistet.” Zunichst

~ werden zwei Reduktionen definiert, die die Ausfithrung eines Euklidischen

Algorithmus auf dem Paar (r,d) aus Rang und Grad erméglichen, wodurch fiir
beliebige r€IN und d€Z Isomorphien von E(r,d) und E(h,0) bestimmt werden,
wobei h:=(r,d) der gréB8te gemeinsame Teiler von r und d ist. Im zweiten
Teil der Konstruktion werden die Mengen E(h,0) mit Pic® E identifiziert.

Die erste der Reduktionen fiir den Euklidischen Algoﬁthmus besteht in den

fir jedes r€IN und d€Z vorhandenen trivialen Isomorphismen
E(r,d) = E(r,d+1), F = F(P) = Fe0,(P).

(An dieser Stelle, und nur hier, geht also die vorherige Festlegung eines

Basispunktes P von E in die Konstruktion ein.)

Als zweiter Teil der Definition eines Euklidischen Algorithmus werden die

folgenden Isomorphismen definiert, wann immer 0<d<r gilt:
E(r,d) = E(r-d,d).

Dazu sei ein beliebiges FE€E(r,d) vorgegeben, wobei 0<d<r gelte. Nach dem
Satz von Riemann-Roch gilt s:=h0(E,F)gd und ein einfaches Argument in
[At,] zeigt, daB die globalen Schnitte ein triviales Unterbiindel sOg vom
Rang s in F aufspannen. Dann ist der Cokern F':=F/50E ein Biindel vom
Rang r-s und Grad d. Um F'€E(r-d,d) zu zeigen, beachtet man, daR die

Extension O*SOE"F"F' =0 bis auf Isomorphie eindeutig durch den Corand
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GE HO(E,SOE)"HI(E,F") der dualen Sequenz bestimmt wird. Aus der Unzer-
legbarkeit von F kann nun die Injektivitit von 6 geschiossen werden und
daraus aus Dimensionsgriinden, dafl 6 ein Isomorphismus ist, insbesondere also
s=d gilt. Man erhdlt aber auch die Unzerlegbarkeit von F“,4wei1 eine nicht-
triviale Zerlegung von F' eine entsprechende Zerlegung von 6 in eine direkte
Summe von Corandabbildungen und damit auch eine Zerlegung der Sequenz

O*F""F"'SOE"O in eine direkte Summe von Extensionen nach sich zdge.

Damit ist eine Abbildung E(r,d)—~E(r-d,d) gefunden. Fiir deren Bijektivitdt ist
eine Umkehrabbildung anzugeben, was aber leicht gelingt, indem man zu
einem Biindel F'€E(r-d,d) diejenigen Extensionen von F' durch ein triviales
Biindel dOE: betrachtet, deren duale Corandabbildungen 6: HO(E,d OE) -H1(E,
F'") Isomorphismen sind. Dann ist der Mittelterm einer solchen Extension ein
Biindel vom Rang r und Grad d, dessen Unzerlegbarkeit wiederum aus der
Bijektivitdt von 6 geschlossen werden kann, und. dessen Isomorphietyp iiberdies

nicht von der Wahl des Isomorphismus 6 abhéngt.

Im zweiten Schritt der Konstruktion von Atiyah werden die Isomorphismen
Pic® EEE(h,O) fir alle h €N definiert. Dazu werden zundchst - analog zur
oben beschriebenen Methode - unzerlegbare Biindel Fh vom Rang h und Grad
0 fir alle h21 als sukzessive nichtspaltende Extensionen O*OE*Fh+1-'Fh~ 0,
beginnend mit F1:=0E, konstruiert. (Dies sind genau die in 5.7 angesproche-
nen speziellen Biindel vom Grad 0.) Es ist dann eine einfache Bemerkung, dal
durch X'-'Fhal eine Bijektion von Pic® E nach E(h,0) definiert wird. (Dazu
werden fiir beliebige F € £(h,0) deren Kompositionsreihen aus sukzessiven
- Untergeradenbiindeln von jeweils maximal moglichem Grad betrachtet:: Man

erhdlt h-mal das selbe Geradenbiindel L vom Grad 0, womit F =FhsL folgt.)

Insgesamt ergeben sich so wohldefinierte lsomorphismen Fr,d: Pic® E EE(r,d)
fiir alle r€IN und d€Z, in deren Konstruktion nur die Vorgabe eines Basis-
punktes P€E eingegangen ist. (Die Abbildungen Fr,O sind sogar unabhéngig
davon.) Die diversen Eigenschaften dieser Isomorphismen, die unter 5.6 auf-
gezdhlt worden sind, beweist man ohne Mihe parallel zu der Konstruktion
der Fr,d’ weil alle Biindel Fr,d( A) durch natiirliche exakte Sequenzen mit A

verbunden sind.

Der Beweis der Tensorproduktformeln 5.8 und 5.9 und erst recht der weiter-
gehenden Aussagen, die flir 5.11 erforderlich sind, ist deutlich aufwendiger,

weswegen hierzu auf [At,, Part Il ] verwiesen sei.
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5.35. Die Konstruktion von Bruguiéres. (Nach [Bru, Appendix Al.)

Bei der von A. Bruguiéres angegebenen Beweismethode werden beide Schritte
der Konstruktion modifiziert, was einerseits die Beweise vereinfacht und
andererseits die Konstruktion sogar zu einer Klassifikation aller unzerlegbaren

kohdrenten Modulgarben auf E erweitert.

Dazu werden, erginzend zu den bei Atiyah definierten E(r,d), die Mengen
E(0,d) fiir alle d€IN als die aus den Isomorphieklassen der Totsionsgarben
OE/OE(_dQ), QE€E, bestehenden Mengen definiert. Offenbar bestehen bijektive
Beziehungen E(0,d) ~E = Pic® E. Weil E glatt und eindimensional ist, ist jede
unzerlegbare Torsionsgarbe auf E von der Form OE/OE(..dq)' fiir ein d €EIN und
ein Q€E. Auflerdem ist jede unzerlegbare kohidrente Garbe S auf E entweder
eine Torsionsgarbe oder eine lokal freie Garbe, weil die durch die Torsions-
untergarbe T von S definierte Sequenz 0—~T~S~S/T~0 wegen 'Extl(S/T,T)=O
spaltet.

Bruguiéres definiert nun neben den trivialen ldentifizierungen
E(r,d) * E(r,d+r), Fr~ F(P), fir rz1 und de€Z,

neue Isomorphismen . |
P: E(r,d) = E(d-r,d) fiir d>r,

die die Abbildungen E(r,d) =E(r-d,d) von Atiyah ersetzen. (Dabei soll der Fall
r=0 eingeschlossen sein!) Es sei also F€E(r,d) mit d>r vorgegeben. Wegen
d>r wird F von globalen Schnitten erzeugt (vgl. 5.15). Dann wird P(F) als
das Dual des (lokal freien) Kernes der natiirlichen Auswertungsabbildung ev:

HO(E‘.,F) ed:OE-'F definiert, so da man eine exakte Sequenz

0 = P(F)" ~ H(E,F) o 0y ~ F = 0

%
erhdlt. Weil hO(E,F)=d gilt, hat P(F) den Rang d-r und den Grad d. Nach
Bruguiéres ist P(F) wieder unzerlegbar. Auch die inverse Abbildung zu P ist
leicht anzugeben: Ist ndmlich F'€ E(d-r,d) mit d>r, so ist wieder die Aus-

wertungsabbildung ev: HO(E,F') o OE-’ F' surjektiv und durch Dualisieren folgt

- | A O - -
0 ~F"~ ~ H(EF')a 0y~ F ~ 0.

Man verifiziert ohne Miihe, daR P(F) =F' gilt.
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Mit den beiden oben eingefiihrten Reduktionen kann man jetzt wieder einen
Euklidischen Algorithmus auf dem Paar (r,d) durchlaufen, wodurch fiir jedes
r21 zundchst E(r,d) bijektiv zu E(h,h) in Beziehung gebracht wird, wobei h
der gréBte gemeinsame Teiler von r und d sei. Dies entspricht dem ersten

Teil der Konstruktion von Atiyah.

Fiir die Identifikation. von E(h,h) mit Pic® E ist nach Bruguiéres aber kein
zusdtzlicher Aufwand mehr erforderlich, denn man verfiigt auch iiber Bijek-
tionen E(0,h) >E(h,h) vom Typ der oben definierten Abbildung P und E(0,h)= -
Pic® E ist klar.

(Bruguiéres erweitert diese Konstruktion noch zur Herstellung universeller
Biindel fiir E(r,d) iiber E x Pic® E, was dann méglich ist, wenn r und d teiler-

fremd sind. Dies wurde aber schon frilher von Oda geleistet; siehe unten.)

5.36. Die geometrische Konstruktion von Oda. (Nach [Od].)

Der von T. Oda beschriebene Zugang zur Realisierung der unzerlegbaren
Vektorraumbiindel auf einer elliptischen Kurve E ist weniger gut dazu geeig-
net, den Klassifikationssatz 5.6 zu beweisen, gewdhrt dafiir aber einen tiefe-

ren Einblick in die Geometrie der unzerlegbaren Biindel auf E.

Dazu sei E' eine zweite elliptische Kurve und ¢:E'—~E eine Isogenie vom
Grad r (d.h.: ¢ ist étale vom Grad r), sowie L ein Geradenbiindel iiber E'
vom Grad d€Z. Dann ist ¢, ein Vektorraumbiindel vom Rang r und Grad d
iiber E. Natiirlich wird ¢,L im allgemeinen nicht unzerlegbar sein. Sind aber
d und r teilerfremd, so zeigt eine einfache Berechnung, daf EndE( e, L) =C
gilt, also ¢,L unzerlegbar ist. ([Od, Theorem 1.2(i)]) L48t man den Punkt
QEE' in LﬂOE,(dQ) variieren, so erhdlt man in dieser Weise bei einer fest
gewihlten Isogenie ¢- alle Elemente von E(r,d) fiir r,d teilerfremd, wobei

allerdings jedes Biindel genau r-mal auftritt.

Diese Bemerkung verwendet Oda zur Konstruktion von universellen Vektor-
raumbiindeln fiir E(r,d) iiber E xPic® E, wenn (r,d) =1 gilt. Man bildet hierzu
E' xPic® E', bezeichnet die Projektion auf den ersten Faktor mit p und be-
trachtet das Poincaré-Geradenbiindel P {iber E'x Pic® E', also die universelle
Familie der Geradenbiindel vom Grad 0 iiber E' (vgl. [PAG, p. 328]). Dann
ist mit L wie oben L:=p*L P ein Geradenbiindel iiber E' xPic® E' und durch
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F' := (9xid),L wird ein Vektorraumbiindel iber E x Pic® E' definiert, das
die Eigenschaft besitzt, daf jedes Biindel F€E(r,d) fiir genau r Werte X €
Pic®° E' in der Form F'lEx{X'} geschrieben werden kann. Dividiert man aus
Pic® E' eine geeignete Untergruppe vom Grad r heraus_— dies entspricht
gerade der Anwendung der Isogenie ¢ unter den basispunktabhidngigen Identi-
fizierungen E'=Pic® E' und E=Pic® E -, so erhdlt man schliefllich ein univer-
selles Biindel F iber E xPic® E fir E(r,d) unter der Voraussetzung der Teiler-

fremdheit von r und d.

Mit Hilfe des eben konstruierten universellen Biindels F i{iber E x Pic® E fiir
E(r,d) mit (r,d)=1 kénnen auch die unzerlegbaren Vektorraumbiindel F aus
E(hr,hd) fiir alle h21 leicht beschrieben werden. Fiir diesen Zweck sei Y=
Spec C[Y]/(yh) ein einpunktiges abgeschiossenes Unterschema von Pic® E,
also Y<Pic® E mit Y __ = {x}, A€Pic® E. Dann ist FlE*?“ eine lokal freie
Garbe vom Rang r tber ExY, die via OE ;OEx{A}h oExY -auch als Vektor-
raumbiindel vom Rang hr (und Grad hd) iiber E angesehen werden kann.
Dieses Biindel ist unzerlegbar, wie wiederum die Berechnung der Endomor-
phismenalgebra zeigt, und jedes Element aus E(hr,hd) kann in dieser Weise

realisiert werden, weil FlEquFlEx{'A}QOE F, silt (vgl. 5.8).

Es ist ein bemerkenswertes Corollar zu dieser Konstruktion, da8 die in 5.7
betrachteten speziellen Biindel vom Rang r und Grad 0 als die infinitesimalen

Umgebungen des trivialen Biindels OE=P‘| im Poincaré-Biindel P (iber

Ex{1}
E x Pic® E interpretiert werden kdnnen.

5.37. Auslander-Reiten-K&cher.

Nach Atiyah ([At,]) gilt fiir die Vektorraumbiindel iber einer glatten pro-
jektiven Kurve E ein Krull-Schmidt-Theorem, wie es in 4.3 zitiert wurde.
Weil zu je zwei Vektorraumbiindeln F und G iiber E die'Mengen rad® (F,G)<
rad(F,G) cHom(F,G) wie in 2.17 definiert werden kénnen, verfiigt man iiber
einen woértlich wie in 2.18 gebildeten Auslander-Reiten-Koécher AR(E) der
Vektorraumbiindel iiber E. Mit wie in 2.20 erklirten Auslander-Reiten-
Sequenzen gelten auch die Sidtze 2.21 und 2.22 entsprechend in dieser
Kategorie. Nach einem nicht publizierten Ergebnis von A. Schofield, fiir das
Auslander und Reiten in [AuReis, Chapter 11] einen unter allgemeineren An-

nahmen giiltigen Beweis gegeben haben, gilt auch ein Aquivalent von Satz
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2.23 in der Kategorie der Vektorraumbiindel iber E, so da der Kocher
AR(E) vollstindig aus den Auslander-Reiten-Sequenzen abgeleitet werden

kann.

Ist nun E speziell wieder eine glatte elliptische Kurve, so kdnnen die Auslan-
der-Reiten-Sequenzen etwa nach [ AuReis, Corollary 11.3.7] leicht bestimmt
werden, wobei wieder die Tensorproduktformeln 5.8 und 5.9 von Atiyah Ein-
gang finden. Man erhalt AR(E) so als eine disjunkte Vereinigung von Ro&hren

vom Rang 1:

AR(E)

rJEI'A Fr'd(k) i FZT,Zd(A) = F3r,3d(l) = F4r,4d(k) = ..

wobei die Vereinigung iiber alle Tripel (r,d,A) € INxZ xPic® E mit zueinander

teilerfremden r und d gebildet wird.

Dieses Beispiel illustriert auf sehr einfache Weise, da sich nichttriviale
Homomorphismen zwischen unzerlegbaren Objekten gewdhnlich nicht als
Linearkombinationen von Kompositionen irreduzibler Homomorphismen (i.e.

Pfeilen im Auslander-Reiten-Kdcher) reprisentieren lassen. Wegen
0 v '
' ~ 1
HomE(Fr,d(x)’Fr‘,d'( A)) =H (E’Fr,-d( A )GFr',d'( A)

existieren nimlich nach 5.11 und 5.6(iv) nichttriviale Homomorphismen von
!

F_(x) nach F, ,,()') immer dann, wenn d_'>__c_1_ gilt. Alle irreduziblen
r,d r',d r r \

- Homomorphismen haben hingegen die Eigenschaft, daf % =% gilt, was dann

auch fiir beliebige Hintereinanderausfiihrungen richtig ist.
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6. ASSOZIIERTE VEKTORRAUMBUNDEL AUF DEN
UMGEBUNGEN VON EINFACH-ELLIPTISCHEN
SINGULARITATEN.

Auch 'in diesem Kapitel sei X wieder die minimale Auflésung einer einfach-
elliptischen Flichensingularitit (X,x) vom Typ El(b), b2 1. Dann ist X iso-
morph zum Totalraum eines negativen Geradenbiindels OE(-bP), P€E, iber

einer glatten elliptischen Kurve E.

In diesem Kapitel sollen die Beziehungen, die zwischen den Vektorraumbiin-
deln auf dem punktierten Spektrum X-E =X-{x}, die ja nach 2.14 bijektiv bis
auf Isomorphie den reflexiven Moduln auf (X,x) entsprechen, und den end-
lichdimensionalen Darstellungen der Fundamentalgruppe nl(f(-E) best_ehen,
herausgearbeitet werden. Zu jeder Darstellung p: u‘l(f(-E)-'GLr(C) ist ein
Vektorraumbiindel Fp auf X-E assoziiert (s.u.}, das durch p bis auf !somor-
phie eindeutig bestimmt ist. Es ist bekannt, dafl ein Vektorraumbiindel F auf
X-E genau dann zu einer Darstellung von nl(f(-E) za.ssoziiert1 ist, wenn es in
F einen integrablen holomorphen Zusammenhang V:F—~Fe QX-E gibt ([At,,
Proposition 14]). Die Isomorphieklassen von endlichdimensionalen Darstellun-
gen p von nl(X-E)‘bezﬁglich Konjugation stehen in bijektiver Korrespondenz
zu den Isomorphieklassen der Paare (F,7V) aus holomorphen Vektorraumbiin-
deln F auf X-E und integrablen holomorphen Zusammenhingen V (in F),
wobei (F,V)=(F',V') genau dann gilt," wenn es einen Isomorphismus ¢: F>F'

mit ¢*(V') =V gibt. (Dies ist die sogenannte Riemann-Hilbert-Korrespondenz.)

Bei einer zweidimensionalen Quotientensingularitit (C€®/G,0) nach einer end-
lichen Untergruppe G<GL,(C) ist, wie Herzog in [Hel gezeigt hat, die Ein-
schrinkung jedes reflexiven Moduls auf C?/G-{0} das assoziierte Vektor-
raumbiindel einer Darstellung von nl(G’/G-{O}) = G. Tatsédchlich stehen die
Isomorphieklassen der unzerlegbaren reflexiven Moduln dadurch sogar in
Bijektion zu den Konjugationsklassen der irreduziblen (i.e. unzerlegbaren)

Darstellungen von G.

Es liegt daher sehr nahe, im Falle der einfach-elliptischen Singularitdten
nach Antworten auf die folgenden beiden Fragen zu suchen: Ist die Ein-

schrinkung einer reflexiven Modulgarbe M auf X-{x}=X-E stets als Vektor-
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raumbiindel zu einer Darstellung von nl(X—E) assoziiert, gibt es also einen
integrablen holomorphen Zusammenhang in MlX-{x}? Und falls dies der Fall
ist: Gibt es wiederum eine bijektive Korrespondenz zwischen den unzerlegba-
‘ren endlichdimensionalen Darstellungen der Gruppe nl(f(-E) bis auf Konjuga-

tion und den Isomorphieklassen der unzerlegbaren Vektorraumbiindel auf X-E?

Die erste Frage wird in der ersten Hilfte dieses Kapitels ohne Einschrinkung
positiv beantwortet werden, indem zu-jedem wie in 5.19 beschriebenen unzer-
legbaren Vektorraumbiindel auf X-E eine Darstellung von nl(f(-E) angegeben

wird, zu der dieses Biindel assoziiert ist.

Die Beantwortung der zweiten Frage ist erheblich delikater und wird den
zweiten Teil dieses Kapitels einnehmen. Zunidchst einmal stellt die Aufgabe
der Klassifikation aller unzerlegbaren endlichdimensionalen Darstellungen der
Gruppe nl(f(-E), wie noch ausgefiihrt wird, ein sogenanntes '"wildes" Problem
dar, dessen Lo6sung die notorisch unerreichbare Klassifikation von Paaren
quadratischer Matrizen bis auf simultane- Konjugation einschlésse. Als eine
einfache Konsequenz daraus erhdlt man die Existenz von Familien paarweise
nicht isomorpher unzerlegbarer Darstellungen, die von beliebig vielen Parame-
tern kontinuierlich abhingen, weil diese Erscheinung bei Paaren von Matrizen
unter simultaner Konjugation auftritt. Weil es jedoch nach 5.19 nur 1-Para-
meter-Familien von unzerlegbaren holomorphen Vektorraumbiindeln auf X-E
gibt, ist schon von daher eine Bejahung der zweiten oben aufgeworfenen

Frage ausgeschlossen.

Uberraschenderweise ergibt sich jedoch, daB, wenn man nach denjenigen Dar-
stellungen von nl(X-E) fragt, zu denen ein fest vorgegebenes unzerlegbares
Vektorraumbiindel auf X-E assoziiert ist, in jedem Fall eine komplette
Klassifikation der Darstellungen bis auf Konjugation einschlielich der Be-
schreibung der Topologieri der zugehoérigen Modulrdume erreichbar ist. Dies
zeigt, dal die Bedingung .der Unzerlegbarkeit des assoziierten Vektorraum-
biindels auf X-E eine duBerst starke Einschrinkung darstellt, die zumindest

einen Teil der mit wilden Problemen einhergehenden Pathologien ausschiiefit.

(Am Ende des Kapitels befindet sich ein Anhang, in dem einige dazu erfor-
derliche Ergebnisse von N. McCoy aus dem Jahre 1934 i{iber die Struktur von
Matrizenpaaren, die mit. ihrem Kommutator kommutieren, mit Beweisen in

modernerer Sprache zusammengestellt werden.)
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Lokale Fundamentalgruppen. Fiir eine beliebige normale Flichensingula-

ritdt (X,x) ist deren lokale Fundamentalgruppe nl(X,x) definiert als die

Fundamentalgruppe des Durchschnittes von X-{x}Cd:N-{O} mit einer Kugel
Be um 0 vom Radius €>0 fiir ¢ hinreichend klein. Wegen der lokalen Kegel-
férmigkeit komplexer Rdume hidngt die so definierte Gruppe nicht von der
Wahl eines hinreichend kleinen €>0 ab. Auf Grund der Normalitit von X ist
auerdem X-{x} zusammenhingend, so dal zu der Definition von ul(X,x) als
abstrakter Gruppe die Angabe eines Basispunktes nicht erforderlich ist. (Vgl.
[Pr, Chapter ILBI.)

Ist zusdtzlich (X,E) eine gute Aufldsung von (X,x), so kann IEI(X,x) nach
Mumford ([Mul, siehe auch [Hil) mit der Fundamentalgruppe nl(U-E) des
Komplementes von E in einer Tubenumgebung U von E in X identifiziert

werden.

Das zeigt, daB fiir die minimale Aufldsung (X,E) einer einfach-elliptischen
Fldchensingularitdt die schon eingangs dieses Kapitels betrachtete Gruppe
nl(}"(-E) gerade die lokale Fundamentalgruppe der Singularitdt ist. Bevor wir
diese Gruppe bestimmen, fixieren wir die folgende Situation, die fiir den

ganzen Rest des Kapitels giiltig bleiben soll.

Voraussetzung 6.1: X sei der Totalraum eines Geradenbiindels OE(-bP) iiber
einer glatten elliptischen Kurve E, PE€E und b2 1. Die als Nullschnitt in X
eingebettete elliptische Kurve E sei in der Form E = C/q gegeben, wobei Q =
Z1 e Zw ein normalisiertes Gitter vom Rang 2 in € mit Imw >0 sei, das auf

€ durch Parallelverschiebung operiert. Wir werden nl(E) mit Q identifizieren.

Proposition / Definition 6.2: Die lokale Fundamentalgruppe nl(f(-E) einer

einfach-elliptischen Flichensingularitit vom Typ El(b) wird von drei Elemen-

ten a, B und v erzeugt, die den folgenden definierenden Relationen* geniigen:

la,y] =1, [B,y] =1 und [e,B] = Tb.

Eine in dieser Form présentierte Gruppe wird als eine diskrete Heisenberg-

Gruppe I-Ib (b21) bezeichnet.

*) Mit den Kommutatoren [x,y] := XYX-IY-:l-
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Beweis: X-E ist ein C*-Faserbiindel iiber E. Es gibt also eine exakte Sequenz
= * - .‘_ - -
1 rtl(d'.l ) nl(X E) al(E) 1,

die nl(f(—-E) als Erweiterung von ul(E)=ﬂ durch nl(([l*)':Z beschreibt. « und
B seien Liftungen der Erzeugenden 1 und w von Q nach nlg(f(—E) und v sei das
Bild eines Generators von nl(dl*) in nl(f(-E). Damit wird nl(X-E) von a, B
und v erzeugt und es bestehen triviale Kommutatorrelationen [a,y] =1 und
[B,y]=1. Die im wesentlichen einzige weitere Relation in nl(f(-E) muf. dann
von der Form [a,B] =" sein, weil alle Relationen in nl(E) aus [1,0] =0
hervorgehen. Den Exponenten n kann man in der Homologie von X-E bestim-
men: Aus [a,8]=v" in xl(fiv-E) folgt n-¥=0 in Hl(f(—E;Z),.wobei ¥ das Bild
von TEnl(c‘)=H1(C‘;Z) bezeichne. Nach Mumford ([Mul) ist H1(>~{-E;Z)=
Hl(E;Z)eK, wobei K eine von ¥ erzeugte endliche zyklische Gruppe der
Ordnung b ist. Bei geeignet gewdhiter Orientierung von vy kann also n=b

_ angenommen werden. [

Bemerkung 6.3: Weil die definierenden Relationen von Hb es gestatten, jedes

Element von .Hb eindeutig in der Form 8’y zu schreiben, ist Hb als Menge
bijektiv zu Z*® d&dquivalent, wobei die Gruppenstruktur auf Z?* durch die Ver-
kniipfung

(x,v,2) » (x',y",2') = (x+x', y+y', z+2' +bxy')
realisiert wird.
Hb kann auch in den ganzzahligen 3x3-Matrizen mit deren Multiplikation

realisiert werden, indem das Element o*8Yy?% fiir x,y,2€Z mit der folgenden

Matrix identifiziert wird:

1 bx bz
1 by

-

1

Universelle Uberlagerungen. In diesem Abschnitt wird die universelle

Uberlagerung von X-E unter expliziter Angabe einer holomorphen Galoisope-
ration der Fundamentalgruppe Hbﬁnl(X-E) bestimmt.

Es sei p: C~E die Projektion modulo @, also zugleich eine universelle Uber-
lagerung von E, und L:= OE(-bP) dasjenige Geradenbiindel, fiir das X =|L|
ist, wobei man zweckmiRigerweise (s.u.) die Projektion p so wihlt, daR der

Punkt P€E der Nebenklasse —;—-+Q entspricht. Dann ist p*L wegen Pic C=1
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ein triviales Geradenbiindel {iber €. Nach der Festlegung einer expliziten

. x@ identifiziert wer-
Basis Faser

den, worauf Q in einer mit der Operation auf CBasis vertriglichen Weise

Trivialisierung kann dessen Totalraum mit €
operiert.

Lemma 6.4: Es gibt.eine Trivialisierung von p*L derart, daB @ auf |p*L|=
CxC folgendermaBen fiir (z,7) €ECxC -operiert:

1: (z,7) = (z+1,7)

w: (z,t) = (z+m,eznlbzt)

Beweis: Weil eine derartige Q-Aktion auf €? durch Quotientenbildung ein
Geradenbiindel auf E bestimmt, ist nur die Existenz eines meromorphen
Schnittes mit Divisor -bP darin nachzuweisen, also eines Schnittes mit P als

b-facher Polstelle und ohne Nullstellen.

Aus der klassischen Theorie der Thetafunktionen ist bekannt, daB der Vek-
torraum der ganzen holomorphen Funktionen f(z), die fiir alle z€C den Bezie-

hungen
f(z+1) = -f(z) und f(z+w) = e_(“iw+2niz)f(z)

geniigen, eindimensional ist und von  der Riemannschen Thetafunktion erster
Ordnung
8(z) := E eni(n-%)‘mEZRi(n-i)z
n=-®
erzeugt wird, die einfache Nullstellen genau in den Punkten %+m+nw, m,n €
Z aufweist. (Siehe hierzu etwa [FT, II, Kapitel 2, §§2-8]: 9 wird dort als
8, bezeichnet. Hiufig findet man auch die Bezeichnung 8[3].) Dann geniigt

die durch
h(z) := e—nlbze(z)-b - fiir z€C

definierte meromorphe Funktion den Transformationsbeziehungen h(z+1) =h(z)

2nibz

und h(z+w)=e h(z) und definiert folglich einen meromorphen Schnitt in

dem Geradenbiindel €*/q {iber E, dessen Divisor -bP ist. [

Mit Lemma 6.4 erhalten wir ein Q-dquivariantes kommutatives Diagramm

CIC £ )i(
C P E
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Mit X-E als in X eingebettetem C*-Faserbiindel erhdlt man daraus durch

Einschrdankung das Q-dquivariante Diagramm

CxC* —2— X-E

| |

C E

Dabei iibernimmt CxC* die in Lemma 6.4 angegebene @Q-Aktion, nun jedoch
fiir (z,7)€CxC*.

Selbstverstidndlich ist p: CxC* - X-E eine Uberlagerung. Von hier aus gelangt
man zu einer universellen Uberlageruhg von X-E durch Davorschalten der
Exponentialabbildung

Znit)

q: CxC — CxC*, qlz,t) := (z,e

Die Galoisgruppe der Uberlagerung q ist zu Z isomorph und man kann ein
Erzeugendes vy dieser Gruppe und Liftungen o und 8 der Operationen von 1.
und w auf CxC* so wihlen, daf sich aus Lemma 6.4 die folgende Aussage

ergibt.

Proposition 6.5: X-E besitzt eine universelle Uberlagerung durch den Raum
C?, worauf Hb=n1(5(-E) als. Decktransformationsgruppe durch ihre Erzeugen-
den «,8,y (wie in 6.2) in der folgenden Weise wirkt ((z,t)€C?):

a: (z,t) = (z+1,1)
B: (z,t) = (z+w,t+bz)
v: (z,t) = (z,t-1)

6.6. Wir haben alles in allem das folgende grofle kommutative Diagramm
konstruiert, das die universellen Uberlagerungen von E, X und X-E zueinander .

in Beziehung bringt:

CxC
xl‘
< 35 -
C~ B CxC 5 Legende:
\ . . — Einbettungen von C*-Biindeln
’X - — X-E in Geradenbiindel;
/ | Biindel~Projektionen;

{ Einbettungen als Nullschnitte;

\ J ~ Uberlagerungen.
E
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Thetafaktoren. Wir betrachten in diesem Abschnitt voriibergehend die

allgemeinere Situation einer glatten Varietdit M, die Quotient einer- kom-
plexen Mannigfaltigkeit V nach einer Gruppe G von holomorphen Transforma-
tionen von V, die eigentlich diskontinuierlich operiert ([Ca]), ist. Dann kann
man versuchen, die Vektorraumbiindel auf M durch deren inverse Bilder hin-
sichtlich der kanonischen Projektion 9: V-M modulo G zu beschreiben. Das
ist dann besonders erfolgversprechend, wenn V selbst (bis auf Isomorphie) nur
triviale Vektorraumbiindel zuldBt, wie es etwa fiir Cn, C* und auch CxC*
der Fall ist. (Fiir C* steht dies etwa in [GraRel, fiir CxC* folgt es daraus.)

V besitze jetzt diese Eigenschaft und F sei ein beliebiges Vektorraumbiindel
vom Rang r iiber M. Dann ist ¢*F ein triviales Biindel auf V und nach der
Wahl einer globalen Trivialisierung rOVE ¢*F kann der Totalraum von cp"'F mit
VxC" identifiziert werden. Die natiirliche G-Operation auf ¢*V wirkt nun auf
vxg' derart, dafl sie in der ersten Komponente die Operation von G auf V
reproduziert und zugleich in der zweiten Komponente linear, aber abhingig

von- der Basiskoordinate, wirkt. Sie kann also fiir jedes g€G in der Form
g: (v,g) » (gWv), Jg,v)-€)  fir vev, gect
ausgedriickt werden, wobei J: G xV -GL.I(GJ) eine Abbildung ist, fiir die gilt:

(i) J(g,+) ist holomorph auf V fiir jedes g€G;
(i1) J(gg',v) = Jg,g'(v))-J(g',v) fiir alle g,g'€G und veEV.

Definition 6.7: Es sei V eine G-Varietidt. Eine Abbildung J: GxV -GLI(C)

wird als Thetafaktor* bezeichnet, wenn sie den beiden vorstehenden Bedin-

gungen (i) und (ii) geniigt.

Thetafaktoren wurden von Morimoto, Matsushima und anderen (siche [ Mo],
(Ma] und die dort zitierten Arbeiten) zur Beschreibung von Vektorraumbiin-
deln auf komplexen Tori herangezogen. Fiir den Fall einer Riemannschen
Fliche M und ihrer Uniformisierung V ist diese Idee aber schon bei Weil in
[We] angelegt..

Ein Thetafaktor vom Rang r iiber V beschreibt eine G-Aktion auf VxC. Ist
der Thetafaktor durch Pull-back beziiglich ¢:V ~M aus einem Vektorraum-

biindel F auf M hervorgegangen, so erhdlt man durch Herausdividieren der

*) Andere gebriuchliche Bezeichnungen sind (verallg.) Automorphiefaktor oder 'matrix
multiplier.’
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dadurch definierten Operation das Biindel F zuriick. Umgekehrt definiert aber
auch jeder Thetafaktor in dieser Weise ein Vektorraumbiindel vom ‘selben

Rang iber M.

Bemerkung 6.8: Alle natiirlichen Operationen mit Vektorraumbiindeln (direkte

Summen, Tensorprodukte, duBlere Potenzen, Determina.nteﬁbﬁndel, Homomor-
phismenbiindel, duale Biindel) {ibertragen sich wértlich in die entsprechenden
Operationen auf den zugehorigen Thetafaktoren. Insbesondere entspricht der
Bildung des Endomorphismenbiindeis eines Vektorraumbiindels vom Rang r die

adjungierte Operation des zugehdrigen Thetafaktors auf den rxr-Matrizen.

Assoziierte Vektorraumbindel.

Definition 6.9: Es sei V eine G-Varietdt und M =V/G glatt. Ist p: G-GLI(C)

eine endlichdimensionale Darstellung von G, so wird durch JAp(g,v):= p(g) fiir

g€G und v€V ein Thetafaktor vom Rang r auf V definiert. Das durch Jp

bestimmte Vektorraumbiindel Fp vom Rang r auf M wird das zu p assoziierte

Vektorraumbiindel genannt.

(Offensichtlich geben zwei -zueinander konjugierte Darstellungen zu isomor-
phen assoziierten Biindeln Anlaf}, so daB die Isomorphieklasse von Fp schon

durch die Konjugationsklasse von p bestimmt wird.)

Wir kehren jetzt zu der Situation von 6.5 zuriick, d.h. wir werden die
Vektorraumbiindel auf dem Raum X-E, der in die Rolle von M eintritt, mit
Hilfe der Thetafaktoren der Operation von Hb als Galoisgruppe der univer-
sellen Uberlagerung ‘poq: CxC = X-E beschreiben. Die Rollen von V und G

tibernehmen also €xC und Hb.

Es sei jetzt p: Hb-'GLr(C) eine endlichdimensionale Darstellung von Hb' Mit
Fp werde das zu p assoziierte Vektorraumbiindel auf X-E bezeichnet. Dann
ist p* Fp als Biindel iber CxC* trivial, weil auch €xC* nur triviale Vektor-
raumbiindel besitzt, und mu8 daher durch einen Thetafaktor der Q-Aktion auf
CxC* (vgl. 6.4) beschrieben werden konnen. Wir suchen also eine ‘Trivialisie-
rung von p* Fp und den Thetafaktor |

Jo Qx(CxC*) -'GLI(G:),

fir die Q-Operation auf |ﬁ*Fp| = (CxC*) x C* beziiglich dieser Trivialisierung.
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Das Biindel ﬁ*Fp entsteht aus (CxC)xC' ~|g*p* Fp| durch Quotientenbildung
nach der von YEHb erzeugten Decktransformationsgruppe von q: Cx€ ~CxC*.

Verfiigt man schon {iber eine Trivialisierung von p* Fp durch r (iiberali) linear

1
i=1,...,1, die Eigenschaft der y-Invarianz, d.h. es gilt

unabhédngige Schnitte § ,...,'s'l_, so besitzen die gelifteten Schnitte 5; 1=§,0q,

5,(7(z,1)) = p(¥)-s,(z,t)  fiir (z,1) €CxC, i=1,...,r.

Umgekehrt bestimmen je r (iiberall) linear unabhingige Schnitte SyseeerS, in

(CxC)xC" mit dieser Invarianzeigenschaft eine Trivialisierung von ﬁ"Fp.

Wir geben nun ein solches System von Schnitten an und bestimmen den
“Thetafaktor fiir die so definierte Identifizierung |p* Fpl = (C*xC) xC". Hierfiir
wihlen wir eine 1-Parameter-Untergruppe u: (C,+)-GLr(¢E), so daB gilt:

() u1) = o0t

(ii) w(t) kommutiert mit p(h) fiir alle t€C und heH, .
(Solche -1-Parameter-Untergruppen kénnen immer gefunden werden. Wir holen
die Begriindung dafiir in Lemma 6.11 nach.) Wir definieren nun mit Hilfe der

Standardbasis € 1€ des C' die Schnitte
si(z,t) = u(t)-ei fiir (z,t)€CxC, i=1,...,1,
in dem Biindel (€xC)xC’. Dann gilt:
si(”((z,t)): = si(z_,t-l) = u(t-l)ei = p('r)u(t)ei = p('r)si(z,t)
flir alle (z,t)EC;tE und i=1,...,r.
Folglich kénnen die Schnitte Sy1eeesS, ZU Schnitten §1""’§r in p* Fp hinunter-
gedriickt werden. Die Erzeugenden 1 und w von Q operieren beziiglich der

Basis ('s'i) genau so, wie es ihre Liftungen « und B in Hy in bezug auf die

Basis (Si) tun. Hierfiir findet man:
a: (z,555,(z,0)) = (z+1,550(a)s,(2,1) = (z+1,t;0(a)s, (2+1,1)),

B: (z,t;si(z,t)) - (z+w,t+bz;p(8')si(z,t)) = (z+m,t+bz;p(s)u(-bz)u'(ubz)ei)
= (z+w,t+bz; p(B)u(-bz)si(z+w,t+bZ))

Daraus erhilt man den‘gésuchten Thetafaktor zundchst fiir die beiden Erzeu-
genden 1,w des Gitters Q:

jp(l,(Z,T)) = p(a) und fp(w,(z,r)) = p(B)u(-bz) ‘fiir (z,1)ECxC*.

Hierdurch ist jp bestimmt, denn durch iterierte Anwendung der Bedingung
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(ii) von 6.7 gewihnt man jp fiir beliebige Elemente m+nw€Q und (z,t) €CxC*:
J(menw, (2,5)) = p(a™8Y u(-nbz -2 po) *)

Wir ziehen eine wichtige Folgerung aus diesem Ergebnis.

Proposition 6.10: Es sei p:Hb-*GLr(C) eine endlichdimensionale Darstellung

der diskreten Heisenberg-Gruppe Hy und u:(d.‘.,+)-'GL.r(C) eine 1-Parameter-
Untergruppe, die P(‘Y)-l fortsetzt und mit der Darstellung p kommutiert
(siche oben). Dann ist das zu p assoziierte Vektorraumbiindel F_ iber X-E
isomorph zu der trivialen Ausdehnung (via s: X-E ~E als €*-Biindel) des
Vektorraumbiindels Fp,u iber E, das beziiglich dgr Projektion p:C—~E modulo-
Q durch den Thetafaktor Jp,u: QxC -GLI_(C) mit

Jp u(m+nm,2) = p(amBn)u(_nbz_n(n_z"l)bw)

’

definiert wird.

Beweis: F wird durch den oben in (*) angegebenen Thetafaktor jp der Q-
Aktion auf CxC* bestimmt. Weil fp(g,(z,r)) von der Faserkoordinate t € C*
unabhdngig ist, kann jp in trivialer Weise zu einem Thetafaktor der in 6.4
definierten Q-Aktion auf der universellen Uberlagerung €xC von X ausgedehnt

werden, der mit ] bezeichnet werde.

Durch ] wird dann ein Vektorraumbiindel F auf X definiert, das das Biindel
Fp fortsetzt. Die Unabhiingigkeit des Thetafaktors J von der Faserkoordinate
T zeigt auBlerdem, daf F die trivi'ale Ausdehn:.mg des Biindels Fp,u:= F|E‘.
lings der durch = parametrisierteg Fasern von X—~E ist. Damit gilt auch Fp &
s'F_ . '
P, H
Weiterhin wird Fp,uv als Einschrinkung von F auf E durch die Einschrinkung
des Thetafaktors j auf den Nullschnitt in CxC, also auf @x(Cx{0}), gegeben.
Dies ist nach den zuvor gemachten Feststellungen aber genau der in der

Proposition 6.10 angegebene Thetafaktor Jp,u' [ |

Es bleibt noch die Existenz der in der Konstruktion verwendeten 1-Parame-
ter-Untergruppe p zu begriinden. Dieser Sachverhalt ergibt sich aus dem
folgenden Lemma, das mit einer aus der Theorie der nilpotenten Liegruppen

wohlvertrauten Methode bewiesen wird.
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Lemma 6.11: Zu jeder Matrix AEGLI(C) gibt es eine 1-Parameter-Unter-
gruppe u: (C,+)*GLr(E) mit u(1)=A und der Eigenschaft, daB u(t) fiir jedes

t€C mit jeder mit A kommutierenden Matrix kommutiert.

Beweis: (Siehe auch (Mo, Lemma 3.1] und [DGLG, Chapter VI, §4].) Beziig-
lich ihrer Gewichtsrdume kann die Matrix A in der Form A=A16».,.0An
zerlegt werden, wobei jeder der Diagonalenblocke Ai nur einen einzigen
Eigenwert Ai besitzt und die Xl,...,ln paarweise voneinander verschieden sind.
Weil eine mit A kommutierende Matrix M die Gewichtszerlegung von A re-

spektiert, zerfdllt eine. solche Matrix simultan mit A in M=M10...$Mn.

Man kann daher gleich annehmen, daB A nur einen einzigen Eigenwert A auf-
weist und sich folglich in der Form A = A-(1+N) schreiben liB8t, wobei 1 die
Einheitsmatrix und N eine nilpotente rxr-Matrix ist. Mit der Logarithmus-
Reihe -
log(1+X) = § (_—l)lxi
i=1 !

kann man den Logarithmus a:=log(1+N) bilden, der wegen der Nilpotenz von
N ein. Polynom in N ist, so daf keine Konvergenzprobleme auftreten. Ist

‘auBerdem £ ein Logarithmus von A€C*, so kann man
u(t) := ew-exp(ta) fiir tecC
definieren. Es folgt u(1) = A.

Wenn M eine mit A kommutierende Matrix ist, so kommutiert M auch mit
N und folglich auch mit a, weil a ein Polynom in N ist, und daher schlief-
lich auch mit u(t):etzexp(ta). [}

Darstellungen der diskreten Heisenberg-Gruppen. In diesem Para-

graphen wird eine partielle Klassifikation der endlich-dimensionalen Darstel-
lungen der diskreten Heisenberg-Gruppen Hb gegeben, die gerade dazu hin-
reichend ist, die jeweiligen assoziierten Biindel zu den Darstellungen angeben
zu kénnen. Ein wesentlicher Bestandteil sind die folgenden speziellen unitédren

Darstellungen.

Definition 6.12: Fiir je zwei teilerfremde ganze Zahlen r und d mit r21 und

r£d<(b+l)r wird eine unitire Darstellung T4 Hb-GLr((E) durch die

folgenden Bilder der Erzeugenden a,B,Y von Hb (6.’2) definiert:
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[ 1 [0 1)
P 1 0
2b
Tr’d(a) := a , Tr,d(B) i= 10 ,
c(r-l)bd ' \ 1 o)
Tf,d(‘r) = G
-2mnid/br

wobei L:=e sei. Fiir gegebenes r durchlduft 7 aiso fiir die zuléssigen
Werte von d genau alle b-ten Wurzeln aus den primitiven r-ten Einheits-

wurzeln.

Fiir r=1 sei die Definition von <t im Sinne von t_ (a)=11 (B)=1 zu
r,d r,d r,d
verstehen.

Zwei Darstellungen ‘rr d und = e dr sind konjugiert genau dann, wenn r=r'

und d=d' gilt. (Denn der Wert von d wird durch die Spur von = d('y) fest-
gelegt.)

" Theorem 6.13: (1) Zu jeder unzerlegbaren Darstellung p:Hb-GLn(dZ) der
diskreten Heisenberg-Gruppe H existieren ein Charakter x:Hy~ C* mit x(y)
=1, eine Darstellung Tr,d wie oben, wobei r ein Teiler von n ist, und eine
Darstellung G:Hb-'Uniph(dI) von Hb in den unipotenten oberen Dreiecks-

matrizen vom Rang h=n/r, so da p zu xe T 4®0 konjugiert ist.
’

(2) Je zwei unzerlegbare Darstellungen xorr,dao und ¥ BT g ea' von der
in (1) betrachteten Struktur sind genau dann zueinander konjugiert, wenn
r=r' und d=d' gilt, x und x' modulo den r-ten Einheitswurzeln {ibereinstim-
men ('d.h.4 x"=x'") und die unipotenten Darstellungen o und o' konjugiert

sind.

(3) Eine Darstellung xet jec von der in (1) betrachteten Art ist dann und
’

nur dann unzerlegbar, wenn die unipotente Darstellung o unzerlegbar ist.

Bemerkungen 6.14: (1) Die Charaktere x:Hb-(E* mit x(y)=1 entsprechen den

Charakteren des Gitters Q (als Quotient von Hb) und damit den  Zahlenpaaren
(x(a),x(B))EC*<C*.

(2) Das Theorem 6.13 stellt eine Verallgemeinerung verwandter Resultate
von Williamson und Gerstenhaber iiber semi-kommutierende Matrizen dar (vgl.
[wil, [Ger]).
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(3) Corollar: Die unzerlegbaren unitdren Darstellungen von H, sind konjugiert
zu Darstellungen der Form Xet o wobei x ein Charakter von Hb mit y(y)=
b4

1 ist, der nur Werte vom Betrag 1 annimmt.

(Diese Aussage findet man auch bei Burger, [Bu], wo sie in einem erheblich
allgemeineren Rahmen mit Methoden der Harmonischen Analysis bewiesen
wird.* Sie folgt hier einfach daraus, daf eine unipotente Darstellung genau

dann unitdr ist, wenn sie trivial ist.)

(4) Betrachtet man zu p = xet jec die Untergruppe H' von Hb, die von o,

B' und ¥ erzeugt wird, und auf’dieser die durch
p'(a) 1= x(a)ola), p'(8") := x(B)o(8) und p'(y) := ez“'d/brc(ﬂ
definierte- Darstellung p', so ist p die von p' auf Hb induzierte Darstellung.

(5) Eine Darstellung p von Hb in GLn(C) ist genau dann treu, bildet also

Hy injektiv ab, wenn p(y) unendliche Ordnung besitzt. Fiir p= xet, je0 heiflt

d
y - ’ .
dies, daB p genau dann treu ist, wenn o(y) unendliche Ordnung besitzt, was

bei einer unipotenten Darstellung nur o(y)# 1 bedeutet.

(Begriindung fiir den ersten Teil von (5): Nehme an, daR o(y) unendliche
Ordnung besitzt, und betrachte h= axBsz mit p(h)=1. Aus 1= [p(h),p(B)] =
p([h,B])=P(Y)bx folgt x=0; analog erhdlt man y=0‘ aus L= [p(h), p(a)] =
p(‘r)-by. Schlieflich ist wegen 1=p(h)=p(y)? auch z=0, also h=1. Damit ist

die Injektivitit von p bewiesen. Die Umkehrung ist trivial.)

Beweis von Theorem 6.13: ‘Es sei p eine unzerlegbare Darstellung von Hb in
GLn(C). Zur Abkiirzung schreiben wir A:=p(a), B:=p(8) und Z:=p(y).

Fiir eine beliebige nxn-Matrix M verstehen wir unter der Gewichtszerlegung

des €" beziiglich M die Aufspaltung

n

€ = oV,(M) mit V,(M) := ker( (M-an)™)

A
Weil A und B mit Z kommutieren, respektieren beide Matrizen die Gewichts-
zerlegung beziiglich Z. Also folgt aus der Unzerlegbarkeit von p, daR Z nur
einen einzigen Eigenwert T besitzt. Wegen Cbn=det(Zb)=det([A,B])=1 ist
T~ eine primitive r-te Einheitswurzel fiir einen geeigneten Teiler r von n un

eZnid/br .

man kann T = mit (r,d)=1 und rgd<(b+1)r schreiben.

*) Ich bin J. Scherk fiir den Hinweis auf diese Arbeit dankbar.
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(Also sind die Zahlen r und d durch p bereits eindeutig festgelegt.)

Betrachtet man nun die Gewichtszerlegung des ¢" hinsichtlich der Matrix A,
so wird V,{(A) durch B in Vcbx(A) abgebildet. (Fiir vEVl(A) ist (A-cbhl)nBv
=B(AZb—C ll)"v:O, weil Z mit A kommutiert und T als einziges Gewicht
hat. Also ist Bv ein Gewichtsvektor zu A vom Gewicht C'bl.)A‘Damit stabili-
siert B - und trivialerweise auch Z - jeden der zusammengesetzten Ge-

wichtsrdume
W, (A) := V,(A) @ VCbA(A) e-VCZbA(A) ® ... ® Vc(r-l)bA(A)-

Die Unzerlegbarkeit von p impliziert also, daB die Eigenwerte von A eine

(r-1)b

einzige Nebenklasse {AA,...,C AA} der r-ten Einheitswurzeln bilden. Ent-

sprechend bilden die Eigenwerte von B eine Nebenklasse {AB,...,c(r'l)bAB}.

Nach der Abspaltung eines geeigneten Charakters x(a*8Yy?%) 1= x’;xg ‘yon p,
der durch p modulo den r-ten Einheitswurzeln eindeutig bestimmt ist, kann
man sich also auf den Fall beschrinken, daB die Eigenwerte sowohl von A
als auch von B genau die r-ten Einheitswurzeln sind. Jeder der Gewichts-
rdume V;bk(A) und ngk(B)- hat fiir k=0,...,r-1 die Dimension h:=n/r. (Das
ist der Fall, weil B die Gewichtsrdume von A zyklisch permutiert und A
umgekehrt das selbe fiir B tut.)

Wir wihlen jetzt in Vl(A) eine beliebige Basis aus und statten ngk(A) fiir
k=1,...,r-1 mit dem Bild dieser Basis unter Bk aus. Beziiglich der so defi-
nierten Basis des € beschreiben wir A, B und Z als rxr-Blockmatrizen,
bestehend aus hxh-Blécken als Eintrigen. Unter Heranziehung der Kommuta-

torrelationen, die in Hb gelten, und nach Definition der Basis erhidlt man so:

[ A, ) [0 B
ZEA,, 10
2b
A = Zo A, , B = 10 und
. Zgr-l)bAOJ \ l o J
FZO A
Zo
Z = Zo
Zy
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Darin reprisentieren A,, By und Z, die Einschridnkungen von A, B' und Z
auf V1(A) in bezug auf die gewihlte Basis. Folglich haben diese Matrizen als
jeweils einzige Eigenwerte 1, 1 und % und es bestehen die Kommutator-Rela-

tionen:
[Ao,B*] = Z%, [A¢,Zo] =1 und (B%,Z,] = L.
Mit B, := exp(%log B*) wird eine r-te Wurzel aus B} definiert. (Siehe auch

den Beweis von 6.11.) Es folgen die Kommutator-Relationen:
[(B,,Zo] =1 und [A,,B.] = (ézo)b.

(Begriindung: Fiir eine unipotente Matrix X wird deren unipotente r-te
Wurzel durch £(X) :=exp(%log X)= 2;0 ci(X-l)l gegeben und aus [(X,Y]=1
folgt £(XY) =f(X)f(Y). Dann gilt aufgrund der Kommutator-Relationen, denen
B} geniigt, fiir B, :=f(B}):

]

AoBo = Aof(BY) = Jc.A.(BI-D)! = [c(BIZO -1)'a, = £(B3ZODA,

(BME(ZPNA, = B.i(zPDA, = £#(zPN)B, A,

also ist [AO,BOJ=f(ZEr) eine unipotente r-te Wurzel von ZEI und stimmt
daher mit (%Zo)b tiberein, weil die unipotenten Wurzeln aus unipotenten

Matrizen eindeutig sind.)

Durch Konjugation mit der Diagonalen-Blockmatrix diag(l‘,Bo,...,Bi_l) gehen

die Matrizen A, B und Z in die neuen Matrizen

[ A, ] 0 B,

CbAo Bo (’V

Al = 2ba, Y

und

]
[ve]
.0
e

- glr-1b, | \ B, 0
Z' =2

iber. (Das ist leicht mit den oben hergeleiteten Kommutatoren auszurech-

nen.) Offensichtlich ist damit die Gestalt einer Darstellung T 480 erreicht
b

worden, wobei die Darstellung o: Hb*GLh(E) durch

IZo

a(a) := Ay, 0o(B) :=B, und ol(y) := T

definiert wird.
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Es bleibt zu begriinden, daB nach geeigneter Konjugation ¢ nur Werte in den
unipotenten oberen Dreiecksmatrizen annimmt. (Es ist schon bekannt, daf
alle' a(h), hEHb, 1 als einzigen Eigenwert aufweisen.) ll)azu reicht es aus,
einen simultanen Eigenvektor v€C von A,, B, und EZ" - jeweils zum
Eigenwert 1 - zu finden, denn nach Abdividieren des von diesem Vektor auf-
gespannten Unterraumes Cvf:ﬁlh kann man induktiv so fortfahren. Nun ist der
Eigenraum EI#O von %Zo zum Eigenwert 1 sowohl unter A, als auch unter

B, stabil und die Beschridnkungen von A, und B, auf E. kommutieren wegen

1
[A,,B,] =(%Zo)b. Unter diesen Umstdnden kann man einen gemeinsamen

Eigenvektor v€E, von A, und B, finden. (LALG, Chap. VII, §5.7, Lemme 31)

Damit ist der Teil (1) des Theorems bewiesen. Auch Teil (2) ergibt sich
daraus, weil die Gewichtsstruktur einer unzerlegbaren Darstellung, wie ge-
zeigt, zuerst r und d, dann x (modulo den r-ten Einheitswurzeln) und schlief3-
lich o bis auf Konjugation festlegt. Auch ist leicht einzusehen, dafl zwei
Charaktere x und x', die modulo den r-ten Einheitswurzeln iibereinstimmen,
zueinander konjugierte Darstellungen xo-'cr’d und x' etr,d definieren: Man
konjugiert dazu mit Matrizen der Form T d(a) oder T d(B) oder Produkten

b 1
solcher Matrizen.

Fir Teil (3) muf begrindet werden, daB p = xerr’duc schon dann unzerlegbar
ist, wenn o eine unzerlegbare Darstellung von Hb in den unipotenten hxh-
Matrizen ist. Wir nehmen gleich x=1 an. Eine Zerlegung von p zieht eine
entsprechende Zerlegung des Gewichtsraumes VI(A) nach sich, die von den
Matrizen A,, B* und Z, (wie oben) als Einschrinkungen von A, B’ und Z
respektiert wird. Dies gilt dann auch fiir die Wurzel B,, woraus die Zerleg-
barkeit von o folgt. JJ -

Anwendung auf assoziierte Biindel. Durchtdie Kombination von Theo-

rem 6.13 mit Proposition 6.10 konnen diejenigen Vektorraumbiindel auf X-E,

die zu Darstellungen von Hb assoziiert sind, genau charakterisiert werden.

Theorem 6.15: (1) Jedes auf X-E zu einer Darstellung p der diskreten

Heisenberg-Gruppe Hb assoziierte Vektorraumbiindel Fp ist isomorph zu der
trivialen Ausdehnung eines tber E definierten Biindels F‘p entlang der Fasern
der Projektion X-E—~E. |
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(2) Fiir eine gegebene Darstellung p = x® T80 von Hy, worin' x ein Charakter
mit x(v)=1, t=tr,d eine;der in 6.12 definierten unitdren Darstellungen und
o eine unipo;ente Darstellung ist, gilt Fp= an FTs' F0 und die gemdf (1) zu
den Faktoren durch triviale Ausdehnung AnlaB gebenden Biindel iiber E
kdnnen (eindeutig) so bestimmt werden, daR gilt:

(i) Fx € Pic® E und jedes Element aus Pic® E kann so darg-estellt werden;

(ii) 18 ist unzerlegbar vom Rang r und Grad d;

(iii) F, ist eine direkte Summe von unzerlegbaren Vektorraumbiindeln vom
Grad 0, die holomorphe Schnitte besitzen (5.7), und jedes solche Biindel
ergibt sich in dieser Weise aus einer geeigneten unipotenten Darstellung
o von Hb. |

Das Biindel Fp ist genau dann unzerlegbar, wenn F_ (bzw. Fo) unzerlegbar ist.

Corollar 6.16: Jedes Vektorraumbiinde! F auf X-E ist bis auf Isomorphie das

assoziierte Biindel Fp einer Darstellung p von Hbﬁnl()'(-E).

Corollar 6.17: Ein unzerlegbares Vektorraumbiindel F auf X-E ist (bis auf

Isomorphie) genau dann assoziiertes Biindel einer unitdren Darstellung von Hb’
wenn es die triviale Ausdehnung eines einfachen (bzw. stabilen) Biindels F

auf E entlang der Fasern der Projektion X-E—~E ist.

.

Bemerkungen 6.18: (1) Die in Teil (2i) von 6.15 behauptete Surjektion

{ Charaktere x von H, mit x(y)=1 } - Pic°E, x ~ Fx,

b
kann explizit angegeben werden: Ein Charakter x der genannten Art ist durch
(x(a),x(B)) EC* C* eindeutig bestimmt. Wihit man u,v € €/7 mit x,(m):ez’tlu

2niv

und x(B)=e“ "', so handelt es sich bei F, um das zu

v-uw € C/(z.,.z(ﬂ) 2C/q = E = Pic°E

korrespondierende Geradenbiindel, wobei der Nebenklasse 0+Q das triviale
Biindel in Pic® E entspricht.

(2) Durch eine unzerlegbare Darstellung p ist der in der Faktorisierung p =

XeT deo von Theorem 6.13 auftretende Charakter X nur modulo den r-ten
’

Einheitswurzeln wohlbestimmt, so da man r? gleichwertige Biindel Fx auf E
als Tensorfaktoren von F wie in 6.15(2) erhilt. Dies ist nach 5.6(i) auch

nicht anders zu erwarten, weil mit t=1 |, fiir A€Pic® E gilt:

r,d
~ r_ . . o
Ae .FT F‘T o A =1 in Pic®°E.
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Beweis von Theorem 6.15: (1) Diese Aussage wurde abstrakt mit 5.19 und in

der hier betrachteten Situation nochmals mit 6.10 bewiesen, so daf hier
nichts mehr zu tun ist. Zur Vorbereitung der folgenden Schritte erinnern wir
daran, daf F‘p nach 6.10 durch einen Thetafaktor der Q-Aktion auf € von der
Form

Jp,u(mmw,Z) = p(t}mBn)u( -nbz -n—(r;;-l)bw) *

beschrieben wird, wobei u eine zu wihlende 1-Parameter-Untergruppe ist, die

-1 . .
p(v)™" fortsetzt und mit p kommutiert.

(2) Wir miissen zeigen, daf die Fx,, F. und F_ représentierenden Biindel FX ,

F. und Fc auf E in der behaupteten Weise gewidhlt werden kénnen.

(i) Ein Charakter x von Hb mit x(y)=1 kann als Charakter des Gitters Q
aufgefat werden. Mit der Wahl von p=1 erweist sich FX als das zu der
Darstellung x von Q beziiglich € ~E assoziierte Vektorraumbiindel vom Rang
1. Es ist. bekannt, da man so alle Biindel in Pic® E erhidlt ([PAG, pp. 307-
317]). Wir begrinden im folgenden zusidtzlich die Richtigkeit der oben
gemachten Bemerkung 6.18(1).

Weil OE(P) als Quotient von C€xC nach der durch 1:(z,t)~(z+1,t) und w:

21iz .. ; . . . .
1) definierten Q-Aktion realisiert werden kann (Beweis von

(z,7) ™ (z+w,e”
6.4), erhilt man den OE(Q-P) bestimmenden Thetafaktor daraus durch Paral-
lelverschiebung und Division zu 1: (z,t)~(z+1,t) und w: (z,t)'*(z+m,e2nlz°r),

wobei P und Q den Nebenklassen 1l.q und (%+z°) +Q in €/q =E entsprechen.

2 _
Andererseits bestimmt 1: (z,t)*(z+1,x(a)t) und w: (z,t)~(z+w,x(B)1) das zu x
assoziierte Geradenbiindel. Mit x(u)=82mu und x(B)=e2mv nimmt diese f1-
2niuz

Aktion innerhalb der neuen Koordinaten (z', t'):=(z,e t) die Form 1:

eZZui(v—um)

(z',t")~(z'+1,7') und w: (z',1') ~(z'+u, t') an, was zu zeigen war. |

(ii) Wir untersuchen jetzt das zu = T d mit r,d teilerfremd und rgd<
b
(b+1)r assoziierte Vektorraumbiindel.

Als 1-Parameter-Gruppé u mit |.t(1)=1'(1f)"1 =ll, wo C=e-2“ld/br

: g
andt/br-l fir t€C. Als entsprechenden Thetafaktor J_ " erhélt

b
man dann auf QxC fiir die beiden Erzeugenden 1 und o des Gitters Q:

ist, wihlen

wir u(t):=e
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r 1 W
Cb
J u(l,z) = CZb und
, .
k Z;(r-l)b J
(0 1)
0
(w,z) = e-Zmdz/r 1 0 .
l t o]

Daraus folgt schon, daB F_ ein Vektorraumbiindel vom Rang r und Grad d
ist, denn das Determinantenbiindel erhdlt man aus dem Thetafaktor

(det J )(1 z) = (- 1)1"1 und  (det J )(m 2) = (- 1)r-l -Znidz

der ein Geradenbundel vom Grad d deflmert (Verglezche Teil (1) bzw. den

Beweis von 6.4.)

Zum Nachweis der Unzerlegbarkeit von F. betrachten wir die Endomorphis-
menalgebra von F_. Die Schnitte im Endomorphismenbiindel von F_ = werden
durch beziiglich der adjungierten Operation von J. - invariante holomorphe
Abbildungen h: C—-M (I‘.) reprisentiert.* Wegen J_ (r z)=1 und I (rw,z):
g~ 2ridz -md(r 1)ml ist die adjungierte Operatnon des Untergltters“ Rt E=?!
durch Jt,u auf Mr(C) trivial, so daB jede einen Endomorphismus von*'Ft re-
prisentierende holomorphe Abbildung h:C - Mr(d:) doppelt-periodisch und

mithin konstant ist.

Wir haben also hEMr(C). Die Q-Invarianz als Endomorphismus bedeutet nun,
daf die Matrix h sowohl mit t(a) als auch mit t(B) vertauscht. Aus ht(a)=
t(a)h folgt, daB h die Zerlegung des €' in die (eindiménsionalen) Gewichts-
rdume von t(a) respektiert. Wir erhalten also, daf h simultan mit t(a) eine
Diagonalmatrix ist. Weil bei Konjugation mit t(B) die Diagonaleneintrige
zyklisch permutiert werden, folgt aus h= t(8)h 1:(E5)-1 schliefllich, daf alle
Diagonaleneintrige von h {ibereinstimmen, die Matrix h also einen Skalar

reprisentiert.

Damit haben wir EndE(FT) =€ erhalten, was fiir die Unzerlegbarkeit von F‘T

hinreichend ist. _J .

*) D.h.: h(g(z))=jT,u(g,z)'h(z)‘JT,u(g,z)‘l flir gen, z€C.
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(iii) Zu der gegebenen Darstellung o: Hb*Uniph(tE) wihlen wir die 1-Parame-
ter-Gruppe u als Untergruppe der Gruppe der unipotenten oberen Dreiecks-
matrizen Uniph(dl). (Dafiir, daf dies Ageschehen kann, siehe den Beweis von
Lemma 6.11.) Es wird gezeigt, daf Fo als sukzessive Extension (jeweils spal-
tend oder auch nicht) eines trivialen Biindels OE durch weitere triviale
Biindel 0E beschrieben werden kann. Solche Vektorraumbiindel sind nach
Atiyah ([At,]; siehe auch 5.34) stets direkte Summen von Grad 0-Biindeln,

die mchtverschwmdende holomorphe Schnitte enthalten.

Weil _l (g,z) fiir alle gEQ und z€C eine unipotente cbere Dreicksmatrix ist,
beschrelbt s(z):=(1,0,...,0) Yec einen nirgends verschwindenden holomorphen
Schnitt in Fy» der ein triviales Unterbiindel OE‘. in Fo aufspannt. Zur Kenn-
zeichnung des zugehdrigen Faktorbiindels bezeichnen wir den rechten unteren
(h-1)x(h-1)-Block einer unipotenten hxh-Matrix U mit U'. In dieser Weise
stiftet ¢ eine Darstellpng a': Hb-°Uniph 1(12) u eine 1-Parameter-Gruppe
u’:((E,+)'*Uniph_1(d3) und J o.u einen Thetafaktor vom Rang h-1, fiir den
offensichtlich (Jo,u)'=Jo',u' gilt. Folglich wird das Fakto‘rbundel Fc/OE
durch den Thetafaktor Jc',u' beschrieben und man erhélt FU/(JE'= Fo" so daf
man induktiv mit dem Herausteilen von trivialen Untergeradenbiindeln fort-
fahren kann und so eine Kompositionsreihe von Fo erhédlt, die ausschlieBllich
aus trivialen Geradenbiindeln OE besteht.

Umgekehrt wird eine unipotente Darstellung ¢ von Hb, die ein unzerlegbares

Grad-0-Biindel Fc vom Rang h auf E definiert, beispielsweise durch

g{a) := 1. und: o(B) := a(y) := 1

1)

gegeben. (Wir begriinden dies weiter unten ausfithrlich: o entspricht einer
der in Theorem 6.26 genannten Darstellungen, nidmlich S$(1,0,...,0).) Damit
ist auch jede direkte Summe von Grad-0-Biindeln mit holomorphen Schnitten

zu einer unipotenten Darstellung von Hb assoziiert.

(Diese Aussage kann man auch dem klassischen Theorem von A. Weil ([ We,
Chapitre 1.7], [ At,, Theorem 10]) entnehmen, demzufolge die assoziierten
Vektorraumbiindel auf einer Riemannschen Fliche genau die direkten Summen

von Biindeln vom Grad 0 sind. Die Reduktion von einer beliebigen Darstellung
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auf den -unipotenten Typ ist dann etwa mit Hilfe von Theorem . 6.13 mdég-

lich.) |

SchlieBllich folgt aus Satz 5.8, da fiir die Unzerlegbarkeit von Fp bzw. Fp =
FXeFTa F‘0 tatsdchlich die Unzerlegbarkeit von Fo notwendig und hinreichend

ist.

Beweis von Corollar 6.16: Um zu zeigen, daB jedes Vektorraumbiindel F auf

X-E zu einer Darstellung von Hb assoziiert ist, miissen wir wegen 5.19 nur
einsehen, daB jedes unzerlegbare Biindel F=F , d,(A) mit r'gd' <(b+1)r' und
A€Pic° E wie in 6.15(2) in der Form F oFaF gewonnen werden kann.

Mit h:=(r',d') kann r'=hr und d'=hd geschrieben werden. Wihle nun eine
unipotente Darstellung o von [-]b so, dafl F unzerlegbar vom Rang h und
Grad 0 ist. Mit der unitdren Darstellung < = 'tr’d ist dann FT unzerlegbar vom _
Rang tr und Grad d. Damit ist F1:° Fo wegen 5.8 bereits ein unzerlegbares
Biindel vom Rang r' und Grad d' und durch die Wahl eines geeigneten Cha-
rakters x kann wegen 6.15(2i) und 5.6(i) schlieBlich F (A)BFXQ F eF_

. r',d'
erzielt werden. [

Beweis von Corollar 6.17: Unzerlegbare unitdre Darstellungen von Hb sind
nach 6.14(3) von der Form P=XST, wobei x ein unitdrer Charakter von Q
ist und r,d teilerfremd sind. Also 1st Fp» das Pull-back eines unzerlegbaren
Biindels F’ auf E, dessen Rang und Grad teilerfremd sind, beziiglich X-E-—E.
Solche Bundel auf E sind nach [At,, Lemma 22] einfach, d.h.: End (F )=C.
Zum Nachweis der Stabilitit von F betrachten wir ein (ohne Emschrankung
unzerlegbares) Unterbiindel F' von F, mit u(F')Zu(F ). Wegen der Sitze
5.11 und 5.6(iv) folgt aus Hom (F F )#0 schon u(F') p(F ), was aber
wegen der Teilerfremdheit von Rang und Grad von Fp fiir ein echtes Unter-
biindel F' nicht eintreten kann.

Weiter tritt auch jedes derartige Biindel als assoziiertes Biindel einer unitd-
ren Darstellung von Hb auf, denn selbst fiir unitire Charaktere yx durchiduft
das assoziierte Geradenbiindel Fx ganz Pic® E, wie man 6.18(1) entnimmt:

‘Auch mit reellen u und v kann jede komplexe Zahl durch v-ue dargestellt

we rden.

Schlieflich sind unzerlegbare Vektorraumbiindel auf E, deren Rang und Grad

nicht teilerfremd sind, auch weder einfach noch stabil, wie man aus dem
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Vorhandensein eines Tensorfaktors Fh'mit h22 nach 5.8 ersehen kann: 5.9
liefert die Nicht-Einfachheit; die Instabilitdt folgt aus der Existenz eines
trivialen Unterbiindels 0p<F, (vgl. 5.34). B

Wir werden nun fiir ein beliebig vorgegebenes unzerlegbares Vektorraumbiin-
del auf X-E=X-{x} die Menge aller derjenigen Darstellungen von rtl(}"(-E)2
nl(X,x)’-‘Hb bestimmen, zu denen das gegebene Biindel assoziiert ist. Aus
den Theoremen 6.13 und 6.15 zusammen mit den Formeln 5.6(i) und 5.8
sowie der Bemerkung 6.18(1) ergibt sich, daf hierfiir nur mehr diejenigen
:unipotenten Darstellungen von Hb zu charakterisieren sind, zu denen die
triviale Ausdehnung (lings der Fasern von X-E-~E) eines vorgegebenen unzer-
legbaren Biindels vom Grad 0 mit einem nichtverschwindenden holomorphen

Schnitt assoziiert ist.

.Bevor wir damit beginnen, begriinden wir noch die schon in der Einleitung zu
diesem Kapitel bemerkte Tatsache, dal die Frage nach einer vollstdndigen
Klassifikation der unzerlegbaren Darstellungen der diskreten Heisenberg-
Gruppe Hb ‘(bgl) auf ein "hoffnungsloses" Problem fiihrt.

Wildheit des Klassifikationsproblems. Wenn k ein Kd&rper und A eine

(nicht notwendig kommutative) k-Algebra ist, dann versteht man unter
modkA die Kategorie der iiber k endlich erzeugten (i.e. endlichdimensionalen)
A-Linksmoduln und unter indkA die Menge der Isomorphieklassen von unzer-
legbaren Elementen in modkA. Wenn insbesondere A =k[G] ein Gruppenring
ist, dann entsprechen die Elemente von modkA bekanntlich genau den end-

lichdimensionalen Darstellungen von G iiber k.

Mit k<X,Y> werde die von zwei freien Elementen X und Y erzeugte nicht-
kommutative k-Algebra bezeichnet. Die Objekte von modkk<X,Y> kénnen
dann als Matrizenpaare (A,B) € (Mr(k))’ in der Weise aufgefalt werden, daB
A und B die Wirkungen von X und Y auf einen zu k' isomorphen Modul be-
schreiben. Die Klassifikation der Objekte von modk k<X,Y> bis auf Isomorphie
ist in diesem Sinne gleichbedeutend zu der Klassifikation von Matrizenpaaren
(A,B)E(Mr(k))’ bis auf simultane Konjugation. (Zwei Paare (A,B),(A',B')€
(Mr(k))z sind simultan zueinander konjugiert, wenn es eine Matrix SEGLr(k)
mit A'=SAS™' und B'=SBS”!

bis auf simultane Konjugation zu klassifizieren, ist bekannt, daR sie ein aus-

gibt.) Von der Aufgabe, Paare von Matrizen
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Sichtsloses Problem darstellt, das allenfalls fiir sehr kleine Dimensionen

erfolgreich behandelt werden kann. (Siehe dazu etwa [Kr, Chapter 1.2].)

Fiir gewdhnlich bezeichnet man deswegen ein Darstellungsproblem modkA
dann als "wild", wenn es einen voll-treuen* Funktor F: modk k<X,Y> - modkA
gibt, denn durch einen soichen Funktor wird eine Inklusion von indk k<X,Y>
in indkA' induziert, die zeigt, da die Bestimmung von indkA die Losung des
als hoffnungslos angesehenen Problems der Bestimmung von indk k<X,Y> bein-

halten wiirde.

Wir werden hier ein Darstellungsproblem modkAA schon dann als wild bezeich-
nen, wenn es nur einen irgendwie gearteten Funktor F: modk k<X,Y>-modkA
gibt, der eine Inklusion indkk<X,Y>‘-indkA induziert. Dies ist zwar eine
echte Abschwichung der oben formulierten Bedingung, gestattet aber mit der
gleichen Berechtigung, ein wildes Problem als hinsichtlich der vollstédndigen
Klassifikation der unzerlegbaren Objekte aussichtslos anzusehen, und ist iber-

dies genau die in der Einleitung zu diesem Kapitel verwendete Eigenschaft.

Proposition 6.19: Die Modulkategorien modCC[n] und modCC[Hb} sind vom
wilden Darstellungstyp.

Beweis: Der Quotient H ~a induziert einen Funktor modCC[Q] *modCC[Hb],
der einer Darstellung p von Q eine Darstellung # von Hb vermdge pla):=p(1),
§(B):=p(w) und A(v):=1 zuordnet. Offenbar wird dadurch eine Inklusion von
indCC[ﬂ} in inch[Hb] definiert, so daB nur die Wildheit von modcﬂ?[ﬂ]

nachzuweisen ist.

Das tun wir in zwei Schritten. Zunichst bezeichne R die Artinsche Algebra
R := C[X,Y1/(x? y*). Fiir R hat S. Brenner in [Bre, Theorem 51 eine Kon-
struktion fiir einen Funktor F: mod E<X,Y>*modCR angegeben, der eine

C
Inklusion indc C<X,Y>=ind_.R stiftet. (Siehe auch 6.20 unten.)

C
Wir geben einen zweiten Funktor G:modCR*moch[ﬂ] an: Die Objekte von
modCR entsprechen Paaren von Matrizen (A,B)E(M[(C))’ mit AB=BA und
A’ =B’ = 0. Einem derartig repridsentierten Modul aus mod R. wird durch G
eine Darstellung p von Q durch p(1):=1+A und p(w):=1+B zugeordnet. Hat

man p=G(A,B) und p'=G(A',B'), so sind p und p' genau dann als Darstel-

*) Ein Funktor F: C- C' heiBt voll-treu, wenn er eine Aquivalenz von C mit einer

vollen Unterkategorie C" von C' herstellt.
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lungen konjugiert, wenn (A,B) und (A',B') als Matrizenpaare simultan konju-

giert sind. Daraus folgt, da G eine Inklusion indCR“ i'ndcﬁ[ﬂ] bestimmt.

Durch Hintereinanderschaltung erhdlt man einen Funktor GeoF': modc €<X,Y>~
rriod[:d:[ﬂ], der die gewlinschte Einbettung indg C<X,Y>°—°indc clal gibe. [N

6.20. Wir geben als Ergdnzung zu dem vorangegangenen Beweis noch die
Brennersche Definition eines Funktors mod . £<X,Y> ~ modcﬂ [X,Y1/(x?,v*)
an, der eine Inklusion von Isomorphieklassen unzerlegbarer Objekte induziert.
([Brel; eine dhnliche Konstruktion geben Gel'fand und Ponomarev in {GePo].)

‘Wir denken uns dazu beide Modulkategorien durch Paare von Matrizen repré-
sentiert. Die Aufgabe besteht also darin, einem Paar (S,T) beliebiger rxr-
Matrizen ein Paar (A,B) kommutierender sxs-Matrizen mit A’ =B’ =@ in
geeigneter Weise funktoriell zuzuordnen. Dies gelingt fiir s=8r, indem man A
und B als 8x8-Blockmatrizen mit rxr-Matrizen als Eintrdgen durch

\.

(00001000 (00010000
00000010 00001000
0000000S 00000100
00000001 00000010
A= 100000000 und  B:i= 1505000001
00000000 0000000T
00000000 00000000
L0000000 O 00000000 |

definiert. Homomorphismen aus modc C<X,Y> gehen entsprechend dieser
Blockstruktur in achtfache direkte Summen ihrer selbst (also in Diagonalen-
blockform) iiber. Man verifiziert sofort AB=BA und A’ =B = 0.

Man zeigt dann, daf zwei Paare (A,B) und (A',B'), die wie oben aus (S,T) .
und (S',T') hervorgehen, genau dann simultan konjugiert sind, wenn dies fiir
(S,T) und (S',T') der Fall ist. (Mit einer lingeren Rechnung folgt aus MA'=
AM und MB'=BM mit einer 8rx8r-Matrix M, dal M beziiglich der 8x8-Block-
struktur eine obere Dreiecksmatrix mit acht gleichen rxr-Diagonalenblécken
M, ist und M,S'=SM, sowie M,T'=TM, gilt.) Dieselbe Rechnung zeigt
durch die Betrachtung von Endomorphismenringen, dal (A,B) unzerlegbar ist,

wenn (S,T) unzerlegbar ist. Also erhidlt man die gewiinschte Einbettung

indg €<X,Y> = indg X, Y1/(x2,y*) .
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Wir kehren jetzt zu den Darstellungen der diskreten Heisenberg-Gruppe Hb
und ihren assoziierten Vektorraumbiindeln auf dem Komplement X-E der
exzeptionellen Kurve in der minimalen Auflésung X einer Singularitit vom
Typ El(b) zuriick. Unser Interesse gilt den unipotenten Darstellungen von Hy»
deren assoziierte Biindel Pull-backs von direkten Summen unzerlegbarer Grad-
0-Biindel (mit holomorphen Schnitten) auf E beziiglich X-E~E sind (Theorem
6.15). Wégen 5.7 gibt es bei den unipotenten Darstellungen also nur abzéhl-

bar unendlich viele Isomorphietypen von assoziierten Biindein.

Unser Ziel ist, fiir ein fest vorgegebenes unzerlegbares Biindel solcher Gestalt
alle unipotenten Darstellungen von Hb zu bestimmen, die dazu AnlaB geben.
Das ist nach 5.7 und 6.15(2iii) gleichbedeutend zur Klassifikation aller unipo-
tenten Darstellungen eines festen Ranges r2l, deren assoziierte Biindel

unzerlegbar sind.

Unipotente Darstellungen. In diesem Abschnitt werden ausschlieflich

unipotente: Darstellungen der Heisenberg-Gruppe Hb und ihre assoziierten
Vektorraumbiindel auf X-E betrachtet. In einem ersten Schritt werden die
unipotenten Darstellungen von Hb zu den nilpotenten Darstellungen der drei-

dimensionalen komplexen Heisenberg-Liealgebra in Beziehung gesetzt.

Definition 6.21: Die dreidimensionale komplexe Heisenberg-Liealgebra h wird

durch h := Ca e Cb ® Cc mit den definierenden Relationen
(a,b] = ¢, [a,el] =0 wund [b,e]l =0

erkldrt. (h ist also eine nilpotente Liealgebra iiber C.)

Proposition 6.22: Fir jedes b21 entsprechen die Isomorphieklassen der Dar-

stellungen der Heisenberg-Liealgebra h in den nilpotenten oberen Dreiecks-
'matrizen bijektiv den Isomorphieklassen von Darstellungen der Heisenberé-
Gruppe Hy in den unipotenten oberen Dreiecksmatrizen. Dazu wird einer
nilpotenten Darstellung R: h*Nilpr(E) eine unipotente Darstellung OR’ Hb-
Unipr((E) zugeordnet, indem man definiert:

. . - 1.
oR(u) := exp Rla), oR(B) := exp R(b) und' oR(y) 1= exp R(bc).
(Die Beschrinkung auf unipotente Darstellungen ist wesentlich, weil eine

nicht unipotente Matrix p(y) nicht als Bild exp R(%[a,b]) eines zwangsldufig

nilpotenten Kommutators, vgl. 6.36, dargestellt werden kann.)
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Beweis: Die Hausdorff-Formel ([GAL, Chapitre 11.§61),
exp(X)exp(Y) = exp(X+Y+—;—[X,Y]+(h6here Kommutatoren) ),

zeigt, daR die einer nilpotenten Darstellung R von h zugeordnete unipotente

Darstellung o, die erforderlichen (mult.) Kommutatorrelationen erfiillt:

R
Log(a),05(8)] = ap(n® und  Log(a),00(x)] = [ag(8),00(1)] = L..

Die Umkehrung zu RH'GR

o von Hy eine nilpotente Darstellung Ro:h--Nilpr(dZ) durch

definiert man, indem einer unipotenten Darstellung

R (a) := log o(a), ~ R_(b) := log o(8) und R (c) :=b-log aly)

zugeordnet wird, wobei log die im Beweis von Lemma 6.11 eingefiihrte Loga-
rithmusreihe ist. Wiederum verifiziert man die Lie-Relationen [Ro(a)’Ro(b)]
=Rc(c) und [Ro(a),RU(c)] = [Ro(b),Rd(c)] =0 mit der Hausdorff-Formel,

weil log auf den unipotenten Matrizen zu exp invers ist. B

Als Konsequenz aus 6.22 erhdlt man, da sich die unipotenten Darstellungen
von Hb (b21) und die unipotenten Darstellungen von Hy bis auf Isomorphie
eineindeutig entsprechen. Theorem 6.13 zeigt, dafl dies fiir beliebige Darstel-

lungen von Hy und H, nicht der Fall ist.

1

Bemerkung 6.23: Die Proposition 6.22 gestattet es, von dem zu einer nilpo-

tenten Darstellung R:h-'Nilpr(t) assoziierten Vektorraumbiindel FR auf X-E
= | OE(-bP)I -OE (b21) zu sprechen, indem man zuerst zu der zugehdrigen
Darstellung o = o, von I—lb in den unipotenten Matrizen {ibergeht und dann FR

) R
= Fo bildet.

Um die endlichdimensionalen nilpotenten Darstellungen der Heisenberg-Lie-
algebra h beschreiben zu konnen, sind eine Reihe von Bezeichnungen erfor-
derlich.

Bezeichnungen 6.24: (1) Mit N und D seien die beiden folgenden rxr-Matrizen

bezeichnet:

-

D := r-3 = ((r-i)bij)
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(2) Es sei k eine ganze Zahl mit [ ] <ksr-1 und es seien COPTRL und

Crpq?e1C, komplexe Zahlen mit Crs 1;40 Dann wird eine Dargtellung S=
S(al,...,aklck+1, werCo_y ) von h in Nllpl_(d:) definiert durch
k . r-1 . 1 '
S@) := ¥ aN'+ § c.N'TTD,
i=1 ! i=k+1
N R e
S(b) := (a.l-l)mN + ) waN + ) wc,N "D = wS(a) - wN,
i=2 ' ksl !
S(e) := [S(a),s(b)].

(Dabei sei w das Gitterérzeugende von Q=Zl1eZw mit Imw >0 aus 6.1.)

Anmerkungen 6.25: (1) Im Spezialfall k=r-1 wird die in 6.24(2) definierte
Darstellung S mit S(al,...,ar_l) bezeichnet. Weil dann keine Koeffizienten c;

in die Definition eingehen, entfédllt auch die Bedingung ck+1#0.

(2) Die Verwendung des Symbols S(al,...,ak]ck+1,...,cr_1) im folgenden soll
stets die Aussage Ck+17‘0 beinhalten.

(3) Auf Grund der (additiven) Kommutatorrelationen {N,NI-ID] =N' fiir alle

i21, die man trivial durch Induktion bestidtigt, erhdlt man fiir die oben ein-

):
l'-l f—l

S(e) = [S(a),S(b)] = [S(a),wS(a) -uN] = olN,S(a)] = ¥ wciN‘.
i=k+1
Der Rang der Matrix S(c) ist also r-k-1, womit eine mtrmsxsche Charakteri-

gefiihrte Darstellung S=S(a1,...,ak|ck+l,...,c

sierung des Index k vorhegt Wegen k2 [—] ist im {brigen N Nj 1D =0 fir
beliebige i,j2k+1, so daB S(c) tr1v1alerwelse sowohl mit S(a) als auch mit
S(b) kommutijert. Damit ist bestdtigt, daB S(al""’aklCk+1’""ci-—1) eine Dar-
stellung der Heisenberg-Liealgebra h definiert. '

Wir sind jetzt in der Lage, das Hauptresultat dieses Abschnittes formulieren
zu konnen, das auf alten Ergebnissen von N. McCoy fuBt und zugleich einen
verwandten Satz von A. Morimoto verallgemeinert (Vgl. [Mc]l und [ Mo,
Lemme 8.3]. Die hier bendtigten Sitze aus McCoys Arbeit werden in einem

Anhang zu diesem Kapitel zusammengestellt und bewiesen.)
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Theorem 6.26: (1) Zu jeder r-dimensionalen nilpotenten Darstellung R der

Heisenberg-Liealgebra h, deren assoziiertes Vektorraumbiindel auf X-E unzer-
legbar ist, gibt es eine ganze Zahl k mit [-zf]gkgr-l und komplexe Zahlen
Byyees@ysCp, g1eeesC _y Wit € 4 #0 (sofern k<r-1), so daf die Darstellungen
R und S(al,...,aklck+1,...,c[_1) zueinander konjugiert sind. Umgekehrt ist zu
jeder Darstellung S(al,...,ak|ck+1,...,cr_1) ein unzerlegbares Vektorraur_nbﬁp-

del assoziiert.

(2) Je zwei Darstellungen S(al,...,akIck+1,...,cr_1) und S(ai,...,aﬁ,lcﬁ,ﬂ,...,
c'_l) sind genau dann zueinander konjugiert, wenn k =k' gilt und alle Koeffi-

i U i i . = 1 oes = ' = ' .e® = l -
zienten ibereinstimmen: =80 yeeny@) ZBY4C 1 =CpgyeenC =C

Damit sind auch die unipotenten Darstellungen von Hb’ die zu unzerlegbaren
Biindeln auf X-E AnlaB geben, vollstindig klassifiziert. Die topologische
Struktur dieses Raumes von Darstellungen wird im folgenden Abschnitt unter-

sucht werden.

Beweis von Theorem 6.26: Fiir eine nilpotente Darstellung R: h-'Nilp (C) der
Heisenberg-Liealgebra wird zur Abkiirzung A = (a ) =R(a) und B= (b ) =R(p)

geschrieben. Der Beweis wird in mehreren Schrltten erbracht.

(1) Behauptung: Das zu R assoziierte Vektorraumbiindel FR auf X-E ist

genau dann unzerlegbar, wenn fiir die. Nebendiagonalelemente b +1¢ “+1
fiir alle i=1,...,r-1 gilt. (Insbesondere impliziert die Unzerlegba.rkext von FR
also, daB in jeder oberen Nebendiagonalposition wenigstens eine der beiden

Matrizen A,B einen nichtverschwindenden Eintrag besitzt.)

Der Beweis wird durch: Induktion dber r gefithrt. Fiir r=1 ist nichts zu
zeigen. Jetzt sei R eine r-dimensionale nilpotente Darstellung von h und R’
die daraus durch Weglassen von erster Zeile und erster Spalte entstehende
nilpotente Darstellung der Dimension r-1. Nach Induktionsannahme sei die

Béhauptung fir die Dimension r-1 schon bewiesen, so daR zu zeigen ist:
FR unzerlegbar © FR' unzerlegbar und b, , fwa,,.

Weil R' die durch R auf einem Faktorraum des C' bestimmte Darstellung ist,
und das selbe fiir die Darstellungen Inr und ™ der Gruppe Hb gilt, verfiigen

wir iiber Extensionen assoziierter Biindel auf X-E und auf E

0~0z p~Fo=Fo =0 und 0-~0;~Fy~Fp =0, (*)
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wobei F_ das wie in Theorem 6.15 bzw. Proposition 6.10 (im Sinne von 6.23)

R
definierte Biindel auf E ist, das durch den Thetafaktor
J(m+nw,z) = exp R(ma)-exp R(nb)-exp R((nz+5£r;—1)w)c)

beziiglich der Uberlagerung €~ E bestimmt wird. Den FR' kennzeichnenden
Thetafaktor erhdlt man aus ] durch Streichung von erster Zeile und erster
Spalte, weil ] nur Werte in den unipotenten oberen Dreiecksmatrizen an-

nimmt, was die zweite Sequenz (*) bestdtigt.

Ist FR und damit auch FR unzerlegbar, so folgt nach den Sidtzen von Atiyah
([At,, Lemma 15(ii)]1), daB auch Frpo R

deutig bestimmtem™* trivialen Untergeradenbiindel unzerlegbar ist. Ist umge-

als Quotient von F_ nach dessen ein-

kehrt Fp, unzerlegbar, so folgt aus [At,, Lemma 16 & proof], daR F

genau dann unzerlegbar ist, wenn (*) nicht spaltet.

R

Wir nehmen jetzt an, daB F_, unzerlegbar ist. Spaltung von (*) ist &4quivalent
zu der Existenz eines von 0p <Fp (aus (*)) unabhingigen holomorphen
Schnittes, dessen Restklasse in Fpi das triviale Unterbiindel darin erzeugt.
(Denn (*) spaltet nach Atiyah dann und nur dann, wenn die Corandabbildung
Rt 24

Schnitten von FR liften lassen.) Ein solcher Schnitt wird - in dem Kontext

der Thetafaktoren - durch eine holomorphe Abbildung
f = (fl,fz,...,fr)t: C~C" mit f(zeg) = J(g,2)f(z) fiir z€C, g€n

reprisentiert, wobei f2 nirgends verschwindet und f3‘='"=fr=0 gilt, denn
(c,O,...,O)tECr‘l reprisentiert die nichtverschwindenden holomorphen Schnitte

in dem unzerlegbaren Grad-0-Biindel F Weil J(g,z) in den unipotenten

R'
oberen Dreiecksmatrizen liegt, ist die Funktion fz(z) doppelt-periodisch auf

C, also konstant f2(2)=c, und fl erfiillt fiir alle z€C die Gleichungen
fl(z+1) = fl(z) + ay,C und fl(z+w) = fl(z) + blzc.

Eine solche holomorphe Funktion existiert fiir ¢#0 dann und nur dann, wenn
b12=wa.12 gilt. (Aus den beiden Beziehungen folgt, daB f1 mit z linear
wichst, also als ganze holomorphe Funktion selbst linear sein muB. Daraus

folgt die Behauptung b 2y, oder f1 =0.)

127¢

Hiermit ist die Behauptung (I) bewiesen. Die hier angegebene Begriindung

geht auf Morimoto, [ Mo, Lemme 6.1], zuriick. |

*) FR ist ein Grad-0-Biindel, das bis auf Vielfache nur einen einzigen holomorphen
Schnitt besitzt. (Theorem 6.15)
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(1) Hilfssatz: Falls R eine nilpotente Darsteilung von h der Dimension 124
ist, deren assoziiertes Biindel FR unzerlegbar ist, so besitzt wenigstens eine
der beiden Matrizen A,B maximalen Rang und ist also zu der Jordan-Matrix

N konjugiert.

Beweis: Es werden die 4x4-Hauptminoren von R betra’chtef, d.h. die 4-
dimensionalen Darstellungen R', die durch Auswahl einer auf der Diagonalen
liegenden 4x4-Untermatrix (aus aufeinander folgenden Zeilen und Spalten)

aus R hervorgehen. Wir schreiben zur Abkiirzung:

0 s, = » 0 t, * =
0 s, = 0 t, *
S := R'(a) = : und T := R'(b) = 2
0 S3 . 0 ty
0 0
(D.h.: SPZR 4icl,igH und ti=bi°+i—1,i°+i fiir ein i, aus {1,...,r-4} und i=
1,...,4.) Es folgt
0 0 piz*
’ 0 O
R'(c) = [S,T] = P22l it p.. i= st - st
0 O 1] 1]} 11
-0

Die rechten oberen Eintr&ge in den Matrizen (S,(S,T]11=0 und [T,LS,T1] =0

sind dann

U= S)Py3 - S3Pyp; =0 und  vi=tipyg - tgpyy = 0

und durch geeignete Linearkombinationen gelangt man zu den Identitédten

0 =tju - sV = 1y5Pp3 = 1yS3Py5 = SytyPy3 + S413Py5 = Py3Pygs

0=t

29 7 S2V = 1331Py3 T 1383Pyp - SptyPa3 * Spl3Prp = PpPo3:

0 = t3u - s3v = t35:Py3 - 1383Pyp = S3tyPp3 * S3i3Pyy = Py3Pp3-
Weil nach Teil (1) die drei Paare (sl,tl), (sz,tz) und (53,t3.) alle von (0,0)
verschieden sind, folgt aus dem eben Bewiesenen die paarweise Proportionali-

tdt dieser Zahlenpaare.

Damit haben beide Matrizen A und B die Eigenschaft, daf die oberen Neben-
diagonalelemente entweder alle verschwinden oder simtlich nicht verschwin-
den. (Man betrachte der Reihe nach alle 4x4-Hauptminoren!) Weil ersteres
nach (1) nicht auf beide Matrizen zugleich zutreffen kann, ist hiermit der

Hilfssatz bewiesen. _]
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(1) Es sei jetzt R eine nilpotente Darstellung von h, fiir die R(a) zu N kon-

jugiert und FR unzerlegbar ist.

Nach Satz 6.36 des Anhangs ([Mc, Theorem 31) ist R beziiglich einer geexg-

neten Basis des ¢’ durch
r-1 .
R(a) =N und R() =) b.N'+ { dN
i=1 ! 1=k+1

" mit [—%] <kgr-1 und dk+1#0 (sofern k<r-1) ausdriickbar. Nach (I) ist iiber-
dies bl#m (und b1+d2# w, wenn r=3 und k=1.) Der Isomorphietyp von R
beziiglich Konjugation ist schon durch bl”"’bk’dk 1’""dr—1 bestimmt. Wir

fiihren deswegen die Bezeichnung R(b b |dk+1"“’dr-1) fiir eine Darstel-

1’ ey
lung R wie oben ein.

Behauptung: Durch Konjugation wird eine bijektive Beziehung hergestellt
zwischen:
(a) Darstellungen S(al’“"ak|Ck+1""’cr-1) mit a, #0 und ¢, #0

(und a,+c,#0 bei r=3, k=1);

(b) Darstellungen R(bl’""bk|dk+l""’dr-1
(und by +d, #w bei r=3, k=1).

) mit b1;£m und by ., #0

Beweis: Eine Darstellung S=S(al,'...,ak|ck+1,...,cr_1) wie in (a) erfillt die
eingangs dieses Beweisabschnittes (III) gestellten Anforderungen und ist daher
zu einer Darstellung R= R(bl’"" klbk 1,..., ) konjugiert. (Der Index k ist
in beiden Féllen der selbe, denn bei Kon;ugatxon von [S(a),S(b)] = ch N' in
(R(a)},R(b)] = Zd N' bleibt der Rang unverdndert.)

Die Transformation von S in R per Konjugation ldB8t sich explizit herbei-
fl‘.ihren, indem man eine neue Basis des €' durch e :=(0,...,0, 1) und e R
S(a.)e flir i=1,...,r-1 definiert. Beziiglich dieser Basns wird S(a) durch N
reprasennert, so daB S die Gestalt von R annimmt (6.36). Driickt man den
Vektor S(b)er sowohl beziiglich der alten wie auch beziiglich der neuen Basis

des €' aus, so erhdlt man die Beziehung
r-1

r-1
(0,...,0,wak,...,waz,m(al-l),ﬂ)t = S(ble_ = izlb = z bS(a)e ,

ir-i

woraus unter Beachtung des Umstandes, daB S(a) auf die hinteren k+1
Komponenten des €' genau wie ZajNJ und S(a)' entsprechend wie (Ja.NJ)'

wirkt, die folgende Beziehung zwischen (al,...,ak) und (bl,...,bk) resultiert:
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k ) '
b(a(X)) = -wX mod (Xk+1) mit  a(X) := aiXl € €{X] und
i=1
k .
b(y) := ¥ biy‘ - wy € ¢clYl.
i=1

Weil es sich dabei im wesentlichen um das Problem der Bestimmung der k
Anfangsterme einer Umkehrfunktion handeit, bestimmen die '(al,...,ak) aus

d:"xalk_l umkehrbar eindeutig die (bl""’bk) aus (C—{w})ka_l.

In analoger Weise liefert der Vektor [S(a),S(l‘:)]er=S(c)er die Gleichung

t rol rol i
(wct_l,...,wck_l,O,...,O) = S(c)er = i=§<+1dier"i = i=E+1diS(a) e
und daraus g
-1 .
d(a(X)) 2 we(X) mod (X') mit o(X):= } c.X' € €lX] und
) i=k+1 !
r-1 .
d(v) == 1 dY' e iyl
i=k+1

Auch hier erkennt man sogleich die bijektive Entsprechung zwischen den
r-k-2 x ~I-k-=2
und (dk+1,...,dr__1)6ﬂ: xC

d(Y) im wesentlichen durch eine umkehrbare Koordinatentransformation

(Ck+1""’cr-1)6 C*xC , denn c(X) geht aus

hervor.

Damit ist die Behauptung bewiesen. |

(IV) Falls zwar nicht R(a), wohl aber R(b) maximalen Rang besitzt, so ldRt
sich Teil (1lI) auf die "gespiegelte" Darstellung R® anwenden, die durch
Rs(a):=-%R(b) und R3(b):=-wR(a) definiert ist. Diese Darstellungen stehen
nach (Ill) bezliglich Konjugation in bijektiver Korrespondenz zu den Darstel-
lungen S(l,az,...,a‘k|ck+1,...,cr_1) mit cks+17£0 (und cz#—l bei r=3, k=1.)
Weil allgemein S(al,...,a.k|ck+1,...,cr_1) =S(l—al,-az,...,-akl—ck+1,...,—cr_1)
gilt, handelt es sich bei den hier betrachteten (nicht gespiegelten) Darstel-
lungen R um die zu S(O,az,...,ak|ck+1,...,cr_1) mit ¢, , #0 (und c,#1 bei
r=3, k=1) konjugierten Darstellungen. | : )

(V) Wegen des Hilfssatzes (II) ist mit den Teilen (IlI) und (IV) die Aussage
(1) des Theorems 6.26 fiir die Dimensionen r24 und - trivialerweise - auch
r=1,2 schon vollstindig bewiesen. Fiir die dreidimensionalen nilpotenten
Darstellungen R von h mit unzerlegbaren assoziierten Biindeln ist damit
immerhin schon gezeigt, dafl diejenigen darunter, fiir die eine der Matrizen
R(a) oder R(b) Rang 2 besitzt, bijektiv den folgenden Darstellungen ent-

sprechen:
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S(al,az) mit (al,az) € und

S(a;le,)  mit (a),c,) €CxC* - {(1,-1),(0,1)}.
Ist jetzt R eine dreidimensionale Darstellung von h in den nilpotenten oberen
Dreiecksmatrizen, fiir die R(a) und R(b) beide nur vom Rang 1 sind, und die
dem Unzerlegbarkeitskriterium aus (I) geniigen, dann kann man R durch

Konjugation in eine der folgenden beiden Darstellungen iiberfiihren:

‘o Y - 0w )
S(1]-1): a+~ 0 14}, b 0

0 L 0

(0 1 ) (0 )

S(0]1): a =~ 0 , b~ 0 -w

| 0) | 0

Diese beiden Darstellungen sind ihrerseits nicht zueinander konjugiert. Damit
ist Teil (1) des Theorems vollstindig bewiesen. (Wenn keine der Matrizen
R(a),R(b) Rang 2 hat, dann miissen nach (I) beide vom Rang 1 sein} |

(V1) Wir stellen fest, daB auch die Aussage (2) des Theorems aus dem oben
Bewiesenen folgt. Abgesehen nidmlich von den beiden zuletzt behandelten
dreidimensionalen Ausnahmedarstellungen wurde mit (III) und (1V) die Aus-
sage (2) auf die entsprechende Behauptung iiber die in (IlI) definierten Dar-
stellungen R(bl,...,bk|dk+1,...,
nach Satz 6.36 (im Anhang) richtig. [}

dr-l) zuriickgefiihrt. Fir diese ist sie aber

Die Definition der Darstellungen S(al,...,ak[ck+1,...,cr_1) in 6.24 wirkt recht
willkiirlich, was anscheinend auch durch die Komplexitit des letzten Beweises
bestdtigt wird. Am' Ende des Anhangs zu diesem Kapitel tragen wir noch
eine' konzeptionellere Begriindung dafiir nach, dal die Menge der r-dimensio-
nalen nilpotenten Darstellungen von h, deren assoziierte Biindel unzerlegbar
sind und das Erzeugende ¢ des Zentrums von h durch einen Endomorphismus
von vorgegebenem Rang r-k-1 darstellen, wie C*<C"? baw. Cr’-l (im Falle

k =r-1) beschaffen ist.

Es sei aber schon hier darauf hingewiesen, daf auf diesem Weg weder eine
nennenswerte Vereinfachung der Formulierung des Theorems 6.26 noch seines

Beweises erzielbar ist.
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Modulriume von Darstellungen. Im vorigen Abschnitt wurde die Menge

M(r) der Konjugationsklassen von nilpotenten Darstellungen der dreidimensio-
nalen Heisenberg-Liealgebra h, deren assoziierte Vektorraumbiindel auf X-E-
unzerlegbar sind, dadurch beschrieben, daB jeder Konjugationsklasse R € M(r)
eine eindeutig bestimmte Matrizendarsteilung S(al""’ak]Ck+1""’cr-1) aus R
zugeordnet wurde. Im folgenden wird -zusdtzlich dazu die Topologie, mit der
M(r) in natiirlicher Weise ausgestattet ist, durch Limiten konvergenter Folgen

und Umgebungsbasen angegeben.
Laut Theorem 6.26 ist

-1 :
M(r) = L; M(r,k), wobei
k={r/2]

M(r,k) := {ReM(r) | R(c) ist zu Nk konjugiert }

{S(al,...,aklck+1,...,cr_1) | 800y @) sCp gens € €C, Cp #0 } .

) {q:kxa:*xa:""'z fiir [5]sk<r-1

¢l fiir k = r-1

Nilpotente Darstellungen R von h in Mr(C) entsprechen eineindeutig Paaren
nilpotenter Matrizen (A,B) €(Mr(d:))’, die den Bedingungen [A,[A,B]]1=0 und
[(B,LA,B]]=0 geniigen,* wobei zu einer Darstellung R das Paar (R(a),R(b))
korrespondiert. M(r) entsteht also aus der Menge

E(r) == {(A,B)€(M (€)' | A"=B"=0, [A,[A,B]]=(B,[A,B]]-0}

durch Quotientenbildung nach der durch simultane Konjugation definierten
Aquivalenzrelation. Die natiirliche Topologie von M(r) ist demnach die Quo-
tiententopologie aus der Topologie von E(r), die ihrerseits als Unterraum-

topologie von der metrischen Topologie auf (Ml_(tl:))z ererbt ist.

Die Topologie von M(r) kann durch die konvergenten Punktfolgen eindeutig
charakterisiert werden. Es ist leicht einzusehen, daB jede konvergente Folge
in M(r) als Bild einer konvergenten Folge in E(r) erhalten werden kann.
Andererseits sind Bildfolgen von in E(r) konvergenten Folgen stets wieder
konvergent in M(r). Es sei also (A(u),B(“)) € E(r), unelN, eine konvergente
Folge mit Limes (A,B) € E(r) und die entsprechenden Darstellungen seien als
Elemente von M(r) mit R(u), €N, und R bezeichnet. Dann ist R € M(r,k)
fir ein k mit [Iz-]gkgr-l. Wegen der Halbstetigkeit des Ranges von [X,Y]

*) Dies sind additive Kommutatoren, d.h.: [X,Y] = XY - YX.
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in Abhidngigkeit von X und Y liegen alle bis auf hdchstens endlich viele
Folgenglieder in einer einzigen Menge M(r,k'), wobei aber im allgemeinen
nur k' gk gilt.

(w)

M(r) ist bis auf endlich viele Anfangsglieder von der Form

r(W S(agu) (w) (w) (u))

y-"7ak| ‘Ckl+1)"‘,

R = S(al,...,a,1< | Ck+1""’cr-1)’

Proposition 6.27: Jede konvergente Folge R in M(r) mit einem Limes RE€

und

wobei k' <k gilt und) die folgenden Zusammenhinge bestehen:
(u

(i) a, = limu_m a, fir i=1,...,k";
(ii) 0 = limu_m ci(u) fir i=k'+1,...,k;
(i) ¢; = lim _, ci(“) fiir i=k+l,. r=1;

(iv) 8y 1,113y sind beliebige komplexe Zahlen.
(n) () () (w)

Hat man umgekehrt k' <k und Koeffizienten By Tyeees@yy 9Cpy g 9eeenC L MIT

(u) 1740 fir pu €N sowie By yeeesBysCpgreeesC mit Ck+1#0 gegeben, so daf}

r-1
(1) (iv) erfiillt sind, so definieren diese wie oben eine konvergente Folge

r(w

mit Limes R in M(r).

Beweis: Wir wollen die Aussagen (i)-(iv) fiir eine konvergente Folge R(u)-' R
beweisen. Dazu sei wie in der Vorbemerkung eine entsprechende konvergente
Matrizenfolge (A(u),B(u)) mit Limes (A,B) in E(r) definiert.

Wir betrachten zunidchst den Fall, daf A den maximalen Rang r-1 besitzt. Es
gibt einen Vektor erE c' derart, da die ei:=A'r-ler fir i=1,...,r eine Basis

des €' bilden. Dann bilden fiir alle bis auf endlich viele w €N auch die Vek-
() _(A(u))r i (w)

e fir i=1,...,r Basen des c'. Mit T bzw. T seien

(l—l))

die Transformatlonen der Standardbasis des €' in die Basen (ei) bzw. (ei

toren e

bezeichnet. Wir definieren nun
(ar® gy o pw (pG)=1 Lgpln-1y ) ey

(A',B') := (TAT L, TBT™!).

Nach Wahl der Basen haben wir A'(u)=N und A'=N mit den Bezeichnungen

von 6.24 und deswegen nach dem Satz 6.36 von McCoy

r-1 ( ) i r-1 ( ) i-1 r-1 i r-1 -1
YN+ T dMN''D und B' = § bN' 4 ¥ dN‘ D
i=1 ! i=k'+1 ! i=t ' i=k+1 '

B.(u) -
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Aus A(u)"A fir u—= folgt T(u)-'T und damit B'(u)-’B' fiir p—-=, Also gilt:
() Lim __b™ o b fir i=1,..k
u i i :

d(u)

(ii') lim 0 fir i=k'+1,...,k;

-o

(iii*) iim . d(“)

di fir i =k+1,...,r-1.

-r

Aus den in Teil (IlI) des Beweises von Theorem 6.26 hergeleiteten (homdo-
morphen) Beziehungen zwischen den Koeffizienten der Darstellungen der
Typen R(bl,...,bkldk
Behauptung.

+1,...,dr_-1) und S(al,...,aklck+1,...,cr_1) folgt dann die

Sollte A nicht von maximalem Rang sein, so ist nach dem im vorigen Ab-
schnitt Gesagten entweder B von maximalem Rang - dann argumentiert man
ganz analog oder man bedient sich wieder der Spiegelungsoperation aus
Schritt (IV) des Beweises von 6.26 - oder (A,B) bestimmt eine der beiden
dreidimensionalen Ausnahmedarstellungen, fiir die A und B beide vom Rang 1
sind. In diesem Fall reduziert man am einfachsten auf das schon Gezeigte,
indem man von (A(u) (ll)) und (A,B) zu (A(u) (u)+B(u)) und (A,A+B)
{ibergeht. (Intrinsisch bedeutet das den Ubergang zu den durch den Liealge-
bren-Automorphismus ¢(xa +yb +z¢) := (x+y)a +yb +zc von h vermittelten
neuen Darstellungen o*R™ ynd o*R.) |

() _ R,

Koeffizienten die Bedingungen (i)-(iv) erfiillt sind, macht man sich sofort
klar, indem man die Folge (A(u) B(u)) durch

Die Existenz einer konvergenten Folge R sofern fiir vorgegebene

. . k :
Al Z NUYNTIN ;7 Lnitlp s { cWni-1p
i=1 ! i=k'+1 ¥ i=k+1 !

B(IJ) t= wA(ll) _'mN
definiert, die gegen den durch

S S o
A:=-)aN + ] cN'D, B:z=uwA -oN
i:l ! i=k+1 !
definierten Punkt (A,B) strebt. Die zu den Matrizenpaaren (A(u),B(u)) und
(A,B) gehdrenden Darstellungen von h sind dann vom gewiinschten Typ. Im
Falle von (A(u),B(u)) folgt das analog zu (oder mit den Methoden von
Schritt (III) des Beweises von 6.26 sogar direkt aus) der Konjugiertheitsaus-

sage von Satz 6.36 im Anhang. |}
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Folgerungen 6.28: (1) Fiir Folgen in M(r,k), deren Limiten wieder in M(r,k)

liegen, erhdlt man aus 6.27 den gewdhnlichen Konvergenzbegriff der me-
%2 pow. M(r,k) =" im Fall k=

r-1. Damit ist auch die induzierte Topologie von M(r,k) als Unterraum von

trischen Topologie von M(rk) = Ckx C*xC

M(r) die gewdhnliche metrische Topologie von komplexen Mannigfaltigkeiten.

(2) Die Existenz von konvergenten Folgen in M(r,k'), die gleichzeitig gegen
unendlich viele Limespunkte in M(r,k) mit k>k' streben, zeigt, daR die Topo-

logie von M(r) nicht die Hausdorff-Eigenschaft besitzen kann.
Mit der expliziten Kenntnis der Folgenkonvergenz in M(r) ist die Bestimmung
von Umgebungsbasen zu jedem Punkt aus M(r) eine triviale Ubung. Man

erhilt so:

Theorem 6.29: M(r) bezeichne den Raum der Konjugationsklassen von 1-

dimensionalen nilpotenten Darstellungen der Heisenberg-Liealgebra fi, deren
assoziierte Vektorraumbiindel auf X-E unzerlegbar sind. In den Bezeichnungen .
von 6.24 und 6.26 sei S=S(al,...,akIck+1,...,cr_1) ein Reprédsentant eines

beliebigen Punktes aus M(r). Dann bilden fiir ¢>0 die Mengen

- k | al€D (a.), i=1,..,k';
U := S(a!,.yal,lc!, yeee,c! 1 7" e }
e . k':J_[];‘/Z] { 17 %% l k'+1?°"" 1'-1) ci'EDs(ci)' i=k'+1,...,r-1

eine Basis der offenen Umgebungen von S, wobei Ds(z) die offene Kreis-
scheibe- vom Radius € um z€C bezeichne, Ci=0 fir i=k'+1,...,k zu verstehen
sei und im Sinne von 6.25(2) nur Koeffizienten-(r-1)-Tupel mit Cri,q #O in

Betracht gezogen werden.

Der Raum M(r) entspricht nach Proposition 6.22 in homdomorpher Weise dem
Raum der Konjugationsklassen von r-dimensionalen unipotenten Darstellungen
o der diskreten Heisenberg-Gruppe Hb’ deren assoziierte Vektorraumbiindel
auf X-E unzerlegbar sind. Zusammen mit den Theoremen 6.13 und 6.15

ergibt sich so als Corollar zu 6.29:

Theorem 6.30: R(r,d,A) bezeichne die Menge der Konjugationsklassen von r-

dimensionalen Darstellungen der diskreten Heisenberg-Gruppe Hb’ zu denen
ein festes Biindel F auf X-E assoziiert ist, das aus einem .Biindel F‘r d(k) mit
M

r<d<(b+1l)r und A€Pic® E durch triviale Ausdehnung via X-E - E entsteht.
Als topologischer Raum ist R(r,d,A) hom&omorph zu Cx M(h) mit h:=(r,d).
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(Zu Fr d(l) siehe 5.6; der Raum M(h) wurde zu Beginn dieses Abschnittes
eingefiihrt. Die natiirliche Topologie von R(r,d,A) definiert man analog zu der
von M(r).) '

Beweis: Es sei p eine Darstellung von Hb mit Fp= F. Dann ist. p unzerlegbar
und nach Theorem 6.13 kann p in der Form p = xotro’dooo zerlegt werden,
wobei r=hr, und d=hd, ist, o eine bis auf Konjugation eindeutig bestimmte
Darstellung in den unipotenten oberen Dreiecksmatrizen vom Rang h ist, und
X ein modulo den r,-ten Einheitswurzeln wohibestimmter Charakter von.Q ist.
Nach Theorem 6.15 ist das. zu o assoziierte Biindel Fo unzerlegbar, so daBl o

eindeutig einer Darstellung R_€ M(h) entspricht.

Wenn x, ein Charakter ist, der in einer Darstellung p = x,9 Tod adJ mit F('J =
aIr-o

F auftritt, dann sind als Folge aus Bemerkung 6.18(1) alle Charaktere x mit

dieser Eigenschaft von-:der Form

2niw 2niww
Xol(w)

x(1) = n,e Xo(1) und x(w) = ne

mit w€C und r,-ten Einheitswurzeln »; und »,. Die Aquivalenzklassen modulo
den r,-ten Einheitswurzeln werden also durch w€C in bijektiver Weise para-

metrisiert.

Daraus folgt die Behauptung. [§
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Anhang iber quasi-kommutierende Matrizen. In diesem Anhang wird

eine: Zusammenfassung einiger Ergebnisse von N. McCoy ([Mc]) mit Beweisen
in zum Teil modernerer Sprache gegeben. Im Anschluf daran wird eine
Anwendung auf die nilpotenten Darstellungen der Heisenberg-Liealgebra-
diskutiert.

Definition 6.31: Zwei rxr-Matrizen A und B werden als quasi-kommutierend

bezeichnet, wenn ihr Kommutator [A,B] = AB-BA sowoh! mit A als auch mit

B kommutiert.

Wir bedienen uns im folgenden wieder der beiden schon frither eingefiihrten

rxr-Matrizen

N =N = 0o -. und D = r-3 .

Lemma 6.32: Wenn AGMI_(C)V mit N kommutiert, dann ist A = 2:3 aiNl mit
aO’""ar-le €.

(Aus AN =NA folgt, daR die Anwendung von A auf den i-ten Standardbasis-
vektor des €' gleich der Anwendung von N auf das Bild des (i+1)-ten Basis-
vektors unter A ist. Daraus ergibt sich die behauptete Struktur von A.)

Lemma 6.33: Die Jordansche Normalform der Matrix NkEMr(C) besteht aus

q Jordanblécken der Dimension p+l und k-q Jordanblécken der Dimension p,

wenn r=pk+q mit 0<£q<k geschrieben wird.

(Die Bilder der k Basis'vektoren e yeser® der Standardbasis des C'

r-k+1’Cr-k+2
unter den Potenzen (N ) fir 120 spannen die zu den unzerlegbaren Jordan-
blécken gehérigen Unterrdume auf. Man verifiziert ohne Miihe die behaupte-

ten Dimensionen.)

6.34. Spurmorphismen. (Siehe auch [ ALG, Chapitre II, §4.3].) Es sei Z eine

nilpotente rxr-Matrix mit Jordanscher Normalform NrjeNr,e...eNp, wobei

gleich r 2r,y2...21  angenommen werde. Dann prigt Z dem Vektorraum C’

1



158

die Struktur eines C[X]-Torsionsmoduls auf, indem X durch Z auf c’ ope-
riert. Wir schreiben V fiir den € mit der C[X]-Modulstruktur. Eine mit Z
kommutierende Matrix A ist dann nichts anderes als ein C[X]-Modulendo-
morphismus von V. Weil V kein projektiver €C[X]-Modul ist, kann man einem
solchen Endomorphismus A im allgemeinen keine in C[X] definierte Spur
zuordnen. Hingegen ist V' := V/X'k.y sogar ein freier Modul vom Rang k
iiber dem Ring R:=C€[X]/(x'k), auf dem X wie N°® ok

Tk
in V' induzierte Endomorphismus besitzt somit eine Spur TrR(A) in R.

operiert. Der durch A

Nach diesen Vorbereitungen kdnnen wir die Sitze von McCoy formulieren.

Satz 6.35 (McCoy, [Mc, Theorem 2]): Genau dann ist eine Matrix Z EMI(C)
der Kommutator [A,B] zweier quasi~-kommutierender Matrizen A,B eMr(C),
wenn die folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind:

(i) Z ist nilpotent;

(ii) Fiir die Jordansche Normalform Z= NeyoNpe..eNy mit ro2r,2..2n

1
gilt 0¢ L -r

1+1§1 fir alle i=1,...,k-1 und es gilt rk=1.

Beweis: Wir begriinden zunidchst die Notwendigkeit.

(i) Weil Z mit A und B vertauscht, zerfallen A,B,Z simultan beziiglich der
Gewichtszerlegung von Z. Jede Gewichtskomponente von Z hat als Kommuta-
tor die Spur 0 (in €} und damit das Gewicht 0. Folglich besitzt Z als einzi-

gen Eigenwert 0, ist also nilpotent.

(i) Weil Z nilpotent‘ ist, gibt es eine Jordanzerlegung Z=ereN ®...0Np

]
mit 1, 21,2...21,, die Vi=gf als C[X]-Modul ausieist, der zu Vi ric

mit VS:-C[X]/(XS) isomorph ist. Die C[X]-Homomorphismen A und B kann

®...0V

man entsprechend als kxk-Matrizen (Aij) und (Bii) mit Eintrdgen

I-r; .
XV Ielx/(x™y  firisj
A..,B.. € H Ve ,V,.) = . o *
ij’ i omgx )¢ [y ) {G[XJ/(X‘I) flir 1> ] )
auffassen.
Wir nehmen jetzt an, dafl ru-ru+1g2 fir einen Index p gilt und betrachten
den (u,n)-Eintrag im Kommutator [A,BI:

k

k
A,B LA,
LA, ]uu Zl ul xu Zle ip E i lu BulAm)
i#u



159

.(Die besondere Struktur, die Auﬁ und Buu nach Lemma 6.32 besitzen, impli-

i t h. A B ‘B A =Oo
ziert hier A B -B A=)

Nach.Annahme_ und wegen (*) sind alle verbleibenden Summanden AuiBiu und

BuiAiu durch X* teilbar, was im Widerspruch dazu steht, da8 Z=[A,B] im
Sinne von (*) eine kxk-Diagonalmatrix mit Eintrdgen =X in der Diagonalen

ist.

Es ist noch rk=1 nachzuweisen. Dazu betrachten wir einfach die Spur TrR(Z)
in R:=C[XJ/(x'k). Weil Z eine kxk-Diagonalmatrix mit X-Eintrigen ist, gilt
TrR(Z)=kX. Andererseits ist TrR(Z)=O als die Spur eines Kommutators. Die

Gleichung kX =0 kann in R nur dann erfiillt sein, wenn r, =1 ist. B

Um zu begriinden, daB die Bedingungen (i) und (ii) auch hinreichend fiir die
Existenz quasi-kommutierender Matrizen A,B mit [A,B]I=Z sind, geben wir
zwei solche Matrizen als kxk-Blockmatrizen im Sinne von (*) an:

(0 X ) (0 )
0 X 1 0

A= | 0 und B = 2'0.

| 0 | k-1 0 |
| [ £

Satz 6.36 (McCoy, [ Mc, Theorem 31]): Es sei A=N EMI(C). Die mit A quasi-

kommutierenden Matrizen BEMI(C) sind genau die Matrizen der Form
-1 . r-1 .
B=§ biN‘ + ) diN"ID
i=0 i=[r/2]+1
mit beliebigen Koeffizienten bi,diEC.

b

Sind B und B' zwei solche Matrizen, die durch Koeffizienten (bi’di) und
(bi’,di') bestimmt sind, so ist das Paar (A,B) genau dann zu dem Paar (A,B')
simultan konjugiert, wenn di=di‘ fir 1= [—;:]+1,...,r—1 gilt und bi=bi' fir i=1,
..-,k, wobei k durch dk+1#0 und di=0 fiir alle ik bestimmt ist. (Oder k=

r-1, wenn alle cli verschwinden.)

Beweis (McCoy): (1) Matrizen A und B von dem angegebenen Typ sind tri-

vialerweise quasi-kommutativ: Man begriindet dies genau wie in 6.25(3). |
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(II) Nun-sei A=N und B eine mit A quasi-kommutierende Matrix. Mit Z
werde der Kommutator [A,B] bezeichnet, der insbesondere mit A vertauscht
und daher nach Lemma 6.32 die Form Z= ):diNl mit di€£ annimmt. Gibe es
ein di¢0 mit ig [12], so wiirde die Jordansche Normalform von Z nach 6.33
ausschlieflich aus Blocken von Dimensionen 22 aufgebaut sein, was im
Widerspruch zur Bedingung (ii) aus Satz 6.35 stiinde. Folglich ist

r-1 .

Z= ) dN  mit d€C, d #0 und [2] gksr-1.

. i i k 2

i=k+1
Die Standardbasis des €' werde fiir das Folgende mit TN bezeichnet.
Aus Bei=BNei+1=NBei+1+Zei+1 folgt, dafl -die i-te Spalte von B gleich der
Summe aus der (i+1)-ten Spalte von Z und der um eine Position nach oben
verschobenen (i+1)-ten Spalte von B ist. Benutzt man dies zur rekursiven

Bestimmung von B, beginnend mit der letzten Spalte Ber=(b ,...,bo)t, so

r-1
ergibt sich die behauptete Gestalt von B. J

(III) Es bleibt die Charakterisierung derjenigen Matrizenpaare (A,B') zu
leisten, die aus (A,B) durch simultane Konjugation mit einer invertierbaren
Matrix T hervorgehen. Wegen TAT-I-A und A=N folgt aus Lemma 6.32:
T= Xt N' mit t 7!0 Aus den (in trmaler Weise durch Induktion zu beweisen-

den) Kommutatorrelatlonen [NJ N D] H'] -1

fiir alle ',j_gl erschliefit
man leicht, daB sich die Koeffizienten bi mit i2k+1 von B durch Konjugation
mit solchen Matrizen T nach Belieben abdndern lassen, auf alle {ibrigen

Koeffizienten von B aber kein EinfluB genommen werden kann. |

" Damit ist der Satz 6.36 bewiesen. [

Wenn man den Standpunkt einnimmt, daB Paare (A,B) nilpotenter quasi-
kommutierender Matrizen vermége R(a)=A und R(b) =B den nilpotenten Dar-
stellungen der Heisenberg-Liealgebra h (6.21) entsprechen, dann wire eine
Version von Satz 6.36 zu wiinschen, die den Eigenschaften der Matrizen R{a)

und R(b), den maximal médglichen Rang zu besitzen, gleiches Recht beimift.

Wir bezeichnen hierzu mit M(r,k) fiir [%]gkgr-l die Menge der Konjuga-
tionsklassen von Darstellungen R: h-'Nilpr(C), fir die R(a) oder R(b) zu N
konjugiert ist und R(e)=[R(a),R(b)] zu Nk konjugiert ist. Als Anwendung
von McCoys Sdtzen zeigen wir:
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Proposition 6.37: Fiir r24 und [%]gk<r-1 ist

k r-1 ‘
M(r,k) =TT 0 (i+1) x (0 (ks1)-05) = TT 0(i),
i=2 7 ot P ka2 B
was als Totalraum des entsprechenden Faserbiindels mit Faser ck-L d.‘."x([lr'k-z

iber [P, zu verstehen ist. (0IP bezeichnet den Nullschnitt.)
1

Im Falle r24 und k=r-1 gilt entsprechend

-1
M(r,r-1) = TT Opli+1).
i=2 !

Beweis: Wir fithren zur Abkiirzung die folgenden Bezeichnungen ein:

P_ = X-CX]/(x™* ) = ¢™  und
* i ~ ™ m-1
P ._{Xaix €P_|a #0} = €*C
Dann werden Darstellungen R € M(r,k) der Form
k . r-1 .
R(a) = N, R(b) = § b.N' + ¥ d.N'"1p (*)
i=1 ! i=k+1 !

durch Polynome b(X):= Z.biXi'G P, und d(X) := Zdi){i e xK

Wir definieren als ndchstes die Ridume

P;“_l parametrisiert.

. k e 1 . k
V= P xX'PY V=P xXP_
U U X
U := P*xxKp* . < U := P*xX5p

=Tk r-1 =k r-1

und verstehen dabei V als den Parameter-Raum der Darstellungen (*) und U
als die offene Teilmenge derjenigen Darstellungen, fiir die zugleich auch R(b)
zu N konjugiert ist. Genau entsprechend definieren wir Raume V'< V' und

U'cU', die mit den Darstellungen der Form

k . or=1 i1
R@) =Y aN'+ J eN™'D, R(b) =N (*')
i=1 ! i=k+1 !
durch a(X)::{ain €P, und c(X):= Zcixl EXkF':'_1 mit V' als Parameter-

Raum fiir (a(X),c(X)) verbunden sind.

Den gesuchten Modulraum M(r,k) erhilt man offensichtlich aus den beiden
Parameterrdumen V und V' durch Verkleben der beiden offenen Teilmengeﬁ
U und U' mit einer durch die Konjugation definierten Identifikation s:UZU.
Dabei gilt #(b(X),d(X)) = (a(X),c(X)) genau dann, wenn die durch (b,d) defi-
nierte Darstellung (*) zu der Darstellung (*') zu (a,c) konjugiert ist. Diese

Bedingung ldR8t sich mit denselben Methoden interpretieren, die im Schritt
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(111) des Beweises von 6.26 verwendet wurden, und fithrt hier zu der Aussage
{ a(b(X)) = X mod (x**1)

#(b(X),d(X)) = (a(X),c(X)) c(b(X)) = -d(X) mod (X"

Man sieht, daB die rechts stehenden Bedingungen die Ausdehnung von ¢ zu

einem bijektiven Morphismus ®: U~ U' gestatten.

-Es seien noch zusdtzlich p: V-~ C und po:l-J-'dI"“ die Projektionen, die durch
den Linearfaktor des Polynomes. in der ersten Komponente bestimmt werden
(p():bi){l,ZdiXI)ﬂ:v1 usw.), und p': V'=C, pi: U'~C* seien entsprechend defi-

niert. Wir erhalten mit diesen Abbildungen ein kommutatives Diagramm

vV > U 2 ue v

n n "~ n n

v o U i U< v

lp Po lpé lp’

c o c* = C* < ¢
W (V7

7z —————— 1/2

Verklebt man nun V mit V' durch Identifikation von U mit U' via o, so er-
hdlt man einen Raum _l-\-d, der durch die aus p und p' durch Verklebung ent-
stehende glatte Familie 'p:K/l = I, mit Faser Cr—Z als der Totalraum eines
Vektorraumbiindels iiber [P, ausgewiesen wird. Aus dem Grothendieckschen
Spaltungssatz ([Gro, Théoréme 2.1]1) folgt M =1 Olpl(ti) mit geeigneten t,€Z
und nach Konstruktion wird man bei geeigneter Numerierung der Cyseeesl
erhalten, daB

- k r-1
M(r,k) = ]'TZOIP(ti) x (Op(t, ,1)-0p) x TT Oplt.).
i= t :

-1

1 i=k+2 2

(Fiir k=r-2 oder r-1 entfallen der letzte oder die beiden letzten Faktoren.)

Zur Bestimmung der Grade YR €Z geben wir r-2 holomorphe Schnitte

_ A 1
in M an, die die Spaltung in M =1 OIP(ti) explizit herbeifithren.* Wir definie-
1
ren diese Schnitte dazu erst iber € =P, - {=}:
[ (2x+x%,0) fiir i=2,...,k
5,(z) := i .
1 (zX,X") fiir i =k+1,...,1-1

(zX ist dabei immer die Basisraum-Koordinate im IP,!)

s;¢ C- EJC:K/!,

*) Uber einer glatten Kurve definiert ein Schnitt in einem Vektorraumbiindel auch
dort ein Untergeradenbiindel, wo er Nullstellen aufweist ([At,, Chapter 1.4]). Dies ist
hier gemeint. '
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Zur Beschreibung des Verhaltens der s lokal um den Punkt = € [P, bestimmen
wir ihre Transformierten unter 2. Mlt C 1/z gilt fiir z4£0:
1.i
(zx-gi* X'#..,0)  fiir i=2,..,k
9(s,(2)) = { ’ T

(zX, -CX H fiir i =k+1,...,1-1

(Dabei steht "..." fiir Terme hoherer Ordnung in X, die fiir £ = 0 schneller
als Ci+1 gegen 0 streben.) Der Schnitt s; besitzt also in ® eine Nullstelle der
Ordnung i+1, wenn igk ist, und der Ordnung i, wenn i2k+l ist, und erzeugt
ein Untergeradenbundel vom selben Grad. Weil diese Biindel in £ =0 von den
Vektoren (X',0) fiir igk und (0, X) fiir i2k+1 aufgespannt werden, sind sie
Uberall lmear unabhanglg und spalten M- in em Produkt von Geradenbiindeln
M = WO (1+1) TT Op(i)-
: i=k+1 R
Daraus folgt die Behauptung. [§

Im Hinblick auf die zuvor studierten Riume M(r,k) von nilpotenten Darstel-
lungen R der Heisenberg-Liealgebra h, deren assoziierte Vektorraumbiindel
auf X-E unzerlegbar sind, bedeutet dies wegen des Kriteriums aus Schritt (I)
des Beweises von 6.26, da im Falle r24 gilt:

M(r,k) = M(r,k) - (Faser iiber w€R).

M(r,k) ist (fiir r24) also der'Totalraum eines Faserbiindels iiber IP-{w}=C

mit Faser Ck-lxm* r-k-2 (

Rechnung klar, da8 M(r,k)=C xd:" C

bz bex k-r-l) Damit ist ohne weitere

k-2 piw. M(r,r-1) =€’ r-1 gelten muf!

Die zuletzt gemachte Bemerkung kann man den in 6.24(2) definierten Dar-
stellungen S=S(al,...,aklck+1,...,cr_1) in gewisser Hinsicht auch ansehen:
Interpretiert man die oberen Nebendiagonaleintrige der Matrizen S(a) und
S(b) als homogene Koordinaten (alz(al-l)m) in IP,, so erkennt man sofort,

dafl hier gerade Schnitte iber IF, - {w} definiert worden sind.
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7. TORSIONSFREIE MODULN AUF DEN EBENEN
KURVENSINGULARITATEN E, UND E,.

Nach einem Satz von H. Knorrer gibt es dann, wenn eine normale zweidi-
mensionale Hyperflichensingularitit (X,0) als zweiblittrige, verzweigte Uber-
lagermg der affinen Ebene (C!,0) beschrieben werden kann, eine Korrespon-
denz zwischen den reflexiven Moduln auf (X,0) und den torsionsfreien Moduln
auf der den Verzweigungsort (Y,0) der Uberlagerung (X,0) - (C*,0) bildenden
ebenen Kurvensingularitit. (In beiden Fillen handelt es sich bei den betrach-
teten Moduln um die maximalen Cohen-Macaulay-Moduln iber den jeweiligen
lokalen Ringen.) Bei dieser Korrespondenz stehen die nichttrivialen unzerleg-
baren Moduln aus MCM(OX) und MCM(OY) derart in Beziehung zueinander, da
entweder einem Paar nicht isomorpher reflexiver Ox-Moduln ein einzelner
torsionsfreier OY-Modul entspricht, oder umgekehrt ein einzelner reflexiver

OX_-Modul zu einem Paar von torsionsfreien Moduln auf Y korrespondiert.

In dem vorliegenden Kapitel soll diese Korrespondenz dazu verwendet werden,
die Auslander-Reiten-Kocher der torsionsfreien Moduin fiir diejenigen ebenen
Kurvensingularitdten aus den Ergebnissen des Kapitels 5 abzuleiten, die als
Verzweigungsorte von zweibldttrigen Uberlagerungen einfach-elliptischer
Singularitdten iiber €* entstehen. Den Aussagen von 5.3(6) und 5.4 ist zu
entnehmen, dafl die hierfiir in Betracht kommenden einfach-elliptischen
Fldchensingularititen genau diejenigen der Typen EI(1) und El(2) sind. Der
zu einer Fldchensingularitit vom Typ EI(1) gehdrige Verzweigungsort wird
als (vom Typ) Es bezeichnet und ist eine ebene Kurvensingularitit, die aus
drei glatten Zweigen besteht, die sich in einem Punkt tangential von erster
Ordnung beriihren. Im Falle einer Singularitit vom Typ El(2) bezeichnen wir
den Verzweigungsort mit E,: hier handelt es sich um vier glatte Zweige mit
einem gemeinsamen transversalen Schnittpunkt. (Die beiden letzten Fest-

stellungen gehen aus 5.4 hervor.)

Der Auslander-Reiten-Koécher der torsionsfreien Moduln auf einer Kurven-
singularitit vom Typ E, wurde schon frilher von E. Dieterich in [Di,] mit
gdnzlich anderen Methoden bestimmt. Wir bestdtigen hier das Resultat von
E. Dieterich nur in qualitativer Hinsicht, die Struktur des Auslander-Reiten-
Kéchers betreffend. Dariiber hinaus gewinnt Dieterich durch die von ihm

gewidhlte explizite algebraische Beschreibung Aussagen iiber die Eigenschaften
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der unzerlegbaren Moduln, etwa deren Ringen auf den Zweigén der Singulari-

tit.

Die Knorrersche Korrespondenz. Wir rekapitulieren zunidchst die von

uns bendtigten Aussagen von H. Knoérrer ([Kn,] ) iiber die Beziehungen
zwischen den reflexiven Moduln auf einer zweidimensionalen Hyperflichen-
singularitdt der Multiplizitdt 2 und den torsionsfreien Moduln auf ihrem Ver-

zweigungsort iiber C*.

Es sei (X,0)<(€’,0) eine durch f(x,y)+2z* =0 definierte isolierte Hyper-
flachensingularitit in C’, wobei x,y,z die Koordinaten des €’ seien- und
f(x,y) ein Element aus dem maximalen Ideal des lokalen Ringes OC‘,0=
C{x,y}. Dann wird durch f(x,y)=0 eine ebene Kurvensingularitit (Y,0)c

(€*,0) definiert, die man als Verzweigungsort der Uberlagerung
(X,0) = {(x,y,z)€(C*,0) | f(x,y)+2z* =0} - (C*,0)
' ' (x,y,2) = (x,y)
auffassen kann. Man verfiigt auBerdem {iber eine natiirliche Einbettung von

(Y,0) in (X,0), wobei (Y,0) in (€’,0) durch die beiden Glelchungen f(x,y) =
0 und z=0 definiert wird.

Durch die Abbildung (x,y,z)*(x,y,~z) wird eine Involution o auf (X,0) defi-
niert, die der Vertauschung der beiden Bldtter der oben eingefiihrten zwei-
blattrigen Uberlagerung entspricht. Durch ¢ wird demzufolge der Verzwei-
gungsort (Y,0)<=(X,0) identisch in sich abgebildet.

Definition 7.1: Es sei rest: MCM( OX) - MCM(OY), M+ rest(M):=M ®0x Oy der
durch die Einbettung (Y,0) =(X,0) induzierte Restriktionsfunktor auf den
maximalen Cohen-Macaulay-Moduin.

(Wir erinnern daran, daf MCM(OY) aus den torsionsfreien OY-Modulgatben
besteht; 2.13(1).)

Die Involution o von (X,0) induziert auf MCM(OX) eine involutive Transforma-
tion M »o*M vom Moduln. Mit t bezeichnen wir im folgenden wieder die
Auslander-Reiten-Translationen in den hier betrachteten Kategorien von
maximalen Cohen-Macaulay-Moduln. (2.24)
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Satz 7.2 (Knérrer, (Kn,] ): Unter den oben gemachten Voraussetzungen gilt:

(1) Es sei M +0X ein nicht-trivialer unzerlegbarer Modul in MCM(OX); Dann

liegt eine der beiden folgenden Situationen vor:

(a) M %0*M. Dann ist rest(M) unzerlegbar in MCM(‘OY) und es gilt rest(M)=
rest(a*M). . '

(b) M ~o*M. Dann zerfillt rest(M) in MCM(OY) in eine direkte Summe
rest(M) *Ne ™N, wobei N € MCM(OY) ein nicht-projektiver unzerlegbarer
Modul ist, fiir den TN $N gilt.

Zudem gilt rest(Ox) =OY flir den trivialen Modul.

(2) Jeder unzerlegbare Modul N€MCM(0Y) entsteht wie unter (1) beschrieben
als direkter Summand der Restriktion eines unzerlegbaren Moduls MEMCM(OX).
Ist N Summand sowohl von rest(M) als auch von rest(M') mit unzerlegbaren
Moduln M,M'EMCM(OX.), so folgt M =M' oder M =o*M'.

(3) Es sei 0-M—~M'—-M=0 die in einem unzerlegbaren Modul M+OX endende
Auslander-Reiten-Sequenz* von MCM(OX). Dann ist die durch Anwendung von

rest daraus entstehende Sequenz
0 - rest(M) = rest(M') - rest(M) = 0 (*)

exakt und entsprechend der Fallunterscheidung in (1) gilt:

(a) M#%0*M. (*) ist die in rest(M) endende Auslander-Reiten-Sequenz von
MCM(O,,)- |

(b) M=0"M. Es gilt rest(M) *Ne N und (*) ist die direkte Summe der in N

und in TN endenden Auslander-Reiten-Sequenzen.

(Erlduterung zum Zitat [Kn,]: Die Aussagen des Satzes 7.2 werden von
Knérrer durch Ube'rgaﬁg_ von den Kategorien maximaler Cohen-Macaulay-
Moduin MCM(Ox) und MCM(OY) zu den Kategorien MF(f+z*) und MF(f) von
Matrix-Faktorisierungen (siehe dort) der Gleichungen f+z* und f begriindet,
was durch [Theorem 1.1] préizisiert wird. Man verfiigt in MF(f+z*) (ber eine
auf den unzerlegbaren Objekten zur Involution ¢* von MCM(OX) "kompatible
Involution T.

In diesem Sinne wird Teil (1) von 7.2 mit [Proposition 2.7ii] bewiesen. Zur

Aussage (b), so wie sie hier formuliert wurde, ist noch erginzend zu begriin-

*) (X,0) ist nach Voraussetzung eine Hyperflichensingularitdt, besitzt also die Goren-
stein-Eigenschaft, so da die in M endende Auslander-Reiten-Sequenz zugleich dort
beginnt; siehe 2.33(1).
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den, daB die natiirliche Involution T von MF(f) auf nicht-projektiven unzerleg-
baren Objekten gerade der Auslander-Reiten-Translation t von MCM(OY) ent-
spricht. Es ist zundchst eine elementare Feststellung, daf T auf dem Niveau
der zugeordneten OY-Moduln der Bildung des ersten Syzygienmoduls nlm
eines Moduls M entspricht. Nach [ AuRei,, Theorem 2.1] kann bei einem ein-
dimensionalen Gorenstein-Ring in dieser Weise die Auslander-Reiten-Trans-

lation T beschrieben werden.

Der Teil (2) von Satz 7.2 wird in [ Kn,] mit [Proposition 2.7i] unter Ver-
wendung des zuvor dort definierten Funktors G: MF(f) — MF(f+z*) bewiesen.
Der Teil (3) steht in [Corollary 2.101.)

Um den Knorrerschen Satz 7.2 zur Bestimmung des Kdchers AR(OY) tatsdch-
lich einsetzen zu kdnnen, ist ein genaues Verstindnis der fiir den in 7.2(1b)
zutage tretenden Zerfall charakteristischen Bedingung M = o*M erforderlich.
Wir leisten dies, indem wir einen Zusammenhang mit der in Kapitel 3 ent-
wickeiten Beschreibung der reflexiven Moduln durch gewisse lokal freie

Garben auf Reduktionszykeln der Aufldsung herstellen.

Hierzu bezeichne n: (X,E)~(X,0) eine Auflésung von (X,0), die die Eigen-
schaft besitze, da sich die Involution o von (X,0) zu einer Involution & von
X liften ldBt, so daB o3 = gor gilt. (Etwa fiir die minimale oder auch die
minimale gute Auflésung ist dies als eine simple Konsequenz aus der univer-

sellen Eigenschaft garantiert.)

Des weiteren sei Z2E ein Reduktionszykel (3.20) auf -(X,E), von dem ange-
nommen werde, daB er unter J invariant ist: Z= 3*(Z). Dies ldBt sich stets
erreichen, denn wenn Z' ein zundchst beliebiger Reduktionszykel ist, dann ist
auch Z:= Z'+ 3*(Z') wieder ein Reduktionszykel und Z ist symmetrisch be-
ziiglich a.

Wir bezeichnen mit & die Einschridnkung von & auf das zu Z2E gehérende

(wieder mit Z bezeichnete) abgeschlossene Unterschema von X. -

Aus Kapitel 3 ibernehmen wir auch noch die Bezeichnung ‘RZ fiir den
Funktor, der einem reflexiven Modul M € MCM( OX) eine lokal freie Garbe auf
Z durch RZ(M):=(R*M)"sOZ zuordnet.
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Proposition 7.3: Unter den bis hierhin gemachten Annahmen und mit den

zuvor eingefiihrten Bezeichnungen gilt:

~ % ~ A¥
M =M o Ry(M) = &R, (M)

Beweis: Durch eine einfache Kette von (tatsichlich #quivalenten) Aussagen:

M=~c*M > 1*M = 1*¢*M = §*1*M

> (a*M)™Y = (*n*M)*Y = F*(x*M)”T
> RZ(M)'= (n.‘"M)"’sOZ o 5*(K*M)")'GOZ
= 6"'((1:*M)"'GOZ) = G*RZ(M). .

Um von der letzten Aussage zu M = o*M zuriick zu gelangen, bedient man
sich des Theorems 3.21: Reflexive Moduln sind durch ihre Bilder unter RZ
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. ||

Zusatz: Die Argumentationskette im Beweis von 7.3 liefert, daB allgemein
die Aussage RZ(G*M)=6*RZ(M) richtig ist.

Die Kurvensingularititen E, und E,. Wir spezialisieren jetzt die zuvor

noch in Allgemeinheit festgestellten Aussagen fiir die beiden Klassen von
normalen Flichensingularititen EI(1) und EI(2), deren Reprisentanten jeweils
" als verzweigte, generisch zweibldttrige’ Uberlagerungen des €' beschrieben
werden konnen und folglich den eingangs dieses Kapitels gemachten Voraus-

setzungen iiber (X,0) geniigen.

Die als Verzweigungsort (Y,0) in (C€*,0) auftretende ebene Kurvensingularitit
bezeichnen wir im Falle einer Singularitit (X,0) vom Typ EI(1) bzw. EI(2)
mit Es bzw. E,. (Beides sind unimodulare Familien von Kurvensingularititen.)

Aus 5.4 erhdlt man:

jo] > é . y(y-x* (y-ax*) =0 (a#0,1)

E,: xy(y-x)(y-ax) =0 (a#0,1)




170

Zur Beschreibung der Moduln ziehen wir wieder die minimale Auflésung
n: (X,E) =(X,0) heran, wobei wie in 5.2 X als der Totalraum eines Geraden-
biindels OE(-bP) iber der glatten elliptischen Kurve E' verstanden werde (b=
1,2). Als Reduktionszykel Z auf X verwenden wir wie in Kapitel 5 die redu-

zierte exzeptionelle Kurve E.

Wir haben als erstes die Involution & auf der elliptischen Kurve E zu be-
schreiben, da wir uns ansonsten die Proposition 7.3 nicht zunutze machen
kénnen. Zu diesem Zweck geben wir zundchst die Abbildung n:X = X explizit
in Koordinaten auf X:IOE(-bP)[ an, die wir beziiglich einer Uberdeckung
wie in 5.3(3) wihlen.

Die Einbettung von (X,0) in (C’,0) wird durch drei holomorphe Funktionen
x,y,z auf (X,0) vermittelt, die den Restriktionen der Koordinatenfunktionen
des €' entsprechen und zugleich ein Erzeugendensystem fiir den lokalen Ring

0 der Hyperflichensingularitit (X,0) bilden. Wegen der Quasihomogenitit

X,0
der Singularitdt (X,0) nach 5.3(8) kann man sich hierzu ohne Einschrinkung
auf homogene Erzeugende von OX 0 zuriickziehen, also den zu OX 0 assoziier-

’ ) ]
ten graduierten Ring.
)y 0
R := Gr ox’0 = ufo R, R :=H (E, 05 (ubP)),

betrachten, wobei homogene Elemente fERu vom Grad u als holomorphe
Funktionen auf X aufgefaBt werden kénnen, die entlang von E von der

Ordnung u verschwinden.

Sind x,y,z € R Erzeugende von R =Gr Ox 0 (und. damit von 0 ) so wird in
diesem Sinne die Aufldsung m durch (x,y,z) X- c gegeben, wobe1 der Raum
X das Bild der Abbildung (x,y,z) in €' ist.

Die Elemente von Ru=HO(E,OE(ubP)) entsprechen den meromorphen Funktio-
nen auf E, die in PEE einen Pol héchstens der Ordnung ub haben und sonst
dberall holomorph sind, und als solche den meromorphen Funktionen auf C,
die doppelt-periodisch beziiglich des E durch E=C/q definierenden Gitters Q
sind und Pole héchstens in den Gitterpunkten bis zur Ordnung ub aufweisen.
Bekanntlich wird der Ring der Q-periodischen meromorphen Funktionen auf C
mit Polen héchstens in den Punkten von Q2 von der konstanten Funktion 1,
der Weierstralschen p-Funktion und ihrer Ableitung ' erzeugt, wobei die

jeweiligen Polstellenordnungen in den Gitterpunkten 0, 2 und 3 betragen und
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die folgende Relation besteht:
(f')2 = 4?’- - 8. - 8B (*)

Dabei sind g, und g, durch das Gitter @ bestimmte Konstanten. ([FT, II,
Kapitel 1, §§87,91)

Wir betrachten jetzt der Reihe nach die beiden Fille von Singularitdten der
Klassen Ei(1) und EI(2), wobei wir uns auf die Arbeit [Sal von K.Saito
und die Behandlung des Falles El(1) in [NTS, pp. 55-57] stiitzen.

7.4. EI(1). Nach [Sa, §1] wird R=Gr OX g erzeugt von den drei Elementen
2
XEIERI, y-:-?ERZ, z‘=‘r'€R3,

wobei sich aus (*) durch Homogenisierung mittels x die definierende Rela-

tion zu
2 3 4 6
z =4y - g, Xy - gX
ergibt. Auf X = IOE(-P)l seien (u,t) wieder analog zu 5.3(3) trivialisierende

Koordinaten iiber E-{P} und (%,t) Koordinaten lokal um die Faser iiber P,
wobei die Beziehung (u,t) =(%,%t) besteht. Es folgt fiir n:

2(u,t) = (tp(u)e, p'(W)e?),  =(3,1) = (Crp(8)T <%, p'(T)T 77 ):

Die Involution o operiert auf (X,0) <(C*,0) durch (x,y,z)~ (x,y,-z). Fir
&(u,t) =(u',t') bedeutet das

(thplu)e®, p(u)e”) = mod(u,t) = son(y,t) = (t,plult?,-p'(u)’),

woraus sich &(u,t) =(8(u),t) mit der Einschrinkung & von 3 auf E ergibt und
6 die durch Spiegelung an einem Punkt des Gitters Q induzierte Involution

der elliptischen Kurve E ist, weil & p in p und p' in -p' dberfihrt.

7.5. El(2). Aus [Sa, §1] erhilt man wieder Erzeugende fiir R=Gr OX o°

1
xélﬁRI, y?—:?ERl, z 2 p'€R
mit der definierenden Relation

2 4 3 4
z =4y - g, Xy - g;X.

2

Dementsprechend folgt fiir die Auflésung = mit Koordinaten (u,t) und (Z,t)
wie oben, wobei jetzt (u,t)=(5,5*t) gilt:

t(u,t) = (t,x)(u)t,x:'(u)t2 ), n(g,t) = (Czt,P(C)Czt,g'(C)ﬁ“t’ ).
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Weil o wieder durch (x,y,z)~(x,y,-z) gegeben wird, folgt mit &(u,t) =(u',t'):

(¢!, glu)t’, p'(u)t'?) = nod(u,t)

OOTl(u,t) = (t, P(U)t,- ?’(U)tz ),

(8(u),t) mit der durch Spiegelung an

so daf man genau wie zuvor 3(u,t)

einem Gitterpunkt induzierten Involution & der elliptischen Kurve E erhilt.

Die Involution & von E ist also in beiden uns interessierenden Féllen die
durch Spiegelung an dem Basispunkt P€E definierte kanonische Involution von
E. (Kanonisch ist diese Involution in der Tat fiir Pic® E, wo sie beziiglich der
Identifizierung mit dem Basispunkt P der Inversion A = A” entspricht.) Wir
geben jetzt die Operation von &* auf den unzerlegbaren lokal freien Garben
von E an. Die unzerlegbaren Vektorraumbiindel auf E seien wieder wie in 5.6
nach Atiyah beschrieben, wobei wiederum der Punkt P als Basispunkt fiir die

Definition der Abbildungen Fr d dienen soll.

Proposition 7.6: Fiir r€IN, d€Z und A€Pic® E gilt: 6"'Fr d(Jt) =F_ d(Jt").
. ? ,

Insbesondere folgt daraus: B*Fr d(Jt) e F’r d(l) < *=1 in Pic® E.
H ] .

Beweis: Die Aussage wird bewiesen, indem die in 5.34 skizzierte Atiyahsche

- Konstruktion. der unzerlegbaren Biindel Fr d(?L) verfolgt wird.
]

Fir r=1 und d=0 ist die Aussage trivial, weil F. (A)=Xx gilt und. & der

1,0
Dualisierung von Geradenbiindein in Pic® E entspricht.

Als nidchstes begriinden wir 6*F‘h O(A)r'-Fh 0( A") fiir h21. Dazu bemerken
b r
wir, daB Fh’O(A)=FheA mit Fh:=Fh,0(1) gilt, und deswegen

o % ~ AR - T 4
] Fh,om ——thoo A thsl.

Es ist also nur ?J*Fh‘=Fh zu zeigen. Nach 5.34 sind die F, induktiv durch

nicht spaltende Extensionen 0 -'OE-‘Fh-'Fh_l ~ 0 definiert, wobei F1:= OEI

gesetzt wird. Weil 8*0_ = 0. trivial ist, folgt die Behauptung jetzt induktiv
E “E

durch Anwendung von &* auf eine solche Extension:

-— -+ 5% - 5* b
0 OE g Fh o Fh-l 0.
Um die Aussage schliefllich auch fiir beliebige Paare r,d von Rang und Grad
zu bestdtigen, miissen wir eine Induktion im Sinne des in 5.34 beschriebenen

Euklidischen Algorithmus durchfilhren. Die erste der beiden darein eingehen-
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den Reduktionen aus 5.34 fiihrt F o oder auf F d zuriick. Wenn die Aussage
’ ?
fir F‘r d schon bewiesen ist, dann folgt
, ;

5*

(A7),

~ g% - 5* ~ (3" ~
(A) =5 Fr,dm 3 OE(P) Fr,d(x ) e OE(P) Fr,d+r

Fr,d+r

Die zweite Reduktion fiihrt Fr d im Falle 0<d<r auf Fr d d_zurijck, wobei
H =

. N ?
die Beziehung durch Extensionen

0~ dog -~ Fr’d(l) = F g4 0

mit bijektiven Corandabbildungen hergestellt wird. Die Anwendung von &* auf

eine solche Sequenz liefert"
- - A% - AR -
0~ dgg = &*F, 4O ~8*F 4 40) ~ 0,

woraus die Behauptung fiir Fr d folgt, wenn sie fiir Fr schon bekannt ist.
b

-d,d
Damit ist die Proposition 7.6 bewiesen. [

Folgerung 7.7: Fir die als Bilder von unzerlegbaren reflexiven Ox-Mbduln
unter der Abbildung RE(M):=(1:"'M)"'GOE auftretenden (wie in 5.16 definier-

ten) lokal freien Garben Fr' d(A) auf E gilt
H

6"'F; d(k) = Fl{ cl(l") fiir alle r€IN, d€Z mit r<d<(b+1)r und X€Pic®E.
b ? . . ‘

(Das ist eine triviale Konsequenz aus der in 5.16 gegebenen Beschreibung der
Garben Fr' d(k) und der Proposition 7.6.)
, -

Bevor wir mit diesem Ergebnis und dem Satz 7.2 die (stabilen) Auslander-
Reiten-Kdcher der Kurvensingularititen vom Typ £, und E, bestimmen,

fihren wir noch eine neue Bezeichnung ein.

Definition 7.8: Unter einer R&hrenfamilie vom Typ D, versteht man eine

iber den Punkten von IB(C) indizierte Familie von Réhren (2.36) der Ringe
1 und 2, wobei zu vier Punkten pi,pz,ps,ps € B(C) Réhren vom Rang 2 und zu
allen iibrigen Punkten p € B(C) - {p,,p2,ps,po} Rohren vom Rang 1 gehdren.
(Siehe auch [Di,] und [TA])

Das Hauptresultat dieses Kapitels ist das folgende Theorem.
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Theorem 7.9: Es sei (Y,0) eine ebene Kurvensingularitit vom Typ E, oder E,

und es sei dementsprechend b=1 oder b=2. Dann ist der stabile Auslander-
Reiten-Kocher ARS(OY) der torsionsfreien Modulgarben auf (Y,0) eine dis-

junkte Vereinigung

ARS(OY) = || Tr,d , |
wobei die Vereinigung iber Paare von teilerfremden ganzen Zahlen r,d mit
r21 und rgd<(b+1)r gebildet wird und Tr d fir jedes derartige Paar r,d

ganzer Zahlen eine R&hrenfamilie vom Typ D, ist.

Bemerkung 7.10: (1) Fiir Kurvensingularititen vom Typ E, ist dieses Theorem

zuerst von E. Dieterich bewiesen worden. ([Di,])

(2) Nach 2.29 unterscheidet sich der stabile Auslander-Reiten-Ké&cher AR S(()Y)
von dem vollen Auslander-Reiten-Kocher nur um das Fehlen des projektiv- -
injektiven Punktes {OY].

(3) Wenn (Y,0) als Verzweigungsort der generisch zweiblélttrigeﬁ Uberlage-
rung des (C?,0) durch eine einfach-elliptische Fldchensingularitdt (X,0) vom
Typ El(b), b=1,2, aufgefalt wird, dann kénnen fiir jede der in ARS(OY) vor-~
kommenden Rohrenfamilien Tr,d die vier Punkte des parametrisierenden IPI([I),
{iber denen AusnahmerShren vom Rang 2 liegen, als die Verzweigungspunkte
der WeierstraBschen p-Funktion p:E ~IR(C) interpretiert werden, wobei E die
exzeptionelle elliptische Kurve in der minimalen Auflésung von (X,0) ist.
(Insbesondere kann das Doppelverhiltnis dieser vier Punkte aus der j-Invarian-
ten der elliptischen Kurve E und damit aus dem analytischen Typ der Singu-
laritdt (X,0) bzw. (Y,0) bestimmt werden; vgl. [FT, Il, Kapitel 4, §§3,5].)

Beweis von Theorem 7.9 (unter Einschlu von 7.10(3)): Wir realisieren die

ebene Kurvensingularitdt (Y,0) wie zuvor in 7.4 bzw. 7.5 beschrieben als den
Verzweigungsort der zweibldttrigen Uberlagerung einer einfach-elliptischen
Flichensingularitdt (X,0) vom Typ El(b) iiber (C*,0).

Der Auslander-Reiten-Kdécher AR(OX) der reflexiven Oy -Modulgarben ist nach
5.27 eine disjunkte Vereinigung

AR(OX) = L|_ Rr,d ,
die iiber Paare r,d von teilerfremden ganzen Zahlen mit r21 und rgd<

(b+1)r gebildet wird, wobei R eine iliber Pic® E ~ E indizierte Familie von

r,d
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Réhren vom Rang 1 ist:

R aM: M (0 =My () = My 54 (0 = My 4q(0) = e

fﬁr A€Pic® E (in den Bezeichnungen von 5.25 und 5.27.)

Wir betrachten zundchst eine feste Rohre Rr’d()\), wob_ei. X € Pic® E kein
Zweiteilungspunkt sei, d.h. es wird A’ #1 angenommen. Nach 7.7, 7.3 und
7.2(1a) sind dann die Restriktionen rest(Mhr,hd(A)) aller in Rr,d(k) auftre-
tenden Moduln zu 0, -Moduln unzerlegbar in MCM(O ). Uberdies geben wegen
7.2(3a) alle Pfeile in R (A) zu irreduziblen Homomorphxsmen in  MCM(© )
Anlaf und alle in den Moduln rest(Mh h d(k)) beginnenden oder endenden
irreduziblen Homomorphismen kommen so zustande (2.22). Wir erhalten also
als Bild der Rohre Rr’d(k) unter rest eine Rohre vom Rang 1, die eine volle
Zusammenhangskomponente im Kocher AR(OY) ist: '

rest(Rr’d(l)): rest(Mr,d(A)) = rest(Mzr,Zd(k)) = rest(M3r’3d(;\)) = ...

AuBerdem ergibt 7.2(1a), daB man durch Anwendung von rest auf die Ré&hre
G*Rr,d(l)=Rr’d(k’), die durch Anwendung des Funktors o* aus der Réhre
Rr,d(k) hervorgeht, die selbe R&hre von unzerlegbaren torsionsfreien OY-
Moduln bekommt: test(R‘r,d(A))= rest(R'r’d( AM)).

Wir betrachten jetzt eine Rohre Rr,d( A) mit A* =1, wobei wir uns im Falle
r=1, d=b und A=1 den am Anfang der Rohre stehenden trivialen Modul aus
der Réhre Rl,b(l) entfernt denken wollen, damit wir stets iiber in den
Moduin beginnende und endende Auslander-Reiten-Sequenzen verfiigen. (Wir
haben ja auch lediglich eine Beschreibung des stabilen Auslander-Reiten-
Kdchers ARS(OY) zum Ziel.) In diesem Fall zeigt wiederum die Kombination
von 7.7, 7.3 und 7.2(1b), daB die Restriktionen rest(Mhr’hd(x)) der Moduln

aus R d()L) fiir alle h gleichermaBen in direkte Summen
?

rest(M (A) e TN

h,hd ™) = Niy hd hr,hd ™

zerfallen, wobei Nhr,hd(l) ein unzerlegbarer Modul ist und Nhr,hd(k) nicht
zu TNhr,hd(A) isomorph ist. Aus der letztgenannten Eigenschaft folgt, daf
die Moduln Nhr,hd(l) sdmtlich nicht Punkten von Rang.—l—Réhr}en im stabilen
Auslander-Reiten-K&cher entsprechen kénnen. Nach dem schon in 2.37 er-
wihnten Struktursatz von E. Dieterich, [Di,, Theorem 24], muf es sich dann

um Punkte von Réhren vom Rang 2 im Kdcher ARS(OY) handeln.
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Wir behaupten, daB man durch die Anwendung des Funktors rest auf die
Réhre Rr’d'(k) (mit A* =1) wiederum genau eine Zusammenhangskomponente
von ARS(OY) erhilt, in diesem Falle eine R6hre vom Rang 2. Dazu geniigt es
zu zeigen, daf alle Summanden aller Moduln rest(M‘hr,hd(l)) in ein und der-
selben Zusammenhangskomponente des Kdchers enthalten sind, denn da man
durch Anwendung von rest auf die in Mhr,hd(l) endende Auslander-Reiten-
Sequenz nach 7.2(3b) die in beiden Summanden von rest(Mhr’hd(A)) endenden -
Auslander-Reiten-Sequenzen erhdlt und entsprechendes fiir die dort beginnen-
den Auslander-Reiten-Sequenzen richtig ist, ergibt sich in dieser Weise stets
eine volle Zusammenhangskomponente des stabilen Auslander-Reiten-Kdchers,
weil alle von einem Modul ausgehenden oder dort endenden Pfeile zugleich

beschrieben werden.

Die Zusammenhangseigenschaft ist leicht einzusehen: Zundchst liegen die
beiden Summanden Nhr,hd(x) und TNhr,hd(” von reSt(Mhr;hd( A)) in einer
Zusammenhangskomponente, " weil beide als ihre gegenseitigen Auslander-
Reiten-Translate in der selben R&éhre vom Rang 2 in ARS( OY) liegen. Der
Umstand, daB es in AR(OX) einen Pfeil von Mhr,hd(k) nach M(~h+1)r,(h+1)d(l)
_gibt, impliziert aber mit 7.2(3b), daB es in ARS(OY) einen Pfeil von Nhr hd()L)
zu einem der beiden Moduln -N(h+1)r,(h+1)d(k) oder TN(h+1)r,(h+1)d(A) gibt.
Weil dies fiir alle h richtig ist, ergibt sich so der Zusammenhang aller

Summanden von Restriktionen. von Moduln aus Rr d(k) im Kécher ARS( OY)'

’

Der Teil (2) von Satz 7.2 zeigt; daB in der beschriebenen Weise alle durch
Punkte des Kdchers ARS(OY) reprisentierten Moduln erreicht werden, und daf
die einzige dabei auftretende Mehrdeutigkeit darin besteht, daf bei A* #1
die Rang-1-Réhren rest(R (k)) und rest(R d( A”)) ibereinstimmen. Wir
kénnen die so aus der Rohrenfamllle Rl_ d erhaltenen Réhren in AR_(0,) von
den Ridngen 1 und 2 also in nahehegender Weise zu einer Famllle T .d zu-
sammenfassen, die iiber dem Quotientenraum von Pic® E nach der kanoni-
schen Involution A +~X\" indiziert wird. Dabei entsprechen den vier Fixpunkten
dieser Involution (i.e. den Zweiteilungspunkten von Pic® E) Rohren vom Rang
2 und allen ibrigen Punkten des Quotientenraumes Rd&hren vom Rang 1. Der
so entstehende Quotientenraum ist selbstversténdlich zu P(C) isomorph (folgt
aus der Riemann-Hurwitz-Formel), so daB wir eine Rohrenfamilie Tr 4 vom

’

Typ D. definiert haben.

Damit ist das Theorem 7.9 bewiesen. B
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Bedient man sich zusdtzlich der schon hidufig benutzten Identifizierung von
Pic® E mit E, wobei PEE auf 1€Pic® E abgebildet wird, so erkennt man, daR
die zuvor betrachtete Quotientenbildung E ~ P(C) durch die WeierstraBsche
g -Funktion vermittelt werden kann, denn diese nimmt genau in den Zweitei-
lungspunkten von E ihre Werte mit Multiplizitdt 2 an, verzweigt dort also.
Damit ist auch 7.10(3) bewiesen. [k '

Durch ein gédnzlich formales Argument erhdlt man zuletzt auch Aufschluf

iiber das Aussehen des vollen Auslander-Reiten-Kochers.

Corollar 7.11: Die Aussage des Theorems 7.9 gilt wdrtlich ebenso fiir den

vollen Auslander-Reiten-Kdocher AR(OY) einer ebenen Kurvensingularitit (Y,0)

vom Typ E. oder E,.

Begriindung: AR(OY) geht aus ARS( OY) durch die Ergidnzung um den einen
-projektiv-injektiven Punkt [OY] hervor. Wir miissen uns also nur iiber die von

Oy

Wir schlieRen an den Beweis von 7.9 an und betrachten die Rohre Rl b(1)
bl

ausgehenden und zu OY hinfiihrenden Pfeile Klarheit verschaffen.

im Kdcher AR(OX). Zur Abkiirzung wird D, :=M, bi(1) wie in 5.24 gesetzt.

Die Anwendung des Funktors rest auf die in MCM( OX) erkldrte Auslander-
Reiten-Sequenz 0 ~D,~D,eD, =D, =0 (5.26) ergibt eine direkte Summe von
zwel Auslander-Reiten-Sequenzen

0 ~tN-A"-N=-0 und 0 -N-A"-N=-0

mit rest(D2)=NetN. Aus dem Krull-Schmidt-Theorem folgt, da8 0. =

rest(Ox) wegen D1 =‘0X ein direkter Summand von A' oder von A" ist.

Wir nehmen an, dafl OY Summand von A' ist. (Der zweite Fall geht genau
analog.) Dann erhdlt man nach 2.22 Pfeile rN-'OY und OY-*N in AR(OY). Wir

werden zeigen, da dies die einzigen Pfeile sind, die OY einbeziehen.

Dazu bemerken wir, daf D,~0y der einzige Pfeil zu Oy hin in AR(OX) ist.
Als Konsequenz daraus und aus [Kn,, Corollary 2.9] folgt, daf N=0,, der
einzige Pfeil von AR(OY) zu 0y, hin ist. Mit dem exakten Funktor Hom(-, OY)
von MCM(OY) (2.28; (Y,0) ist eine Gorenstein-Singularitit) folgt sofort, daf

es dann auch nur einen von OY ausgehenden Pfeil in AR(OY) geben . kann.
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Schlieflich ist klar, daB die durch R, b(l) induzierte Réhre vom Rang 2 in
ARS(OY) bei Ergdnzung um den Punkt [OY] erneut eine Réhre vom Rang 2
ergibt:

(N]

v XXX

tIN]
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