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EINLEITUNG.

Eines der Leitmotive in der Singularitätentheorie, namentlich bei der Unter

suchung isolierter Singularitäten normaler komplexer Flächen, worauf wir uns

im folgenden beschränken wollen, besteht in der Frage nach aussagekräfti

gen Invarianten von Singularitäten und deren Beziehungen zu anderen Daten,

insbesondere etwa zur Geometrie der Auflösungen der Singularitäten.

Ein naheliegendes Objekt dieser Art, das nur von dem biholomorphen Isomor

phietyp einer Flächensingularität x EX abhängt, ist die Menge der Isomorphie

klassen von unzertegbaren Vektorraumbündeln auf dem punktierten Spektrum

X-{xl. (Dabei sei X von der Gestalt eines Durchschnittes einer komplexen

Fläche mit einer- hinreichend kleinen Kugel um x in einem affinen Raum.)

Diese Isomorphieklassen von unzerlegbaren Vektorraumbündeln stehen in

natürlicher Bijektion zu den Isomorphieklassen von unzerIegbaren reflexiven

Moduln über dem lokalen Ring 0x der Singularität. (Ein Modul M über °=,x
0X,x heißt reflexiv, wenn die natürliche Abbildung M- HomO(HomO(M,O),O)

ein Isomorphismus ist.)

Mit der vorliegenden Arbeit soll ein Beitrag zu der in jüngerer Zeit populär

gewordenen Untersuchung der Mengen von Isomorphieklassen unzerlegbarer

reflexiver Moduln über den lokalen Ringen normaler FlächensinguIaritäten

geleistet werden, indem eine neue geometrische Methode zur Klassifikation

der reflexiven Moduln unter Zuhilfenahme der Auflösungen von Singularitären

vorgestellt wird und anschließend ein umfangreiches Beispiel mit diesem

Verfahren untersucht wird.

Ehe 'wir auf die in dieser Arbeit enthaltenen Ergebnisse eingehen, widmen

wir eine Reihe von Bemerkungen der .Vorgeschichte des hier betrachteten

Gegenstandes. (Dafür sei auch auf die heiden ausgezeichneten Obersichts

artikel [Kn 1 ] und [Sch] von H. Knörrer und F.-O. Schreyer hingewiesen.

Dort sind auch Nachweise der im folgenden nicht explizit zitierten Original

arbeiten zu finden.)

Zieht man an Stelle von Vektorraumbündeln auf dem punktierten Spektrum

einer Singulari t ät nu r Ge radenbündel in Bet racht, so handel t es sich hei dem
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oben aufgeworfenen Klassifikationsproblem um die Frage nach der Divisoren

klassengruppe des lokalen Ringes, die ein prominenter Gegenstand der

kommutativen Algebra ist und auch in ihren Beziehungen zur Geometrie der

Auflösungen von Singularitäten schon früh von Mumford, Brieskorn und

Lipman ([ Mu], [Brl], [Li]) untersucht wurde.

Vektorraumbündel auf dem Komplement eines singulären Punktes beschreibt

dann J. Herzog (in der Sprache von Moduln) in [He] (1978) für den Fall

eines rationalen Doppelpunktes 0 E X =Cl /G, wobei G eine endliche (und

spiegelungsfreie) Untergruppe von SL2 (C) ist. Man erhält hier jedes Bündel

auf X-{O} als das zu einer Darstellung der zu G isomorphen Fundamental

gruppe .1 (X-{O}) assoziierte Bündel. In dieser Weise besteht eine bijektive

Korrespondenz zwischen den Isomorphieklassen der unzerlegbaren Bündel und

den Konjugationsklassen der irreduziblen Darstellungen von G.

Kurz darauf hat J. McKay eine bemerkenswerte Beobachtung veröffentlicht

(1980): Wenn man auf der Menge der Konjugationsklassen von irreduziblen

Darstellungen von G (wie zuvor) eine Köcherst ruktur dadurch definiert, daß

man einen Pfeil p - pi schreibt, wenn p I ein" di rekter Sum mand des Tensor

produktes p lIPo von P mit der natürlichen zweidimensionalen Darstellung Po:

G C-+GL2 (a:::) ist, und man Paare einander entgegengerichteter Pfeile zu unge

richteten Kanten zusammenfaßt, dann ergibt sich ein zum erweiterten

Dynkin-Diagramm der Auflösung der Singularität 0 E «:1 /G isomorpher Graph.

Außerdem entsprechen die Ränge der Darstellungen gerade den MuJtiplizitä

ten der zugehörigen irreduziblen Kurven im Fundamentalzykel der Auflösung.

(Der im" erweiterten Dynkin-Diagramm hinzukommende Punkt, der zu keiner

Kurve im exzeptionellen Ort korrespondiert, entspricht der trivialen eindimen

sionalen Darstellung p = 1.)

Intrinsische und mehr oder weniger geometrische Begründungen für diesen

Sachverhalt sind in der Folge von Gonzalez-Sprinberg und Verdier, Artin und

Verdier, Esnault und Knörrer, sowie Auslander und Reiten g~geben worden.

1985 hat J. Wunram zudem diese~ Zusammenhang für beliebige zweidimensio-·

nale Quotientensingularitäten verallgemeinert.

Schon in den zuvor zitierten Beweisen der nun so genannten McKay-Korres

pondenz ist offenkundig geworden, daß die von McKay beschriebene Köcher

struktur lediglich eine viel allgemeinere Konzeption widerspiegelt, die aus der
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moderneren Darstellungstheorie bekannt ist. Bei diesen sogenannten Auslan

der-Reiten-Köchern entsprechen die Punkte den Isomorphieklassen von unzer

legbaren Objekten einer geeigneten Kategorie und die Pfeile den iI reduziblen

Hom.omorphismen zwischen derartigen Objekten. (In einer ersten Annäherung

handelt es sich bei den irreduziblen Homomorphismen um diejenigen Nicht

Isomorphismen, die nur in trivialer Weise faktorisiert werden können.) Mit

den zugehörigen Auslander-Reiten-Köchern gewinnt man insbesondere eine

zusätzliche kombinatorische Struktur auf den Mengen von Isomorphieklassen

von unzeriegbaren reflexiven Moduln über den lokalen Ringen von normalen

FIächensingulari t äten.

Die naheliegende erste Frage nach dem endlichen Darstellungstyp, also wann

es nur endlich viele Isomorphietypen von unzerlegbaren reflexiven Moduln

gibt, ist von Artin-Verdier, Auslander . und Esnault voU;Ständig beantwortet

worden: Genau die Quotientensingularitäten sind die normalen Flächensingu

laritäten von endlichem Darstellungstyp. Deren Moduln kennt man nach

Herzog; die Köcher hat Wunram explizit beschrieben.

Darüber hinaus gibt es verblüffend wenige explizite Resultate über die nicht

endlichen Auslander-Reiten-Köcher von reflexiven Moduln über den lokalen

Ringen normaler Flächensingularitäten, die keine Quotientensingularitäten

sind. Dieser Mißstand liegt im wesentlichen in einem Mangel an geeigneten

Methoden zur Klassifikation reflexiver Moduln begründet. Im Falle der

Quot ientensingulari täten verfügt man über starke invariantentheoret ische

Hilfsmittel, die in anderen Situationen nicht vorhanden sind. Zwar gibt es für

Hyperflächensingularitäten nach Eisenbud eine elegante Beschreibung von

refle~iven Moduln durch Matrixfaktorisierungen (i.e. periodischen Auflösungen

mit Pe riode 2; vgl. [Sch]), j edoch hat sich diese r Zugang bislang hauptsäch

lieh in theoretischen Untersuchungen bewährt.

Eine der aus der Bet rachtung· von Matrixfaktorisierungen gewonnenen Aus

sagen ist die von H. 'Knörrer in [Knl ] bewiesene Korrespondenz zwischen den

reflexiven Moduln auf einer Hyperflächensingularität X der Multiplizität 2,

die sich generisch zweiblätt rig dem «:1 überlagern läßt, und den torsions

freien Moduln auf der als Verzweigungsort einer solchen überlagerung in Cl

definierten ebenen Kurvensingularität Y. Diese Korrespondenz erlaubt - nicht

ohne Mühe - Rückschlüsse· zu ziehen aus der Struktur des Auslander-Reiten-
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Köche.rs der wuerlegbaren torsionsfreien Moduln auf Y auf den Auslander

Reiten-Köcher der reflexiven Moduln auf X.

Tatsächlich verfügt man im Bereich der Klassifikation von torsionsfreien

Moduln über den lokalen Ringen von ebenen Kurvensingularitäten über die

meisten expliziten Resultate. So hat E. Dieterich in [Di 1 ] den entsprechen

den Auslander-Reiten-Köcher für die Kurvensingularitäten vom Typ E. (s.u.)

vollständig bestimmt. Darüber hinaus hat A. Schappert eine komplette Klassi

fikation der torsionsfreien Moduln vom Rang 1 auf den ebenen unimodularen

Ku rvensingularit äten angegeben.

In der vorliegenden Arbeit wird ein Verfahren entwickelt, das es, ohne die

behandelbaren Singularitäten apriori starken Einschränkungen zu unterwerfen,

gestattet, die reflexiven Moduln auf einer normalen Flächensingularität in

einer geometrischen Weise zu beschreiben und zumindest prinzipiell auch zu

klassifizieren. Dies geschieht, indem das Problem der Klassifikation der

reflexiven Moduln über dem lokalen Ring einer normalen ~Flächensingularität..
x € X auf das gleichwertige Problem der Klassifikation gewisser lokal freier

Garben über einem im exzeptionellen Ort E c: X einer Auflösung X von x EX

konzentrierten Zykel Z> 0 zurückgeführt wird. (Ein solcher Zykel beschreibt

ein abgeschlossenes Unterschema von X und über diesem werden die lokal

freien Garben bet rachtet.)

Dieser Zugang bietet insbesondere den Vorteil, gänzlich ohne die Kenntnis

der Erzeugenden und Relationen des lakaien Ringes der Singularität auszu

kommen. Wir bestimmen mit dieser Methode die Auslander-Reiten-Köcher zu

allen einfach-ell ipt ischen FIächensingulari t äten.

Wir geben nun einen überblick über die in den folgenden Kapiteln enthalte

nen Aussagen.

Die beiden ersten Kapitel sind reine Übersichtskapitel. Im ersten Kapitel

werden Eigenschaft en von normalen Flächensingulari täten zusammengeste11 t ,

wobei besonderes Augenmerk den auf der Auflösung einer Flächensingularität

geltenden Dualitätssätze:n zukom mt. Außerdem werden kurze übersichten über

die Klassen der rationalen und der minimal-elliptischen Flächensingularitäten

gegeben.
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Das zweite Kapitel besteht seinerseits aus zwei Teilen. In -dem ersten Teil

werden die diversen garbentheoretischen und algebraischen Charakterisierun

gen von reflexiven Moduln über den lokalen Ringen von normalen Flächen

singularitäten einander gegenüber gestellt. Im zweiten Teil werden die oben

nur kurz angerissenen Definitionen und Eigenschaften der. Auslander-Reiten

Köcher von reflexiven Moduln ausführlich dargestellt. Dazu gehört auch die

von Auslander beschriebene Methode zur Bestimmung der Pfeile im Auslan

der-Reiten-Köcher mit Hilfe der von ihm eingeführten Fundamentalsequenz

(2.30, 2.32). Die einzige nicht in der Literatur zu findende Aussage des

Kapitels 2 ist die Proposition 2.35, die die Fundamentalsequenz in dem Fall

einer quasihomogenen Flächensingularität angibt.

Zusammen mit dem darauf folgenden Kapitel bildet das dritte Kapitel den

technischen Kern der ,,-orliegenden Arbeit.

Hierfür sei x EX eine normale Flächensingularität, 11: X- X eine Auflösung mit

exzeptionellem Ort E und Z ein effektiver Divisor auf X mit Trägermenge E.

Dann wird einer reflexiven Modulgarbe M auf X eine lokal freie Garbe auf X
dadurch zugeordnet, daß das Bidual (über 0X) der Urbildgarbe Tt*M gebildet

wird. Die Einschränkung dieser lokal freien Garbe auf das durch Z definierte

abgeschlossene Unterschema von X mit Strukturgarbe 0i:= ~X/05<:( -Z) ist eine

lokal freie Garbe über 0Z' die mit RZ(M) bezeichnet wird. Bei geeigneter

Wahl des Zykels Z als sogenanntem ItReduktionszykel" (3.20) definiert RZ
eine injektive Abbildung von der Menge der Isomorphieklassen reflexiver c1_ --X,x
Moduln in die Menge der Isomorphieklassen lokal freier 0Z-Modulgarben.

Auch das Bild der Abbild~g RZ kann explizit be~chrieben werden, wenn Z

ein Reduktionszykel .ist. Als Ergebnis erhalten wi r mit Theorem 3.21, daß die

Menge der Isomorphieklassen reflexiver 0x,x -Moduln via RZ bijektiv der

Menge der Isomorphieklassen derjenigen lokal freien Garben F. über 0z ent

spricht, für die gilt:

(0 F wird außerhalb diskreter PUnkte von globalen Schnitten erzeugt;

(ii) Es gibt eine Ausdehnung von F zu einer lokal freien Garbe F
2Z

über

02Z' so daß die durch die Sequenz 0 - F - F2Z (Z) - F(Z) - 0 definierte

Corandabbildung HO(E,F(Z») - H1(E,F) injektiv ist.

Die Bedingung (ii) wird im vierten Kapitel genauer untersucht. Am Ende von

Kapitel 3 wird noch ausgeführt, daß sich Reduktionszykel von Auflösungen

von rationalen Singularitäten analog zum Artinsehen Fundamentalzykel durch
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Berechnungssequenzen gewinnen lassen und daß auf der minimalen Auflösung

eine r mini mal-ellipt ischen Singularit ät de r FundamentalzykeI seibst ein

Reduktionszykel ist. Das das Kapitel 3 beschließende Beisp~el 3.28 zeigt, daß

dies bei rationalen Singularitäten nicht der Fall ist: Hier. muß der Reduk

tionszykel im allgemeinen größer als der Fundamentalzykel gewählt werden.

In dem dritten Kapitel wurden keine einschränkenden Annahmen über die

normale Flächensingularität x E X gemacht. Dementspreche.nd abstrakt und

unzugänglich erscheint ~i erster Betrachtung auch das dort' hergeleitete zur

Klassifikation der reflexiven Moduln äquivalente Klassifikationsproblem von

lokal freien 0Z-Modulgarben F I die den beiden oben genannten Bedingungen

(i) und (ii) genügen. In dem Kapitel 4 wird die Aussage des Theorems 3.21

für rationale und fUr minimal-elliptische Singularitäten konkretisiert - sie

erweist sich als sogar besonders gut zugänglich. Man erhält nämlich:

(1) Ist x E X eine rationale Singularität, so sind die Bilder unter R
Z

von·

unzerlegbaren reflexiven 0x -Moduln genau die unzerlegbaren lokal freien,x
0Z-Modulgarben F, für die gilt:

(i) F wird von globalen Schnitten erzeugt;

(ii) HO(E, F(Z)) =0.

(2) Ist x EX eine minimal-elliptische Singularität, X die minimale Auflösung

von X und Z der Fundamentalzykel, so sind die Bilder unter RZ der zu 0X,x

nicht isomorphen unzerlegbaren reflexiven 0x -Moduln genau die lokal freien,x
Garben der Form nOZ $ G über 0Z' für die gilt:

(i) G ist unzerlegbar und wird außerhalb . diskreter Punkte von globalen

Schnitten erzeugt;

(ii) H
1(E,G)=O;'

(iii) dim[ HO(E,G(Z)) -= n.

In Kapitel 5 wird die zuletzt unter (2) gemachte Aussage zur Klassifikation

der reflexiven Moduln auf den einfach-elliptis.chen Singularitäten verwendet.

Dies sind normale Flächensingularitäten, deren minimale Auflösungen als

exz.eptionelle Kurven E einzelne glatte elliptische Kurven mit negativen

Selbstschnittzahlen aufweisen. In diesem Fall ist der Fundame~talzykel die

reduzierte elliptische Kurve E und man kann sich der von Atiyah' angegebenen

Klassifikation der Vektorraumbündel auf E bedienen, die zu Beginn von

Kapitel 5 kurz resümiert und in einem Anhang am Ende des JS:apitels einge

hender erläutert wird. '
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Die Anwendung der Resultate des Kapitels 4 erbringt, daß die Menge der

Isomorphieklassen von unzerlegbaren reflexiven Moduln über dem lokalen Ring

einer einfach-elliptischen Singularität eine disjunkte Ver~inigung von abzähl

bar unendlich vielen Kopien der Kurve Eist (5.16). Der daraus gebildete

Auslander-Reiten-Köcher ist eine über die Menge der Tripel (~, d, >..) EIN)( 7l xE,

für die r,d teilerfremd sind und r~d«b+1)r mit b:=_E 1 gilt, indizierte dis

junkte Vereinigung von Zusammenhangskomponenten der Gestalt

Mr , d(>.. ) i1 M2r, 2d(>.. ) ;t M3r, 3d(>.. ) ~ M4r , 4d(>.. ) ;t •••

wobei der erste Index jeweils den Rang des betreffenden Moduls angibt und

der zweite Index in gewisser Hinsicht als ein "Grad" interpretiert werden

kann und >.. EE (richtiger: >.. EPico E) ein kontinuierlicher Modulparameter ist.

Es sei noch bemerkt, daß es sich in bezug auf >.. hierbei nicht um flache

Familien von Moduln handelt (5.22). In KapitelS wird eine Reihe von ele

mentaren Eigenschaften der unzerlegbaren reflexiven Moduln über den lokalen

Ringen von einfach-elliptischen Singularitäten bewiesen, darunter im Schluß

abschnitt des Kapitels eine Kennzeichnung der im Sinne von Herzog und Kühl

«(HeKü]) " o rientierbaren" unzerlegbaren Moduln.

In Kapitel 6 wird untersucht, inwieweit die bei Quotientensingularitäten nach

Herzog ([ He]) vorhandene bijektive Beziehung zwischen den Konjugations

klassen von (endlich-dimensionalen) unzerlegbaren" Darstellungen der lokalen

Fundamentalgruppe und den Isomorphieklassen der unzerlegbaren reflexiven

Moduln bei den in Kapitel 5 betrachteten einfach-elliptischen Singularitäten

fortbesteht.

Die lokale Fundamentalgruppe einer einfach-elliptischen Singularität mit

Selbstschnittzahl -b' der" exzeptionellen elliptischen Kurve E in der minimalen

Auflösung ist eine sogenannte diskrete Heisenberg-Gruppe H
b

, die von drei

Elementen a, ß,l mi t (multiplikativen) Kom mutator-Relationen

[ a,'Y] = 1, [a,'Y] = 1 und b[a,a]::::l 'Y

erzeugt wird. Es wird gezeigt; daß sich jede unzerlegbare endlich-dimensio

nale Darstellung p von H
b

in ein Tensorprodukt X GI 't GI <1, bestehend aus einem

eharakte r X mit X( 'Y ) =1, eine r uni t ären 0 arstellung 't und eine r 0 a rstellung

<1 in den unipotenten oberen Dreiecksmatrizen, faktorisieren läßt (6.13). Als

leichte Konsequenz daraus folgt, daß jedes Vektorraumbündel auf dem punk

tierten Spektrum einer einfach-elliptischen Singularität das assoziierte
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Vektorraumbündel zu einer geeigneten Darstellung der lokalen Fundamental

gruppe Hb ist (6.15), so daß nach wie vor jeder unzerlegbare reflexive Modul

durch eine unzerlegbare endJichdimensionale Darstellung der lokalen Funda

mentalgruppe induziert wird.

Weil aber das Klassifikationsproblem der Darstellungen von Hb, wie in 6.19

gezeigt wird, ein "wildes" Problem ist, das alle Pathologien der Aufgabe der

Klassifikation von Paaren von Matrizen unter simultaner Konjugation aufweist,

kann man keine bijektive Beziehung zwischen Konjugationsklassen von Darstel

lungen und Isomorphieklassen von reflexiven Moduln erwarten, .weil schon die

Frage nach der Klassifikation der unzerlegbaren Darstellungen von H
b

nicht

sinnvoll ist.

Allerdings zeigen wir in der zweiten Hälfte des Kapitels 6, daß eine vollstän

dige Klassifikation derjenigen Darstellungen möglich ist, deren assoziierte

Vektorraumbündel auf dem punktierten Spektrum unzerlegbar sind. (Dies ist

eine erheblich stärkere Bedingung als nur die Unzerlegbarkeit der Darstel

lung.) Wegen der Kompliziertheit des Ergebnisses (6.25) verzichten wir hier

auf eine Wiedergabe. Es sei aber zumindest erwähnt, daß den Modulräumen

seibst solcher Da rstellungen die Hausdorff - Eigenschaft fehlt. (6.27 -6. 29 )

In Kapitel 7 bestimmen wir die Auslander-Reiten-Köcher der torsionsfreien

Moduln auf den ebenen Kurvensingularitäten der Typen Ee und E,. Singulari

täten vom Typ Ee bestehen aus drei glatten Zweigen, die sich in einem

Punkt tangential von erster Ordnung berühren; bei den Singularitäten des

Typs E, handelt es sich ur:" vier glatte Zweige mit einem gemeinsamen

transversalen Schnittpunkt. Seide Arten von Kurvensingularitäten treten als

Verzweigungsorte von generisch zweiblättrigen überlagerungen des «:J durch

einfach-elliptische Flächensingularitäten der Multiplizität 2 in Erscheinung, so

daß die schon früher in' dieser Einleitung erwähnte Knörrersche Korrespon-

. denz zwischen den reflexiven Moduln der Flächensingularität und den tor

sionsfreien Moduln der Kurvensingularität zur Ableitung der Aus lat'l:der

Reiten-Köcher von Kurvensingularitäten der Typen Ee und E, aus den Ergeb

nissen von Kapitel 5 herangezogen werden kann.

Damit wi rd ein Ergebnis von E. Dieterich über Ee ([ Di 1]) in qualitativer

Hinsicht reproduziert. In der Tat hat aber umgekehrt die Kenntnis des Diete

richschen Ergebnisses mitsamt der vermuteten Aussage des Kapitels 7 dem

Verfasser bei der Entwicklung seiner Ergebnisse von Kapitel 5 geholfen.
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Wir weisen noch kurz auf eine Reihe von Konventionen in dieser. Arbeit hin.

Mit IN, ~, ~ und ~. werden wie üblich die natürlichen Zahlen (ohne 0), die

ganzen Zahlen und die komplexen Zahlen mit und ohne 0 bezeichnet. weiter

seien M (C) und GL (t::) die Mengen der r x r-Matrizen mit komplexen Ein-
r r

trägen und der invertierbaren Matrizen darin; mit 0 und ~ werden die Null-

und die Einheitsmatrix b~zeichnet. In Kapitel 6 kommen noch die Bezeich

nungen Unip (C) und Nilp (a:) für die unipotenten und die nilpotenten oberen
. r r

Dreiecksmatrizen in M (I:) hinzu.
r

Direkte Summen von n Kopien eines Moduls oder einer Garbe G werden hier

mit nG bezeichnet (gebräuchlicher sind GO oder Gftn ). Wenn in dieser Arbeit

von einer Garbe die Rede ist, so ist stets eine kohärente Garbe von Moduln

über der Strukturgarbe des unterliegenden komplexen Raumes darunter zu

verstehen.

Bei der Angabe von Matrizen in Kapitel 6 folgen wir der Konvention, mit 0

besetzte Einträge in der Regel einfach offen zu lassen. Vor einer weiteren

Untiefe in Kapitel 6 sei auch schon hier gewarnt: Kommutatoren werden in

der ersten Hälfte des Kapitels, die von Darstellungen von Gruppen handelt,

multiplikativ, also als (X, y] = XYX-1y-l, verstanden, in der zweiten Hälfte

des Kapitels im Zusammenhang mit Darstellungen von Liealgebren aber

selbstverständlich im Sinne von (X, y] = XY - YX gebraucht. (Diese Ambiguität

hat nicht der Verfasser zu verantworten. Es ist versucht worden, es im Text

nicht an Hinweisen fehlen zu lassen.)

Im übrigen verweisen wir als allgemeine Referenzen für Aussagen über kom

plexe Räume auf die beiden Bände (CAS] und [AS], für normale Flächen

singulari t ät an auf [NTS] und für ko mmutative Algeb ra auf [CRT].

Schließlich möchte ich für die Anregungen und Diskussionen, mit denen sie

zu dieser Arbeit beigetragen haben, K. Behnke, E. Dieterich, H. Esnault und

F.-O. Schreyer herzlich danken. Mein Dank gilt auch dem Max-Planck-Insti

tut für Mathematik und Prof. F. Hirzebruch für die Förderung durch ein

Promotionsst ipendium.

Ganz besonders aber will ich H. Knörrer danken, der nicht nur das interes

sante und ergiebige Thema für diese Arbeit gestellt hat, sondern auch durch

zahllose Hinweise und Ermutigungen- das Gelingen der Arbeit erst möglich

gemacht hat.
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1. NORMALE FLÄCHENSINGULARITÄTEN.

Dies ist ein übersichtskapitel, in dem zahlreiche Definitionen und Sätze aus

der Theorie der isolierten Singularitäten von komplexen Flächen. zusam menge-
. .

tragen werden. Die Darstellung erfolg't durchgängig ohne die Angabe von Be-

weisen. Die hier aufgeführten Sätze und Definitionen werden in den folgen

den Kapiteln in der Regel ohne ausdrückliche Verweise herangezogen werden.

Eine der Funktionen des vorliegenden Kapitels besteht daher in der Festle

gung der betrachteten Situation nebst einer Reihe von daran gebundenen

Bezeichnungen.

Als eine generelle Referenz für die im folgenden' gemachten Aussagen kann

das Buch [NTS] von Laufer dienen.

Allgemeines und Bezeichnungen. Unter (X,x) wollen wir in diesem

Kapitel stets den Keim einer komplex-analytischen Flächensingularität ver

stehen. Wir untersuchen in dieser Arbeit ausschließlich normale Flächensingu

laritäten x EX, für die der lokale Ring 0x keine Nullteiler enthält und,x
ganz abgeschlossen in seinem Quotientenkörper ist. Jede normale Flächensin-

gularität ist isoliert.

Zu jeder zweidimensionalen Singularität (X, x) existiert eine Auflösung, also

eine komplexe zweidimensionale Mannigfaltigkeit X und eine eigentliche

holomorphe Abbildung 1t: X- X, so daß ,das Komplement der exzeptionellen

Faser E:= n-
1(x) dicht in X ist und. die Einschränkung 1[1: X-E - X-{x}

von • biholomorph ist. Zweckmäßigerweise versteht man X als den Keim

einer lokal um die exzeptionelle Faser definierten komplexen Mannigfaltig

keit; dies soll durch die Schreibweise Jt: (X, E) - (X,x) zum Ausdruck ge

bracht werden.

Die exzeptionelle Faser E ist eine zusammenhängende eindimensionale kom

pakte komplexe Untervarietät von X, die im allgemeinen aus mehreren irre

duziblen Komponenten Ei , ••• , Ek besteht, die selbst Singulari täten aufweisen

können. Mit Hilfe des' in der singulären Cohomologie von X definierten

Schni ttproduktes (vgl. [PAG, pp. 49-53J) ist der exzeptionellen Faser E eine

ganzzahlige Schnittmatrix S = (E.·E.) zugeordnet. Durch endlich viele quadra-
t J

tische Transformationen in X kan.n erreicht werden, daß alle Komponenten
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E. singularitätenf rei sind und je zwei Kurven E., E. (i #j ) sich höchstens
I 1 J

transversal schneiden. Für diesen Fall hat Mumford bewiesen, daß. die

Schnittmatrix S negativ definit ist. (Gewöhnlich wird das Schnittverhalten

der E. in Form des sogenannten dualen Graphen der Auflösung notiert; vgJ.
1

CNTsJ.)

Unter den Auflösungen einer Flächensingularität (X,x) gibt es eine bis auf

Isomorphie eindeutig besti mmte mini male Auflösung x : (~, E) - (X, x), die

dadurch charakterisiert ist, daß X keine singularitätenfreie rationale Kurve

C::= IPt mit Selbstschnittzahl -1 enthält. Die minimale Auflösung von (X,x)

besitz t dieuniverselle Eigenschaft, daß sich jede ande re Auflösung J[ I: (X I ,E ' )

- (X,x) mit einer holomorphen Abbildung f: (.X I, E' ) - (X, E) über x faktori

sieren läßt: J(' = l[of. (In diesem Fall ist f bis auf biholomorphe Abbildungen

eine Folge von quadratischen Transformationen.) Eine Auflösung l[: (X, E) 

(X,x), deren exzeptionelle Faser nur aus glatten irreduziblen Komponenten

E1,••• ,Ek besteht, so daß sich je zwei davon entweder gar nicht oder trans

versal in einem Punkt treffen, heißt eine gute Auflösung von (X,x); auch

unter den guten Auflösungen einer Flächensingularität (X,x) gibt es ein

minimales Objekt.

Es sei l[: (X,E) - (X,x) eine beliebige Auflösung einer Flächensingularität

(X,x), E1,••• ,E
k

seien die irreduziblen Komponenten von E. Unter einem

Zykel Z auf (X, E) verstehen wir in dieser Arbeit - etwas abweichend vom

üblichen Sprachgebrauch - immer eine formale Linearkombination Z = \ ~ tr.E.
L 1= 1 1

mit ganzzahligen nichtnegativen Koeffizienten ri ~ 0, also einen effektiven

Divisor auf ~ mit Träger in E. (Zur Verdeutlichung schreiben wir auch

Z ~ 0.) Insbesondere kann E selbst als exzeptioneller Zykel E = LEi aufgefaßt

werden. Durch Z ~ E bringen wir die Bedingung ri ~ 1 für i = 1, ••• ,k zum

Ausdruck.

Jedem Zykel Z ~ 0 mit Trägermenge* IzI ist in eindeutiger Weise ein ein

dimensionales abgeschlossenes Unterschema von R zugeordnet, das aus dem

topologischen Raum IZ I c: E mit der Strukturgarbe 0Z:= 0;</05« -Z) besteht.

Sind keine Mißverständnisse zu erwarten, so werden wir dieses Unterschema

einfach wieder mit Z bezeichnen. Ist insbesondere IZ I = E, so nennt man

das zu Z gehörige Unterschema auch eine infinitesimale Umgebung (der

-) Izi ist die Vereinigung aller E. mit r.>O in Z=Lr.E.•
1 1 1 1
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Ordnung. r.-l längs E.) von E.
1 1

Wir fixieren jetzt eine Reihe von Bezeichnungen, von denen wir die ganze

Arbeit hindurch Gebrauch machen werden.

Bezeichnungen 1.1: .: (X, E)- (X, x) sei die Auflösung einer Flächensingulari

t ät ,Dein Divisa r, Zein Zykel und F eine O~ - Modulgarbe auf ~.

(a) F(D):= F 8OxOX(D);

(b) FZ::::J FI Z := Fe05(0Z' die Einschränkung von F auf Z;

(c) FZ(D) :=F(D)I
Z

;

(d) NZ := NZ/ X := 0Z(Z) ~ 0x(Z)/Oj{' die Normalengarbe von Z in ~;

(e) UlY{:= n1){, die Garbe der Keime von holamorphen 2-Formen auf X;
Ul~ heißt kanonische oder dualisierende Garbe von X;

KR der zugehörige kanonische Divisor (modulo rationaler Äquivalenz

bestimmt);

(f) Ul Z := UlX~OX NZ ~ Ul;c(Z) IZ' die dualisierende Garbe von Z;

(g) FY:= HomoX( F, 0x}' die zu F duale Garbe.

Bemerkungen 1.2: (1) Zu (b) und (c): Wir werden auch dann, wenn Feine

nur über Z' mit Z' ~ Z definierte Garbe ist, FZ für F ~OZ' 0z schreiben.

Dies ist wegen der Assoziativität des Tensorproduktes über 0;< mit (b) ver

träglich; aus dem selben Grunde birgt auch die abkürzende Schreibweise von·

(c) kein Risiko.

(2) Zu (g):' Auch hier werden wir, wenn F eine lediglich über Z definierte

Garbe ist, F Y : = Hom Oz( F, OZ) schreiben. Hier ist aber eine Warnung ange

bracht: Im !1llgemeinen ist (F .... ) IZ +(FZ) .... , wenn F eine Garbe auf X ist!

Jedoch vertauschen Dualisierung und Einschränkung, wenn F lokal frei ist,

und nur in diesem Fall werden wir kurz FZ für F .... ~OXOZ schreiben.

(3) Die in 1.1 notierten Tensorprodukte sind stets als Tensorprodukte in· der

analytischen Kategorie (vgl•. [AS, Kapitel 111, §5.4]) zu verstehenl Wenn kein

Zweifel darüber möglic~· ist, werden wir es im folgenden unterlassen, die

unterliegenden Garben von Ringen an den Tensorprodukten zu kennzeichnen.
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Wählt man einen Divisor 0 = ld. E., mit d. > 0 und der Eigenschaft, daß D·E.
1 1 1 1

<0 für alle i::r 1, ••• ,k gilt, was wegen der negativen Definitheit der Schnitt-

matrix (E.·E.) jederzeit möglich ist, so definieren die Schnitte in 0X- (-~D)
1 J

für hinreichend große ~~o Einbettungen von einer Umgebung der exzeptio-

nellen Faser E in ~inen projektiven Raum IPN(C). (Sieh.e [Gra, §3] oder

[NTS, Lemma 6.18].) Insbesondere folgt daraus, daß jedes einem Zykel Z =

LriEi ~ 0 zugeordnete Schema eine projektive Untervarietät ist. (Vgl. auch

[AG, Exercise 111.5.8]) Das bedeutet, daß der oben definierte Divisor D

durch Oz (-D) ein amples Geradenbündel auf Z definiert.

Der folgende Satz ist wohlbekannt. (Er kann leicht mit den in [Gra, §3]

entwickelten Methoden bewiesen werden und wird in [NTS, Chapter Vld] für

den Fall begründet, daß X eine gute Auflösung und Feine Untergarbe einer

trivialen Garbe sOX ist; beide Annahmen sind nicht wesentlich.)

Satz 1.3: D sei ein effektiver Divisor auf X mit Träger in E, der jede

irreduzible Komponente E. von E negativ schneidet: D· E. <O. Dann ist 0 (T (-D)
1 I"

ein amples Geradenbündel. Insbesondere gibt es zu jeder 0X-Modulgarbe Fein

ko ~ 0, so daß. für alle k ~ ko gilt:

(i) F( -kD ) wi rd von globalen Schni t ten erzeug t;

(ii) H~ (X,F (-kD» ::r O.

Anmerkung 1.4: Die Cohomologiegruppen Hi(X:F) sind von der Wahl eines

Repräsentanten X der Auflösung w:: (X,E)-(X,x) abhängig. Zieht man hinge

gen nur streng pseudokonvexe Umgebungen von E, also etwa Urbilder Stein

seher Umgebungen v~n x in X in Betracht, so sind die Cohomologiegruppen

wohldefiniert und li1(x, F) ist kanonisch isomorph zum über x liegenden

Halm der i-ten direkten Bildgarbe RiJ[.F von F unter TI. Wir werden die

Cohomologie auf X stets in diesem Sinne verstehen. Die Gruppen H1(X, F)

sind stets endlichdimensional ([AnGr, Theoreme 14]) und für i ~ 2 gilt Hi(X,

F) =0 ([Si]).

Jede infinitesimale Umgebung Z von der exzeptionellen Faser E der Auflö

sung einer Flächensingularität kann projektiv eingebettet werden. Nach dem

Satz von Chow ([PAG, p. 167]) trägt Z dann auch die Struktur einer alge

braischen Varietät. Die GAGA-Sätze von Serre ([ Se]) besagen, daß jede

holomorphe kohärente Modulgarbe zu einer algebraischen kohärenten Garbe
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assoziiert ist und in dieser Situation die analytischen und algebraischen eo

ho mologieg ruppen in natür licher . Weise zueinander isomorph sind. Damit kön

nen die Aussagen der Grothendieckschen Dualitätstheorie auf infinitesimale

Umgebungen exzeptioneller Fasern angewE;'ndet werden.

Dualitätssätze. (Siehe auch [Ba].) Es sei Z ~ E ein Zykel 'auf der Auflö

sung (X, E) einer komplexen Flächensingularität. Als Konsequenz aus der Pro

jektivität von Z zusammen mit der Tatsache, daß alle lokalen Ringe Oz (als,z
Ringe von ebenen Kurvensingularitäten) Cohen-Macaulaysch sind, folgt die

Existenz einer dualisierenden Garbe Wz mit H1(E, wZ) ~(:, so daß der folgen

de Satz gilt, der die Serre-Dualität beinhaltet ([GDT, Chapter IV.5]). Über

dies berechnet sich tUz wie in 1.1(0 vorweggenommen:

WZ ~ wX(Z)l8 Oz (AdjunktionsformeI)

([GDT, Chapter I, Proposition 2.4].)

Satz 1.5 (Dualität für Kurven): Sei Z ~ E ein Zykel auf der Auflösung einer

komplexen Flächensingularitä~ un~ W Z die dualisierende Garbe von Z. Dann

gibt es für jede 0Z-Modulgarbe F nicht ausgeartete [-lineare Paarungen

i() 1-i( ) 1( ) _< , >: H E,F x ExtOz F,wZ - H E,wZ -[, i =0,1.

Bemerkung 1.6: Bei < ,. > handelt es sich um das Yoneda-Produkt. Ist ins

besondere F eine lokal freie Garbe, so ist Ex-rJz(F ,wZ) ~ Hj (E,F"'aw Z)' wobei

F'" := HomOz(F, OZ) sei. (Siehe [GDT, Chapter IV.I].) Die Paarung

< , >: Hi(E,F) x HI-i(E,F~a w
Z

} - H1(E,w
Z

)

entsteht dann durch' Bildung des Cup-Produktes mit nachfolgender Anwendung

der von der Kontraktion F alF"'l8 Wz- Wz auf H1-Niveau i~duzierten Abbildung.

(Dies ergibt sich aus dem Umstand, daß gleicherweise das Yoneda-Prorlukt

wie auch das Cup-Produkt mit Kontraktion als Derivierte des funktoriellen

Morphismus

r (E, -) x HomOz(-'wZ) - r(E, wZ)

entstehen. Siehe auch [Le, §6] .)

Als Konsequenz aus der Dualität für Zykel läßt sich verhältnismäßig leicht

ein Dualitätssatz für R gewinnen. Dazu bemerken wir, daß sich einer Garbe
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F auf X. die lokale Cohomologie H~(j<,F) mit Träger in E zuordnen läßt, die

apriori von der Wahl eines Repräsentanten des Umgebungskeimes (X,E) un

abhängig ist. Die Funktoren H~U<, -) werden als die Rechtsderivierten des

Funktors der globalen Schnitte mit Träger in E,

r E(X,F) := {s Er(X,F) I supp(s)cE} ,

definiert. ([ Le, §1])

Neben den üblichen langen exakten Sequenzen, die auch für die lokale Ccho

mologie den kurzen exakten Sequenzen von Modulgarben zugeordnet werden,

existiert noch die folgende lange exakte Sequenz, die eine Verbindung zu den

übrigen Cohomologiegruppen auf Xherstellt ([Le, Corollary 1.9]):

(1.7) ••• - H
i
-

1
(X_E,F) - H~(j<,F) - Hi(X,F) - Hi(X-E,F) - .••

Insbesondere enthält also die Gruppe H~(X,F) die Obstruktionen für die

Fortsetzbarkeit von Schnitten in F über X-E zu Schnitten über X. Eine Präzi

sierung liefert

Satz 1.8 (Wahl, [Wal, Lemma 8.2]): F sei eine lokal freie Garbe auf X.
Dann ist

1 - 0HE(X,F) ~ HElZ H (E, F. Nz),

wobei· der Limes über alle Zykel Z ~° (mit der natürlichen Anordnung) ge

bildet wird, und für Z ~ Zt gilt: HO(E, F8 Nz) c.,. HO(E, F~ NZ I).

Bemerkungen 1.9: (1) Die injektiven Pfeile des induktiven Systems erhält man

für Z'~z durch Tensorieren der exakten Sequenz O-NZ-NZ' - O(Z')/O(Z)-O
o -mit F und Anwendung von H (X, -).

(2) Jede der Gruppen HO(E, F" NZ)' deren Elemente als meromorphe Schnitte

in F über der infinitesimalen Umgebung Z mit Polen längs E bis zur durch Z

angegebenen Ordnu~g verstanden werden können, ist injektiv in H~(X,F) ent

halten.

Satz 1.10 (Relative Dualität, '[Ba, Theorem 2.1]): (X,E) sei die Auflösung

einer Flächensingularität und F eine lokal freie Garbe auf X. Dann gibt es

eine nicht ausgeartete a;-lineare Paarung

1(- 1(-.HE X,F) )( H X,F ~WX) - a;.
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Anmerkung 1.11: Die relative Dualität ist mit der Dualität (1.5) auf Zykeln

Z in X kompatibel in der Weise, daß man über natürliche kommutative Dia

gramme verfügt:

Dabei steht (-) I für den dualen 1,[-Vektor raum und die vertikalen Pfeile er

hält man aus Bemerkung 1.9(2) bzw. als Transponierte der Restriktion·

H1(X, F· e wX) - H1(E, F·" wXe 0Z) unter Beachtung der Adjunktionsformel.

(Diese Aussage ergibt sich direkt aus der Konstruktion in [Ba].)

Wir beschließen dieses Kapitel mit der Zusammenstellung elnlger Aussagen

über zwei spezielle Klassen von Flächensingularitäten, die wir später unter

suchen wollen, nämlich die rationalen und die minimal-elliptischen Singulari-

täten.

Rationale Singularitäten. (Vgl. [ArJ, [LaI], ,[LiJ.)

Definition 1.12 (Artin, [Ar 1]): Eine normale komplexe Flächensingularität

heißt rational, wenn für eine (und damit für jede) Auflösung lt: (X,E) ~ (X,x)

gilt: H1(X, 0X) ::t R111 • 0j{ :: O.

Zu den rationalen Flächensingularitäten gehören unter anderem alle zweidi-
' ..

mensionalen Quotientensingularitäten ([BriJ).

Nach Artin kann man ein numerisches Kriterium für die Rationalität einer

Flächensingular it ät angeben. Dazu sei 1t: (X, E) - (X, x) eine Auflösung eine r

zunächst beliebigen normalen Flächensingularität; E1,••• , Ek seien die irredu

ziblen Komponenten der exzeptionellen Kurve E. Als Konsequenz aus der

negativen Definitheit der Schnittmatrix (E.·E.) erhält man:
1 J

Satz / Definition 1.13 (Artin, [Ar 1]): Es gibt einen eindeutig besti mmten

kleinsten Zykel Zo unter allen Zykeln Z ~ 0 mit der Eigenschaft, daß Z·E
i
~ 0

für alle i:: 1, ... ,k gilt. Zo heißt Fundamentalzykel der Auflösung.

-) Restriktionsabbildungen G - GZ' sind auf H1-Niveau stets surjektiv, weil die Ob

struktionen dafür in H2(X,G( -Z» =0 liegen. (Vgl. Anmerkung 1.4.)
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Das arithmetische Geschlecht p (Z) eines Zykels Z auf j( wird durch
a

p (Z) :='1. ( Z2 + K·Z ) + 1a 2 .

definiert, wobei K = KX ein kanonischer Divisor von X ist. Um Pa(Z) berech

nen zu können, muß' man das Schnittverhalten von K mit den E. kennen. Für
1

den Fall einer glatten Kurve E. mit Geschlecht g. liefert die Adjunktions-
1 1

formel

1
g. = P (E.) =-(E! +K"E.)+1,

1 a 1 2 1 1

also

(1.14) K"E. = - E~ + 2(g. -1) ..
1 1 1

Für singuläre Kurven gibt es ähnliche Formeln, in die Art und Anzahl der

Singulari täten eingehen; siehe et wa [AG, Corollary V.3"7] ..

Satz 1.15 (Artin, [Arl' Theorem 3]): Es sei n:(X.,E)-(X,x) eine Auflösung

einer normalen Flächensingularität (X,x) und Zo der zugehörige Fundamental

zykel .. Dann und nur dann ist (X,x) rational, wenn p (Zo) =0 gilt ..a

BemerkunR . 1.16: Man kann leicht einen Algorithmus zur Bestimmung des

Fundamentalzykels angeben ([ Lau Proposi t ion 4,,1]): Man beginne mit eine r

beliebigen Kurve Z(O) ~= E. " Wenn Z(IJ) im letzten Schritt konstruiert wurde,

dann ist entweder Z(Il)'E~o~0 für alle i = l, ••• ,k: dann ist Z(Il) der Funda

mentalzykel, oder es gibt ein i mit Z(IJ)·E. >0: dann bilde man Z(IJ+1):=

Z{IJ) + E. und fahre' rekursiv fort. Das Verf~ren bricht nach endlich vielen
1

Schritten ab.

Zur Bequemlichkeit des Lesers geben wir noch eine kurze Zusammenstellung:

Eigenschaften rationaler Singularitäten 1..17: (X,x) sei eine rationale
. ,

Flächensingularität und 'I: (X, E) - (X,x) eine beliebige Auflösung mit Funda-

mentalzykel Zo" Dann gilt:

(1) Die exzeptionelle Faser E besteht nur aus glatten rationalen Kurven, die

sich transversal schneiden, wobei keine drei Kurven einen gemeinsamen

Schnittpunkt besitzen. (D.h..: • ist eine gute Auflösung .. ) Der duale Graph der

Auflösung enthält keine Zyklen, ist also ein Baum.([Bri, Lemma 1.3])

(2) Bezeichnet mX,x das maximale ideal von 0X,x' so ist 1t :mx,x :::: 0X( -Zo)"

( [Aru Theorem 4])
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(3) Die Einbettungsdimension von (X,x) ist -ZJ + 1 und die Multiplizität ist

- Z~. ([Ar l , Theorem 4])

Insbesondere erhält man als Hyperflächensingularitäten genau die bekannten

rationalen Doppelpunkte. Die Ergebnisse von Wahl ([W~, Theor,em 2.1]) zei

gen zudem, daß die rationalen Doppelpunkte die einzigen vollständigen Durch

schnitte unter den nitionalen Flächensingularitäten sind.

Mini mal-elliptische S ingulari täten. (Vgl. [La J ], [Re ].)

Definition / Satz 1.18 (Laufer , [La J ]): (X,x) sei eine normale Flächensingu

larität, 1t: (X,E)-(X,x) sei die minimale Auflösung von (X,x) und Zo der zu

gehö rige Fundamentalzykel. (X, x) wi rd als mini mal-ellipt isch bezeichnet,

wenn die folgenden äquivalenten Bedingungen erfüllt sind:

(a) Es gilt p (Za) = 1 und für jede echte zusammenhängende Teilmenge EI
a

von E ist (X, EI) die Auflösung einer rationalen Singularität.

(b) Für alle irreduziblen Komponenten E., i =l, ... ,k, der exzeptionellen Faser
1

E gi lt E. •Zo = - K•E., wobei K ein kanonische r Divisor von X ist.
1 1· .

(c) Es gilt dima:: H
1U<, 0X) = 1 und 0X,x ist ein Gorenstein-Ring.

Bemerkungen 1.19: (1) Die Zahl dirn: H
1(X, 05<)" hängt von der Wahl der Auf

lösung nicht ab und wird geometrisches" Geschlecht p von (X,x) genannt.
- g

(2) Ein lokaler Ring 0x wird als Gorensteinsch bezeichnet, wenn sein dua-,x
lisierender Modul Wx 'lokal frei vom Rang 1 ist. Weil Wx für eine norma-,x ,x
le Flächensingularität ~s Halm der Garbe j.nzU über x definiert werden kann,

wobei U:= x- {x} der reguläre Ort von X und j: U - X die offene Inklusion

seien, ist die Gorenstein-Eigenschaft dazu äquivalent, daß es eine holamorphe

2-Form über U gibt, die keine Nullstellen besitzt. (Denn dann ist 0u ~ 0u

und damit jJ1 1

U !::l: j.OU ~ 0x wegen der Normalität von X.)

(3) Der Divisor - Zo ist ein kanonischer Divisor von X.

(Begründung zu (3): Weil minimal-elliptische Singularitäten Gorensteinsch

sind, gibt es eine holomorphe 2-Form auf X-E, die nirgends verschwindet.

Eine meromorphe Ausdehnung dieser Form auf X liefert ein"en kanonischen

Divisor K mit Träger in" E. K ist also eine Linearkombination der E. und aus
1

Zo·E.=-K·E. für i=l, ••• ,k folgt Zo=-K wegen der" negativen Definitheit der
1 1

Schnitt mat rix.
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Die ql ini mal-ellipt ischen Singular it äten besitzen den prag mat isehen Va rzug,

daß sich ihre Eigenschafte~ oft durch einfache numerische Bedingungen, ähn

lich wie bei den rationalen Singularitäten, charakterisieren lassen. Zu dieser

Klasse gehören zum Beispiel die Singularitäten in den Spitzen Hilbertscher

Modulflächen, alle exzeptionellen uni modularen Hyperfläch~nsingularitätender

Dimension 2 und die sog.enannten einfach-elliptischen Singularitäten, deren

minimale Auflösungen als exzeptionelle Fasern jeweils nur eine einzige glatte

elliptische Kurve aufweisen. (Wir werden auf die einfach-elliptischen Flächen

singularitäten in den Kapiteln 5 und 6 zurückkommen.)

1.20. Im Gegensatz zu der Situation bei den rationalen Singularitäten ist die

minimale Auflösung einer minimal-elliptischen Singularität nicht automatisch

schon eine gute Auflösung, die nur aus rationalen Kurven besteht. Allerdings

gibt es nur wenige Ausnahmen, die Laufer in [LaI' Proposition. 3.5] angege

ben hat, wobei die folgenden Typen von exzeptionellen Fasern E' in der

mini malen Auflösung auft reten können:

(1) E ist eine glatte elliptische Kurve (dies ist der einfach-elliptische· Fall);

(2) E ist eine rationale Kurve mit einer transversalen Selbstüberkreuzung*;

(3) E ist eine rationale Kurve mit einer gewöhnlichen Spit~e* (Xl = r In

lokalen Koordinaten);

(4) E besteht aus zwei glatten rationalen Kurven, die sich in einem Punkt

tangential von erster Ordnung berühren;

(5) E besteht aus drei glatten rationalen Kurven, die einen gemeinsamen

transversalen Schnittpunkt besitzen.

Die übrigen zu 1.17. entsprechenden Daten sind:

Eigenschaften minimal-elliptischer Singularitäten 1.21: (X, x) sei eine mini

mal-elliptische Flächensingularität und 1t: (X, E) -(X,x) die minimale Auflö

sung mit Fundamentalzykel ZO. Es gilt ([LaI' Theorem 3.13]):

(1) Es sei m
X

das maximale Ideal von 0x • Dann ist Tt* mX c 0X- (-Zo),x ,x ,x
und im Falle Z~ ~ -2 gilt Gleichheit; für Z~ =-1 ist 0x( -Zo)/ Tt*mx x eine in,
einem einzigen Punkt aus E konzentrierte Wolkenkratzergarbe mit Halm 11:;

(2) Die Einbettungsdimension von (X,x) ist max( -Z~ ,3) und die Multiplizität

ist max(-Z~,2).

*) Das heißt, daß die NormalisierUng E von E eine rationale Kurve ist.
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Man erhält also Hyperflächensingularitäten in den Fällen Z~ = -1, -2 und -3;

für Z~ = -4 ist die zugehörige Singularität noch ein vollständiger Durch

schnitt. Wenn Z~ ~ -s gilt, dann ist auch das nicht mehr der Fall ([Laz ,

Theorem 3.13].) Genauere Aufschlüsse gibt auch hier ein Satz, von Wahl:

[Waz , Theorem 2.8].
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~ REFLEXIVE MODULN AUF FLÄCHEN
SINGULARITÄTEN.

Dieses Kapitel dient dazu, einen Überblick über die später benötigten Eigen

schaften von reflexiven: Modulgarben auf normalen komplexen Flächensingula

ritäten zu geben. In der ersten Hälfte des Kapitels werden die Definition und

eine Reihe von elementaren Charakterisierungen sowohl in garbentheoreti

scher als auch in modultheoretischer Sprache vorgestellt. Der zweite Teil

stellt einen kurzen Abriß der Auslander-Reiten-Theorie dar, hauptsächlich im

Hinblick auf die später hier betrachtete Situation der reflexiven Moduln von

Flächensingulari t äten.

Reflexive Garben. (Geeignete Referenzen für diesen Abschnitt sind [Ha,

§1],- [VB, Chapter II, §1.1] und [GS, §1].)

X sei zunächst ein beliebiger reduzierter komplexer Raum. Für eine kohären

te Garbe F auf X bezeichnen wir wieder mit F'" deren Dual Hom 0x(F, 0X).

Definition 2.1: (1) F heißt torsionsfrei, wenn in jedem Punkt xEX aus ga=O

mit gEO
X

. und O,aEF folgt, daß g ein Nullteiler in 0x ist (also g=O,,x x ,x
wenn X.in x irreduzibel ist.)

(2) F heißt Torsionsgarbe, wenn jedes Element aE Fx ein Torsionselement ist,

d.h. _es gibt einen Nichtnull teiler gEOX mit ga:::l 0.,x

(3) F heißt normal, wenn für jede offene Teilmenge Uc X und .jede minde

stens 2-codimensionale analytische Untervarietät ycU die Restriktionsabbil

dung r(U,f)-r(U-Y,F) bijektiv ist.

(4) F heißt reflexiv, wenn die natürliche Abbildung F- F......

dual F...... ein Isomorphismus ist.

von F in das Bi-
I

Bemerkungen 2.2: (1) Jede kohärente Garbe Fist außerhalb einer analytisch

dünnen Teilmenge AcX lokal frei. ([CAS, Chapter 4, §4.2])

(2) Ein (lokaler) Schnitt a EFist genau dann ein Torsionselement, wenn sein

Träger supp(a) analytisch dünn ist. Ebenso ist eine Garbe F genau dann eine

Torsionsgarbe, wenn ihr Träger supp(F) analytisch dünn ist. (Folgt aus (1).)
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(3) FUr jede kohärente Garbe F sind Kern und Cokern der natürlichen Abbil

dung J..l: F-F .... Torsionsgarben. (Dies ergibt sich aus (1) und (2).) Der Kern

von J..l stimmt mit der aus den Torsionselementen von F gebildeten Untergarbe

von F überein. ([CAS, Chapter 3, §3.3] oder [AS, Anhang, §4.4)

(4) Lokal freie Garben sind trivialerweise reflexiv und torsionsfrei und nach

dem Riemannschen Fortsetzungssatz auch normal, wenn X ein normaler Raum

ist. ([CAS, Chapter 7, §4.2])

Bekanntlich ist eine Garbe genau dann torsionsfrei, wenn sie lokal als Unter

garbe einer freien Garbe dargestellt werden kann ([VB, C~apter 11, Lemma

1.1.8J.) Der folgende Satz gibt eine analoge lokale Charakterisierung von Re

flexivität.

Satz 2.3: X sei ein reduzierter komplexer Raum. Eine kohärente Garbe F auf

X ist genau dann reflexiv, wenn es zu jedem Punkt xEX eine Umgebung V=
V(x) und eine exakte Sequenz 0 - FV- P0v - q0v gibt.

Beweis: Sei F reflexiv. Wähle um xEX eine lokal endliche Präsentation von F":

q 0y - pOy - FV- O. Durch Anwendung des linksexakten Funktars (-).. folgt

wegen Fy~ FV" die gesuchte Sequenz.

Sei umgekehrt 0 - FV - pOV - q0y gegeben. Dann ist FV als Untergarbe von

pOy bereits torsionsfrei und damit ll: FV- FV" injektiv. Außerdem folgt FV"c

p 0V' so daß coker{lJ) =FV"/ Fy als Untergarbe von q 0y aufgefaßt werden

kann. Anderseits ist coke.r(ll) eine Torsionsgarbe, so daß coker(ll) = 0 und

damit die Isomorphie von J..l folgt. I~

Aus diesem Satz folgt wie in [GS, Proposition 1.20] bzw. [VB, Chapter 1I,

Theorem 11.6]:

Satz 2.4: Es sei X eine glatte Variet ät, F eine kohärente Garbe und Ac X

die Menge aller Punkte x EX, in denen F nicht frei ist. Dann ist A analyx
tisch und es gilt A =VJ oder

codim
X

A ~ { 2,
3,

wenn F torsionsfrei ist;

wenn F reflexiv ist.
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Corollar 2.5: Jede reflexive Modulgarhe über einer isolierten Flächensingulari

tät ist außerhalb des singulären Punktes lokal frei.

Satz 2.6: X sei ein normaler komplexer Raum. Dann sind für eine kohärente

Garbe F auf X äquivalent:

(a) Fist reflexiv;

(b) Fist torsionsfrei und normal.

Beweis: Ist F reflexiv, so gilt F::!: Horn ( F", 0X) und der Riemannsche Fortset

zungssatz gibt die Normalität von F; die Torsionsfreiheit ist nach Bemerkung

2.2(3) klar.

Nun sei F umgekehrt torsionsfrei und normal. Es sei A die Menge der Punkte,

über denen F nicht frei ist. Nach Satz 2.4 ist A mindestens 2-codimensional

und man erhält fOr jede offene Menge UcX ein kommutatives Diagramm

r(U-A,F)

1 ::!:
::!:

--- r(u-A,F......)

~

r(U,F)" ----

!
r (U,F ......)

AuS r(u.,F) ~ r(U,F ......) für jede offene Menge U folgt F~ F....... I'

Satz 2.7: Es seien X ein reduzierter komplexer Raum und F, G zweI kohärente

Garben auf X. Wenn F reflexiv ist, dann ist auch Hom 0x (G, F) eine reflexive

Garbe.

Beweis: Man geht von einer lokal endlichen Präsentation q 0y - P0y - GV - 0

aus und wendet dara:uf Hom(-,Fy ) an. Das ergibt O-Hy:::Hom(Gy ' Fv ) -pFy 

q Fv • Folglich ist Hy t~rsionsfrei und es ist H\;cpFV'" =pFy • Es folgt daraus

HV'"/HVc q Fy' was aber wegen der Torsionsfreiheit von Fy nur mit Hy =HV'"
möglich ist. I

Folgerung: Insbesondere ist das Dual F'" einer kohärenten Garbe F stets eine

reflexive Garbe. Deswegen wird - vor allem bei torsionsfreien Garben - das

Bidual F...... auch als reflexive Hülle von F bezeichnet.

Wir wenden uns jetzt wieder den normalen Flächensingularitäten zu und fas

sen zunächst die oben gegebenen Charakterisierungen reflexiver Moduln für

diese Situation zusammen.
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[AS, KapitelllI, §1].)

F ist reflexiv;

Es gibt eine exakte Sequenz

j·F ist lokal frei und es gil t

Fist to rsionsf rei und es gil t
o 1

H{x}(X,F) = H{x} (X,F) = 0;

depth (F ):: O. (Vgl. [CRT, §16],
171 x

Satz 2.8: (X,x) sei eine normale Flächensingularität und F eine kohärente

0X-Modulgarbe. Mit j: X-{ x} - X werde die offene Inklusion des regulären

Ortes von X bezeichnet. Dann sind äquivalent:

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

(f)

Beweis: (a) o(b) ist Satz 2.3. (a)o(c) folgt aus Satz 2.6 unter Beachtung von

Satz 2.4. Für (a)o(d,e) betrachtet man die lange exakte Sequenz der lokalen

Cohomologie
o 0 0 1

0- H{x}(X,F) - H (X,F) - H (X-{x},F) - H{x}(X,F) - o.
. 0 0 0 . 1

Also 1st H (X,F) ::f H (X-{x}, F) genau dann, wenn H{x} (X, F) = H{x} (X, F) = 0

gilt. Zu (0 siehe Satz 2.12 unten. I'

Corollar 2.9: Ist (X,x) eine normale Flächensingularität und F eine kohärente

Garbe auf X, die über X- {x} lokal frei ist, so gilt: F"''''::: j.j *F mit der of

fenen Inklusion j: X- {xl-X.

Bemerkung 2.10: Ober einem analytischen Raumkeim (X,x) ist jede kohärente

Modulgarbe F die zugeordnete Garbe F ::: M- eines endlich erzeugten Moduls M
über dem lokalen Ring 0x ,wobei M = F ist. Selbstverständlich kann die. ,x x . ,."
Eigenschaft der Reflexivi tät von F dann auch durch die Bedingung M ~MY Y an

M zum Ausdruck gebracht werden, wobei NY

:= Horn° (N,OX) den dualenX,x ,x
Modul zu N bezeichnet. Auch die äquivalenten Bedingungen (b) und (d)-(f) von

Satz 2.8 lassen sich direkt in die Sprache der 0x -Moduln übertragen~ Wir,x
werden deswegen ohne Umstände auch von reflexiven 0x :"Moduln reden,,x
wenn die algebraische Sprache eher angebracht ist.

Wir geben im folgenden eine weitere algebraische Charakterisierung der Re

flexivität eines endlich erzeugten 0x -Moduls.,x
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Definition 2.11: Es sei A eine lokale analytische Algebra der Dimension n

mit maximalem Ideal m. Ein endlich erzeugter A-Modul M heißt maximaler

Cohen-Macaulay-Modul, wenn es Elemente gl , ... ,go E m gibt, so daß gl kein

Nullteiler von M und für j::: 2, ••• ,0 auch g. kein Nullteiler ~oo M/(gl,···,g· l)M
J J-

ist.·

(Ein Element gEm heißt NulIteiler von M, wenn es ein aEM, a#), gibt, so daß

ga=O ist.}

Satz 2.12: A sei -der lokale Ring einer normalen komplexen Flächensingulari

tät (X,x). Dann sind für einen endlich erzeugten A-Modul M äquivalent:

(a) M ist maximaler Cohen-Macaulay-Modul;

(b) M ist reflexiver A-Modul.

Beweis: Mist genau dann ein maximaler Cohen-Macaulay-Modul, wenn gilt:

depth M = 2. (depth M ist die Tiefe von M, d.h. die maximale Länge M-m m -- .
regulärer Sequenzen in m.) Weil immer depth

m
M ~ dirn A = 2 gilt, ist dies

nach [Le, Theorem 3.8] dazu äquivalent, daß H~x}(X,M-)= H~x}(X,M-) =0

gilt, was nach Satz 2.8 wiederum gleichbedeutend zur Reflexivität von Mist.

I~

Bemerkungen 2.13: (1) In höheren Dimensionen ist im allgemeinen nicht mehr

jeder reflexive Modul auch ein maximaler Cohen-Macaulay-Modul. Die maxi

malen Cohen-Macaulay-Moduln über den eindimensionalen lokalen Ringen sind

genau die torsionsfreien Moduln.

(2) Wir bezeichnen die Kategorie der maximalen Cohen-Macaulay-Moduln

über einem lokalen Ring 0x ' wie es üblich geworden ist, mit MCM( 0x ).,x ,x
Falls 0x der lokale Ring einer normalen Flächensingularität (X,x) ist, so,x
schreiben wi rauch MCM (X,x) und verstehen die Kategorie dann als die der

reflexiven Modulgarben auf X. Die Morphismen in MCM( 0x ) sind die ge,x
wöhnlichen 0x -linearen Homomorphismen zwischen Moduln.,x

Als nächstes wi rd eine rein garbentheoretische Kennzeichnung von reflexiven

Moduln angegeben, die für die Untersuchungen in den nachfolgenden Kapiteln

von großer Bedeutung ist•

• ) Ein maximaler Cohen-Macaulay-Modul ist ein Cohen-Macaulay-Modul, dessen Trä

ger die maximal mögliche Dimension n besitzt. Eine Folge gl, ••• ,gn wie oben heißt

M-reguläre Seguent.
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(X,x) sei jetzt eIne normale komplexe Flä~hensingularität, u:= x- {xJ sei das

punktierte Spektrum von X und mit j: U - X werde die offene Inklusion be

zeichnet. Wir ha.ben in Satz 2.4 schon festgestellt, daß die' Einschränkung

'einer reflexiven Garbe auf U dort lokal frei, also die Garbe der Keime von

Schnitten in einem Vektorraumbündel ist.·

Satz 2.14: (X,x) sei eine normale Flächensingularität. Es besteht eine Bijek

tion zwischen den Isomorphieklassen von folgenden Objekten:

(a) reflexive Modulgarben auf dem Raurr:tkeim (X,x);

(b) lokal freie Garben auf dem punktierten Spektrum U = X- {xl.

Dabei wird einem reflexiven Modul F auf X durch Einschränkung eine lokal

freie Garbe j *F = FI U zugeordnet und umgekehrt einer lokal freien Garbe F I

auf U ein reflexiver Modul durch Bildung von j.F'. (Mit j: U-X.)

Beweis (Horrocks, [Ho, §4]): Es ist nur noch zu zeigen, daß durch F' ~ j* F'

einer lokal freien Garbe F' auf U tatsächlich eine reflexive Garbe auf X zu

geordnet wird. Die beiden Abbildungen sind dann trivialerweise zueinander

invers und etablieren· die behauptete Bijektion.

Es sei F' eine lokal freie Garbe von 0U-Moduln. Dann ist j. Fl zunächst eIn

mal quasi-kohärent ([AG, Proposition 1l.5.8{c)].) Um die lokal endliche Er

zeugtheit - es ist nur der Halm über x zu betrachten - nachzuweisen, be

merken wir, daß j.F' nach· [EGA, I, Corollaire 1.5.3] der direkte Limes seiner

kohärenten 0X-Untermodulgarben ist. Weil U durch endlich viele Steinsehe

Mengen überdeckt werden kann, folgt daraus die Existenz einer kohärenten

Garbe F auf X, die über U mit F' übereinstimmt. Außerdem darf man gleich

annehmen, daß F torsionsfrei und dalT.Jit Untergarbe einer freien Garbe pOX

ist (indem wir die höchstens im Punkt x existierende Torsion aus F heraus

dividieren.) Insbesondere ist dann F1CpOU' woraus j.F1cj*(pOU)~pOx folgt,

weil X nach Voraussetzung normal ist. Da 0x ein noetherscher Ring ist,,x
ist (j.F ,) dann endlich erzeugt.

x

Schließlich ist j. F' . trivialerweise torsionsfrei, weil Fl lokal frei ist, und

nach Konstruktion auch normal, so daß die Reflexivität folgt. I

*) Wir werden uns fortan die gebräuchliche Identifizierung von Vektorraumbündeln mit

ihren Garben von Schnitten zu eigen machen.
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Unzerlegbare Moduln, AusJander-Reiten-Theorie. Wir geben einen

kurzen Abriß der für die Klassifikation der reflexiven Moduln über normalen

Flächensingularitäten grundlegenden Sätze, sowie einiger Aussagen über die

zusätzliche St ruktur, die den Moduln durch die lIirreduziblen" Homomorphis-,

men zwischen ihnen verliehen wird. Wir referieren die von Auslander und

Reiten gegebene Charakterisierung der irreduziblen Abbildungen. Sofern dabei

Beweise zitiert werden, die in den betreffenden Arbeiten für Moduln über

nicht notwendig kommutativen endlichdimensionalen Algebren geführt werden,

handelt es sich um wörtlich übertragbare Argumente. Generell können die

meisten der folgenden Aussagen in einem. viel allgemeineren Kontext (etwa

Krull-Schmidt-Kategorien, vgl. [TA, Chapter 2]) formuliert werden. Wir wer

den uns aber auf den für das Studium der reflexiven Moduln über normalen

Flächensingularitäten erforderlichen Apparat beschränken. Für allgemeinere

Aussagen sei auf [TA] und die Arbeiten [AuRei t ] - [AuRei s] verwiesen.

Zunächst sei R eine beliebige lokale analytische Algebra. MCM(R) bezeichne

wieder die Kategorie der maximalen Cohen-Macaulay-Moduln über R.

Definition 2.15: Ein endlich erzeugter R-Modul M heißt unzerlegbar , wenn

aus M ~ M' $ M", wobei M I und MI! endlich erzeugte R-Moduln sind, M' =0

oder Mn =0 folgt.

Allgemein kann man in jeder Kategorie,. in der eine direkte Summe erklärt

ist, in dieser Weise die Unzerlegbarkeit von Objekten definieren. Für Moduln

MEMCM(R) ~st Unzerlegbarkeit in ~M(R) allerdings das selbe wie die Unzer

legbarkeit nach Definition 2.15, denn eine direkte Summe M' eM" ist genau

dann ein maximaler' Cohen-Macaulay-Modul, wenn dies sowohl auf M I als

auch auf Mit zut ri f ft.

Satz 2.16 (Krull-Schmidt): R sei eine lokale analytische Algebra. Dann be

sitzt jeder endlich erzeugte R-Modul Meine Zerlegung M ~ M
l

$ ••• 18 Mt in

unzerlegbare endlich erzeugte R-Moduln Ml , ••• , Mt. Sind

M~Mle••• lBMt und M~Ml~··.$M~,

zwei derartige Zerlegungen, so ist t =t I und mit einer geeigneten Permutation

a von {l, ... ,t} gilt M. ~ M' (') für i = l, ... ,t.
1, a 1
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Eine Zerlegung von M wie in Satz 2.16 wird auch als Krull-Schmidt-Zerle

~ von M bezeichnet; die Krull-Schmidt-Zerlegung eine,~ maximalen Cohen

Macaulay-Moduls besteht nur aus maximalen Cohen-Macaulay-Moduln.

(Einen Beweis von Satz 2.16 kann man in [AKT, Chapter 11.2] für den Fall

finden, daß R ein vollständiger lokaler Ring ist. Der 'einzige Schritt im

Beweis, in dem von der Vollständigkeit Gebrauch gemacht wird, ist die

Liftung eines idempotenten Modulendomorphismus ([AKT, Proposition 2.19]);

diese Konstruktion kann aber mit Hilfe eines Artinschen Approximationssatzes

( [Arl' Theorem 1.2]) auch analytisch geleistet werden.)

Das Krull-Schmidt-Theorem gestattet es, sich bei der' Untersuchung von

maximalen Cohen-Macaulay-Moduln auf die WlZerlegbaren Moduln zu beschrän

ken. Wir wollen .der Menge der Isomorphieklassen von unzerlegbaren Moduln

in ~M (R) eine zusätzliche kombinatorische Struktur verleihen. (Von jetzt an

betrachten wir nur noch Moduln in ~M (R).)

Definition 2.17: (1) Für M, N E~M(R) unzerlegbar sei das Radikal des Moduls

HomR(M,N) die Menge

radR(M,N):= {fEHomR(M,N) I f ist kein Isomorphismus}.

Sind M, N beliebige Moduln aus MCM (R) mit Krull-Schmidt-Zerlegungen M=
M1e •.• eM m undN:tN1e ••• eNn' so besitzt jeder R-Homomorphismus f:M-N

eine korrespondierende Zerlegung f =(f.. ) in Matrixkomponenten f..: M. - N.•
IJ IJ 1 J

Damit definiert...man das Radikal von HomR(M,N) als

radR(M,N) := { f E HomR(M,N) I f .. E radR(M.,N.) für alle i und j }.
IJ 1 J

(2) Für unze rlegbare Moduln M, N aus M:M(R) sei

rad2

R(M,N) := {gof I fEradR(M,X), gEradR(X,N) für ein XE~M(R) } .

(3) Ein Homomorphismus f: M - N zwischen unzerlegbaren Moduln Mund N

aus MCM(R) heißt irreduzibel, wenn fE radR(M,N) - radZR(M,N) ist.

(4) Für unzerlegbare Moduln M,N E~M(R) wird

irrR(M,N) := radR(M,N)/radZR(M,N)

als Vektorraum der irreduziblen Morphismen bezeichnet.



35

Irreduzible Morphismen können also als Nicht-Isomorphismen, die sich nur in

trivialer Weise faktorisieren lassen, verstanden werden. Die Dimension des

Vektorraumes irr
R

(M, N) ist dann die Anzahl linear unabhängiger irreduzibler

Abbildungen. Dies motiviert die folgende Definition eines Köchers, d.h. eines

gerichteten Graphen, mit einer Bewertung der Pfeile.

Definition 2.18: Der Auslander-Reiten-Köcher AR(R) von ~M(R) (kurz: von

R) besteht aus einer Menge Ao von Punkten, einer Menge Al von Pfeilen und

einer Bewertung a: A1- IN der Pfeile:

(i) A0 ist die Menge de r Isom0 rphieklassen [M] von unze rlegbaren maxi malen

Cohen-Macaulay-Moduln M;

(ii) Al enthält für [M], [N] E A0 genau dann einen Pfeil "[ M] - [N ] ", wenn

irrR(M,N), (0) ist;

qii) Für jeden Pfeil "[M] - [NJ" E Al gibt die Bewertung a die Dimension von

iUR(M, N) über a:: an.

Es ist gebräuchlich, -an Stelle bewerteter einfacher Pfeile im Auslander

Reiten-Köcher mehrfache Pfeile einzutragen, deren Anzahl durch die Bewer

tung a bestimmt wird.

Der Umstand, daß im Auslander-Reiten-Köcher genau diejenigen Homomor

phismen durch Pfeile repräsentiert werden, die sich nur in trivialer Weise

faktorisieren lassen, legt die Frage nahe, ob sich nun umgekehrt jeder Nicht

Isomorphismus durch eine' Linearkombination von Hintereinanderausführungen

irreduzibler Homomorphismen, die man gewinnt, indem man die möglichen

Pfeile zwischen den beiden Moduln (sofern unzerlegbar) im Auslander-Reiten

Köcher durchläuft, ausdrücken läßt. Das ist allerdings in der hier betrachte

ten Kategorie ~M (R) im allgemeinen nicht der Fall! (Gegenbeispiele werden

in 5.30 und - für die Kategorie der Vektorraumbüodel auf einer elliptischen

Kurve, für die ebenfalls ein Auslander-Reiten-Köcher definiert werden kann 

in 5.37 gegeben.)

(Wir weisen noch darauf hin, daß wir in Definition 2.18 eine unserer Situa

tion gemäße Vereinfachung eingeführt haben. In anderen Zusammenhängen ist

es sinnvoll, den Pfeilen des Köchers zwei Bewertungen a und a I zu verleihen:

rad R(M, N) ist ein Bimodul mit einer Linksoperation von End
R

(N) und einer

Rechtsoperation von - End
R

(M), so daß irrR(M, N) zum f(l'f)-f(M)-Bimodul
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wird, .wobei f(M):= End
R

(M)/rad
R

(M, M) und f(N):= End
R

(N)/rad
R

(N, N) zwei

Schiefkörper sind ([MRT, Proposition 5.21]), die zu zwei im allgemeinen von

einander verschiedenen Dimensionen von irr
R

(M, N) und damit zu zwei Bewer

tungen Anlaß geben.. In unserer Situation sind f(M) und f(N) allerdings als

endliche Erweiterungen von C immer zu a:: isomorph..

Wir beschreiben· jetzt die Anfangsgründe der von Auslander und Reiten ent

wickelten Methoden zur B~chreibung von irreduziblen Morphismen zwischen

unzerlegbaren Moduln. Dies erfordert eine Reihe von Definitionen..

Definition 2.19: (1) Ein Modul P aus M::M(R) heißt projektiv in 1.(:M(R), wenn

jede in MCM (R) definierte exakte Sequenz Q- A - B - P - 0 spaltet.

(2) Ein Modul I aus M::M(R) heißt injektiv in ~M(R), wenn jede in MCM( R}

definierte exakte Sequenz 0 -I - B - C- 0 spaltet.

Die Beschränkung auf Sequenzen in M::M(R) bringt es mit sich, daß projektive

(bzw.. injektive) Objekte· in tJCM (R) nicht notwendig auch projektive (bzw.

injektive) Moduln über R sind, wie man sie aus der homologischen Algebra

kennt. Allerdings ist leicht einzusehen, daß bei den projektiven Objekten tat

sächlich übereinstimmung besteht .. (Siehe auch Satz 2.29.)

Definition 2.20: Eine in ~M(R) definierte exakte Sequenz 0 - A - B - C - Q

heißt Auslander-Reiten-Sequenz ("almost split sequence ll
), wenn gilt

(i) A und C sind unzerlegbar;

(ii) die Sequenz spaltet nicht;

(iii) für jeden Homor:norphismus X - C in M::M(R}, der kein spaltender Epimor

phismus ist (d.h. es .gibt keinen Schnitt X - C in ~M(R») existiert eine

Faktorisierung über B,· wie unten links gezeigt wird;

(iv) für jeden Homomorphismus A - Y in MCM(R}, der kein spaltenden Mono

morphismus ist (d.h. es gibt keine Retraktion A - Y in M::M(R») existiert

eine Faktorisierung über B, wie rechts gezeigt wird:

Q-A-B-C-Q

Q-A-B-C-Q

,,
".

Y

Die folgenden Bemerkungen geben einige elementare Sätze über Auslander

Reiten-Sequenzen wieder ..
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Bemerkungen 2.21: (1) Die beiden Faktorisierungseigenschaften Oii) und (iv)

sind zueinander äquivalent ([TA, Chapter 2.3, Lern rna 2]). Es genügt also,

eine der heiden Eigenschaften zu fordern bzw. zu verifizieren.

(2) Je zwei Auslander-Reiten-Sequenzen mit dem selben Anfangsterm A sind

zueinander isomorph; ebenso sind je zwei Auslander-Reiten-Sequenzen mit

dem selben Endterm C zueinander isomorph. ([Rei, Theorem 1.1.1(c)]). Man

spricht. daher auch von der in A beginnenden bzw. der in C endenden Auslan

der-Rei ten-Sequenz.

(3) Offensichtlich kann es keine Auslander-Reiten-Sequenzen geben, die in

projektiven Objekten von ~M (R) enden oder in injektiven Objekten beginnen.

Sofern man eine Auslander-Reiten-Sequenz kennt, verfügt man zugleich über

eine vollständige Kenntnis der von dem Anfangsterm ausgehenden bzw. der in

dem Endterm endenden irreduziblen. Morphismen. Dies zeigt der nächste Satz.

Satz 2.22: Es sei 0 - A ! B~ C - 0 eine Auslander-Reiten-Sequenz in ~M(R).
und B~blBl e ••• ebnBn die Krull-Schmidt-Zerlegung von B mit b1,••• ,bn E IN,

sowie unze rlegharen und paarweise nicht iso morphen BI' .•• , Bn. Man ze r1e ge f

und g entsprechend in f=(f1, ••• ,f ), f. =(f. 1,••• ,f'b) mit L.: A-B., und in g=
nil 1 i IJ 1

g1+···+g ,g.=g'l+.•• +g'b' mit g..: B.-C. Dann gilt:
nIl 1 r IJ 1

(1) Sei A - X ein irreduzibler Homomorphismus. Dann ist X::! B. für ein aus
1

{1, ••• ,nL

(2) Für jedes i =1,••• ,n sind die Homomorphismen f.
1

,••• ,f'
b

irreduzibel und
1 1 i

bilden eine Basis v~n irrR( A,Bi).

(3) Sei Y - C ein irreduzibler Homomorphismus. Dann ist Y ~ B. für eIn aus
1

{1, ••• ,nL

(4) Für jedes i =1, ••• ,n sind die Homomorphismen gil, ••• ,gib' irreduzibel und
1

bilden eine Basis von irrR(Bi'C).

(Zum Beweis siehe ERei, Theorem 1.1.4 J.) .

Ist demnach 0 - A - B - C - 0 eine Auslander-Reiten-Sequenz, so erhält man

alle Pfeile [A]-[X] und Ex] - [CJ im Auslander-Reiten-Köcher aus den im

Mittelterm auftretend~n Summanden, wobei deren Vielfachheiten gerade die

Bewertungen der ~feile liefern. Hieraus folgt insbesondere, daß es in einem
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AuslB.Qder-Rei ten-Köcher nur endlich viele in [A] startende Pfeile" geben

, kann, wenn eine in A beginnende Auslander-Reiten-Sequenz existiert; die

entsprechende Aussage gilt für in [C] endende Pfeile bei Vorhandensein einer

in C endenden Auslander-Reiten-Sequenz.

Man wird also in natürlicher Weise dahin geführt, sich ·für Situationen zu

interessieren, in denen "möglichst viele" Auslander-Reiten-Sequenzen existie

ren. Auslander hat in [Au] gezeigt, daß die Verhältnisse, wenn. R der lokale

Ring einer normalen Flächensingularität ist, bestmöglich sind (was sie sogar

schon dann sind, wenn R bloß der lokale Ring einer beliebigen isolierten Sin

gularität ist: [AuRei.]):

Satz 2.23 (Auslander): Es sei R der lokale Ring einer zweidimensionalen

normalen Singularität (über [). Dann existiert zu jedem unzerlegbaren nicht

projektiven Modul C in ~M(R) eine Auslander-Reiten-Sequenz in ~M(R), die

in C endet.

(Wir werden sehen, daß damit dann auch jeder unzerlegbare nicht-injektive

Modul A eine in A beginnende Auslander-Reiten-Sequenz aufweist.)

Für den Rest "dieses Kapitels sei R stets der lokale Ring einer normalen

komplexen Flächensingularität.

Die folgende Definition kann man stets aussprechen, wenn zu jedem nicht

projektiven (bzw. nicht-injektiven) unzerlegbaren Objekt einer geeigneten

Kategorie C eine dort endende (bzw. beginnende) Auslander-Reiten-Sequenz

existiert.

Definition 2.24: Es sei Ab die Menge der Isomorphieklassen unzerlegbarer

nicht-projektiver Objekte in ~M(R) und A~1 die Menge der Isomorphieklassen

unzerlegbarer nicht-injektiver Objekte in MCM(R). Dann definiert man eine als

Auslander-Reiten-Translation von ~M (R) bezeichnete Bijektion 't: A~ - A~',

indem jedem [C]EAJ die Klasse T( [C]) := [A] zugeordnet wird, wobei 0 - A

B- C -0 eine in C endende Auslander-Reiten-Sequenz ist. (Die inverse Abbil

dung T -1 ergibt sich en~sprechend, indem man für [A] E AJ' die in A begin

nende Auslander-Reiten-Sequenz betrachtet und als Bild deren Endrerm ein

setzt.)



· 39

Es ist üblich, die Auslander-Reiten-Translation 't in graphischen Darstellun

gen von Auslander-Reiten-Köchern durch unterbrochene Pfeile 11 [C ]---1'[C]"

für alle [C] E A~ anzudeuten. Der um die Translation l' ergänzte Auslander

Reiten-Köcher AR(R) ist ein sogenannter Translationsköcher (vgl. [TA, Chap

ter 2.1].)

Definition 2.25: Der stabile Auslander-Reiten-Köcher AR (R) von MCM(R) ist
s

der volle Unterköcher von AR(R), der aus allen Objekten. [A] E Ao besteht, für

die 'tn [A] und 't-n [A] für alle n EIN definiert sind, die also nicht durch end

lich viele (evtl. 0) Anwendungen von 't oder 't -1 in projektive oder injektive

Objekte von ~M{R) überführt werden können.

Wir wollen die bis hierhin definierten Begriffe für den uns interessierenden

Fall des lokalen Ringes R einer normalen komplexen Flächensingularität prä

zisieren. Dazu erinnern wir an die Definition des dualisierenden Moduls eines

Cohen-Macaulay-Ringes. (Jeder lokale Ring einer normalen Flächensingulari

tät besitzt die Cohen-Macaulay-Eigenschaft: [AS, Kapitel IH, §1. 7, Satz 11].)

Definition / Satz 426: Es sei R = 0x der lokale Ring einer normalen,x
Flächensingularität. Dann gibt es einen bis auf Isomorphie eindeutig bestimm-

ten endlich erzeugten R-Modul w= Wx ,der die folgenden äquivalenten Cha,x
rakterisierungen besi tzt und dualisierender Modul von R genannt wi rd:

Ca) w ~ ji12u' wobei 1VU die Garbe der Keime von holomorphen 2-Formen auf

dem punktierten Spektrum U = X- {x} und j: U- X die offene Inklusion be

zeichnet;

(b) w::l HomS(R,S), ~obei s:= [{ x,y} ein regulärer 2-dimensionaler Unterring

von R ist, so daß R ein endlich erzeugter Modul über S ·ist. (Noether

Normalisierung);

( ) n-2()c w =' Exts R,S, wenn R :=SII ein Quotient des n-dimensionalen regulären

Ringes S ~ C{Xl , ••• ,x
n

} ist.

Zum Beweis siehe [LC, §6] oder [KM]. Insbesondere ersieht man aus (a),

daß wein reflexiver R-Modul ist, d.h.: w E MCM{R). Der Name "dualisierender

Modul" rührt daher, daß für beliebige endlich erzeugte R-Moduln Mund

i::O,1,2 die Gruppen H~{M) und Ext~-i (M,w) als C-Vektorräume dual zu

einander sind. ( [LC, Theo rem 6.7])
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2
Folgerungen 2.27: (1) ExtR(R/m,w) ~ R/m, wobei m das maximale Ideal von R

bezeichnet.

1
(2) Ext R(M,w) = 0 für jeden maximalen Cohen-Macaulay-Modul M.

Teil (2) folgt aus Satz· 2~8(d). Als Konsequenz aus (2) und Satz 2.7 folgt:

Satz 2.28: HomR(-,w) definiert einen exakten Funktor von ~M (R) in sich

selbst. Die zweimalige Anwendung ist zur Identität äquivalent, d.h. für jeden

Modul MEMCM(R) gilt HomR(HomR(M,w),w)::t M.

(Der zweite Teil steht etwa in [KM, Satz 6.1], ist aber auch leicht durch

Vergarbung einzusehen: Wegen Satz 2.14 muß die Aussage nur über dem

punktierten Spektrum X- {xl bestätigt werden; dort ist sie als Behauptung

über lokal freie Garben aber trivial.)

Satz .2.29: R sei der lokale Ring einer normalen Flächensingularität, w der

dualisierende Modul von R. Dann gilt:

(a) R ist das (bis auf Isomorphie) einzige unzerlegbare projektive Objekt in

MCM(R);

(b) w ist das (bis auf Isomorphie) einzige unzerlegbare injektive Objekt in

MCM(R).

Beweis: (a) Sei A unzerlegbar projektiv in ~M (R). Betrachte eine Präsenta

tion 0- K - nR - A - 0 von A. Wegen depth A::: depth R = 2 folgt depth K::I 2,m m m
also liegt die Sequenz in MCM(R) und spaltet wege~ der Projektivität von A.

Aus nR ~ AaK folgt· A ~ R wegen der Eindeutigkeit der Krull-Schmidt-Zerle

gung.

(b) Weil Hom R(-, w) exakt ist und das Bild einer exakten Sequenz unter

HomR(-,w) genau dann spaltet, wenn dies auf die Sequenz selbst zutrifft,

stellt Horn R(-, w) eine Bijektion zwischen den projektiven und den injektiven

Objekten von MCM(R) her. I

Wir kommen jetzt zu der Beschreibung der irreduziblen Morphismen in MCM(R)

durch Auslander. ([Au], [AuReis])
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Definition 2.30 (Auslander): R sei der lokale Ring einer normalen Flächen

singularität , m das maximale Ideal und w der dualisierende Modul von R..
2 .

Dann heißt eine zu 0 ~ e~' Ext R(R/m,w) ~ R/m gehörende Extension

o - w - D - R - R/m - 0

eine Fundamentalseguenz von R.

Beme rkoogen 2.31: (1 ) Je zwei Fundamentalsequenzen sind isomorph·, da sie

als Extensionen auseinander hervorgehen, indem man einen der nicht-trivialen

Pfeile einer der beiden Sequenzen mit einem geeigneten Skalar 1-0 multipli

ziert.. Man spricht daher auch von der Fundamentalsequenz von R, wenn es

auf Isomorphie nicht ankommt..

(2) Die Fundamentalsequenzen sind von der angegebenen Gestalt mit R als

drittem Term, da sie sich als Verlängerungen von nicht spaltenden Extensio

nen O-w-D-m-O, die zu Elementen ~O in Ext
R
l (m,w) ~ H1(m) ~ HO(R/m) ~ R/mm . m

gehören, durch die ebenfalls nicht spaltende Extension O-m - R - R/m- 0 rea-

lisieren lassen.. Umgekeh.rt kann eine Extension 0 - w - D- R - R/m- 0 niemals

spalten, weil Rein unzerlegbarer R-Modul ist ..

(3) Der zweite Term in der Fundamentalsequenz von R ist reflexiv.. (Aus

0- w - D- m - 0 folgt nämlich sofort H~(D) =0 und die Cohomologiesequenz

0- H;(D) - H;(m) - H;(w); der letzte Pfeil ist aber injektiv, denn er ist dual

zu HOffiR(W,W) - Ext~(m,w) ~ R/m und diese Abbildung ist iO, weil die Sequenz

nicht spaltet .. Also folgt H;(D) =° und DE MCM(R) nach 2.8.. )

Satz 2.32 (AuSlander): Unter den Voraussetzungen wie in Definition 2.30 sei

o - w ! D & R ~ R/m - 0

eine Fundamentalsequenz von R.. Dann gilt:

(1) Ist Mein unzerlegbarer nicht-projektiver Modul aus ~M (R), so gewinnt

man eine in M endende Auslander-Reiten-Sequenz durch Anwendung von

HomR(M",-), wo M":= HOffiR(M,R) sei, auf die Fundamentalsequenz:

Hom(M"',g) Hom(M"',f)
o - HomR(M",w) .~ HomR(M",D) ~ M - 0 ..

• ) als Sequenzen, cLh. durch Isomorphismen auch hinsichtlich der Endterme, im

Gegensatz zum Isomorphiebegriff von Extensionen..
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(2) Ist Mein unzerlegbarer nicht-injektiver Modul aus MCM("R), so ist der

Modul Horn R(M,w) unzerlegbar und nicht-projektiv und eine in M beginnende

Auslanrler-Reiten-Sequenz entsteht durch Anwendung von HomR(-,w) auf die

in Ho mR( M,w) endende Auslander- Rei ten-Sequenz aus (1).

(3) Jeder Nicht-Isomorphismus X - R, X E ~M (R) unzerlegbar ,"läßt sich über

g: D- R faktorisieren.

(4) Jeder Nicht -Isomorphismus w - Y, Y E ~M (R) unzerlegbar , läßt sich über

f: w- D faktorisieren.

Die Teile (1) und (3) werden in [Au, §6J explizit bewiesen; die Teile (2)

und (4) ergeben sich daraus durch Anwendung von HomR(-,w) unter Beach

tung der Eigenschaft dieses Funktors, Auslander-Reiten-Sequenzen (bzw. Fun

damentalsequenzen) in Auslander-Reiten-Sequenzen (bzw. Fundamentalsequen

zen) zu überführen.

Die Kenntnis der Fundamentalsequenz gewährt also direkten Aufschluß über

sämtliche irreduziblen Homomorphismen in MCM(R), sofern die unzerlegbaren

Moduln ME MCM{R) und die Krull-5chmidt-Zerlegungen von HomR(M"',D) be

kannt sind.

Was die nicht nach Satz 2.22 durch Auslander-Reiten-Sequenzen beschreib

baren Pfeile in AR(R), die von injektiven Punkten ausgehen oder zu projekti

ven Punkten weisen, angeht, so sind zwei Fälle zu unterscheiden:

(a) Ist D unzerlegbar , so gibt es genau die Pfeile [wJ-[ D] und [D ]-[ R] ;

(b) Ist D =01 eDZ (mehr Summanden kann 0 nicht haben, da "0 den ~ang 2

besitzt), so gibt es [w]-[O.] und [0.]- [R], jeweils i =1,2. (Dieser Fall
, 1 1

tritt etwa ein, wenn R der lokale Ring einer zyklischen Quotientensingu-

larität ist, denn dann gibt es nur unzerleghare Moduln vom Rang 1; siehe

[He, Folgerung ~.2].)

Wir bemerken noch, daß sich die in einem nicht-projektiven unzerlegbaren

Modul M endende Auslander-Reiten-Sequenz auch in der Form

o - (M 41 wt· - (M 41 ot· - M - 0R R

gewinnen läßt.·

.) Die Bildung des Biduals ist wesentlich, da ein Tensorprodukt reflexiver Moduln im

allgemeinen sogar Torsionselemente enthalten wird.
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(Die für beliebige M, N EMCM(R) gültige Aussage Hom R(M"', N) == (M QlR Nt", muß

nach Vergarbung wegen Satz 2.14 nur mehr über: dem regulären Ort des zu R

gehörigen Spektrums verifiziert werden und ist dort trivial, weil es sich um

lokal freie Garben handelt.)

Der Satz 2.32 gibt selbstverständlich auch Aufschluß über die Auslander

Reiten-Translation 't:

Folgerungen 2.33: (1) Sei M ein nicht-projektiver unzerlegbarer Modul. Dann

ist 1: ( [M] ) = [(M ~Ff t",]. Ist M ein nicht-injektiver unzerIegbarer Modul, so

ist entsprechend -r-1([ M]) =[(M ~UJ"',.,,"'] = [(M'" QlR UJ )"'J.

(2) Der stabile Auslander-Reiten-Köcher AR (R) von MCM(R) besteht als voller
s

Unterköcher von AR(R) aus genau den Punkten, die nicht für ein n ~ ° von der

Form [(waln,."",] oder [(walnt] sind.

Für die uns hauptsächlich interessierenden Klassen von Flächensingularitäten

bedeutet das:

Folgerungen 2.34: (1) Ist R der lokale Ring einer Gorenstein-Flächensingula~

rität (d.h. w =c R), also etwa einer minimal-elliptischen Flächensingularität, so

ist die Auslander-Reiten-Translation die Identität und der stabile Auslander

Reiten-Köcher AR (R) unterscheidet sich vom vollen Köcher AR(R) durch das
s

Fehlen des projektiv-injektiven Punktes [R].

(2) Ist R der lokale Ring einer rationalen Flächensingularität, so unterschei

den sich AR (R) und AR(R) um endlich viele Punkte der Form [( w
Gtk

,."",] für
s

k = 0, ••• ,0-1 und alle Punkte [MJ· in AR (R) durchlaufen unter 't endliche
s

Zykel von Längen, die die Ordnung n von UJ in der Divisorenklassengruppe von

R teilen.

Begründung zu (2): Nach Lipman ([ Li, Theorem 17.4 J) ist die Divisoren

klasseng ruppe eine r rat ianalen F1ächensingularit ät endlich (und dies charak-

) ~n
terisiert sogar Rationalität. Daher gibt es ein kleinstes 0>0, so daß w

über dem punktierten Spektrum mit Rübereinstimmt, d.h. zugleich (wGtnt",==

R ist. Daraus folgt die Behauptung. I·
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Die Aufgabe, den für die Kenntnis der irreduziblen Homomorphismen in

MCM(R) wesentlichen zweiten Term einer Fundamentalsequenz von R zu be

stimmen, kann schwierig sein. Ist R jedoch der lokale Ring einer guasihomo

genen Flächensingularität (X,x), d.h. einer Singularität mit einer analytischen

[--Operation, deren einziger Fixpunkt der singuläre Punkt x ist, so gilt das

folgende Resultat.

Proposition 2.35: Es sei R der lokale Ring einer quasihomogenen normalen

Flächensingularität (X, x). Dann- stirn mt der zweite Term D der zu R gehö

renden Fundamentalsequenz

o - UJ - D - R - R/m- °
mit dem Modul der Zariski-Differentiale auf X überein, es gilt also

D ~ (~r'''' et o_ot)x'
wobei ~ den Modul der Kählerschen 1-Formen über Rund ot die Garbe

der Keime von holomorphen 1-Formen über dem punktierten Spektrum U =
X- {x} bezeichnet und j: U- X die offene Inklusion ist.

Beweis: Wenn (X,x) quasihomogen ist, dann gibt es eine [--äquivariante Ein

bettung von (X,x) in einen affinen Raum ([e,O), der eine die Operation auf

X fortsetzende [--Aktion trägt, die bezüglich geeignet gewählter Koordinaten

zl, ••• ,ze in der Form

_ e ( ) (w1 w e )a: x I[ 3 t;zl' ••• 'Ze 1-+ t zl'··~'t ze

mit positiven ganzzahli~en Gewichten w1, ••• , we ausgedrückt werden kann. Der

lokale Ring R =0X, x ist dann ein Quotient des regulären Ringes I[ {zl' ••• ,ze} .

(Vgl. hierzu etwa [OrWa].)

Definiert man die (gewichtet homogene) Euler-Derivation F; als
e a

~:= L w.z. a '
i=l 1 1 Zi.

so erhält man durch Kont raktion mi t ~ R-lineare Homomorphismen ok f 0&-1

für alle p>O (Ok:= APO~ u~d zu o~ siehe et~a [AG, Chapter 1I.8J), die

einen exakten Komplex bilden. (Die Komplexeigenschaft ist klar; die Exakt

heit folgt daraus, daß· für homogene Elemente q> E ok gilt: (dof; + E;od)( ~) =
deg( ~ ).<p, wobei d die äußere Differentiation bez~ichnet.· Siehe hierzu auch

*) Dies verallgemeinert die bekannte Euler-Formel für die partiellen Ableitungen von

homogenen Polynomen.
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[Na, Lern ma 2.1.1].) Durch Vergarbung über X entsteht so eine exakte

Sequenz

~- - J. - 0 - a: - 0--xxXx'
(*)

worin G: die in dem Punkt x konzentrierte Wolkenkratzergarbe mit Halm a:
x

bezeichnet. Der Kern von ~ - o~ ist gleichfalls in x konzentriert. Wir wollen

zeigen, daß sich aus (*) durch zweimaliges Dualisieren eine Fundamentalse

quenz von R ergibt.

Weil alle betei ligten Garben übe r de m punkt ie ct en Spekt ru m V = X- {x} lokal

frei sind, stimmt zweimaliges Dualisieren mit der Anwendung des Funktars

j.j*(-) übecein, wobei j: V-X für die offene Inklusion steht. Die Anwendung

von j* auf (.) liefert zunächst

2 10-0 -0 -0-0V V V
(*.)

und mit j. resultiert daraus die exakte Sequenz

o - Wx - DX ! 0X'

wobei D
X

= j*j·O~ ~ (n~t ... der Modul der Zariski-Differentiale· ist. Aus dem

kommutativen Diagramm

1
••• - QX - 0x - O::x - 0

1 1=
••• - DX ! °x

folgt weiter, daß die Garbe m des maximalen Ideals von x EX im Bild von
x

D
X

unter f liegt. Also ist coker(f) höchstens gleich G:
x

• Die Nichtsurjektivi-

tät von f in dem Punkt x ist wegen der aus (*.) folgenden Cohomologiese

quenz

- H
O

(U , O~) - H
O

(V, 0V) ~ H
1

(U, O~) -

Il f Il

o X 0
X,x X,X

äquivalent zum Nichtverschwinden des Corandes ö. Diese Eigenschaft von ö

ist nicht offensichtlich, wurde aber von I. Naruki in [Na, Vorbereitungen zu

Lemma 2.1.3] bewiesen. (Die hier mit ö bezeichnet Abbildung heißt 'dort

11 (ch(~)n-l) und es ist n=2.)

Wir haben also eine S,equenz der gewünschten Gestalt erhalten:

o - w - 0 - 0 - a::: - o.X X X x
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Nach. Bemerkung 2.31(2) kann eine derartige Sequenz nicht spalten und ist

folglich eine Fundamentalsequenz von 0X. I

Wir geben noch eine Ergänzung zur Terminologie, die sich später als nützlich

erweisen wird.

Definition 2.36: (1) Mit 7LA
rD

werde der folgende unendliche TranSlations

köcher bezeichnet:

dessen Translation T wie eingezeichnet jeden Punkt in seinen linken horizonta

len Nachbarpunkt abbildet.

(2) Eine Röhre vom Rang r ~ 1, bezeichnet mit 1lA
rD

/< T
r>, ist. derjenige

Translationsköcher , der aus 7LA
rD

durch Herausdividieren der Orbiten der von

T r erzeugten Gruppe von Translationen entsteht.
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2.37. E. Dieterich hat in [Oi 1 , Theorem 24] gezeigt, daß für eine isolierte

Hyperflächensingularität - gleich welcher Dimension - der stabile Auslander

Reiten-Köcher der maximalen Cohen-Macaulay-Moduln, sofern er nicht end~

lich ist, eine disjunkte Vereinigung von Röhren der Ränge 1 und 2 ist. Wenn

es sich um eine Hyperflächensingularität von gerader Dimension handeit, dann

treten keine Röhren vom Rang 2 auf.

In der genannten Arbeit finden sich noch weitere Strukturaussagen über

Auslander-Reiten-Köcher isolierter Singularitäten, die im Lichte der Aus

sagen von 2.34 insbesondere auf die Köcher von rationalen oder minimal

elliptischen Flächensingularitäten angewandt werden können.





mit
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3. VOLLE GARBEN AUF AUFLÖSUNGEN VON

FLÄCHEN SINGULA RIT ÄTE N.

In diesem Kapitel bezeichne (X,x) eine normale komplexe Flächensingularität,

j: U - X sei die offene Inklusion des ptmktierten Spektrums U = X-{x} und. es

sei .JI: (X,E)- (X,x) eine beliebig~ Auflösung von xEX. 'Um stets mit· globalen

Schnitten arbeiten zu können, denken wir uns X in der Regel als durch einen

Steinschen Repräsentanten ve~treten.

Das Zie.l dieses Kapitels besteht in der Kennzeichnung der reflexiven Modul

garben auf (X,x) in Termen geeigneter Objekte auf der Auflösung X, die den

reflexiven Moduln zugeordnet werden. Dabei handelt es sich um Vektorraum

bündel mit gewissen leicht nachprüfbaren Eigenschaften, die gleich anschlie

ßend eingeführt werden. Im zweiten Teil dieses Kapitels werden diese Bündel

dann ihrerseits durch Eigenschaften ihrer Einschränkungen auf geeignete

Zykel im exzeptionellen Ort charakterisiert.

Volle Garben. Es sei M ein reflexiver Modul· auf (X,x). Um M ein Objekt

auf der Auflösung X zuzuordnen, liegt es nahe, das inverse Bild n*M von M

hinsichtlich It zu bilden, also die kohärente Modulgarbe auf X, deren· Halm in

y€ X durch

(n*M) .. = M e" 0x il
y Y VX,y 'J

definiert ist. Infolge des Tensorproduktes als Bestandteil der Bildung von n*M

werden in n*M im aIlgemeinen Torsionselemente enthalten sein, die Träger

im exzeptionellen Ort E haben. (Außerhalb von E kann keine Torsion entste

hen, weil 1[*M dort biholomorphes Urbild von MI U ist.) Beispiele für Tor

sionsuntergarben in U.rbildgarben von reflexiven Moduln gibt Riemenschneider

in [Ri].

Die Garbe .*M ist daher ein möglicherweise sehr kompliziertes Objekt auf

X, besitzt aber den Vorzug, den Modul M eindeutig zu charakterisieren, denn

die Einschränkung von n*M auf X-E entspricht wegen biholomorpher Äquiva

lenz der Räume der Einschränkung MU von M auf U und diese bestimmt M

nach Satz 2.8.

• ) Modulgarben über Raumkeimen werden wir von jetzt an kurz Moduln nennen.
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Offensichtlich bleibt dieses Argument richtig, wenn man aus 1[*M die in E

konzentrierte Torsion herausteilt und zu der Garbe F':= a*M/Torsion über

geht .. F' ist erheblich einfacher als Tt*M zu beschreiben und ist in dem Fall,

daß I: (X,E)-(X,x) die Auflösung einer rationalen Singularität ist, sogar eine

lokal freie Garbe ([ArVe, "Lemma 1.1]).. In den übrigen" Fällen erhält man

aus der Torsionsfreiheit von F' nach Satz 2.. 4 zumindest, daß F1 nur in diskre-z
ten Punkten z EX nicht frei ist .. Weil Fl außerhalb von E als biholomorphes

Urbild einer reflexiven Garbe sogar reflexiv ist, liegen diese Punkte alle in

E und es gibt insbesondere nur endlich viele davon, weil E kompakt ist.

Bildet man jetzt die reflexive Hülle F := ( F't'"' von F', so unterscheidet sich

F von F' nur in endlich vielen auf E liegenden Punkten und bestimmt daher

noch immer den Modul M.. Außerdem ist F eine lokal freie Garbe auf X
(Satz 2..4) und entspricht damit einem Vektorraumbündel auf X..

Weil heim Dualisieren die "Torsion einer Garbe ohnehin verloren geht, kann

man von .*M auch direkt zu F gelangen, ohne zuvor noch die Torsion heraus

zuteilen: F ::! (.·Mt ..... Wir nehmen dies zum Anlaß, die folgende Klasse von

Garben auf X einzuführen..

Definition 3.1: Es sei Jl: (X,E) - (X,x) die Auflösung einer normalen Flächen

singularität .. gine Modulgarbe F auf X heißt eine volle Garbe, wenn es einen

reflexiven Modul M auf (X,x) gibt, so daß F zu;..( I*Mt ... isomorph ist.. Die

Garbe (.*Mt'"' heißt die M zugeordnete volle Garbe..

Dieser Begriff stellt eine Verallgemeinerung der von H.. Esnault in [Es] für

rationale Singularitäten definierten vollen Garben dar.. Volle Garben sind

stets lokal frei.. Auch die folgende triviale Proposition haben wir mit den

einleitenden Bemerkungen schon begründet.

Proposition 3.2: Es sei ll: CX,E) - (X,x) die Auflösung einer normalen Flächen

singularität. Dann besteht eine bijektive Korrespondenz zwischen den folgen

den Objekten:

(a) Isomorphieklassen von reflexiven Modulgarben auf (X,x)

(b) Isomorphieklassen von vollen Garben auf X..

(Wir fassen die Begründung noch einmal kurz zusammen.. Es seien F. ~ (1[-M)"''''
1

für i:.l,2 zwei volle Garben. Aus ~1::! M2 folgt F1 ::! F2• Ist umgekehrt F1 ::! FZ'
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so gilt insbesondere FIIX-E~F2IX-E' also MI IU::!M2 IU und damit M1:tM2

wegen der Reflexivität von M1 und MZ.)

Als nächstes geben wir eine erste cohomologische Charakterisierung von

vollen Garben auf Auflösungen. Zuvor führen wir noch zwei Sprechweisen ein

und notieren einfache Konsequenzen, die sich daraus ergeben•

•
Definition 3.3: Es sei Y ein nicht notwendig reduzierter komplexer Raum.

( 1) Eine Garbe G auf Y heißt gene tisch (von globalen Schni t t en) e rzeug t ,

wenn der Quotient von G nach der von globalen Schnitten erzeugten Unter

garbe GI von G einen höchstens O-dimensionalen Träger besitzt.

(2) Ein 0y-linearer Garbenhomomorphismus f: G- H heißt generisch surjektiv,

wenn H/f(G) einen höchstens O-dimensionalen Träger besitzt.

~päter wird Y immer entweder eine Auflösung ;\ einer normalen Flächen

singularität oder ein darin durch einen Zykel Z ~ 0 definiertes abgeschlossenes

Unterschema sein. Wir erinnern daran, daß wir eine Auflösung ;\ als einen

Umgebungskeim der exzeptionellen Faser E ansehen wollen, so daß eine

generisch von globalen Schnitten erzeugte Garbe auf :R: in diesem Sinne

höchstens in auf E liegenden (endlich vielen) Punkten nicht von ihren Schnit

ten erzeugt wird. (Eine entsprechende Aussage kann für generisch surjektive

Homomorphismen auf X formuliert werden.)

Bemerkungen 3.4: (1) Wenn G generisch von globalen Schnitten er~eugt und

G- H generisch surjektiv ist, dann wi rd auch H generisch von globalen Schnit

ten erzeugt.

(2) Wenn f: G- H generisch surjektiv ist und F eine beliebige Oy-Modulgarbe

ist, dann ist auch fGlid~ GaF -HeF generisch surjektiv.

(3) Es sei Y entweder die Auflösung einer Flächensingularität oder ein darin

enthaltener Zykel. Wenn f: G-H generisch surjektiv ist, dann ist H1(f): H1(G)

- H
1

(H) surjektiv.

Begründung zu (3): Mit H':= im(f) eH, K := ker(f) c G und C:= coker(f) = H/ H'

erhält man exakte Sequenzen O-K - G- H' - 0 und 0 - H1_ H - C'-·0 und daraus

H
1
(G)-H

1
(H')-H2(K)=O und H

1
(H')-H1(H)-H1(C)=0 wegen ~lim supp(C) ~O.

Insgesamt folgt die Behauptung. I·
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Proposition 3.5: x: (X,E).- (X,x) sei die Auflösung einer normalen Flächen

singularität. Eine lokal freie Garbe F auf X ist genau dann eine volle Garbe,

wenn gilt:

(i) F wird generisch von globalen Schnitten erzeugt;

(ii) H~(X,F) - H
1(X,F) ist injektiv.

Bemerkung 3.6: Die unter, (ii) genannte Abbildung ist der natürliche Pfeil,

der in der Cohomologiesequenz (1.7) .

°- °- 1(- 1 -°- H (X,F) - H (X-E,F) - HE X,F) - H (X,F) -

auftritt. (H~(X,F) verschw.indet, weil F lokal frei ist.) Die Bedingung (ii) ist

also äquivalent zu:

(ii') HO(X,F) -HO(X-E,F) ist surjektiv.

Demgegenüber hat (ii) aber den unmittelbaren Vorzug, daß die beiden invol

vierten Cohomologiegruppen apriori von endlicher Dimension sind.

Beweis von Proposition 3.5. Notwendigkeit: Es sei F eine volle Garbe, also

F<:= (l[*M)""'" mit einem reflexiven Modul M. Da n*M von globalen Schnitten

erzeugt wird, ist dies auch für F':= n*M/Torsion der Fall. F ::!(F')"'''' weicht

aber von der Untergarbe F' (vgl. 2.2(3», wie oben bemerkt, nur über endlich

vielen auf E gelegenen Punkten ab, so daß (i) folgt.

Um (H') zu zeigen, geben wir einen Schnitt s' E HOeX-E,F) vor, der zu einem

Schnitt in F über X fortzusetzen ist. Dem entspricht ein Schnitt 5' E HO(U,

M
U

) über U = X-Ix}. Nach Satz 2.8 gibt es eine Fortsetzung zu s EHO(X, M).

Die Liftung SOl[ induziert einen Schnitt in J[*M, der s' fortsetzt. Dessen Bild

unter der kanonischen Abbildung 'I*M - ( J[ ·M)"""" = F liefert die gewünschte

Fortsetzung sE HO(X,F) von 5'. J
Um zu zeigen, daß (i) und (ii) hinreichend sind, beweisen WH, daß unter

diesen Annahmen bezüglich F durch M:= x.F ein reflexiver Modul definiert

wird, für den (n*M)""""=F gilt.

F sei also eine lokal freie Garbe, die 0) und Oi ,) genügt, und M: = rt *F .

Zunächst ist M torsionsfrei, weil F lokal frei ist. Für die Reflexivität von M

ist nach 2.9 nur noch die Surjektivität von M- j.j·M im Punkt x zu verifizie

ren, wo j:U=X-{x}-X die offene Einbettung ist. Gebe also s' EHO(U,M
U

)=

HO(X-E, F) vor. Wegen (ii ,) existiert eine Fortsetzung 5 E HO(X, F) auf X und
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o 0
diese .definiert einen Schnitt in H (X, Tt_F) = H (X,M), der sr fortsetzt. Damit

ist M - j _j *M surjektiv.

Wir zeigen jetzt (I*M)~~ ':t.F. F' bezeichne die von den globalen Schnitten

erzeugte Untergarbe von F. Es gibt eine kanonische Surjektion n*M = I*I*F

F'. Weil I außethalb von E biholomorph ist, haben Elemente im Kern dieser

Surjektion Träger in E, sind also Torsionselemente. Andererseits werden Tor

sionselemente notwendig auf Null in der torsionsfreien Garbe FI abgebildet,

so daß x-M /Torsion = F' ist. Durch zweimaliges Dualisieren folgt nun die

Behauptung, denn wegen 0) ist (FIt ... ::! F. Damit ist die Proposition bewiesen.

·1

Corollar 3.7 (zum Beweis von 3.5): Es sei F =( lt*MY'''' die einem reflexiven

Modul M zugeordnete volle Garbe. Dann ist die von den globalen Schnitten

von F erzeugte Untergarbe 'F' von F isomorph zu .*M /Torsion.

Bemerkung 3.8: Die Proposition 3.5 stellt eine direkte Verallgemeinerung der

von H. Esnault in (Es] gegebenen Charakterisierung von vollen Garben dar,

die besagt: Eine lokal freie Garbe F auf der Auflösung Jt: X- X einer ratio

nalen Singularität ist genau dann voll, wenn gilt:

0-) F wird von globalen Schnitten erzeugt;

(ii*) R11.(F"41WX) =0.

Begründung: Mit (0 und Oi) seien die heiden Bedingungen aus 3.5 bezeichnet.

0-)00): Folgt aus 3.7, weil lt*M/Torsion nach [ArVe, Lemma 1.1] schon

lokal frei ist.

Nehme jetzt die Gültigkeit von 0*) bzw. 0) an.

Oi*)o (ii): R1
1: *(F" 41 wX) ':t H1(R, F"& wx) ist wegen relativer Dualität (1.10)

dual zu H~(X,F). Das Verschwinden von H~(R,F) ist äquivalent zu Oi), denn

es ist H
1

( X, F) :::l: 0, weil· F von globalen Schnitten e rzeugt wi rd und weil we

gen Rationalität H
1(X,OX):::0 gilt. 1

Die Cohomologiegruppen* von Garben F auf der Auflösung Lx, E) einer

Flächensingularität werden für gewöhnlich dadurch berechnet, daß ein geeig

neter Zykel Z mit Träger in E bestimmt wird, so daß die Cohomologie der

.) H1(X,F) oder, mit der Interpretation durch Satz 1.8, auch H~U<,F)e
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Einschränkung FZ von F mit der Cohomologie von F übereinstimmt. Die

Cohomologie von Fz über der kompakten Kurve E ist im allgemeinen leichter

zu beschreiben als die von· F. (Für ein· gegebenes F garantiert der Satz 1.3

die Exi"stenz eines solchen Zykels Z.)

Wir wollen im folgenden einen Zykel Z ~ 0 angeben, der die Eigenschaft be

sitzt, daß sich beide Bedingungen der Proposition 3.5 für jede lokal freie

Garbe F auf X in Termen von F2Z ausdrücken lassen. Anschließend werden

wir uns der Frage widmen, inwieweit eine lokal freie Garbe F2Z' die beiden

Beding~gen genügt, bereits eine volle Garbe F auf X und damit den zugehö

rigen reflexiven Modul M =K.F zu bestimmen vermag.

Es sei nun Z ~ E ein beliebiger Zykel auf der Auflösung (X,E) einer Flächen

singularität. Wenn man eine lokal freie Garbe F auf X durch Eigenschaften

ihrer Einschränkungen FZ bzw. FZZ auf Z bzw. 2Z beschreiben will, dann ist

es zweckmäßig, F selbst als eine Ausdehnung von FZ (oder F2Z) zu verstehen•.

Dafür schreiben wir ab~ürzend 0:= 05( und bemerken, daß für jedes lJ ~ 1 die

folgende exakte Sequenz die Einschränkung der Strukturgarbe O(ll+l)Z zu 0IlZ
beschreibt:

o - O(-~)/O(-(lJ+l)Z) - O/O(-(lJ+l)Z) - O/O(-lJZ) - 0
IZ IZ IZ

OZ( -1.1Z) O(lJ+1)Z 0lJZ

(OZ( -lJZ) ist die lJ-te Tensorpotenz des über Oz gebildeten Duals der Norma

lengarbe NZ ~ 0Z(Z).) Durch Tensorieren mit einer gegebenen lokal freien

Garbe F über 0 erhält man daraus die exakte Sequenz

o - F.oC2z(-lJZ) - F .OO(lJ+l)Z

bzw. in den Bezeichnungen aus 1.1:

(3.9) für alle lJ ~ 1.

Insbesondere folgt für Jl ~ 1 aus 3.9 durch Twist mit O(Z) eine allein durch

die lokal freie Garbe F2Z über 2Z festgelegte exakte Sequenz

(.)
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Proposition 3.10: Es sei Z ~ E ein Zykel auf der Auflösung (X,E) einer norma

len Flächensingularität, für den 0Z(-Z) generisch von globalen Schnitten über

E erzeugt wird und H1(E,OZ(-Z»::I0 gilt. Eine lokal freie Garbe F auf X ist

genau dann eine volle Garbe, wenn sie den folgenden Bedingungen genügt:

(i) FZ wird generisch von global~n Schnitten über E erze~gt;

(in Die von der Einschränkung von FZZ(Z) auf Z (vgJ. (*) oben) induzierte

Corandabbildung HO(E, FZ(Z» - H1(E, FZ) ist injektiv.

Bemerkung 3.11: Die Existenz eines Zykels Z ~ E mit den beiden geforderten

Eigenschaften ist durch Satz 1.3 immer gesichert, denn es kann sogar er

reicht werden, daß 0X(-Z) von globalen Schnitten erzeugt wird und H
1(X,

0x5 -Z» verschwindet. (Siehe hierzu auch 3.13.)

Beweis von Proposition 3.10: Wir werden die Äquivalenz von 0) und (ii) zu

den beiden korrespondierenden Bedingungen von Proposition 3.5 aufzeigen. Es

sei Feine beliebi ge lokal frei e Garbe übe r X; zur Abkürzung wi rd F: = Fz
geschrieben.

l.Schritt. Wir zeigen, daß F genau dann generisch. von den globalen Schnitten

über X erzeugt wird, wenn das selbe für F = F
Z

(über E) gilt, wenn also 0)
erfüllt ist. Die Notwendigkeit von 0) ist trivial; für die Umkehrung zeigen

wi r zunächst:

Hilfssatz 3.12: Es sei Zein Zykel wie in- Proposition 3.10. Wenn für eine

lokal freie Garbe F auf X die Einschränkung F
Z

generisch von ihren globalen

Schnitten erzeugt wird, dann gilt H
1

(X,F(-Z» ::10.

Beweis: Die gegebene Auflösung heiße x: (~,E) -(X,x) und mit (R
1 lt*F(-Z»)'"

werde die m-adische Komplettierung der kohärenten Garbe RI n* F( -Z) auf X

bezüglich des maximalen Ideals m von 0x bezeichnet. Nach Grothendieck,x
([EGA 111, Theoreme 4.Z.1]) gilt:

(R
1
•• F(-Z»" ::! lim H

1
(E, F Z(-Z».

x ii JJ

Damit genügt es, für aHe JJ~l das Verschwinden von H
1

(E, FJJZ(-Z» zu zei

gen, denn daraus folgt R1x.F(-Z) ::!H
1(X,F(-Z» =0.

x
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Aus den mit 0X{~Z) getwisteten Sequenzen 3.9 ergeben sich für jedes J,1 ~ 1

eoho mologiesequenzen

1 . 1 1
.•• - H (E,F(-(J,1+1)Z» - H (E,F(~+l)Z(-Z» - H (E, F~Z(-Z)) - 0

woraus die Behauptung durch Induktion über J.l folgt, sofern alle Gruppen

H1(E,F(-J,1Z) für ~~ 1 verschwinden. Weil Fund Oz{-Z) nach Voraussetzung

generisch von ihren globalen Schnitten erzeugt werden, gilt dies auch für alle

F( -( ll-l )Z) und man erhält generisch surjektive Homomorphismen s Oz (-Z) -
1 1

F( -llZ). Aus 3.4( 3) und H (E, OZ( -Z» =° folgt H (E, F( -J,1Z» =0.. I-

Wir zeigen jetzt, daß F generisch erzeugt wird, wenn dies für F der Fall ist.

Nach Satz 1..3 gibt es einen in E konzent rierten effektiven Divisor Z' ~ 0, so

daß F(-ZI) von globalen Schnitten erzeugt wird.. Wegen F{-Z')cF wird F dann

zumindest über X-E von globalen Schnitten erzeugt. Für die generische Er

zeugtheit von F über Punkten aus E genügt der Nachweis, daß -die F gene

risch erzeugenden Schnitte alle zu Schnitt~n von F über X ausgedehnt werden

können.. Aus der Sequenz 0- F(-Z) - F - F - 0 erhält man HOU<, F) - HO(E, F)-'

H1CX, F( -Z» =0 unter Verwendung von 3.. 12.. Daraus folgt die Ausdehnbarkeit

der globalen Schnitte von F zu Schnitten von F.. J

Von nun an werde F als generisch von globalen Schnitten erzeugt vorausge

setzt. Es muß nachgewiesen werden, daß dann (ii) zur Injektivität der natür

lichen Abbildung H~(X,F) -H1(X,F) gleichbedeutend ist.

2. Schritt: (ii) ist notwendig für die Injektivität von' H~(X,F) - H1{X,F).

Aus der Sequenz 0- f(-Z)- F -F-° folgt unter Ausnutzung von H1(X, F(-Z»:::

o (3.12), daß H1(X, F) ~ H1(E,F) gilt, wobei es sich um durch die Restriktion

auf Z induzierte natürliche Isomorphie handelt. Andererseits ist HO{E,F(Z»c

H~(X,F) nach dem Satz 1.8 von Wahl, so daß man die Behauptung sogleich

dem folgenden kommutativen Diagramm entnehm-en kann:

HO{E,F(Z» - H1(E,F)
r t::l:

1(- 1 -HE X, F) H (xrF)

3. Schritt. Wir zeigen, daß HO(E,F(Z» == H~(X,F) durch die Annahmen 0) und

(H) impliziert wird. (Das obige Diagram m liefert dann die Injektivität von

H~(~, F) - H
1(X, F), was den Beweis von 3.10 vollendet .. )
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Nach Satz 1.8 (Wahl) ist H~(X,F):! lim HO(E, Fe N z), wobei kanonische
Co -ll lJ

Inklusionen von HO(E, FeNlJZ) in HO(E~ FeN(lJ+1)Z) für alle lJ ~ 1 bestehen, die

aus den exakten Sequenzen (1.9(1))

°- F tI' NllZ - F tI N(1l+1)Z - F«lJ+1)Z) - °
resultieren. Wir haben ~ie Surjektivität aller dieser Inklusionen oder, äquiva

lent dazu, die Injektivität aller Corandabbildungen

° 1H (E,F«1J+1)Z)) -.H (E, FeNlJZ) für lJ ~ 1

zu zeigen. Hierfür ist es ausreichend, die Injektivität der folgenden kompo

nierten Abbildungen 6 für alle lJ ~ 1 nachzuweisen:
II -

HO(E,F«1J+1)Z)) ~ H
1(E, FeNJlZ)

~ I Restriktion auf Z
6).1~

H1(E,F(J,lZ))

Jede der Abbildungen 6 ist selbst Corand einer exakten Sequenz· von der
Jl

Form

o - F(lJZ) - F2Z«lJ+1)Z) - F«lJ+l)Z) - 0,

die aus O-F(-Z)-FZZ-F-O (3.9) durch Twist mit O«1J+1)Z) hervorgeht.

Es sei jetzt ein festes 1J ~ 1 vorgegeben. Wir werden eine injektive 0x -lineare

Abbildung 0x(llZ) ~ s 0x für ein geeignates s (abhäng ig von lJ) konst ruieren,

die die Eigenschaft besitzt, daß auch ihre Einschränkung OZ(JlZ) - sOZ noch

injektiv ist. Mit einer solchen Abbildung erhält man ein kommutatives Dia

gramm

o - F(1JZ) - F2Z «Jl+l)Z) - F«IJ+l)Z) - 0

r r r
o - sF s F2Z (Z) sF(Z) - °

und daraus sofort einen Vergleich der Corandabbildungen durch ein kommuta

tives Diagramm
o 6).1 1

H (E,F«Jl+l)Z)) - H (E,F(llZ))

r ö !
s"HO(E,F(Z)) c s.. 0 I s"H1(E,F)

Dies beweist die Injektivität von 6 , denn 60 ist. nach (ii) injektiv..
Il

*) Diese Sequenz ist nämlich das Push-out der das induktive System definierenden

Sequenz 0- F.NJ,lZ- F. N(Il+l)Z - F((IJ+l)Z) -0 bezüglich F.N
IlZ

- F(IlZ).
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Wir konstruieren jetzt die gewünschte injektive Abbildung 0X(JlZ) - s 05( mit

injektiver Restriktion auf Z.

Nach Voraussetzung über Z eX1st1ert eine generisch surjektive Abbildung

19 1
: sOZ-OZ(-JlZ), wobei etwa s=hO(E,Oz(-JlZ» gewählt werden kann. Die zu

cp I über Oz duale Abbild~g 19: 0Z(JlZ)- sOZ ist zunächst nur außerhalb diskre

ter Punkte (aus 8) injektiv. Daraus folgt aber bereits, daß cp überall injektiv

ist. (Sei nämlich g ein Keim aus OZ(JlZ) im Punkt Zo E E, der im Kern von ~

liegt. Es gilt, weil der Kern diskreten Träger hat, g =° für alle z" Zo inz
einer Umgebung von Zo. Ist nun gE 0X(IlZ) ein Repräsentant von g, so bedeu-

tet dies gz E 0X«1l-1)Z)z für Z1 Zo lokal um Zo. 0~«Jl-1)Z) ist aber lokal

frei, so daß auch g EOX-«Jl-1)Z) und so g =0 folgt, was zu zeigen war.)
Zo Zo Zo

Wir wollen jetzt ,: OZ(J,lZ) - s Oz zu einem Homomorphismus ~: 0X(IlZ ) - s 05(

ausdehnen. (~ ist dann automatisch injektiv, weil 19 es ist.) Wir fassen c:p zu

diesem. Zweck als ein Element von HomO
Z

( 0Z(IlZ),sOZ) ~ HO(E,sOZ(-JlZ» auf;

t suchen wir entsprechend in HO(X,sOX(-IlZ». Mit der exakten Sequenz

°- sOX(-(1l+1)Z) - sOX(-IlZ) - sOZ(-JlZ) - °
und dem Ver~chwinden von H

1
(X,OX(-(Jl+l)Z» in der zugehörigen Cohomolo

giesequenz, das sich aus der Anwendung von Hilfssati 3.12. auf 0X(-IlZ.) er

gibt, folgt die Liftbarkeit von ~ zu t. J

Damit ist die Proposition 3.10 bewiesen. I~

Der Beweis der Proposition 3.10 gibt zugleich eine Erläuterung der beiden an

den Zykel Z in 3.10 gestellten Bedingungen;

Corollar 3.13: Für einen Zykel Z ~ E sind äquivalent:

(a) 0Z(-Z) wird generisch von globalen Schnitten erzeugt und es gilt

H1(E,OZ(-Z» =0;

(b) 0X( -Z) wird generisch von globalen Schnitten erzeugt und es gilt
1 -H (X,OX(-Z»=O.

«b)=>(a) ist trivial; die andere Richtung ist im ersten Beweisschritt von 3.10

einschließlich des Hilfssatzes 3.12 enthalten.)

Wir heben für die spätere Verwendung die für den Beweis von Proposition

3.10 wesentliche Tatsache noch einmal hervor:
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Corollar 3.14: Es sei Z ~ E ein Zykel, der den in 3.13 genannten Bedingungen

genügt. F sei eine volle Garbe auf X und F:= F~OZ ihre Einschränkung auf Z.

Dann gibt es ein kommutatives Diagramm mit vertikalen Isomorphismen

H~(X,F)~ H1(X,F)

I~ 1~
HO(E,F(Z»e.- H1(E,F)

Bevor wir mit der Charakterisierung von vollen Garben durch ihre Einschrän

kungen auf geeignete Zykel fortfahren können, müssen wir die Beziehungen,

die zwischen einer lokal freien Garbe F auf der Auflösung einer Flächen

singularität und ihren Einschränkungen FllZ auf. Vielfache eines vorgegebenen

Zykels Z ~ 0 bestehen, genauer herausarbeiten.

Ausdebnungen lokal freier Garben. (Die im folgenden angegebenen

~esultate gehen für den Fall, daß Z eine glatte reduzierte Kurve ist, auf

Griffiths zurück: [Gri, Chapter I]. Für eine andere Darstellung sei außerdem

auf die Arbeiten [Pet] und [Pe2'] von T. Peternell verwiesen.)

Es bezeichne (X:, E) eine zweidimensionale Auflösung und Z ~ 0 einen Zykel

auf X mit Träger in E. Wir geben ein II ~ 1 vor und haben das Ziel, die

Ausdehnungen einer gegebenen lokal freien Garbe über llZ zu lokal freien

Garben über (1l+1)Z zu beschreiben.

Um den Schreibaufwand so klein wie möglich zu halten, bezeichnen wir die

Strukturgarben O()J.+l)Z und 0\lZ in diesem Abschnitt kurz mit 0 und Oll·

Weiter sei F eine vorgegebene lokal freie Garbe .über ° und die Einschrän-
II ~

kung von F auf Z 'werde F:= F .0 Oz genannt. Unter einer Ausdehnung F
)J. . )J. )J.

von F werden wir eine lokal freie O-Modulgarbe F mit F, V = F verstehen,
II U)J. 1J

also nach 3.9 eine kurze exakte Sequenz von V-Moduln:

(e) °- F (-JjZ) - F - F - 0.
)J.

Zwei Ausdehnungen F und FI von F werden als isomorph angesehen, wennJj
die zugehörigen Sequenzen (e) und (e I ) als Extensionen isomorph sind, wenn

also ein Isomorphismus der Mittelterme existiert, der auf den Endtermen die

Identitäten induziert.
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In diesem Sinne können Isomorphieklassen von Ausdehnungen von F als Ele-
1.1

mente (e) von Ext ~( F1.1' F ( -IJZ» ve rsranden we rden, wobei aHe rdings nu r die-

jenigen Extensionen vorkommen, deren Mittelterme lokal frei über 0 sind.

Die Gruppe Ext~( FIJ,F( -IJZ» kann darüber hinaus auch nicht in einfacher

Weise als die Cohomologiegruppe einer Garbe interpretiert werden, weil F. 1.1
nicht lokal frei über 0 ist. Hingegen gilt

Ext~.(F ,F(-IJZ» ~ Hl(E, F" 41
0

F(-IJZ» ~ H1(E,F"eF(-IJZ»
VIJ 1.1 1.1 1.1

und ExtÖ (F ,F( -IJZ» ist ·in natürlicher Weise eine Untergruppe von Exto
l
(F ,

1.1 1.1 1.1
F(-IJZ», denn jede 0 -Extension von F durch F(-IJZ) ist zugleich auch eine

1.1 IJ
Extension über 0, die über 0 genau dann spaltet (also dem Nullelement von

Ext l entspricht), wenn sie über 0 spaltet.
IJ

Es wird sich· erweisen, daß die zu Ausdehnungen von F gehörenden Extensio
1.1

nen genau eine Nebenklasse von ExtÖ (F ,F(-IJZ» in Ext
0
1

( F ,F(-IJZ» bilden.
IJ IJ 1.1 .

Dazu rufen wi r ku rz die Realisierung de r addit iven St rukt ur von Ext 1(C,A)

(wir betrachten vorübergehend Moduln über einem festen Ring) auf den

korrespondierenden Extensionssequenzen durch die sogenannte "Baer-Multipli

kation" ([HA, Chapter XIV.!]) in Erinnerung. Zwei Elemente e,e' EExt 1(C,A)

seien repräsentiert durch Sequenzen

(e)
p q

O-A-B-C-O und (ei)
pi ql .

o - A - BI - C - O.

von F zu einer lokal freien
1.1

repräsentiert durch

Dann wird e+e' durch die folgende Sequenz repräsentiert:

p ~ Ci
(e+e ,) 0 - A - B - C - 0, wobei definiert wird:

B := Bx BI/( _ ')(A) = Hb,b')EBxB' I q(b)=q'(b l
)}

C p, P {(p(a),-p'(a» I aEA }

p(a) := (p(a),O) = (O,p'(a»,

q( (b,b'» := q(b) = ql(b l
).

-p q
(Das zu (e) additive Inverse (-e) nimmt dann gerade die Form 0 -A -B -C- 0

oder - äquivalent - 0 - A ~ B-.:tC - 0 an.)

Wir fixieren jetzt eine gegebene Ausdehnung

Garbe F über 0, also ein eo EExt ~( F1.1' F( -IJZ»,

(e0) 0 - F(-IJZ) J F 3 F - o.
IJ

(Natürlich stellt sich die Frage, ob zu gegebenem F überhaupt Ausdehnungen
1.1

existieren. Diese Frage ist im allgemeinen nicht trivial zu .beantworten, man
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kann .aber zeigen, daß die Obstruktionen für die Existenz von Ausdehnungen

in der Gruppe H
2(E, F"'~ F( -)JZ» liegen; siehe [Pe1, Satz 1 J. In unserer Situa

tion verschwindet diese Gruppe schon aus Dimensionsgründen, so daß lokal

freie Garben über 0 immer Ausdehnungen zu lokal freien Garben über 0
)J

besitzen..)

Ist jetzt eine zweite Ausdehnung von F gegeben,)J
pi q'

(e) 0 - F( -IlZ) - F - F - 0,)J

so liegt (e)-(eo ) bereits in der Untergruppe ExtÖll( F)J,F(-)JZ» von Ext6( F)J'

F(-)JZ». (Dazu ist zu zeigen, daß der Mittelterm der Sequenz (e-e o ) durch

o(-)JZ) annulliert wird. Sei also (f, f ,) ein Keim aus F)(F, F I und g ein Keim
)J

aus O(-)JZ) im seiben Punkt_ Weil F und Fr lokal frei sind, wird (f,f ' ) durch

Multiplikation mit g in ein Element der Form (p(gf), p' (gf I» .abgebildet,

wobei { und f' die Reduktionen von f und fl modulo O(-Z) sind. Aus q(f) =
qr(f') folgt f = {I, so daß g-(f,f ' ) E (p,pl)(F(-)JZ» und deshalb g·(f,f')?O ist.)

Wenn umgekehrt € ein beliebiges Element aus Ext6 (F ,F( -)JZ» ist, dann)J )J
definiert (eo)+(e:) wiederum eine Ausdehnung von F. (Man verifiziert leicht)J
in lokalen Karten, daß' die lokale Freiheit von F über 0 durch die "Addition"

einer 0 -linearen Extension nicht verloren geht.) Man erhält so:
)J

Satz 3.15: Die Isomorphieklassen von Ausdehnungen einer lokal freien Garbe

F über lJl, zu lokal freien Garben über ()J+1)Z entsprechen den Punkten des)J
affinen Teilraumes (eo) + ExtÖ ( F ,F(-)JZ» in Exto

1( F ,F(-)JZ», wobei (eo )
)J )J )J

eine beliebige lokal freie Ausdehnung von F repräsentiert, und stehen damit

in (unkanonischer) Bijektion zu den Eleme~en von Ext01 (F ,F( -)JZ» ~ H
1

(E,
. 1J IJ

(Der in 3.15 genannte affine Teilraum enthält die 0 nicht, weil die spaltende

Extension F 19F( -)JZ) keine lokal freie Garbe über 0 ist.)
)J

Die folgenden einfachen Bemerkungen folgen direkt aus der etwa in [LC, §6]

gegebenen Beschreibung des Yoneda-Produktes, man kann sie auch in [eS,

Chapters 1.8, )(1.4] finden. (Dort wird das Yoneda-Produkt als "composition

product 11 bezeichnet.)
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" 1
Bemerkungen 3.16: (1) Ist O-F(-lJZ) - F- F - 0 eine zu (e)E ExtO(F ,F(-lJZ»

lJ lJ
gehörende Extensionssequenz, so kann die entsprechende Corandabbildung

ö : HO(E, F ) - H1(E, F( -lJZ» durch die Anwendung der Klasse e vermittels dese 1J.
Yoneda-Produktes

HO(E, F ) )( Exto
1

( F ,F(-1.lZ» - H1(E,F(-lJZ»
lJ II

realisiert werden. ([ es, 1.8.8])

(2) Sind e, e'E Exto
l
(F ,F( -llZ», so folgt Ö I = Ö + Ö I für die entsprechen-

lJ e+e e e
den Corandabbildungen. (Wegen Linearität des Yoneda-Produktes.)

(3) Ist speziell EEExt8 (F ,F(-llZ» =H
I
(E,F ....II F(-llZ», so kann der assoziierte

o 1J 1 lJ
Corand ö : H (E, F ) - H (E,F(-lJZ» auch als Cup-Produkt mit der Klasse E,

E 1J. I
gefolgt von der Kont raktionsabbildung HI(E, (F • F ....) a F( -llZ» - H (E, F( -lJ.Z»,

verstanden werden. (Vgl. 1.6)

Wir betrachten als nächstes die natürliche Aktion der Automorphismen von

F auf den Ausdehnungen von F. Dazu sei IJI EEnd O (F ) -eine invertierbare
lJ 1J. 11 lJ

Abbildung und

(e) o - F(-llZ) P. F ~ F - 0
1.1

o - F(-lJZ) E

I1 p
o - F(-lJZ) -(e)

·1

F qr..9 F - °
II

~ 1 ~

F ~ FlJ - °
Deshalb kann die" Bildung von lfI·(e) mit Hilfe des folgenden Yoneda-Produk

1
tes ausgedrückt werden, das der End( FIJ)-Modulstruktur von Ext

O
( FIJ,F(-lJZ»

entspricht:

-1
eine lokal freie Ausdehnung von F • Durch Komposition von q: F- F mit 1fI

II II
F - F erhält man eine zu (e) im allgemeinen nicht isomorphe Ausdehnung

lJ IJ
von F , die als Extension gerade das PuIl-back qr·(e) von (e) bezüglich IJI ist:

lJ

qr ·(e)

1 1
HomO(Fll,FlJ) )( ExtO(Fll,F(-lJZ » - ExtO(FIJ,.F(-JJZ»

( 1fI e) , 1fI ·(e)

Schreibt man qr =id + h, so folgt mit der Linearität des Yoneda-Produktes, daß

qr·(e) :: id·(e) + h·(e) =(e) + h*(e) gilt, was man so verstehen kann, daß die

Extension (e) durch die Operation von 1fI gerade um h·(e) abgeändert wi rd.

Als Differenz zweier Ausdehnungen von F zu lokal freien Garben über 0 ist
IJJ 1

h·(e) e1n Element der Untergruppe ExtO ( F ,F(-JJZ» ::: H (E,F""II F(-JJZ», das
lJ lJ
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als Cohomologieklasse durch das Yoneda-Produkt

HO(E, F.... F ) x Ext
0
1(F ,F(-llZ)) - Hl(E,F.... F(-~Z))

~ pp.

(h , e) I , h*(e)

gegeben wird. Weil dieses Produkt gleichzeitig einen Corand beschreibt, folgt:

Satz 3.17: Es sei (e) 0 - F( -pZ) - F - F - ° eine lokal freie Ausdehnung von F
II P

und cp::: id + hein Automorphismus von F • Dann geht die Extension cp*(e) aus

(e)durch Addition (in Ext~( FJ.I,F( -J.IZ»') von h*(e) E H1(E,F·. F(-J.IZ» hervor,

wobei h*(e) das Bild von hunter '.dem Corand

HO(E, F"".F ) - H1(E,F"'s F(-llZ))
).1 J.l

ist, der zu. der über 0 mit F"" tensorierten Sequenz (e) gehört.

Wir schließen mit einer kurzen Erörterung des globalen Ausdehnungsproblems,

nachdem wir bis hierhin nur infinitesimale Ausdehnungen auf Vielfache von

Zykeln betrachtet haben~ Ist F eine fest vorgegebene lokal freie Garbe auf X
mit Einschränkung F =FeO

Z
auf einen Zykel Z, so kann nach Satz 3.15 jede

andere lokal freie Garbe F' mit FfsOZ =F als sukzessive Ausdehnung von F zu

F2Z' F3Z' .•• durch eine unendliche· Folge von Extensionsklassen

EllE H
1
(E,F"'.F(-pZ»), ll~l,.

in bezug auf F charakterisiert werden•..

Ist umgekehrt F und eine derartige Folge von Extensionsklassen gegeben, so

erhält man durch die dadurch definierten sukzessiven Ausdehnungen F;a.
zunächst nur eine Garbe F': = lU'm F,',7 übe r de r Garbe 0 := li m 0 Z von

. p. )-LW - Il P
Ringen auf E. (E mit 0 als Strukturgarbe wird naheliegenderweise als forma-

le Umgebung E von E bezeichnet und hängt von der Wahl einer Idealgarbe

von E - hier 0)( (-Z) - nicht ab.) Nach [Arl' Theorem 3.5] existiert aber zu

jedem II ~ 1 ei.ne lokal freie Garbe F"· auf X mit F"aOllZ ::! F' QI 01JZ. Wählt man

p (abhängig von F) hinreichend groß, so ist der Isomorphietyp als Garbe (!)

sowohl einer formalen ~ie auch einer analytischen Ausdehnung von F schon

du rch de ren Einschränkung auf llZ best im mt, so daß jede Ausdehnung von F

auf E die Komplettierung einer Ausdehnung von F auf X bezüglich einer E
definierenden Idealgarbe ist.
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(Die pehauptete endliche Bestimmtheit von Ausdehnungen als Garben kann

leicht mit Hilfe eines Zykels Z I > 0, für den O~ (-Z I) ample ist, eingesehen

werden: In diesem Fall verschwinden alle zu Z' gehörigen Extensionsgruppen

H1(E, FZ,8F
Z

'(-vZ')) für \} ~ \}o, so daß Ausdehnungen über voZ' hinaus ein

deutig sind. Man wähle also J,l mit J,lZ ~ \}oZ f.)

Schließlich zeigt der eben zitierte Satz von Artin, daß zu jeder lokal freien

Garbe F auf Z eine lokal freie Ausdehnung F auf X existiert, denn wie wir

weiter oben festgestellt hatten ist das formale Ausdehnungsproblem stets

lösbar.

Charakterisierung voller Garben über Zykeln. Mit Proposition 3.10

haben wir die Eigenschaft lokal freier Garben über X, volle Garben zu sein,

in Termen von deren Einschränkungen auf einen passenden Zykel ausgedrückt.

Die folgende Proposition zeigt, daß diese Einschränkungen bei günstiger Wahl

des -Zykels die vollen Garben, von denen sie herrühren, schon bis auf Isomor

phie eindeutig bestimmen.

Proposition 3.18: Es sei Z ~ E eIn Zykel auf der Auflösung (X, E) einer nor

malen Flächensingularität , für den 0R( -Z) und w~( -Z) generisch von globalen

Schnitten erzeugt werden und H1(X, 0X(-Z)) =0 gilt. 'F sei eirie lokal freie

Garbe über 0Z' die generisch von globalen Schnitten erzeugt wird und eine

Ausdehnung zu einer lokal freien Garbe über 02Z besitzt, für die der Corand

HO(E,F(Z) - H1(E,F) injektiv ist (vgl. 3.10). Dann gibt es bis auf Isomorphie

von Garben genau eine Ausdehnung von F zu einer v~ll~n Garbe· F auf X.

Bemerkung 3.19: Die Existenz eines Zykels mit den in 3.18 geforderten

Eigenschaften folgt wieder direkt aus Satz 1.3. Analog zu 3.13 stellen wir

fest, daß die drei Bedingungen an Z dazu äquivalent sind, daß Oz (-Z) und Wz
generisch von globalen Schnitten über E erzeugt werden und H

1
(E, 0Z(-Z») = 0

gilt. (Die Einschränkung von 1LI~( -Z) auf Z ist wegen der Adjunktionsformel

1.1(f) gerade wZ.)

Beweis von Proposition 3.18: Es seien F und Z wie in 3.18 vorausgesetzt. Wir

bezeichnen diejenigen Ausdehnungen F (bzw. F Z) von F zu lokal freien
.. I.l

Garben auf X (bzw. J,1Z) als zulässig, für die sich ein (schon durch F2Z fest-

gelegter) injektiver Corand HO(E,F(Z) - H
1
(E,F) ergibt. Wegen 3.10 sind dies
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genau. die Ausdehnungen von F zu vollen Garben bzw. Einschränkungen davon

auf lJZ.)

Um zu zeigen, daß die Isomorphieklasse einer zulässigen Ausdehnung F (als

Garbe het rachtet ) he reits durch F eindeut ig best im mt ist, ist es nach den

Ausführungen am Ende des vorangegangenen Abschnittes hinreichend, das

selbe über alle zulässigen infinitesimalen Ausdehnungen FlJZ' II ~ 2, auszusagen.

Wir werden dies durch Induktion über II leisten. Dazu wählt man eine zuläs

sige Ausdehnung F(ll+l)Z von FllZ und betrachtet die Operation der Automor

phismen von FJJZ auf der Ausdehnungssequenz,

°- F(-llZ) - F(lJ+1)Z - FllZ - 0,

wie sie oben vor 3.17 eingeführt wurde. Wenn die gewählte Ausdehnung durch

geeignete Automorphismen in jede andere ~ulässige Ausdehnung überführt

werden kann, dann haben alle zulässigen Extensionen als Mittelterrn die

Garbe F(J,1+1)Z und der Beweis der Induktionsbehauptung ist vollbracht.

Wir werden diesen Induktionsbeweis in zwei Teilen führen und beginnen mit

dem einfacheren Teil: der weiteren Ausdehnung einer zulässigen Ausdehnung

F2Z von F über 2Z hinaus. Hier ist jede Ausdehnung von FZZ zu einer lokal

freien Garbe auf JlZ, J.l> 2, zulässig, denn die Injektivität von HO(E,F(Z»-

H
1(E,F) hängt nur von der Einschränkung auf 2Z ab. .

Behauptung 1: FlJZ sei eine zulässige Ausdehnung von F, 1J ~ 2. Dann sind alle

Ausdehnungen von FJ,lZ zu lokal freien Garben über (lJ+1)Z als Garben zuein

ander isomorph.

Begründung: Fixiere eine Ausdehnung F(lJ+1)Z von FlJZ. Ist cp = id + hein

Automorphismus von FllZ' so wird die durch den Endamorphismus h verur

sachte Störung der Extension

°- F(-lJZ) - F(Jl+1)Z - FJ.lZ - ° (*)

bei der Wirkung von cp durch das Bild von h unter der Corandabbildung

ö: HO(E,F;:a. FlJZ). - H1(E,F .... F(-llZ»

angegeben, wobei diese Abbildung von der mit F(Jl+1)Z tensorierten Sequenz

(.) induzie rt wi rd. (3.17)
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Wir beschränken uns jetzt auf Automorphismen der Form id + h von FilZ' die

mit von 0IlZ (-Z) annullierten Endomorphismen h gebildet werden. (D.h.: alle

Bilder unter h verschwinden längs E zumindest von der Ordnung (1l-1)Z.) Es

ist also h ein Homomorphismus von FilZ nach FIlZ(-(Jl-l)Z)/ FilZ (-IlZ), was .zu

F(-(1l-1)Z) isomorph ist, so daß h als ein Element von HO.(F;ßGlF(-(1l-1)Z» ~

HO(E,F"'lIF(-(Jl-l)Z» verstanden werden kann.

Wir werden zeigen, daß die Einschränkung der oben angegebenen Corandabbil

dung ö auf HO(E,F"'wF(-(1l-1)Z» eine Surjektion auf H
1(E,F"'aF(-JlZ» ist,

woraus unter Verwendung von 3.15 die Behauptung 1 folgt, weil dann alle

Ausdehnungen von F Z aus (*) durch Anwendung von id + h, h wie oben, her-Il .
vorgehen. (Man beachte, daß id + h für einen solchen Endomorphismus h, der

wegen Jl ~ 2 Nullstellen längs E aufweist, stets ein Automorphismus von FilZ

ist.)

Wir bezeichnen mit ö' die zu betrachtende Einschränkung von ö, also

Öl: HO(E,F"'aF(-(Jl-l)Z» - H1(E,F"'aFC-JlZ».

Aus dem natürlichen Pull-back-Diagramm, das von der Inklusion der von

0IlZ(-Z) annullierten Endomorphismen in den vollen Endomorphismenmodul von

FilZ induziert wird,

°- F"'e F( -IlZ) - Fizll F2Z( -(J,1-1)Z) - F"'w F( -(J.!-1 )Z) - ° (••)
~ I [

°- F"'wF(-J,1Z) - F(J.1+1)ZlIF(J.1+1)Z F~G1FJ.1Z - 0

entnimmt man, daß ö' gerade die Corandabbildung der exakten Sequenz (**)

ist und insbesondere allein ~on F
ZZ

abhängt.

Es sei nun Feine beliebi ge lokal frei e Ausdehnung von F(J.1+ 1)Z auf X. Dann

ist F automatisch eine zulässige Ausdehnung von F, also eine volle Garbe,

und nach 3.14 verfügt man über ein kommutatives Diagramm

H~(X,F) t-. H1(X,F)

l~ 1~
HO{E,F(Z»~ H1(E,F)

Durch Dualisieren folgt daraus (mit 1.5, 1.10, 1.11 und Olz ~ UX a OZ{Z) ):

1 - ... 1 - ..,
HE{X, F lIOlx)- H (X, F ewx)
o I" ö" 1 I"

H {E,F....wZ)-H (E,F"'(-Z)~Z)
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(Man peachte, daß man die Surjektivität der unteren Corandabbildung ölT nur

durch Vergleich mit der oberen surjektiven Abbildung erhält, weil man die

durch eine Sequenz über OZZ definierte Abbildung HO(E,F(Z» - H
1(E,F) nicht

ohne weiteres über Z dualisieren darf.)

Nach Voraussetzung werden F, 0X(-(lJ-1)Z) und wJ« -Z) generisch von globa

len Schni tten erzeugt, so daß eine generische Surjektion s 05{ - F( -I.lZ) 4t w~

existiert. Aus dieser Abbildung und der Sequenz (•• ) erhält man ein kommu

tatives Diagramm mit exakten Zeilen und generisch surjektiven Spalten:

o - sF"'( -Z) SWZ - sFiz sOl5{(Z) sF'"sOlZ °
1 1 1°- F"'sF(-IlZ) - FizsFzz(-(lJ-1)Z) - F"'sF(-(lJ-l)Z) - °

und daraus einen Vergleich von Corandabbildungen

° s·ö" 1·
s·H (E,F""4tOl

Z
) - s·H (E,F""(-Z)4tOl

Z
)

o I ö' 1 I
H (E,F"'sF(-(lJ-l)Z» - H (E,F"'sF(-IJZ»

(Die rechte vertikale Abbildung ist surjektiv, weil sie von einer generisch sur

jektiven Abbildung induziert wird, vgl. 3.4( 3).)

Aus diesem Diagramm folgt die Surjektivität von Öl, womit die Behauptung 1

bewiesen ist. J

Behauptung 2: Alle zulässigen Ausdehnungen von F zu lokal freien Garben

über 2Z sind als Garben zueinander isomorph.

Begründung: Diese Behauptung wird bis auf eine geringfügige Verfeinerung

genau wie die erste Behauptung bewiesen. Es wird wieder eine Ausdehnung

(e) °- F(-Z) - F - F - °2Z

fixiert, die die Eigenschaft besitzt, daß die durch einen Twist mit 0X(Z)

induzierte Corandabbildung ö: HO(E, F(Z» - H1(E,F) injektiv ist. Die Operation

eines Automorphismus Q) von F überführt (e) in eine neue Ausdehnung von F,

die aber wieder zulässig ist, denn t5 wird durch cp in ö 0 ip überführt, wobei ip

den durch Q) gestifteten Isomo rphismus von HO(E, F (Z) ) bezeichnet. F0 Iglich

besteht der Aut(F)-Orbit von (e) ausschließlich aus zulässigen Ausdehnungen.
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Genau wie zuvor erhält man für die durch id + h, wobei h E HO(E,F'" 8 F) ein

Endomorphismus von F ist, verursachte Störung der Extensionsklasse (e) eine

Beschreibung durch eine surjektive Corandabbildung (tatsächlich wurde dafür

oben nur lJ. ~ 1 benötigt 1)

ö ': HO{E,F"'s F) - H1{E,F"'sF{-Z».

Es ist lediglich zu beachten, daß nicht jeder Endomorphismus h von F durch

id + h einen Automorphismus von F definiert. Diejenigen Endomorphismen h,

für die id + h invertierhar ist, bilden allerdings eine offene und dichte Teil

menge H von HO(E,F"'sF). (Dazu bemerkt man, daß auf der kompakten Kurve

E die Eigenwerte eines Endomorphismus von F konstant sind, weil das cha

rakteristische Polynom als holomorphe Abbildung von E. in einen affinen

Raum konstant ist. AUs dieser Beobachtung folgt sofort die Offenheit von H.

Auch die Dichtheit ist. leicht einzusehen, denn ein jeder Nicht-Automorphis

mus f von F kann durch Addition von t·id
F

, tEe beliebig klein, invertierbar

gemacht werden.)

Weil H offen und dicht in HO{E, F'"8 F) ist, ist auch Öl (H) eine offene und

dichte Teilmenge von H
1

(E, F'" GI F( -Z», denn Öl' ist als surjektive lineare

Abbildung zwischen endlich-dimensionalen Vektorräumen stetig und offen.

Wir erfahren also, daß der Aut{F)-Orbit (e) + ö'(H) offen und dicht in der

Nebenklasse (e) + H
1

{E,F"'41 F{-Z» in ExtÖ2Z{F,F{-Z» liegt, die alle Ausdeh

nungen von F zu lokal freien Garben über 2Z parametrisiert. Weil es in

einem affinen Raum wie (e) + H
1

{E,F"'41F(-Z» nur einen einzigen offenen und

dichten Orbit der Aut{F)-Operation geben kann und jede zulässige Ausdeh

nung nach dem eben Bewiesenen einen offenen und dichten Aut(F)-Orbit

definiert, liegen alle (Isomorphieklassen von) zulässigen Ausdehnungen in ein

und dem selben Aut(F)-Orhit. Daraus folgt die Behauptung wie zuvor. J
Mit der Behauptung 2 ist auch die Proposition 3.18 bewiesen. I

Wir fassen die Ergebnisse dieses Kapitels noch einmal zusammen. Wie stets

sei (X,x) eine normale Flächensingularität und 1t:{X,E)-{X,x). eine Auflösung.

Definition 3.20: Ein Zykel Z ~ E auf X wird Reduktionszykel genannt, wenn er

die folgenden drei Eige~chaften besitzt:

(i) 0x{-Z) wird generis~h von globalen Schnitten erzeugt;

(ii) w~{-Z) wird generisch von globalen Schnitten erzeugt;

(Hi) Es gilt: H
1(X, 0j{{ -Z)) =o.
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Wegen Satz 1.3 gibt es immer Reduktionszykel. (Vergleiche auch 3.13 und

3.19 für eine gleichwertige Kennzeichnung von Reduktionszykeln durch Eigen

schaften von 0Z(-Z) und tLIZ.)

Jeder Zykel Z ~°auf X definiert durch die Zuordnung

für ME MCM(OX ),x

einen Funktor RZ{-) von der Kategorie ~M{ 0x,x) der reflexiven Moduln auf

(X,x) in die Kategorie der lokal freien 0Z-Modulgarben.

(Die F~ktorialität von Rz ist klar, weil es sich um die Hintereinanderaus

führung der Funktaren x*, zweimal HomOx(-'Ox) und -~O~OZ handelt.)

Hin')ichtlich der Fragen, wann ein Modul M aus MCM( 0x ) durch sein Bild,x
RZ(M) bestimmt ist, und welche lokal freien Garben auf Z als Bilder unter

RZ auft reten können, haben wi r bewiesen:

Theorem 3.21: Es sei 1t: (X, E) - (X,x) eine Auflösung der normalen Flächen

singularität (X, x). Ferner sei Z ~ E ein Reduktionszykel auf X. Dann besteht

eine durch den Funktor R
Z
(-):= (1[*(_»"'v qI Oz induzierte Bijektion zwischen

den Isomorphieklassen der folgenden Objekte:

(a) reflexive Moduln M auf (X,x);

(b) lokal freie Garben F über 0Z' die generisch von globalen Schnitten er

zeugt werden und Ausdehnungen zu lokal freien Garben FZZ über 02Z von

der Art besitzen,· daß die durch 0 - F - FZZ(Z) - F(Z) - 0 definierte Co

randabbildung HO(E,F(Z» -H
1(E,F). injektiv ist.

(Die Aussage des Theorems ergibt sich direkt als Zusam menfassung der Pro

positionen 3.2, 3.10 und 3.18.)

Das Theorem 3.21 sollte als eine übertragung der Aufgabe, die reflexiven

Moduln auf einer gegebe~en Flächensingularität (X,x) zu bestimmen, in ein

äquivalentes Klassifikationsproblem angesehen werden. Natürlich wirft dies

die Frage danach auf, inwieweit sich die Eigenschaft der Existenz von Aus

dehnungen, die zu injektiven Corandabbildungen Anlaß geben, in konkreten

Situationen als zugänglich erweist. Obwohl vermutlich im allgemeinen sehr

wenig hierzu gesagt werden kann, stellt sich in den heiden wichtigen Fällen

der rationalen und der minimal-elliptischen Flächensingularitäten doch heraus,
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daß die genannte Bedingung in jeweils sehr einfacher Weise - ohne jeden

Bezug auf Ausdehnungen - zum Ausdruck gebracht werden kann. Dies wird

Gegenstand des nachfolgenden Kapitels 4 sein.

Es sei außerdem schon l hier darauf hin gewiesen, daß bei den nicht rationalen

Singularitäten (im Gegensatz zu 3.8) die vollen Garben auf Auflösungen im

allgemeinen tatsächlich nur über generischen Punkten von ihren globalen

Schnitten erzeugt werden. Das sieht man etwa am Beispiel der einfach-ellip

tischen Singularitäten. (Siehe 5.16 unter Beachtung des Zus.atzes zu 5.15.)

Zum Beschluß dieses Kapit~ls gehen wir noch auf das Problem der Bestim

mung eines Reduktionszykels auf einer gegebenen Auflösung einer normalen

Flächensingularität ein. Um mit Theorem 3.21 ein praktikables Instrument zur

Bestimmung der Isomorphieklassen von reflexiven Moduln zu erhalten, ist man

natürlich an möglichst kleinen Reduktionszykeln interessiert.

Reduktionszykel. 1t: (X, E) - (X,x) sei eine beliebige fest vorgegebene

Auflösung einer normal~n Flächensingularität (X,x). Mi t E t ,... , Ek seien die

irreduziblen Kurven in der exzeptionellen Faser E = U~ 1 E. bezeichnet. Außer-
1= 1

dem sei K ein kanonischer Divisor von X, also UJx~ 0X(K).

Wir betrachten Zykel Z=L~lr.E. auf X mit r.~l für alle i=l, •.• ,k.
1= 1 1 1 -

Für einen Reduktionszykel Z werden die beiden Garben 0x(-Z) und UJ~(-Z)

generisch von. globalen Schnitten erzeugt. Eine notwendige äedingung dafür

ist das Vorhandensein nicbtverschwindender holomorpher Schnitte in jeder der·

Einschränkungen Oj(~-Z)IEi und UJ~(-Z)IEi für,i=l, ••• ,k. Dies führt auf die

für einen Reduktionszykel Z notwendigen numerischen Bedingungen

o ~ deg( O){( -Z) IEi) :: -Z·E i ,

o ~ deg(wy«-z)I
Ei

) = -(K+Z)·Ei ,

i=l, .... ,k, und

i =1, ••. , k.

Bemerkung 3.22: Ist (:R:,E) eine minimale Auflösung von (X,x), so werden die

Bedingungen Z"Ei ~O für i=l, ••• ,k bereits von den Bedingungen Z·Ei ~ -K·Ei
für i=l, .... ,k impliziert ..

Begründung: Tatsächlich ist eine Auflösung (X., E) genau dann minimal, wenn

K·E
i
~ 0 für alle i::: 1, .... ,k gilt, woraus sich sofort die Behauptung ergibt.
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Dies folgt aus der Formel K·E.::: _E.1 + 2g{E.) - 2 + 2 ö., wobei g(E.) das Ge-
I 1 1 I 1

schlecht der Normalisierung von E. und ö. ~ 0 einen von den Singularitäten
. 1 1 -

von E. stammenden Beitrag· bezeichnet (1.14 und [AG, Corollary V.3.7]).
I

Eine Auflösung ist genau dann minimal, wenn sie keine glatte rationale

Kurve mit Selbstschnittzahl -1 enthält. Dies ist zu K·E. ~ 0 für alle E. äqui-
1 - . 1

valent. I,

Proposition 3.23: Unter allen Zykeln Z ~ 0 auf ~, die den Bedingungen Z·E:
i
~ 0

und Z·Ei ~ -K ·Ei für alle i::: 1,••• , k .genügen, existiert ein bezüglich der ge

wöhnlichen partiellen Ordnung wohlbestimmter kleinster Zykel Z •. r

Beweis: (analog zu der entsprechenden Aussage über Fundamentalzykel in

[Arl, p.131].) Es genügt zu zeigen, daß mit zwei Zykeln Z'=tr!E. und Z"=
1 I

t r!'E .. , die den genannten Bedingungen genügen, auch Z:= Lr.E. diese Eigen-
I I 1 I

schaft besitzt, wobei r.: = min{ r! ,r!') für i = 1, ... ,k gesetzt werde. Betrachte
I I 1

hierzu den Schnitt von Z mit einer beliebigen Kurve E., wobei etwa r! ~ r!'
J J - J

r!E.2 + I r.{E."E.) ~ r!E.2 + ~ r! (E.·g.) = Z'''E.
J J i,j 1~ - J J i,j I 1 J . J

~O

Daraus folgt die Behauptung, denn nach Voraussetzung ist Z' ·Ej ~ 0 und auch

Zl.g. S; -K·g." I'
J - J

Folgerung 3.24: Ist Zein Reduktionszykel,

niene Zykel und Zo der Fundamentalzykel

hen die Relationen Z'~ Zr ~ Zoo ~ E.

Z der in Proposition 3.23 defi
r

einer Auflösung (X,E), so beste-

Begründung: Z hat die Eigenschaft, daß Z·E
i
~ 0 und Z·E

i
~ -K ·E

i
für jedes

i =1, ••• ,k gilt (Bemerkung vor 3.22), so daß aus 3.23 schon Z ~ Zr folgt. An

dererseits ist Zo der eindeutig bestimmte kleinste Zykel ~ 0, für den Zo·E
i

~ 0 für i =l, .•• ,k gilt (1.13), so daß Zo ~ Zr folgt. Zo ~ E ist eine wohlbe

kannte Konsequenz aus der negativen Definitheit der Schnittmatrix (E.·g.)" I
. I J

Mit dem Zykel Z aus Proposition 3.23 haben wir eine untere Abschätzung
r

für die möglichen Reduktionszykel erhalten. Als nächstes zeigen wi r, daß sich

-) 6. ist etwa gleich der Anzahl der gewöhnlichen Doppelpunkte und der gewöhn
1

lichen Spitzen, wenn E. keine komplizierteren Singularitäten aufweist.
1
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Z analog zum Fundamentalzykel Zo durch eine Berechnungssequenz . wie in
r

1.16 gewinnen läßt.

Proposition 3.25: Man definiere eine Folge von Zykeln Z{J..I) ~ 0 rekursiv wie

folgt: Beginne mit Z(O):= E. , wobei E. eine beliebige Komponente von E

ist. (Alternativ kann auch l~it Z(O):=1E oder Z(O):::: Zo begonnen werden,

wobei Zo den Fundamentalzykel bezeichnet.") Wenn im letzten Schritt ZÜt}

bestimmt wurde und ein E. existiert, für das ZÜI)·E. >0 oder Z(ll).E. > -K·E.
1 ( +1) ()I 1 1

gilt, dann bilde man den neuen Zykel Z II := Z II + E. und fahre rekursiv
1

fort •. Der letzte Schritt kann nur endlich oft wiederholt werden. Das Ver-

fahren endet mit dem Zykel Z als zuletzt bestimmtem Z(ll).
r

Beweis: (analog zu [La1 , Proposition 4.1].) Weil die Konstruktion· eine strikt

ansteigende Folge von Zykeln Z(ll) definiert, ist bloß zu zeigen, daß Z(ll) ~ Zr

für alle II gilt. Der Abbruch des Verfahrens mit Z(ll) bedeutet, daß Z(ll).E
i
~

o und Z(ll).E
i
~ -K·Ei für alle i::: 1, ••• ,k gilt, d.h.: ·Z(ll) = Zr.

Zunächst 1st z(O) s: Z· klar (siehe auch 3.24). Nehme J·etzt Z(IJ) ~ Z, aber
- r - r

Z(ll),Z,an und schreibe Z(ll)=Ir!E. sowie Z =lr.E.• Wenn E. eine Kurve
r () () 11 r 11 J

ist, für die Z II ·E. > 0 oder Z II ·E. > -K-E. gilt, dann haben wir nur rIo < r.
J (ll+l) J (IJ) J (IJ) J J

nachzuweisen, damit auch Z = Z + E. s: Z folgt. Wegen Z s: Z istJ - r - r
schon r l

. s: r.·, im Falle von Gleichheit würde gelten:
J - J

ZÜ.t)·E. = rIo E~ + I r! (E.-E.) s: r.E} + I r. (E.·E.) = Z ·E.,
J J J i#j J 1 J - J J i#j J 1 J r J

also Z(J,1)-E. ~ 0 und auch Z{J,1).E.. ~ -K·E. im Widerspruch zur Annahme über
J - J - J

die Kurve E.. I·
J

In den Fällen von rationalen und minimal-elliptischen Singularitäten kann

man über die bloße Abschätzung von 3.24 hinausgehen und einen kleinstmög

lichen Reduktionszykel direkt angeben.

Proposition 3.26: (X, E) sei die Auflösung einer rationalen Singularität. Dann

ist der in Proposition 3.23 definierte Zykel Zein Reduktionszykel.
r

(Wegen 3.24 ist Z in der Tat kleinstmöglich in der Menge der Reduktions-
r

zykel. Das bedeutet allerdings nicht, daß es nicht trotzdem kleinere Zykel Z

~ E gibt, für die der in. Theorem 3.21 definierte Funktor R
Z

ebenfalls eine

Bijektion von Isomorphieklassen liefert. Siehe aber Beispiel 3.28.)
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Beweis: Für den Zykel Z gilt -Z ·E. ~ 0 und (-K -Z )·E.;; 0 für alle irredu-
r r 1- r 1

ziblen Komponenten E1,.•• ,Ek von E. Nach [Li, Proposition 11.1] werden des-

halb die beiden Garben 0X(-Zr) und 0X(-K -Zr) ~ w~(-Zr) von globalen

Schnitten erzeugt. Wählt man eine Surjektion s 0)( - 0X(-Zr)' so impliziert

H
1(X,OX) =0 mit deren Hilfe auch das Verschwinden von H

1
(j{,Ox(-Zr)). I:

Proposi t ion' 3.27: (X, E) sei die mini male Auflösung eine r mini mal-e llip-

tischen Singularität. Dann stimmt der in Proposition 3.23 definierte Zykel Z
r

mit dem Fundamentalzykel Zo ilberein und ist ein Reduktionszykel.

Beweis: Wir müssen nur begründen, daß Zo ein Reduktionszykel ist, denn

dann ist nach 3.24 Zo ~ Z und zugleich Z ~ Zo, also Zo = Z •- r r - r

Nach 1.19(3) gilt Zo =-K für einen kanonischen Divisor K von X. Die Garbe

w~( -Zo) ::r 0x wird also trivialerweise von globalen Schnitten erzeugt. Nach

[Lai, Theorem 3.13], siehe auch 1.21 (1), stirn mt Oj{( -Zo) in generischen

Punkten mit der Urbildgarbe des maximalen Ideals des sing.ulären Punktes

überein und wird daher zumindest generisch von globalen Schnitten erzeugt.

Schließlich verschwindet H
1(X, 0;« -Zo)) wegen 0X( -Zo) ~ Wx nach dem Satz

von Grauert-Riemenschneider. Damit erfüllt Zo alle Anforderungen an einen

Reduktionszykel. I~·

Wir geben schließlich noch ein Beispiel einer rationalen Singularität, das auf

zeigt, daß erstens der Fundamentalzykel der minimalen Auflösung einer ratio

nalen Singularität im allgemeinen kein Reduktionszykel ist - solche Beispiele

sind leicht schon unter den Quotientensingularitäten auszumachen -, zweitens

aber die vollen Garben auf der Auflösung auch tatsächlich durch ihre Ein

schränkungen auf den Funda"mentalzykel im allgemeinen nicht eindeutig be

stimmt werden. D.h..: Bei rationalen Singularitäten gilt kein Analogon zu

Theorem 3.21 mit dem Fundamentalzykel Zo an Stelle eines Reduktionszykels.

Dieser Sachverhalt ist um so bemerkenswerter als der Fundamentalzykel der

Auflösung einer rationalen Singularität durchaus dazu geeignet ist, die Eigen

schaft einer lokal freien Garbe auf der Auflösung, eine volle Garbe zu sein,

zu charakterisieren. Er erfüllt nämlich die Voraussetzungen von Proposition

3.10. (Vgl. 1.17(2))
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Beispiel 3.28: Wir betrachten eine normale Flächensingularität, deren mini

male Auflösung eX. ,E) einen dualen Graphen von der folgenden Gestalt defi

niert*:

-2 ~:r -2••---4jt---.
-2.

Die fünf irreduziblen rationalen Kurven seien mi t EO' ... , E4 bezeichnet, wobei

E
O

für die zentrale Kurve stehe. Der Fundamentalzykel ist in diesem Fall

reduziert: Zo ~ EO+ ... + E4' und wegen Zo ·(Zo + K) = -2 handelt es sich bei

diesem Beispiel um eine rationale Sing uls rität (1.15).

Mit 3.25 und 3.26 stellt man nun leicht fest, daß der kleinste Reduktionszy

kel Zr nicht mit Zo übereinstimmt, sondern Zr = Zo + EO= 2EO+ E] + ••• + E4
ist.

Um zu zeigen, daß Zo nicht die Rolle des Reduktionszykels In 3.21 überneh

men kann, werden wir zwei invertierbare Garben LI und LZ auf Zo = E an

geben, für die LI!) LZ zwei zueinander nicht isomorphe Ausdehnungen zu

vollen Garben auf X besitzt. Wir begründen zunächst, daß dafür die folgenden

Eigenschaften hinreichend sind:

(i) L. wird von globalen Schnitten erzeugt für i = 1,2;1 -

(ii) HO(E,L. (E)) = 0 für i = 1,2;
1

(Hi) H
1
(E,Li"L2(-E)); 0.

Mit (i) und (ii) folg,t aus Proposition 3.10, daß LI und L
Z

die Einschränkun

gen von vollen Garben L
l

und L
Z

von X auf E sind, daß aber auch umgekehrt

jede Ausdehnung von LI !) L
Z

zu einer lokal freien Garbe F auf X schon eine

volle Garbe ist. Eine solche Ausdehnung definiert eine exakte Sequenz von

Endomorphismengarben

o - End(L l eLZ)( -E) - End(F IZE ) - End(L 1 lB LZ) - 0,

woraus man durch übergang zu den globalen Schnitten

.) Da die vier Schnittpunkte der äußeren Kurven mit der zentralen Kurve ein Doppel

verhältnis besitzen, existieren unendlich viele nicht-isomorphe Singularitäten dieses

Typs. Wir wählen eine davon aus.
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r Ö 1
End( FI

ZE
) - End(L l e LZ) - H (E, End(L1e LZ)( -E»

1 u
H (E, LieLz (-E»

erhält. Für den Fall der "trivialen" Ausdehnung F ~ L
l

$ L
2

(L
l

, L
2

wie oben)

entsteht so eine Corandabbildung ö, in deren Kern die beiden idempotenten

Endomorphismen id
LI

1& 0L
2

und OLl 1& id
L2

von Ll 1& LZ liegen, denn beide sind

Bilder unter der Abbildung r..

Wähle jetzt ein E10 aus Hl(E,LieL2(-E)) und fasse es in natürlicher Weise

als Element von Ext8E(Ll eL2,(L l eL2)(-E» auf. Nach 3.. 15 definiert das

Translat der Ausdehnung von Ll ft LZ zu (L 1e LZ) IZE um E eine neue Ausdeh

nung von L1e LZ zu eineriokai frei en Garbe FZE auf ZE.. Wi r werden zeigen,

daß FZE unzerlegbar ist und deswegen nicht zu (LI ft' Lz)IZE isomorph sein

kann. Der im Sinne der Sequenz (*) zu FZE gehörende Corand ö: End(L l eL
Z

)

- HI(E, End(L I eLZ)(-E» besitzt die Eigenschaft, daß die Komponente des

Bildes von id
L1

eO
L2

in H1(E,LieLz(-E» gerade das Element 810 ist (vgl.

3.. 16). Damit ist idL 11 0L nicht mehr im Bild des Restriktionshomomorphis-
1 2 .

mus r: End( FZE) - End(L1• LZ) enthalten und das selbe gilt für OLl 11 id
La

,

denn man hat 0L flirt + irL 1I0
L

= irL L E im(r) .. Nach [MRT, Corollary
I ~2 LI 2 Lle 2

6.. 4] haben wir für die Unzerlegbarkeit von FZE nur zu zeigen, daß ° und. id

die einzigen idempotenten Endomorphismen von F
ZE

sind.. Ist nun <p ein Idem

potent von End( FZE)' so ist auch r( <p) ein Idempotent in End(L1e LZ)' also

nach dem oben Gezeigten entweder 0 oder id
L

L' weil die beiden anderen
1 11 2

Idempotenten nicht im Bild von r liegen. Daraus folgt bereits, daß ~ selbst

°oder id ist ..

Wir geben jetzt zwei invertierbare Garben LI und L
Z

auf E an, die den An

forderungen (O-Oii) genügen. Dazu bemerken WH, daß die invertierbaren

Garben Lauf E nach Lipman ([Li, Propositions 10.. 4, 11.1]) bis auf Isomor

phie bijektiv ihren Chernklassen Cl (L) = (dO' d l , ••• ,d4) E 7L
5

entsprechen, wobei

d. den Grad der Einschränkung L e OE. von Lauf E. angibt, i = 0, .... ,4. Wir
1 1 1

wählen jetzt Ll mit Cl (LI) = (2,0,0,0,0) und LZ = OE' d.h. Cl (L Z) = (0, ••• ,0).

Dann gilt wegen [Li, Proposition 11.1] berei ts 0). Das Nichtvorhandensein

von Schnitten mit Polen der Ordnung I längs E entnimmt man leicht aus

c 1(L1(E»=(2,-I,-1,-I,-1) und c
1

(L
2
(E»=(0,-1,-1,-1,-1), so daß auch (ii)

gilt. Für (Hi) betrachtet man c1(LieLz(-E»=(-2,1,1,1,1). Dies zeigt, daß

man durch Restriktion auf E
O

eine Surjektion
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H
1
(E,LiaL2(-E)) - Hl(EO,LiaL2(-E)eOEo) ~

erhält, was schließlich (i ii) bestätigt. I

Bemerkung 3.29: Die im Beispiel 3.28 studierten rationalen Singularitäten

haben die Multiplizität 4 und die Einbettungsdimension 5, wie man -Zo·Za = 4

mit 1.17 entnimmt. Wahl hat in [Wal' Example 5.5] außerdem gezeigt, daß

diese Singularitäten determinantiell sind, wobei das definierende Ideal einer

solchen Singularität in a:{Xl, ••• ,Xs} etwa durch die Minoren der Matrix

x,

beschrieben werden kann.

Des weiteren können alle diese Singularitäten als Quotienten von einfach

elliptischen Singularitäten des Typs EI(4), deren minimale Auflösungen die

Totalräume von Geradenbüodeln vom Grad -4 über glatten elliptischen Kurven

sind (siehe auch Kapitel 5), nach zyklischen Gruppen 7l./27L realisiert werden.

(Das nichttriviale Element von 7l./27L operiert, wenn man die Aktion auf die

minimale Auflösung liftet, auf der exzeptionellen elliptischen Kurve durch

deren· kanonische Involution, die durch die Spiegelung an einem Punkt des

definierenden Periodengitters beschrieben werden kann, und zugleich auf den

Fasern des (-4)-Büodels .durch Multiplikation mit -1.)
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4. DIE STRUKTUR DER UNZERLEGBAREN VOLLEN

GARBEN.

Auch in diesem Kapitel bezeichne (X,x) eine normale ,Flächensingularität;

1[: (X,E) - (X,x) sei eine beliebige Auflösung von (X,x) mit exzeptioneller

Faser E =1t-1 (x).

Im vo ri gen Kap itel waren wi r zu de m Ergebnis gelangt, daß re fl exive Moduln

M über dem lokalen Ring 0x in - bis auf Isomorphi~ - eineindeutiger,x '
Weise durch diejenigen lokal freien Garben auf dem zu einem Reduktions-

zykel Z mit Träger E gehörenden Unterschema in X repräsentiert werden,

die man erhält, indem man die reflexive Hülle des Urbildes von M (als Garbe

auf X aufgefaßt) bezüglich 1l bildet und diese lokal freie Garbe auf Z ein

schränkt. Den so definierten Funktor werden wir auch im folgenden wieder

mit R
Z

bezeichnen (Z sei stets ein Reduktionszykel):

R
Z

(M) := (lt·M)'"''''~ OZ.

Eine lokal freie Garbe F auf Z, die als Bild eines reflexiven Moduls unter

RZ' entsteht, ist die Einschränkung einer vollen Garbe von X auf Z und ist

als solche dadurch charakterisiert, daß (i) F generisch von globalen Schnitten

erzeugt wird, und (ii) es eine Ausdehnung von F zu einer lokal freien Garbe

F2Z über 2Z gibt, so daß die durch die natürliche exakte Sequenz °-F 

F
2Z

(Z) - F(Z) -0 induzierte Corandabbildung von HO(E,F(Z») nach H1(E,F)

injektiv ist. Wir werden die Tatsache, daß eine lokal. freie Garbe F auf Z

die heiden Eigenschaften (0 und (ii) besitzt, dadurch zum Ausdruck bringen,

daß wir sagen, F besitze eine Ausdehnung zu einer vollen Garbe.

Bis hierhin war es nicht erforderlich, die Unzerlegbarkeit der betrachteten

reflexiven Moduln anzunehmen. Tut man dies zusätzlich, so kann man sich

einen genaueren Aufschluß über die St ruktur der als Bilder unter RZ gewon

nenen lokal freien Garben versprechen. Natürlich liegt es nahe, danach zu

fragen, ob das Bild eines unzerlegbaren Moduls Munter R
Z

wiederum unzer

Iegbar· ist. Dies wäre allerdings bemerkenswert, weil die Unzerlegbarkeit

eines Vektorraumbündels bei der Einschränkung auf eine niederdimensionale

Untervarietät (wie Z in X) gewöhnlich nicht erhalten bleibt. Wir werden

*) in der Kategorie der lokal freien 0z-Moduln; siehe auch den folgenden Abschnitt.
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sehen, daß diese Aussage für rationale Singularitäten dennoch richtig ist,

sonst aber im allgemeinen· nicht gilt. Bei den minimal-elliptischen Singulari

täten kann allerdings noch genau ausgesagt werden, in welcher Weise die

Bilder von unzerlegbaren reflexiven Moduln unter RZ als lokal freie Garben

über Z zerfallen.

Unzerlegbare Objekte, Krull-Schmidt-Theoreme. Bevor WH die oben

aufgeworfene Frage behandeln, gehen wir noch kurz auf die uns im folgenden

interessierenden lokal freien Garben und die dafür gültigen Sätze vom Krull

Schmidt-Typ ein.

Definition 4.1: (X, E) sei die Auflösung einer normalen Flächensingularität

und Z ~ 0 ein Zykel auf X mit Träger in E. Es liege einer der folgenden

drei Fälle vor:

(a) F ist eine lokal freie Garbe über R-E;

(b) F ist eine volle Garbe auf X;
(c) F ist eine lokal freie Garbe über Z.

Dann heißt F unzer legbar , wenn aus F::!: F' $ F", wobei F' und. FJI Garben vom

gleichen Typ wie F sind, folgt, daß F' =°oder F" = 0 gilt.

Bemerkung 4.2: Die Voraussetzung, daß die beiden Summanden von F vom

gleichen Typ sind, ist entbehrlich, ·weil in jedem der drei Fälle (a)-(c) die

genannte Eigenschaft auf direkte Summanden vererbt wird.

(Zunächst ist nach [HA, Theorem VIII.6.1'] jeder direkte Summand einer

lokal freien Garbe wieder lokal frei, was für die Fälle (a) und (c) ausreicht.

Im Fall (b) ergibt sich die Behauptung dann aus der in Proposition 3.5 gege

benen Charakterisierung, die mit direkten Sum men vert räglich ist.)

Für die heiden ersten Fälle (a) und (b) von Definition 4.1 folgt ein Krull

Schmidt-Theorem wegen Satz 2.14 und Proposition 3.2 sofort aus dem Krull

Schmidt-Theorem (2.16) für reflexive Moduln. Der entsprechende Satz für

den Fall (c), also für lokal freie Garben über einem Zykel Z ~ 0, wurde von

Atiyah in· [At l , Theorem 2, Lemma 9] bewiesen. Wir fassen diese Ergebnisse

in dem folgenden Satz noch einmal zusammen.
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Proposition 4.3: (X, E) sei die Auflösung einer normalen Flächensingularität

und Z ~° ein Zykel auf X mit Träger in E. Es liege einer der folgenden drei

Fälle vor:

(a) F ist eine lokal freie Garbe über X-E;

(b) F ist eine volle Garbe auf X;
(c) F ist eine lokal freie Garbe über Z.

Dann gibt es eine Zerlegung F=F1 $ ••• e Ft von F in unzerlegbare Garben Fl' ••• ,

Fe von dem entsprechenden Typ. Sind F::I F1 $ ••• $ Ft und F::I Fi $ ... $ F~, zwei

derartige Zerlegungen, so gilt t =t' und es gibt eine Permutation CI der Men

ge {l, ••• ,t} mit F. :tF'(.) für i =1,••• ,t.
1 CI 1

Wir nehmen jetzt an, daß Z ~ E ein Reduktionszykel auf der Auflösung (X,E)

von (X,x) ist. Das folgende Kriterium dafür, daß eine lokal freie Garbe auf

Zeinen unzerlegbaren reflexiven Modul auf (X,x) repräsentiert, ist eine rein

formale Konsequenz aus Theorem 3.21.

Proposition 4.4: (X, E) sei die Auflösung einer normalen Flächensingularität

(X,x) und Z ~ E sei ein Reduktionszykel auf X. Für einen Modul M E MCM(X,x)

sei F =RZ(M) die zugehörige lokal freie Garbe auf Z. Der Modul Mist genau

dann unzerlegbar , wenn es keine nichttriviale Zerlegung F =F' $ F" derart

gibt, daß sowohl F' als auch F" Ausdehnungen zu lokal freien Garben auf 2Z

besitzen, die injektive Corandabbildungen HO{E,F{i)(Z» -H1{E,FO» für i =1,2

induzieren.

Beweis: Es sei zunächst M unzerlegbar und F ~ F' $ F" eine Zerlegung wie in

der Proposition." Als Summanden einer generisch von globalen Schnitten er

zeugten Garbe werden auch F' und Fit generisch von globalen Schnitten er

zeugt, so daß insgesamt beide Garben Ausdehnungen zu vollen Garben haben.

Es gibt also Moduln M',M" EMCM{X,x) mit F' =RZ{MI) und F" ~ RZ{MII) und

aus RZ{M) =F :t RZ{M') e RZ{MIt) ~ RZ{M '19 Mit) folgt M =M' $ MI! wegen der

lnjektivität von R
Z

auf den Isomorphieklassen. Nach Annahme folgt M' =°
oder M" =0, also auch F' =0 oder Fit:: O. J
Für den Beweis der Umkehrung nehmen wi r an, daß F die Unzerlegbarkeits

eigenschaft der Proposition 4.4 besitzt. Aus M ~ M' $ M" folgt F =F' "F", wo

F' := RZ{M') und F It := RZ{MI!) seien. Nach Annahme muß F' =° oder FII =°
sein. Es folgt MI =° oder Mit =° und damit die Unzerlegbarkeit von M. I
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Für die praktische Verwendung des Unzerlegbarkeitskriteriums- der Proposi

tion 4.4 ist es wesentlich, das Zustandekommen der Injektivität der einer

Ausdehnung einer generisch von globalen Schnitten erzeugten lokal freien

Garbe F auf Z zugeordneten. Corandabbildung HO(E,F(Z» - H
1
(E,F) zu ver

stehen.

Im Falle einer rationalen Singularität ist dies besonders einfach, weil hier

aus der generischen Erzeugtheit von F schon H
1
(E,F) =° folgt. Hat man eine

minimal-elliptische Singularität, so k~n unter gewissen Voraussetzungen die

Corandabbildung mit Hilfe der Dualität auf Z interpretiert werden, was

wiederum die Kennzeichnung der zu unzerlegbaren reflexiven Moduln gehöri

gen lokal freien Garben auf Zermöglicht.

Rationale Singularitäten. In diesem Abschnitt wird die folgende Aussage

bewiesen.

Theorem 4.5: Es sei 1t: (X., E) - (X,x) die Auflösung einer rationalen Singulari

tät; Z ~ E sei ein Reduktionszykel auf X. Dann stehen die Isomorphieklassen

der unzerlegbaren reflexiven Moduln auf (X,x) in (durch M - ( Jt·M,...· ~ Oz

vermittelter) Bijektion zu den Isomorphieklassen derjenigen lokal freien

Garben F auf Z, für die gilt:

(i) Fist unzerlegbar;

(ii) F wird von globalen Schnitten erzeugt;

(iii) HO(E, F(Z» =O.

Beweis: -(1) Wir zeigen zunächst, daß eine lokal freie Garbe F mit den

Eigenschaften (i)-(iii) einen unzerlegbaren reflexiven Modul bestimmt.

Wegen (Hi) besitzt jede Ausdehnung von F die Eigenschaft, daß die zugehöri

ge Corandabbildung HO(E,F(Z» - H1(E,F) injektiv ist. Also folgt zusammen

mit (ii) nach 3.10, daß es einen Modul ME MCM (X,x) mit F ~ RZ(M) gibt. Weil

jede Zerlegung von M in eine direkte Summe unzerlegbarer Moduln eine ent

sprechende Zerlegung von F mit sich bringt, liefert 0) die Unzerlegbarkeit

von M. J

(2) Sei nun umgekehrt ME MCM (X,x) unzerlegbar und F ~ RZ(M). Nach 3.8 ist

im Falle einer rationalen Singularität (x·Mt· und damit auch F überall von

globalen Schnitten erzeugt, es gilt also (ii). Andererseits gewinnt man damit
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aus H
1(X, 0X) = 0, daß H

1
(E,F):::° gilt. Die Ausdehnung von F zu (x·Mt"

stiftet nach 3.10 eine Inklusion HO(E,F(Z» e-H
1

(E,F)::: O. Damit folgt auch

(iii). Für (i) betrachten wi r die Krull-Schmidt -Zerlegung F::: F 1 $ ••• 11 Ft von F

in eine direkte Summe von unzerlegbaren Garben und bemerken, daß F 1, ••• ,Ft

die Eigenschaften (ii)! und (iii) von F erben. Nach Teil (1) existieren dann

reflexive Moduln Mi mit Fi ::: RZ(Mi) für i = 1, ••• , t und aus RZ(M) ~ RZ(Ml) e

••• e RZ(Mt) ::: R
Z

(MI e ••• eM
t
) folgt M ~ M

1
e .•. eM

t
• Auf Grund der Unzerleg

barkeit von M muß t =: 1 gelten, also auch F unzerlegbar sein. I'

Bemerkung 4.6: Die Bedingungen (ii) und (Hi) aus 4.5 an eine lokal freie

Garbe F vom Rang r auf dem Reduktionszykel einer rationalen Singularität

beschränken den Grad der Garbe F von unten und von oben. Um diese Aus-

i = 1, ••• , k.

daß jedes F. als Einschränkung von F von glo
1

Wi r erhalten so:

und j = 1, ••• , r, so daß
r

F. ::f e OE (d.. ),
1 j=l i IJ

Die Bedingung (ii) impliziert,

baIen Schnitten erzeugt wird.

sage zu präzisieren sei 'E = E1U ••• U E
k

wieder die Zerlegung von E in die irre

duziblen Komponenten E. ~ IP
1

; mit F. := FeOE' werde die Einschränkung von F
1 1 1

auf die (reduzierte) Kurve E. bezeichnet. Dem Grothendieckschen Spaltungs
1

satz ([Gro, Theoreme 2.1]) zufolge gibt es ganze Zahlen d.. eZ für i = 1, .•. ,k
IJ

gilt

(ii) :) d.. ~° für alle i = 1, ••• ,k und j.= 1, ••• , r.
IJ

Die Bedingung (Hi) ist per Dualität .< 1.5) äquivalent zu H
1

(E, F"~ w
Z

) = 0, was

wiederum H
I

(E. ,F ...."WZlltL.} =° für die Einschränkung auf die' Komponente E.
1 "'~1 1

nach sich zieht. Wegen F"(-Z)Glw..,eOE' ::: F:"~OE.(K·E.) mit einem kanonischen
L.. 1 I 1 1

Divisor K von X foigen aus dem Verschwinden der ersten Cohomologie über

E.:t IP
1

die notwendigen Bedingungen -cl.. + K·E. > -2 oder (mit K·E. = -E.1 -2):
1 IJ 1 1 1

(iii) :) d.. < _E.2 für alle i = 1, ... ,k und j = 1, ••• ,r.
IJ 1
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Mini~al-el1iptische Singularitäten. Das Ziel dieses Abschnittes ist der

Beweis des folgenden Theorems.

Theorem 4.7: Es sei lt: (X.,E) - (X,x) die minimale Auflösung einer minimal

elliptischen Singularität; Z = Zo sei der Fundamentalzykel von X, der zugleich

ein Reduktionszykel ist (3.27)•. Dann stehen die Isomorphieklassen der nicht

trivialen unzerlegbaren reflexiven Moduln in (durch M ... RZ{M) = ( lt*Mtvai Oz

vermittelter) Bijektion zu den Isomorphieklassen derjenigen Garben F auf Z,

für die gilt:

(i) F ~ riO
Z

$ G, G ist lokal frei und unzerlegbar;

(ii) G wird generisch von globalen Schnitten erzeugt;

(iii) H1(E,G) = 0;

(iv) dim[ HO(E, G(Z» =~.

(Wegen (iii) ist notwendig G +0Z' denn es gilt H
I

(E, OZ) ~ H
I (X, 05<) ~ a:: als

Konsequenz aus 3.12. Im übrigen läßt sich der triviale Modul M ~ 0x dieser

Beschreibung nicht unterordnen, weil sich RZC 0X) ~ Oz zwar gemäß (i) mit

n=1 und G=O darstellen ließe, dann aber (iv) nicht erfüllt würde.)

Weitere Bemerkungen zur Aussage des Theorems 4.7 werden WIr 1m Anschluß

an den Beweis machen. Einen ersten Schritt zum Beweis des Theorems- stellt

die folgende Proposition dar·.

Proposition 4.8: F sei eine volle Garbe auf der minimalen Auflösung einer

minimal-elliptischen Singularität. Dann besitzt Fein triviales Untervektor

raumbündel* n 0)( c:: f vom Rang n = di mG: H
1(X, F), dessen Einschränkung auf

den Fundamentalzykel Z ein direkter Sum mand von F := FaI Oz ist: F ~ nOZ $ G.

Für den komplementären Summanden G gilt H
I
(E,G) = o.

Beweis: Zunächst gilt nach 3.14 und wegen Wz ~ Oz nach 1.19(3):

1 - 1 0 v
n = h (X,F) = h (E,F) = h (E,F ).

Wir werden zeigen, daß je n erzeugende Schnitte aus HOCE,F"') ein basis

punktfreies System bilden, also ein tri,viales Unterbündel vom Rang n in F'"'

*) Das heißt, daß n 0x nicht nur Untergarbe ist, sondern das zugehörige tr~viale

Bündel auch überall ein Unterbündel vom Rang n in dem zu F gehörenden Vektor

raum bündel ist.
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(über Z) aufspannen. Hierfür ist nur zu zeigen, daß jeder globale Schnitt

s E HO(E,F~), 510, längs E keine Nullstellen aufweist.

Dazu nehmen wir zunächst- vereinfachend an, daß die exzeptionelle Faser E

nur aus glatten rationalen Kurven E
1
,~•• ,Ek besteht, die sich allerdings nicht

transversal schneiden müssen. (Wir schließen also die Fälle (1)-(3) von 1.20

vorerst von der Betrachtung aus!) Als Konsequenz aus dem Grothendieckschen

. Spaltungssatz· über Ei =t IP
1

erhält man
r

F. := F 3 OE ~ EB OE (d.. ) für i =1, ••• , k,
1 i j=l -i IJ

mit geeigneten d.. E 7l. Weil F und damit auch F. generisch von globalen
IJ 1

Schnitten erzeugt wird, gilt -dij~° für alle i und j.

Es genügt zu zeigen, daß die Einschränkungen des gegebenen Schnittes sauf

alle E. nichtverschwindende Schnitte in den F:" ~ E9 0E.(-d.. ) induzieren. Dann
1 1 1 IJ

existiert nämlich zu jedem i = 1, ••• ,kein j = j(O, so daß die Komponente von

5 IE' in OE' (-d.. ) nicht verschwindet und deswegen -d.. ~° gilt. Daraus folgt
1 1 IJ IJ

aber d.. =0 für diesen Index j, so daß siE' in 0E.(-d.. ) = OE' tatsächlich nir-
IJ 1 1 IJ 1

gends verschwindet, woraus die Nullstellenf reiheit von 5 folgt.

Zu diesem Zweck nehmen wir an, daß· 5 von einem Schnitt s' E HO(E,F~(-Y»

induziert wird, wobei Y= Ia.E. >0 ein Zykel ist, von dem man gleich Y~Z
1 1

annehmen darf (weil s von O~( -Z) annulliert wird.) Wir führen diese An-

nahme zu einem Widerspruch, indem wir zeigen, daß' s in diesem Fall sogar

von einem Schnitt s" ~ HO(E,F~(-Z» induziert wird, also s = 0 im Gegensatz
. ....

zur Voraussetzung gilt.

Ist Y ~ Z und Y -1 z, ~o gibt es, weil Z der Fundamentalzykel. ist, ein E. mit
1

Y·E. >o. Damit folgt für die Restriktion von s' auf die Kurve E.:
1 1

s' I
E

E HO(E,F~(-Y)CII0E.) = HO(E,F74DOE.(-Y-E.))
i 1 1 1 1

o r
= H (E., m 0E.(-d.. - Y-E.)) = 0

1 j=l l~
<0 wegen d.. ~ 0

lJ-

Folglich verschwindet s' identisch längs E., so daß s sogar schon von einem
1

Schnitt aus HO(E,F~(-Y-E.)) induziert wird. Dieses Argument kann nun so
1

oft wiederholt werden, bis nach endlich vielen Schritten der. Fundamental-

zykel Z erreicht wird. (Vgl. 1.16)
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Wir gehen jetzt kurz auf die drei zuvor ausgeschlossenen Fälle (1)-(3) aus

1.20 ein, wobei E in jedem dieser Fälle aus nur einer irreduziblen Kurve be

steht und der Fundamentalzykel Z deswegen reduziert ist. (1) E ist eine

glatte elliptische Kurve - Wir greifen hier auf die im folgenden Kapitel er

läuterte Klassifikation der unzerlegbaren holamorphen Vektorraumbündel auf

glatten elliptischen Kurven nach Atiyah vor und bemerken (vgl. 5.6(iv) und

5.15), daß das einzige unzerlegbare Bündel, das sowohl generisch von seInen

globalen Schnitten erzeugt wird als auch einen Schnitt in seinem Dual zuläßt,

das triviale Bündel ist, so daß man hier sofort ein triviales Unterbündel des

gewünschten Ranges erhält. (2),(3) E ist eine singuläre rationale Kurve 

Hier zieht man die Normalisierung v: IP
1

-- E. heran und betrachtet v*F an

Stelle von F, wobei v*F wiederum generisch von globalen Schnitten erzeugt

wird. Es kann also hinsichtlich v*F genau wie zuvor argumentiert werden.·

Man erhält so, daß sov -für jeden Schnitt Of:s E HO(E.,F"') auf IP
1

nirgends ver

schwindet. Dann ist auch s selbst nullstellenfrei auf E und erzeugt ein tri

viales Unterbündel in F"'.

Wir haben also in allen Fällen eine kurze exakte Sequenz von lokal freien

0Z-Modulgarben konst ruiert

o - nOZ - F'" - G"" - 0,

wobei G'" den Cokern von nO
Z

in F'" bezeichnet. *•. Die dazu duale Sequenz ist

o - G - F - nO - °Z
(*)

Daraus wiederum erhält man eIne lange exakte Cohomologiesequenz

o ° 0 1 1 1°-H (E,G) -- H (E,F) - H (E,nOZ) - H (E, G) - H (E,F) - H (E,nOZ) -. 0,

in der nach Konstr~ti~n H
1

(E,F) ~ H
1
(E,n OZ) gilt. *** Außerdem wird n Oz

als Quotient von F generisch von den Bildern der globalen $chni tte von F er

zeugt, was wegen hO(E,nOz)=n=rk(nO
z

) die Surjektivität der Abbildung von

HO(E,F) nach HO(E,n OZ) bedingt. Aus der Cohomologiesequenz' folgt damit
1

H (E, G) =0.

*) Man benötigt dazu (v*F)'" ~ v ·(F"), was wegen der lokalen Freiheit von F richtig

ist. ([ALG, Chapitre 11, §S.4, Proposition 8])

.*) Wir benutzen, daß es sich um eine Sequenz von Vektorraumbündeln handelt.

) . 1( ) 1(-) 1 -**. Es gilt H E,OZ =H X, Ox =ewegen H (X, ,\(-2» =0 nach 3.12.
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1·1'
Die Sequenz (*) entspricht einem Element von ExtoZ(nOZ,G)!:! H (E,nG) = o.
Sie spaltet also: F ~ nOZ e G.

Es ist lediglich noch zu zeigen, daß nO Z die Einschränkung eines trivialen

Unterbündels n 05( von F ist. Dazu muß man nur einsehen, daß sich je n

(überall) linear unabhängige erzeugende Schnitte von nOZe: F zu Schnitten in

F ausdehnen. lassen, die dann automatisch lokal um E linear· unabhängig sind

und deswegen ein triviales Bündel n 0x aufspannen. Die Ausdehnbarkeit von

Schnitten ergibt sich aus der Sequenz 0- F (-Z) - F - F - ° zusammen mit dem

Hilfssatz 3.12, der H
1(X,F(-Z» =° liefert.

Damit ist der Beweis von, Proposition 4.8 beendet. I',

Beweis von Theorem 4.7: Wi r erbringen den Beweis ähnlich dem des Theo

rems 4.5 in drei Schritten.-

(1) F sei eine lokal freie Garbe auf Z, die 'den Bedingungen (i)-(iv) genügt.

Wir zeigen, daß F eine Ausdehnung zu einer vollen Garbe auf X besitzt, also

das Bild eines Moduls M E MCM(X,x) unter R
Z

ist.

Zunächst wird F wegen (i) und (ii) generisch von globalen Schnitten erzeugt.

Nach 3.10 bleibt zu zeigen, daß es· eine Ausdehnung FzZ von F zu einer lokal

freien Garbe auf 2Z gibt, die einen injektiven Corand HO(E,F(Z» - H
1

(E,F)

definiert.

Dazu sei F
ZZ

zunächst eine beliebige Ausdehnung und 6: HO(E,F(Z» -H
1
(E,F)

der zugehörige Corand. Bei einer Abänderung dieser Ausdehnung um eine

Extensionsklasse e: E Ext6z(F(Z), F) ~ Ext8z(F, F( -Z» geht die: Corandabbildung

6 in ö + 6 über, wobei ö durch das Yoneda-Produkt mit der Klasse e: defi-
e: e:

niert ist. (Siehe 3.15, 3.16.) Wir werden zeigen, daß jede lineare Abbildung·

von HO(E,F(Z» nach H
1
(E,F) in der Form ö+o ausgedrückt werden kann.

e:
Natürlich reicht es zu zeigen, daß jede solche lineare Abbildung als ö reali

e:
siert werden kann.

Mit dieser Aussage ist dann der erste Schritt tatsächlich bewiesen, denn

HO(E,F(Z» und H
1

(E,F) besitzen aufgrund der Voraussetzungen die gleichen

Dimensionen. Genauer bemerken wi r, daß die folgenden durch die Zerlegung

F !:! nOZ e G induzierten Isomorphien bestehen:
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- HO(E,F(Z» ~ HO(E,G(Z» ~ a:n; nach (i) und (iv), denn HO(E,Oz(Z»

verschwindet nach dem Satz von Grauert-Riemenschneider, weil diese

Gruppe z';1 H
1(E,wZ(-Z» ~Hl(E,wx~OZ) dual ist.

- H1(E,F) ~ H1(E,nOz) ~ a:n; nach (i) und (Hi), weil H
1

(E, OZ) ~HI(X, 0X)

~a: gilt.*

Wir wollen ö als Yoneda-Produkt mit der Klasse" e: genauer beschreiben. Die
e:

Aufspaltung F ~ nO
Z

$ G führt auch zu einer entsprechenden Zerlegung der

Ext I-Gruppen (alle über Oz gebildet):

Ext1(F(Z),Z) ~

1 1 1 1Ext (nOZ(Z),nO
Z

) e Ext (nOZ(Z),G) e Ext (G(Z),n OZ) $ Ext (G(Z),G).

Die ersten beiden Terme in dieser Zerlegung verschwinden wegen Ext 1(OZ{Z),

OZ) ~Hl(E,OZ(-Z» =°und Ext
1

(OZ(Z),G) ~ H
1

(E,G(-Z» = 0, da Zein Reduk

tionszykel ist und (ii) gilt. Also haben wir in Wirklichkeit nur

111- Ext (F(Z),F) ~ Ext (G(Z),nO
Z

) $ Ext (G(Z),G).

Dementsprechend zerfällt die Klasse e: in e: = e: o + E' mit e: o E Ext 1(<;i(Z),no
Z

)

und e: r E Ext 1(G(Z),G). Das Yoneda-Produkt von Schnitten in HO(E,F(Z» ~

HO(E,G(Z» mit e:, also die Abbildung ö , ist dann die- Summe der Yoneda-
e:

Produkte ·mit e: O
' und. mit e:'. Letzteres führt aber in die Gruppe H1(E,G), die

nach (Hi) verschwindet. FolgJich wird der Corand 6 allein durch die Kompo-
e: "

nente e: O von e: bestim rot.

Es bleibt" also zu begründen, daß jede lineare Abbildung von HO(E,G(Z» nach

H1(E,nOz) ~u::n als Yoneda-Produkt mit einem e: O E Ext 1(G(Z),nOz) dargestellt

werden kann. Das i~t aber ein trivialer Sachverhalt, denn nach 1.19(3) gilt

wZ~OZ und deswegen ist ExtI(G(Z),Oz)~Ext 1(G(Z),wz) gerade das Dual von

HO(E, G(Z» bezüglich der durch das Yoneda-Produkt defini"erten nicht-ausge

arteten Paarung (1.5). e: o ist damit ein n-Vektor aus beliebigen Linearformen

auf HO(E~G(Z»; offensichtlich kann jede lineare .Abbildung von HOCE,G(Z» in

den ttn so beschrieben we rden. J

(2) F sei eine lokal freie Garbe auf Z mit den Eigenschaften (i)-{iv) und es

sei F eine Ausdehnung von F zu einer vollen Garbe auf X. Wi r zeigen, daß F

(und damit auch der zu F gehörige reflexive Modul auf (X,x» unzerlegbar ist.

1 .
*) Die erste Isomorphie folgt aus H (X, 0X(-Z» =0 nach 3.12; die zweite Isomorphie

ist Elliptizität: p =1-
g
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Es sei F-~ F,' e F" mit vollen Garben F' und F". Wegen der Unzerlegbarkeit von

G nach (i) ist dann etwa F':= F' a Oz ~ n' 0z e G und F It := Fifa 0z ~ n"OZ mit

n ' + n" = 0 . unter Verwendung der Eindeutigkeit der Krull-Schmidt-Zerlegung.

Weil F' als Summand von F eine volle Garbe. ist, wird dadurch eine injektive
. n 0 0 1 1 n'

Corandabbildung ([ ~.H (E,G(Z» ~ H (E,F'(Z» e- H (E,F') ~ H _(E,n' OZ) ~ 11:

induziert, so daß n I ~ n, also n ' = n folgt. Demnach ist ort =° und so Fit = 0,

was die Unzerlegbarkeit von F beweist. J

Mit (1) und (2) haben wir gezeigt, daß die Bedingungen (i}-(iv) hinreichend

dafür sind, daß eine lokal freie Garbe F auf Z das Bild eines nichttrivialen

unzerlegbaren reflexiven Moduls unter R
Z

ist._ Im letzten Schritt wird- nun die

Notwendigkeit nachgewiesen.

(3) F sei eine unzerlegbare volle Garbe auf X, die nicht zu 05( isomorph ist.

Nach 4.8.ist F:=Fadz~nOzeG, wobei n=h1(X,F) und H1(E,G)=O ist. Dies

ergibt schon (H) und' (iiO. Weiterhin definie"rt die Ausdehnung von F zu F

eine injektive Corandabbildung

HO(E,G(Z» !::! HO(E,F(Z» e:- H1(E,F) ~ H1(E,nO
z

) ~ ([n,

so daß zumindest h°CE, G(Z» ~ n gilt. Wir zeigen jetzt die Gleichheit zusam

men mit' der Unzerlegbarkeit von G, also die noch ausstehenden Bedingungen

(i) und (iv).

Dazu sei G!::! GI $- ••• $ G die Krull-Schmidt -Zerlegung von G und es seien n.: =

hO(E,Gi(Z» für i = 1,•••t, t und nO:= n - (ni +••• +n
t

) ~ O. Wenn man mit die~en
Zahlen Bündel FO:=nOO Z und Fi :=niOZ 6tG i für i=I, ••• ,t definiert, dann be

sitzen alle diese Bündel FO, ••• ,Ft nach Teil (1) Ausdeh~ungen zu vollen Gar

ben F0' Fl' ••• ' Ft auf' X. (Die Ausdehnbarkeit von F°zu no05( ist dabei natür

lich trivial.) Weil aber F ~ F049 F 1 e ••• e F t gilt und Zein Reduktionszykel ist,

folgt aus Theorem 3.21: F~ FOe F1 $ ••• e Fr. Wenn F, wie vorausgesetzt, unzer

Iegbar und nichttrivial ist, dann muß t = 1 und FO= 0, also nO= 0, gelten. Das

war zu zeigen. J

Damit ist Theorem 4.7 bewiesen. I

Als eine leichte Folgerung aus dem Krull-Schmidt-Theorem für volle Garben

(4.3(b» und dem Theorem 4.7 gewinnt man das folgende Corollar.
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Corollar 4.9: Ist F eine beliebige volle Garbe auf der minimalen Auflösung X
einer minimal-elliptischen Flächensingularität, so gibt die Zahl

1(- 1(-)d := h X,F) - hE ~,F

den Rang des trivialen Summanden in der Kn.HI~Schmidt-Zerlegung von F an:

F~ dOX$ F1 $ ••• $ Ft , Fi ~ 0j( unzerlegbar für i = 1, ••• , t.

Insbesondere ist für eine nichttriviale unzerlegbare volle Garbe F die natür

liche Inklusion H~(X,F)CO-H1(X,F) ein Isomorphismus.

Beweis: Weil für eine volle Garbe F auf X mit Einschränkung F = Fa Oz nach

3.14 stets H1(X, F) ~ H1(E,F) und H~CX, F) ::= HOCE,F(Z» gilt, folgt aus 4.7

(siehe auch den Beweis), daß h1(R, F) - h~CX, F) = 0 ist, wenn F unzerlegbar

und nichttrivial ist. Andererseits gilt für den trivialen Modul h1CX, 0X) - h~(X,

0X) =1, denn es_ ist Pg =h
1(X, 0X) =1 wegen Elliptizität und H~(X, 0X) = 0

(als Dual zu H1CX, wX» nach dem Satz von Grauert-Riemenschneider.

Das Corollar resultiert nun aus Existenz und Eindeutigkeit der Krull-Schmidt

Zerlegungen von vollen Garben (4.3). I~·
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s. REFLEXIVE MODULN AUF EINF ACH-ELLIPTISCHEN

SINGULARITÄTEN.

In diesem Kapitel werden die Resultate der beiden vorh.ergehenden Kapitel

auf die Bestimmung der Auslander-Reiten-Köcher der einfach-elliptischen

Singularitäten, die in mancher Hinsicht die einfachsten Vertreter der mini

mal-elliptischen Flächensingularitäten sind, angewandt. Es wird in Verbindung

damit auch eine übersichtliche Beschreibung der - zu den reflexiven Moduln

äquivalenten - Vektor raur:n bündel auf den punktierten Spektren von einfach

elliptischen Singularitäten gegeben, aus der sich eine Reihe von elementaren

Eigenschaften der reflexiven Moduln ablesen lassen.

Einfach-elliptische Singularität eo. Die Bezeichnung der im- folgenden

definierten Klasse von Singularitäten als "einfach-elliptisch" geht auf Saito

( [Sa]) zurück; die Hyperflächensingularitäten darunter findet man häufig

auch als parabolisch bezeichnet.

Definition 5.1: Der Keim (X,x) einer normalen komplexen Flächensingulari.tät

heißt einfach-elliptische Singularität vom Typ EI(b), wenn die exzeptionelle

Faser der minimalen Auflösung 1t: (X,E) - (X,x) von (X,x) eine glatte ellip

tische Kurve E mit Selbstschnittzahl E 2 =-b ist, b ~ 1.

Die Bezeichnung EI(b) für die einfach-elliptischen Singularitäten wurde von

Laufer ([Laz ]) eingeführt. Saito bezeichnet die Singularitäten der Typen

EI(1), EI(2) und El(}) mit Es, E7 und Eh was sich durch deren Deforma

tionsverhalten motivieren läßt ([Sa J).

Bemerkun2 5.2: Wenn (X, x) eine einfach-elliptische Flächensingularität vom

Typ EI(b) ist, so kann die minimale Auflösung 1t: (X,E) - (X,x) nach einem

Satz von Grauert (vgl. [Gra, §4, Satz 7, und §4.8cJ) als der Totalraum X=
IL I eines Geradenbüodels L mit deg L =-b über der elliptischen Kurve E

angesehen werden, wobei die Abbildung 1t als die Kontraktion der als Null

schnitt von L aufgefassten Kurve E erscheint.

Ein Geradenbündel L vom Grad -b (b ~ 1) kann stets in der Form 0 E( -bP)

geschrieben werden, w'obei P ein Punkt der Kurve Eist ([ AG, Remark IV.4.
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10.9 ]). Weil sich je zwei derartige Geradenbündel 0E(-bP) und 0E(-bQ) mit

P, QE E durch eine geeignete Translation auf der elliptischen Kurve E inein

ander überführen lassen., hängt der analyti~che Isomorphietyp der minimalen

Auflösung einer einfach-elliptischen Singularität vom Typ El(b}. nicht vom

Isomorphietyp des Normalenbündels L von E in X ab, sondern nur von dem

analytischen (bzw. algebraischen) Typ der elliptischen Kurve E, der sich be

kanntlich durch deren j-Invariante j{E) E a:: beschreiben läßt. <Siehe [ AG,

Chapter IV.4].)

Demnach verbirgt sich hinter den Singularitäten vom Typ EI(b) für jedes b ~ 1

eine I-Parameter-Familie von paarweise zueinander nicht· biholomorph äqui

valenten normalen Flächensingularitäten. Andererseits sind offensichtlich

Homöomorphie- und Homotopietyp sowohl der minimalen Auflösung als auch
, I

des Umgebungsrandes .einer einfach-elliptischen Singularität vom Typ El(b)

allein aus der Zahl b ~ 1 schon eindeutig bestimmt.

5.3. Wir betrachten eine einfach-elliptische Singularität (X,x) vom Typ El(b)

und fixieren eine minimale Auflösung (X,E) von (X,x), die wie in 5.2 von

der ,Form X= I0E(-bP) I sei, wobei P ein Punkt der glatten elliptischen' Kurve

E sei. Dann ist E CX als Nullschnitt des Geradenbündels 0E( -bP). Wir geben

j~tzt einige leicht zu beweisende Eigenschaften von (X,x) an, die wir zum

größten Teil schon allgemeiner in 1.18 -1.21 festgestellt hatten.

(1) 0X(-E) ~OE ~ 0E(bP). (Denn die Einschränkung von 0X(-E) auf E ist nach

Definition das Conormalenbündel' von E in, X, das in der Tat' zum Normalen

bündel 0E( -bP) dual ist.)

(2) E ist sowohl der Fundamentalzykel als auch ein Reduktionszykel der Auf

lösung (X, E). (Siehe 1.13 und 3.27.)

(3) Wx~ 0X(-E), d.h. K = -E ist ein kanonischer Divisor von X. (Siehe 1.19(3).

Dies kann aber auch direkt eingesehen werden: Es sei z eine Koordinate der

Basis und teine Faserkoordinate in dem trivialen Bündel 0E( -hP) IE-{pr

Dann definiert dz /\ ~t eine meromorphe 2-Form auf dem entsprechenden'

offenen Teil von X. In einer Umgebung der Faser von 0E( -bP) über PE E kann

man Koordinaten (7;, 't) von Basis und Faser so wählen, daß (l;, 't ) = (z,z-bt )

gilt. Die 2-Form dz/\ ~t transformiert sich dann in d r; A ~..r, so. daß man eine

globale meromorphe 2-Form mit zugeordnetem Divisor -E auf X erhält.)
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Als Konsequenz aus (3) erhält man, daß die einfach-elliptischen Singularitä

ten mini mal-elliptisch sind. (1.18(b»

(4) H1(X, 05<) ~ H1(E, OE) ~ a::, also ist das geometrische Geschlecht von (X,x).

p =1. (Dies folgt schon daraus, daß (X,x) minimal-elliptisch ist (1.18). Die
g

Behauptung. ist aber ohnedies klar, weil wie in 3.12 oder 'nach dem Satz von

Grauert-Riemenschneider H
1

(5(, 0X(-E» ~° gilt, was die erste Isomorphie

liefert. Die Isomorphie zu a: ergibt sich dann aus der Serre-Dualität auf E.)

(5) (X,x) ist eine Gorenstein-Singularität. (Das folgt sofort aus (3), weil es

damit auf X-E ~ X-{x} .eine 'nicht verschwindende holomorphe 2-Form gibt.)

(6) Die Einbettungsdimensiori von (X,x) ist max(b,3) und die Multiplizität von

(X, x) ist max(b,2). (1.21)

(7) Die Singularität (X~x) wird in (Ce,O) durch ~ e(e-3) Gleichungen defi-·

niert, sofern die Einoettungsdimension e = max(b, 3) von (X,x) mindestens vier

beträgt. ([Wa2 , Theorem 2.8], siehe auch [Sa., §1].)

(8) Die Singularität (X,x) ist quasihomogen, d.h. es gibt eine holomorphe

Operation von a::* auf X, die x als einzigen Fixpunkt besitzt. (Eine solche

a:*'-Aktion kann man auf der Auflösung (X,E) von (X,x) dadurch beschreiben,

daß man in den Fasern des Geradenbündels 0E(-bP), dessen Totalraum X ist,

mit den Skalaren aus 0:* multipliziert. Dabei wird der Nullschnitt Eidentisch

in sich abgebildet.)

Der zum lokalen Ring 0x x assoziierte graduierte Ring ist dann, wie Immer,
bei Kegeln,

CD °Gr 0x x = e H (E,Oe:(J,lbP»,
, l.l=O.

wobei die Elemente in dem homogenen Anteil HO(E,OE(lJbP» vom Grad lJ als

holomorphe Funktionen auf der Auflösung X = I0E( -bP) I interpretiert werden

können, die längs E von der Ordnung lJ verschwinden und homogen sind.

5.4. Zur Illustration von 5.3(7) listen wir im folgenden die definierenden

Gleichungen der Singularitäten vom Typ El(b) für b ~ 6 auf, wobei wir uns

auf Ergebnisse von Saito und Behnke beziehen. (Diese Resultate sind für die

folgenden Erörterungen allerdings nicht erforderlich, weswegen wi r hier auf

eingehende Erläuterungen verzichten.) Die Singularitäten des Typs EI(b) mit

b =1,2,3 sind Hyperfläc,hensingularitäten, die durch eine einzige Relation in



92

[{x, y ,z} beschrieben werden können:

E1(1): Zl.= y(y_x l )(y_ax l );

E1(2): Zl = xy(y-x)(y-ax);

E1(3): xz 1 = y(y-x)(y-ax).

Dabei ist a jeweils ein Parameter aus [-{O,1}, der mit der j-Invarianten der

exzeptionellen elliptischen Kurve E durch die folgende Formel verbunden ist:.

. 4 (a 2 - a + 1) 3

J(E ) = 27· a 2 (a _ 1)1 •

Die Singularitäten vom Typ E1(4) werden als vollständige Durchschnitte durch

zwei Relationen in «:{x,y,z,w} definiert:

EI(4): Z2 = y(w-(a+l)y+ax) und y% = xw.

(Hier ist wieder a E C -<{ 0,1} und auch zu j{E) besteht dieselbe Beziehung.. )

Die vorstehenden Ergebnisse wurden aus [Sa, Satz 1.9] entnom men. Für die

Singularitäten der' < Typen E1(5) und E1(6) geben wir nach [Be, 6.9(i) und

6.100)] nur exemplarische Gleichungen an, die jeweils eine Singularität

dieser Typen definieren•

. El(5): Die folgenden fünf Gleichungen in [{Zl , ••• ,z, }definieren eine· Singula

rität vom Typ EI(5):

zf =Zl Z5 , zl. =Z3Zs - Z1Z3, z; =~Zt. - ZlZ" , Z,2l. = Zl~, ~Z5 =~·z,.

EI(6): Die' folgenden neun Gleichungen in a:{Zl, ••• ,Z6} definieren eine Singula

rität vom Typ E1(6): .
2 _

Z, - ~z"

(In den beiden letzten Fällen erzeugen Zl und ~ jeweils einen regulären

zweidimensionalen Unterring, beschreiben also eine Noethe.r-Normalisierung.)

In den Kapiteln 3 und 4 haben wir unter allgemeinen Voraussetzungen die

reflexiven Moduln einer normalen Flächensingularität in Termen von lokal

freien Garben auf einem Reduktionszykel der Auflösung der Singularität be

schrieben. In dem uns hier interessierenden Fall der einfach-elliptischen Sin

gularitäten kann man sich der reduzierten exzeptionellen Kurven in den

minimalen Auflösungen als Reduktionszykel bedienen und gelangt so zu der

Frage nach der Klass~fikation von lokal freien Garben (i.e. Vektorraumbün

deln) auf glatten elliptischen Kurven. Diese Klassifikation wurde bereits 1957
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von t\tiyah in der Arbeit [Atz] vollständig angegeben und hat seither eine

Reihe von Verfeinerungen erfahren. In dem folgenden Abschni tt stellen wi r

die Ergebnisse von Atiyah, insoweit sie hier benötigt werden, vor. In einem

Anhang zu diese~ Kapitel geben wir einige Erläuterungen zum Beweis dieser

Sätze, stellen eine von Oda gegebene geometrische Beschreibung - der von

Atiyah gefundenen Vektorraumbüodel vor, und geben den durch die unzerleg

baren Vektorraumbüodel über einer elliptischen Kurve definierten Auslander

Reiten-Köcher an.

Vektorraurribündel auf elliptischen Kurven. Wir fixieren für diesen

Abschnitt einige Bezeichnungen: E sei eine fest vorgegebene glatte elliptische

Kurve über dem Körper der komplexen Zahlen. Da E als Quotient CIn nach

einem Gitter Cl vom Rang 2 in 0:: geschrieben werden kann, trägt E in natür

licher Weise eine von a: ererbte additive Gruppenstruktur. Weiter sei Pein

fest gewählter Punkt aus E, den wir bisweilen als Basispunkt bezeichnen

werden, denn mit seiner Hilfe läßt sich eine Isomorphie von E mit der

Picard-Gruppe PicO E der Geradenbündel vom Grad ° auf E herstellen, indem

man einem Punkt Q E E das Geradenbündel 0E(Q-P) EPicO E zuordnet. (Die .

multiplikative Gruppenstruktur von PicO E mit OE als Einselement entspricht

in dieser Weise der additiven Gruppenstruktur von E mit -P als Nullpunkt.)

Definition 5.5: Für r ~ 1 und d E71 sei E(r ,d) die Menge der Isomorphieklassen

von unzerlegbaren holomorphen Vektorraumbündeln vom Rang r und Grad d

auf deI elliptischen Kurve E.

Insbesondere ist also E(l,O) =Pic o E. Tatsächlich sind alle E(r,d) nichtleer und

es gilt:

Satz 5.6 (Atiyah, [AtI]): Es sei E eine elliptische Kurve und P EE ein Punkt.

Dann gibt es (von der Wahl von P abhängende) bijektive Abbildungen

F d: PicO E :: E(r,d)r, _

für jedes r ~ 1 und jedes cl E7l, so daß gilt:

(i) F deAl) 8)'-2 = F d( Al aA~) fÜI alle Al, A2 EPic o E, wobei k:= r/(r,d) denr, I,
zu d teilerfremden Anteil von r bezeichnet;

(ii) F cl (A) = F d(A)aOc-(P) für alle AEPico E;
r, +r r, c.
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(HOF d(A)"'=F d(A") für alle XEPicoE;
r, r,-

. 0 {d' wenn d >0
{Iv} h (E,F d(A» = 1, wenn d = 0 und A= 1

r, 0, sonst

1 {-cl, wenn cl<°
h (E,F dCA»~ = 1, wenn cl =0 und A=1

r" .0, sonst

(Mit A= 1 ist selbstverständlich das triviale Geradenbündel OE E Pico E ge- .

meint.)

(Der Satz 5.6 stellt eine Zusammenfassung zahlreicher Aussagen aus [Atz]

dar. Die Existenz der Abbildungen F d wird durch eine explizite Konstruk-r,
tion begründet, in die nur die Wahl des Basispunktes Peingeht, und steht

zusammen mit (H) in [Theorems 5,6]; die Aussage (i) ist Gegenstand von

[Theorem 10] und (Hi) folgt aus [Corollary 2 to Lemma 24] zusammen mit

(0. Der erste Teil von (iv) gilt nach [Lemma 6'J, [Lemma 15] und [Theo

rem 5]; den zweiten Teil gewinnt man aus der Serre-Dualität auf Ewegen

wE ~ OE unter Verwendung von (iiO.)

Mit, Hilfe der Abbildungen Fr,cl aus Satz 5.6 kann man allen Mengen E(r,d)

die Struktur von zu PicO E und damit zu E isomorphen algebraischen bzw.

analytischen Varietäten verleihen•. Anhand der expliziten Konstruktionen in

[At 2 ] , die zu den Abbildungen F d führen, überzeugt man sich leicht davon,r,
daß. die so definierten St rukturen von Varietäten auf E( r, cl) nicht von der

Auswahl des Punktes P abhängen.

Bemerkung 5.7: Aus, S.6(iv) folgt, daß es für jedes r ~ 1 ein bis auf Isomor

phie eindeutig bestimmtes unzerlegbares Vektorraumbündel F vom Rang r
r

und Grad 0 gibt, das dadurch ausgezeichnet ist, daß HO(E,F ) 1° gilt. (Auch
r

H1(E,F ) 10 kann zur Kennzeichnung dienen.) Aus 5.6(iii) folgt, daß Fein
r r

selbstduales Bündel ist: F "~ F •
r r

(Diesen speziellen Bündeln F E E(r, 0) wird sowohl bei der Untersuchung der
r

reflexiven Moduln auf den einfach-elliptischen Singularitäten in diesem Kapi-

tel als auch beim Studium der Darstellungen der lokalen Fundamentalgruppen

dieser Singularitäten in dem folgenden Kapitel 6 besondere Bedeutung zu

kommen.)
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Atiyah hat in [Atz J nicht nur die unzerlegbaren Vektorraumbündel auf einer

elliptischen Kurve' vollständig klassifiziert und ihre Bet:ti-Za?len bestimmt,

sondern auch die Krull-Schmidt-Zerlegungen aller Tensorprodukte von unzer

legbaren Bündeln explizit berechnet. Von diesem Ergebnis werden wir nur

einen sehr kleinen Teil benötigen, der die Tensorprodukte . mit. den speziellen

Bündeln F vom Grad ° (vgl. 5.7) betrifft.
r

Satz 5.8 (Atiyah, [Atz, Lern ma 24]): Es seien r ~ 1 und d E 1l teilerfremd.

Für h ~ 1 sei Fh E E(h, 0) das durch HO(E, Fh) #° bis auf Isomorphie eindeutig

bestimmte Bündel. Dann gilt Fr,d(A)GlFh ~ Fhr;hd(A) für alle AEPico E.

Mit diesem Satz ist es häufig möglich, sich auf die Betrachtung von Bündeln

rni t zueinander teilerfremden Graden und Rängen zurückzuziehen. Ein Beispiel

für echten Zerfall von Tensorprodukten unzerlegbarer Bündel gibt hingegen

die folgende "Clebsch-Gordan-Formel."

Satz 5.9 (Atiyah, [Atz, Theorem 8]): Für r ~ s ~ 1 seien Fund F. die In 5.7
r s

definierten Bündel vom Grad o. Dann gilt:

F a· F .... F 1 e· F 3 $' ••• er F 3 19 F 1·. r 5 r+5- r+s- r-s+ r-s+

(Diese Formel gleicht nicht nur von ihrer äußeren Gestalt her der bekannten

Clebsch-Gordan-Formel für die Tensorprodukte von symmetrischen Potenzen

der natürlichen zweidimensionalen Darstellung von SL z (C). In der Tat kann

nämlich F als' die (r-1) -te sym met rische Potenz von FZ beschrieben werden,
r .

[At l , Theorem 9], so daß 5.. 9 mit der Clebsch-Gordan-Formel bewiesen wer-

den kann.)

Mit den Sätzen 5.8 und 5.9 kann der Zerfall von beliebigen Tensorprodukten

F sF in unzerlegbare Summanden beschrieben werden. Mehr werden wir nicht
r .

~enötigen. Der folgende Satz, dem wir noch eine Definition voranstellen, ist

ein leichtes Corollar zu der vollständigen Kenntnis der Krull-Schmidt-Zerle

gongen von Tensorprodukten. Dieser Satz ist zwar für die weiteren Ausfüh

rungen entbehrlich, besitzt aber eine instruktive Konsequenz für die Ausdeh

nungen von Vektorraumbündeln im Falle von Auflösungen einfach-elliptischer

Singularitäten, weswegen wir ihn trotzdem erwähnen.
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Definition 5.10: Für ein beliebiges Vektorraumbündel F wird dessen Anstieg

l!(F) definiert als die ration~le Zahl l!(F) := d;!:.

Der Anstieg bietet gegenüber dem Grad eines Vektorraumbündels den Vorzug

der leichten Handhabbarkeit sowohl bei Tensorprodukten als auch bei direkten

Summen: Sind Fl, ••• ,Ft Bündel von den Rängen rl, ••• ,rt und setzt man r:=

r
l

+ ••• + r
t

, so gilt:

ll(F 1GI ••• 18IFt) = ll(F 1) + ••• + ll(F t)

l!(F 1e .•• eFt) = :1 11(F 1) + ••• +-1"lJ(Ft)·

Satz 5.11: Es seien F' und F" zwei unzerlegbare Vektorraumbündel auf einer

elliptischen Kurve E und es sei F' a F" ~ Gl e ••• eG
t

die Krull-Schmidt-Zerle

gung von Fr GI F tl mit unzerlegbaren Bündeln Gi ,••• ,G
t

- Dann gilt:

l!(G1) = ••• = ll(G ) = J,1(F'l8I F") = J,1(F') + J,1(F")
t .

Begründung: (Alle Zitate beziehen sich auf [At!].) Mit [Lemma 24] und

[Lemma- 29] kann die Berechnung von F' GJF" .auf [Theorem 8] sowie [Theo

rems .13,14"] zurückgeführt werden. In allen drei Fällen besitzen die dort

auftretenden direkten Summanden eines Tensorproduktes alle den selben An

stieg. I:

Corollar S.il: Wenn Fein unzerlegbares Vektorraumbündel über einer ellipti

schen Kurve Eist ;,odann zerfällt das Endomorphismenbündel F'" s· F von F in

eine direkte Summe von unzerlegbaren Bündeln vom Grad o.

Daraus folgt nun ganz leicht:

Corolla! 5.13: Es sei (X, E) die minimale Auflösung einer einfach-elliptischen

Flächensingularität: E ist also eine glatte ~lliptische Kurve und X der Total

raum eines Geradenbündels 0E(-bP), PE E. Die zugehörige Bündelp·rojektion sei

mit p: X- E bezeichnet. Ist nun Fein unzerlegbares Vektorraumbündel über

E, so ist jede Ausdehnung von F zu einer lokal freien Garbe F auf X zu der

trivialen Ausdehnung p*F von F entlang der· Fasern von p isomorph.
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Beweis: Wegen 3.15 genügt es zu zeigen, daß alle Gruppen H1(E,F~ ia F(-lJE»

für II ~ 1 verschwinden, weil dann nach 3.15 alle sukzessiven infinitesimalen

Ausdehnungen eindeutig sind. Wegen 5.3(1) ist F .... 3 F( -J,lE) ~ F'" OJ F(llbP) und

zerfällt daher nach Satz 5.12 in eine direkte Summe von unzerlegbaren

Bündeln echt positiven ,Grades (und mit Anstieg J,lb), so' paß aus 5.60v) die

Behauptung HI (E,F .... F{-J,lE» =0 folgt. I~

5.14. Für Geradenbüodel folgt die Tatsache, daß die Projektion p: X.... E einen

Isomorphismus p.: Pic E :: Pic X induziert, viel einfacher durch einen Ver

gleich der Exponentialsequenzen von E und von X:

HI (E,IZ) .... HI (E,O) .... Pic E .... H2(E,Z) .... H2(E,O) =0

1p• 1p. 1p. 1p• 11

H1(X,Z) .... HI (X,O) . .... Pic X .... H
2(X,71) .... H2(X,O) =0

Die vier äußeren vertikalen Abbildungen sind Isomorphismen, weil E ein

Deformationsretrakt von X ist und weil HI (E, 0) ~ a:: ~ HI (R, 0) gilt. Das

Fünferlemma liefert die behauptete Isomorphie Pic E ~ Pic X.

Reflexive Moduln. Für diesen Abschnitt sei (X,x) eine- einfach-elliptische

Singularität vom Typ El(b) und TE: (X,E) -(X,x) eine minimale Auflösung, die

wie in 5.2 die Form' X=I0E(-bP) I besitze, wobei P ein Punkt der glatten

elliptischen Kurve E sei. Wir fixieren diesen Punkt und verwenden ihn zu

gleich als einen Basispunkt fü~ die Beschreibung der unzerlegbaren Vektor

raumbündel auf E nach Satz 5.6, dessen Bezeichnungen wir beibehalten.

Als Reduktionszykel zur Beschreibung der reflexiven Moduln können und

werden wir auf X die reduzierte. exzeptionelle Kurve E verwenden. Nach

Theorem 4.7 haben wir auf E diejenigen unzerlegbaren Vektorraumbündel G

zu betrachten, die (i) generisch von ihren globalen Schnitten ,erzeugt werden,

und für die (ii) H
1

(E, G) =0 gilt. Die Bedingung (ii) kann sofort mit Satz

5.60v) interpretiert werden. Zu 0) stellen wir fest (siehe auch [Bru, Lemma

Al] ):

Lern ma 5.15: Ein unzerlegbares Vektorraumbündel G über einer elliptischen

Kurve E wird genau dann generisch von seinen globalen Schnitten erzeugt,

wenn entweder G ~ OE oder Il(G) ~ 1 (d.h.: deg G ~ rk G) gilt.



wenn d< br oder d = br und A F1;

wenn d =br und A= 1;

wenn d=br+n, O<n< f.
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Beweis: ·Wir nehmen gleich G t OE an. Allein für die Existenz einer· hinrei

chenden Anzahl linear unabhängiger ~hnitte ist nach 5.6(iv) schon deg G ~

rk G notwendig.

Nun sei G mit deg G ~ rk G gegeben. Ist Q EE ein beliebiger Punkt, so hat

man eine exakte Sequenz °-G( -Q} - G - G
Q

- 0, wobei G
Q

die Faser von G

über dem Punkt Q ist, und daraus erhält man HO(E,G) -G
Q

- H1(E,q(_Q».

Wegen deg G(-Q) ~ Ö ist nach 5.6(iv) H
1

(E,G(-Q» =° für zumindest fast alle

QEE. Also wird G generisch von globalen Schnitten erzeugt. I:

Zusatz: Ein unzerlegbares Bündel G auf einer elliptischen Kurve E wird genau

dann überall von globalen Schnitten erzeugt, wenn G ~ OE oder J..l( G) > 1 gilt.

Ein unzerlegbares Bündel G vom Rang r mit J,l(G} =1 wird in genau einem

Punkt QE E nicht von seinen globalen Schnitten erzeugt, der durch G( -Q) ~ F
r

(vgl. 5.7) bestimmt ist.

Begründung: Der Beweis von 5.15 zeigt, daß J..l(G) > 1 hinreichend für die

Erzeugung durch globale Schnitte ist, und daß im Falle ll(G) = 1 höchstens ein

Halm nicht von globalen Schnitten erzeugt wird. Andererseits besitzt ein

unzerlegbares Bündel G mit lJ( G) = 1 aber genau r =rk G linear unabhängige

Schnitte. Würden diese G erzeugen, also in allen Punkten linear unabhängig

sein, so müßte G ein triviales Bündel vom Rang r sein - im Widerspruch zur

Annahme l1(G) = 1. I~

Man kann jetzt direkt das. Theorem 4.7 zur Angabe der unzerlegbaren reflexi

ven Moduln auf (X,x) einsetzen. Das Ergebnis lautet:

Theorem 5.16: Es sei K: (X, E) - (X,x) die minimale Auflösung einer einfach

elliptischen Singularität (X,x) vom Typ EI(b). Dann ist E eine glatte ellip~

tische Kurve und X~ 10E( -hP) I. Jedem reflexiven Modul M auf (X,x). wird

durch R(M):= (K*Mt"18 OE ein Vektorraumbündel auf E zugeordnet, durch das

umgekehrt M bis auf' Isomorphie eindeutig bestimmt wird. Als Bilder von

unzerlegbaren reflexiven Moduln unter R treten bis auf Isomorphie genau die'

im folgenden definierten- Vektorraurhbündel F;,d(A) vom Rang r ~ 1 mit A E

PicO E und r ~ d < (b+l)r auf:

{

F r,d(A) ,

F;,d(A):= OE EB F r_i,b(r_l)(1) ,

nO e F . ( ) (A)E r-n,b r-n +n . ,
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Bemerkungen 5.17: (1) Nach. Theorem 5.16. steht die Menge der Isomorphie

klassen von unzerlegbaren reflexiven Moduln über (X,x) In Bijektion zu

{(r,d,A) EINx/ZxPic o E I r~d«b+1)r }.

Im Anschluß an den Beweis von Theorem 5.16 werden wir verdeutlichen, daß

es sich dabei um eine über (r, d) indizierte abzählbare Vereinigung von über

Pic 0 E ~ E paramet risierten analytischen Familien von reflexierten Moduln

handelt.

(2) Das dem trivialen Modul 0x über X entsprechende Vektorraumbündel

R(OX) über Eist Fi,b(l) ~ OE.

(3) Im Falle einer einfach-elliptischen Singularität vom Typ· El(l) besitzen

alle Bündel F;,d(A) eines festen Ranges r ~ 1 mit der einzigen Ausnahme des

Bündels F' (1) den selben Grad r. Weil der Grad von R( M) zugleich die
r,r

Chernklasse c
1
(F) der vollen Garbe F~.(1t·Mt.., ist,· 'eignet sich der soge-

nannte "Cherncharakter" (rk(F) ,c 1(F» nicht zur Unterscheidung der Isomor

phieklassen von unzerlegbaren reflexiven Moduln.

Beweis von Theorem 5.16: Es sei Mein unzerlegbarer reflexiver 0X-Modul

.vom Rang r. Wir ~etzen gleich Mt 0x voraus. Dann ist F:= R(M) nach Theo

rem 4.7 von der Form F ~ nO
E

eG, wobei 0 ~n < r gilt und G ein unzerlegbares

Bündel ist, für das (unter Verwendung von 5.. 15) gilt:

0) deg G ~ rk G = r - n;

(H) H
1(E,G) = 0;

(Hi) hO(E,G(E» = n.

Nach 0) ist G eines der Bündel F dCA) mit d~r-n. Wegen 5.6(iv) ist
. r-n,

dann automatisch schon (ii) erfüllt. Außerdem gilt nach 5.6(iii):.

F d(A) 18 0E(E) ~ F d(A)eOE(-bP) ~ F d b( )(A),r-n, r-n, r-n, - r-n

so daß die Eigenschaft (iii) bei abermaliger Verwendung von 5.6(iv) dazu

äquivalent ist, daß einer der folgenden drei Fälle vorliegt:

1) n =0: d-b(r-n) < 0 oder d- b(r-n) =0 und A11;

2) n = 1 und d-b(r-n) = 0 und A= 1;

3) n~lundd-b(r-n)=n.

Dies sind genau die drei Fälle, die bei der Definition von F' d( A) unterschie-r,
den wurden. I

*) Nach 5.14 ist Pie 5{ kanonisch zu Pic E isomorph, wobei die Chernklassen eman

der entsprechen.
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Das Theorem 5.16 stellt nur eine abstrakte bijektive Beziehung her zwischen

der Menge der Isomorphieklassen von unzerlegbaren reflexiven Moduln über

einer Singularität (X,x) vom Typ EI(b) und der über Paare (r, d) mit r ~ 1

und r ~ d < (b+l)r indizierten disjunkten Vereinigung von 'abzählbar vielen

Kopien von Pie° E !:!! E.

Natürlich wünscht man sich für jedes Paar (r,d) eine - in zu präzisierender

Weise' - kontinuierlich von AEPic o E abhängende Familie unzerlegbarer Moduln

M d( x), für die R( M d( x» = F' d( 1..) gilt. Wenn d 1br ist, dann ist die Exi-r, r, r,
stenz einer solchen Familie ziemlich plausibel: Man hätte dazu nur die Aus-

dehnung der Bündel F' dCA) zu vollen Garben F dCA) auf 5t so durchzuführen,r, r,
daß die kontinuierliche Abhängigkeit von X erhalten bleibt, und anschließend

M d(A):= TI*F, d(X) zu bilden, wobei lt: X- X die minimale Auflösung sei.r, r,
(Vgl. den Beweis zu 3.5.) Im Falle d=br· ist jedoch F'b(X)=F b(X) fürr, r r, r
Af1 und F' b (l)=OE eF --'l b( 1)(1), so daß diese einfache Idee hier, gewißr, r r-, r-
nicht zum Ziel führt. .

Wir beschreiten daher einen anderen Weg, wobei WH uns die Äquivalenz der

Kategorien von reflexiven Moduln auf (X,x) und von Vektorraumbündeln auf

dem punktierten Spektrum X-ix} oder, was das selbe ist, von Vektorraum

bündeln auf X-E, zu eigen machen. (2.14)

Unser Ziel ist die Konstruktion von Vektorraumbündeln G d( A) auf X-E fürr, .
jedes Paar (r,d) mit 1 ~ r ~ d< (b+l)r, die analytisch von A E PicO E abhängen

und die Eigenschaft haben, daß für den zugehörigen reflexiven Modul M d( A)r,
:=j.T[~G dCA) gilt: R(M d(X»=F' dCA). (Dabei sei TI': X-E-X-{x} die Ein-r, r, r, .
schränkung der Aufl,ösung 1t auf X-E und. j sei die offene Inklusion von X-ix}

in X.)

Für die minimale Auflösung 1t: (X,E) - (X,x) setzen WIr wieder X =I0E(-bP) I
mit der Einbettung von E als Nullschnitt voraus und sehen X-E als ein 11':*

Faserbündel über der Kurve E an, wobei s: X-E - E die Sündelprojektion be

zeichne.

Proposition 5.18: Es sei MeIn unzerlegbarer reflexiver Modul auf (X,x) und

F:=(TI·M)... ." die zugehörige volle Garbe auf X. Wenn F00E:::: F:,d(A) gilt, dann

ist F IX-E :::: s*F r dCA).,
(Mit den Bezeichnungen aus 5.6 und 5.16.)
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Corollar 5.19: Die unzerlegbaren Vektorraumbündel auf X-E sind (bis auf

Isomorphie) genau die Bündel der Form s*Fr,d(X) mit r~1, r~d«b+l)r und

XEPie o E.

Corollar 5.20: Für r ~ 1 und r ~ d < (b+l)r ist G
r

d(X) := s*f r d(~) eine· analy-, , -
tisch. von XE Pico E abhängende Familie von Vektorraumbündeln auf X-E, für

die R(j. 1t~ G d(X» = F' d( X) für alle X E Pico E gilt, wobei j: x-ud - X dier, r,
offene Inklusion und tt ': X-E - X-{x} die Restriktion der Auflösung tt bezeich-

nen.

Beweis von Proposition 5.18: Es sei F wie in 5.18. Dann ist F die bis auf

Isomorphie eindeutig. bestimmte Ausdehnung von F':= F' d( X) zu einer vollenr,
Garbe auf X.

Ist d<br oder d=br und nicht X =1, so gilt HO(E,F'(E» =HO(E,F'(-bP» ~O

nach 5.6(iv), so daß wegen 3.10 jede Ausdehnung von F' eine volle Garbe· ist.

Also besitzt F' bis auf Isomorphie nur eine einzige Ausdehnung auf X, närn-.

lieh etwa p*F', wobei p: X - E die Bündelprojektion von X = I 0E(-bP) I sei.

(Da F' in diesem Fall unzerlegbar ist, folgt das natürlich auch aus 5.13.)

Aus F~p·F' folgt FIX~E~s*F', wobei F' =Fr,d(X)' gilt. J
Auch im Falle r = 1, d = b und A = 1, de m trivialen Modul 0x entsprechend, ist

nichts zu zeigen, weil die Ausdehnung von Flb(l)~OE(bP) durch p* (wi~
- ,-

oben) auf X nach 5.3(1) zu 0X(-E) isomorph ist, also über X-E das triviale

Bündel 0X_E beschreibt. J
o

Jetzt sei F'=nOEeG mit h (E,G(-bP»=n>O und G unzerlegbar. wählt man

n linear unabhängige Schnitte in F', die n OE erzeugen, so können diese

wegen H
1(X,F(-E» =0 (3.12) zu Schnitten in F fortgesetzt werden, die dort

ein triviales Unterbündel nOX aufspannen, weil sie lokal um E immer noch

punktweise linear unabhängig sind. Mit G als dem Cokern von nOX in F erhält

man die obere Zeile in dem Diagramm

(e)

(e")

°- nO- - F - G - 0X
11 ~ ~

o - nOX - F" - G(E) ~ 0

. Die Sequenz (e) definiert eine Klasse e E H
1

(X,nG*) ~ Ext~x(G,n 0x)' deren

Einschränkung auf E zu einer Klasse in H
1

(E,nG*) ~ Ext8E(G,nOE) verschwin

det, weil die Einschränkung von (e) auf E spaltet. Folglich wird e von einem
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Element e"E H
1

(5<,nG*(-E» ~Ext~x(G(E),nOx) induziert, so daß sich. (e) als

das PuB-back bezüglich Gc..G(E) der zu eil gehörenden Extension (e") schrei

ben läßt, wie es oben in dem Diagram m angedeutet wird.

Die Restriktion von (e lt
) auf die Kurve E ist eine Extension der Gestalt

°- nOE - F" - G(-hP) - 0, (*)

o 1
deren Corand ö: H (E,G(-bP» -H (E,nO

E
) gerade mit dem Corand überein-

stimmt, der durch die Ausdehnung von F' zu F
ZE

in der in 3.10 genannten

Weise bestimmt wird: HO(E,F'(-bP» - H
1
(E,Ft). (Siehe dazu die Identifizie

rungen der Cohomologiegruppen im Beweis von Theorem 4.7 und das Dia

gramm in '3.14 zur Übereinstimmung der Corandabbildungen.)

Da wir nach Voraussetzung in der Situation F' ~ OE sind, ist ö nach 4.9 (und

3.14) ein Isomorphismus. Nun ist weiter nach Voraussetzung entweder n = 1

und G( -bP) das spezielle' Grad-O-BÜlldel vom Rang r -1, das einen holomor

phen Schnitt enthält (5.7), oder es ist 0< n < r und es gilt deg G( -bP) =n. In

beiden Situationen wird nach Atiyah durch (*) ein unzerlegbares Bündel F"

definiert, sofern nur der Corand ö ein Isomorphismus ist ([At J , Lemma 16 &

proof]). Im ersten Fall ergibt sich F" =F O( 1),. im zweiten Fall F" = F (A),r, r, n
wenn G=F h( ) (A), also G(-bP)=F (A), war. (Siehe hierzu auch

r-n, r-n +n r-n,n
den Abschnitt 5.34 im Anhang zu diesem Kapitel.)

.F" ist als Ausdehnung eines unzerlegbaren Bündels Fit nach Proposition 5.13*

automatisch eine triviale Ausdehnung F" ~ p*F". Weil G- und G(E) über X-E

isomorph sind, stirn men .eingeschränkt darauf auch die oben definierten Ex

tensionen (e) und (e lt
) überein, so daß insbesondere gilt:

FI
X
-_

E
~ F"I ~ F"(-E)! ~ p*F"(bP)I ~ s*F"(bP).X-E X-E ~-E

Schließlich ist F"(bP) in dem hier untersuchten Fall das Bündel F d(X), wier,
man aus 5.6(ii) ersieht. Damit ist die Proposition 5.18 bewiesen. I:

Begründungen für die Corollare: Das Corollar 5.19 erhält man triviale rweise

als eine Kombination der Aussagen von 2.14, 3.2, 5.16 und 5.18. J

*) 5.13 wi rd nicht unbedingt benötigt! Für F kann nämlich jede Ausdehnung von F2Z

zU einem Bündel auf X ,eingesetzt werden und es ist leicht zu sehen, daß durch ge

eignete Wahl von F jede Ausdehnung F" von F" produziert werden kann, insbesonde

re die triviale Ausdehnung durch p*.
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Auch Corollar 5.20 ist leicht zu begründen. Zunächst hängt G d( A) in analy-e,
tischer Weise von A ab, weil es sich um die Hintereinanderausführung der

Abbildungen Fr d (aus 5.6) und s· handelt. Weit~r ist 1t~ G einfach die [nter-,
pretation von G= G cl( A) als ein Vektorraumbündel auf dem punktierten Spek-r, .
t rum und die Ausdehnung j *1t ~ G ist der zugehörige refle?,ive .Modul, dessen

zugeordnete volle Garbe F auf X via n' über X-E mit G übereinstimmt. Aus

G !::! s·F d( A) folgt schließlich R{j .,1t~G) !::! F' cl( A) nach 5.18. I:r, r,

Bemerkung 5.21: Die Aussage von Corollar 5.19 über die Klassifikation von

unzerlegbaren Vektorraumbündeln auf dem Komplement des Nullschnittes

eines negativen Geradenbündels X über einer glatten elliptischen Kurve, E gilt

wörtlich ebenso für den Fall, daß X der Totalraum eines positiven Geraden

bündels über Eist.

(Der Grund hierfür ist, daß X-E gleichermaßen das Komplement des Null

schnittes wie auch das Komplement des unendlich fernen Schnittes ist, wenn

man hilfsweise die zu X =ILI gehörige Kompaktifizierung durch das projektive

Bündel IP( L$ OE) bet rachtet. Der unendlich ferne Schnitt kann dabei als der

Nullschnitt des inversen Bündels L'" aufgefaßt werden.)

Bem'erkung 5.22:* Die in Corollar 5.20 definierten Familien j.n~s*F d(A) von
f,

reflexiven Moduln sind im allgemeinen keine flachen Familien von Moduln.

(Bei einer flachen Familie von Moduln ist die Minimalzahl von Erzeugenden,

also der Corang, dei' Moduln lokal konstant in Abhängigkeit von dem Para

meter A. Dies ist offensichtlich für die durch r = 1 und d = b bestimmte- Fami

lie nicht der Fall, weil diese für A=1 den trivialen Modul 0j( enthält, für

A#1 aber nichttriviale Moduln mit Corang >1.)

Eine weitere Folgerung aus der Proposition 5.18 ist

Proposition 5.23: Ist M ein reflexiver Modul auf einer einfach-elliptischen

Flächensingularität (X, x), so operiert die Gruppe «:* in einer von 'der Opera

tion auf (X,x) induzierten natürlichen Weise auch auf M. (M besitzt also

eine zu der Graduierung von 0x kompatible Graduierung durch homogene,x
Komponenten.) (Zur I[*-Aktion auf (X,x) si~he 5.3(8).)

*) Für den Hinweis auf diesen Sachverhalt bin ich G.-M. GreueJ dankbar.
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Beweis: Es sei U:= x-ix} das punktierte Spektrum von (x,xh zusätzlich be

halten wir die vor 5.18 eingef ührten Bezeichnungen bei. Nun sei M ein re

flexiver 0x-Modul und M
U

die Einschränkung von M auf U. Dann wird der

Halm M von M im singulären Punkt x durch M ~ HO(U,M
U

) gegeben und die

Operatio~ von Skalaren tE 11::* auf U induziert x Abbildunge~ t*: HO(U,M
U

) ~
HO(U, t*M

U
). Um zu zeigen, daß dadurch eine [*-Aktion auf M bestimmt_ x

wird, müssen Isomorphismen cp(t): M
U

':; t*M
U

für alle t EC* gefunden werden,

die für alle t l , t" Ea:* den Bedingungen cp(t 'tU) = cp{t' )Oc.p{t") genügen.

Man kann MV als eine.. lokal freie Garbe auf dem Komplement X-E der

exzeptionellen elliptischen Kurve E in der minimalen Auflösung (X,E) auf

fassen, wobei a:* auf den zu C* isomorphen Fasern von s: X-E - E durch

Multiplikation operiert (5.3(8». Nach 5.18 ist die Liftung G von MV auf X-E
isomorph zu der trivialen AUsdehnung s*F eines Vektorraumbündels F über E

längs der Fasern von s. Für tE u::* gilt dann t *s*F ~ s*F, weil t fasertreu be

züglich s operiert, und daraus ergeben sich die gewünschten Isomorphismen

G~t*G und MU=t*MU• I~'

Wir kehren noch einmal kurz zu den Familien von reflexiven Moduln auf den

einfach-elliptischen Singularitäten zurück und geben eine algebraische Charak.

terisierung derjenigen- Moduln, die in Theorem 5.16 durch die Ausnahme

bündel F' b (1) gekennzeichnet wurden und deren Einfügung in kontinuierlicher, r
Familien von Moduln eine nichttriviale Aussage des Corollars 5.20 war.

Proposition 5.24: Die in 5.16 durch R(D r) ~ F;,br(l) = OE e Fr-l,b(r-l)(1) be-

stimmten Moduln Dr vom Rang r~l auf einer Singularität (X,x) vom Typ

EI(b) sind die reflexiven Hüllen von den symmetrischen Potenzen der Kähler

Differentiale auf X: Dr ~ (Sr-1 o~)'.. v.

(Insbesondere ergeben sich für r = 1,2 der triviale Modul 0x und der Modul

der Zariski-Differentiale DX = (O~t"".)

Beweis: Für r = 1 ist nichts ·zu beweisen. Für r = 2 zeigen wir geringfügig

mehr als behauptet wurde, nämlich die übereinstimmung der zu FZ2b(1) ge

hörenden vollen Garbe F auf X mit der Garbe o~. (Damit ents~richt der

zugehörige Modul 02 der Garbe 00 auf dem punktierten Spektrum U:= X-ix},

ist also der Modul der Zariski-Differentiale.)
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Es sei F:= FZ2b(1) = OE tB 0E(bP). Wegen H1(E,F"'s F(bP» ~ a: und dem Ver

schwinden all~r höheren Extensionsgruppen H1(E,F"'s F(llbP»=0 für lJ~2

besitzt F bis auf Isomorphie (von Garben) nach 3.15 nur zwei Ausdehnungen

auf X: Die t.riviale Ausdehnung p*F~p*OEep*OE(bP)!::!0X$OX(-E) (mit der

Projektion p: X- E) und eine nichttriviale Ausdehnung, die durch F repräsen

tiert wird, denn Fist unzerlegbar. (Alle nichttrivialen Extensionen können

durch die Operation von Automorphismen von F - hier einfach die Multipli

kation mit Skalaren in einem der Summanden - ineinander überführt werden.)

Wir 'zeigen, daß auch 0k eine nichttriviale Ausdehnung von F ist. Zunächst

ist n~30E~ F, denn es gibt eine natürliche exakte Sequenz' 0 - NE - nk III 0E

n~ - 0 mit dem Conormalenbündel NE!::! 0E(bP) und n~ ~ OE. Diese Sequenz

spaltet wegen H1(E, NE) =o. (vgl. [AG, Proposition 1I.8.4A J.)

Es bleibt die Unzerlegbarkeit von nk nachzuweisen. Würde n~ in 0x lB 0X( -E)

zerfallen, so gäbe es eine meromorphe 1-Form a mit Polen der Ordnung 1

genau längs E und ohne Nullstellen auf X. Wi r bet rachten wieder die Koordi

natenüberdeckung aus 5.'3(3): Außerhalb der Faser von X = I0E(-bP) I über P

kann a hinsichtlich der trivialisierenden (z, t)-Koordinaten in der Form a =

f(z, t) dz + g(z, t) dt geschrieben we eden, wobei f holomorph ist und g in der

Form g(z, t) = go (z, t)t+ ~holomorph.) geschrieben werden kann, wobei die holo

morphe Funktion go längs t =0 nicht verschwindet. Die Umrechnung der Form

a in die (1;, "[)-Koordinaten lokal um die Faser von X über P, die durch 1; = 0

gegeben wird, führt zu

a = (f(1;,r;;b-r)+bi;b-1"[g(1;,1;b-r»d1; + 1;b g(1;,1;b,,[)d't.

. b-l b b 1Darin weIst der Summand b1; "[ g(r;;, 1; 't) = bg o ( 1;,1; "[ )~+ ••• des Koeffizienten

von dl; einen Pol längs der Faser r; =9 auf,* was im Wide.rspruch zur An

nahme steht. Also ist ok unzerlegbar und es folgt ok ~ F. J

Die Aussage über die Fälle r > 2 gewinnt man mit Hilfe von 5.18 nun leicht

aus der Aussage über r.= 2. Der Modul (Sr-1 n~)"'''' wird nämlich durch das
B·· d I Sr-1 01 .ob U X· {} • cl . b· cl d Sr-1 1un e U u er = - x ein eutlg estlmmt un as zu 0u ent-

sprechende Bündel auf X-E ist nach dem eben Gezeigten gerade Sr-I ok_E ~

Sr-l(s*F2,2b(1». Es ist also Sr-1(s*F2,2b(1» "s*Fr,br(1) nachzuweisen.

*) Dieser Pol könnte durch den anderen Summanden f(?;, l;b-r) nur dann weggehoben

werden, wenn f(z,O) eine meromorphe Funktion auf E mit einem Pol erster Ordnung

in P EE wäre. Solche Funktionen existieren nicht auf elliptischen Kurven.
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Für jedes r ~ 1 gilt:

s*F r,br(i) ~ s*(Fr,O(l) GI 0E(bP» ~ s*F r,0(1) 3s*OE(bP)

~ s*F r,O(l)sOx(-E)l x_E ~ s*F r,O(l).

Daraus folgt:

Sr-1(s*F
2

,Zb(l» ~. Sr-l(s*F
z

,o(l» ~ s*(Sr-1Fz,o(1»

und nach [At 2 , Theorem 9] ist sr-l Fz 0(1) ~ F 0(1), woraus schließlich
1 ' r,

Sr- (s*F
2

Zb(l» ~ s*F 0(1) ~ s*F b (1) folgt, was zu zeigen war. I
, r, r, r

Wir werden_ im Anschluß an die Bestimmung der aus den reflexiven Moduln

gebildeten Auslander-Reiten-Köcher noch eine' weitere Eigenschaft der spe

ziellen reflexiven Moduln D aus Proposition 5.24 angeben.
r

Auslander-Reiten-Köcher. Wir halten weiter daran fest, daß (X,x) eine

einfach-elliptische Flächensingularität des Typs El(b) bezeichnet und 1t: (X,E)

- (X,x) eine minimale Auflösung von (X,x) mit X= I 0E( -bP) I ist, PE E.

Außerdem sei wieder s: X-E - E die Bündelprojektion von X-E als «:*-Bündel

über der elliptischen Kurve E. Wir werden gelegentlich auch von den in 5.6

und 5.16 eingeführten VektorraumbÜlldeln F- dCA) und F' d(A) auf E Gebrauch-. r, r,
machen. Zusätzlich definieren wir:

Bezeichnung 5~25: Mit M dCA) wird die Isomorphieklasse der~ im Sinne vonr,
Theorem 5.16 durch R(Mr,d(A» = F;,d(A) mi.t r ~ 1, r ~ d < (b+1)r und AE Pi.~o E

gekennzeichneten Moduln auf (X,x) bezeichnet.

(Um den Schreibaufwand gering zu halten, werden wir die Moduln aus de'r

Klasse M d(A) einfach· wieder mit M dCA) bezeichnen. Dies birgt keine Risi-r, r,
ken, da wir uns stets nur für Isomorphietypen interessieren.)

Die Bestimmung der Auslander-Reiten-Sequenzen in der Kategorie MCM(X,x)

der reflexiven 0X-Moduln und damit auch des zugehörigen Auslander-Reiten

Köchers AR( 0X) kann jetzt mit Hilfe der von Auslander definierten Funda

mentalsequenzen (2.30) durchgeführt werden, wobei ein zum Beweis von 5.24

analoges Argument die Zurückführung auf die von Atiyah in [At l ] get roffe

nen Aussagen über die multiplikative a-Struktur der unzerlegbaren Vektor

raumbündel über elliptischen Kurven ermöglicht.
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Theorem 5.26: Es sei (X,x) eine einfach-elliptische Singularit"ät vom Typ

El(b). Weiter sei (in den" Bezeichnungen von 5.25) Mr', d' (A.) +0x ein"" nicht

projektiver unzerlegbarer Modul aus MCM (X,x), d.h. es ist nicht r' = 1, d' = b

und A = 1.. Schreibt man r' = hr und d' = hd mit zueinander teilerfremden r und

d und mit h ~ 1, "SO ist die in M , d' (A. ) endende Auslander-Reiten-Sequenz
r , "

von MCM(X,x):

o - Mhr,hd(A.) - M(h+1)r,(h+l)d(A) $ M(h_l)r,(h_l)d(A) -" Mhr,hd(A) - o.
(Wenn h = 1 ist, dann entfällt selbstverständlich der zweite Summand des

Mi ttelter ms.)

Insbesondere ist also die Auslander-Reiten-Translation in MCM(X,x) die Identi

tät auf den Isomorphieklassen von unzerlegbaren nicht-projektiven Moduln.

Dies hatten wir allerdings schon in 2.34(1) als eine Konsequenz aus der

Gorenstein-Eigenschaft (5.3(5» festgestellt.

Corollar 5.27: Der Auslander-Reiten-Köcher AR( 0X) der reflexiven Modttln

auf einer eit:tfac"h-elliptischen Singularität (X,x) vom Typ El(b) zerfällt in

abzählbar unendlich viele über PicO E parametrisierte Familien von Röhren

vom "Rang 1:

AR(OX) = I I Rr,d{A): Mr,d(A) ~ M2r,2d(A.) +! M3r ,3d(A) ~ ...
r ,d';A

wobei die Vereinigung über Tripel (r,d,A) mit r~l, r~d«b+l)r, (r,d)=1

und AE Pic 0 E gebildet wi rd.

Bemerkung S.28: Es gibt für jedes r ~ 1 genau b· q> (r) Pie 0 E-Familien von

Rang-I-Röhren im Auslander-Reiten-Köeher einer Singularität vom Typ El(b),

die mit einem Modul vom Rang. r beginnen. (Dabei steht q>(r) für die Euler

sche q>-Funktion, die die Anzahl der zu r teilerfremden Zahlen in 1,2,••• , r

angibt.)

Beweis von Theorem 5.26: Nach 2.32 erhält man die in M = M , dt(A) endende
r ,

Auslander-Reiten-Sequenz aus der Fundamentalsequenz (2.30)

o - Wx - D - 0x - a:x - 0

durch Tensorieren mit M und Bildung der reflexiven Hüllen:
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Hier ist· (X,x) Gorensteinsch und quasihomogen (5.3), so daß Wx ~ 0x und

o ~ (n~t ... gilt (2.35), und die in M endende Auslander-Reiten-Sequenz die

Form 0 - M- (M80~)"'" - M-0 annimm·t.

Der Mittelterm (M QI o~t., ist durch seine Einschränkung auf das punktierte

Spektrum V:= X-ix} bestimmt, also durch das Bündel MV soL, 'wobei MV die

Einschränk~ng von M auf U bezeichnet. Die zu MU und o~ entsprechen.den

Bündel auf X-E sind s*F , d' (A) und s*F2 2b(1) ~ s*F2 0(1) (siehe 5.18, 5.24
r , , , 1

und auch den Beweis von 5.24.) Damit kann das Tensorprodukt MUQlOU leicht

auf X-E wie folgt ausgerechnet werden (mit 5.8 und 5.9): .

s*F r ',d,(A)8s*Fz,o(1) ~ s*(Fr ',d,(A)8,F2,o(1»

~ S*(Fr,d(A)~Fh,O(l)8F2,O(1»

~ s*( Fr ,d(A)8 (Fh+1,0(1) e Fh_1,0(1»)

~ s"'(Fr,d(~.) eFh+1,O(1»es*(F r,d(;\·) QlFh_1,0(1»

~ s*F(h+1)r,(h+l)d(A) es*F(h_l)r,(h_l)d(A.)

Aus der Proposition 5.18 folgt jetzt

(Me {)•• '" M(h+1)r, (h+1)iA) GI M(h-l)r, (h-l)d( A).

Damit ist das Theorem .5.26 bewiesen. I:·

Begründungen zu 5.27 und 5.28: Das Corollar 5.27 ist eine, triviale Konse

quenz aus dem Theorem 5.26, das mit Hilfe von Satz 2.22 alle irreduziblen

Morphismen liefert. (Die Anfangspfeile der Röhre Rl bel): 0x;!: D =... erhält. ,
man aus 2.32 und den ,darauf folgenden Anmerkungen.) J

Auch 5.28 folgt dann sofort aus 5.27, denn in dem Bereich r ~ d< (b+1)r gibt

es genau b·<p(r) zu r teilerfremde ganze Zahlen cl. I:

5.29. Wir geben noch zusätzlich eine heuristische Interpretation des' Auslan

der-Reiten-Köchers AR(OX)' die sich noch enger an die Proposition 5.18 an

lehnt.

[n der Kategorie der lokal freien Modulgarben auf einer elliptischen Kurve E

kann analog zu Kapitel 2 ein Auslander-Reiten-Köcher definiert werden, der

ebenso wie AR (OX) durch Auslander-Reiten-Sequenzen beschrieben werden

kann. Nach [AuRei s, Chapter 11.3] (siehe auch 5.37 im Anhang zu diesem

Kapitel) hat dieser Köcher das folgende Aussehen:
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(*). U Fr,d().) = FZr,Zd(A) =: F3r ,3d().) =: F4r ,4d(A) =...
r ,d,A

wobei die Vereinigung über alle Tripel (r,d,).) mit r ~ 1, d EZ zu r teiler

fremd und ).E Pico E gebildet wird.

als ein (*-Bündel übe~ E aufgefaßt.

(*), wobei die Bilder von zwei Punk

identifiziert werden, wenn s*F ().) ~r,d
dieser Weise als ein Quo-

Vektorraumbündel auf E

Nun werde wieder X-E via s: X-E - E

Die Anwendung von s* auf den· Köcher

ten F d().) und F , d'().') genau dannr, r ,
S*Fr',d'(A.') gilt, ergibt den Köcher AR(Ox)' der in

tient aus dem Auslander-Reiten-Köcher (*) der

entsteht.

(Tatsächlich gilt genau dann s*F d(A.) ~ s*F , d' ( A'), wenn für eIn II EZ gilt:
r, r ,

F , d'().') ~F dCA) aOE(llbP), denn dann unterscheiden sich die trivialen Aus-r ,r, _
dehnungen dieser Bündel auf X um einen Twist mit 0X(-IlE); der auf X-E

trivial ist. Die Bilder der F d().) unter s· können also etwa durch r;i d<r,
(b+l)r und AEPic O E ~ndiziert werden.)

5.30. An den Auslander-Reiten-Köchern der reflexiven Moduln von El(b)

Singularitäten kann man leicht erkennen, daß es in den Kategorien von

maximalen Cohen-Macaulay~Moduln im allgemeinen nicht möglich ist, belie

bige Nichtisomorphismen zwischen unzerlegbaren Moduln als Linearkombina

tionen von Kompositionen irreduzibler Homomorphismen darzustellen: Es gibt

zu jedem unzerlegbaren reflexiven 0X-Modul M nichttriviale Homomorphismen

von dem trivialen Modul 0x ausgehend in M hinein. Eine Faktorisierung über

irreduzible Homomorphismen kann aber höchstens dann existieren, wenn M

und 0x in ein und derselben Zusammenhangskomponente des Auslander

Reiten-Köchers liegen, was hier im graphentheoretischen Sinne zu verstehen

ist. Für einen Homomorphismus 0x - M von reflexiven Moduln über einer

El(b)-Singularität bedeutet dies, daß M in der Röhre R
1

b(l) liegen muß, die,
genau aus den Isomorphieklassen der reflexiven Hüllen von allen symmetri-

schen Potenzen des Moduls 0 ~ der Kähler-Differentiale besteht. (5.24, 5.27)



110

Orientierbare Moduln. In diesem Abschnitt gehen wir kurz auf die Rolle

ein, die die von Herzog' und Kühl eingeführten orientierbaren Moduln bei den

einfach-elliptischen Flächensingularitäten spielen.

Nach wie vor bezeichne (X,x) eine einfach-elliptische Singularität' der Klasse

EI(b); auch die übrigen Bezeichnungen aus den vorhergehenden Abschnitten

werden beibehalten.

Definition 5.31 (Herzog-Kühl, [f:ieKiiJ): Ein reflexiver 0X-Modu} M vom Rang

r wird orientierbar genannt, wenn seine Determinante det M := (ArM)...... der

triviale Modul 0x ist.

Wir beweisen zuerst eine einfache Formel für die Berechnung der' Determi

nante und geben dann die unzerlegbaren orientierbaren Moduln auf den Singu

laritäten EI(b) an.

Proposition 5.32: Es sei (X,x) eine Singularität vom Typ EI(b). Dann gilt in

den Bezeichnungen aus 5.25 für einen beliebigen unzerlegbaren reflexiven

Modul M dCA):r,
h

det Mr,d(A) ~ M1,d'{ X ),

mit h:= (r,d) und d':: d (mod b) mit 1 ~ d" ~ b.

Beweis: Die Einschränkung von M dCA) auf das punktierte Spektrum ist; aufr,
~efaßt als als Garbe auf X-E!:=! X-{x}, nach 5.18 das Bündel s*F r,d(A). Auf

X-E kann die Determinante wieder leicht bestimmt werden, denn es gilt:

Ar(s*F d().)) ~ ,s*(ArF cl().» !:=! s*F
1

d(Ah)
r, r, ,

nach [At 2 , Theorem 7] mit h = (r ,d). Damit ist dann auch für ein beliebiges

d'::d (mod b): Ar(s"Fr,il-))"s"F1,d,(l-h). Wählt man etwa d' mit l~d'~b,
so entspricht das rechts stehende Bündel nach 5.18 der Einschränkung des

h
Moduls M1,d,(A ) auf das punktierte Spektrum der Singularität. I·

Proposition 5.33: Es sei (X,x) eine einfach-elliptische Singularität vom Typ

EI(b). Dann sind die unzerlegbaren orientierbaren Moduln von (X,x) genau die

Moduln Mr d(A), für die r~d«b+l)r gilt, d ein Vielfaches von b ist, und

A
h =1 für h=(r,d) ist.
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Insbesondere gibt es in jedem Rang r ~ 1 nur eine endliche. Anzahl N von
r

unzerlegbaren orientierbaren Moduln. Für die Zahl N gilt:
r-l r

N = I (r,bk)Z, rZ+r-l~Nr~rl.
r. k=O

Beweis: Wegen 5.32 handelt es sich bei den unzerlegbaren orientierbaren 

Moduln"M dCA) genau um diejenigen, für die Ah
= 1 mit' h = (r,d) gilt undr,

d' = b ist, wobei d' wie in 5.32 definiert sei. Wegen d' =d (mod b) folgt, daß

d ein Vielfaches von b sein muß, was zu zeigen war. J
Die Anzahlformel ergibt sich daraus, daß es für einen gegebenen Rang r ~ 1

genau r verschiedene Grade im Bereich r ~ d < (b+l)r gibt, die Vielfache von b

sind, nämlich die Grade d=b(n+l), ••• ,b(n+r), wobei n:= [~] -gesetzt: wird.

Für den Grad d=b(n+k) gibt es nun für h:=(r,d) = (r,b(n+k» genau hZ

Punkte AEPic o E mit Ah =1. An Stelle der Summation der (r,b(n~k» über k=

1,••• ,r kann man ebenso gut den Bereich k=-n, ••• ,-n+r-l durchlaufen, woraus

die angegebene Formel für Nr folgt. J
Die beiden Abschätzungen für N. sind trivial: Für k =0 ist (r,bk)Z = r Z und

r
alle Summanden für k = 1,••• , r-1 haben zumindest den Betrag 1. Daraus erhält

man die untere Schranke. Andererseits handelt es sich um r Summanden, für

die- jeweils (r, bk) Z ~ r Z _gilt, so d8.ß Nr ~ r 3 trivial ist. I;

Wir bemerken abschließend, daß alle in 5.24 eingeführten speziellen Moduln

o = (Sr-l 0x1 t'·, r ~ 1, orientierbar sind, weil D = M b (1) gilt. Es gehörenr - r r, r
also alle in der Röhre R1 b(l) versammelten Isomorphietypen von Moduln zu,
den orientierbaren Moduln. Umgekehrt ist es allerdings nicht so, daß die

unzerlegbaren orientierbaren Moduln stets volle Zusam menhangskomponenten

(i.e. Röhren vom Rang .1) im Auslander-Reiten-Köcher ausmachen: Die Pro

posi tion 5.32 zeigt, daß etwa im Fall b = 2 aus der Röhre R1 1(1) gerade,
jeder zweite Punkt (mit geradem Rang) einen orientierbaren Modul repräsen-

tiert.
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Anhang· über Vektorraum bündel auf elliptischen, Kurven.

In diesem Anhang wird die von Atiyah angegebene Konstruktion von bijektiven

Abbildungen F d von Pico E in die Mengen E(r ,d) von Isomorphieklassen un-
r,

zerlegbarer holomorpher Vektorraumbündel vom Rang r, und ,'Grad d über

einer elliptischen Kurve E erläutert. Daran anschließend' werden eine von

Bruguieres vorgeschlagene alternative Konstruktion der Abbildungen F d undr,
eine auf Oda zurückgehende geometrisch-konstruktive Realisierung aller un-

zerlegbaren Vektorraumbündel beschrieben. Der Anhang schließt mit Bemer

kungen zu dem aus der Kategorie der Vektorraumbündel auf' E hervorgehen

den AuSlarider-Reiten-Köcher.

5.34. Die Atiyahsche Konstruktion der unzerlegbaren Vektorraumbündel auf

einer elliptischen Kurve. (Nach [At l , Part 11].)

Diese Konstruktion wird von Atiyah in zwei Schritten geleistet. - Zunächst

werden zwei Reduktionen definiert, die die Ausführung eines Euklidischen

Algorithmus auf dem Paar (r ,d) aus Rang und Grad ermöglichen, wodurch für

beliebige rEIN und dEZ Isomorphien von E(r,d) und E(h,O) bestimmt werden,

wobei h:= (r,d) der größte gemeinsame Teiler von r und cl ist. Im zweiten

Teil der Konstruk~ion werden die Mengen E(h,O) mit Pico E identifiziert ..

Die erste der Reduktionen für- den Euklidischen Algorithmus besteht in den

für jedes rEIN und dE71 vorhandenen trivialen Isomorphismen

E(r,d) ~ E(r,d+r),

(An dieser Stelle, ~d nur hier, geht also die vorherige Festlegung eines

Basispunktes P von E in die Konstruktion ein.)

Als zweiter Teil der Definition eines Euklidischen Algorithmus werden die

folgenden Isomorphismen definiert, wann immer 0< d < r gilt:

E(r,d) :; E(r-d,d).

Dazu sei ein beliebiges FE E( r, d) vorgegeben, wobei 0< d< r gelte. Nach dem

Satz von Riemann..;Roch gilt s:= hO(E,F) ~ d und ein einfaches Argument in

[At J ] zeigt, daß die -globalen Schnitte ein triviales Unterbündel sOE vom

Rang s in F aufspannen. Dann ist der eokern F':= F/s 0 ein Bündel vom
E·

Rang r-s und Grad d.' Um F' E E(r-d,d) zu zeigen, beachtet man, daß die

Extension °-s OE - F - F' - ° bis auf Isomorphie eindeutig durch den Corand
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ö: HO(E,sOE) -H1(E,F'V) der dualen Sequenz bestimmt wird. Aus der Unzer

legbarkeit von F kann nun die Injektivität von ö geschlossen werden und

daraus aus Dimensionsgründen, daß ö ein Isomorphismus ist, insbesondere also

s = d gilt. Man erhält aber auch die Unzerlegbarkeit von F', weil eine nicht

triviale Zerlegung von F' eine entsprechende Zerlegung vo~ ö in eine direkte

Summe von Corandabbildungen und damit auch eine Zerlegung der Sequenz

O-F'·-Fv-sOE-O in eine direkte Summe von Extensionen nach sich zöge.

Damit ist eine Abbildung E(r,d)-E(r-d,d) gefunden. Für deren Bijektivität ist

eine Umkehrabbildung anzugeben, was aber leicht gelingt, indem man zu

einem Bündel Fl E E(r-d,d) diejenigen Extensionen von F' durch ein triviales

Bündel dO
E

betrachtet, deren duale' Corandabbildungen ö: HO(E,d OE) - H1(E,

F'V) Isomorphismen sind. Dann ist der Mittelte~m einer solchen Extension ein

Bündel vom Rang r und Grad d, dessen Unzerlegbarkei t wiederum aus der

Bijektivität von ö geschlossen werden kann, und. dessen Isomorphietyp überdies

nicht von der Wahl des Isomorphismus ö abhängt.

Im zweiten Schritt der Konstruktion von Atiyah werden die Isomorphismen

Pico E =: E(h,O) für alle h EN definiert. Dazu werden zunächst - analog zur

oben beschriebenen Methode - unzerlegbare Bündel Fh vom Rang h und Grad

° für alle h ~ 1 als sukzessive nic.htspaltende Extensionen °-OE - Fh+l - Fh - 0,

beginnend mit F1 := OE' konstruiert. (Dies sind genau die in 5.7 angesproche

nen speziellen Bündel vom Grad 0.) Es ist dann eine einfache Bemerkung, daß

durch A .... Fh 8 A eine Bijektion von Pico E nach E(h,O) definiert wird. (Dazu

werden für beliebige F E E(h,O) deren Kompositionsreihen aus sukzessiven

UntergeradenbÜßdeln von jeweils maximal möglichem Grad betrachtet:· Man

erhält h-mal das sel,be GeradenbÜßdei L vom Grad 0, womit F =:!FhQJ L folgt.)

Insgesamt ergeben sich so wohldefinierte Isomorphismen F cl: PicO E .= E(r,d)r,
für alle rE II'J und d E7l, in deren Konst rukt ion nur die Vor gabe eines Basis-

punktes PE E eingegangen ist. (Die Abbildungen F ° sind sogar unabhängigr,
davon.) Die diversen Eigenschaften dieser Isomorphismen, die unter 5.6 auf-

gezählt worden sind, beweist man ohne Mühe parallel zu der Konstruktion

der F d' weil alle Bündel F d( A) durch natürliche exakte Sequenzen mit Ar, r,
verbunden sind.

Der Beweis der Tensorproduktformeln 5.8 und 5.9 und erst recht der weiter

gehenden Aussagen, die für 5.11 erforderlich sind, ist deutlich aufwendiger,

weswegen hierzu auf [At z' Part 111 ] verwiesen sei.
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5.35. Die Konstruktion von Bruguieres. (Nach [Bru, Appendix AJ.)

Bei der von A. Bruguieres angegebenen Beweismethode werden beide Schritte

der Konstruktion modifiziert, was einerseits die Beweise vereinfacht und

andererseits die Konstruktion sogar zu einer Klassifikation aller unzerlegbaren

kohärenten Modulgarben auf E erweitert.

Dazu werden, ergänzend zu den bei Atiyah definierten E(r,d), die Mengen

E(O, d) für alle, cl EIN als die aus den Isomorphieklassen der Torsionsgarben

°EIOE(-dQ) , QEE, bestehenden Mengen definiert. Offenbar bestehen bijektive

Beziehungen E(O,d) !:::! E !:::! Pico E. Weil E glatt und eindimensional ist, ist jede

unzerlegbare Torsionsgarbe auf E von der Form 0EI0E( -dQ) für ein dEIN und

ein Q EE. Außerdem ist jede unzerlegbare kohärente Garbe Sauf E entweder

eine Torsionsgarbe oder eine lokal freie Garbe, weil die durch die Torsions

untergarbe T von S definierte Sequenz 0 .... T ~ S .... S/T - 0 wegen -Ext 1
(S/T ,T) =°

spaltet.

Bruguieres definiert nun neben den trivialen Identifizierungen

E(r,d) ~ E(r,d+r), F ..... F(P}, für r ~ 1 und dEZ,

neue Isomorphismen .

P: E(r,d) =E(d-r,d) für cl> r,

die die Abbildungen E(r,d)-E(r-d,d) von Atiyah ersetzen. (Dabei'soll der Fall

r=O eingeschlossen sein!) Es sei also FEE(r,d) mit d>r vorgegeben. Wegen

d> r wird F· von globalen Schnitten erzeugt (vgl. 5.15). Dann wird P{F) als

das Dual des {lokal freien} Kernes der natürlichen Auswertungsabbildung ev:

HO(E,F) GJQ: OE - F definiert, so daß man eine exakte Sequenz

oo - P(F)" - H (E,F) 0
C

OE .... F - 0

erhält. Weil hO(E,F) =d gilt, hat P(F) den Rang d-r und den Grad d. Nach

Bruguieres ist P(F) wieder unzerlegbar. Auch die inverse Abbildung zu P ist

leicht anzugeben: Ist nämlich F' E E(d-r, d) mit d> r, so ist wieder die Aus

wertungsabbildung ev: HO(E,F') 8a:: OE - F' surjektiv und durch Dualisieren folgt

°- F'w - HO(E,F') GJa:: OE - F - O.

Man verifiziert ohne Mühe, daß P(F)!:::! F' gilt.
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Mit den beiden oben eingeführten Reduktionen kann man jetzt wieder einen

Euklidischen Algorithmus auf dem Paar (r, d) durchlaufen, wodurch für jedes

r ~ 1 zunächst E(r, d) bijektiv zu E(h,h) in Beziehung gebracht wird, wobei h

der größte gemeinsame Teiler- von r und d sei. Dies entspricht dem ersten

Teil der Konstruktion von Atiyah.

Für die Identifikation. von E(h,h) mit Pico E ist nach Bruguieres aber kein

zusätzlicher Aufwand mehr erforderlich, denn man verfügt - auch über Bijek

tionen E(O,h):; E(h,h) vom Typ der oben definierten Abbildung P uhd E(O,h) ~

PicO E ist klar.

(Bruguieres erweitert diese Konstruktion noch zur Herstellung universeller

Bündel fü'r E( r, d) über E x Pic 0 E, was dann möglich ist, wenn r und d teiler

fremd sind. Dies wurde aber schon f rüber von Oda geleistet; siehe unfen.)

5.36. Die geometrische Konstruktion von Oda. (Nach [OdJ.)

Der von T. Oda beschriebene Zugang zur Realisierung der unzerlegbaren

Vektorraumbündel auf. einer elliptischen Kurve E ist weniger gut dazu geeig

net, den Klassifikationssatz 5.6 zu beweisen, gewährt dafür aber einen tiefe

ren Einblick in die Geometrie der' unzerlegbaren Bündel auf E.

Dazu sei E' eine zweite elliptische Kurve und <p: EI -. E eine Isogenie vom

Grad r (d.h.:, qJ ist etale- vom Grad r), sowie Lein Geradenbündel über EI

vom Grad dE 7l. Dann ist q>.L ein Vektorraumbündel vom Rang r und Grad d

über E. Natürlich wird <p.L im allgemeinen nicht unzerlegbar sein. Sind aber

d und r teilerfremd, so zeigt eine einfache' Berechnung, daß EndE( cp.L) ::! t[

gilt, also cp.L unzedegbar ist. ([ Od, Theorem 1.20) J) Läßt man den Punkt

QEE I in L ~ OE' (dQ) variieren, so erhält man in dieser Weise bei' einer fest

gewählten Isogenie cp'. alle Elemente von E(r,d) für r,d teilerfremd, wobei

allerdings jedes Bündel genau r-mal auft ritt.

Diese Bemerkung verwendet Oda zur Konstruktion von universellen Vektor

raumbündeln für E(r,d) über E x PicO E, wenn (r,d) = 1 gilt. Man bildet hierzu

E I x PicO E', bezeichnet die Projektion auf den ersten Faktor mit p und be

trachtet das Poincare-Geradenbündel P über E' x PicO EI, also die universelle

Familie der Geradenbündel vom Grad 0 über E' (vgl. [PAG, p. 328]). Dann

ist mit L wie oben L:= p·L ~ Pein Geradenbündel über E' x PicO E' und durch
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F' := ( qt-x id). L wird ein Vektorraumbündel über E)( Pico E' definiert, das

die Eigenschaft besitzt, daß jedes Bündel FEE (r, d) für genau r Werte AI E

Pico E' in der Form F' IE)( {AI} geschrieben werden kann. Dividiert man aus

Pico EI eine geeignete Untergruppe vom Grad r heraus. - dies entspricht

gerade der Anwendung der Isogenie qt unter den basispunk.tabhängigen· Identi

fizierungen E'!:::! Pico E' und g!:::! Pico E -, so erhält man schließlich ein univer

selles Bündel F über E x Pico E für E(r,d) unter der Voraussetzung der Teiler

fremdheit von r und cl.

Mit Hilfe des eben konstruierten universellen Bündels F über E)( Pico E für

E(r,d) mit (r,d) = 1 können auch die unzerlegbaren Vektorraumbündel F aus

E(hr ,hd) für alle h ~ 1 leicht beschrieben werden. Für diesen Zweck sei Y!:::!

Spec «::[y]/(yh) ein einpunktiges abgeschlossenes Unterschema von Pico E,

also Y c Pico E mit Yred = {A}, AE Pico E. Dann ist FIE)( Y' eine lokal freie

Garbe vom Rang r über ExY, die via OE ~OE)({A} ~ 0ExY .al:lch als Vektor

raumbündel vom Rang hr (und Grad hd) über E angesehen werden kann.

Dieses Bündel ist unz~rlegbar , wie wiede rum die· Berechnung der Endomor

phismenalgebra zeigt, und jedes Element. aus E(hr ,hd) kann in dieser Weise

realisiert werden, weil FIExy~FIEx{A}aOE Fh gilt (vgl. 5.8).

Es ist ein bemerkenswertes Corollar zu dieser Konst ruktion, daß die in 5.7

betrachteten speziellen Bündel vom Rang r und Grad 0 als die infinitesimalen

Umgebungen des trivialen Bündels OE!:::! piE )( {1} im Poincare-Bündel P über

E )( Pico E interpretiert werden können.

5.37. Auslander-Reiten-Köcher.

Nach Atiyah ([At t ]) gilt für die Vektorraumbündel über einer glatten pro

jektiven Kurve E ein Krull-Schmidt-Theorem, wie es in 4.3 zitiert wurde.

Weil zu je zwei Vektorraumbündeln F und G über E die Mengen rad% (F ,G)c

rad(F, G) c Hom(F, G) wie in 2.17 definiert werden können, verfügt man über

einen wörtlich wie in 2.18 gebildeten Auslander-Reiten-Köcher AR(E) der

Vektorraumbündel über E. Mit wie in 2.20 erklärten Auslander-Reiten

Sequenzen gelten auch die Sätze 2.21 und 2.22 entsprechend in dieser

Kategorie. Nach einem nicht publizierten Ergebnis von A. Schofield, für das

Auslander und Reiten in [AuReis, Chapter 1I] einen unter allgemeineren An

nahmen gültigen Beweis gegeben haben, gilt auch ein Äquivalent von Satz
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Z.Z3 in der Kategorie der VektorraumbÜDdel uber E, so daß der Köcher

AR(E) vollständig aus den Auslander-Reiten-Sequenzen abgeleitet werden

kann.

Ist nun E speziell wieder eine glatte elliptische Kurve, so können die Auslan

der-Reiten-Sequenzen etwa nach [AuReis, Corollary II.3. i] leicht bestimmt

werden, wobei wieder die Tensorproduktformeln 5.8 und 5.9 von Atiyah Ein

gang finden. Man erhält AR(E) so als eine disjunkte Vereinigung von Röhren

vom Rang 1:

AR(E) = U Fr,d(A) ~ FZr,Zd(A) =F3r ,3d(A) = F4r,4d(A) =...
r ,d,A

wobei die Vereinigung über alle Tripel (r,d,X) E IN x Z)( Pico E mit zueinander

teilerfremden r und d gebildet wird.

Dieses Beispiel illustriert auf sehr einfache Weise, daß sich nichttriviale

Ho'momorphismen zwischen unzerlegbaren Objekten gewöhnlich nicht als

Linearkombinationen von Kompositionen irreduzibler Homomorphismen (i.e.

Pfeilen im Auslander-Reiten-Köcher) repräsentieren lassen. Wege,n

HomE(F d(X),F t d'( A'» ~ HO(E,F -d( A"}~F I d'( AI}). r, r , r, r ,

existieren nämlich nach 5.11 und 5.6(iv) nichtt riviale Homomorphismen von

F d(A) nach F f d'( AI) immer dann, wenn d: > d gilt. Alle ir'reduziblen
r, r , r r d' d

Homomorphismen haben hingegen die Eigenschaft, daß -, =- gilt, was dannr r
auch für beliebige Hintereinanderausführungen richtig ist.
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6. ASSOZIIERTE VEKTORRAUMBONDEL AUF DEN

UMGEHUNGEN VON EINFACH-ELLIPTISCHEN

SINGULARITÄTEN.

Auch' in diesem Kapitel sei X wieder die minimale Auflösung einer einfach

elliptischen Flächensingularität (X,x) vom Typ EI(b), b ~ 1. Dann ist X ISO

morph zum Totalraum eines negativen Geradenbündels 0E(-bP), PE E, über

einer glatten elliptischen Kurve E.

In diesem Kapitel sollen die Beziehungen, die zwischen den Vektorraum bün

deln auf dem punktierten Spektrum X-E ~ X-{x}, die ja nach 2.14 bijektiv bis

auf Isomorphie den reflexiven Moduln auf (X,x) entsprechen, und den end

lichdimensionalen Darstellungen der Fundamentalgruppe lt 1(X-E) bestehen,

herausgearbeitet werden. Zu jeder Darstellung p: lt1(X-E) - GLr(lI:) is't ein

Vektorraumbündel Fp auf X-E assoziiert (s.u.), das durch p bis auf Isomor

phie eindeutig bestimmt ist. Es ist bekannt, daß ein Vektorraumbündel F auf

X-E genau dann zu einer Darstellung von 11: 1(X-E) assoziiert ist, wenn es in

Feinen integrablen" holomorphen Zusam menhang V: F - F GI Cl~-E gibt ([ At, ,

Proposition 14]). Die Isomorphieklassen von endlichdimensionalen Darstellun

gen p von 1[1 (X-E). bezüglich Konjugation stehen in bijektiver Korrespondenz

zu den Isomorphieklassen der Paare (F, fJ) aus holomorphen .Vektorraumbün

deIn F auf X-E und integrablen holomorphen Zusammenhängen V (in F),

wobei (F,V)~(Ft,V') genau dann gilt, wenn es einen Isomorphismus cp:F=F'

mit cp*(V') = 'il gibt. (Dies ist die sogenannte Riemann-Hilbert-Korrespondenz.)

Bei einer zweidimensionalen Quotientensingularität (C Z /G,O) nach einer end

lichen Untergruppe G CGL2 (<<::) ist, wie Herzog in [He] gezeigt hat, die Ein

schränkung jedes reflexiven Moduls auf r. 2 /G - {O} das assoziierte Vektor

raumbündel einer Darstellung von 1[1 (11: 2 /G - {O}) ~ G. Tatsächlich stehen die

Isomorphieklassen der unzerlegbaren reflexiven Moduln dadurch sogar in

Bijektion zu den Konjugationsklassen der irreduziblen (Le.. unzerlegbaren)

Darstellungen von G.

Es liegt daher sehr nahe, im Falle der einfach-elliptischen Singularitäten

nach Antworten auf die folgenden heiden Fragen zu suchen: Ist die Ein

schränkung einer reflexiven Modulgarbe M auf X-ix} ~ X-E stets als Vektor-
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raumbündel zu einer Darstellung von ][ 1(X-E) assoziiert, gibt es also einen

integrab.len holomorphen Zusammenhang in MI X-{x}? Und falls dies der Fall

ist: Gibt es wiederum eine bijektive Korrespondenz zwischen den unzerlegba-

. ren endlichdimensionalen Darstellungen der Gruppe 1t 1(X-E) bis auf Konjuga

tion und den Isomorphieklassen der unzerlegbaren Vektorraumbündel auf X-E?

Die erste Frage wird in der ersten Hälfte dieses Kapitels ohne Einschränkung

positiv beantwortet werden, indem zu' jedem wie in 5.19 beschriebenen unzer

Iegbaren Vektorraumbündel auf X-E eine Darstellung von lt 1(X-E) angegeben

wird, zu der dieses Bündel assoziiert ist.

Die Beantwortung der zweiten Frage ist erheblich delikater und wird den

zweiten Teil dieses Kapitels einnehmen. Zunächst einmal stellt die. Aufgabe

der Klassifikation aller unzerlegbaren endlichdimensionalen Darstellungen der

Gruppe ][ 1(X-E), wie noch ausgeführt wird, ein sogenanntes "wildes" Problem

dar, dessen Lösung die notorisch unerreichbare Klassifikation von Paaren

quadratischer Matrizen bis auf simultane Konjugation einschlösse. Als eine'

einfache Konsequenz dar~us erhält man die Existenz von Familien paarweise

nicht isomorpher unzerlegbarer Darstellungen, die von beliebig vielen Parame

tern kontinuierlich abhängen, weil diese Erscheinung bei Paaren von Mat rizen

unter simultaner Konjugation auftritt. Weil es· jedoch nach 5.19 nur I-Para

meter-Familien von unzerlegbaren holomorphen Vektorraumbündeln auf X-E
gibt, ist schon von daher eine Bejahung der zweiten oben aufgeworfenen

Frage ausgeschlossen.

Oberraschenderweise ergibt sich jedoch, daß, wenn man nach ,denjenigen Dar

stellungen von lt1(~-E) fragt, zu denen ein fest vorgegebenes unzerlegbares

Vektorraumbüodel auf X-E assoziiert ist, in jedem Fall eine komplette

Klassifikation der Darstellungen bis auf Konjugation einschließlich der Be

schreibung der Topologien der zugehörigen Modulräume erreichbar ist. Dies

zeigt, daß die Bedingung, der Unzeriegbarkeit des assoziierten Vektorraum

bündels auf X-E eine äußerst starke Einschränkung darstellt, die zumindest

einen Teil der mit wilden Problemen einhergehenden Pathologien ausschließt.

(Am Ende des Kapitels befindet sich ein Anhang, in dem einige dazu erfor

derliche Ergebnisse von N. McCoy aus dem Jahre 1934 über die Struktur von

Matrizenpaaren, die mit·. ihrem Kommutator kommutieren, mit Beweisen in

modernerer Sprache zusammengestellt werden.)
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Lokale Fundamentalgruppen. Für eine beliebige normale Flächensingula

rität (X', x) ist deren lokale Fundamentalgruppe 1[ 1(X, x) definiert als die

Fundamentalgruppe des Durchschnittes von X-{x} C d:N -{Ol mit einer Kugel

B um 0 vom Radius e: > 0 für e: hinreichend klein. Wegen der lokalen Kegel-e
förmigkeit komplexer Räume hängt die so definierte Gruppe. nicht von der

Wahl eines hinreichend kleinen e: > 0 ab. Auf Grund der Normalität von X ist

außerdem X-Ud zusammenhängend, so daß zu der Definition von 1[1 (X,x) als

abstrakter Gruppe die Angabe eines Basispunktes nicht erforderlich ist. (Vgl.

[Pr, Chapter II.B].)

Ist zusätzlich (X,E) eine gute Auflösung von (X,x), so kann 1[l(X,x) nach

Mumford ([ Mn], siehe auch [Hi]) mit der Fundamentalgruppe 1t 1(U-E) des

Komplementes von E in einer Tubenumgebung U von E in X identifiziert

werden.

Das zeigt, daß für die minimale Aufjösung (X,E) einer einfach-elliptischen

Flächensingularität die schon eingangs dieses Kapitels betrachtete Gruppe

1t
1
()(-8) gerade die lokale Fundamentalg~uppe der Singularität ist. Bevor wir

diese Gruppe bestim men, fixieren wir die folgende Situation, die für den

ganzen Rest des Kapitels gültig bleiben soll.

Voraussetzung 6.1: X sei der Totalraum eines Geradenhündels 0E( -bP) über

einer glatten elliptischen Kurve E, PE E und b ~ 1. Die als Nullschnitt in X
eingebettete elliptische Kurve E sei in der Form E ~ d:/o gegeben, wobei n =
Zl eZw ein normalisiertes Gitter vom Rang 2 in «: mit Im w >0 sei, das auf

a: durch Parallelverschiebung operiert. Wir werden 1[1 (E) mit Q identifizieren.

Proposition / Definition 6.2: Die lokale Fundamentalgruppe lt 1()(-E) einer

einfach-elliptischen Flächensingularität vom Typ El(b) wird von drei Elemen

ten Cl, ß und 'Y erzeugt, die den folgenden definierenden Relationen* genügen:

b
[ (X , 'Y] = 1, [B , 'Y] = 1 und [ (X , ß] = 'Y •

Eine in dieser Form präsentierte Gruppe wird als eine diskrete Heisenberg

Gruppe H
b

(b ~ 1) bezeichnet.

, -1 -1
.) Mit den Kommutatoren [xtY]:= xyx y'.
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Beweis: X-E ist ein (*-Faserbündel über E. Es gibt also eine exakte Sequenz

1 - J(1(t*) - J(1(X-E) - J(t(E) - 1,

die J( 1(X-E) als Erweiterung von lt
1

(E) = 0 durch J(1 (0:*) ~ 7Z beschreibt. CL und

ß seien Liftungen der Erzeugenden 1 und w von 0 nach J(1~(X-E) und r sei das

Bild. eines Generators von J(1 (a:*) in 1t 1(X-E). Damit wird lt 1(X-E) von <:1, ß

und r erzeugt und es bestehen triviale Kommutatorrelationen [a,r] = 1 und

[8, r] = 1. Die im wesentlichen einzige weitere Relation in J(1 (X-E) muß. dann

von der Form [a,ß] = r n
sein, weil alle Relationen in J(1 (E) aus [l,w] = 0

hervorgehen. Den Exponenten n kann man in der Homologie von X-E bestim

men: Aus [a,ß] =rn in 1t
t
(X-E) foigt n·'1=O in H

1
(X-E;7Z),wobei r das Bild

von r E J(1<<<:*) ~H1(U::*;7Z) bezeichne. Nach Mumford ([Mu]) ist Hl(X-E;7Z)~

H
1

(E; 1l) e K, wobei K eine von :y erzeugte endliche zyklische Gruppe der

Ordnung b ist. Bei geeignet gewählter Orientierung von -y kann also n = b

angenom men werden. I",'

Bemerkung 6.3: Weil die definierenden Re!ationen von Hb es gestatten, jedes

Element von .Hb eindeutig in der Form a
X

ßY·l zu schreiben, ist Hb als Menge

bijektiv zu 7l J äquivalent, wobei die Gruppenstruktur auf 71 3 durch die Ver

knüpfung

(x Y z) * (x ' y' z') (x+x' , y+yr, z+z' +bxy' ), , ,,=

realisiert wird.

H
b

kann auch in den ganzzahligen 3x3-Matrizen mit deren Multiplikation

realisiert werden, indem das Element aXaY-yz für x,y,z E Z mit der folgenden

Mat rix. identifiziert wird:

Universelle überlagerungen. In diesem Abschnitt wird die universelle

überlagerung von X-E unter expliziter Angabe einer holomorphen Galoisope

ration der Fundamentalgruppe H
b
~ 1t

1
(X-E) bestimmt.

Es sei p: u:: - E die Projektion modulo 0, also zugleich eine universelle Über

lagerung von E, und L:= 0E(-bP) dasjenige Geradenbündel, für das X= IL I
ist, wobei man zweckmäßigerweise (s.u.) die Projektion p so wählt, daß der

Punkt PE E der Nebenklasse ~ + () entspricht. Dann ist p*L wegen Pic a: = 1
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ein triviales Geradenbündel über (C•. Nach der Festlegung. einer expliziten

Trivialisierung kann dessen Totalraum mit ([B . )( (CF identifiziert wer-astS aser
den, worauf n in einer mit der Operation auf G:B . verträglichen Weiseasts
operiert.

Lern ma 6.4: Es gibt \ eine Trivialisierung von p*L derart, daß n auf Ip*L I ~
([)( ([ folgendermaßen für (z,L) E([ x a:::: 'operiert:

1:

w:

(z,!) (z+1, L )

(z,!) (z+w, e2lt ibz't)

Beweis: Weil eine derartige n-Aktion auf ([ % durch Quotientenbildung ein

Geradenbündel auf E bestimmt, ist nur die Existenz eines meramorphen

Schnittes mit Divisor -hP darin nachzuweisen, also eines Schnittes mit P als

b-facher Polstelle und ohne Nullstellen.

Aus der klassischen Theorie der Thetafunktionen ist bekannt, daß der Vek

torraum der ganzen halomorphen Funktionen Hz), die für alle z E([ den Bezie

hungen

f(z+l) = -Hz) und f(· ) - -(ltiw+ 21tiz)f( )z+w· - e z

genügen, eindimensional ist und von· der Riemannschen Thetafunktion erster

Ordnung
CD

-8(z) :=
0=-(1)

1erzeugt wird, die einfache Nullstellen genau in den Punkten 2' + m + OW, m,n E

1l aufweist. (Siehe hierzu etwa [Fr, 11, Kapitel 2, §§2-8]: .e wird dort als

-81 bezeichnet. Häufig findet man auch die Bezeichnung .e[ ~].) Dann genügt

die durch

h(z) := e-ltibz.e(z)-b. für zEG:

definierte meromorphe Funktion den Transformationsbeziehungen h(z+l) = h(z)

und h(z+w) = e2 ltibzh(z) und definiert folglich einen meromorphen Schnitt in

dem Geradenbündel [1 / n über E, dessen Divisor -bP ist. I·'

Mit Lemma 6.4 erhalten WH ein n-äquivariantes kommutatives Diagramm

lI: x«:
p

X

1 p 1
a: E
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Mit X-E als in X eingebettetem a:*-Faserbündel erhält man daraus durch

Einschränkung das (1 -äquivariante Diagram m
p

CxC· I X-E

I p I
( I E

Dabei übernimmt «: x(*' die In Lemma 6.4 angegebene O-Aktion, nun jedoch

für (z,-r) E(xC*.

Selbstverständlich ist ~: ([x(* - X-E eine überlagerung. Von hier aus gelangt

man zu einer universellen überlagerung von X-E durch Davorschalten der'

Exponentialabbildung

q: «:x C - Cx C*, ( ) ( 2ltit)q z, t : = Z, e .

Die Galoisgruppe der überlagerung q ist zu 7L isomorph und man kann ein

Erzeugendes 'Y dieser Gruppe und Liftungen a und ß der Operationen von 1·

und w auf [xC*' so wählen, daß sich aus Lemma 6.4 die folgende Aussage

ergibt.

Proposition 6.5: X-E besitzt eine universelle Überlagerung durch den Raum
. .

(1, worauf ~b ~ 1t
1
(X-E) als Decktransformationsgruppe durch ihre Erzeugen-

den Cl,ß ,'Y (wie in 6.2) in der folgenden Weise wirkt «z, t) EC1 ):

a : (z, t) .... (z+1, t)

ß: (z, t) ~ (z+w, t+bz)

'Y: (z, t) ~ (z, t-1)

6.6. Wi r haben alles in allem das folgende große kom mutative Diagram m

konstruiert, das die universellen Überlagerungen von E, X und X-E zueinander

in Beziehung bringt:

[xu::
.~

[xC ....------~, [xC*

(\ "tj( I~X-E
\ lI- 1 I\ I

\ I
a: -----1- C
~-p\~ ~

E E

Legende:

--' Einbettungen von 0:::* -Bündeln
in Ge radenbündel;

! Bündel-Projektionen;

~ Einbettungen als Nullschnitte;

~ überlagerungen.
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Thetafaktoren. Wir betrachten in diesem Abschnitt vorübergehend die

allgemeinere Situation einer glatten Varietät M, die Quotient einer' kom

plexen Mannigfaltigkeit V nach einer Gruppe G von holomorphen Transforma

tionen von V, die eigentlich diskontinuierlich operiert ([ Ca]), ist. Dann kann

man versuchen, die Vektorraumbündel auf M durch deren inverse Bilder hin

sichtlich der kanonischen Projektion cp: V - M modulo G zu beschreiben. Das

ist dann besonders erfolgversprechend, wenn V selbst (bis auf Isomorphie) nur

triviale Vektorraumbündel zuläßt, wie es etwa für a.::
n , lI:* und auch ex([*

der Fall ist. (Für ([* steht dies etwa in [GraRe], für lI:xU:* folgt es daraus.)

V besitze jetzt diese Eigenschaft und F sei ein beliebiges Vektorraumbüodel

vom Rang r über M. Dann ist <p*F ein triviales Bündel auf V und nach der

Wahl einer globalen Trivialisierung rOV=. cp*F kann der Totalraum von (f'*F mit

VX (Cr identifiziert werden. Die natürliche G-Operation auf (f'*V wi rkt nun. auf

VX ([f derart, daß sie in der ersten Komponente die Operation von G auf V

reproduziert und zugleich in der zweiten Komponente linear, aber abhängig

von' der Basiskoordinate, wirkt. Sie kann also für jedes g EG in der Form

g: (v,~) ..... (g(v), J(g,v)· t;) für vEV, E: Ea.::
r

ausgedrückt werden, wobei J: G X·V - GL. (0::) eIne Abbildung ist, für die gilt:
r

(i) J(g,.) ist holomorph auf V für jedes gE G;

(ii) J{gg',v) = J(g,g'{v»·J(gl,V) für alle g,g' EG und vEV.

Definition 6.7: Es sei V eine G-Varietät. Eine Abbildung J: G x V - GL (0::)
r

wird' als Thetafaktor*' bezeichnet, wenn sie den beiden vorstehenden Bedin-

gungen (0 und (ii) genügt.

Thetafaktoren wurden von Morimoto, Matsushima und anderen (siehe [ Mo ] ,

[MaJ und die dort zitierten Arbeiten) zur Beschreibung von Vektorraumbün

deln auf komplexen Tori herangezogen. Für den Fall einer Riemannschen

Fläche M und ihrer Uni'formisierung V ist diese Idee aber schon bei Weil in

[We] angelegt•.

Ein Thetafaktor vom Rang r über V beschreibt eine G-Aktion auf V x (:f. Ist

der Thetafaktor durch PuB-back bezüglich ~: V - M aus einem Vektorraum

bündel F auf M hervorgegangen, so erhält man durch Herausdividieren der

*) Andere gebräuchliche Bezeichnungen sind (verallg.) Automorphiefaktor oder I matrix

multiplier.. I
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dadurch definierten Operation das Bündel F zurück. Umgekehrt definiert aber

auch jeder Thetafaktor in dieser Weise ein Vektorraumbündel vom "selben

Rang über M.

Bemerkung 6.8: Alle natürlichen Operationen mit Vektorraumb~deln (direkte

Summen, Tensorprodukte, äußere Potenzen, Determinantenbündel, Homornbr

phismenbündel, duale' Bündel) übert ragen sich wörtlich in die entsprechenden

Operationen auf den zugehörigen Thetafaktoren. Insbesondere entspricht der

Bildung des Endomorphismenbündels eines Vektorraumbündels vom Rang r die

adjungierte Operation des zugehörigen Thetafaktors auf den rx r-Mat rizen.

Assoziierte Vektorraumbündel.

Definition 6.9: Es sei V eine G-Varietät und M=V/G glatt. Ist p: G-GL (<<:)
r

eine endlichdimensionale Darstellung von G, so wird durch J (g, v) := p(g) für
p

g EG und v EV ein Thetafaktor vom Rang r auf V definiert. Das durch J
p

bestimmte Vektorraumbündel F vom Rang rauf M wird das zu p assoziiertep
Vektorraumbündel genannt..

(Offensichtlich geben zwei· zueinander konjugierte Darstellungen zu isomor

phen assoziierten Bündeln Anlaß, so daß die Isomorphieklasse von F schon
p

durch die Konjugationsklasse von p bestimmt wird.)

Wir kehren jetzt zu der Situation von 6.5 zurück, d.h. wir. werden die

Vektorraumbündel auf dem Raum X-E, der in die Rolle von M eintritt, mit

Hilfe der Thetafaktoren der Operation von H
b

als Galoisgruppe der univer

sellen überlagerung 'poq: «: xC - X-E beschreiben. Die Rollen von V und G

übernehmen also U:x«: und H
b

•

Es seI Jetzt p: Hb -GLr(lC) eine' endlichdimensionale Darstellung von H
b

- Mit

Fp werde das zu p assoziierte Vektorraumbündel auf X-E bezeichnet. Dann

ist p* F als Bündel über [xC· trivial,. weil auch CxC* nur triviale Vektor-
p .

raumbündel besitzt, und muß daher durch einen Thetafaktor der Cl -Aktion auf

a::x{:* (vgl. 6.4) beschrieben werden können. Wir suchen also eine Trivialisie

rung von p* F und den Thetafaktor
p

J : Cl x (a:xa:*) - GL (a:),
p r

für die O-Operation auf Ip*F I ~ (iLxa::*) x a:: r bezüglich dieser Trivialisierung.
p
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Das Bündel ß* Fp entsteht aus ([xC) xu:
r =Iq*p* Fp I durch Quötientenbildung

nach der von rEH
b

erzeugten Decktransformationsgruppe von q: «:x«:-U:xC*.

Verfügt man schon über eine Trivialisierung von ß* F durch r (überall) linear
p

unabhängige Schnitte s1' , ••• ,5 , so besitzen die gelifteten Schnitte s.:= s.oq,
r· 1 1

i = 1, .•• ,r, die Eigenschaft der 'Y-Invarianz, d.h. es gilt

s.('Y(z,t» = p(r)·s.(z,t)
1 1

für (z,t)EG::xG::, i=1, ••• ,r.

51, ••• ,5 in ß* F hinunter-
r p

n operieren bezüglich der

ß in H
b

in bezug auf die

Umgekehrt bestimmen je r (überall) linear unabhängige- Schnitte sl' ••• ,sr in

(<<::x [)xC
r

mit dieser Invarianzeigenschaft eine Trivialisierung von ß*F •
p

Wi r geben ·nun ein solches System von Schnitten an und besti mmen den

. Thetafaktor für die so definierte Identifizierung Ip. F I ~ (t*x [) x er. Hierfür
p

wählen wir eine I-Parameter-Untergruppe' ll: (u::, +) .... GL (<<::), so daß gilt:
r

0) 11(1) = p('Y)-l

(H) J,1(t) kommutiert mit p(h) für alle tEl[ und hEH
b

•

(Solche ·l-Parameter-Untergruppen können immer gefunden werden. Wir holen

die Begründung dafür in Lemma 6.11 nach.) Wir definieren nun mit Hilfe der

Standardbasis e 1, .•• , er des a: r die Schnitte

s.(z,t) := J,1(t)-e. für (z,t)E(:xC, i=l, ••• ,r,
1 . 1

in dem Bündel (l[x[)x(:r. Dann gilt:

s.('Y(z,t)} = s.(z,t-l) = J.l(t-l)e. = p(r)J,1{t)e. = p('Y)s.(z,t)
1 "I' 1 1 1

für alle (z,t).E«:xf[ und i =1, ••• ,r.

Folglich können die Schnitte 51, ••• ,sr zu Schnitten

gedrückt werden. Die Erzeugenden 1 und w von

Basis (5.) genau so,' wie es ihre Liftungen a und
1

Basis (5.) tun. Hierfür findet man:
1

a: (z,t;s.(z,t»'" (z+l,t;p(a)s.(z,t» = (z+l,t;p(a)s.(z+l,t»,
1 1 1

ß : (z, t; s. (z, t» ... (z+w, t+bz; p(ß )5. (z, t» = (z+w, t+bz; p(ß)I1( -bzht{t+bz)e.)
1 1 , 1

=(z+w, t+bz; p(ß )J.l( -bz)s. (z+w, t+bz»
1

Daraus erhält man den· gesuchten Thetafaktor zunächst für die beiden Erzeu

genden 1,w des Gitters 0:

j (1, (z, T» = p(a) und j (w,(z, T» = p(ß)ll(-bz)p p

Hierdurch ist j bestimmt, denn durch iterierte Anwendung der Bedingungp
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(ii) von 6.7 gewinnt man j für beliebige Elemente m+nw E Q und (z,'t) ElI:xO:*:
P

jp(m+nw.(z.~» = p(",m ßn)Il(_nbz_ n(n;l\w) (*)

Wir ziehen eine wichtige Folgerung aus diesem Ergebnis.

Proposition 6.10: Es sei p: H
b

- GL/«::) eine endlichdimensionale Darstellung

der diskreten Heisenberg-Gruppe H
b

und J.1: (<<::, +) - GL/C) eine 1-Parameter

Untergruppe, die p ( 'Y )-1 fortsetzt und mit der Darstellung p kom mutiert

(siehe oben). Dann ist das zu p assoziierte Vektorraumbündel F über X-E
p

isomorph zu der trivialen Ausdehnung (via s: X-E - E als [*-Bündel) des

Vektorraumbündels F über E, das bezüglich der Pr.ojektion p: C - E modulo·
p,~ .

n durch den Thetafaktor J : nxO:: - GL (<<::) mit
P,1J r

J ( m +nw, z) := p (",mßn) Il( -nbz - n(n;l) bw)
P,)J

definiert wird.

Beweis: F wird durch den oben in (*) angegebenen Thetafaktor j der n
p

Aktion auf G:x a::* bestim mt. Weil j (g, (z, 't)) von der Faserkoordinate 't E «::*
- p

unabhängig ist, kann J in trivialer Weise zu einem Thetafaktor der in 6.4·
p

definierten O-Aktion auf der universellen überlagerung ([x 0: von X ausgedehnt

werden, der mit j bezeichnet werde.

Durch j wird dann ein Vektorraumbündel F auf X definiert, das das Bündel

Fp fortsetzt. Die' Unabhängigkeit des Thetafaktors j von der Faserkoordinate

't zeigt außerdem, daß F die triviale Ausdehnung des Bündels F := FIE
P,ll

längs der durch 't parametrisierten Fasern von X- E ist. Damit gilt auch F ~
p

s*F •
p,1J

Weiterhin wird Fp,J,l als Einschränkung von F auf E durch di~ Einschränkung

des Thetafaktors j auf den Nullschnitt in O:x[, also auf n x (a: x{O}), gegeben.

Dies ist nach den zuvor gemachten Feststellungen aber genau der in der

Proposition 6.10 angegebene Thetafaktor J I<p, J,l.

Es bleibt noch die Existenz der in der Konstruktion verwendeten I-Parame

ter-Untergruppe IJ zu begründen. Dieser Sachverhalt ergibt sich aus dem

folgenden Lemma, das mit einer aus der Theorie der nilpotenten Liegruppen

wohlvert rauten Methode bewiesen wi rd.
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Lemma 6.11: Zu jeder Matrix A E GL (t) gibt es eIne l-Parameter-Unter
r

gruppe 1J: (0:, +) - GL (C) mit ll(1) = A und der Eigenschaft, daß lJ( t) für jedes
r

t EC mit jeder mit A kommutierenden Matrix kommutiert.

Beweis: (Siehe auch [Mo, Lemma 3.1] und [OGLG, Chapter VI, §4 J.) Bezüg

lich ihrer Gewichtsräume kann die Mat rix A in der Form A = Al $ .•• $ A. n

zerlegt werden, wobei jeder der Diagonalenblöcke A. nur einen einzigen
I

Eigenwert A. besitzt und die Al' ••• ' A paarweise voneinander verschieden sind.
I n

Weil eine mit A kommutierende Matrix M die Gewichtszerlegung von A re-

spektiert, zerfällt eine. solche Matrix simultan mit A in M= M
l

e .•• $ Mn-

Man kann daher gleich annehmen, daß A nur einen einzigen Eigenwert A auf

weist und sich folglich in der For m A = A·( 1 + N) schreiben läßt, wobei 1 die

Einheitsmatrix und N eine nilpotente r x r-Matrix ist. Mit der- Logarithm~s-

Reihe .-
CD (1)1 .

loge 1+ X) = L ---,- Xl
i=l ~

kann man den Logarithmus a: =log( 1 + N) bilden, der wegen der' Nilpotenz von

N ein Polynom in N ist, so daß keine Konvergenzprobleme auftreten. Ist

außerdem Jl. ein Logarithmus von AEa::·, so kann man

tJl.
ll(t) := e ·exp(ta) für tE (:

definieren. Es folgt Jl( 1) = A.

Wenn M eine mit A· kommutierende Matrix ist, so kommutiert M auch mit

N und folglich auch mit a, weil a ein Polynom in N ist, und daher schließ

lich auch mit lJ{t) =etiexp(ta). I

Darstellungen der diskreten Heisenberg-Gruppen. In diesem Para

graphen wird eine partielle Klassifikation der endlich-dimensionalen Darstel

lungen der diskreten Heisenberg-Gruppen H
b

gegeben, die gerade dazu hin

reichend ist, die jeweiligen asSoziierten Bündel zu den Darstellungen angeben

zu können. Ein wesentlicher Bestandteil sind die folgenden speziellen unitären

Darstellungen.

Definition 6.12: Für je zwei teilerfremde ganze Zahlen r und d mit r ~ 1 und

r ~ d < (b+l)r wird eine unitäre Darstellung 1: d: Hb.... GL (0:) durch dier, r
folgenden Bilder der Erzeugenden CL, ß, 'Y von Hb (6.2) definiert:
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1 0 1

Z;b 1 0

't dCa) *- Z;2b
'tr,d(ß) *- 1 0.- .-r,

I;;(r -l)b 1 0'

l' d(-y) := r;. 1,r,

b . r -2ltid/br . F" bwo el ':0: = e sei. ur gege enes r

Werte von cl. genau alle b-ten Wurzeln

wurzeln.

durchläuft r; also für die zulässigen

aus den primitiven r-ten Einheits-

p : Hb - GLn(a:) der

x: H
b

- [* mit x("()

von n ist, und eine

Für r =1 sei die Definition von l' d 1m Sinne von l' d( a) = l' d( ß) = 1 zur, r, r,
verstehen.

Zwei Darstellungen 't d und 't, d' sind konjugiert genau dann, wenn r = r'r, r ,
und d=d' gilt. (Denn der Wert von d wird durch die Spur von 't d(-Y) fest-r,
gelegt.)

Theorem 6.13: (1) Zu jeder unzerlegbaren Darstellung

diskreten Heisenberg-Grup~e Hb existieren ein Charakter

= 1, eine Darstellung l' cl wie oben, wobei r ein Teilerr,
Darstellung a: H

b
- Uniph(t) von H

b
in den unipotenten oberen Dreiecks-

matrizen vom Rang h = nlr, so daß p. zu XGI l' d GlO konjugiert ist.r,

(2) Je zwei unzerlegbare Darstellungen X~'t d GJO und X' 8·1' ,. d' 80' von derr, r ,
in (1) bet rachteten St ruktur sind genau dann zueinander konjugiert, wenn

r =r' und d = d' gilt, X und x' modulo den r-ten Einheitswurzeln übereinstim

men (d.h.· xr = x' r) .und die unipotenten Darstellunget:t 0 und 0' konjugiert

sind.

(3) Eine Darstellung X QJ l' d80 von der in (1) bet rachteten Art ist dann undr,
nur dann unzerlegbar, wenn die unipotente Darstellung a unzerlegbar ist.

Bemerkungen 6.14: (1) Die Charaktere x: H
b

- a::* mit x(1') =1 entsprechen den

Charakteren des Gitters n (als Quotient von H
b

) und. damit den' Zahlenpaaren

(x (a), X(ß )) E«: *)( «:••

(2) Das Theorem 6.13 stellt eine Verallgemeinerung verwandter Resultate

von Williarnson und Gerstenhaber über serni-kommutierende Matrizen dar (vgI.

[ Wi], [Ger]).



131

(3) Corollar: Die unzerlegbaren unitären Darstellungen von Hb sind konjugiert

zu Darstellungen der Form XGI 't r ,d' wobei X ein Charakter von Hb mit· X(.y) =

1 ist, der nur Werte vom Betrag 1 annimmt ..

(Diese Aussage find~t man auch bei Burger , [Bu], wo sie In einem erheblich

allgemeineren Rahmen mit Methoden der Harmonischen. Analysis bewiesen

wird.· Sie· folgt hier .einfach daraus, daß eine unipotente Darstellung genau

dann unitär ist, wenn sie trivial ist.)

(4) Betrachtet man zu p = XGI'tr,d '80 die Untergruppe H ' von Hb, die von Cl,

ßr und -y erzeugt wird, und auf dieser die durch

pl(a) := x(a)o(Cl), I ( )
2nid/br ( )p -y := e 0 -y

definierte· Darstellung p', so ist p die von p' auf Hb induzierte Darstellung.

(5) Eine Darstellung p von H
b

in GLn(C) ist genau dann treu, bildet also

Hb injektiv ab, wenn p(r) unendliche Ordnung besitzt. Für p= XGl'tr,d GI (1 heißt

dies, daß p genau dann treu ist, wenn o(-y) unendliche Ordnung besi tzt, was

bei einer unipotenten Darstellung nur o(r) f. 1 bedeutet.

(Begründung für den ersten Teil von (5): Nehme an, daß o(.y) unendliche

Ordnung besitzt, und betrachte h = aXS Y-yz mit p(h) =1. Aus 1= [p(h), p( ß}] =

p([h,ß]) = p(r}bx folgt x=O; analog erhält man Y=O' aus 1= [p(h), p(cd] =

p(r)-by. Schließlich ist wegen t'=p(h)=p(r)z auch z=O, also h=1. Damit ist

die Injektivität von p bewiesen. Die Umkehrung ist trivial.)

Beweis von Theorem 6.13: .-Es sei p eine unzerlegbare Darstellung von H
b

in

GL (C) .. Zur Abkürzung schreiben wir A:=p(a), B:=p(e) und Z:=p(r).
n

Für eine beliebige n)Cn-Matrix M verstehen wir unter der Gewichtszerlegung

des ([n bezüglich M die Aufspaltung

u::n = E9 VA (M) mit VA (M) := ker( (M - Al)n )
A

Weil A und B mit Z kommutieren, respektieren beide Matrizen die Gewichts

zerlegung bezüglich Z. Also folgt aus der Unzerlegbarkei t von p, daß Z nur

einen einzigen Eigenwert l; besitzt. Wegen l; bn = det{Zb) = det{ [A, B] ) = 1 ist

l; b eine primitive r-te Einheitswurzel für einen geeigneten Teiler r von n und

man kann l; =e2nid/br mit (r,d)=! und r~d«b+l)r schreiben•

• ) Ich bin J.. Scherk für den Hinweis auf diese Arbeit dankbar.
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(Also sind die Zahlen r und d durch p bereits eindeutig festgelegt.)

Betrachtet man nun die Gewichtszerlegung des a::n hinsichtlich der Matrix A,

so wird V~A) durch B in V1;bx(A) abgebildet. (Für VEV
X

(A) ist (A _1;b U )nBv

= B(AZb - Z; Al)ov =0, weil Z mit A kommutiert und r; als einziges Gewicht

hat. Also ist Bv ein Gewichtsvektor zu A vom Gewicht r;.b A.)." Damit stabili

siert B - und trivialerweise auch Z - jeden der zusam mengesetzten Ge

wichtsräume

WA(A) := VA(A) ~ Vr; bA(A) lD Vr;2b A(A) $" ••• $ VZ;( r-l)b A(A).

Die Unzerlegbarkeit von p impliziert also,' daß die Eigenwerte von A eine

einzige Nebenklasse {AA, ••• ,l;(r-l)b AA } der r-ten Einheitswurzeln bilden. Ent

sprechend bilden die Eigenwerte von Beine Nebenklasse {AB' ••• ' r;(r-1)b AB }.

Nach d~r Abspaltung eines geeigneten Charakters x(axßYyz):= A~A~von p,

der durch p modulo den r-ten Einheitswurzeln eindeutig bestimmt ist, kann

man sich also auf den Fall beschränken, daß die Eigenwerte sowohl von A

als auch von B genau die r-ten Einheitswurzeln sind. Jeder der "Gewichts

räume Vr;bk(A) und Vr;bk(B). hat für k=O, •••,r-l die Dimension h:=n/r. (Das

ist der Fall, weil B" die Gewichtsräume von A zyklisch permutiert und A

umgekehrt das selbe für B tut.)"

Wir wählen jetzt in V1(A) eine beliebige Basis aus und statten V bk(A) für

k = 1, ••• , r-1 mit dem Bild dieser Basis unter Bk aus. Bezüglich de~ so defi

nierten Basis des «:0 beschreiben wir A, B und Z als r x r-Blockmatrizen,

bestehend aus hxh-Blöcken als Einträgen. Unter Heranziehuog der Kommuta

torrelationen, die in Hb gelten, und nach Definition der Basis erhält man so:
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Darin repräsentieren Ao, B: und Zo die Einschränkungen von A, B
r

und Z

auf V 1(A) in bezug auf die gewählte Basis. Folglich haben diese Matrizen als

jeweils einzige Eigenwerte 1, 1 und r; und es bestehen die Kom mutator-Rela

tionen:

Mit Bo := exp(llog B:) wird eine r-te Wurzel aus B~ definiert. (Siehe auch
r

den" Beweis von 6.11.) Es folgen die Kommutator-Relationen:

1 b
[Bo,Zo] = 1 und [Ao,BoJ = (~Zo) •

(Begründung: Für eine unipotente Matrix X wird deren unipotente r-te
1 ,CD i

Wurzel durch f(X):= exp(r1og X) = l.i=O ci(X-l) gegeben und aus [X,Y ] = 1

folgt f(XY) =f(X)f(Y). Dann gilt aufgrund der Kommutator-Relationen, denen

B: genügt, für Bo := HB:):

AoB o = Aof(B:) = I c.Ao(B:-l')i = Lc.(B:Z~r _l)iAo = f(B:Z~r)Ao
1 1

= f(B:)f(Z~r)Ao = Bof(Z~r)Ao = f(Z~r)BoAo;

also ist [Ao,B o] = f(Z~r) eine unipotente r-te Wurzel von Z~r und stimmt

daher mit (~ Zo)b überein, weil die unipotenten Wurzeln aus unipotenten

Mat rizen eindeutig sind.)

I k . . ( r-1)Durch Konjugation mit der Diagonalen-B oc matnx dlag I,B o, ••• ,B o gehen

die Matrizen A, B und Z in die neuen Matrizen

A o 0 Bo
r;bA Bo 0-. 0

A' = r;2b Ao B' = Bo 0 und

.
r;(r-1)bA

o Bo 0

Z' = Z

über. (Das ist" leicht mit den oben hergeleiteten Kommutatoren auszurech

nen.) Offensichtlich ist damit die Gestalt einer Darstellung -r d l8J (j erreicht
f,

worden, wobei die Darstellung a: Hb - GLh([) durch

a (a ) := A 0 , a ( ß) := B 0 und a ( 'Y) := ~ Z 0

definiert wi rd.
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Es bleibt zu begründen, daß nach geeigneter Konjugation 0 nur Werte in den

unipotenten oberen Dreiecksmat rizen annim mt. (Es ist schon bekannt, daß

alle a(h), h EH
b

, 1 als einzigen Eigenwert aufweisen.} Dazu reicht es aus,

einen simultanen Eigenvektof v Eeh von Ao, Ba und ~ Zo - jeweils zum

Eigenwert 1 - zu finden, denn nach Abdividieren des von diese.rn Vektor auf

gespannten Unterraumes Cv~Ch kann man induktiv so fortfahren. Nun 'ist der

Eigenraum E110 von ~ Zo zum Eigenwert 1 sowohl unter Ao als auch unter

Bo stabil und die Beschränkungen von Ao und Ba auf E1 kommutieren wegen

[Ao,BoJ = (~ Zo)b. Unter diesen Umständen kann man' einen gemeinsamen

Eigenvektor vEE
l

von Ao und Ba finden. ([ALG, Chap. VII, §5.7, Lemme 3])

Damit ist der Teil (I) des Theorems bewiesen. Auch Teil {2} ergibt sich

daraus, weil die Gewichtsstruktur einer ~erlegbaren Darstellung, wie ge

zeigt, zuerst r und d, dann X {modulo den r-ten Einheitswurzeln} und schließ

lich a bis auf Konjugation festlegt. Auch ist leicht einzusehen" daß zwei

Charaktere X und Xl, die modulo den r-ten Einheitswurzeln übereinstimmen,

zueinander konjugierte Darstellungen X 8·"t d und Xl 8 't d definieren: Manr, r,
konjugiert dazu mit Matrizen der Form 't d{ a) oder 't d( ß) oder Produktenr, r,
solcher Matrizen.

Für Teil (3) muß begründet werden, daß p =X9'tr ,d 9<1 schon dann .unzerlegbar

ist, wenn (1 eine unzerlegbare Darstellung von Hb in de,n unipotenten h x h

Mat rizen ist. Wir nehmen gleich X =1 an. Eine Zerlegung von p zieht eine

entsprechende Zerlegung des Gewichtsraumes· V1(A) nach sich, die von den

Matrizen Ao, B~ und Z'o (wie oben) als Einschränkungen von A, Sr und Z

respektiert wird. Dies gilt dann auch für die Wurzel Bo, woraus die Zerleg

barkei t von 0 folgt.. I;'

Anwendung' auf assoziierte Bündel. Durch~die Kombination von Theo

rem 6.13 mit Proposition 6.10 können diejenigen Vektorraumbündel auf X-E,
die zu Darstellungen von Hb assoziiert sind, genau charakterisiert werden.

Theorem 6.15: (1) Jedes auf X-E zu einer Darstellung p der diskreten

Heisenberg-Gruppe Hb assoziierte Vektonaumbündel Fp ist isomorph zu der

trivialen Ausdehnung eines über E definierten Bündels F entlang der Fasern
, p

der Projektion X-E - E.
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(2) Für eine gegebene Darstellung p = X8 't 9 a von H
b

, worin' X ein. Charakter

.mit X( .... ) = 1, 't = 'tr,d eine _der in 6.1~ definierten unitären Darstellungen und

a eine unipotente Darstellung ist, gilt F ~ F 8 F 8' F und die gemäß (1) zu
p X "[ a

den Faktoren durch triviale Ausdehnung Anlaß gebenden Bündel über E

können (eindeutig) so bestimmt werden, daß gilt:

(i) F
x

E Pico E und jedes Element aus Pico E kann so dargestellt werden;

(ii) Fist unzerlegbar vom Rang r und Grad d;
"[

(iii) Fa ist eine direkte ~umme von unzerlegbaren Vektorraumbündeln vom

Grad 0, die holomorphe Schnitte besitzen (5.7), und jedes solche Bündel

ergibt sich in dieser Weise aus einer geeigneten unipotenten Darstellung

<1 von H
b

.

Das Bündel Fist genau dann unzerlegbar , wenn F (bzw. F ) unzerlegbar ist.
p <1 a

Corollar 6.16: Jedes Vektorraumbündel F auf ~-E ist bis auf Isomorphie das

assoziierte Bündel Fp einer Darstellung p von H
b
~ 1t 1(X-E).

Corollar 6.17: Ein unzerlegbares Vektorraumbündel F auf X-E ist (bis auf

Isomorphie) genau dann assoziiertes Bündel einer unitären Darstellung von H
b

,

wenn es die' triviale' A~dehnung eines einfachen (bzw. stabilen) Bündels F

auf E entlang der Fasern der Projektion X-E - Eist.

Bemerkungen 6.18: (I) Die in Teil (2i) von 6.15 behauptete. Surjektion

{ Charaktere X von Hb mit x( ....) =1 } - Pico E, x .... F
x

'

kann explizit angegeben werden: Ein Charakter X der genannten Art ist durch

(x(a),x(ß)) E 0::*)( a:* eindeutig. bestimmt. Wählt man U,v E f../Z mit x(a) =e2ltiu

und x(ß) = e
2niv

, so handelt es sich bei F
x

um das zu

v - uw E a:: / (71 + 7l w) ~ a:: / n = E ~ Pic 0 E

korrespondierende Geradenbündel, wobei der Nebenklasse 0+ n das triviale

Bündel in Pico E entspricht.

(2) Durch eine unzerleghare Darstellung p ist der in' der Faktorisierung p =

X8 't d 8 a von Theorem 6.13 auftretende Charakter X nur modulo den r-tenr,
Einheitswurzeln wohlbestimmt, so daß man r 1 gleichwertige Bündel F auf E

X
als Tensorfaktoren von F wie in 6.15(2) erhält. Dies ist nach 5.60) auchp
nicht anders zu erwarten, weil mit "[ = 't d für AEPico E gilt:r,
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Beweis von Theorem 6.15: (1) Diese Aussage wurde abstrakt mit 5.19 und in

der hier betrachteten Situation nochmals mit 6.10 bewiesen, 50 daß hier

nichts mehr zu tun ist. Zur Vorbereitung der folgenden Schritte erinnern wir

daran, daß Fp nach 6.10 durch einen Thetafaktor der Q-Aktion auf ([ von der

Form

J (m+nw,z) = p(aman)lJ(_nbz_n(n2-1)bw) !*)
P,lJ .

beschrieben wird, wobei lJ eine zu wählende 1-Parameter-Untergruppe ist, die

( )
-1 .

p 'Y fortsetzt und mit p kom mutiert.

(2) Wir müssen zeigen, daß die Fx,. F't und Fa repräsentierenden Bündel FX '

F't und Fa auf E in der behaupteten Weise gewählt werden können.

0) Ein Charakter X von H
b

mit x( 'Y) = 1 kann als Charakter des Gitters 0

aufgefaßt werden~ Mit der Wahl von 1..1 = 1 erweist sich F als das zu der
X

Darstellung X von a bezüglich lI: - E assoziierte Vektor raum bündel vom Rang

1. Es ist. bek.annt, daß man so alle Bündel in Pico E erhält ([PAG, pp. 307

317 ]). Wir begründen im folgenden zusätzlich die Richtigkeit der' oben

gemachten Bemerkung 6.18(1).

Weil 0E(P) als .Quotient von ([xli: nach der durch 1: (z,'t) ~ (z'+1, 't) und w:

(z, 't) ... (z+w,e-
2ltlZ

-r) definierten O-Aktion realisiert werden kann (Beweis von

6.4), erhält man den OE(Q-p) besti mmenden Thetafaktor daraus durch Paral

lelverschiebung und Division zu 1: (z, 't) f-+ (z+l,'t) und w: (z, 't) .... (z+w,e21tiz0-r),

wobei P und Q den Nehenklassen ~ +a und (; + zo) + O. in ([la = E entsprechen.

Andererseits bestimmt 1: (z,'t)""(z+l,x(a)'t) und w:(z,'t) ..... (z+w,x(ß)'t) das zu X

.. G d b .. d IM' () 2 1t i u d () 2 niv. d'assozllerte era en un e • It X Cl = e un X ß = e nimmt lese 0-

Aktion innerhalb de'r neuen Koordinaten (Zl, 'tl):=(z,e2ltiuz't) die Form 1:

(z','t')"'(z'+1,'t ' ) und w: (z','t')"'(z'+w,e21ti(v-uw)'t') an, was zu zeigen war. J

(ii) Wir untersuchen jetzt das zu -r = -r d mit r ,d teilerfremd und r ~ d<r,
(b+1) r assoziierte Vektorraum bündel.

Al 1 P G ·· (1) ()-1 1 1 r -2ltid/br. äh'1s - arameter- ruppe lJ mit Il = 't 'Y =%, wo ., = e 1st, w en

wir lJ(t):= e21tidt/br.t für tE G:. Als entsprechenden Thetafaktor J erhält
't,1l

man dann auf nx a:: für die beiden Erzeugenden 1 und w des Gitters n:
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1
·b
~

J (l,z) = l;2b und
't,1l

l;(r-l)b

0 1

1 0

J (w,z) -21tidz/r 1 0= e't,ll

1 0

Daraus folgt schon, daß F't ein Vektorraumbündel vom Rang r und Grad d

ist, denn das Determinantenbündel erhält man aus dem Thetafaktor

(det J )( 1,z) = (-1) r-1 und
't,J!

der ein Geradenbündel vom' Grad d

Beweis von 6.4.)

( )() ( )r-l -21tidz
det J W,z = -1 e ,

't,J! .

definiert (Vergleiche Teil 0) bzw. den

Zum Nachweis der Unzerlegbarkeit von F't betrachten wir die Endomorphis

menalgebra von F • Die Schnitte im Endomorphismenbündel von F werden't . 't
durch bezüglich der adjungierten Operation von J invariante holomorphe. 't,1l
Abbildungen h: «: -M (a:) repräsentiert.· Wegen J (r,z) = 1 und J (rlJJ,z) =

-21tidz -ltid(r-l)w r. . .. .'t,ll . 't,lJ
e e list die adJunglerte Operation des Untergitters r {1 C {1

durch J auf M ([) trivial, so daß jede einen Endomorphismus von' F re-'t, II r . 't
präsentierende holomorphe Abbildung h: «: - M ([) doppelt -periodisch und

r
mithin konstant ist.

Wir haben also hE M (0:). Die O-Invarianz als Endomorphismus bedeutet nun,
r

daß die Matrix h sowohl mit 't(et) als auch mit 't( 8) vertauscht. Aus h 't( cl) =
-r(a)h folgt, daß h die Zerlegung des a:: r in die (eindimensi~nalen) Gewichts

räume von "['{a) respektiert. Wir erhalten also, daß h simultan mit "['(et) eine

Diagonalmatrix ist. Weil bei Konjugation mit 't( 8) die Diagonaleneinträge

zyklisch permutiert werden, folgt aus h = 't ( ß ) h 't( ß ) -1 schließlich, daß alle

Diagonaleneinträge von h übereinstimmen, die Matrix h also einen Skala'r

repräsentiert.

Damit haben wir EndE(F't) ~ a:: erhalten, was für die Unzerlegbarkeit von F 't

hinreichend ist. J.
. 1

*) D.h.: h(g(z» =J (g,z)·h(z)·J (g,z)- für gE 0, z ElI:.
. 't',~. 't',~
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(Hi) Zu. der gegebenen Darstellung 0: Hb - Uniph(11:) wählen WH die. I-Parame

ter-Gruppe 1.1 als Untergruppe der Gruppe der unipotenten oberen Dreiecks

matrizen Uniph(II:). (Dafür, daß dies geschehen kann, siehe den Beweis von

Lemma 6.11.) Es wird gezeigt, daß F0 als sukzessive Extension (jeweils spal

tend oder auch nicht) eines trivialen Bündels OE dur~h weitere triviale

Bündel OE beschrieben werden kann. Solche Vektorraumbün~el sind nach

Atiyah ([At 2 J; siehe. auch 5.34) stets direkte Summen von Grad-O-Bündeln,

die nichtverschwindende holomorphe Schnitte enthalten.

Weil Ja Jl(g,z) für alle gEO und zE([ eine unipotente obere Dreicksmatrix ist,

beschreibt s(z):= (1,0, ••• ,0)t Eq:h einen nirgends verschwindenden holomorphen
~

Schnitt in Fa' der ein triviales Unterbündel OE in FC1 aufspannt. Zur Kenn-

zeichnung des zugehörigen Faktorbündels bezeichnen wir den rechten unteren

(h-1)x (h-1)-Block einer unipotenten hxh-Matrix U mit U'. In dieser Weise

stiftet 0 eine Darstell~g 0': Hb - Uniph_l (U::), 1.1 eine 1-Parameter-Gruppe

ll' : (a::, +) - Uniph l(t) und J einen Thetafaktor vom Rang h-l, für den
- 0,1.1.

offensichtlich (J ) I = Ja I , gilt. Folglich wird das Faktorbündel F0/ OE
a,Jl ,ll .

durch den Thetafaktor J f f beschrieben und man erhält Fa / OE!::::! F " so daßo ,ll a
man induktiv mit dem 'Herausteilen von trivialen' Untergeradenbündeln fort-

fahren kann und so eine Kompositionsreihe von F erhält, die ausschließlicho
aus trivialen Geradenbündeln OE besteht.

Umgekehrt wird eine unipotente Darstellung Cf von Hb, die ein unzerlegbares

Grad-O-Bündel F vom Rang h auf E definiert, beispielsweise durcho

a (a) :=

1 1

1 1

1

• 1.

1

gegeben. (Wir begründen dies weiter unten ausführlich: C1 entspricht einer

der in Theorem 6.26 genannten Darstellungen, nämlich S(1,0, .•• ,0).) Damit

ist auch jede direkte Summe von Grad-O-Bündeln mit holomorphen Schnitten

zu eIner unipotenten Darstellung von H
b

assoziiert.

(Diese Aussage kann man auch dem klassischen Theorem von A. Weil ([ We,

Chapitre H.7], [At J , Theorem 10]) entnehmen, demzufolge die assoziierten

Vektorraumbündel auf einer Riemannschen Fläche genau die direkten Summen

von Bündeln vom ,Grad ° sind. Die Reduktion von einer beliebigen Darstellung
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auf den .unipotenten Typ ist dann etwa mit Hilfe von Theorem, 6.13 mög

lich.} J

Schließlich folgt aus Satz 5.8, daß für die Unzerlegbarkeit von F bzw. F =, p p
F GJ F GJ F tatsächlich die Unzerlegbarkeit von F notwendig und hinreichend

X T C1 C1

ist. li

Beweis von Corollar 6.16: Um zu zeigen, daß jedes Vektorraumbündel F auf

X-E zu einer Darstellung von Hb assoziiert ist, müssen wir wegen 5.19 nur

einsehen, daß jedes unzerlegbare Bündel F = Fr' ,d,(A) mit rr ~,d' < (b+1?r ' und

AEPico E wie in 6.15(2) in der Form F QJ F GI F gewonnen w.erden kann.X ~ 0 .

Mit h:=(rr,d') kann rr =hr und d' =hd geschrieben werden. Wähle nun eine

unipotente Darstellung 0 von H
b

so, daß Fa unzerlegbar .vom Rang hund

Gra? 0 ist. Mit der unitä~,~n Darstellung T ='Cr,d ist dann F't' unzerlegbar vom.

Rang r und Grad cl. Damit ist F GJ F wegen 5.8 bereits ein unzerlegbares'C C1

Bündel vom Rang r' und Grad d' und durch die Wahl eines geeigneten Cha-

rakters X kann wegen 6.15(20 und 5.6(i) schließlich F I d' (A) ~ F GJ F GJ F
r , X 't' C1

erzielt werden. I~

Beweis· von Corollar' 6.17: Unzerlegbare unitäre Darstellung,en von H
b

sind

nach 6.14(3) von der Form p =XQt·'C d' wobei X ein unitärer Charakter von 0r,
ist und r, d teilerf remd sind. Also Ist F das PuH-back eines unzerlegbaren

p

Bündels Fp auf E, dessen Rang. und Grad teilerfremd sind, bezüglich X-E: - E.

Solche' Bündel auf E sind nach [At l , Lemma 22] einfach, d.h.: EndE(F ) ~ c.. p
Zum Nachweis der Stabilität von F betrachten wir ein (ohne Einschränkung

p
unzerlegbares)' Unte~bündel F' von Fp mit J,1(F') ~ J,l(Fp). Wegen der Sätze

5.11 und 5.6(iv) folgt aus HomE(F',F ),0 schon ll(F')=}l{F ), was aber
p p

wegen der Teilerfremdheit von Rang und Grad von F für ein echtes Unter
p

bündel F' nicht eint ret en kann.

Weiter tritt auch jedes derartige Bündel als assoziiertes Bündel einer unitä

ren Darstellung von H
b

auf, denn selbst für unitäre Charaktere X durchläuft

das assoziierte, Geradenbündel F ganz PicO E, wie man 6.18(1) entnimmt:
X

.Auch mit reellen u und v kann jede komplexe Zahl durch v- uw dargestellt

werden.

Schließlich sind unzerlegbare Vektorraumbündel' auf E, deren Rang und Grad

nicht teilerfremd sind'; auch weder einfach noch stabil, wie. man aus dem
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Vorhandensein eines Tensorfaktors Fh ' mit h ~ 2 nach 5.8 ersehen kann: 5.9

liefert die Nicht-Einfachheit; die Instabilität folgt aus der Existenz eines

trivialen Unterbündels OEc Fh (vgl." 5.34). I

Wir werden nun für ein beliebig vorgegebenes unzerlegbares Vektorraumbüo

dei auf X-E ~ x-Ix} die Menge aller derjenigen Darstellu~gen von 1t 1(X-E) ~

1t1(X,x) =: Hb bestimmen, _zu denen das gegebene Bündel ass<?ziiert ist. Aus

den Theoremen 6.13 und 6.15 zusammen mit den Formeln 5.6(0 und 5.8

sowie der Bemerkung 6.18(1) ergibt sich, daß hierfür nur mehr diejenigen

", unipotenten Darstellungen von Hb zu charakterisieren sind, zu denen die

triviale Ausdehnung (längs der Fasern von X-E - E) eines vorgegebenen unzer

legbaren Bündels vom Grad 0 mit einem nichtverschwindenden holomorphen

Schnitt assoziiert ist.

"Bevor wir" damit beginnen, begründen wir noch die schon in der Einleitung zu

diesem -Kapitel bemerkte ~atsache, daß die Frage nach einer vollständigen

Klassifikation der unzerlegbaren Darstellungen der diskreten Heisenberg

Gruppe Hb .(b ~ 1) auf ein "hoffnungsloses" Problem führt.

"Wildheit des Klassifikationsproblems. Wenn k ein Körper und' A eine

(nicht notwendig kommutative) k-Algebra ist, dann versteht man unter

modk A die Kategorie der über k' endlich erzeugten (i.e. endlichdimensionalen)

A-Linksmoduln und, unter ind
k

A die Menge der" Isomorphieklassen von unzer

legbaren Elementen in" modk A. Wenn insbesondere A =k[ G] ein Gruppenring

ist, dann entsprechen 'die Elemente von mod
k

A bekanntlich genau den end

lichdimensionalen Darstellungen von G über k.

Mit k<X, Y> werde die von zwei freien Elementen X u"nd Y erzeugte nicht

kommutative" k-Algebra bezeichnet. Die Objekte von modk k<X, Y> können

dann als Matrizenpaare (A,B) E (M (k»Z in der Weise aufgefaßt. werden, daß
r

A und B die Wirkungen von X und Y auf einen zu kr isomorphen Modul be-

schreiben. Die Klassifikation der Objekte von mod
k

k<X, Y> bis auf Isomorphie

ist in diesem Sinne gleichbedeutend zu der Klassifikation von Matrizenpaaren

(A,B) E (M (k))l bis auf simultane Konjugation. (Zwei Paare (A,B),(A',B') E
r

(M (k)Z sind simultan zueinander konjugiert, wenn es eine Matrix S EGL (k)
r r

mit A' =SAS-1 und B' =S8S-1 gibt.) Von der Aufgabe, Paare von Matrizen

bis auf simultane Konjugation zu klassifizieren, ist bekannt, daß sie ein aus-
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sichtsloses Problem darstellt, das allenfalls für sehr kleine Dimensionen r

erfolgreich behandelt werden kann. (Siehe dazu etwa [Kr, Chapter 1.2J.)

Für gewöhnlich bezeichnet man deswegen ein Darstellungsproblem modk A

dann als "wild", wenn es einen voll-treuen· Funktor F: modk k<X, Y> - modkA

gibt, denn durch einen solchen Funktor wird eine Inklusion von indk k<X, Y>

in ind
k

A" induziert, die zeigt, daß die Bestimmung von indk A die Lösung des

als hoffnungslos angesehenen Problems der Bestimmung von indk k<X, Y> bein:"

haIten würde.

Wir werden hier ein Darstellungsproblem modkk schon dann als wild bezeich

nen,. wenn es nur einen irgendwie gearteten Funktor F: modk k<X, Y> - modk A

gibt, der eine Inklusion indk k<X, Y> c.. indk A induziert. Dies ist zwar eine

echte Abschwächung der oben formulierten Bedingung, gestattet aber mit der

gleichen Berechtigung, ein wildes Problem als hinsichtlich der vollständigen

Klassifikation der unzerlegbaren Objekte aussichtslos anzusehen, und ist über

dies genau die in der Einlei tung zu diesem Kapi tel verwendete Eigenschaft.

Proposition 6.19: Die Modulkategorien marl[ a:: [0] und mad[ a:: [H
b

] sind vom

wilden Darstellungstyp.

Beweis: Der Quotient Hb-O induziert einen Funktor mOrl[ «::[0] -mod[ [[H
b

],

der einer Darstellung p von 0 eine Darstellung P von H
b

vermöge p(a) := p(1),

p(ß):=p(w) und p(r):=l· zuordnet. Offenbar wird dadurch eine Inklusion von

iod[ [[0] in ind[ [[HbJ definier~, so daß nur die Wildheit von moda:: rr: [0]

nachzuweisen ist.

Das tun wir in zwei Schritten. Zunächst bezeichne R die Artinsehe Algebra

R := CeX, yJ l(x 2 ,yJ
). Für R hat S. Brenner in [Bre, Theorem 5] ei~e Kon

st ruktion für einen Funktar F: moda.:; [<X, y> - moda.:; R angegeben, der eine

Inklusion ind[ G:<X, y> ~ inda: R stiftet. (Siehe auch 6.20 unten.)

Wir geben einen zweiten Funktor G: mode R'" mod[ [[0] an: Die Objekte von

mode R entsprechen Paaren von Matrizen (A,B) E(M
r
(a::»l mit AB = BA und

A2 = BJ = o. Einem derartig repräsentierten Modul aus mod[ R. wird durch G

eine Darstellung p von n durch p(l):=l+A und p(w):=l+B zugeordnet. Hat

man p=G(A,B) und pI =G(A',B'), so sind p und pI genau dann als Darstel-

*) Ein Funktof F: C- C I heißt voll-treu, wenn er eine Äquivalenz von C mit einer

vollen Unterkategorie C" von C' herstellt.
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lungen konjugiert, wenn (A,B) und (A' ,B') als Matrizenpaare simultan konju

giert sirid. Daraus folgt, daß G eine Inklusion indlJ: R ~ indlC a:: ['1] bestimmt.

Durch Hintereinanderschaltung erhält man einen Funktor GoF: mode a:<X, Y>-.

mOdlJ: a: [0], der die gewünschte Einbettung ind~ e<x, Y>'- inda:: lJ:[n] gibt. I

6.20. Wir geben .als Ergänzung zu dem vorangegangenen Beweis noch die

Brennersche Definition eines Funktars modi!: a::<X, Y> - moda:: e [X, Y] /(X Z ,y3
)

an, der eine Inklusion von Isomorphieklassen unzerlegharer Objekte induziert.

([Bre]; eine ähnliche Konstruktion geben Gel 'fand und Ponomarev in [GePo] .)

·Wir denken uns dazu beide Modulkategorien durch Pa~re von Matrizen reprä

sentiert. Die Aufgabe besteht also darin, einem Paar (S, T) beliebiger r)( r

Matrizen ein Paar (A,B) kommutierender s xs-Matrizen mit Al = B3 = 0 In

geeigneter Weise funktoriell zuzuordnen. Dies gelingt für s = Br, indem man A

und B als 8x8-Blockmatrizen mit rxr-Matrizen als Einträgen durch

. A :=

o 0 0 0 1 000
o 000 0 0 1 0
000 0 0 0 0 S
o 0 0 0 0 0 0 1
o 0 0 0 0 0 0 0
o 0 0 0 0 0 0 0
o 0 0 0 0 0 0 0
o 0 0 0 0 000

und B :=

000 1 000 0
o 0 0 0 100 0
o 0 0 0 0 100
o 0 0 0 0 0 1 0
000 0 0 0 0 1
o 0 0 0 0 0 0 T
o 0 0 0 000 0
00000000

definiert. Homomorphismen aus mode C<X, Y> gehen entsprechend dieser

Blockstruktur in achtfache direkte Sum men ihrer selbst (also in Diagonalen

blockform) über. Man verifiziert sofort AB =BA und Al =B3 =O~

Man zeigt dann, daß zwei Paare (A,B) und (A',B'), die wie oben aus (S,T)

und (S', T') hervorgehen, genau dann simultan konjugiert sind, wenn dies für

(S, T) und (S',T') der ~all ist. (Mit einer längeren Rechnung folgt aus MA' =
AM und MB' =SM mit einer 8rx8r-Matrix M, daß M bezüglich der 8x8-Block

struktur eine obere Drei~cksmatrix mit acht gleichen r x r-Diagonalenblöcken

Mo ist und MoS' =SM o sowie MoT' =TM 0 gilt.) Dieselbe Rechnung zeigt

durch die Bet rachtung von Endomorphismenringen, daß (A, B) unzerlegbar ist,

wenn (5, T) unzerlegbar ist. Also erhält man die gewünschte Einbettung

inda:: «X, y> ~ ind
C

([X, Y]/(X Z ,yl) •
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Wir kehren jetzt zu den Darstellungen der diskreten Heisenberg-Gruppe H
b

und ihren assoziierten Vektorraumbündeln auf dem Komplement X-E der

exzeptionellen Kurve in der mi~malen Auflösung X einer Singularität vom

Typ EI(b) zurück. Unser Interesse gilt de~ unipotenten Darstellungen von H
b

,

deren assoziierte Bündel Pull-hacks von direkten Summen unzerJegbarer Grad

O-Bündel (mit holomorphen Schnitten) auf E bezüglich X-E - E sind (Theorem

6.15). Wegen 5.7 gibt es bei den unipotenten Darstellungen also nur abzähl

bar unendlich viele Isomorphietypen von assoziierten Bündeln.

Unser Ziel ist, für ein fest" vorgegebenes unzerleghares Bündel solcher Gestalt

alle unipotenten Darstellungen von Hb zu bestimmen, die dazu Anlaß geben.

Das ist nach 5.7 und 6.15 (2iii) gleichbedeutend zur Klassifikation aller unipo

tenten Darstellungen eines festen Ranges r ~ 1, deren assoziierte Bündel

unzer legbar sind•.

Unipotente Darstellungen. In diesem Abschnitt werden ausschließlich

unipotente" Darstellungen der Heisenberg-Gruppe Hb und ihre assoziierten

Vektorraumbündel auf X-E betrachtet. In einem ersten Schritt werden die

unipotenten Darstellungen von H
b

zu den nilpotenten Darstellungen der drei

dimensionalen komplexen Heisenberg-Liealgebra in Beziehung gesetzt.

Definition 6.21: Die dreidimensionale komplexe Heisenberg-Liealgebra h wird

durch h := a:a $ eb $ Ce. mi~ den definierenden Relationen

Ca, bJ = c., [a,c.] = 0 und [b,c.J = 0

erklärt. (h ist also eine nilpotente Liealgebra über C.)

Proposition 6.22: Für jedes b ~ 1 entsprechen die Isomorphieklassen der Dar

stellungen der Heisenberg-Liealgebra h in den nilpotenten oberen Dreiecks

matrizen bijektiv den Isomorphieklassen von Darstellungen der Heisenberg

Gruppe Hb in den unipotenten oberen Dreiecksmatrizen. Dazu w·ird einer

nilpotenten Darstellung R: h - Nilp / a:) eine unipotente Darstellung 0R: H
b



Unip («:) zugeordnet, indem man definiert:
r

0R(ß) := exp R(b) und

(Die Beschränkung auf unipotente Darstellungen ist wesentlich, weil eine

nicht unipotente Mat rix p ('Y) nicht als Bild exp R( t [a, bJ) eines zwangsläufig

nilpotenten Kommutators, vgl. 6.36, dargestellt werden kann.)
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Beweis: Die Hausdorff-Formel ([GAL, Chapitre 1I.§6]),

exp(X) exp(Y) = exp( X + Y + ~ [X, yJ + (höhere Kom mutatoren) ),

zeigt, daß die einer nilpotenten Darstellung R von h zugeordnete unipotente

Darstellung 0R die erforderlichen (mult.) Kommutatorrelatione~erfüllt:

b
[oR{a),oR{ß)] = 0R('Y) und [oR(a),oR('Y)] = [oR(ß),oR('Y)] = 1•.

Die Umkehrung zu R '··,'0R definiert man, indem einer unipotenten Darstellung

a von H
b

eine nilpotente Darstellung R : h'- Nilp ([) durch
a r

R (a) := log o(a), ' R (b) := log o(ß) und Ra(C):= b·log o(y)a ' a

zugeordnet wird, wobei log die im Beweis von Lemma 6.11' eingeführte Loga

rithmusreihe ist. Wiederum verifiziert man die Lie-Relationen [R (a), R (b)]
° a=R (c) und [R (a),R (c)] = [R (b),R (c.)] =0 mit der Hausdorff-Formel,

a 0 0 a a
weil log auf den unipotenten Mat rizen zu exp invers ist. I~

Als Konsequenz aus 6.22 erhält man, daß sich die unipotenten Darstellungen

von H
b

(b ~ 1) und die unipotenten Darstellungen von H
1

bis auf Isomorphie

eineindeutig entsprechen. Theorem 6.13 zeigt, daß dies für beliebige· Darstel

lungen von H
b

und H1 nicht der Fall ist.

Bemerkun2 6.23: Die Proposition 6.22 gestattet es, von dem zu einer nilpo

tenten Darstellung R: h - NilPr(t) assoziierten Vektorraumbündel FR auf X-E
~ I 0E(-bP) I - OE (b ~ 1) zu sprechen, indem man zuerst zu der zugehörigen

Darstellung a =:= aR von H
b

in den unipotenten Matrizen übergeht und dann FR
:= Fa bildet.

Um die endlichdimensionalen nilpotenten Darstellungen der Heisenberg-Lie

algebra h beschreiben zu können, sind eine Reihe von Bezeichnungen erfor

derlich.

Bezeichnungen 6.24: (1) Mit N und D seien die beiden folgenden rxr-Matrizen

bezeichnet:
, 0 1 r-1

o 1 r-2

N := O· = (6.. 1)' 0:= r-3 = (r-i)6 .. )
I,J- IJ

1

o o
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(2) Es sei k eine ganze Zahl mit [~] ~ k ~ r-I und es selen a 1,••. ,ak und,
c

k
+1, ••• ,c r_l komplexe Zahlen mit ck+l ~ O. Dann w.ird eine Dar~tellung S =

S(al , ••• ,ak Ick+l , ••• ,c r_1) von h in Nilp/G::) definiert durch

k . r-l . 1
S(a) := L a.NI

+ L c.N1
- D,

i=l 1 i=k+l 1

k . r-l . 1
S(b) := (al -l)wN + L wa.N1

+ L wc.N1
- D = wS(a) - wN,

i=2 1 i=k+l 1

S(c.):= [S(a),S(b)].,

(Dabei sei 1IJ das Gittererzeugende von Q = 711 e?Lw mit Im w >0 aus 6.1.)

Anmerkungen 6.25: (1) Im Spezialfall k =r-l wird die in 6.24(2) definierte

Darstellung S mit S(al , ... ,a
r
_l ) bezeichnet. Weil dann keine Koeffizienten ci

in die Definition eingehen, entfällt 'auch die Bedingung ck+ l ~ O.

(2) Die Verwendung des Symbols Seal , .•. ,a
k
IC

k
+

1
,.•• ,c

r
_1) im folgenden soll

stets die Aussage ck+110 beinhalten.

(3) Auf Grund der (additiven) Kommutatorrelationen [N, N
i-

1
D ] =Ni für alle

i ~ 1, die man trivial durch Induktion bestätigt, erhält man für die oben ein

geführte Darstellung S=S{a1, ••• ,aklck+l, ••• ,cr_l):
r-1 .

S(c) = (S(a), S(b)] = [S(a),wS{a) -wN ] = w[N,S(a)] = L wc.NI
•

i=k+l
Der Rang der Matrix, S(c.) ist also r-k-l, womit eine intrinsische Charakteri-

sierung des Index k ~orliegt. Wegen k ~ [1] ist im übrigen Ni·Nj-1 D = 0 für

beliebige i,j ~k+l, so daß S(c.) triviaJerweise sowohl mit S(a) als auch mit

S(b) kommutiert. Damit ist bestätigt, daß S(al ,••• ,ak Ick+1,•.. ,cr_l ) eine Dar

stellung der Heisenberg-Liealgebra h definiert.

Wir sind jetzt in der Lage, das Haupt resultat dieses Abschnittes formulieren

zu können, das auf alten Ergebnissen von N. McCoy fußt und zugleich einen

verwandten Satz von A. Morimoto verallgemeinert (Vgl. [ Me] und [ Mo,

Lemme 8.3]. Die hier benötigten Sätze aus McCoys Arbeit werden in eInem

Anhang zu diesem Kapitel zusammengestellt und bewiesen.)
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Theorem 6.26: (1) Zu jeder r-dimensionalen nilpotenten Darstellung R der

Heisenberg-Liealgebra h, deren assoziiertes Vektorraumbündel auf X-E· unzer

Iegbar ist, gibt es eine ganze Zahl k mit Cf] ~ k ~ r-l und komplexe Zahlen

a 1, ••• ,ak ,ck+1, •••,cr_1 mit ck+l ' 0 (sofern k< r-l), so daß die Darstellungen

R und .S(a
l

, ••• ,ak Ick+1, .•• ,c r_1) zueinander konjugiert sind. Uq.gekehrt ist zu

jeder Darstellung Seal , ••• ,ak ICk+1,••• ,c r_1) ein unzerlegba~es Vektorraumbün

del assoziiert.

(2) Je zwei Darstellungen Seal ,••• ,ak ICk+1,••• ,c r_l ) und S(ai,···,'\1 I~'+1 , ••• ,

c' 1) sind genau dann zueinander konjugiert, wenn k = k' gilt und alle Koeffi
r-
. "b" , 'I IZlenten u erelnstlmmen: a1 =a1,···,ak=ak,ck+1 =ck+l ,···,c r_1 =c r_1.

Damit sind auch die unipot,enten Darstellungen von H
b

, die zu unzerlegbaren

Bündeln auf X-E Anlaß geben, vollständig klassifiziert. Die topologische

Struktur dieses Raumes von Darstellungen wird im folgenden Abschnitt unter

sucht werden.

Beweis von Theorem 6.26: Für eine nilpotente Darstellung R: h - Nilp (a::) der
r

Heisenberg-Liealgebra wird zur Abkürzung A = (a,.) := R(a) und B = (b.. ) := R(b)
. IJ 1J

geschrieben. Der Beweis wird- in mehreren Schritten erbracht.

(I) Behauptung: Das zu R assoziierte Vektorraum bündel FR auf X-E ist

genau dann unzerleghar, wenn für die. Nebendiagonalelemente b. . l' wa. . 1
1,1+ 1,1+

für alle i = 1, .•• ,r-l gilt. (Insbesondere impliziert die Unzerlegbarkeit von FR

also, daß in jeder oberen Nebendiagonalposition wenigstens eine der beiden

Mat riten A, Beinen nichtverschwindenden Eint rag besitzt.)

Der Beweis wird durch' Induktion über r geführt. Für r = 1 ist nichts zu

zeigen. Jetzt sei Reine r-dimensionale nilpotente Darstellung von hund R'

die daraus durch Weglassen von erster Zeile und erster Spalte entstehende

nilpotente Darstellung der Dimension r-l. Nach Induktionsannahme sei die

Behauptung für die Di~ension r-l schon bewiesen, so daß zu zeigen ist:

FR unzerlegbar ö FR I unzerlegbar und b12 rwa12.

Weil R I die durch R auf einem Faktorraum des a: r bestimmte Darstellung ist,

und das selbe für die Darstellungen 0R' und 0R der Gruppe H
b

gilt, verfügen

wir über Extensionen assoziierter Bündel auf X-E und auf E

o - 0- - F - F - 0X-E R R' und (*)
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wobei FR das wie in Theorem 6.15 bzw. Proposition 6.10 (im Sinne von 6.23)

definierte Bündel auf Eist, das durch den Thetafaktor

J( m+nw,z) = exp R(ma)·exp R(nb)·exp R«nz+ n(~-l)wJc.)

bezüglich der überlagerung. ([ - E bestimmt wi rd. Den FR' kennzeichnenden

Thetafaktor erhält man aus J durch Streichung von erster Zeile und erster

Spalte, weil J nur Werte in. den unipotenten oberen Dreiecksmatrizen an

nimmt, was die zweite Sequenz (*) bestätigt.

Ist FR und damit auch FR unzerlegbar , so folgt nach den Sätzen von Atiyah

([Atz, Lemma 15(ii)]), daß auch FR' als Quotient von FR nach dessen ein

deutig bestimmtem* trivialen Untergeradenbündel unzerlegbar ist. Ist umge

kehrt FR' unzerlegbar , so folgt aus' [At 2 , Lern rna 16 & proof J, daß FR

genau dann unzerlegbar ist, wenn (*) nicht spaltet.

Wir nehmen jetzt an, daß FR' unzerlegbar ist. Spaltung von (*) ist äquivalent

zu der Existenz eines von OE c... FR (aus (*» unabhängigen holomorphen

Schnittes, dessen Restklasse in FR' das triviale Unterbündel darin erzeugt.

(Denn (*) spaltet nach Atiyah dann und nur dann, wenn die Corandabbildung

HO(E,FR ,) - H1(E, OE) verschwindet, wenn sich also Schnitte von FR' zu'

Schnitte,n von FR lift~n lassen.} Ein solcher Schnitt wird - in dem Kontext

der Thetafaktoren - durch eine holomorphe Abbildung,

mit f(z+g) = J(g,z)f(z) für zE[, gEO

repräsentiert, wobei f
Z

nirgends verschwindet und f
3

= .•• =f
r

=0 gilt, denn

(c,O, ••• ,O)t E[r-1 repräsentiert die nichtverschwindenden holomorphen Schnitte..-
in dem unzerlegbaren "Grad-O-Bündel FR'. Weil J(g,z) in den unipotenten

oberen Dreiecks~atrizen liegt, ist die Funktion f2(z) doppelt-periodisch auf

[, also konstant fZ(z) = c, und f
1

erfüllt für alle z elC die Gleichungen

f1(z+l) = fl(z) + a l2e und fl(z+w) = fl(z) + b1Zc.

Eine solche holomorphe Funktion existiert für C:f° dann und nur dann, wenn

b12 = walZ gilt. (Aus den heiden Beziehungen folgt, daß f1 mit z linear

wächst, also als ganze holomorphe Funktion selbst linear sein muß. Daraus

folgt die Behauptung bl2 =wa
12

oder f1 =0.)

Hiermit ist die Behauptung (I) bewiesen. Die hier angegebene Begründung

geht auf Morimoto, [Mo, Lemme 6.1], zurück. J

*) FRist ein Grad-O-Bündel, das bis auf Vielfache nur eInen einzigen holomorphen .

Schnitt besitzt. (Theorem 6.15)
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(II) Hilfssatz: Falls Reine nilpotente" Darstellung von h der Dimension r ~ 4

ist, deren assoziiertes Bündel FR unzerlegbar ist, so besitzt wenigstens eIne

der beiden Matrizen A,B maximalen Rang und ist also zu der Jordan-Matrix

N konjugiert.

Beweis: Es werden die 4 x4-Hauptminoren von R betrachtet, d.h. die 4

dimensionalen Darstellungen RI, die durch Auswahl einer auf der Diagonalen

liegenden 4 x4-Untermatrix (aus aufeinander folgenden Zeilen und Spalten)

aus R hervorgehen. Wir schreiben zur Abkürzung:

5 := R'(a) =

o Sl * *

o 52 •

o 53

°
und T := R'(b) =

(O.h.: s. = a. . l' . und t. = b. . l' . für ein io aus {I, .•• , r-4} und 1 =
1 10 +1- ,1 0 +1 1 10 +1- ,1 0 +1

1, ••• ,4.) Es folgt

p.. := s.t. - s.t .•
IJ 1 J J 1

mitR'(e) = [S,T] =

o 0 P12.

° 0 P23

o 0"

,0

Die rechten oberen Eint räge in den Mat rizen [5, [5, T J] = 0 und [T, [ S, T ] ] = 0

sind dann

u := S1P23 - s3P12 = 0 und v:= t 1P23 - t 3P12 = °
und durch geeignete Linearkombinationen gelangt man zu den Identitäten

o =

o =

tlu - slv = t l s l P23 - t l s3Pl2 sl t l P23 + sl t 3P12 = P13P12'

t 2u - szv = t Zs1PZ3 t Zs3P12 - sZt 1PZ3 + sZt 3P12 = ZP12PZ3 '

o = t 3u - s3v = t 3s l PZ3 - t 3s 3P12 s3 t 1P23 + s3t3P12 = P13P23.

Weil nach Teil (I) die drei Paare (sl,t
1

), (5
Z
,t

2
) und (s3,t

3
.) alle von (0,0)

verschieden sind, folgt aus dem eben Bewiesenen die paarweise Proportionali

tät dieser Zahlenpaare.

Damit haben beide Matrizen A und B die Eigenschaft,. daß die oberen Neben

diagonalelemente entweder alle verschwinden oder sämtlich nicht verschwin

den. (Man betrachte der Reihe nach alle 4 x 4-Haupt minoren!) Weil ersteres

nach (I) nicht auf beide Matrizen zugleich zutreffen kann, ist hiermit der

Hilfssatz bewiesen. J
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(nI) Es sei Jetzt Reine nilpotente Darstellung von h, für die R(a) zu N kon

jugiert und FR unzerlegbar ist.

Nach Satz 6.36 des Anhangs ([Me, Theorem 3 J) ist R bezüglich einer geeIg

neten Basis des a: r durch
r-1 . r-l .

R(a) = N und R(b) = I b.N! + I d.N I
-

1D
i=l 1 i=k+l I

mit [.~] ~k ~ r-1 und dk+l10 (sofern k< r-l) ausdrückbar. Nach (I) ist über

dies b l 1 w (und bl + d2 1 w, wenn r = 3 und k = 1.) Der Isomorphietyp von R

bezüglich Konjugation ist schon durch bl, ••• ,bk,dk+l, ••• ,dr_l bestimmt. Wir

führen deswegen die Bezeichnung R(h
l

,••• ,b
k
Id

k
+

1
,••• ,d

r
_

l
) für eine Darstel

lung R wie oben ein.

Behauptung: Durch Konjugation wird eine bijektive Beziehung hergestellt

zwischen:
I

(a) Darstellungen S(al , ••• ,ak Ick+ 1,••• ,c r_1) mit al1° und ck+110

(und a1 +cz10 bei r=3, k=l);

(b) Darstellungen R(b
1

,.•• ,bk Id
k

+
1

,..• ,d
r
_1) mit b

1
, wund b

k
+

1
,O

(und b1 + dz 1w bei r =3, k =1).

Beweis: Eine Darstellung S = Seal ,.••• , ak ICk+1 ' ••• , c r-l) wie in (a) erfüllt die

eingangs dieses Beweisabschnittes (IlI) gestellten Anforderungen und ist daher

zu einer Darstellung R =R(b! ,••• ,b
k
Ib

k
+

1
,••• ,b

r
_

l
). konjugiert. (Der Index k. ist

in beiden Fällen der selbe, denn bei Konjugation von [S(a),S(b)] = Lwc.NI in
• 1

[R(a),R(b)] = Id.N
I

bleibt der Rang unverändert.)
1

Die Transformation von S in R per Konjugation läßt sich explizit herbei

führen, indem man eine neue Basis des [I durch e := (0, .•• ,0, l)t und e .:=
. r [-1

S(a)le für i =1,••. ,r-1 definiert. Bezüglich dieser Basis wird S(a) durch N
r

repräsentiert, so daß S die Gestalt von R annimmt (6.36). Drückt man den

Vektor S( b)e sowohl bezüglich der alten wie auch bezüglich der neuen Basis
r

des [I aus, so erhält man die Beziehung
r-l r-1 .

(0, .•• ,O,wak,···,waZ,w(a1-l),O)t = S(b)er = L b.e . = L b.S(a/e ,
. 1 1 r-l . 1 1 r
1= 1=

woraus unter Beachtung des Umstandes, daß S( a) auf die hinteren k+l

Komponenten des [r genau wie I a.Nj und S(a)i entsprechend wie (L a.Ni)i
J J

wirkt, die folgende Beziehung zwischen (al, ..• ,a
k

) und (bl, .•• ,b
k

) resultiert:
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b(a(X» :: -wX mod (Xk+1) mit a(X):= f a.Xi
E a:: [X] und

. I 1
1=

k .
bey) := L b. y l

- wV E C[Y].
i=1 1"

Weil es sich dabei im wesentlichen um das Problem der Bestimmung der k

Anfangsterme einer Umkehrfunktion handelt, bestimmen .die ·(al, •.• ,ak) aus

C*x a:k- I umkehrbar eindeutig die (bI' ••• ' b
k

) aus ([- {w})x a::k -
I

In analoger Weise liefert der Vektor [S(a),S(b)]e
r

= S(c)e r die Gleichung
r-1 r-1.

(wc I, ••• ,wck I,O, ••• ,O)t = S(c)e = ~ d.e . = L d.S(a)le
r- - r i=k+1 1 r-l i=k+1 I r

und daraus
r-l .

d(a(X» =wc(X) mod (Xl) mit c(X):= I c.x l
E ([Ex] und

i=k+l 1

r-l .
d(Y):= I d. Vi E I[(VL

i=k+l 1

Auch hier erkennt man sogleich die bijektive Entsprechung zwischen den

( ) * r-k-Z ( ) * r-k-2 ( )ck+1, ••• ,c r_1 E (C x«: und dk+ I , ••• ,dr_1 e«: xC , denn C X geht aus

d(Y) im wesentlichen durch eine umkehrbare Koordinatentransformation

hervor.

Damit ist die Behauptung bewiesen. J

(IV) Falls zwar nicht. R(a), wohl aber R(b) maximalen Rang besitzt, so läßt

sich Teil (III) auf die "gespiegelte" Darstellung R
S

anwenden, die durch

RS(a) := _1. R(b) und RS(b):= - wR(a') definiert ist. Diese Darstellungen stehenw
nach (III) bezüglich Konjugation in bijektiver Korrespondenz zu den .Darstel-

lungen S(1,a2, •••,~lck+l, ••• ,cr_l) mit ck+11 0 (und cZ ;t!-l bei r=3, k=l.)

Weil allgemein Seal , •••,~ Ick+l , ... ,Cr_l)s = S(l-a t ,-aZ,···,-ak I-Ck+l , ... ,-c r_1)

gilt, handelt es sich' bei den hier betrachteten (nicht gespiegelten) Darstel-

lungen R um die zu S(O,aZ, ••• ,aklck+l,,,.,cr_l) mit ck+110 (und cZf! bei

r = 3, k = 1) konjugierten Darstellungen. J

(v) Wegen des Hilfssatzes (II) ist mit den Teilen' (In) und (IV) die Aussage

(1) des Theorems 6.26 für die Dimensionen r ~ 4 und - trivialerweise - auch

r = I, Z schon vollständig bewiesen. Für die dreidimensionalen nilpotenten

Darstellungen R von h mit unzerlegbaren assoziierten Bündeln ist damit

im merhin schon gezeigt, daß diejenigen darunter, für die eine der Mat rizen

R(a) oder R(b) Rang Z besitzt, bijektiv den folgenden Darstellungen ent

sprechen:
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mit (al ,aZ) E 0:1 und

mit (al,c
Z

) Elf:xO:* - {(1,-1),(0,1)}.

Ist jetzt R eine dreidimensionale Darstellung von h in den nilpotenten oberen

Dreiecksmatrizen, für die R(a) und R(b) beide nur vom Rang 1 sind, und die

dem Unzerlegbarkeitskriterium aus (I) genügen, dann kann . man R durch

Konjugation in eine der folgenden. beiden Darstellungen überführen:

S( 11-1) :

S(O 11) :

b~[O-;J

b ~ [0 0_;]

Diese beiden Darstellungen sind ihrerseits nicht zueinander konjugiert. Damit

ist Teil (1) des Theorems vollständig bewiesen. (Wenn keine der Matrizen

R(a),R(b) Rang 2 hat, dann müssen nach (I) heide vom Rang 1 seinO J

- (VI) Wir stellen fest, daß auch die Aussage (Z) des Theorems aus dem oben

Bewiesenen folgt. Abgesehen- nämlich von den beiden zuletzt behandelten

dreidimensionalen Ausnahmedarstellungen wurde mit (III) und (IV)' die Aus

sage (2) auf die entsprechende Behauptung über die in (III) definierten Dar

stellungen R(b
1

,••• ,b
k

Id
k

+
1

, ••• ,d
r
_

1
) zurückgeführt. Für diese ist sie aber

nach Satz 6.36 (im Anhang) richtig. I:<

Die Definition der Darstellungen Seal , .•• ,ak ICk+1, .•• ,C r_ l ) in 6.24 wirkt recht

willkürlich, was anscheinend auch durch die Komplexität des letzten Beweises

bestätigt wird. Am' Ende des Anhangs zu diesem Kapit~l tragen wir noch

eine' konzeptionellere Begründung dafür nach, daß die Menge der r-dimensio-'

nalen nilpotenten Darstellungen von h, deren assoziierte Bündel unzerlegbar

sind und das Erzeugende c. des Zentrums von h durch einen Endomorphismus

von vorgegebenem Rang r-k-1 darstellen, wie a:*x \[r-2 bzw. \[i-1 (im Falle

k = r-1) beschaffen ist.

Es sei aber schon hier darauf hingewiesen, daß auf diesem Weg weder eine

nennenswerte Vereinfachung der Formulierung des Theorems 6.26 noch seines

Beweises erzielbar ist.
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Modulräume von Darstellungen. Im vorigen Abschnitt wurde die Menge

M( r) der Konjugationsklassen von nilpotenten Darstellungen derdreidimensio

nalen Heisenberg-Liealgebra h, deren assoziierte Vektorraumbündel auf X-E·
unzerlegbar sind, dadurch beschrieben, daß jeder Konjugationsklasse R E M( r)

eine eindeutig bestimmte. Matrizendarstellung S(al, ••• ,aklck+l, ••• ,cr_l) aus R

zugeordnet wurde. Im folgenden wird ·zusätzlich dazu die Topologie, mit der

M(r) in natürlicher Weis.e ausgestattet ist, durch Limiten konvergenter Folgen

und Umgebungsbasen angegeben.

Laut Theorem 6.26 ist
r-l

M(r) = I I M(r,k),
k=W2]

M( r, k) := {R EM(r) I R( c.) ist zu Nk konjugiert}

= {S(al,···,aklck+l,···,cr_l) I al,.•• ,ak,ck+l, ••• ,cr_l E~,

~ { o:k xO:*x a: r -
k- 2 für [1]~ k < r-1

[r-1 für k = r-1

Nilpotente Darstellungen R von h in M (0:) entsprechen eineindeutig Paaren
r

nilpotenter Matrizen (A,B) E(M (tt»l, die den Bedingungen [A,[A,B]]=O' und
r

[8,[ A,B]] = 0 genügen,· wobei zu einer Darstellung R das Paar (R(a),R(b»

korrespondiert. M(r) entsteht also 'aus der Menge

E(r) := {(A,8) E (M (a:»1 I Ar =Br =0', [A,[A,B]] = [B,[A,B]] =O'}r .

durch Quotientenbildung nach der durch simultane Konjugation definierten

Äquivalenzrelation. Die natürliche Topologie von M( r) ist demnach die Quo

tiententopologie aus der Topologie von e:( r), die ihrerseits als Unterraum

topologie von der metrischen Topologie auf (M «([»I ererbt ist.
r

Die Topologie von M( r) kann durch die konvergenten Punkt folgen eindeutig

charakterisiert werden. Es ist laicht einzusehen, daß jede konvergente Folge

in M(r) als Bild einer konvergenten Folge in E(r) erhalten werden kann.

Andererseits sind Bildfolgen von in E(r) konvergenten Folgen stets wieder

konvergent in M(r). Es' sei also (A (J,l) ,B(J,l») E E(r), J,l E IN, eine konvergente

Folge mit Limes (A,B) ~ E(r) und die entsprechenden Darstellungen seien als

Elemente von M(r) mit' R(1J), 1J EIN, und Rbezeichnet. Dann 'ist R E M(r,k)

für ein k mit [1] ~ k ~ r-l. Wegen der Halbstetigkeit des Ranges von [X, Y]

*) Di.es sind additive Kommutatoren, cl.h.: [X, y] = Xy - yX.
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in Abhängigkeit von X und Y liegen alle bis auf höchstens endlich viele

Folgenglieder in einer einzigen Menge M(r,k'), wobei aber im allgemeinen

nur k' ~ k gilt.

Hat .man umgekehrt k' ~ k und Koeffizienten
(ll) '40 f" EIN .ck '+lr ur l! sowie al, ••• ,ak,ck+l' ••• 'Cr_l

(i)-(iv) erfüllt sind, so definieren diese wie

R(lJ) mit Limes R in M(r).

beliebige komplexe Zahlen.

(IJ) (IJ) (lJ) Cl!)
a 1 ,••• ,ak , ,ck'~l , ..• ,c r _1 mit

mit c k+110 gegeben, so daß

ohen eine konvergente Folge

Proposition 6.27: Jede konvergente Folge R(IJ) in M(rY mit einem Limes RE

M(r) ist bis auf endlich viele Anfangsglieder von der Form

(IJ) _ «IJ) (ll) I (l!) (ll»
R - S a 1 ,••• ,ak , ck'+l, ••• ,c r_t und

R ~ Seal ,••• ,ak ICk+1, ••• ,c
r
_1),

wobei k' ~ k gilt und die folgenden Zusam menhänge bestehen:

(0) 1° (ll) f" ° 1 k'I a
i

= Im
ll

_ co a
i

ur 1= ,••• , ;

(ii) 0 = lim c.(ll) für i=k'+l, ••• ,k,·
ll-co 1

(Hi) c. = lim c.(lJ) für i = k+l, ••• , r-l,'
1 ll-co 1

(iv) ak ,+l' ... ,~ sind

Beweis: Wir wollen die· Aussagen (i)-(iv) für eine konvergente Folge R(ll) - R

beweisen. Dazu sei wie in der Vorbemerkung eine entsprechende konvergente

Matrizenfolge (A (lJ) ,B(ll» mit Limes (A,B) in E(r) definiert.

Wir betrachten zunächst den Fall, daß A den maximalen Rang r-l besitzt. Es

gibt einen Vektor e E C
r

derart, daß die e.: = A
f

-
l
e für i = 1, ••• , r eine Basis

r 1 r
des a:: r bilden. Dann 'bilden für alle bis auf endlich viele II EIN auch die Vek-

Cl!) (A(J,l»r-i f" . 1 B d 6"r M' T b T(ll) .toren e.:= e ur 1 = , ••• , r asen es...... It zw. selen

die Tr~formationen d~r Standardbasis des (Cf in die Basen (e.) bzw. (e~ll»
1· 1

bezeichnet. Wir definieren nun

(A,(J,l),B,(Il» := (T(ll)A(J,l)T(ll)-l, T(lJ)B().L)T(J,l)-l), lJ EIN,

(A ' ,B ') := (TAT-1 , TBT-1 ).

McCoy
r-l . r-l .

B' = L b.Nl
+ L d.Nl-1D

i=l 1 i=k+l 1

Nach Wahl der Basen haben wir AI (Il) = N und A' = N mit den Bezeichnungen

von 6.24 und deswegen nach dem Satz 6.36 von

() r-l ( )' r-l () .
B' 1.1 = L b.llN l + L d. ll Nl-10 und

i=l 1 i=k'+1 I
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Aus A(J,l)-A für lJ~aJ folgt T(ll)-T und damit B,(ll)-B' für ll-aJ .. Also gilt:

(i') lim b~ll) = b. für i = 1, ... ,k l
;

lJ-aJ 1 1

(H') lim . d~ll) = 0 für i=k'+I, .•• ,k,·
ll-aJ 1·

(Hi') lim d~J.l) = d. für i=k+l, ••• ,r-l.
ll-aJ 1 1

Aus den in Teil (III) des Beweises von Theorem 6.26 hergeleiteten (homöo

morphen) Beziehungen zwischen den Koeffizienten der Darstellungen der

Typen R(bl, ••• ,bkldk+l, ••• ,dr_"I) und S(al, ••• ,aklck+I, •••,cr_l) folgt dann die

Behauptung. J

Soll te A nicht von maxi malern Rang sein, so ist nach dem im vorigen Ab

schnitt Gesagten entweder B von maximalem Rang - dann argumentiert man

ganz analog oder man bedient sich wieder der Spiegelungsoperation aus

Schritt (IV) des Beweises von 6.26 - oder (A, B) bestimmt eine der beiden

dreidimensionalen Ausnahmedarstellungen, für die A und B beide vom Rang 1

sind. In diesem Fall reduziert man am einfachsten auf das schon Gezeigte,

indem man von (A <J.t) ,B(ll» und (A,B) zu (A (1l),A (Il) +B(ll» und (A,A+B)

übergeht. (Intrinsisch bedeutet das den Übergang zu den durch den Liealge

bren-Automorphismus cp(xa + yb + Zc.) := (x+y)a + yb + zc. von h vermittelten

neuen Darstellungen cp *R().1) und cp *R.) J

Die Existenz einer konvergenten Folge R(Jl) - R, sofern für vorgegebene

Koeffizienten die Bedingungen (i)-{iv) erfüllt sind, macht man sich sofort

klar, indem man die Folge (A (Il) ,B(lJ» durch

. k k . r-1 .
A (Jl) :=' L a~Jl)Ni + L 1. Ni-ln + L C~).1)NI-ID,

i=1 1 i=k'+1 Jl i=k+l 1

B(lJ) := wA().1) - 'wN

definiert, die gegen den durch

k . r-I . 1
A :=. L a.N1

+ L c.N1
- D

i=l 1 i=k+I 1

definierten Punkt (A,B)· strebt. Die zu den Matrizenpaaren (A (p) ,B(Jl» und

(A,B) gehörenden Darstellungen von h sind dann vom gewünschten Typ. Im

Falle von (A (lJ) ,B().1» folgt das analog zu (oder mit den Methoden von

Schritt (I1I) des Beweises von 6.26 sogar direkt aus) der Konjugiertheitsaus

sage von Satz 6.36 im Anhang. I
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Folgerungen 6.28: (1) Für Folgen in M(r,k), deren Limiten wieder In M(r,k)

liegen, erhält man aus 6.27 den gewöhnlichen Konvergenzbegriff der me

trischen Topologie von M(r,k)::: ICkx a::*xIC r- k- 2 bzw. M(r,k)::: a: r- 1 im Fall k =

r-I. Damit ist auch die induzierte Topologie von M(r ,k) als Unterraum von

M(r) die gewöhnliche metrische Topologie von komplexen Man,nigfaltigkeiten.

(2) Die Existenz von konvergenten Folgen in M(r,k'), die gleichzeitig gegen

unendlich viele Limespunkte in M(r,k) mit k>k' streben, zeigt, daß die Topo

logie von M(r) nicht die Hausdorff-Eigenschaft besitzen kann.

Mit der expliziten Kenntnis der Folgenkonvergenz in M(r) ist die Bestimmung

von Umgebungsbasen ~u jedem Punkt aus M(r) eine triviale übung. Man

erhält so:

Theorem 6.29: M(r) bezeichne den Raum der Konjugationsklassen von r

dimensionalen nilpotenten Darstellungen der Heisenberg-Liealgebra h-, deren

assoziierte Vektor raum bündel auf X-E. unzedegbar sind. In den Bezeichnungen

von 6.24 und 6.26 sei S=S(al, ••• ,ak!ck+l, ••• ,cr_1) ein Repräsentant eines

beliebigen Punktes aus M(r). Dann bilden für e: > 0 die Mengen

. k {'I a!ED(a.),i=l, ... ,k'; }
Ue::~ U S(ai,·.·,ak, ckl+1, ••• ,c~_1) ~ E( 1) . _ ,

k' =[r/2J ' Ci EDe: Ci • 1- k +1, ••• , r-l

eine Basis der offenen Umgehungen von 5, wobei D (z) die offene Kreis-
. E

scheibe' vom Radius e: um z EU: bezeichne, c. = 0 für i = k' +1 , ••• ,k zu verstehen
1

sei und im Sinne von 6.25(2) nur Koeffizienten-(r-l)-Tupel mit ck' +
1

#0 in

Bet racht gezogen werden.

Der Raum M(r) entspricht nach Proposition 6.22 in homäomorpher Weise dem

Raum der Konjugationsklassen von r-dimensionalen unipotenten Darstellungen

a der diskreten Heisenberg-Gruppe H
b

, deren assoziierte Vektorraumbündel

auf X-E unzerlegbar sind. Zusammen mit den Theoremen 6.13 und 6.15

ergibt si~h so als Corollar zu 6.29:

Theorem 6.30: R( r, d, Ä) bezeichne die Menge der Konjugationsklassen von r

dimensionalen Darstellungen der diskreten Heisenberg-Gruppe H
b

, zu denen

ein festes Bündel F auf X-E assoziiert ist, das aus einem 4;BündeI F dCA) mit. r,
r ~ d < (b+l)r und Ä E PicO E durch triviale Ausdehnung via X-E - E entsteht.

Als topoIogischer Raum ist R(r,d,A) homäomorph zu [:)( M(h) . 'mit h:= (r,d).
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(Zu F dCA) siehe 5.6; der Raum M(h) wurde zu Beginn dieses Abschnittesr,
eingeführt. Die natürliche Topologie von R(r,d,A) definiert man analog zu der

von M(r ).)

Beweis: Es sei p eine Darstellung von Hb mit F ~ F. Dann ist. p unzerlegbarp .

und nach Theorem 6.13 kann p in der Form p = Xa 't d a a zerlegt werden,
r 0' 0

wobei r =hr 0 und d =hd o ist,. a eine bis auf Konjugation eindeutig bestim mte

Darstellung in den unipotenten oberen Dreiecksmatrizen vom Rang h ist, und

x ein modulo den ro-ten Einheitswurzeln wohlbestimmter Charakter von. n ist.

Nach Theorem 6.15 ist das" zu (1 assoziierte Bündel F unzerlegbar , so daß (1a
eindeutig einer Darstellung Ra E M(h) entspricht •.

Wenn Xo ein Charakter ist, der in einer Darstellung p = xo a 't d a a mit F =
r o , 0 a

F auftritt, dann sind als Folge aus Bemerkung 6.18(1) alle Charaktere X mit

dieser Eigenschaft von' der Form

( ) Zn iw ()X 1 = Xl e Xo 1 und

mit wE ([ und ro-ten Einheitswurzeln Xl und X 2 • Die Äquivalenzklassen modulo

den ro-ten Einheitswurzeln werden also durch w E «: in bijektiver Weise para

metrisiert.

Daraus' folgt die Behauptung. I·
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Anhang über quasi-kommutierende Matrizen. In diesem Anhang wird

eine- Zusammenfassung einiger Ergebnisse von N. McCoy ([Me]) mit Beweisen

in zum Teil modernerer Sprache gegeben. Im Anschluß daran wird eine

Anwendung auf die nilpotenten Darstellungen der Heisenberg-Liealgebra

diskutiert.

Definition 6.31: Zwei r xr-Matrizen A und B werden als quasi-kommutierend

bezeichnet, wenn ihr Kommutator [A,B] = AB -BA sowohl mit A als auch mit

B kom mutiert.

Wir bedienen uns 1m folgenden wieder der beiden schon früher eingeführten

rxr-Matrizen

N = N =r

o 1

o 1
o .

1

o

und D =

r-1

r-2

r-3

o

( ) -. I r-l iLemma 6.32:. Wenn A EM a: mit N kommutiert, dann ist A = . 0 a.N mit
r 1= 1

(Aus AN = NA folgt, daß die Anwendung von A auf den i-ten Standardbasis

vektor des o:r gleich der Anwendung von N auf das Bild des (i+1)-ten Basis

vektors unter A ist. Daraus ergibt sich die behauptete St ruktur von A.)

Lemma 6.33: Die Jordansehe Normalform der Matrix Nk
E M «([) besteht aus

- r
q jordanblöcken der' Dimension p+l und k-q Jordanblöcken der Dimension p,

wenn r = pk + q mit 0 ~ q < k geschrieben wird..

(Die Bilder der k Basisvektoren e k 1,e k 2,.oo.,e der Standardbasis des o:r
k . r,- + r- + r

unter den Potenzen (N )1 für i ~ 0 spannen die zu den unzerlegbaren jordan-

blöcken gehörigen Unterräume auf. Man verifiziert ohne Mühe die behaupte

ten Dimensionen.. )

6.34.. Spurmorphismen.. (Siehe auch [ALG, Chapit re 11, §4.3].) Es sei Zeine

nilpotente rxr-Matrix .mit Jordanseher Normal,form Nrl e NrZ e .... $ Nrk , wobei

gleich r1 ~ r2 ~ ••• ~ rk angenommen werde.. Dann prägt Z dem Vektorraum a: f
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die Struktur eines [ [xJ -Torsionsmoduls auf, indem X durch Z auf C
r

ope

riert. Wir schreiben V für den C
r mit der t: [XJ-Modulstruktur. Eine· mit Z

ko mmutierende Mat rix A ist dann nichts ande res als ein ([ [X J-Modulendo

morphismus von V. Weil V kein projektiver ([ [X] -Modul ist, kann man einem

solchen Endomorphismus A im allgemeinen keine in C [X] definierte Spur

zuordnen. Hingegen ist V' :=. VlX1k.y sogar ein freier· Modul vom Rang k

über .dem Ring R: = «:: [XJ I(x rk), auf dem X wie N~~ operiert. Der durch A

in V' induzierte Endomorphismus besitzt somit eine Spur Tr
R

(A) in R.

Nach diesen Vorbereitungen können wir die Sätze von McCoy formulieren.

Satz 6.35 (McCoy, [Me, Theorem 2]): Genau dann ist eine- Mat rix Z EM (11:)
r

der Kom mutator [A, B] zweier quasi-kom mutierender Matrizen A, B EM ([),
I

wenn die folgenden beiden .Bedingungen erfüllt sind:

Ci) Z ist nilpotent;

(ii) Für die Jordansche Normalform Z ~ Nr ! lB N r2 $ ••• $ Nrk mit I 1 ~ r2 ~ ••• ~ rk
gilt 0 ~ ri - ri+l ~ 1 für alle i = 1, ••• ,k-l und es gilt rk = 1.

Beweis: Wir begründen zunächst die Notwendigkeit.

(i) Weil Z rni t. A und B vertauscht, zerfallen A, B, Z si mul tan bezüglich der'

Gewichtszerlegung von Z. Jede Gewichtskomponente von Z hat' als Kom muta

tor die Spur 0 (in ([) und damit das Gewicht o. Folglich besitzt Z als einzi

gen Eigenwert 0, ist also nilpotent.

(ii) Weil Z nilpotent ist, gibt es eine Jordanzerlegung Z ~ Nrl lB Nr2 $ ••• $ Nrk

mit r1 ~ r2 ~ ••• ~ rk, die V:= Cf al~ C[X] -Modul ausweist, der zu Yr1 $ ••• $ Vrk

mit V := [[X ]/(Xs) 'isomorph ist. Die ([X ]-Homomorphismen A und B kann
S

man entsprechend als kxk-Matrizen (A.. ) und (8 .. ) mit Einträgen
1j IJ
r'-r'

{
Xl J[[XJ/(X Ci )

Aij,Bij E Hom[CXJ(Vrj,Vq ) ~ [[XJ/(X ri )

auffassen.

Wir

den

nehmen jetzt an, daß rJ,l - r
ll

+
1
~ 2 für einen Index 1J gilt und betrachten

(J,l,J,l)-Eintrag im Kommutator [A,BJ:

k k k
[A,B] = L A .B. - L B .A. = L (A .B. - B .A. )

UlJ i=l u~ IJ! i=l UI III i=l Ul lU III 111

i#11
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(Die besondere Struktur, die A und B nach Lemma 6.32 besitzen, impli-
.·11..1 J,lJ,l

ziert hier A B - B A = 0.)
llll llll lJlJ llll

Nach Annahme Wld wegen (*) sind alle verbleibenden Summanden A .B. und
111 11..1

B .A. durch X2 teilbar, was im Widerspruch dazu steht, daß Z=[A,B] im
III ll!

Sinne von (*) eine kxk-Diagonalmatrix mit Einträgen = X. in der Diagonalen

ist.

Es ist noch rk =l nachzuweisen. Dazu betrachten wir einfach die Spur TrR(Z)

in R:= C[X ]/(X rk). Weil Zeine kxk-Diagonalmatrix mit X-Einträgen ist, gilt

TrR(Z) =kX. Andererseits ist TrR(Z) =0 als die Spur eines Kommutators. Die

Gleichung kX = 0 kann in R nur dann erfüllt sein, wenn rk = 1 ist. J

Um zu begründen, daß die Bedingungen (i) und (ii) auch hinreichend für die

Existenz quasi-kommutierender Matrizen A, B mit [A,B J = Z sind, geben wir

zwei solche Matrizen als kxk-Blockmatrizen 1m Sinne von (*) an:

o X
o X

A = 0 •

• X

o

und

o
1 0

B = 2 0

k-1 0

Satz 6.36 (McCoy, [Me, Theorem 3]): Es sei A = N EM (C). Die mit A quasi
r

kommutierenden Matrizen B E M CC) sind genau die Matrizen der Form
r

r-1. r-1 . 1
B \ b 1 \ d 1-= L .N + L .N D

i=O 1 i=[r/2] +1 1

mit beliebigen Koeffizienten b.,d. EC.
. 1 1

Sind Bund B' zwei solche Matrizen, die durch Koeffizienten (h., d.) und
1 1

(b!,d.') bestimmt sind, so ist das Paar (A,B) genau dann zu dem Paar (A,B')
1 1

simultan konjugiert, wenn d. =d! für i= [-
Z
r
J+1, ••• ,r-1 gilt und b. =b! für i=l,~

1 1 1 1

••• ,k, wobei k durch dk+1 #0 und d
i
= 0 für alle i ~ k bestimmt ist. (Oder k =

r-1, wenn alle d. verschwinden.)
1

Beweis (McCoy): (I) Matrizen A und B von dem angegebenen Typ sind tri

vialerweise quasi-kommutativ: Man begründet dies genau wie in 6.25(3). J
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(11) Nun· sei A = N und B eine mit A quasi-kommutierende Matrix. Mit Z

werde der Kommutator [A,B] bezeichnet, der insbesondere mit A vertauscht

und daher nach Lemma 6.32: die Form Z = Ld:Ni mit d. E «:: annimmt. Gäbe es
I I

ein di 10 mit i ~ [~], so würde die Jordansche Normalform von Z nach 6.33

ausschließlich aus Blöcken von Dimensionen ~ 2 aufgebaut ,sein, was im

Widerspruch zur Bedingung (ii). aus Satz 6.35 stünde. Folglich ist
r-1 .

Z = L d.N
I

mit diE U:, dk,O und [1] ~ k ~ r-I.
i=k+1 I

Die Standardbasis des lC r werde für das Folgende mit e 1,••• ,e r bezeichnet.

Aus Be. = BNe. 1 = NBe. 1 + Ze. 1 folgt, daß 'die i-te Spalte von B gleich der
1 1+ 1+ 1+

Summe aus der (i+1)-ten Spalte von Z und der um eine Position nach oben

verschobenen O+1)-ten Spalte von B ist. Benutzt man, dies zur rekursiven

Bestimmung von B, beginnend mit der letzten Spalte Be = (b 1'••• ' bO)t, sor (-
ergibt sich die behauptete Gestalt von B. J

(HI) Es bleibt die Charakterisierung derjenigen Mat rizenpaare (A, B') zu

leisten, die aus (A,B) durch simultane Konjugation mit einer invertierharen
-1

Matrix T hervorgehen. Wegen TAT = A und A = N folgt aus Lemma 6.32:

T =LtiN
i

mit to10. Aus' den (in. tr~vialer Wei~e. durch Induktion' zu beweisen

den) Kommutatorrelationen [NJ, NI
-

10 ] = jN1+J-1 für alle i,j. ~ 1 erschließt

man leicht, daß sich die Koeffizienten bi mit i ~ k+1 von B durch Konjugatjon

mit solchen Matrizen T nach Belieben abändern lassen, auf alle übrigen

Koeffizienten von B abe:r kein Einfluß genom men werden kann. J

".- Damit ist der Satz 6.36 bewiesen. I::,

Wenn man den Standpunkt einnimmt, daß Paare (A,B) nilpotenter quasi

kom mutierender Mat rizen vermöge R(a) = A und R( b) = B den nilpotenten Dar

stellungen der Heisenberg-Liealgebra h (6.21) entsprechen, dann wäre eine

Version von Satz 6.3'6 zu wünschen, die den Eigenschaften der' Matrizen R(a)

und R(b), den maxi mal möglichen Rang zu besitzen, gleiches Recht beimißt.

Wir bezeichnen hierzu mit M(r ,k) für [1J ~ k ~ r-1 die Menge der Konjuga

tionsklassen von Darstellungen R: h -Nilp (U:), für die R(a) oder R(b) zu N
r

konjugiert ist und R(c.) = [R(a),R(b)] zu Nk konjugiert ist. Als Anwendung

von McCoys Sätzen zeigen wi r:
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Proposition 6.37: Für r ~ 4 und [~J ~ k < r-l ist

k r-l
~l(r,k) ~ n 0IP(i+l) )( (OIP(k+I) - 0IP) )( n °lP(i) ,

i=2 1 1 1 i=k+2 1

k-l * r-k-2was als Totalraum des entsprechenden Faserbündels mit Faser a: )( (1: )«(1:

über IP1 zu verstehen ist. (DIP bezeichnet den Nullschnitt.) "
1

Im Falle r ~ 4 und k = r-I gilt entsprechend
r-1

M(r,r-1) ~ n 0IP(i+l).
i=2 . 1

Beweis: Wir führen zur Abkürzung die folgenden Bezeichnungen ein:

P := X·t[X]/(X m+1) ~. o:m und
m

P* := {Ia.Xi E P I a
1
~D } ~ «:*)(Cm- I

mim

Dann werden Darstellungen RE M(r,k) der Form
k . r-1 "1

R(a) = N, R(b) = ~ b.N! + ~ d.N1
- D (*)'

"li ·kl 1
1= 1= +

durch Polynome h(X):= rb.Xi"E P
k

und d(X):= I d.X
i

E Xkp.c 1 parametrisiert.
1 1 r-

Wir definieren als nächstes die Räume

V := Pk xxkP;_t V k
C := PkxX Pr - 1

U U

U p* k. C U .- p. k
:= k)(X Pr- 1 .- k)( X Pr-l

und verstehen dabei V als den Parameter-Raum der Darstellungen (.) und U

als die offene Teilmenge derjenigen Darstellungen, für die zugleich auch R(b)

zu N konjugiert ist., Genau entsprechend definieren wir Räume V' c V' und

U'C Ü', die mit den Darstellungen der Form
k . r-1 . 1

R(a) = 1 a.N1 + L c.N1
- D, R(b) = N (*,)

.1 1 ·k1 1
1= 1= +

durch a(X):= I a.Xi E P
k

und c(X):= Lc.X i E Xkp. 1 mit V' als Parameter-
1 1 r-

Raum für (a(X) ,c(X» verbunden sind.

Den gesuchten Modulraum M( r, k) erhält man offensichtlich aus den heiden

Parameterräumen V und V' durch Verkleben der heiden offenen Teilmengen
....

U und V' mit einer durch die Konjugation definierten Identifikation ~: V'= V'.

Dabei gilt ~(b(X),d(X» = (a(X),c(X» genau dann; wenn die durch (b,d) defi

nierte Darstellung (.) zu der Darstellung (* ,) zu (a, c) konjugiert ist. Diese

Bedingung läßt sich mit denselben Methoden interpretieren, die im Schritt
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(111) des -Beweises von 6.26 verwendet wurden, und führt .hier zu der Aussage

{
a(b(X» == X mod (Xk

+
1)

~(b(X),d(X» = (a(X),c(X» 0- c(b(X» == -d(X) mod (X f)

Man sieht, daß die rechts stehenden Bedingungen die Ausdehnung von ~ zu

einem bijektiven Morphismus i: Ü= Ü' gestatten•

V'
n

v
n

. Es seien noch zusätzlich p: V-li: und Po: Ü -11:* die Projektionen, die durch

den Linearfaktor des Polynomes - in der ersten Komponente bestimmt werden

(P(LbiXi , LdiX
i
) = b

1
~w.), und p': \" - «::, p~: l1' - t* seien entsprechend defi

niert. Wir erhalten mit diesen Abbildungen ein kommutatives Diagramm

-~V ----..;~-_. V I C
~

n n
V' c V'

!p~ !P'
r a::* c a:

\JJ

1/z
\JJ

Z 11------

~

a:: ::J a:* -----

--
Verklebt man nun V mit V' durch Identifikation von U mit V' via ~, so er-

hält man einen Raum M, der· durch die aus p und p' durch Verklebung ent-
r-2 I.stehende glatte Familie p: M - IP1 mit Faser a: als der· Tata raum eines

VektorraumbÜßdels über IPl ausgewiesen wird. Aus dem Grothendieckschen

Spaltungssatz ([Gro, Theoreme 2.1]) folgt M~ II 0IP(t.) mit geeigneten t. E 7l.
1 1 I

und nach Konstruktion wird man bei geeigneter Numerierung der t2~···' t r_1
erhalten, daß

k r-1
M(r,k) ~ n 0IP(t.) )( (OIP(tk 1) - Otn) )( n 0IP(t.).

i=2 1 I 1 + Irl i=k+2 1 I

(Für k = r-2 oder r-1 entfallen der letzte oder die beiden letzten Faktoren.)

für i=2, ••• ,k

für i =k+l ,••• , r-I

im !Pi!)

Zur Bestimmung der Grade t
2

, ••• , t
r
_

1
EZ geben wir r-2 holomorphe

in M an, die die Spaltung in M~ n Om( t.) explizit herbeiführen.* Wir
.Lrl 1

fen diese Schnitte dazu erst über C = IPl - {lXl}:

. {(ZX+ Xi ,0)
s.:C-VcM, s.(z):= ( i)

I 1 zX,X

(zX ist dabei immer die Basisraum-Koordinate

Schnitte

definie-

*) Ober einer glatten Kurve definiert ein Schnitt in einem Vektorraumbündel auch

dort ein Untergeradenbündel, wo er Nullstellen aufweist ([Ats t Chapter 1.4]). Dies ist

hier gemeint.
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Zur Beschreibung des Verhaltens der s. lokal um den Punkt· crJ E !Pl bestimmen
1

wir ihre Transformierten unter i. Mit r,; = 1/z gilt für z ~ 0:

{
( i+l i )-( (» 7;X-7; X +••• ,0 für i=2, ••• ,k

eil s. z = ..
1 (r,;X,_t;lXl) für i=k+1, ••• ,r-1

(Dabei steht "••• " für Terme höherer Ordnung in X, die. für r,; - 0 schneller

als t;i+1 gegen 0 streben.) Der Schnitt s. besitzt also in crJ eine Nullstelle der
1

Ordnung i+l, wenn i ~ k ist, und der Ordnung i, wenn i ~ k+l ist, und erzeugt

ein Untergeradenbündel vom selben Grad. Weil diese Bündel in r; =0 von den

Vektoren (X i, 0) für i ~ kund. (0, Xi) für i ~ k+1 aufgespannt werden, sind sie

überall linear unabhängig und spalten M', in ein Produkt von Geradenbündeln
k r-1

M~ Tl 0IP.(i+l) x Tl 0IP.(i).
, i=2 1 i=k+l 1

Daraus folgt die Behauptung. I',

Im Hinblick auf die zuvor studierten Räume M(r,k) von nilpotenten Darstel

lungen R der Heisenberg-Liealgebra h, deren assoziierte Vektorraumbündel

auf X-E unzerlegbar sind, bedeutet dies wegen des Kriteriums aus Schritt (I)

des Beweises von 6.26, daß im Falle r ~ 4 gilt:

M(r,k) ~ M(r,k) - (Faser über wE IPl ).

M( r, k) ist (für r ~ 4) also der' Totalraum eines Faserbündels über IP - {w} !::! C
. . k-1 * r-k-2 ( r-2" )mit Faser a:: xc)( C bzw. C bei· k = r-1 . Damit ist ohne weitere

Rechnung klar, daß· M(r,k)~CkxC*xl[r-k-2 bzw. M(r,r_l)!::!a:r~l gelten muß!

Die zuletzt gemachte Bemerkung kann man den in 6.24(2) definierten Dar

stellungen S = Seal , •••,~ Ick+l , ••• ,c r_l ) in gewisser Hinsicht auch ansehen:

Interpretiert man die oberen Nebendiagonaleint räge der Mat rizen S( a.) und

S( b) als homogene Koordinaten (al: (al -1)w) in IF1 , so erkennt man sofort,

daß hier gerade Schnitte über IP1- {.Ul} definiert worden sind.
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7. TORSIONSFREIE MODULN AUF DEN EBENEN

KURVENSINGULARITÄTEN .Ee UND E7 •

Nach einem Satz von H.. Knörrer gibt es dann, wenn eine normale zweidi

mensionale Hyperflächensingularität (X,O) als zweiblättrige, verzweigte Über

lagerung der affinen Ebene ([1.,0) beschrieben werden kann, eine Korrespon

denz zwischen den reflexiven Moduln auf (X,O) und den torsionsfre~en Moduln

auf der den Verzweigungsort (Y,O) der überlagerung (X,O) -(0:2 ,0) bildenden

ebenen Kurvensingularität. (In beiden Fällen handelt es sich bei den betrach

teten Moduln um die maximalen Cohen-Macaulay~Moduln über den jeweiligen

lokalen Ringen.. ) Bei dieser Korrespondenz stehen die nichttrivialen unzerleg

baren Moduln aus MCM( 0X) und MCM( Oy} derart in Beziehung zueinander, daß

entweder einern Paar nicht isomorpher reflexiver 0X-Moduln ein einzelner

torsionsfreier 0y-Modul entspricht, oder umgekehrt ein einzelner reflexiver

0X-Modul zu einem Paar von torsionsfreien Moduln auf Y korrespondiert.

In dem vorliegenden Kapitel soll diese Korrespondenz dazu verwendet werden,

die Auslander-Reiten-Köcher der torsionsfreien Moduln für diejenigen ebenen

Kurvensingularitäten. aus den Ergebnissen des Kapitels 5 abzuleiten, die als

Verzweigungsorte von zweiblättrigen überlagerungen einfach-elliptischer

Singularitäten über 0:2 entstehen.. Den Aussagen von 5.3(6) und 5.4 ist zu

entnehmen, daß die hierfür in Betracht kommenden einfach-elliptischen

Flächensingularitäten genau diejenigen- der Typen EI(1) und E1(2) sind. Der

zu einer Flächensingularität vom Typ EI(1) gehörige Verzweigungsort wird

als (vom Typ) Es bezeichnet und ist eine ebene Kurvensingularität, die aus

drei glatten Zweigen besteht, die sich in einem Punkt tangential von erster

Ordnung berühren. Im Falle einer Singularität vom Typ El(2) bezeichnen wir

den Verzweigungsort mit &:7: hier handelt es sich um vier glatte Zweige mit

einem gemeinsamen transversalen Schnittpunkt. (Die beiden letzten Fest

stellungen gehen aus 5.4 hervor.)

Der Auslander-Reiten-Köcher der torsionsfreien Moduln auf einer Kurven

singularität vom Typ Es wurde schon früher von E. Dieterich in [Di 1] mit

gänzlich anderen Methoden bestimmt .. Wir bestätigen hier das Resultat von

E. Dieterich nur in qualitativer Hinsicht, die Struktur des Auslander-Reiten

Köchers betreffend. Darüber hinaus gewinnt Dieterich durch die von ihm

gewählte explizite algebraische Beschreibung Aussagen über die Eigenschaften
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der unzerlegbaren Moduln, etwa. deren Rängen auf den Zweigen der Singulari

tät.

Die Knörrersche Korrespondenz. Wir rekapitulier~n zunächst die von

uns benötigten Aussagen von H. Knörrer ([ Knz J) über die Beziehungen

zwischen den reflexiven Moduln auf einer zweidimensionalen Hyperflächen

singularität der Multiplizität 2 und den torsionsfreien Moduln auf ihrem Ver

zweigungsort über [1.

Es sei (X,O) c (a::3 ,0) eine durch f(x,y) + ZI =° definierte isolierte Hyper

flächensingularität in Cl, wobei x, y,z die Koordinat~n des Cl seien' 'und

f(x,y) ein Element aus dem maximalen Ideal des lokalen Ringes 0[I ,0 ~

a:{x,y}. Dann wird durch f(x,y) =0 eine ebene Kurvensingularität (Y,O)c

(CI,O) definiert, die man als Verzweigungsort der überlagerung

(X,O) = {(x,y,z)E(CJ ,0) I f(x,y)+ZI =o} - (<<::1,0)

(x,y,z) ~ (x,y)

auffassen kann. Man verfügt außerdem über eine natürliche Einbettung von

(Y,O) in (X,O), wobei (Y,O) in (<<::3 ,0) durch die beiden Gleichungen f(x,y) =
° und z =°definiert wird.

Durch die Abbildung (x,y,.z)"'(x,y,-z) wird eine Involütion C1 auf (X,O) defi

niert, die der Vertauschung der beiden Blätter der oben eingeführten zwei

blättrigen Überlagerung entspricht., Durch (J wird demzufolge der Verzwei

gungsort (Y, 0) c (X, 0) identisch in sich abgebildet.

Definition 7.1: Es sei rest: MCM( 0X) -. MCM (Oy)' M'" rest{M):= M OJOx 0y' der

durch die Einbettun'g' (V,O) c(X,O) induzierte Restriktionsfunktor auf den

maximalen Cohen-Macaulay-Moduln.

(Wi r erinnern daran, daß MCM( Oy) aus den torsionsfreien 0 y-Modulgarben

besteht; 2.13( 1).)

Die Involution 0 von (X,O) induziert auf MCM( 0X) eine involutive Transforma

tion' M ... o*M vom Moduln. Mit T bezeichnen wir im folgenden wieder die

Auslander-Rei ten-Translationen In den hier bet rachteten Kategorien von

maxi malen Cohen-Macaulay-Moduln. (2.24)
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Satz 7.2 (Knörrer, [Kn2 J): Unter den oben gemachten Voraussetzungen gilt:

(1) Es sei M +0x ein nicht-trivialer unzerlegbarer Modul in MCM (OX). Dann

liegt eine der beiden folgenden Situationen vor:

(a) M +a*M. Dann ist rest(M) unzerlegbar in MC~(Oy) und es gilt rest(M) ~

reste a*M).

(b) M ~ 0 *M. Dann zerfällt rest(M) in. MCM(°y} in eine' direkte Summe

rest(M) .~ Ne 'tN, wobei' N E MCM( Oy) ein nicht-projektiver unzerlegbarer

Modul ist, für den 'tN +N gilt.

Zudem gilt rest(OX) = 0y für den trivialen Modul.

(2) Jeder unzerlegbare Modul NE MCM(Oy) entsteht wie unter (1) beschrieben

als direkter Summand der Restriktion eines unzerlegbaren Moduls MEMCM(OX).

Ist N Summand sowohl von rest(M) als auch von rest(M') mit unzerlegbaren

Moduln M,MIEMCM(OX)' so folgt M~M' oder M~a·M'.

(3) Es sei 0 - M - MI - M- 0 die in einem unzerlegbaren Modul M ~ 0x endende

Auslander-Reiten-Sequenz* von MCM( 0X). Dann ist die durch Anwendung von

rest daraus entstehende Sequenz

o - rest(M) ~ rest(M,') - rest(M) - 0 (*)

exakt und entsprechend der Fallunterscheidung In (1) gilt:

(a) M +a*M. (*) ist die in rest{M) endende Auslander-Reiten-Sequenz von

MCM(Oy).

(b) M ~ a*M. Es gilt rest(M) =:! Ne 'tN und (*) ist die direkte Summe der In N

und in 'tN endenden' Auslander-Rei ten-Sequenzen.

(Erläuterung zum· Zita~ [Kn2 ]: Die Aussagen des Satzes 7.2 werden von

Knörrer durch Obe'rgang von den Kategorien. maximaler Cohen-Macaulay

Moduln MCM( 0X) und MCM( Oy} zu den ~ategorien MF(f+z1
) und MF(f) von

Matrix-Faktorisierungen (siehe dort) der Gleichungen f +Zl und f begründet,

was durch [Theorem 1.1] präzisiert wird. Man verfügt in MF(f +Zl) über eine

auf den unzerIegbaren Objekten zur Involution 0* von MCM( 0X) 'kompatible

Involution T.

In diesem Sinne wird Teil (1) von 7.2 mit [Proposition 2.7ii ] bewiesen. Zur

Aussage (b), so wie sie hier formuliert wurde, ist noch ergänzend zu begrÜß-

*) (X,o) ist nach Voraussetzung eine Hyperflächensingularität, besitzt also die Goren

stein-Eigenschaft, so daß die in M endende Auslander-Reiten-Sequenz zugleich dort

beginnt; siehe 2.33(1).



168

den, daß die natürliche Involution T von MF(f) auf nicht-projektiven unzerleg

baren Objekten gerade d~r Auslander-Reiten-Translation 1: von MCM( Oy) ent

spricht .. Es ist zunächst eine elementare Feststellung, daß T auf dem Niveau

der zugeordneten 0y-Moduln der Bildung des eisten Syzygienmoduls n 1M

eines Moduls M entspricht .. Nach [AuRei4 , Theorem 2.1] kann bei einem ein

dimensionalen' Gorenstein-Ring in dieser Weise die Auslander-Reiten-Trans

lation 1: beschrieben werden.

Der Teil (2) von Satz 7.2 wird in [KnIJ mit [Proposition 2.. 7i] unter Ver

wendung des zuvor dort definierten Funktors G: MF (f) - MF (f +ZZ) bewiesen.

Der Teil (3) steht in [Corollary 2.10].)

Um den Knörrerschen Satz 7.2 zur Bestimmung des Köchers AR( Oy) tatsäch

lich einsetzen zu können, ist ein genaues Verständnis der für den in 7.. 2( Ib)

zutage tretenden Zerfall charakteristischen Bedingung M ~ a*M erforderlich.

Wir leisten dies, indem wir einen Zusammenhang mit der in Kapitel 3 ent

wickelten Beschreibung .der reflexiven Moduln durch gewisse lokal freie

Garben auf. Reduktionszykeln der Auflösung herstellen..

Hierzu bezeichne 1t: (X,E) -(X,O) eine Auflösung von (X,O), die die Eigen

schaft besitze, daß sich die Involution C1 von (X,O) zu einer Involution ä von

X liften läßt, so daß 1[ 0 ä = C1 0 1[ gilt.. (Etwa für die minimale oder auch die

minimale gute Auflösung ist dies als eine simple Konsequenz aus der univer

sellen Eigenschaft garantiert.)

Des weiteren sei Z ~ E ein Reduktionszykel (3.20) auf ·(X, E), von dem ange

nommen werde, daß er unter Ö' invariant ist: Z = ö*(Z). Dies läßt sich stets

erreichen, denn wenn Z' ein zunächst beliebiger Reduktionszykel ist, dann ist

auch Z:= Zf + a*(z') wieder ein Reduktionszykel und Z ist sy.mmetrisch be

züglich a.

Wir bezeichnen mit a die Einschränkung von a auf das zu Z ~ E gehörende

(wieder mit Z bezeichnete) abgeschlossene Unterschema von X.

Aus Kapitel 3 übernehmen wi r auch noch die Bezeichnung R
Z

für den

Funktor , der einem reflexiven Modul M E MCM( 0X) eine lokal freie Garbe auf

Z .durch RZ(M):= (R*Mt .... eOZ zuordnet.
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Proposition 7.3: Unter den bis hierhin gemachten Annahmen und mit den

zuvor eingeführten Bezeichnungen gilt:

M ~ a*M o

Beweis: Durch eine einfache Kette von (tatsächlich äquiyalenten) Aussagen:

M ~ a*M ::) n*M ~. n*a*M ~ ö*n*M

::) (lt*M)""'" ~ (ö*n*Myw'''' ~ ö*(lt*M)""'"

::) RZ{M)' = (lt.*MY""'sOZ ~ (ö·(n*M)..·.....)eO
Z

~ 0*« lt*MY""'sOZ) = O*RZ(M).

Um von der letzten Aussage zu M ~ o*M zurück zu gelangen, bedient man

sich des Theorems 3.21: Reflexive Moduln sind durch ihre Bilder unter RZ
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. I:,

Zusatz: Die Argumentationskette im Beweis von 7.3 liefert, daß allgemein

die Aussage RZ{a*M) ~a*RZ(M) richtig ist.

Die Kurvensingularitäten EI' und E7 • Wir spezialisieren jetzt die zuvor

noch: in Allgemeinheit festgestellten Aussagen für die beiden Klassen von

normalen Flächensingularitäten EI( 1) und El(2) , deren Repräsentanten jeweils'

als verzweigte, generisch zweiblättrige· überlagerungen des .[1 beschrieben

werden können und folglich den eingangs dieses Kapitels gemachten Voraus

setzungen über (X,O) genügen.

Die als Verzweigungsort (Y,O) in (Cl ,0) auftretende ebene Kurvensingularität

bezeichnen wir im Falle einer Singularität (X,O) vom Typ EHl) bzw. El(2)

mit Es bzw. E7 • (Beides sind unimodulare Familien von Kurvensingularitäten.)

Aus 5.4 erhält man:

>- < y(y - X
l

) (y - ax1
) = 0 (a f 0, 1)

x y(y - x)(y - ax) =° (a 10, 1)
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Zur Beschreibung der Moduln ziehen wi r wieder die minimale Auflösung

1t: (X,E) -(X,O) heran, wobei wie in 5.2 X als der Totalraum eines Geraden

bündels OE(-bP) über der glatten elliptischen Kurve E" verstanden werde (b =
1,2). Als Reduktionszykel Z auf X verwenden wir wie in Kapitel 5 die redu

zierte exzeptionelle Kurve E.

Wir haben als erstes die Involution Cf auf der elliptischen Kurve E zu be

schreiben, da wir uns ansonsten die Proposition 7.3 nicht zunutze" machen

können. Zu diesem Zweck geben wir zunächst die Abbildung 1t: X- X explizit

in Koordinaten auf X=I0E{-bP) I an, die wir bezüglich. einer Oberdeckung

wie in 5.3(3) wählen..

Die Einbettung von (X,O) in (eJ ,0) wird durch drei holomorphe Funktionen

x,y,z auf (X,O) vermittelt, die den Restriktionen der Koordinatenfunktionen

des a:] entsprechen und zugleich ein Erzeugendensystem für den lokalen Ring

0x Oder Hyperflächensingularität (X,O) bilden. Wegen der Quasihomogenität,
der Singularität (X,O) nach 5.3(8) kann man sich hierzu ohne Einschränkung

auf homogene Erzeugende von 0x 0 zurückziehen, also den zu 0x 0 assoziier-, ,
ten graduierten Ring,

R := Gr 0x 0 = G) R;.,
, lJ=O l.l

betrachten, wobei homogene Elemente f E R vom Grad Jl als holomorphe
Jl

Funktionen auf X aufgefaßt werden können, die entlang von E von der

Ordnung u verschwinden.

Sind x,y,z ER Erzeugende von R = Gr 0x ° (und. dam'it von 0x 0)' 50 wird in
'- ,

diesem Sinne die Aufl~sung 1[ durch (x,y,z): X- CJ gegeben, wobei der Raum

X das Bild der Abbildung' (x,y,z) in a:J ist.

Die Elemente von RlJ =HO(E, 0E(ubP» entsprechen den meromorphen" Funktio

nen auf E, die in PE E einen Pol höchstens der Ordnung lJb haben und sonst

überall holomorph sind, und als solche den meromorphen Funktionen auf C,

die doppelt-periodisch bezüglich des E durch E ~ [/0 definierenden Gitters n

sind und Pole höchstens in den Gitterpunkten bis zur Ordnung llb aufweisen.

Bekanntlich wird der Ring der n-periodischen meromorphen Funktionen auf a::

mit Polen höchstens in den Punkten von n von der konstanten Funktion 1,

der Weierstraßschen r-Funktion .und ihrer Ableitung &:" erzeugt, wobei die

jeweiligen Polstellenordnungen in den Gitterpunkten 0, 2 und 3 betragen und
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die folgende Relation besteht:

(*)

Dabei sind gz und g3 durch das Gitter Q bestimmte Konstanten. ([ Fr, 11,

Kapitel 1, §§7,9J)

Wir betrachten jetzt der Reihe nach die beiden Fälle von Singularitäten der

Klassen El(1) und EI(2), wobei wir uns auf die Arbeit [Sa] von K.Saito

und die Behandlung des Falles El(1) in [NTS~ pp. 55-57] stützen.

7.4. EI(1). Nach [Sa., §.1] wird R = Ge' 0x 0 erzeugt von den drei Elementen,
x ~ 1 E R 1, y ~ r E R Z' z ~ r' E R 3,

wobei sich aus (*) durch Homogenisierung mittels x die definierende Rela

tion zu

Z 3 4 6
z = 4y - gzx Y - g3 X

ergibt. Auf X = I0E(-P) I seien (u, t) wieder analog zu 5.3.(3) trivialisierende

Koordinaten über E-{P} und (l;,"[') Koordinaten lokal um die Faser über P,

wobei die Beziehung (u, t) =(7;, l;'t) besteht. Es folgt für 1I:

]t(u,t) =. (t,r(u}tz ,f'(u)e ),. 1t(l;,'t) = (l;'t,r(r;)r;z't'z 'f'(r;)r;3"['3):

Die Involution 0 operiert auf (X',O) c: (11:3 ,0) durch (x,y,z) ...· (x,y,-z). Für

ä(u,t)=(u',t') bedeutet das

(t',~(UI)ttZ,,'(U,}t'3) = 1[oä(u,t) = aOTl(u,t) = (t,~(uhZ ,-,,'(u)e),

woraus sich ä(u, t) = (c3(u), t) mit der Einschränkung a von Ö' auf E ergibt und

a die durch Spiegelung an einem Punkt des Gitters Q induzierte Involution

der elliptischen Kurve Eist, weil a r in r und r' in -~' überführt.

7.5.. EI(2). Aus [Sa., §1] erhält man wieder Erzeugende für R = Gr 0x 0:,

mit der definierenden Relation

Z
2 __ 4y4 3 4- gz x y - g3 X •

Dementsprechend folgt für die Auflösung Tl mit Koordinaten (u, t) und (l';,'t)

wie oben, wobei jetzt (u, t) = (l';,r,;1 't) gilt:
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Weil a wieder durch (x, y,z) .... (x, y,-z) gegeben wi rd, folgt mit ä(u, t) = (u' , t f):

(t',rCu'h',,'(U,}t,l) = ltoä(u,t) = aolt(u,t) ='(t,t(u)t'-i"(U}tl),

so daß man genau wie zuvor ä(u,t)=(o(u),t) mit der durch Spiegelung an

einem Gitterpunkt induzierten Involution 0 der elliptischen' - Kurve E erhält.

Die Involution 0 von E ist also in beiden uns int~ressierenden Fällen die

durch Spiegelung an dem Basispunkt P EE definierte kanonische Involution von

E. (Kanonisch ist diese Involution in der Tat für Pico E, wo sie bezüglich der

Identifizierung mit dem Basispunkt P der Inversion A ..... A"I entspricht.) Wir

geben jetzt dfe Operation von 0* auf den unzerlegbaren lokal freien Garben

von E an. Die unzerlegbaren Vektorraumbündel auf E seien wieder wie in 5.6

nach Atiyah beschrieben, wobei wiederum der Punkt P als Basispunkt für die

Defini tion der Abbildungen F d dienen soll.r,

Proposition 7.6: Für rEIN, cl EZ und AEPico E gilt: o*F d( A) = F d( A"I).
. r, r,

Insbesondere folgt daraus: a*F d(A) ~ F dCA) 0 A2 = 1 in Pico E.
r, r, .

Beweis: Die Aussage wird bewiesen, indem die in 5.34 skizzierte Atiyahsche

- Konstruktion, der unzerlegbaren Bündel F dCA) verfolgt wird.r,

Für r=1 und d=O ist' die Aussage' trivial, weil F 1 O(A)=A gilt und. ader,
Dualisierung von Geradenbündeln in Pico E entspricht.

Als nächstes begründen wir a*Fh O(A) :l! Fh O( AV) für h ~ 1. Dazu bemerken, ,
wir, daß Fh DCA) ~ Fh 8A mit Fh := Fh 0(1) gilt, und deswegen, ,

a*F (A) ~ a*F 8 o*X ~ o*F .)..'"
h,O h h·

Es ist also nur a*Fh ~ Fh zu zeigen. Nach 5.34 sind die Fh induktiv durch

nicht spaltende Extensionen 0 - OE - Fh - Fh_1 - 0 definiert, wobei F 1 := OE

gesetzt wird. Weil a*OE ~ OE trivial ist, folgt die Behauptung jetzt induktiv

durch Anwendung von a* auf eine solche Extension:

Um die Aussage schließlich auch für beliebige Paare r,d von Rang und Grad

zu bestätigen, müssen wir eine Induktion im Sinne des in 5.34' beschriebenen

Euklidischen Algorithmus durchführen. Die erste der beiden darein eingehen-
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den Reduktionen aus 5.34 führt F d auf F d zurück. Wenn die Aussager, +r r,
für Fr, d schon bewiesen ist,. dann fol~t

a*F d (A) ~ a*F dCA) 0 a*oE(p) ~ F d( A") QJ 0E(P) ~ F .(A").
r, +r r, r, r,d+r

Die zweite Reduktion führt Fr ,cl im Falle 0< d < rauf Fr.-d,d . zurück, wobei

die Beziehung durch Extensionen

o - dO - F (A) - F (A) _. 0
E r ,d r-d,d

mit bijektiven Corandabbildungen hergestellt wird. Die Anwendung von a* auf

eine solche Sequ~nz .liefert .

o - dO - o*F (A) - o*F (A) - 0,E r,d r-d,d

woraus die Behauptung für F d folgt, wenn sie für F cl d schon bekannt ist.r, r- ,

Damit ist die Proposition' 7.6 bewiesen. I::

Folgerung 7.7: Für die als' Bilder von unzerlegbaren reflexiven 0X-Moduln

unter der Abbildung RE(M):= (nIflM)"""QJOE a~ftretenden (wie in 5.16 definier

ten) lokal freien Garben F' d( A) auf E giltr,

O*F' (:\.)~. F' (A") für alle rE IN, dE 7l mit r ~ cl< (b+1)r und :\. E Pico E.
r,d r,d.

(Das ist eine triviale Konsequenz aus' der in 5.16 gegebenen Be:schreibung der

Garben F;, d(A) und der Proposition 7.6.)

Bevor wi r mit diesem Ergebnis und dem Satz 7.2 die (stabilen) Auslander

Reiten-Köcher der Kurvensingularitäten vom Typ Es. und E, bestimmen,

führen wir noch eine neue Bezeichnung ein.

Definition 7.8: Unter einer Röhrenfamilie vom Typ Ö4 versteht man eine

über den Punkten von ]Pt([) indizierte Familie von Röhren (2.36) der Ränge

1 und 2, wobei zu vier Punkten Pl,P2,P3,P4 E IPl (<<:) Röhren vom Rang 2 und zu

allen' übrigen Punkten p E Il1(«:) - {Pl' p:!, p" P4} Röhren vom Rang 1 gehören.

(Siehe auch [Oi 1 J und [TA].)

Das Hauptresultat dieses Kapitels ist das folgende Theorem.



174

Theorem '.9: Es sei (Y,O) eine ebene Kurvensingularität vom Typ Es oder E,
und es sei dementsprechend b = 1 oder b =2. Dann ist der stabile Auslander

Reiten-Köcher AR
s
( Oy) der torsionsfreien Modulgarben auf (Y,O) eine dis

junkte Vereinigung

ARs(Oy) = U Tr,d '

wobei die Vereinigung über Paare von teilerfremden ganzen Zahlen r ,d mit

r~1 und r~d«b+1)r gebildet wird und Tr,d für jedes derartige Paar r,d

ganzer Zahlen eine Röhrenfamilie vom Typ 0 4 ist.

Bemerkung '.10: (1) Für Kurvensingularitäten vom Typ Ea ist dieses Theor,em

zuerst von E. Dieterich bewiesen worden. ([Oi 1])

(2) Nach 2.29 unte'rscheidet sich der stabile Auslander-Reiten-Köcher ARs(Oy)

von dem vollen Auslander-Reiten-Köcher nur um das Fehlen des projektiv- .

injektiven Punktes [Oy].

(3) Wenn (y,O) als Verzweigungsort der generisch zweiblättrigen überlage

rung des ([1,0) durch eine einfach-elliptische Flächensingularität (X,O) vom

Typ El(b)., b = 1,2, aufgefaßt wird, dann können für jede der in AR/Oy } vor

kommenden Röhrenfamilien T
r

d die vier Punkte des parametrisierenden IP1(1C) ,,
über denen Ausnahmeröhren vom Rang 2 liegen, als die Verzweigungspunkte

der Weierstraßschen ~-Funktion. f': E -~(t) interpretiert werden, wobei E die

exzeptionelle elliptische Kurve in der minimalen Auflösung von (X,O) ist.

(Insbesondere' kann das Doppelverhältnis dieser vier Punkte aus der j-Invarian

ten der elliptischen Kurve E und damit aus dem analytischen Typ der Singu

larität (X,O) bzw. (Y,O) bestimmt werden; vgl. [FT, 11, Kapitel 4,,§§3,5].)

Beweis von Theorem 7.9 (unter Einschluß von 7.10(3»: Wir realisieren die

ebene Kurvensingularität (Y, 0) wie zuvor in 7.4 bzw. 7.5 beschrieben als den

Verzweigungsort der zweiblättrigen überlagerung einer einfach-elliptischen

Flächensingularität (X,O) vom Typ EI(b) über (t1 ,0).

Der Auslander-Reiten-Köcher AR(OX) der reflexiven 0X-Modulgarben ist nach

5.27 eine disjunkte Vereinigung

AR(OX) = U Rr,d '

die über Paare r, d von teilerfremden ganzen Zahlen mit r ~ 1 und r ~ cl <

(b+l)r gebildet wird, wobei R d eine über PicO E ~ E indizierte Familie vonr,
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Röhren vom Rang list:

Rr,d(A): Mr,d(A) = MZr,2d(A) ~ M3r ,3d(A) =M4r ,4d(A)

für AEPic o E (in den Bezeichriungen von 5.25 und 5.27.)

-.- ...

Wir betrachten zunächst eine feste Röhre Rr,d(A), wob.ei A E Pico E kein

Zweiteilungspunkt sei~ d.h. es wird ~% fl angenommen. Nach 7.7, 7.3 und

7.Z(la) sind dann die Restriktionen rest(Mhr,hd(A» aller in Rr,d(A) auftre

tenden Moduln zu 0y-Moduln unzerlegbar in MCM( 0y). überdies geben wegen

7.2(3a) alle Pfeile in Rr, d( A) zu i rreduziblen Homomorphism~n in MCM(°y)

Anlaß und alle in den Moduln reste Mhr ,hd( A» beginnenden oder endenden

irreduziblen Homomorphismen kommen so zustande (Z.2Z). Wir erhalten also

als Bild der Röhre R d( A) unter rest eine Röhre vom Rang l, die eine voller, .
Zusammenhangskomponente im Köcher AR(Oy) ist:

rest(Rr,d(A»: rest(Mr,d(A» ~ rest(MZr ,2d(A» ~ rest(M 3r,3d(A» = ...

rest auf die Röhre

0* aus der Röhre

Außerdem ergibt 7.Z(la), daß man durch Anwendung von

a*R dCA) = R d( AV), die durch Anwendung des Funktorsr, r,
R d( A) hervorgeht, die selbe Röhre von unzerlegbarenr,
Moduln bekommt: rest(R d(A»=rest(R d(AV ».r, r,

torsionsfreien o y

Wir betrachten jetzt eine Röhre R dCA) mit A% =1, wobei wir uns im Falle
r,

r = 1, d = b und A= 1 den' am Anfang der Röhre stehenden trivialen Modul aus

der Röhre R1 bel) entfernt denken wollen, damit wir stets über in den,
Moduln beginnende und endende' Auslander-Reiten-Sequenzen verfügen. (Wir

haben ja auch lediglich eine Beschreibung des stabilen Ausiander-Reiten

Köchers ARs( 0y) zum Ziel.) In diesem Fall zeigt wiederum die Kombination

von 7.7, 7.3 und 7.i(lb), daß die Restriktionen rest(Mhr,hd(A» der Moduln

aus R dCA) für alle- h gleichermaßen in direkte Summenr,

rest(Mhr,hd(A» ~ Nhr,hd(A) e -rNhr,hd(A)

zerfallen, wobei Nhr ,hd( A) ein unzerlegbarer Modul ist und Nhr , hd( A) nicht

zu 'tNhr,hd(A) isomorph ist. Aus der letztgenannten Eigenschaft folgt, daß

die Moduln Nhr ,hd(A) sämtlich nicht Punkten von Rang7"1-RÖh~~n i.rn stabilen

Auslander-Reiten-Köcher entsprechen können. Nach dem schon. in 2.37 er

wähnten Struktursatz v<?n E. Dieterich, [Di 2 , Theorem 24 J, muß es sich dann

um Punkte von Röhren vom Rang 2 im Köcher ARs(Oy) handeln.
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Wir behaupten, daß man durch die Anwendung des Funktors rest auf die

Röhre R d·(A.) (mit A% = 1) wiederum genau eine Zusammenhangskomponenter,
von ARs(Oy) erhält, in diesem Falle eine Röhre vom Rang 2. Dazu genügt es

zu zeigen, daß alle Summanden aller Moduln rest(Mhr,hd(~» in ein und der

selben Zusammenhangskomponente des Köchers enthalten sind, denn da man

durch Anwendung von rest auf die in Mhr,hd(A.) endende Auslander-Reiten

Sequenz nach 7.2(3b) die in beiden Summanden von rest(Mhr,hd(A» endenden·

Auslander-Reiten-Sequenzen erhält und entsprechendes für die· dort beginnen

den Auslander-Reiten-Sequenzen richtig ist, ergibt sich in dieser Weise stets

eine volle Zusammenhangsko~ponente des stabilen Auslander-Reiten-Köchers,

weil alle von einem Modul ausgehenden oder dor.t endenden Pfeile zugleich

beschrieben werden.

Die Zusam menhangseigenschaft ist leicht einzusehen: Zunächst liegen die

heiden Summanden Nhr,hd(A.) und "CNhr,hd(A.) von rest(Mhr~hd(x» in einer

Zusammenhangskomponente, . weil beide als ihre gegenseitigen Auslander-

Reiten-Translate in der selben Röhre vom Rang 2 in ARs( Oy) liegen. Der

Umstand, daß es in AR( 0X) einen Pfeil von Mhr ,hd( A) nach M(h+l)r, Ch+l)d(A)

. gibt, impliziert aber mit 7.2(3b), daß es in ARs(Oy) einen Pfeil von Nhr,hd(A.)

zu einem der beiden Moduln .N Ch+1)r,(h+1)d(A) oder "CN(h+l)r,Ch+l)d(A) gibt.

Weil dies für alle h richtig ist,. ergibt sich so der Zusammenhang. aller

Summanden von Restriktionen. von Moduln aus R dCA) im Köcher AR (Oy).". r, s

Der Teil (2) von Satz 7.2 zeigt,' daß in der beschriebenen Weise alle durch

Punkte des Köchers AR
s
(Oy) repräsentierten Moduln erreicht werden, und daß

die einzige dabei auft retende Mehrdeutigkeit darin besteht, daß bei Al F1

die Rang-I-Röhren reste R d( x» und reste R d( A. ...)) übereinstimmen. Wir
. r, r,

können die so aus der Röhrenfamilie. R d erhaltenen Röhren in AR (Oy) vonr, s
den Rängen 1 und 2 also in naheliegender Weise zu einer Familie T d zu-r,
sammenfassen, die über dem Quotientenraurn von Pico E nach der kanoni-

schen Involution A~ x'" indiziert wird. Dabei entsprechen den vier Fixpunkten

dieser Involution (i.e. den Zweiteilungspunkten von Pico E) Röhren vom Rang

2 und allen übrigen Punkten des Quotientenraumes Röhren vom Rang 1. Der

so entstehende Quotientenraum ist selbs"tverständlich zu IP1( a::) isomorph (folgt

aus der Riemann-Hurwitz-FormeI), so daß wi reine Röhrenfamilie T d vomr,
Typ Ö4 definiert haben.

Damit ist das Theorem" 7.9 -bewiesen. J
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Bedient man sich zusätzlich der schon häufig benutzten Identifizierung von

Pico E mit E, wobei PE E auf 1EPico E abgebildet wird, so erkennt man, daß

die zuvor betrachtete Quotientenbildung E - IP1(IJ:) durch die Weierstraßsche

5' -Funktion vermittelt werden kann, denn diese nimmt genau in den Zweitei

lungspunkten von E ihre Werte mit Multiplizität Z an, verzweigt dort also.

Damit ist auch 7.10(3) bewiesen. 1,=

Durch ein gänzlich formales Argument erhält man zuletzt auch Aufschluß

über das Aussehen des vollen Auslander-Reiten-Köchers.

Corollar 7.11: Die Aussage des Theorems 7.9 gilt wörtlich ebenso für den

vollen Auslander-Reiten-Köcher AR(Oy) einer ebenen ~urvensingularität (Y, 0)

vom Typ Es oder E7 •

Begründung: AR (Oy) geht aus ARs{Oy) durch die Ergänzung um den einen

'projektiv-injektiven Punkt [Oy] hervor. Wir müssen uns also nur über die von

Oy ausgehenden und zu Oy hinführenden Pfeile Klarheit verschaffen.

Wir schließen an den Beweis von 7.9 an und betrachten die Röhre R1 b(l),
im Köcher AR (OX). Zur Abkürzung wird 0.:= M. b' (1) wie in 5.Z4 gesetzt.

1 1, 1

Die Anwendung des Funktors, rest auf, die in MCM( 0X) erklärte Auslander

Reiten-Sequenz 0 -OZ - 0 38°1 - 0z -0 (5.26) ergibt eine direkte Summe von

zwei Auslander-Reiten-Sequenzen

o _. 't N, - A' - N - 0 und o - N - An - 'tN - 0

mit rest(D
Z

) = N $ -rN. Aus dem Krull-Schmidt-Theorem folgt, daß

rest(OX) wegen 01 =.OX ein direkter Summand von AI oder von A" ist.

o =y

Wir nehmen an, daß Oy Sum mand von A' ist. (Der zweite Fall geht genau

analog.) 'Dann erhält man nach 2.Z2 Pfeile t'N-Oy und 0y- N in AR(Oy). Wir

werde'n zeigen, daß dies die einzigen Pfeile sind, die 0Y einbeziehen.

Dazu bemerken wir, daß DZ-OX der einzige Pfeil zu 0x hin in AR(OX) ist.

Als Konsequenz daraus und aus [Kn2 , Corollary 2.9] folgt, daß -rN - 0y der

einzige Pfeil von AR( Oy) zu Oy hin ist. Mit dem exakten Funktor Hom( -, Oy)

von MCM(Oy) (2.28; (Y,O) ist eine Gorenstein-Singularität) folgt sofort, daß

es dann auch nur einen von Oy ausgehenden Pfeil in AR(Oy) geben, kann.
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Schließlich ist klar, daß die durch R1,b(1) induzierte Röhre vom Rang 2 in

ARs(Oy) bei Ergänzung um den Punkt [Oy] erneut eine Röhre vom Rang 2

ergibt:

[N]

I
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