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EINFACHE KURVENSINGULARITATEN UND TORSIONSFREIE MoDuLN

G.~M. Greuel, H. KnSrrer

In der vorliegenden Arbeit werden diejenigen reduzierten
Kurvensingularit#éten klassifiziert, iber deren lokalen Ring
es nur endlich viele Isomorphieklassen von torsionsfreien
unzerlegbaren Moduln gibt. Es stellt sich heraus, daB dies
genau die Kuvensingularit&ten sind, die eine einfache ebene
Kurvensingularitdt dominieren.

Unsere Untersuchungen wurden teilweise motiviert durch die
folgenden Ergebnisse liber die kompaktifizierte Jacobivarietidt
einer reduzierten vollstédndigen algebraischen Kurve C:

Nach D'Souza [12] gibt es einen feinen Modulraum fiir die
Menge aller kohdrenten torsionsfreien Garben F vom Rang 1
iber C mit ¢, (F) =0. Auf diesem Modulraum - der "kompakti-
fizierten Jacobivarietédt"” P(C) - operiert die verallge-
meinerte Jacobivarietit Pic®(C) von C durch Tensorieren
(vgl. auch [9] ch. 5, [10]). P(C) besteht genau dann aus
endlich vielen Pico(C)-Orbits, wenn es fir jeder singuldren
Punkt p €C ilber dem lokalen Ring Oc'p nur endlich viele
torsionsfreie Moduln vom Rang 1 gibt (siehe [10], p. 213
oben). Unser Hauptergebnis (Satz 1) impliziert, das dies
genau dann der Fall ist, wenn (C,p) eine einfache Kuven-
singularitdt dominiert.

Im Fall einer ebenen Kurvensingularitit bedeutet dies,
daB8 (C,p) selbst einfach ist. Das heiBt, in der semi-uni-
versellen Deformation von (C,p) treten bis auf Isomorphie
nur endlich viele verschiedene Singularitéten auf. Die



einfachen ebenen Kurvensingularititen wurden von Arnol'd

(siehe etwa [1]) klassifiziert; es ergibt sich die folgende
Liste:

Ak:x2+yk+1 =0 k=1,2,...
D, : x2y + yk—1 =0 k = 4,5,...
E6 : x3 + y4 = 0
E7 : X7 0+ xy3 =0
E8 : x3 + ys =0

Neben der angegebenen gibt es viele andere Charakterisierungen
dieser Singularitidten (vgl. z.B. [1], [4])); eine geometrische
Diskussion dieser Kurvensingularitdten findet man etwa in

[3) 1I.8.



Formulierung der Ergebnisgse

R bzw. R' bezeichne den lokalen Ring einer reduzierten Kur-
vensingularitdt (C,0) bzw. (C',0) mit Restklassenkdrper Kk,

den wir algebraisch abgeschlossen mit Charakteristik O voraus-
setzen. R sei die Normalisierung von R, d.h. der ganze Abschlusg
von R in seinem totalen Quotientenring K.

Wir sagen R' dominiert R oder (C',0) dominiert (C,0), wenn
es Inklusionen

RcR' cR

gibt. Das bedeutet, daf es einen endlichen, surjektiven und
generisch bijektiven Morphismus (C',0) —> (C,0) gibt. Ein
R-Modul{!) M heist unzerlegbar, wenn jede direkte Summen-

zerlegqung M = M1 -] M2 trivial ist (d.h. M1,? O oder M2 = Q).

Satz 1:

Sed R der Lokale Ring einen reduzienten Kurvensingulanitit. Dann s4ind
golgende Aussagen dquivalent:

(£) (ber R gibt es bis auf Isomonphie nur endlich viele unzerleg-
bare torsionsgreie Moduln.

(i)  Fin jedes n 21 gibt es dber R nur endlich viele unzerfegbare
tonsions greie Moduln vom Rang n (27,

({id) Es gibt ein n21, sodaB es iber R bis auf lsomonphie nur end-
Lich viele unzerlegbare tonsionsgreie Moduln vom Rang n gibt.

(«v) R dominiert eine einfache ebene Kurvensingularitit.

(1)
(2)

Alle in dieser Arbeit betrachteten Moduln seien endlich erzeugt.

Wir sagen, M habe den Rang n, wenn K @ M frei Uber K vom Rang n ist.
R



Bemerkungen:

1.) Eine &hnliche Klassifikation wie in Satz 1, fi) und (iV)
ist in der Arbeit von Jacobinsky [ 7] (3);enthalten.aoort
wird die Situation betrachtet, daB8 C ein reduziertes,
endliches, 1-dimensionales Schema iiber dem Bewertungsring
in einer p-adischen Erweiterung-eines algebraischen
Zahlk8rpers ist. Der Beweis, daB in Satz 1 aus (iv) die
Aussage (i) folgt, ldB8t sich nahezu wértlich aus dieser
Arbeit (p. 10 ff.) iilbertragen. Dabei erhidlt man auch
die Klassifikation der unzerlegbaren Moduln iber dem
lokalen Ring einer ebenen einfachen Kurvensingularitdt.
Wir geben diese Klassifikation im Anhang an. ‘

Dagegen lassen sich die Arqumente fiir die umgekehrte
Richtung nicht ohne weiteres ilibertragen; und die Charak-
terisierungen (ii) und (iii) gelten in der p-adischen
Situation sicher nicht. Denn nach dem Saiz von Jordan-
Zassenhaus gibt es bei vorgegebenem Rang n nur endlich
viele Isomorphieklassen von Moduln vom Rang n. In
unserer Situation treten dagegen stets kontinuiexrliche
Familien nicht isomorpher R-Moduln auf.

2.) Nulldimensionale lokale Ringe mit nur endlich vielen
Isomorphieklassen unzerlegbarer Cohen-Macaulay-Moduln
wurden von Herzog {6], Satz 1.5 klassifiziert.

3.) Fiir normale Flichensingularititen (X,0) haben M. Artin
und J.-L. Verdier [2] gezeigt, daB es uUber dem lokalen
Ring Ox o genau dann nur endlich viele unzerlegbare

’

reflexive Moduln gibt, wenn (X,0) eine Quotientensingu-
laritdt ist.

4.) Das folgende Beispiel weist darauf hin, daB8 bei der
Klassifikation von reduzierten Kurvensingularitédten,
Uber deren lokalem Ring es nur endlich viele unzerleg-
bare reflexive Moduln gibt, kein so einfaches Ergebnis

(3)

Wir danken M. Auslander, der uns auf diese Arbe. . hingewiesen hat.



wie Satz 1 zu erwarten ist:

Sei R = k[[tm,tm+1,tm+2,...}]c:k[[t]] = R. Da die
Multiplizitét einer einfachen ebenen Kurvensingularitit
hdchstens 3 ist, gibt es nach Satz 1 fiir m 24 {ber R
unendlich viele nicht-isomorphe unzerlegbare torsions-
freie Moduln vom Rang n. Dagegen ist jeder unzerleg-
bare reflexive R-Modul isomorph zu R oder zu R :

Sei n3mlich M ein reflexiver R-Modul vom Rang n. Da M @ R
ein freier R-Modul ist, k&nnen wir annehmen, dasB
R"cMcE"” und die Standardbasisvektoren (1,0,...,0),

0,7y eee,0)pee.,(0,...,0,1) von ®® in M liegen. Der

zu M duale Modul ist

M = {x eR"| <x,y > €ER fiir alle y &M} ,

wobei fiir x = (x1,...,xn), y = (Y1""'Yn) die Klammer
<x,y > das lbliche Skalarprodukt XY+ ...t XY
bezeichnet. Da das maximale Ideal m von R gleich dem
Konduktor von R in R ist, gilt m'R®cM® cR". Nach einem
Basiswechsel in ip mit einer Matrix in GL(n,k) kdnnen

wir daher annehmen, daB M* m-Ra :] R.bczRn mit a+b = n

gilt. M** ist dann gleich B @ R, und da M reflexiv

ist, gilt M = M** = %2 @ R®.

Filir Gorenstein-Singularitdten sind alle torsionsfreien Moduln

bereits reflexiv. Die Aussage von Satz 1 kann in diesem Fall
verbessert werden.

Korollar:

Sei R der Lokale Ring einer nreduzienten Gorenstein Kurvensingulanitit.
Dann s4ind die Aussagen (£), (4i), (4id) von Satz 1 dquivalent zu

(iv') R 4st Lsomonph zum Lokalen Ring einen eiafachen ebenen
Kurvens.ingulanitit.,



Beweis des Korollars:

Hat R die Einbettungsdimension 2 und dominiert R eine einfache:
ebene Kurvensingularitét, so ist R selbst isomorph zum
lokalen Ring einer einfachen ebenen Kurvensingularité&t -
(vgl. z.B. {3] II.8). Es geniigt daher zu zeigen, das
Gorenstein Singularitdten, die der Bedingung {(iv) wvon Satz 1
genligen, bereits eben sind. Da cbene einfache Kurvensingu-
laritdten hochstens Multiplizitdt 3 haben, gilt dies .auch
fiir jeden dominierenden Ring R. Andererseits ist die Ein-
bettungsdimension von R kleiner oder gleich der Multiplizi-
tdt von R, also hat R h&chstens Einbettungsdimension-3. Da
R Gorensteinsch ist, folgt aus{11}, prop. 5, dag8 R bereits
vollstdndiger Durchschnitt ist. Die Multiplizitdt einer
Kurvensingularitdt der Einbettungsdimension 3, die voll-
stidndiger Durchschnitt ist, ist aber mindestens 4. Deshalb
hat R die Einbettungsdimension 2.

Bemerkung:

Die Tatsache, da8 R Einbettungsdimension 2 hat, ergibt sich auch
sofort aus [6], Satz 1.2.

Torsionsfreie Moduln vom Rang 1 {iber einem lokalen Ring R,
erhdlt man insbesondere, wenn man Ringe R' betrachtet,“die
zwischen R und seinem ganzen AbschluB K liegen: RcR'cR.
Khnlich wie in Satz 1 ergibt sich eine Charakterisierung
der einfachen ebenen Kurvensingularitdten.

Satz 2:

Fin den Lokalen Ring R einer reduzienten ebenen Kuwensingularitit
s4ind folgende beiden Aussagen dquivalent:

({) Es gibt nur endlich viele Ringe R' mit RcR'cK

(i) R 4st einfach



Bemerkung:

Dieses Resultat wurde unabhlingig auch von D. Kirby und
H. Tavallee [8]ygefunden. Wie uns D. Kirby mitteilte,

haben Tavallee, Sedighi und er in der Zwischenzeit alle
eindimensionalen lokalen Cohen-Macaulay Ringe R klassi-

fiziert, flr die es nur endlich viele Ringe R' mit
R<R' cR gibt.

Beweis von Satz 1 und Satz 2:

Es sei R der lokale Ring einer reduzierten Kurvensingulari-
tdt (C,0) und R der ganze AbschluB von R in seinem totalen
Quotientenring K. Eine Beziehung zwischen torsionsfreien
Moduln vom Rang 1 Uber R und Erweiterungsringen von R, die
in R enthalten sind, wird durch die folgende Konstruktion
gegeben:

Ein torsionsfreier Modul M vom Rang 1 iber R kann stets
in den totalen Quotientenring K eingebettet werden.

EndR(M) = {x €K |x*M cM } ist dann ein Unterring von K mit
RcEndR(M) <R,



Lemma 1:

(<) Seien M;,M,cK zwei isomorphe torsionsfreie R-Moduln vom Rang 1.
Dann gt Endp(M,) = Endp(M,).

(i) Seien R;,R, Unterringe vonR, die R enthalten. Falls Ry und R,

als R -Moduln {somonph sind, s0 gilt schon Ry = R,.

Beweis:

(i) Jeder Isomorphismus M, —>M, wird durch Multiplikation
mit einer Einheit u €K induziert. Aus Endp(M,) = EndR(u-M1)
folgt (i).

(ii) Offenbar ist Ri = EndR(Ri) flir i = 1,2. Daraus und aus
(i) folgt die Behauptung.

In Satz 1 sind die Implikationen (i)-==>(ii) und (ii) => (1ii)
offensichtlich. Wie bereits erwihnt, 148t sich der Beweis

der Implikation (iv) == (i) nahezu wdrtlich aus [7] uber-
tragen. Es ist also nur noch zu zeigen, daB es fiir jeaes’n
liber R unendlich viele nicht isomorphe torsionsfreie'unzer-

legbare Moduln vom Rang n gibt, falls R keine einfach ebene
Kurvensingularitdt dominiert.

Bei Satz 2 ergibt sich die Implikation (i) = (ii) sofort
aus Lemma 1 und (dem bereits behandelten Teil von) Satz 1.
Fiir die umgekehrte Richtung sind fir jede ebene nicht ein-
fache Kurvensingularitdt unendlich viele verschiedene Ringe
zwischen R und R zu konstruieren.

Wir fiihren zundchst einige Notationen ein, um dann (in Lemma 2
und Lemma 3) diejenigen Kurvensingularit&dten zu charakteri-
sieren, die keine einfache Kurvensingularitdt dominieren.

Der Zerlegung von (C,0) = (C1,O) U... u(cr,O) in irreduzible
r
Komponenten entspricht eine Zerlegung K = & A, in eine

i=1
direkte Summe reguldrer lokaler Ringe Ai' Wir bezeichnen mit



my das maximale Ideal von Ai und setzen fiir einen Multiindex
L = (’.11--~l’-r)
L,

£
r
Tgy =My A @ ... Om Arcﬁ

2

J =3, 1) ist das Jacobson-Radikal von R. Die Ringe
TN IY]

Ay sind diskrete Bewertungsringe und vy bezeichne die zuge-

h8rige normierte Bewertung. '

rk(Ci) 2= {vy(£) | £eRy)

ist die Wertehalbgruppe des Zweigs (Ci,O) , wobei R, den
lokalen Ring von (Ci,O) bezeichne; falls r = 1 schreiben
wir auch r (C) stattr (C1) . Ferner bezeichne m <R das maxi-
male Ideal von R, mult (C,0) bzw. mult (R) die Multiplizi-
tdt des lokalen Rings R, und embdim (R) := dim, m/,2 die
Einbettungsdimension von (C,0).

Lemma 2:

(C,0) = €,/ 0u...u (cr,O) dominiere keine einfache ebene Kurvensingu-
Lanitit. Dann ittt nach eventueller Umnumericrung der Iweige einer
der folgenden Fille ein, die win gesondert nach der Zaht r der lweige
unterschediden:

(1) =1, (1.1): 1,2,3¢r(©C
(1.2): 3€r(C) aber 4,5¢r(C)

(2) r=2, [2.1): (Cy,0) und (C,,0) sind beide singulin.
(2.2): (C,.,0) ést glatt, malt (C,,0) =3
{2.3): (C1,O) st glatt, mult (C,,0) = 2, 3¢ric,) ‘
(C4.0) und (€,,0) haben die gleiche Tangante.

{3y r=3, (3.1): (€5,0) ist singulin

(3.2): AllLe Zweige s4nd glatt und haben die gleiche
Tangente

(4) © =24



Beweis:

folgt aus [3], II. 8.

Die Bedingungen von Lemma 1 k®nnen so umformuliert werden,

daB (C,0) von einer geeigneten Kurve (5,0) dominiert wird.
(damit ist t lo-

Dazu wéhlen wir Isomorphismen A, = kl({t]]

kaler Parameter in jedem A;) und schreiben ein flement
feR=hA, @ ... ®A_ in der Form £ = (f,,...,£ ) mit

fi GAi.

Lemma 3:

R sel den Lokale Ring einer reduzienten Kurvensdngularditit

(C,0) = (C4,0) U... U (CL,0) mit r’Zweigen. Dann gibt s cue Parametri-
sdierung von (C,0), 40 daB die folgende Aussage (&)' bzw. (4L.j)' dquiva-
Lent zu der Aussage (L) bzw. {<.§) von Llema 2 43%:

(' r=1, (1.1)':

(1.2)':

(2)’

2]
]
N

-

(2.2)':
{2.3)':

(3)' r=3, (3.1)':

(3.2)':

(4)' r

1%

(2.1)':

RcR := k + J(4)
a 3
RcR:=k +k t +J(6)
RcR := k + J(2,2)
RcR := k + J(1’3)
- _ 2 . .
ReR := k + kit t7) +J 5 4 und Rk + J(2,4)
RcR := k + J(1'1'2)
RcR := k + k(t,t,t) + J(2,2,2) und Rdk + 3(2’2,2)

4, RcR:=k+J

(t,...,1)

Hienbel ist k durch a —> (a,...,a) diagonal in R edingebettet.

Beweis:

Bis auf die Aguivalenzen von (2.3) mit (2.3)' und (3.2) mit

(3.2)' ist die Behauptung offensichtlich.

Wir nehmen an, eés gelte (2.3). Da mult (C,0) = 3, ist die
Einbettungsdimension von (C,0) hdchstens 3, und wir kdnnen
Erzeugende Xx,y,z von m und lokale Parameter so .'.nden, das



X = (t,at2+a't3)
2+ B't3) mod J,

Y’ = (orﬂt (2'4)

z = (O, t2+y' t3)

mita,a*,B8,8°',y,vy' €k. Da die Tangenten von (C1 ,0) und
(C,,0) Ubereinstimmen, folgta # O, B = vy =0; da 3 €r ‘Cz)
ist auch p' = yv* = O und somit y,z€ J(2'4) . Parametrisieren
wir den zweiten Zweig um durch t' = Ya+a'tet, so ist

2 . 2
x = (t,t' )mod J(2,4) und somit Rc k + (t,t'“) + J(2,4).

Gilt umgekehrt (2.3)', so folgt sofort, das (C1,O) glatt
ist, mult (C,,0) = 2 und 3 gr (C,) . AuBerdem kdnnen wir
Erzeugende x,y,z von m so finden, daB x = (t,tz)mod J
Y2 EJ(z'“. Daraus folgt, dag (C1,0) und (C2,O) die
gleiche Tangente haben.

(2,4)'

Die Xquivalenz von (3.2) und (3.2)' beweist man analog.

Wir notieren nun noch einige allgemeine Tatsachen, die fiir
uns insbesondere zum Nachweis der Unzerlegbarkeit der
spdter konstrierten Moduln niitzlich sein werden.

Lemma 4:
(£) Tat M ein tonsionsineiern R-Modut vom Rang n, s0 gibt es eine

Einbettung RPcMc® . Sind MNc®® R-Modutn mit R°cM, NcK",
80 {8t

Hom, (M,N) = (A €Endy (R") |A(M) cN}

(L) Ein R-Modul M (st unzerlegbar genau dann, wenn jede R-Lineare
Projektion e:M —>M trivial ist (d.h. € =0 oder e = id)

(il ) Sei RPeMeR® ein R-Modul, €: M —M eine Projektion. Nach (4)
LdBt sich € auf eindeutige Weise fontsetzen zu einen R-Linearen
Projebtion T: W —H" und induziert somit eine Projektion
€ ‘R"/@ - /fn . Bann st e triviak genau dann, wenn '3
dvial st

(4v] Sel V ein endlich dimensionaler Kk-Vektorrawn, A €End, (V)
irmneduzibel und € €End, (V) eine Projektion. Tan. gilt Ave = e*A
genau dann, wenn ¢ thivial



Bewelis:

(1) Es gibt linear unabhdngige Elemente XyseoorXy €M so,
dag R" Rx, ® ... ® Rx, cM und der Kokern dieser
Inklusion R” — M ein Torsisonsmodul ist. Daher ist
M @éﬁ isomorph zu R". Da M torsionsfrei ist, ist die
kanonische Abbildung M —M @ R injektiv. Daraus
folgt der erste Teil der Behauptung. Der zweite Teil
ergibt sich daraus, daB8 sich jeder Homomorphismus
M — N in eindeutiger Weise zu einer R-linearen Ab-
bildung B =M @ R — N @ kR = " fortsetzen list.

(ii) folgt aus der Tatsache, daB jede Projektion
€: M —>M eine Zerlegung M = ker(e) @ Im(e) bewirkt.

(iii) (vgl. {7] p. 6, lemma 3): Offenbar ist ¢ trivial
genau dann, wenn ¢ trivial ist, und dann ist auch €
trivial. Ist umgekehrt ¢ trivial, so kénnen wir an-
nehmen, daB ¢ = O ist (ersetze sonst ¢ durch id- ).
pann ist % (R") c JR® und wegen T2 =% folgt
T(R"?) cJE (R"), also T = O nach dem Nakayama-Lemma.

(iv) Aus e¢+A = A.¢ folgt, daB ker(e) und Im(e) A-invariante
Untexrrdume von V sind. Da V = ker(e) ® Im(e) und A
irreduzibel ist, folgt ker(ec) = V oder Im(e) = V,

d.h. ¢ ist trivial.

Korollar:

R' dominiene R. Gibt es dber R' unendlich viele nicht isomonphe torsions-
gneie unzerlegbare Moduln vom Rang n, 80 gilt das glelele 4in R.

Beweis:
Aus (i)-(iii) von Lemma 4 folgt, daB8 jeder unzerlegbare
torsionsfreie R'-Modul auch unzerlegbar iiber R ist.

Zum Beweis von Satz 1 geniigt es also, ilber den in Lemma 3 aufge-
filhrten Ringen R fiir jedes n unendlich viele nicht isomorphe tor
sionsfreie unzerlegbare Moduln vom Rana n zu konstruieren. In vi
dieser Fdlle wird dies -~ und auch die Konstruktion unendlich vie
dominierende Ringe - geliefert durch



- 13 -

Lemma 5:

Es gebe ein g = u1,...,zr), 121, 40 dag

dimk(Ju)/J(zn +m-J(“ +mnJ )y R 2.

(2)
Dann gilt:
({) Es gibt unendlich viele verschiedene Ringe R' mit Rc R'cR

L) Fir fedes n gibt es unendlich viele nicht isomonphe unzerlegbare
torsionsfneie R-Moduln vom Rang n .

Beweis:

Wdhle f£f,q EJ(”, deren Restklassen modulo J(Zz) + m-J(“ +m0NJ
linear unabhdngig sind. Fiir A ek bezeichne 1\ die irreduzible
n x n~-Matrix, bestehend aus einem Jordanblock mit Eicenwert A
und es sei M7\ := R + (f+gAl)R“c'§n. Wir bezeichnen mit Rx den
von R und f#\ g erzeugten Unterring von R.

()

(1) Es gilt R_ = Ru genau dann, wenn A = u.

A
Beweis: Weogen (f+Aq)26J(2“ und me (£+)Q) Em-J(“
ist das Bild von R in %/J(Zz) tmeJ gleich dem
vom Bild von R und der Restklasse von f+i.g aufge-
spannten Vektorraum. Fiir A # u sind also schon die
Bilder von R und R, in 'ﬁ/J(zﬂ + m+J,, verschieden.

(11) MA ist irreduzibler R-Modul vom Rang n und es gilt
M, = M, genau dann, wenn A = ..

Beweis: Wie oben sei k diagonal inR =2, 0 ... @ A
eingebettet, und entsprechend haben wir eine Einbettung
"R = A1 ® ... © A durch x > (X,...,x). Sei nun

e : B0 — %" eine ‘R-lineare Abbildung mit ¢ (h&) c:M .
Wir knnen ¢ in der Form

c = (n1l-'01ﬂr)

schreiben, wobei jedes n { ein Endomorphismus von Ai ist.
Zerlegen wir ny in der Form ng = "i + "1' wobei

ny €End (k ), Im(“i) c"i'Ai' 80 erhalt~n wir eine



Zerlegung

€ =€+ €
(o} 1

. - o) o .=n
mit €5 (n1,...énr)nqunlm(€1)<=J R".
Da fiir alle x€kx ©R <R

€(x) = (n?(x),...,nﬁ(x)) +oe (x) €M

folgt n?(x) = ... = ng(x) fir alle x Ekn, also n? = ... = ng.
Diese Abbildung bezeichnen wir auch mit n°.
Wir nennen ff’l,A die Abbildung f+gA, : R? —R™. Fir x €x® ist

e(Blyx) = fe (x) + ge A, (x) mod (I ,,,+3, )R,

(2¢)

denn €, (x) und 81(Akx) liegen in M, ﬂJ'EpCZJ(&)'ﬁn + m-RD

und f,qg GJ(I). Da £ und g linear unabhdngig ir R/J + meg

. (2)
sind und E(U'(.Ax) EMu, gibt es v €x"™, so das

(2%)

feo(x) + geoAh(x) = fy + gAu(x) .
Daraus folgt n(x) =y, noAx(x) = A, (y) und somit

noA)\(x) = Auno(x) fiir alle x €k".

Ist nun A = u und ¢ eine Projektion, so ist auch e®

Projektion. Nach Lemma 4 (iv) ist n° trivial. Also ist auch
€6 trivial; und nach Lemma 4 (iii) ist ¢ trivial. Dies zeigt,
daB M, unzerlegbar ist.

eine

Ist ¢ ein Isomorphismus von Mx auf M; , SO ist auch no ein
Isomorphismus. Dann hat Au = no-Ax-(no)‘1 den gleichen Eigen-

wert wie AA' also ist A = .

Lemma 6:
Falls mult (R) 2embdim (R)+2, 80 gibt es unendlich viele venschiedene

Ringe R' mit RER'cR und §ir jedes n unendlich viele unzerlegbare
tonsionsfreie R -Moduln vom Rang n.
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Bewels:

Ist m, die Multiplizitit von C;, 80 ist mult (R) = m, + ... +m,

und mit m := (m,...,m ) gilt mR = T (m) + Aus der exakten
Sequenz

2 2
s} —9an(2m)/m - m/m —->J(m)/J(2m) ">J(m)/"+'7(2m)

folgt dimk (J(m)/J(Zm)+m) z2m, + ...+ m, - embdim (R) 22.

Wegen m«:J(m) ist die Voraussetzung von Lemma 5 erfiillt, und
daraus folgt die Behauptung.

Bei den in Lemma 3 diskutierten Fillen reduzierter Kurven-
singularitdten, die keine einfache ebene Kurvensingularit¥t
dominieren, sind in den folgenden F4llen die Voraussetzungen
von Lemma 5 fir den Ring R erfiillt:

(1.1)° R=k + J“) mit £ = (2)
(1.2)' Ro=k+ ket + 3 6 mit £ = (3)
(2.1)" Rek+3,, mit £ = (1,1)
(2.3)° R =k + ke (t,t2) + 32,0 mit £ = (1,2)
(3.2)° R=X+ ko (t,t,t) +J = (1,1,1)

(2,2,2) mit ¢

In diesen Fdllen gibt es also nach Lemma 5 und dem Korollar
zu Lemma 4 flir jedes n unendlich viele unzerlegbare torsions-
freie R-Moduln vom Rang n, und ebenso gibt es unendlich viele
Ringe zwischen R und seiner Normalisierung R.

In den verbleibenden Fdllen (2.2), (3.1) und .z) ist

mult (R) 24. Ist nun (C,0) eine ebene Singularitdt, so ist
die Voraussetzung von Lemma 6 erfiillt, es gibt also wieder
unendlich viele Ringe zwischen R und R. Damit ist der Beweis
von Satz 2 bereits voll beendet.

Zum Beweis von Satz 1 ist noch 2u zeigen, daff es in den
Féllen (2.2)', (3.1)' und (4)' von Lemma 3 iiber dem Ring R
fiir jedes n unendlich viele unzerlegbare torsionsfreie

r

—>0



Moduln vom Rang n gibt. Flir A €k bezeichne AK wieder die
irreduzible n xn-Matrix bestehend aus einem Jordanblock
mit Eigenwert A. Wir wdhlen Elemente f,g in der Normali-
sierung von R folgendermaBen: ‘

im Fall (2,2)', R=k +J (1LY, g = ©0,£2)

—
—
-~
w .
~—

-

h

)

]

im Fall (3.1)', R=k +J , £

(1,-}'2) (1)t10)' g = (01011)

im Fall (4)' , R=k+J

(1,..., 1" f (1,2,0,...,0), g := (0,0,1,0,
und setzen MA := R7 + (f+gAK)-§n. Zhnlich wie im Beweis von
Lemma 5 (ii) priift man nach, das M, ein unzerlebarer tor-
sionsfreier R-Modul vom Rang n ist, und daB fir a» # p die

Moduln M, und Mu nicht isomorph sind. Dies beendet auch

den Beweis von Satz 1.
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Anhang: Die unzerlegbaren torsionsfreien Modulr. iiber dem
lokalen Ring einer einfachen ebenen Kurvensingularitét

Aus der Arbeit von Jacobinsky [7] ergibt sich folgende Klassi-
fikation: Sei (C,0) eine einfache ebene Kurvensingularitdt mit

den Zweigen (C1,O),...,(Cr,0), R (bzw. Ri) der lokale Ring von (C,0)
(bzw. von (C,,0)), R die Normailisierung von R und K™ ='§.e1 ®... Qﬁem
bezeichne den freien R-Modul vom Rang m. Ferner sei M ein unzerleg-
barer torsionsfreier R-Modul. Mit pi(M) bezeichnen wir den Rang

von M %R Ri als Ri-Modul; falls C irreduzibel ist, schreiben wir

p (M) statt p1(M). Bis auf Isomorphie liegt dann einer der folgen-
den Fdlle vor:

(1.1): (C,0) ist vom Typ A, n gerade, R = k[[tz,tn+1]]

M=R+Rttc®R, i=1,3,5...,n-1,n+1
3 .4
(1.2): (C,0) ist vom Typ EG’ R = k[[t7,t"]]

(i) p(M) = 1:
M=R+Rttc®, i = 1,2,5 oder
M =R oder M =R

(1) p (M) = 2:

M = Rey, + Re, + R(te1+t2e2) c'kz oder

= 2 L2 2
M = Re, + Re, + R(te, + tle,) +Rte1c'§

(1.3): (C,0) ist vom Typ Eg, R k[[t3,t5]]

(i) o (M) = 1:

M=x +R.tic'ﬁ, i
2

1,2,4,7 oder

]

M =R +R. t +R-t4 cR oder

M=R oder M=TR

(11) p(M) = 2:

2

2
a) M = L, := Re, + Re, + R(te,+t e2)¢:ﬁ oder

M= L1 + R-t2e1, M= L1 + R-t4e2,
2 4

M=1L. + Ret e, + Ret e, oder



b) M := Re 4

U
t
N

2 ~2
1 + Re2 + R(t e1+t ez)C R oder

M + R tte

]
t
(¥)

1¢ i=1,4

(iii) p (M) = 3:
a) ¥ = L, := Re, +Re. +Re, +P(te,+t%e.) +R(t%e +t7e.) €0 oder
o = Ly 3= 88y TRE, TRey tRite T &) 17t &,
e L ] 4
M= L3 + R*t e2 oder

3

_ 2 2 L2 o~
b) M =1L, := Re, +Re, +Re, +R(te,+t"e,) +R t7e, +R(te,+t e3)c R

oder M = L4 + R-t4e3

(iv) p (M) = 4:
4

=7 o= ) 2 L2 ;
M -Ls.- Re.‘ +R82 +Re3 +Re4 +R(te1+t ez) + R(t e1+t e3) +
+ R(tez+t2e4)<= §4 oder
- 4
M= L5 + Rt e4

2.) r = 2:

(2.0): M = 1i,(M'), wobei i : Cj‘——>c die Inklusion einer Komponente

Cj von C bezeichnet und M' ein unzerlegbarer torsionsfreier
Rj-Modul ist.

n+1
2

(2.1): (C,0) ist vom Typ A, n ungerade, R kii(t,t), @t © ,0)1]

M =R+ R (tt,0) cR, i = 1,...,£§l

(2.2): (C,0) ist vom Typ D, n ungerade, R

L}

k[[(tn"z,t),(tz,O)]]
(1) oy M) =1, o0 = 1

M=R+ R(t',0) <R, i = 1,3,5,...n oder

M = R (1,0)e, +R((ti,0)e1+(o,1)e2)<:§2, i=1,3,5 ...,n~2

M = Rey + R((ti,O)e1+(0,1)e2) <®R%, i =1,3,5,...,n-2

(2.3): (C,0) ist vom Typ E,, R = k[[(tz,t).(t3,0)]]
(i) p1(M) =1, pz(M) = 1:

M=R+ R (t',0) <R, i = 1,2,4,5 oder

]

M=R+R (£,00 + R (£2,0) R oder

M 2

R* (1,0)e; + R((t,0)e; + (0,1)e,)< R
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{(ii) 01(M) =1, pz(M) = 2
M=1L, := Re, + R((t,O)e1 +(0,1)e2)<:ﬁ2 oder
M= L1' # Re (t2,0)e1

(iii) 91(M) = 2, pz(M) = 1:
M = R-(1,0)e, + Re, + R((t,0)e, +(t?,0)e,) <&
(V) o, 00 = 2, 5,00 = 2:

M =1L, := Re, + Re, + R((t,0)e +(t2,0)e )<:§2 oder
2 1 2 1 2
M= L2 + R-(tz,O)e1 oder

M =R-.(1,0)e, +Re, +R((t,d)e1 + (tz,O)ez) +R((t,0)e, +(0,1)e,) i

(v) 91(M) = 2, pz(M) = 3

M = Ly := Re, +Re, +R((t,0)e, + (t%,0)e,) +R((t,0)e, +(0,1)e;) &

oder M =L, + R'(tz,o)e1

n-2
(C,0) ist vom Typ D, n gerade, R = k[[(t,t,0), (¢ 2 :0,8) 1]

(1) M=1i (M'), wobei i: C'{&—>C die Inklusion einer Vereinigung

von h¥échstens zwei Zweigen von C bezeichnet und M' ein unzerleg-
barer torsionsfreier Modul iUber dem lokalen Ring von (C',0) ist.

(li) D.‘(M) = 1, DZ(M) = 1, 93(M) = 1:

M =R+ R-(ti,d,O) cR, 1 = 1,...,% oder

M =R (11110)31 + R((ti:O,O)e1 +(O,0,1)e2) C'ﬁz, i= 1,,.,'___..n;2

(114) Pe(M) = 1, py(M) =1, pa(M) = 2:
2 n~-2

M = Ree, + R((e1,0,00e, + (0,0,1)e,) B, 1 = 1,...,252 .
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