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Einleitung

Eine wichtige Rolle bei der Untersuchung von HyperflAchensingularitäten und ihren

Deformationen spielen das Milnorgitter und die damit zusammenhängenden Invarian-

ten. Die mittlere Homologiegruppe einer Milnorfaser der Singularität ist eine ':

freie abelsche Gruppe, die mit einer Bilinear,form, der Schnittform, versehen ist.

Diese Bilinearform ist symmetrisch oder schiefsymmetrisch-, je nachdem ob die Dimen-

sion ge~ade oder ungerade ist. Diese Gruppe zusammen mit dieser zusätzlichen Struk-

tur nennen wir das Milnorgitter H. Eine Untergruppe der Automcrphismengruppe die-

ses Gitters ist die Monodromiegruppe r der Singularität. Sie wird von den Spiege-

lungen bzw. symplektischen Transvektionen zu gewissen geometrisch definierten Ele-

menten des Milnorgitters, den verschwindenden Zykeln, erzeugt. Diese bilden die

Menge 6 c H der verschwindenden Zykel. Dabei. kann man sich auf gewisse geome~

trisch ausgezeichnete Basen von verschwindenden Zykeln beschränken. Die Menge der

Dyn~diagramme (Schnittdiagramme) zu solchen Basen liefert eine weitere Invarian-

te. Einen Uberblick über die Beziehungen dieser Invarianten untereinander und ihre

Bedeutung für die Daformationstheorie der Singularitäten im Hyperflächenfall gibt

der Artikel [Brieskorn
3

] •

Durch Stabilisierung können wir uns im Hyperflächenfall auf den symmetri-

schen Fall beschränken. Für die einfachen Hyperflächensingularitäten sind die Mo-

nodramiegruppen und Mengen von verschwindenden Zykeln endlich, und es ist wohlbe-

kannt, daß sie mit den Weylgruppen und Wurzelsystemen zu den klassischen Dynkin-

d
, 1)
1agrarnmen vom Typ Am' Dm' E6 , E7 ,oder ES übereinstimmen. Im allgemeinen (symme-

1), i hn k"" D1e Beze·c unq Dyn 1nd1agr~e für diese Graphen wurde von N. Bourbaki [Bour-
baki~] verwendet und "ist seither für diese Graphen gebräuchlich. Diese Bezei"chnung'·
ist auch für die allgemeineren Schnittdiagramme von beliebigen Hyperflächensingu
laritäten üblich und wird auch in dieser Arbeit verwendet. Leider scheint die Be
zeichnung historisch nicht gerechtfertigt zu. ·sein, diese Graphen sind. wohl viel
mehr H.S.M. Coxeter zuzuschreiben. Bourbaki nennt aber die eng verwandten Graphen,
die Coxetersystemen zugeordnet sind, Coxetergraphen. Wir folgen BOUFbaki und reser
vieren diese Bezeichnung. ebenfalls für diese Graphen (vgl. Bemerkung 4.1·.4, Bei
spie I 5. 2 ~ 4 und" Kap. 5·.5).



- ii -

trischen) Fall stellt sich die Frage nach der Natur dieser unendlichen Spiegelungs-

gruppen und dieser unendlichen Teilmengen des Milnorgitters und einer Charakteri-

sierung dieser Invarianten. Oie Beschäftigung mit dieser Frage wurde durch ein Re-

sultat von H. Pinkham [Pinkham
1

] aus dem Jahre 1977 entscheidend angeregt. Pink-.

ham zeigte, daß die Monodromiegruppen der vierzehn.exzeptionellen unimodalen Hyper-

flächensingularitäten arithmetisch sind. In der Folgezeit konnten wir mit Hilfe

eines Satzes von M. Kneser zeigen, daß das Resultat von pinkham für groBe Klassen

von Hyperflächensingularitäten gültig ist. Gleichzeitig war von Anfang an klar,

daB es nicht für alle Hyperflächensingularitäten richtig sein kann. Ausnahmen fin-

det man in der anderen Klasse von unimadalen Hyperflachensingularitäten, die am

Anfang der Klassifikation von Arnold stehen, nämlich unter den hyperbolischen Sin-

gularitäten der T -Serie.
p,q,r

Die Milnorgitter, Monodromiegruppen und verschwindenden Zykeln sind allgemei-

ner auch für isolierte Singularitäten vollständiger Durchschnitte definiert. Man

kann daher die obige Frage auch in diesem allgemeineren Zusammenhang betrachten.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist eine Untersuchung dieser Invarianten für die-

se allgemeine Klasse von Singularitäten,> die die Hyperflächensingularitäten'um-

faßt. Im Mittelpunkt der Untersuchung steht dabei die obige Frage.

um diese Invarianten studieren zu können, entwickeln wir zunächst geeignete

Berechnungsmethoden für diese Invarianten. Dabei orientieren wir uns an dem Hyper-

flächenfall. In diesem Fall werden zur Berechnung die Dynkindiagramrne zu geametri-

sehen Basen von verschwindenden Zykeln herangezogen. Der Begriff einer geometri-

sehen Basis von verschwindenden Zykeln läßt sich aber nicht ohne weiteres auf den

allgemeinen Fall übertragen.:Man kann zwar auch im Fall von vollst&ndigen Durch-

schnitten entsprechende Systeme von verschwindenden Zykeln betrachten, jedoch sind

sie nicht mehr linear unabhängig und man muB zusätzlich die linearen Relationen

zwischen diesen Zykeln in Betracht ziehen. wir führen hier einen geeigneten Be-

griff des Dynkindiagramms für eine isolierte Singularität eines vollständigen
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Durchschnitts ein. Wir stellen Methoden dar, solche Dynkindiagramme zu berechnen.

Wir wenden diese Methoden an, um Dynkindiagramme und die daraus abgeleiteten

Invarianten für die singularitäten der untersten Stufen der Hierarchie der Singu

laritäten vollständiger Durchschnitte zu bestimmen. Insbesondere können wir damit

die Singularitäten vollständiger Durchschnitte mit definiter, parabolischer und

hyperbolischer Schnittform klassifizieren. Dies verallgemeinert die entsprechende

Klassifikation von Arnold für den HyperflAchenfall (ArnoldtJ. Daneben stößt man

auf diese Weise auf viele interessante Zusammenhänge.

Als Hauptresultat dieser Arbeit können wir die Frage nach einer Charakterisie

rung der Monodromiegruppen und verschwindenden Zykel im symmetrischen Fall voll

ständig beantworten. Wir können zeigen, daß sich" die Monodromiegruppen und ver

schwindenden Zykel von allen isolierten Singularitäten geradedimensionaler voll

ständiger Durchschnitte mit Ausnahme der hyperbolischen rein arithmetisch, d ..-h.

nur in Termen des Milnorgitters, beschreiben lassen. Insbesondere sind die einfa

chen Teile der MonodromiegrupPen in diesen Fällen arithmetisch. Für die hyperbo

lischen Singularitäten kann man eine andere Beschreibung dieser Invarianten geben.

Diese Resultate lassen sich auch auf globale Monodromiegruppen anwenden und es

läßt sich zum Beispiel zeigen, daß die Monodromiegruppe der universellen Familie

von projektiven vollständigen Dur.chschnitten eines festen Multigrades arithmetisch

ist. Der Beweis dieser Resultate wird mit Hilfe unserer Berechnung von Dynkindia

grammen auf algebraische-".~Ergebnisseüber Spiegelungsgruppen zu verschwindenden

Gittern zurückgeführt •

Wir geben nun einen Uberblick über den Inhalt der Arbe i t im einzelnen. Die Ar

beit ist in fünf Kapitel gegliedert. Im ersten Kapitel führen wir die zu betrach

tenden Invarianten von Singularitäten volls~andiger Durchschnitte ein. Hierbei

verändern wir den Gesichtspunkt gegenüber dem Hyperflächenfall ein wenig. Als

grundlegende Invariante sehen wir im allgemeinen Fall nicht nur das Milnorgitter
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H allein, sondern eine exakte Sequenz von Gittern

.....° + H
I

+ H + H + ° ,

die das Milnorgitter H beinhaltet, an. Diese Sequenz ist wie folgt definiert (vgl.

Abschnitt 1.1). Es sei (X,x) eine isolierte Singularität eines n-dimensionalen

vollständigen Durchschnitts und F = (F
1

, ••• ,F
p

) : (tn+p,O) + ,iP,O) die semiuni

verselle Deformation von (X,x). wir wählen eine Gerade ~ im Basisraum ~, die

durch den Nullpunkt verläuft und die Diskriminante von F im Nullpunkt transversal

schneidet. Ohne Einschränkung nehmen wir an, daß die Koordinaten von ~ so gewählt

sind, daß diese Gerade mit der letzten Koordinatenachse zusammenfällt. Dann defi

niert F' = (F l' ... ,Fp-l) : (tn+p
,0), + (a:!'-1,0) eine isolierte Singularität

(Xl ,x). Es seien X
s

bzw. Xt die Milnorfasern von (X,x) bzw. (XI ,x) . Dann ist die

obige Sequenz ein Teil der exakten '(reduzierten) Homologiesequenz des Paares

H = H (X ,?Z) ,
n s

H I = H (XI:tz)
n+l t' und Hist die relative

Hamologiegruppe H l(Xt
l ,X). Auf diesen Moduln betrachten wir die durch die Schnitt-

n+ s

form auf H induzierten Bilinearformen.

Zu jeder Invarianten, die mit dem Milnorgitter H verbunden ist, können wir dann

eine entsprechende. relative Invariante betxachten, die mit dem Gitter Hassoziiert

ist. Den verschwindenden Zykeln sind auf diese Weise die schon von Lefschetz be-

trachteten Fingerhüte oder - diese Bezeichnung ziehen wir vor - verschwindenden

Zellen zugeordnet (Abschnitt 1.2). Zur Monodromiegruppe r gehört· die relative Mono-

dromiegruppe r (Abschnitt 1.3). Die natürliche Verallgemeinerung des Begriffs ei-

ner schwach oder stark ausgezeichneten Basis von verschwindenden Zykeln im Hyper-

flächenfall betrachten wir in Abschnitt 1.4: Es handelt sich hierbei um eine

.....

schwach oder stark ausgezeichnete Basis von H, die aus verschwindenden Zellen be-

steht. So sind die Dynkindiagramme, die wir in Abschnitt 1.5 einführen; Dynkindia-

gramme zu schwach oder stark ausgezeichneten Basen von verschwindenden Zellen von

A

H. Wie im Hyperflächenfall sind sie nicht eindeutig festgelegt, und wir studieren

in diesem Abschnitt auch die möglichen Transformationen dieser Diagramme. Am Ende
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von Abschnitt 1.5 gehen wir auf die Invarianz der eingeführten Objekte ein. Ein

Dynkindiagramm zu einer stark. ausgezeichneten Basis von verschwindenden Zellen be

stimmt die übrigen relativen, also mit dem Gitter Hassoziierten, Invarianten, ins

besondere auch ein spezielles Element. der relativen Monodromiegruppe r, den rela

tiven Monodromieoperator c. Wir diskutieren in Abschnitt 1.6, inwieweit sich aus

der Kenntnis von H und dem relativen Monodramieoperator c Informationen über H I

und H und damit über die gesamte obige grundlegende exakte Sequenz gewinnen lassen.

In. Kapitel 2 stellen wir unsere Methoden zur Berechnung von Dynkindiagrammen zu

stark ausgezeichneten Basen von verschwindenden Zellen dar. Wir leiten eine Verall

gemeinerung einer Methode von Gabrielov im Hyperflächenfall [Gabrielov3 ] her, auf

der unsere Berechnungen im wesentlichen beruhen (Abschnitt 2.2). Diese Methode er

laubt es, die Berechnung von Dynkindiagrammen auf die Berechnung von Dynkindiagram

men für einfachere Singulariäten zu. reduzieren. Eine wesentliche Rolle spielt da

bei eine Polarkurve der Singularität. Die benötigten Definitionen und Tatsachen

über Polarkurven und Polarinvarianten im 'Fall von vollständigen Durchschnitten

sind in Abschnitt 2.1 zusammengestellt. Die einfachsten Singularitäten von voll

ständigen Durchschnitten überhaupt, die keine Hyperflächen sind, sind die isolier

ten Singularitäten von Durchschnitten von zwei Quadriken. Für eine solche Singula

rität hat Hamm [Hamm
2

] eine Basis des Milnorgitters H angegeben. In Abschnitt 2.3,

zeigen wir, daß die Basis von Hamm aus verschwindenden Zykeln besteht und daß die

se Zykel die verschwindenden Zellen einer stark ausgezeichneten Basis'von Hberan

den. Wir bestimmen das Dynkindiagramm zu dieser Basis und untersuchen mittels ge

eigneter Transformationen des Dynkindiagramms die Invarianten dieser speziellen

Singularität. Man stöBt dabei auf einen engen Zusammenhang zu einer von K. Saito

entwickelten Theorie von erweiterten affinen Wurzelsysternen [saito1 ], auf den wir

in Abschnitt 2.4 eingehen. Schließlich behandeln wir in Abschnitt 2.5 eine andere

Methode zur Berechnung von Dynkindiagrammen. Hierbei handelt es sich um eine Ver

allgemeinerung einer Methode von Lazzeri im Hyperflächenfall, die Schnittmatrix

mit Hilfe der Relationen in der Fundamentalgruppe des Komplements der Diskriminante
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zu berechnen. Wir führen diese Methode anhand eines Beispiels vor, das wesentlich

für die späteren Anwendungen ist, bei dem aber die Anwendung der Methode von Ab-

schnitt 2.2 bereits zu erheblichen Kamplikationen führt.

In Kapitel 3 wenden wir die Methode von Kapitel 2.2 an, um Dynkindiagramme für

einige spezielle Singularitäten zu bes~en. Wir betrachten dabei ausschließlich

Singularitäten, die durch Abbildungskeime f.: (~n+2 ,0) + «(2,0) mit df(O) = 0

und regulärem 2-Jet gegeben werden. Das bedeutet insbesondere, daß H' in diesem

Fall Rang 1 hat. Wir beginnen dieses Kapitel mit einigen Bemerkungen zur Klassifi-

kation dieser Singularitäten beliebiger Dimension und führen die Klassen von Singu-

laritäten ein, die wir später betrachten werden und 'die zum Teil in Kapitel 4 eine

Rolle spielen werden. Diese Klassen sind durch das Segresymbol des 2-Jets charak-

terisiert. Am Beginn der Klassifikation stehen nach den Durchschnitten von zwei

QUadriken die n-dimensionalen Singularitäten T
n
2

2 (Segresymbol {1, ... ,1,2}).,q, ,s

In Abschnitt 3.2 führen wir f.üi:;"diese Singularitäten die Berechnung von Dynkindia-

grammen nach der Methode von Kapitel 2.2 exemplarisch ausführlich v~r. Es stellt

sich heraus, daß diese Singularitäten für n gerade hyperbolisch sind. Der Abschnitt

3.3 ist zwei weiteren Klassen von .n-dimensionalen Singularitäten, den' Singularitä-

(n-1) (n-1). .
ten der J - und K -5er~e (Segresymbol {1 , ... ,1 ,3} und {1-, ••• ,1 , (1,2) r ) ,

gewidmet. Die restlichen Abschnitte von Kapitel 3 werden für Kapitel 4 nicht mehr

benötigt. In Abschnitt 3.4 spezialisieren wir uns auf den Fall von Kurven und be-

trachten insbesondere Dynkindiagramme für die einfachen Raumkurvensingularitäten.

Den Flächenfall betrachten.wir in den Abschnitten 3.5 und 3.6 näher, und in, 3.6 be-

sonders die Dreiecksingularitäten und die in [Ebeling-Wall] studierte Erweiterung

von Arnolds seltsamer Dualität. Wir erhalten für die Raumkurven- und Flächensingu-

laritäten aus den Abschnitten 3.4 und 3.6 Dynkindiagramme, die eng mit den Dynkin-

diagrammen von Gabrielov flir die unimodalen Hyperflächensingularitaten zusammen-

hängen. Wir studieren die Coxeterelemente dieser Graphen und zeigen, wie unsere

Ergebnisse mit neuen Resultaten von K. Saito über Coxeterelemente einer Klasse von

Graphen zusammenpassen. Abschnitt 3.6 liefert ergänzende Informationen zu der Ar~" ,
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beit [Ebeling-Wall], die das Bild weiter abrunden. wir erwähnen schließlich ein be

sonderes Ergebnis unserer Berechnungen: Man findet topologisch nicht äquivalente

Singularitäten, zum Beispiel schon. unter den Dreiecksingularitäten, deren Monodro

mieoperatoren über ~ konjugiert sind (Korollar 3.6.4).

Die Hauptresultate dieser Arbeit werden in Kapitel 4 dargestellt. In Abschnitt

4.1 werden diese Resultate formuliert. Wir geben zunächst eine Klassifikation der

isolierten Singularitäten von vollständigen Durchschnitten mit definiter, parabo

lischer und hyperbolischer Schnittform (Theorem 4.'1.1). Dann geben wir eine Be

schreibung der Monodromiegruppen, relativen Monodramiegruppen und der Mengen von

verschwindenden Zykeln und Zellen für fast alle isolierten Singularitäten von ge

radedimensionalen vollständigen Durchschnitten (Theoreme 4.1-.2 und 4.1.3). Die ein

zigen Ausnahmen, für die diese Beschreibungen nicht gelten, gehören zu den hyperbo

lischen Singularitäten. In Bemerkung 4.1..4 zeigen wir, daß man in diesem Fall für

diese Invarianten andere Beschreibungen finden kann. Für den Hyperflächenfall und

zum Teil für den Fall von zweidimensionalen vollständigen Durchschnitten in ~4

sind diese Resultate schon in [Ebelings ] veröffentlicht und verallgemeinern frühe

re Resultate in [Pinkham1 ], [Ebeling 1 ], [Ebeling
2

], [Ebeling
3

]. Am Ende von Ab-·

schnitt 4.1 vergleichen wir hierzu kurz die wichtigsten entsprechenden Resultate

im Fall ungerader·Dimension. Für Einzelheiten sei hierbei auf [Janssen~] verwiesen.

Der Beweis unserer zentralen Resultate besteht' in einer Reduktion auf algebraische

Sätze, die in Kapitel S'bewiesen werden. Zu dieser Reduktion, die in Abschnitt 4.2

dargestellt ist, werden die Resultate aus den-,'.ersten drei Kapiteln benötigt. In Ab

schnitt 4.3 werden Anwendungen auf globale Monodrorniegruppen und Lefschetzbuschel

beschrieben. Wir kommen damit auf den Zusammenhang zurück, in dem die'verschwinden

den Zykel und Zellen ursprünglich von Lefschetz eingeführt. wurden.

In Kapite~ 5 sind die algebraischen Resultate zusammengestellt, auf denen der

Beweis der Ergebnisse Von Kapitel 4.beruht. wir betrachten hier Untergruppen f
6

der Einheit~ngruppe eines ganzzahligen symmetrischen Gitters L, 'die von den Spie-
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gelungen zu den Vektoren einer Teilmenge ß C L erzeugt werden. Dabei soll das

Paar (L,ß) die folgenden""Axiome erfüllen: (i) ß besteht nur aus Minimalvektoren

der Quadratlänge 2E, E e" {+1',-1} fest, (ii) !:::. erzeugt L, (iii) !:::. ist ein r !:::.-or

bit, (iv) falls "rg L > 1· , so gibt es 01,ö
2

E!:::. mit <ö
1

,02> = 1 . Ein solches

Paar (L,ß) nennen wir - einer Terminologie von W. Janssen und E. Looijenga fol:-","

gend - ein verschwindendes Gitter (Abschnitt':5. 2). Typische Beispiele für solChe

verschwindenden Gitter sind die Paare (H,ß) und (a,&). wir zeigen nun, daß ein ver

schwindendes Gitter" das ein gewisses kleines verschwindendes untergitter vom Witt

index 2 enthält und das wir in diesem Fall vollständig nennen, schon. das maximal

mögliche verschwindende Gitter ist (Abschnitt 5.3 und 5.4). Das bedeutet, daß die

Teilme"nge ß maximal ist, also alle Minimalvektoren v der Quadratlänge 2E mit

<v,L> :::?Z enthält, und r!:::. alle Spiegelungen zu Minimalvektoren der Quadratlange

2E enthält. Aus einem Satz von Kneser [Kneser
1

] folgt dann, daß die Elemente von

r!:::. dadurch gekennzeichnet sind, daB sie Spinornonn 1 haben und auf dem Quotienten

L#/j(L) des dualen Gitters L~ durch das Bild des Gitters,L trivial operieren. In

Abschnitt "5.5 zeigen wir diese Aussagen auch für einige verschwindende Gitter, die

durch Coxetersysteme definiert sind, während im allgemeinen ,diese Aussagen für

solche Gitter nicht richtig sind. Kapitel 5 ist bis auf einige Ergänzungen weit

gehend mit §§ 1-3 und einem Teil von § S der Veröffentlichung [Eheling
S] identisch.

Diese Arbeit wurde zuletzt durch ein Forschungsstipendium der Deutschen For

schungsgemeinschaft gefördert, der ich dafür herzlich danke. Dieses Stipendium er

möglichte mir auch einen zweimonatigen Forschungsaufenthalt an der University"_of

North Carolina in Chapel HilI/USA im Rahmen eines IISpecial Year" über Singularitä-

ten und algebraische Geometrie, während dessen ein Teil dieser Arbeit entstand.

Für die Gastfreundschaft und gute Arbeitsatmosphäre bin ich insbesondere den Orga-

nisatoren des "Special Ye,ar", J. Damon und J. Wahl, sehr dankbar.

Ich danke auch all denen, von denen ich beim Entstehen dieser Arbeit Anregungen

und Hilfe bekommen habe, insbesondere L~ DÜng TrAng, E. Looijenga, G. Pfister,
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K. Saite, J. Wahl und ver allem C.T.C. Wall. Mein besonderer Dank gilt meinem

Lehrer E. Brieskern für sein Interesse und seine Unterstützung und Bestärkung

beim Zustandekammen dieser Arbeit. Er hat· mein Denken und meine Sichtweise der

Probleme entscheidend beeinflußt.

Die mühevolle Arbeit des Tippens wurde äußerst sorgfältig von Frau W. Ott aus

geführt, wofür ich ihr herzlich danke.
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1. INVARIANTEN VON VOLLSTÄNDIGEN DURCHSCHNI'rI'EN

1.1 Die grundlegende exakte Sequenz

Es sei (x,x) eine isolierte Singularität eines vollständigen Durchschnitts der

Dimension n. Das bedeutet, daß (X,x) ein komplex-analytischer Raumkeim der Dimen-

-1
sion n ist, der isomorph zur Faser (f (O) ,O) des Keims einer analytischen Abbil-

ist, und x E X ein isolierter singulärer Punkt von X ist. Im PalI k = 1 ist (x,x)

eine isolierte Hyperflächensingularität.

Eine isolierte Singularität eines vollständigen Durchschnitts besitzt eine se-

miuniverselle Deformation mit glattem Basisraum

F : ( lt
n+p , O) -+- (~, 0) •

Es sei B eine offene Kugel vom Radius e um den Nullpunkt in t n+P . Wir betrachten
e

einen Repräsentanten von F von der Form

für eine Umgebung S von 0 in ~. Der Keim der Menge

CF ~ {y E ~ I Y ist kritischer Punkt von p}

in 0 ist die kritische Menge von P. Der Keim der Bildmenge Dp = P(Cp ) in 0 ist

die Diskriminante von F. Die Diskriminante (DF,O) ist eine reduzierte ir~eduzible

Hyperfläche in (~,O).

Für ein genügend kleines e und eine genugend kleine Umgebung S von 0 in ~ ist
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die Abbildung

die Projektion eines differenzierbaren Faserbündels. Oie typische Faser X dieses
s

Bündels über einem Basispunkt sES - 0F hat nach [Milnor1 ], ,[Hamm1 ] den Hamo

topietyp eines Buketts von ~ Sphären sn der reellen Dimension n. Die Faser X
s

heißt die Milnorfaser, die Zahl ~ die Milnorzahl von (X,x). Die einzige nicht

triviale reduzierte Homologiegruppe von X ist die Gruppe H (X , ZZ). Dies ist
s n s

ein freier ZZ-Modul vom Rang 1.1. DUrch die Schnittzahl Von Zykeln wird auf ihm ei:-

ne Bilinearform < " -> definiert, die für gerades n synunetrisch ist und für ungera-

des n schiefsymmetrisch. Wir nennen

H c (H (X ,ZZ), <,»
n s .

das Milnorgitter von (X,x). Im Falle gerader Dimension gilt obendrein <v,v> E 2 ZZ

für alle v E H, d.h.. das Milnorgitter ist in diesem Fall ein gerades Gitter.

Wir betrachten nun eine Konstruktion, die auf ~ Dffng Trang zurückgeht (vgl.

[~2]' [Looijenga3 ]). wir betrachten eine generische komplexe Gerade l durch den

Nullpunkt 0 E ~, d.h. eine Gerade, die nicht im Tangentialkegel der Diskriminan-

te (DF,O) in 0 liegt. wir nehmen an, daß die Koordinaten in ~ so gewählt sind,

daß diese Gerade mit der letzten Koordinatenachse zusammenfällt. Das bedeutet

insbesondere, daß diese Gerade die Diskriminante nur in 0 schneidet. Dies ist

aber äquivalent dazu, daß

F' = (F 1 ' ••• , F
p

_
1

) : (<<:n+p ,0) +. (~-1 ,0)
'.;.

eine isolierte Singularität (Xl,O) eines vollständigen DUrchschnitts der Dimen-

sion n + 1 definiert.

Wir wählen nun die Umgebung S von der Form S = T x ID' für eine Kreisscheibe
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ES seien E, n und T so klein und geeignet gewählt, daß die folgenden Bedingungen

erfüllt sind:

(i) Für den Repräsentanten

-1
F I : ;(' ::::I F I (T) n B + T

E

gilt: Die Abbildung

-1
F' I 1 : X' - F' (Dp I) -+ T - Dp '

~'-F'- (D~,)
.l.:

ist die Projektion eines differenzierbaren PaserbGndels. Die typische Faser die-

ses Bündels ist eine Milnorfaser von (XI,O).

(ii) Es gibt einen Homoomorphismus

= F I -1 (T) n B .,
€

so daß das folgende Diagramm kommutiert:

F

F '

> S=TxJD

T

Hierbei bezeichnet ~ die Projektion auf den ersten Fakto~, und h ist die Identi

-1
tät auf F (T x lD

1
) mit lD

1
C ]0'. Dies ist möglich nach [Looi j enga

3
, Proposition

(iii) 5 . d' . [ (]- Dp repräsent1ert en Hornotop1etyp von 5 - Dp 1n 0 Looijenga
3

, 7.3) .

Die Einschränkung der Projektion ~: 5 + T auf die Diskriminante D = CF ist

endlich. Es sei t ein Punkt aus T, der nicht im Bild des Verzweigungsortes von

111
0

liegt.
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Wir betrachten nun die Abbildung

F IXI: Xt C· F 1 -1 ( t) n B -+ {t} x]I) ..

t E

Diese Abbildung entspricht der Funktion

F : X' -+ ]I)
P t

Nach der Wahl Von t gibt es genau m Schnittpunkte von {tl x ]) mit der Diskrimi-

nante D, wobei m die MUltiplizität der Diskriminante im Ursprung ist. Diese Punk-

te bezeichnen wir mit s1, ... ,sm. Eine Faser Xs . über einem solchen Punkt hat ge
l.

nau eine Singularität, und diese ist ein gewöhnlicher Doppelpunkt. AuBerhalb die-

ser singulären Fasern ist die Abbildung Fix' = F die Projektion eines differen
t P

zierbaren Faserbßndels. Wir wählsn als Basispunkt s = (t,n) E {tl x ]I) • Die Faser

X über dem Punkt s ist die Milnorfaser von (X,x). Die Situation ist in Abbildung
s

1.1.1 schematisch dargestellt. Hierbei erscheint die Mannigfaltigkeit X~ als Ku

gel, was sie aber tatsächlich nur im Hyperflächenfall ist. Die Mannigfaltigkeit

Sn+l,Xt hat den Homotopietyp eines Buketts Von ~I Sphären wobei ~l die Milnor-

zahl der Singularität (X' ,0) ist.

Die exakte (reduzierte) Homologiesequenz des Paares (X~,Xs) reduziert sich da

mit auf die folgende kurze exakte Sequenz

d
o -+ Hn+1 (X~) -+ Hn+1 (X~,Xs) ~ Hn(Xs ) -+ 0 (*)

wobei die möglichen nichttrivialen Tenne freie tz-Moduln vom Rang ~ I, m bzw. ~

sind. Insbesondere gilt

m = u ' + ~ ..

Wir definieren auf H l(X',X) eine Bilinearfonn, die wir ebenfalls mit< , > ben+ t s

zeichnen, durch Zurückholen der Bilinearform < , > auf H mittels der Abbildung

d*. Das dadUrch definierte Gitter bezeichnen wir mit H.. Also gilt
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für v, wEH. Die Motivation für diese Definition sind die Picard-Lefschetz-por-

meln (siehe Kap. 1.3). Eine Rechtfertigung für diese Definition ist die Tatsache,

daß man v und waus Hdurch relative Zykeln repräsentieren kann, die sich nur auf

X schneiden (siehe Bemerkung 1.4.1).
s

x
s1m

\
I
r

.. X.. s

F (=F )
P 1

F-1
({t} x ID) n x'

t

Abbildung 1.1.1

s
{t} x ID

Auf Hn+1 (X~) betrachten wir die durch die Inklusion in H induzierte Bilinear

form. (Die Schnittform auf diesem Modul wird dabei ignoriert.) Das zugehörige

Gitter bezeichnen wir mit H'. Nach Definition der Bilinearform auf Hliegt H' im
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....
Kern (Radikal) von H, den wir mit ker H'bezeichnen. Mit diesen Bezeichnungen lau-

tet also die exakte Sequenz (*):

....
Im Hyperflächenfall ist H' trivial und a* ein Isomorphismus von H auf H. In

diesem Fall identifizieren wir Hund H. Im allgemeinen Fall ersetzt diese grund-

legende exakte Sequenz die einzelne Invariante H im Hyperflächenfall. Die im fol-

genden eingeführten Invarianten werden alle mit dieser Sequenz in verbindung

stehen.

1.2 Verschwindende Zykel und verschwindende Zellen

Wir.betrachten nun die lokale Situation um die Punkte s. EID. Es sei x. der
~ ~

singuläre Punkt der Faser X . Dies ist ein gewöhnlicher Doppelpunkt. Es gibt al
s.
~

so eine kleine Umgeb~~g Bi von xi in x~ und lokale .Koordinaten (u1 ,o •• ,u
n
+1) in

dieser Umgebung, so daß Fis in diesen Koordinaten wie folgt geschrieben werden
i

kann

und Bi in diesen Koordinaten eine Kugel vom Radius Si ist. Ferner wählen wir eine

kleine Kreisscheibe IDi mit Mittelpunkt si und Radius p und setzen

-1
F (s. + p) n B.

~ ~

Dabei sei p so klein gewählt, daB

eine Milnorfaserung auBerhalb von s. ist. Außerdem seien die Umgebungen B. und
~ ~

die Kreisscheiben iD. so klein gewählt, daß sie in x' bzw. ID enthalten sind.
~ t

Die Mengen .~ ~ ~i. und Y*. ::::l y~i) können wie folgt in den obigen Koordinaten
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beschrieben werden:

'Lt:z:; {u E tt:n+1
1 Iutl2 + •••+ lu ]2

-cf n+1

Y,* = {u E Y ! u~ ~ ... + u~+l = p} •

+ ••. + u
2

1 1n+
::: p} ,

Die Beschreibung von ~ zeigt, daß tt linear auf den Ursprung kontrahierbar ist.

Die grundlegende exakte Sequenz für einen gewöhnlichen Doppelpunkt reduziert sich

damit auf

wobe i der Verbindungshornomorphismus a* e in Isomorphismus ist.

Insbesondere ist ~retrahierbar auf die reelle n+l-Scheibe

n+1
o = {u E '! I alle Uv reell}

Man kann leicht zeigen (siehe z.B. [Lamotke
1

, 5.5]), daß die Faser Y* den Rand

dieser Scheibe, die reelle Sphäre

sn = oDn+1 = {u E Y 1 alle ureeIl}
* v

als starken oeformationsretrakt hat. Nach Wahl einer .. n+1 und
Or~ent~erung von 0

der Orientierung von Sn als Rand von n+1
liefern die Homologieklassen [on+l]D

bzw. [sn] Erzeugende von Hn+1 ('\!., y *) bzw. H (y ) mit 0 [Dn+l ] = [Sn] .
n * *

*Nun sei lp = qJ.: [0,1] + ID ein Weg von s. nach s mit lp ( (0,1 ]) C lD =
~ ~

JD - {51' ... ' Sm}' der den Rand der Kreisscheibe ID
f

genau in Si+p trifft und das

zum Zeitpunkt 0 < 8 < 1. Es sei also ~(8).= s. + p. Es sei ~ = !pe(S,l]). Da das
~

-1
Urbild Flx~ (~) trivial gefasert ist, gibt es eine Einbettung

j: Y X ~ ..... Xl
* t

mit j(Y x $)
*

-1= FIX' (~), j(y,s.+p) = y und F 0 j(y,A) = A für y E Y* und A E ~.
t ~
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Dann definiert

(mit der gewählten orientierung) ein Element

Der Rand az von Z definiert ein Element

6 E H = H (x )
n s

mit d* 6 = 6 (vgl. Abbildung 1.2.1). Nach Lefschetz [Lefschetz
1

] bezeichnen wir

....
6 als verschwindenden Zykel (zum Weg ~). Lefschetz bezeichnet 6 in [Lefschetz

1
]

als "onglet". Im Englischen ist für Ö die Bezeichnung "thimble',' gebräuchlich, was

dem deutschen Wort I'Fingerhut ll entspricht. Wir wollen Ö in dieser Arbeit als ver-

schwindende Zelle (zum Weg ~) bezeichnen.

Abbildung 1.2.1

s.
1.

\ : 1

\ "
\ 1 I
111
111

1:1
\
I

s.+p
1.

~----------~=-I
\ 1 I\:' lF\ IJ

\ 1/
,11

I

s

Das Normalenbündel von Sn in y~ ist isomorph ,zum Tangentialbündel der Sphäre

sn. Deshalb ergibt sich

<8,6> = <6,6> = { 0
(_1)n/22

falls nungerade,

falls n gerade.
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1.3 Monodromiegruppen und verschwindende Gitter

*In diesem Abschnitt studieren wir die Operation der Fundamentalgruppe n1 (ID ,s)

auf H und H, wobe i lD* = ID - { s 1 ' ••• , sm} .

Dem Weg ~ ist eine einfache Schleife w = w, wie folgt zugeordnet: Es sei
1.

2nv=trw, (r) := S. + pe
1. 1.

a ::: r ::: 1

der Weg, der' einmal auf dem Rand von ID i

w = w,: [0,1] + X durch
1. s

.... -1
w 1:1 ~w.~ .

1.

um s. herumläuft. Dann definiere
1.

'"Die Schleife w induziert nun Automorphismen y E Aut(H) und y E Aut(H) wie folgt.

Da das mittels w auf das Intervall [0,1] zurückgeholte Bündel

*n X~ + lD trivial ist, gibt es eine stetige Abbildung

W: X x [0,1] + XI
s t

mit F ~ W(y,r) = wer) und W(y,O) = y für y Ex, r E [0,1], die für jedes
p s

r E [0,1] einen HomOamqrphisrnus

~

W • X + X
r· s wer)

Y l-+ W(y,r)

induziert. Dann ist y der durch W
1

induzierte AUtomorphismus Von H, die Picard

Lefschetz-Transformation zum Weg ~. Die Abbildung W induziert einen Hamomorphis-

mus

W : H l(X x [O,t], X x {o} U X x {tl) + H t(X',X)* n+ s s s n+ t s

von relativen Homologiegruppen. Die Komposition der Abbildung

H (X ) + H l(X x [0,1], X x {a} u X x {1}) ,
n s n+ 5 S S

y + y Xl.,
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wobei ~ E H
1

([0,1], {0,1}) das kanonische erzeugende Element ist, mit W* liefert

einen Homomorphismus

T : H -+- H,
w

den wir die Ausdehnung längs des Weges w nennen (vgl. [Lamotke
1

, (6.4)], wo auch

wichtige Eigenschaften von Tw aufgeführt sind). Wir definieren nun (vgl. [Dimca
1

,

§2]) :

....
Dies ist ein Automorphismus von H, der wie y nur von der Homotopieklasse des We-

ges w abhängt. Wir nennen y die relative Picard-Lefschetz-Transformation.

A A

Die Operation von y bzw. y auf H bzw. H wird durch die Picard-Lefschetz-For-

meln beschrieben. Für y E H gilt:

y(y) = y - (_1)n(n-l)/2 <y,6> 6

A A

und für y E H:

= y - (_1)n(n-1)/2 <y,6> 6

Die erste Formel ist die übliche Picard-Lefschetz-Formel, die zweite folgt aus

[Lamotke1 , (6.7.1)]. wegen

für y E H

( [Lamotke l' (6 • 4 . 6) ]) gilt :

Daher sind die beiden Formeln zueinander äquivalent. Es sei L(n) ein Gitter, das

für gerades n symmetrisch und für ungerades n schiefsymmetrisch ist. Für A E L(n)

mit
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für nungerade

für n gerade

. "(n) (n)
definieren wir einen Automorph~smus SA E Aut(L ) durch

Sen) (y) = y _ (_1)n(n-l)/2 <y,A> A
A

für y E L(n) .

(n)
Für gerades n ist SA eine Spiegelung, für ungerades n eine symplektische Trans-

vektion. Mit dieser Bezeichnung lassen sich die P~card-Lefschetz-Pormelnauch so

formulieren:

~ (n)
y = 9 6

A

"Die Formel für y ist die Motivation für die Definition der Bilinearform auf H.

* Awir haben damit eine Darstellung der Fundamentalgruppe n1 (ID ,5) auf H und H

definiert. Die Bilder dieser Darstellung in Aut(H) bzw. Aut(H) bezeichnen wir mit

A *f bzw. f. Da die Inklusion j: ID ~ S - Dp eine surjektive Abbildung der Funda-

mentalgruppen induziert ([Looijenga
3

, (7.1)]), stimmt f mit der Monodromiegruppe

der Singularität (X,x) überein (man berücksichtige die Bedingung (iii) von Kap.

1.1). Die Monodromiegruppe von (X,x) "ist das Bild der Darstellung von n
t

(S-DF,S)

auf H. Die Gruppe f nennen wir die relative Monodromiegruppe.

Läßt man statt eines in {tl x ID verlaufenden Weges ~ einen beliebigen Weg von

einem regulären Punkt der Diskriminante Dp nach s zu, so liefert die obige Kon

struktion ebenfalls einen (bis aufs Vorzeichen best~ten) verschwindenden Zykel

±6 E H. Die Menge aller dieser Homologieklassen nennen wir die Menge der ver-

schwindenden Zykel und bezeichnen sie mit ~ C H. Es ist wohlbekannt (siehe z.B.

[Looijenga 3 , (7.8)]), daß die Menge 6 außer im Fall eines gewöhnlichen Doppel-

punktes Al einen einzigen Orbit unter'der Monodromiegruppe r bildet. Deshalb

st~t die Menge 6 mit der Menge aller verschwindenden Zykel überein, die durch

Wege Wdefiniert sind, die wie oben ganz in {tl x ID verlaufen.
A

Die Menge aller verschwindenden Zellen ß definieren wir als die Menge aller

verschwindenden Zellen 6, die durch einen beliebigen Weg ~ in {tl x ID definiert
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...
sind. Sie bildet, auBer im Fall Al' entsprechend einen f-Orbit.

Es sei L(n) ein symmetrisches oder schiefsymmetrisches Gitter wie oben und

A(n) eine Teilmenge von Vektoren A mit

f
0 für n ung~ade

<A, A> :c

(_1)n/22 für n gerade

und s~n) die wie oben definierten Automorphismen von L(n). Es sei fA(n) die von

(n) (n) (n)
den SA für A E A erzeugte Untergruppe von Aut(L ) .' Wir nennen das Paar

(n) (n) .
(L ,A ) e~n verschwindendes Gitter, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt

sind (vgl. [Looijenga
3

, (7.9)], [Janssen
1

]):

(i) A(n) erzeugt das Gitter L(n)

(ii) A(n) ist ein Orbit unter r (ri)" •
A

(iii) Falls rg.L(n) > 1, so gibt es A
1

,A
2

E A(n) mit'<A
1

,A
2
> = 1.

Die Gruppe fA(n) nennen wir die zugehörige Monodromiegruppe.

Dann sind sowoh~ (H,ß) als auch (H,6) verschwindende Gitter und die Gruppen
...

f bzw. r ihre zugehörigen Monodromiegruppen. DaB die Bedingung (iii) erfüllt ist,

folgt dabei aus der Tatsache, daß jede Singularität, die nicht vom Typ Al ist, in

eine Singularität vom Typ A
2

deformiert [Looijenga
3

, (7.1B)].

1.4 Geometrische Basen

wir betrachten wieder die Situation wie in Kap. 1.2,und wir wählen ein geordnetes

System von Wegen (~l' ..• '~m) von den Punkten si, ..• ,sm nach s. Die Umgehungen Bi

und der Radius 0 der Kreisscheiben IDi seien so gewählt, daB alle diese Mengen

zueinander disjunkt sind.

Wir nennen das System von Wegen schwach ausgezeichnet, wenn gilt: Die zu den

~. gehörigen einfachen Schleifen w. bilden ein freies Erzeugendensystem von
~ ~

*Jtlon ,s).

wir nennen das System von Wegen (stark) ausgezeichnet (oder auch geometrisch) ,

wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind:
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Die Wege ~. sind doppelpunktfrei.
1.

(ii) Der einzige gemeinsame punkt von ~. und ~. für i ~ j ist s.
1. J

(iii)Oie Wege sind in der Reihenfolge numeriert, in der sie in seintreffen, wo-

bei man im Uhrzeigersinn vom Rand der Kreisscheibe aus zu zählen hat (siehe Ab-

bildung 1.4.1, vgl. [Husein-zade1 , 1.2])

Abbildung 1.4.1

~__-----:::::::::>"'fS

Ein stark ausgezeichnetes System vOn Wegen ist natürlich auch schwach ausge-

zeichnet.

Ein geordnetes System von Wegen (~l' ... '~m) definiert nach Kap. 1.2 ein geord

netes System von verschwindenden Zykeln B = (6
l

, ... ,6m) und von verschwindenden
A .... A

Zellen B = (ol, ... ,6
m

), das wir entsprechend schwach oder stark ausgezeichnet

nennen, wenn das System von Wegen diese Eigenschaft hat. Mit ähnlichen Methoden

wie in [Brieskorn
l

, Appendix] (siehe auch (Looijenga
3

, 5.B}) kann man zeigen, daB

ein stark ausgezeichnetes System von verschwindenden Zellen Beine Basis von H

bildet. Nach [Husein-zade
l

, 2.1J folgt dies auch für ein schwach ausgezeichnetes

System. wir nennen entsprechend Beine stark oder schwach ausgezeichnete Basis

von verschwindenden Zellen.

Das entsprechende geordnete System B = (ol, ... ,om) Von verschwindenden Zykeln

zu einer stark oder schwach ausgezeichneten Basis von verschwindenden Zellen bil-
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det ein Erzeugendensystem von H, das wir ebenfalls stark oder schwach ausgezeich-

net nennen.

Die Bedeutung dieser Basen (und entsprechenden Erzeugendensysteme) erklärt

sich aus den folgenden Beziehungen. Es sei zunächst B= (Ö
l

', ,6
m

) eine schwach

ausgezeichnete Basis von verschwindenden Zellen und B = (Ol' 'Om) das zugehöri-

ge schwach ausgezeichnete Erzeugendensystem von verschwindenden Zykeln. Dann er-

zeugen die zugehörigen Picard-Lefschetz-Transformationen

(n)
s ...

0.
~

bzw. für i = 1, .•. ,m

die relative Monodromiegruppe f' bzw. die Monodraniegruppe r.

Durch einen positiven Umlauf (gegen den Uhrzeigersinn) um den Rand aID der

Kreisscheibe ID wird gemäß Kap. 1. 3 sowohl ein Automorphismus cEr als auch ein

Automorphismus cEr induziert. Wir nennen c einen (generischen) Monodromieopera-

~ und c einen (generischen) relativen Monodromieop~rator von (X,x). Sind nun B

und B stark ausgezeichnet, so entsprechen c bzw. eden Coxeterelementen zu B bzw.

B, d.h. es gilt:

...
c = bzw. C a

Bemerkung 1.4.1: Wir hatten in Kap. 1.1 bemerkt, daß sich je zwei Elemente aus

...
H durch relative Zykeln repräsentieren lassen, die sich nur in X schneiden. Dies

5

kann man wie folgt einsehen. Es genügt, dies für die Elemente einer stark ausge-

zeichneten Basis von verschwindenden Zellen B= (6
1

, ... ,6
m

) zu zeigen. Nach Kon

struktion gilt dies für 8. und 8. mit i '# j. Da U linear auf den Ursprung kontra-
~ ] -(1

hierbar ist, kann man die Klasse [Dn+l
] E H 1 (11, Y ), die in Kap. 1.2 zur Kon~::

n+ ~ *
struktion der verschwindenden Zelle 6. verwendet wurde, auch durch eine Scheibe

~

-n+1o mit

-n+1 n+lo n 0 a-n+1 a n+1
a D '0 D =

reprasentieren. Daraus folgt leicht die Behauptung.
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Bemerkung 1.4.2: Es ist nicht bekannt, ob man aus einem stark oder schwach aus-

gezeichneten Erzeugendensystem, von verschwindenden Zykeln immer ein~ Basis des

Milnorgitters H auswählen kann. Wir werden bei den von uns betrachteten speziel-

len Singularitäten solche Erzeugendensysteme angeben, bei denen dies möglich ist

(vgl. Kap. 3). M.Merle hat mir aber vor kurzem mitgeteilt, daß er zeigen kann,

daß das Milnorgitter H immer eine Basis besitzt, die aus verschwindenden Zykeln

besteht [Merle
1
]. Die Methoden, die er verwendet, stehen in Zusammenhang mit

Kap. 2.1.

1.5 Dynkindiagramme

Es sei A ~ (A 1, ••• ,A
r

) ein geordnetes System von verschwindenden Zellen Ai E 6

oder von verschwindenden Zykeln A. E ~ für i = 1, ••• ,r. Die Matrix (Schnittmatrix)
~

«<A. ,A.»), die die Bilinearform < , > bezüglich A beschreibt, wird üblicherwei
~ J

se durch einen Graphen DA wie folgt dargestellt. Die Ecken von DA sind die Ecken

e 1, .•• ,e
r

, und für i < j ist e. mit e. durch I<e. ,e.>1 Kanten verbunden, die mit
~) ~ J

dem Vorzeichen +1 oder -1 von <e. ,e.> E ~ gewichtet sind. Das Gewicht
~ J

E = { (-1) n/2

(_1)n+1/2

für n gerade,

für nungerade

deuten wir in den Darstellungen der Graphen durch eine gestrichelte Kante an, das

Gewicht -E durch eine durchgezogene Kante. Diesen Graphen DA nennen wir das ~

kindiagrarran zu A.

"Das Dynkindiagrarnm D" zu einer Basis B von verschwindenden Zellen stimmt auf-
B

grund der Definition der Bilinearform auf H mit dem Dynkindiagramm OB zu dem

entsprechenden Erzeugendensystem B von verschwindenden Zykeln überein. wir defi-

nieren:

Definition 1.5.1: Die Menge aller Dynkindiagramme zu stark (bzw. schwach) ausge

zeichneten Basen von verschwindenden Zellen bezeichnen wir mit 1)* (bzw.1J
Q

).
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Bemerkung 1.5.2: Die Graphen aus 1') * und :J)0 sind nach [Looijenga3 , (7. 5)] zu-'

sarranenhängend.

Die Definition eines stark (schwach) ausgezeichneten m-Tupels (A
1

, •.• ,Am)

von verschwindenden Zellen oder Zykeln hängt von verschiedenen Wahlen ab, so von

der Wahl der Geraden ~, der Punkte t und s, der Wege ~i und der Orientierungen

der Ai. Wir betrachten nun Operationen auf ~er Menge aller solchen m-Tupel und

damit auf der Menge der entsprechenden Dynkindiagramme (vgl. [Gabrielov
1
], [Hu

sein-zade1 ], [Ebeling4 ], [Brieskorn3 ), [SlodoWY1])·

(a) Operation von (~/2~}m(Orientierungswechsel):

j = 1, ..• ,m

...
(b) Operation von r (bzw. f):

... ...
wobei Y E r falls A. E ~, y E r falls A. E ~ für alle i.

~ ~

(c) Operation der Zopfgruppe Z :
m

Es sei Z die Zopfgruppe mit m Strangen undm a 1 ,···,am_1
ihre Standarderzeugen-

den. Für j = 1, ... ,m-1 operiert a. wie folgt:
J

(n)
a.(A 1,···,A) = (A 1,···,A. l's, (A j l),A.,A. 2,···,A )

] m ]- 1\. + ] J+ m
]

Die inverse Transformation a~l wird auch mit ß. 1 bezeichnet.
J ]+

(d) Operation der symmetrischen Gruppe 6:
m

a E c5
m
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(e) 11 Gabrie lov-Transformationen"

(n)
Cl,(j)(A 1 ,···,A} = (Al'···'>'" 1,5, (>"')'>"'+1'···'>")
~ m J- 1\ • J J m

~

i,j E {l, ... ,m}

Alle diese Operationen erh~lten die Eigenschaft eines m-Tupels (A 1 , .•• ,>"m)

ein Erzeugendensystem oder eine Basis zu sein. Die Operationen (c) werden durch

die folgenden Operationen auf dem System der Wege (~l' ..• '~m) bzw. auf dem Sys

tem der zugehörigen einfachen Schleifen (w
1

' .•. ,w
m

) induziert:

-1
a:(w1 ,···,w) = (w1 '···,w. l'w.w. l Wj ,W.,w. 2' ••• 'w,)J m ]- J]+ ] J+ m

Die Transformationen (e) wurden in dem hier betrachteten Zusammenhang von Gabrie-

loveingeführt [Gabrielovt ] und sind Kombinationen von Transformationen.von (c)

und (d). Die Transformationen a.(j} und ß. (j) operieren wie folgt auf der
~ ~

Henge J:)0. Für

gilt:

<~ ,>.. > = <;\ ,X > für 1 :: r,s ::m , r,s cF j oder r = s = jr s r s

<Ai,X j > = (_l)n+l<X.,X.> falls i cF j ,
~ ]

<X ,X.> :: <A ,X.> - (_l}n(n-l)/2<X ,X.><X. ,X.> }r ) r ] r 1 ] ~

für r cF i,j .
<A ,A.> = <X ,X.> - (-1 )n(n+l )/2<X , X. ><X . , I .>

r ] r ] r 1 ] ~

Daraus kann man auch leicht die Operation von (c) auf der Menge d:J * ablesen, da

die folgenden Beziehungen zwischen den Operationen aus (c), (d) und (e) bestehen.

Bezeichnet EG
m

die Transposition von j und j+l, so gilt:
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Cl j :;:l: T, '+1 G Cl, (j;+-l)
J , J J

Die Operation (b) dient dazu, die Unbestimmtheit des Basispunktes sES - Dp

auszugleichen, und ist trivial auf den Mengen n und 1)*. Alle Transformationen

lassen die (relative) Monodromiegruppe r (bzw. r) invariant, jedoch können die

Operationen zu (d) und (e) die Konjugationsklasse von c und c verändern (vgl. die

Beispiele in [Ebeling 1 ,4]).

Definition 1.5.3: Wir nennen zwei Dynkindiagramme D und D' zu Basen von ver-

schwindenden Zellen schwach äquivalent, wenn· sie sich durch Iteration von Opera-

tionen der Klassen (a), (c), (d) und (e) ineinander überführen lassen. Wir nennen

sie stark äquivalent, wenn sie sich durch Iteration von Operationen (a) und (c)

ineinander überführen lassen.

Satz 1.5.4: Je zwei Dynkindiagramme aus 1:) * sind stark äquivalent.

Dieser Satz wurde von Gabrielov bewiesen, siehe [Husein-Zade, 2.2.3].

Satz 1.5.5 (S . Humphries [Humphries
1
]): Je zwei Dynkindiagramme aus 'IJ0 sind

schwach äquivalent.

Dies wurde von Husein-Zade vermutet [Husein-zade1 ,2.2.S] und Von S.Humphries

bewiesen~ Der Beweis von Humphries ist elementar~ Der Satz folgt auch, wie

R.Pellikaan bemerkt hat, aus [Lyndon-Schupp, Proposition 4.20].

* -Tl
b

um zu zeigen, daß die Mengen dJ und rJJ Invarianten der Singularität (X,x)

sind, müssen wir noch ihre Unabhängigkeit von der Wahl der Geraden ~ und des

Punktes t E T zeigen. Die Unabhängigkeit von der Wahl des Punktes t für eine
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feste Gerade ~ folgt wie in [Siersma1 , §7] (siehe auch [Looijenga, (7.13) ]), da

das Bild Vt des verzweigungsortes von ~ID = ~tlD in T = T~ eine echte analy

ti~che Teilmenge von T
t

ist, also das Komplement Tt - Vt offen, dicht und weg

zusammenh~gend in ~t ist. Die Menge :To(D) aller Geraden, die im Tangentialkegel

von (0,0) liegen, bilden eine echte analytische Teilrnenge VOn pp-l(~), d~r Menge

aller Geraden von cP durch o. Das Komplement ist also ebenfalls offen, dicht und

wegzusammenh8ngend. Es seien 2,t'"e pp-l(a:) - JO(D) und t E TQ, - VQ,

t' E T
2

, - Vtl . Dann lassen sich {tl x 2 und {t'} x 2' durch einen stück

weise glatten Weg in r? x pp-l (<<:) verbinden, der die Mengen a:P x Jo(O) und

V V t x {tl

t E pp-l(~) - yo(O)

vermeidet. Die Unabhängigkeit von :D 0
und 1)* von der Wahl von t und t folgt dann

ähnlich wie in [Dimca
1

, §1] mit Hilfe von einfachen Stratifizierungsargumenten

aus dem zweiten Isotopielaruma von Thom-Mather [Gibsan et al., II (5.8)].

Darüber hinaus folgt aus den gleichen Argumenten die Unabhängigkeit der grund-

legenden exakten Sequenz

o + H' + H+ H + 0

von der Wahl der generischen Geraden Q,. Aus der Invarianz von 1) * folgt nun auch

~* c r'"die Invarianz der Konjugationsklasse L des relativen Monodromieoperators

c und, mit Hilfe der Unabhängigkeit der obigen Sequenz, die Invarianz der Konju-

. kl 1,0 * c f dgat~ons asse ~ es generischen Monodromieoperators c.

Damit haben wir gezeigt, daß die eingeführten Objekte

'" '" :t "1'\*"1\0 "'* ~*H' ,H,H;!::.,!::.;!,f; q.,,; , rJ"J i e , '-

allesamt Invarianten der Singularität (X,x) sind.
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1.6 Relative Monodromie

*Im Hyperflächenfall bestinnnt die Invariante :0 bzw. schon ein Dynkindiagramm aus

D* das Milnorgi~ter H, die Menge von verschwindenden Zykeln ~ eH, die Mono

Ip*dromiegruppe r c Aut(H) und die Konjugationsklasse ~ des Monodromieoperators

cEr . (Siehe auch den Artikel von Brieskom [Brieskorn
3

] für eine tlbersicht

über die Beziehungen zwischen den verschiedenen Invarianten im Hyperflächenfall.)

Ist (X,x) dagegen keine Hyperfläche, so best~t ~* bzw. *o E 'J:) zunächst nur

die relativen Objekte H,6,r und ~* * .
~ ." Zur Kenntnis von H, ß, rund 'e benötJ.gt man

noch zusätzliche Informationen über die linearen Relationen der verschwindenden

Zykel ö1 , ... ,ö
m

des das Dynkindiagramm D bestimmenden stark ausgezeichneten "Er

zeugendensystems, d.h. über den Modul H'. wir diskutieren in diesem Abschnitt, in-

wieweit diese Informationen aus der: relativen Monodromie, dem Coxeterelement c

zu D,gewonnen werden können.

Es sei (6 1 , •.• ,6m) E ~m eine stark ausgezeichnete Basis von verschwindenden

'"Zellen mit zugehörigem relativen Monodromieoperator cEr und zugehörigem Mono-

dromieoperator cEr. Nach Kap. 1.1 Wld 1.3 hat man das folgende. konunutative

Diagramm mit exakten Zeilen:

o

o

a
"*+ H' + H -+ H + 0

10 le -i'\{ lc -idH
(1.6.1)

a
H *+ H' + -+ H -7- 0

Hierbei ist der erste senkrechte Homomorphismus von links die Nullabbildung. Nach

dem Schlangenlemma .[Bourbaki1 , Chap. 1, § 1.4] erhält man daraus die folgende

exakte Sequenz:

(1.6.2)
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Insbesondere gilt

In gewissen Fällen kann man diesen Untermodul noch genauer festlegen. Dazu dienen

die folgenden Vorbereitungen.

auf der Diagonale ist. Es sei

Wir schreiben die schnittmattix A = «<6.,6.»)
1. )

wobei V eine obere Dreiecksmatrix mit (_1)n(n+1)/2

in der Form
n tA I:; V + (-1) V ,

Cdie Matrix von c be~üglich der Basis (Ö
1

' ••• ,Öm) • Dann folgt aus [Bourbaki2 ,

Chap. V, §6, Exercice 3] (vgl. auch [Levine1 ]):

Satz 1.6.3:

Korollar 1.6. 4 :

Beweis: Bezeichnet man mit ~ die m x m Einheitsmatrix, so folgt aus Satz 1.6.3:

A -1 n t
C - 1. =:I -V (V + (-1) V )

Daraus folgt die Behauptung.

Wir bezeichnen mit c bzw. c~ den komplexen Monodromieoperator C
lt

: He + H~
lt. ~

bzw. den komplexen relativen Monodxomieoperator cl!:: H(': ~ H
lt

' wobei He: c H ~ lt

und HG:: =:I H~ lt • Nach [LB
3

,4] (siehe auch [Looijeng a
3

, Theorem (5.14)]) ist der

komplexe Monodromieoperator ce quasiunipotent, d.h. seine Eigenwerte sind Einheits

wurzeln. Nach (1.6.2) ist demnach auch der relative Monodromieoper~torc~ quasi

unipotent.

Wird die Singularität (X,O) durch quasihomogene Polynome f . , i=1 , ••• , k vom
1.

Grad d. bezüglich der Gewichte wt(z.) = w. , j=1", ••• ,n+k , für Koordinaten
1. ) J

(zl, ... ,zn+k) Von (':n+k gegeben, und die Singularität (XI,O) durch die Gleichun-

gen f. = 0, i =:I 1, ... ,k-l
1.

so sagen wir kurz: (X,O) und (X' ,O) sind quasi-

homogen (mit Graden d = (d1' ... '~) und Gewichten w = (w1' ..• 'wn+k) ).
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Mit ~ (X) bzw. ~ (XI) bezeichnen wir die Dimensionen der Kerne (Radikale)
o 0

der Milnorgitter der entsprechenden Singularitäten. Dimca [Dimca
2

] hat den fol-

genden Satz bewiesen.

Theorem 1.6.5 (oDimca): Die Singularitäten (X,O) und (XI,O) seien quasihomogen mit

(i) Der komplexe Monodromieoperator c~ ist diagonalisierbar und seine Eigenwerte

sind ~-te EinheitswurzeIn.

(ii) di..m(ker(c - id» = ~ (X) + ~ (XI) •
o 0

Wir werden bei der Berechnung von Dynkindiagrammen nur an dem Fall interessiert

sein, daB die Singularität (XI,O) ein gewöhnlicher Doppelpunkt, also eine Singu-

larität vom Typ Al ist. In diesem Fall zeigen wir als Anwendung der obigen Resul-

tate:

Satz 1.6.6: Die Singularitäten (X,O) und (X',O) seien quasihomogen, und (X',O)

sei ~ine Singularität vom Typ Al' also ~1 = rg H'= 1 . Dann gilt:

(i) Falls die Dimension n gerade ist, so hat ce genau einen nicht trivialen Jor

danblock. Dieser ist von der Form

Ist c([ = c c
s u

'"die (multiplikative) Jordanzerlegung von ce in einen halbeinfachen

Teil c und einen unipoten ten Teil C , so gilt:s u

H' ~ im(c - id) n H = ker(c - id) n im(c - id)
u

(ii) Falls die Dimension n ungerade ist, so ist auch c~ diag?nalisierbar.

Beweis:

(i) Ist n gerade, so' ist die Dimension von (XI,O) ungerade. Also ist die Schnitb-
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form auf der Milnorfaser von (X' ,0) schiefsymmetrisch und damit

Aus Korollar 1.6.4 und Theorem 1.6.5 folgt:

dim(ker(~ - id» =- dim(ker(c - id»

Aus der exakten Sequenz (1.6.2) folgt damit:

H I C ker(~ - id) n im(c - id)

ker(c - id)/H I C ker(c - id)

im(c - id)/H' :::I im(c. - id)

~ (X') = ~' = 1 •
o

Weil c~ diagonalisierbar ist, gilt ker(c - id) n im(c - id) = {o} , und damit

folgt die Behauptung (i).

(ii) Im Fall n ungerade ist die Dimension von (X' ,0) gerade. Also gilt

~ (XI) = 0 und aus Korollar 1.6.4 und Theorem 1.6.5 folgt:
o

dim(ker(c, - id}) = dim(ker(c - id» + 1

Aus der exakten Sequenz (1.6.2) folgt dann:

dim(im(c - id» :::I dirn(im(c - id»

Damit folgt die Behauptung (ii) Von Satz 1.6.6.

Im Fall n gerade ist also unter den Voraussetz~gen des Satzes H' durch c be-

stimmt, im Fall ungerader Dimension n erhalten wir keine zusätzlichen Informatio-

nen, auBer daß Hf im Eigenraum von ~ zum Eigenwert 1 liegt (1.6.2). Satz 1.6.6 (i)

zeigt eine Parallele zu einer Konstruktion von K.Saito [saito
t
], auf die wir in

Kap. 2.4 zu sprechen kommen werden.
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2. BEREOINUNG VON DYNKINDIAGRAMMEN

2.1 Polarkurven

·Wir betrachten in diesem Abschnitt Polarkurven von isolierten Singularitäten aUf

vollständigen Durchschnitten und von ihnen abgeleitete Invarianten. Dieser Ab-

schnitt dient zur Vorbereitung für die im nAchsten Abschnitt dargestellte Methode

zur Berechnung von Dynkindiagrammen.

Es sei (x,O) eine isolierte Singularität eines vollständigen Durchschnittes,

die durch einen Abbildungskeim

definiert ist. Wir nehmen an, daß auch

eine isolierte Singularität eines vollständigen Durchschnitts definiert, die wir

mit (X',O) bezeichnen. Es sei c: ~n+k + ~ eine lineare Funktion, die nach geeig-

netem Koordinatenwechsel als die letzte Koordinatenfunktion gewählt werden kann.

Wir betrachten die Abbildung

Xl -+ V c ~2

wobei ~1 = ~, ~2 = f k • Wir bezeichnen mit E = E~(fk) die kritische Menge

dieser Abbildung und mit ß = u~(fk) die Diskriminantenmenge dieser Abbildung.

Wir setzen ferner voraus, daß die lineare Funktion C so gewählt worden ist, daß

die folgende Bedingung erfüllt ist:

(2.1.1)
-1

~ ist eine Submersion in jedem Punkt von ~ (0) - {O}

Daß diese Bedingung für eine generische Funktion ~ erfüllt ist, folgt z.B. aus

[Looijenga3 , Lemma (5.2)]. Schließlich nehmen wir noch an, daß gilt
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(2.1.2) f
k

\ ist keine Submersion in O.
Xl

Dann hat man die folgenden Tatsachen (siehe z.B. [Looijenga
3

, Theorem (2.8)]):

(i) E ist eine (nicht notwendig reduzierte) Kurve, d.h.dim E ~ 1.

(ii) 6 = ~(E) ist eine ebene Kurve.

(iii) Die Abbildung ~IE: E + ~ . isteine endliche Abbildung.

Definition 2.1.3: Die Kurve E,(fk ) hei~t die (relative) Polarkurve von f k bezüg

lich ~. Ihr Bild ß~(fk) Unter ~ wird das (relative) Cerfdiagramrn v9n f
k

bezüglich

r; genannt.

die Zerlegung der Polarkurve in irreduzible Komponenten und

6. :
1.

Es sei E = U E.
1.

Wir wählen Koordinat~n von a:2 , die wir mit (~,')..) bezeichnen, so daß

die Abbildung ~ durch ~1 (z) = ~ und ~2(z) = fk(z} = A für z E XI gegeben

..wird •

Wir nehmen an, daß der Zweig 6i nicht mit der Koordinatenachse ,= 0 zusam

menfällt. Dann hat er die Puiseuxparametrisierung

Pi
A == a.l.: + ..•

1.
a. :f. 0

1.

wobei a. E ~ und p. E Q . Nach der 'Definition von A kann man dies auch so in-
1. 1.

terpretieren, daß fklE. als eine Potenzreihe mit gebrochenen Exponenten in r;
1. Pi

geschrieben werden kann, die mit dem Term a.r; beginnt. Wenn Xl nichtsingulär
1.

ist, dann sind alle ~weige 6i tangential zur Koordinatenachse ).. = 0 in 0 [Let'

Proposition 1.2], und deshalb gilt· P. > 1 . Dies gilt aber im allgemeinen nicht
1.

mehr, wenn X' singulär ist (vgl. [L~3].).

Falls ß. = .{r,; = O} , so setzen wir P. = 0 .
1. 1.

Die im nächsten Abschnitt dargestellte Methode zur Berechnung von Dynkindia-

grammen basiert auf der Tatsache, daß die kritischen Punkte der folgenden Funktio-

nen alle auf der Polarkurve liegen:
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Hierbei ist 0 ~ e « 1 . Es sei~. (bzw. v.) die Summe der Milnorzahlen der kri-
~ ~

, e -; 0 , die zu

Ei - {o} gehören und für E +0 gegen 0 streben. Dann hat man die folgende Bezie-

hung:

Satz 2.1.4: Falls p. > 1 gilt: ~. CI v. (P. - 1) .
~ ~ ~ ~

Beweis: Es sei E. eine irreduzible Komponente von E mit p. > 1 • Es sei n. die
~ ~ ~

Multiplizität von Ei. Da ~IE endlich ist, können wir, nachdem wir möglicherweise

Xl und V verkleinert haben, annehmen, daß ~IE. _ {O}~ Ei - {a} + ~i - {a} eine
~

tlberlagerung vom Grad d
i

ist. Ein kritischer Punkt ~ von f
k

- 2E~\X' , der auf

liegt, wird unter 11 auf einen Punkt von ~. - {a}
~

abgebildet, so daB

die Tangente an ~. in diesem Punkt parallel zu der Geraden A - 2E~ ::= 0 ist. Es
~

sei mi die Anzahl solcher Punkte auf ~i - {a} • Nach [Teissier1 , 2.6] ist die

Milnorzahl des kritischen Punktes ~ gleich n .. Deshalb gilt
~

u. = mid. n .•
~ ~ ~

Die kritischen Punkte von f k I X I n {C; = E} , die auf E. - {a}
~

liegen, sind, die

Punkte von E n {~ = E} • Sie werden unter ~ auf die Punkte von
i

abgebildet. Die Milnorzahl eines solchen kritischen Punktes ist aus dem gleichen

Grund wie oben gleich n .• Deshalb gilt
~

V. = d. n. (Ll . . 'd • {~ := E} ) = d. (ß. • {~ :1:1 a})
~ ~ ~ ~, re ~ ~

wobei ( • ) die Schnittzahl bezeichnet und ~. die zugehörige reduzierte Kurve
~,red

zu ~i· Da. ~i der Zweig einer ebenen Kurve ist und

verifizieren, daB gilt:

p. > 1
~

gilt, "kann man leicht
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Deshalb g il t

p. =
~

(6i • {" co})

(~. • {Z; = o})
~

n.m. + (6. • {r; = O})
~ ~ ~

= -----------
(6. • {r; =. o})

~

d.n.m. + d. (6. • {r; = o}) lJ .. + 'J.
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~= =

d. (~. • {r; = o}) 'J.
~ ~ ~

was zu zeigen war.

Falls n+k kg: (lt ,0) -+ (~ ,0) eine isolierte Singularität eines vollständigen

hinreichend klein und nicht in der Diskriminante Dfl

Durchschnitts (Y,O) definiert, so bezeichnen wir die Milnorzahl von (Y,O) auch

mit lJ (g). Wir bezeichnen .mit ·X~ eine Milnorfaser von (X' ,0) bezüglich der Abbil-

d f ' 00' t E ~k-lung , wo ~ ,....

von fl enthalten ist. Nach [Le
2

] (siehe auch [Dimca1 , proposition 1.1])ist die

Anzahl m der kritischen Punkte der Funktion

(wobei die Punkte mit ihren Milnorzahlen zu zählen sind) gleich

m = lJ(f) + lJ(f')

Satz 2el.S: Es gelten die folgenden Beziehungen:

(i) lJ(f) = lJ(fl ,fk - 2EI;;) + L
i:Pi>l

]..I.
~

(ii) Es sei a. "# -1 für p = 2 . Dann gilt:
~ i

lJ (f 1 , f
k

+ 1;;2) = ]..I(f' ,fk - 2E1:;) + L lJ. + I 'J.

i:l<P
i

<2 ~
i:p.~2

~

~

Beweis:

t + 0

(i) Die Anzahl der kritischen Punkte der Funktion f
k

- 2Er;[ I , die für
X

t
gegen 0 streben, ist nach dem gleichen Resultat wie oben gleich der Zahl
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Man beachte, daß für einen Zweig E. mit P. S 1 die Zahl m., die in dem Beweis
~ ~ ~

von Satz 2.1.4 definiert wurde, und damit auch die Zahl ~. gleich null ist. Des
~

halb ist die Summe der Milnorzahlen der kritischen Punkte von f k - 2e~lx, , die
t

für t + 0 nicht gegen 0 streben, gleich der Zahl

L
i:p.>l

1.

\.l.
1.

Daraus erhält man die Formel von (i).

(ii) Die Formel von (ii) erhält man aus (i), Satz 2.1.4 und der Identität

2.2 Eine Verallgemeinerung einer Methode von Gabrielov

In [Gabrielov
3

] gibt A.M~Gabrielov eine Methode zur Berechnung eines Dynkindia

gramms einer isolierten Hyperflächensingularität, die durch einen Funktionskeim

n+1 2
f: (ce ,0) + (te,O) ,gegeben wird, aus einem Dynkindiagramrn der durch f + I;

definierten Singularität. wir verallgemeinern seine Methode auf die obige Situa-

tion: Ein Funktionskeim f k : (Xl ,0) ~ (~,O) mit einer isolierten Singularität in

0, der auf einer isolierten Singularität eines vollständigen Durchschnitts (X' ,0)

definiert ist.

Gabrielovs Resultate und Beweise lassen sich ohne große Änderungen auf die

allgemeinere Situation übertragen. Deshalb folgen wir größtenteils seinem Artikel.

Zur Formulierung der Resultate betrachten wir zunächst spezielle Dynkindiagramme

der durch (f' ,f
k

+ 1;2) definierten Singularität.

Satz 2.2.1: Wir betrachten die kleine Störung ge = f
k

+ (~ - e)2I
x'

,

o ~ e « 1 , von f k + ~2Ix' . Die kritischen Werte derjenigen kritischen Punkte

von 9 , die auf E. _. {a} liegen und für E + a gegen 0 streben, sind
E 1.
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p. P.
~ ~

a.E +o(E )
1.

falls p. ~ 2
1.

(wir nehmen in diesem Fall

2 2
8 a./(a. + 1) + O(E )

1. ~

a. '# -1
1.

an) :

falls p. < 2
1.

2 2
8 + 0 (8 )

2
Der kritische Punkt 0 wird durch g auf 8 abgebildet., E:

Beweis: Die kritischen Punkte von g , die auf E. - {O} liegen, sind die Lösun-
E: 1.

gen der Gleichung

die für E: ~ 0 gegen 0 streben. Betrachtet man die Asymptoten dieser Lösungen

für 8 ~ a und ihre Bilder unter g , so ergeben sich die obigen Werte.
E:

Nach Satz 2.2.1 liegen die kritischen Werte von 9 in Ringen um den Nullpunkt:
e:

Es sei R die Menge aller Werte P .. Es sei 8 # a hinreichend klein. Für jedes
1.

pER mit p > 2 können wir positive Zahlen q' und q" wählen, so daß die kriti-
p p

sehen Werte aller kritischen Punkte Von g , die zu E. - {a} mit P. ~ P gehören
E: ~ 1.

und für e: + 0 gegen 0 streben, im 'offenen Kreisring {ulq' < lul <'q"} enthal-
p p

ten sind. Ebenso können wir positive Zahlen q2 und q2 wählen, so daß die kriti

schen Werte aller zu Ei - {a} mit Pi ~ 2 gehörenden kritischen Punkte, die

außerdem für 8 + 0 gegen 0 streben, und des kritischen Punktes 0 im o'ffenen

Kreisring enthalten sind. Ferner können die Zahlen q' und q"
P P

(p :: 2) so gewählt werden, daß für p > p gilt qll < q.!. •
p p

Im folgenden nehmen wir an, daß das Argument der komplexen Zahl u, arg u, im

Intervall [-lt, 1t] liegt. Es sei 0: lR+ ~ lR+ eine stetige monoton fallende Funk-

tion mit o(q) ~ p - 1 für q I ~ q ~ q" . Wir definieren
p p

V : = {ularg u + 2no(!ul) ~ (2r - l)n}
r
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für r = 0, 1 , 2 , ~ ~. .

Wir nehmen an, daß die folgende Bedingung erfüllt ist:

(2.2~2) f ur p.; = kif'l.,., (k. , 'l., .) = 1 .
~ ~ ~

Dann kann man leicht aus Satz 2.2.1 ableiten, daß für hinreichend kleines

s E 1R+ - {o} die kritischen Werte von g nicht in 1R, s oder im Rand einer Menge

V enthalten sind.
r

Nun betrachten wir die Funktion

gE,t = f k + (, - E)2[X 1

t

Wähle E» Ö > 0 klein genug, so daß für alle t E ~k-l mit 0 < [tl ~ Ö und

t ~ 0f' (wobei Dft die Diskriminante von fl bezeichnet) auch die kritischen Werte

von gE, t nicht auf m_' auf dem Rand eines der obigen Kreisringe oder, auf dem Rand

einer Menge V liegen. Man wähle ein solches t~ Falls g t keine Morsefunktion ist,r E,

d.h. nicht nur nicht entartete kritische Punkte mit versch~edenen kritischen Wer-

ten hat, so ersetzen.wir diese Funktion durch eine benachbarte Morsefunktion·(dies

I

ist möglich nach [Dimeat]).

Nun wählen wir ein stark ausgezeichnetes System (~l' .. ~'~V) von Wegen, das

die kritischen Werte von g t mit dem nicht kritischen Wert 0 verbindet. Stark
E,

ausgezeichnet heißt in diesem Fall, daß die Wege doppelpunktfrei, kreuzungsfrei'

(~. n ~. ~ {oll und in der folgenden weise geordnet sind: Für i < j sei
~ J

arg u. > arg u. , wobei u. bzw. u. der Schnittpunkt von ~. bzw. ~j mit einem klei-
~ J ~ J ~

nen Kreis um den Nullpunkt ist. wir nehmen zusätzlich an, daß das System yon Wegen

die folgende Eigenschaft erfüllt:

(V) Jeder Weg schneidet 1R_nur im Nullpunkt, und ein Weg, der bei einem kriti-

sehen Wert in V beginnt, bleibt ganz in V .
r r

Diese Bed~ngung ist· z.3. für ein 3ystem von Geradenabschnitten zwischen den
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kritischen Werten von g t und 0 erfüllt (mit geeigneten Änderungen, falls zwei
E: ,

kritische Werte auf dem gleichen Geradenstück liegen) (vgl. Abbildung 2.2.1).

Nach diesen Vorbereitungen können wir das folgende Theorem formulieren.

ein Abbildungskeim,Es sei n+k k
f = (f l' ... , f

k
) : (a: ,0) ~ (a: ,ol

der eine isolierte Singularitat eines vollständigen Durchschnitts (X,O) definiert,

Theorem 2.2.3:

und durch f' = (f
1

, ... ,f
k

_
1

) werde eine isolierte Singularität (X',O) definiert.

Es sei ~: a:n+k ~ C eine lineare Funktion, und dip Bedingungen (2.1.1), (2.1.2)

und (2.2.2) seien erfüllt. Schließlich sei (e
1

, ... ,ev) die Basis von verschwin-

denden Zellen für 2
9 a (f,t ,f

k
+~ ) , die zu einem stark ausgezeichneten System von

Wegen gehört, das der Bedingung (V) genügt.

Dann besitzt (x,O) eine stark ausgezeichnete Basis (e~!l ~ j ::: v ,
]

1 S r SM.) von verschwindenden Zellen, die durch die lexikographische Ordnung
]

der Paare (r;j) geordnet ist, mit den folgenden Eigenschaften:

( a) Für 1 ~ j, j r ~ 'J , 1 ::: r ::: M. gilt:
]

<e.,e. ,>
] ]

r+1 A r
e. c: c( e . )

J J

wobei c der relative Monodramieoperator von (X,X') ist.

(b) Ein Paar (r, j) heiße zulässig, wenn 1 ~ j ~ 'J und 1 ~ r ::: M. . Dann ist
J

ein Paar (r, j) genau dann zulässig, wenn die verschwindende Zelle e. durch einen
)

in V enthaltenen Weg definiert ist. Für ein System von Geradenstückenr

(~1' •.• '~) kann diese Bedingung wie folgt umformuliert werden: Die ersten ~., v ~

Paare von jeder Menge von Paaren (r,j), wobei e. eine verschwindende Zelle ist,
)

die zu einem kritischen Punkt auf E. - {O} gehört, sind zulässig.
~

(c) D~e Basis (e~) hat die folgende Schnittrnatrix 1) :
]

r r
<e. ,e. I> =

J J

<e~,e:'> = - (_1}n(n-1)/2(r ' - r)n für Ir' - rl = 1
J J

r r' I<e , , e . r > = - <e . , e . , > für r I - r I = 1 und (r I - r) (j' - j) < 0
J J J J

1) Die Formeln von [Gabrielov
3

] enthalten,demnach Druckfehler..



für

- 33 -

Ir' - r\ > 1 oder (r' - r) (jo' - j) > 0

Der Rest dieses Abschnitts ist dem Beweis dieses satze~ gewidmet~ Die Behaup-

tung (c) folgt leicht aus der Behaupt~g (a) wie im f~lgenden Lemma angegeben ist~

Lemma 2 ~ 2 ~ 4 (vgl. [Gabrielov3' Lemma 1]): Es sei 1 :: r ::: M.)
J

eine stark ausgezeichnete Basis von verschwindenden Zellen, die nach der lexiko

r+l "rgraphischen Ordnung der Paare (r"j) geordnet ist, und für die gO,ilt: e j :0 c(e
j
)

für 1 :: r '::; Mj-l , wobei c das zugehörige Coxeterelement ist. Dann gilt:

r r 1 1
<e.,e.,>:= <e.,e .• >

J J J J

<e~,e~l> = _(_1)n(n~1)/2(r'
J J

n
- r) für Ir' - r\ := 1

für Ir' - rl a 1 und (r' - r) (j' - j) < 0

r r' I I<e.,e .• > = 0 für r l
- r > 1 oder (r' - r) (j' - j) > 0

J J

Beweis: Da c die Schnittform respektiert, folgt

"r (n)
Yj a ~ r

e.
J

r r
<e.,e '1>

J J

1 1= <e 41 , e I ,> • Setzen wir
J J

so °gilt --c ==
r+l

== e.
J

folgt dann

für (r' , j ') > (r+ 1 , j)

--r+l ( r)y. e. =
J J

r
e -

j
(_1)n(n-l)/2< r r+l> r+le.,e. e.

J J J

r r+l
== e. + e.

J J

r r+l
e. + e.

J J
für r' := r + 1 j I < j und

r' := r, j' > j .

Daraus folgen die anderen Formeln von Lemma 2.2.4.

Zum Beweis von Theorem 2.2.3 muß man daher eine Basis von verschwindenden Zel-

len für f konstruieren, die die Eigenschaften (a) und (b) hat. Zu diesem

Zweck betrachten wir die Störung f~:= f k - 2EC\x, der Funktion fklxl ~ Wir
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berechnen wieder die Asymptoten der kritischen Werte dieser Funktion für E ~ 0 .

Satz 2.2.5: Die kritischen Werte der kritischen Punkte Von f E = f k - 2E~lx, ,

die auf E. -' {a} liegen und für E ~ 0 gegen 0 streben, sind
1.

2 P./(P. - 1) P./(P. - 1)
-a. (p. _ 1) ( E_) 1. 1. + O(E 1. 1. )

1. 1. a
i Pi

Hier ist p. > 1 notwendig für die Existenz solcher Punkte. Der kritische Punkt 0
],

wird 'durch f auf 0 abgebildet.
E:

Beweis: Dies folgt aus einer analogen Rechnung wie für den Beweis von Satz 2.2.1.

Wie oben folgt aus diesem Satz, daß wir für ein kleines E ~ 0 positive Zah-

len Q I und Q" für pER, P > 2 , und eine zahl Q21 finden können, so daß
p p

QII > Q~ für p > P und die folgenden Bedingungen erfüllt sind: Die kritischen
p p

Werte aller kritischen Punkte von f
E

, die auf' Ei - {O} mit p = p > 2
i

liegen

(und für E ~ 0 gegen 0 streben), sind in einem' offenen Kreisring

{u 1Q11 < iu I < Q'} anthaIten. Der kri tische ~'1ert a und die kr i tischen Werte der
p p

kritischen Punkte von f , die entsprechend auf E. - {al mit p. ~ 2 liegen,
E 1. 1.

sind in einer offenen Kreisscheibe {u.l Iu I < Qi} enthalten. Man beachte, daß

die Ordnung zwischen den Kreisringen, die durch pER gegeben wird, umgekehrt

ist" vergleicht man sie mit der entsprechenden Situation für 9 , und 0 ist nun
E

ein kritischer Wert.

Die grundlegende Idee ist nun, die beiden Störungen 9 und f durch die Defor-
E: E:

mation

n E [0,1]

wobei pO 0 f
E: E:

1 2
PE = ge: - E: , in Beziehung zu setzen. Es stellt sich nun her-

aus, daß es einen Bereich G im Bildraum Von f gibt, so daß die kritischen Werte
E:

von f E , die in G enthalten sind, und nur sie in die kritischen Werte von
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29 - e , die für e ~ 0 ~egen 0 streben,. übergehen, wenn man n von 0 nach 1 laue

fen läßt. wir werden G definieren und Wegesysteme in G betrachten, die mit den

vorher für g definierten Wegesystemen in Verbindung stehen.
E:

Wir wählen einen Basispunkt *u Em , der ein kritischer Wert von f e ist und

für den *u < - maxQ'
p p

gilt. Es sei *E;: [0, -u ] ~ m+ eine stetige monoton fallen-

de Funktion mit

E; (q) = 1 für q < QI
2

t;; (q) = l/(p. - 1) für Qll ~ q ~ QI
P P

E; (q) für *> 0 P < -u

*E;(-u ) = 0

P > 2

Es sei G == {u i 1u I ~ -u* , I arg (-u) I ~ t; ( Iu \) 1t} '. Ferner sei

W = {u E Glarg(-u) + (2r - l)E;(!u[)1t ~ 21t} faX r = 1,2, .•.. Insbesondere gilt.
r

Für spätere Zwecke benötigen wir auch eine Familie von Homöomorphismen

T t + t , die definiert ist durch
ql

T (u)
cp

Nach Annahme ist die Bedingung (2.2.2) erfüllt. Es sei ~ eine kleine positive

Zahl. Dann kann man leicht aus Satz 2.2.5 ableiten:

Lemma 2.2.6: Keine kritischen Werte von f sind in den Rändern der Mengen
e

T (W ) für cp:= 0,1,... und beliebige r E lN enthalten.
cp r

Dasselbe gilt für die Funktion

f~ t = f k - 2e~lxl
~, t

für 0 < Itl ~ ö (nachdem man möglicherweise ö verkleinern mußte) oder für eine
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genügend benachbarte Morsefunktion. Wir nehmen auch an, daß 6 so klein gewählt

worden ist, daß keine kritischen Werte dieser Funktionen auf den Rändern der

Kreisringe oder auf dem Rand der Kreisscheibe vom Radius Q2 liegen.

Wir wAhlen ein stark ausgezeichnetes System von Wegen (~1' ... '~~) innerhalb

G, das die in- G enthaltenen kritischen Werte von f mit dem nicht kritischen
E,t

Wert u* verbindet. Stark ausgezeichnet soll hie~ heißen, daß die Wege doppelpunkt-

frei, kreuzungsfrei und wie folg~ geordnet sind: Für 'i < j gilt

( * ( u*) ,arg u. - u ) > arg u, - , wobe~ u. bzw. u, der Schnittpunkt von ~. bzw. ~,
1. J ~ J 1. J

*mit 'einem kleinen Kreis um u ':- ist. Wir nelunen zusätzlich an, daß die folgende Be-

dingung erfüllt ist

(W) Ein Weg, der von einem kritischen Wert in Wausgeht, bleibt ganz in W .
r r

Es sei (e:) ein System von verschwindenden Zellen von f, das durch das gewähl
J

te Wegesystem definiert wird. Dann gilt das folgende Lemma.

Lemma 2.2.7 (vgl. [Gabrielov
3

,· Lemma 2]): Man lasse in der Famil±e

den Parameter n von 0 nach 1 variieren.

(i) Dann gehen genau die kritischen Werte Von F
O = f , die in Genthalten
E,t E,t

sind und für E 4 0 und t 4 0 gegen 0 streben, in die kritischen Werte Von

1 2
über, die für undFe,t = 9 - E: E: -+ 0 t 40e:,t

Dabei gehen genau die Werte in W in die Werte inr

über.

ebenfalls gegen 0 streben.

(ii) Ein stark ausgezeichnetes System von Wegen für F
O

, das die Bedingung (W)
s,t

2
erfüllt, kann homotopisch :in ein Wegesystem für g - E: deformiert werden,

E,t

das man durch eine Translation um (_E
2) aus einem ausgezeichneten System von We-

gen erhält, das die Bedingung (V) erfüllt.
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(iii) Die durch die entsprechenden Wegesysteme definierten Systeme von verschwin-

1
denden Zellen (e

j
) und (e

j
) haben die gleiche Schnittmatrix.

Da \t[ ~ Ö « E , folgen die Aussagen des Lemmas aus den entsprechenden Aus-

sagen für taO . Die Milnorzahlen des kritischen Punktes 0 von g und f sind
E E

nach Satz 2.1.5 gleich. Deshalb folgt dieses Lemma aus [GabrielOv
3

, Lemma 2].

wir betrachten nun die Operation der relativen Monodromie. Es sei

'V e ~n+k+h , h+k
>C ~ sea: und

F: )t ->- S

ein Repräsentant der semiuniversellen Deformation VOn f in Normalform, d.h. für

{

A.
F

j
(x,A). = J

fj_h(x)
li

+ I g .. h(x)A.
i=l ~,J- ~

für

für

j=l, ... ,h,

j a h+1 , ... ,h+k

wobei g .. h E ~V k geeignete Funktionen sind mit
~,J- ~+ ,0

Wir betrachten die geometrische Monodromie, die zu dem geschlossenen Weg

W: S - D

Da diese Schleife homotop zu der entsprechenden Schleife

mit , = 2 2.v=r~ , = 0
"1 Ee , "j

* 2.v:T~u e gehört.

für y. = 0
J

für l~j<k,

mit Al = 0 in S - D ist, definiert sie auch den relativen Monodromieoperator

c.

Wir betrachten nun die Kreisscheibe ID = {Yk 11 Yk [ ~ -u *}

t ( ' A. ) m't ' = 2oe2'v:i'~, '
~ = "1'···'h;Y1 '···'Yk- 1 ~ "1" "2 a •••

(Y 1 ' ... 'Yk-l) = t .

und den Punkt

a ~ = 0 ,
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Zu dem geschlossenen Weg w gehört eine stetige Familie von Homöomorphismen

8:lD+lD
q>

mit = id , 8
q>

bildet die Punkte u E lD mit t
o

x u E D (kritische Werte

wählen, daß

8 (u) mit
q>

2nRm *= e 't'u

von f t) auf die entsprechenden Punkte
E,

Werte von f ) 8 (u*)2nvCf ab, und m
Ee q> ,t ~

8 auf den Rändern der Mengen
q>

W mit,
r q>

t x 8 (u) E D (kritische
q> q>

Ferner können wir 8 so
q>

übereinstimmt.

Lemma 2.2.8: Die Mengen , 1 (W )
r- r

und 'r'-l (Wr ,) haben für r ~ r' keine ge-

meinsamen inneren Punkte. Jeder kritische Wert von f t ist in einer Menge
E ,

, l(W) für ein gewisses renthalten.
r- r

Beweis: Man kann leicht zeigen, daß das Innere der Menge , 1 (W )
r- r

mit dem Inne-

ren der Menge , 1 (G) - ( \-J , (G)) übereinstimmt. Jeder kritische Wert von
r- O~Sr-2 p

fE,t ist in einer Menge 'r-l (G) für ein gewisse,. r enthalten, aber nicht im Rand

einer Menge, (G). Damit ist das Lemma bewiesen.
p

Wir erweitern das obige \,egesystem in G zu einem System von Wegen zwischen den

*kritischen Werten von f und u wie folgt: Für einen kritischen Wert u von f t'
E , t e ,

der in' (W) = 8 (W) enthalten ist, definieren wir als Weg zwischen die-r-1 r r-l r

*sem Wert und u das Resultat der Anwendung von 8 1 auf den in W enthaltenen Weg
r- r

*und u . Die Ordnung zwischen diesen Wegen sei dabei wie oben8-1 (u)
r-l

definiert. Unter Benutzung von Lemma 2.2.8 kann man leicht nachprüfen, daß dadurch

zwischen

ein stark ausgezeichnetes System von Wegen für die Singularität (X,O) definiert

wird (vgl. Abbildung 2.2.2).

Es sei (e~) eine zugehörige stark ausgezeichnete Basis von verschwindenden
J

Zellen. Aus der obigen Konstruktion folgt, daß diese Basis durch die lexikographi-

sehe Ordnung der Paare (r,j) geordnet ist und die Eigenschaften der Aussagen (a)

und (b) Von Theorem 2.2.3 erfüllt.

Damit ist Theorem 2.2.3 bewiesen.
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G =- W1 ", , , , , , ,

*u

Abbildung 2.2.2 (vgl. Abbildung 2.2.1)

Q'
2

Q"
4

Q I Q"
4 11

2
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2.3 Dynkindiagramme eines Durchschnitts von zwei Quadriken

Nach Theorem 2.2.3 kann die Berechn~ng von Oynkind~agrammen auf die Berechnung

von oynkindi.agrammen einfacherer S~ngularitäten reduziert werden. Die in gewissem

Sinne einfachsten Singularitäten, die keine Hyperflächensingu1aritäten sind, sind

die-isolierten Singularitäten eines Durchschnitts von zwei Quadriken. Diese kommen

nämlich in der semiuniversellen Deformation jeder isolierten S~ngularität eines

vollständigen Durchschnitts, der keine Hyperfläche ist, vor. Es sind dies die

Singularitäten (X,O), die durch eine Abbildung

mit

2
+ Z 2n+

wobei a
i

E It , a. '# a.
1. ]

für i "1-. j , t ~ i,j ~ n+2 , gegeben werden. Ihre De-

formationstheorie ist von H.Knörrer [Knörrer
t

] (und kürzlich auch von Y.Merindol

[Merindoll]) untersucht worden. In diesem Abschnitt berechnen wir Dynkindiagramrne

dieser Singularitäten.

Oiese Singularitäten gehOren zu der Klasse von Brieskorn-Pham-Singularitäten,

für die H.Hamm [Hamm2 ] eine Basis des Milnorgitters H angegeben hat, wobei er ei

ne Methode von F.Pham [Pham t ] im Hyperflächenfall verallgemeinert hat. Wir stellen

die Konstruktion von Hamm in diesem speziellen Fall kurz dar. Zu diesem Zweck

nehmen wir an, daß

gilt.

a. E :IR
J

für alle 1 :::: j ~ n+2 und < ••• < a
0+2

Wir setzen
-1

X' = f
1

(0) • Die Funktion ist eine Submersion auBer-

halb des Ursprungs. Wir bezeichnen die Faser von f
2

über einem hinreichend kleinen

n E:IR , n';' 0 , mit Y:= YTl" • Harnm [Hamrn2 , Lemma 2.4] zeigt, daB die Milnorfa

ser X = Y n B von. (x ,0) für 5 = (Odl) ein Deformationsretrakt von Y ist.
So E 0
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2 2 .
(Zl,····,Zn+2) ~ (w1 '···,wn+2 ) = (zl,···,zn+2)

definierte Abbildung. Dann bildet ~ die Mengen X und X' auf lineare Onterräume und

Y auf einen affinen Unterraum von ~n+2 ab. Es sei

Z ': = ~ (Y) n mn+2 '.

ty-1 (z t ) ein Deformationsretrakt. Von Y JHamm
2

, Lemma 3.1]. Es sei

= •.•• w w O} . Wir definieren eine Zellenzerlegung von Z' wie folgt:
r

j

Z I n (~-q - ~-q+l) ist eine disjunkte Vereinigung von topologi-

Dann ist

WO = ~+2

und w
r

1

Die Menge

und f/lj = {w E af+21 es gibt r
1

, •.• ,r
j

mit 1 ~ r
1

< < r. ::: n+2
J

sehen q-Zellen für q = O, ••• ,n i diese sollen die Zellen dieser Zerlegung bilden.

Diese Zerlegung induziert eine Zellenzerlegung Von ~-l(ZI) wie folgt. Es sei

~: :m.n+2 + ~+2 definiert durch mit

und zi ~ 0 oder -v=tz
i

> 0 für jedes i mit 1 ~ i ~,n+2 • Offensichtlich ist

If ein Homöomorphismus .auf das Bild. Wir benutzen tt', um eine Zellenzerlegung von

~(Z') zu bekommen. Es sei

für ja 1, ••• ,n+2 diejenige lineare Abbildung, die (Zl, .•• ,zn+2) in

(Zl, •.. ,Zj_l,-Zj,Zj+l' .•• 'Zn+2)überfUhrt;und n die von T1 , ••• ,Tn+2 erzeugte Un-

tergruppe VOn GL(n+2i«:) • Dann gilt tp-l(mn +2 ) = n • ~('lRn+2) und

ty-l(Z') = n • ~(Zl) • Deshalb erhalten wir auch eine Zellenunterteilung von ty-l(Z').

Es sei Z die Vereinigung aller q-Zellen in Z·, deren Abschluß in Z' kompakt ist.

Dies ist ein CW-Komplex. Hamm zeigt, daß ty-l(Z) ein starker Deformationsretrakt

von ty-l(ZI) ist [Hamm
2

, Lemma 3.2].

Für alle j mit 1 :: j ~ n+2 beranden die Hyperebenen W. = 0
~

für i # j ei-

nen Simplex cr. in Z (siehe Abbildung 2.3.1). Es sei e· a ~(cr.) der zugehörige
J j . J

Simplex in ~(=). Für x E {O,l} definieren wir

A
(l-l

j
) ... (1-l

n
+

2
)e

j
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= 0

w = 0
2

Abbildung 2.3.1: Skizze für n = 2.

Man kann leicht zeigen, daß diese Elemente Zykel in ~-l(Z) bilden.

Satz 2.3.1:

2nv:l cp
c:p + (O,e n)

- 1 2
w: S ~ It

repräsentieren eine Basis vonDie Elemente

h*: Hit + Hit der von der Schleife

induzierte Monodromieoperator. Dann stimmt h* mit der Abbildung L 1L 2 ... L n+2

(iii) Es sei

(i)

(ii) Es gilt

überein.

Beweis: Die Aussage (i) ist Lemma 3.6 und die Aussage (iii) ist Lemma 4.1 von

E:
n+2

[Hamm2 ]. Wir beweisen (ii). Durch Induktion über n zeigen wir

n+1 . 1
= I (_1))+

j=l
(2.3.2)
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Hieraus kann man leicht die Formel VOn (ii) ableiten. Für den Fall n = 1 hat

man nach der Ordnung zwischen den Zahlen a. das folgende Bild:
)

Abbildung 2.3.2

w =0
1

w =0
3

Aus diesem Bild f~lgt E
3

= E
2

- E
1

' also die Formel (2.3.2) für n = 1 .

Wir nehmen nun an, daß die Formel gültig für n ist. Der Simplex € 3 ist eine
n+

lineare K~ination der anderen Simplizes €.,
)

n+2
L k.E.

j=l ) )
k. E:?l •

)

Die Hyperebene wn+3 = 0

E
n

+3 . Deshalb gilt

berandet alle Simplizes E. mit
)

1 ~ j ~ n+2 , aber nicht

n+2
I k.E. n {w

n
+3 = o} = ~

j=l ] )

Nach der Induktionsannahme für Z'("'\ {w '= O}
n+3

gilt

En+3

n+1 . 1
= k (E - \" (-1) J+ e: )

n+2 n+2 L n+2-j
j=l

Nach der Annahme a 1 < a 2 < ••• < an+2 gilt €n+3 C E
n

+2 . Daraus folgt

kn+2 = 1 und damit die Formel (2.3.2} für n+l. Damit ist Satz 2.3.1 bewiesen.

Korollar 2.3.3: Die Operation des Monodromieoperators h* auf den Zykeln e
i

kann

wie folgt beschrieben werden:

h* (e 2j _1) = (_l)n+1 e
2j J für 1 ::: j ::: n+2

h ( e
2

. ) = (_l)n+1 e
2j

_
1* )

Dieses Korollar leitet man durch eine einfache Rechnung aus Satz 2.3.1 ab.
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Wir konstruieren nun verschwindende Zykel Ö, I die in die Zyke~ e. transformiert
~ 1.

werden können. Die kritische Meng~ von f besteht aus den Koordinatenachsen. Die

Diskriminante D
f

von f besteht aus n+2 verschiedenen Doppelgeraden durch den Null

punkt in ~2. Es sei t > 0 eine kleine reelle Zahl und ID = {y E ~1 !y! ~ n} .
Wir betrachten die Kreisscheibe {tl x 10 und wählen als Basispunkt den punkt

s = (tin) . Für ge~ügend kleines t schneidet die Kreisscheibe die Diskriminante

D
f

in n+2 verschiedenen Punkten s, = (t/a.t) I
] ]

j = 1, ... ,n+2 I die auf der re-

ellen Achse im Innern Von 10 liegen. Die Punkte sind gemäß ihrer Ordnung auf der

reellen Achse numeriert. Es sei p eine positive reelle Zahl, die so klein ist,

daß a j t der einzige Punkt von D
f

im Intervall [a.t-p,a,t+p]
] ]

ist. wir wählen ein

stark ausgezeichnetes System von Wegen (~1' ... '~n+2) , das die Punkte Sj mit s

verbindet, durch Kombination jedes Intervalls

a.t+p nach n wie in Abbildung 2.3.3 ..
J

[a,t,ajt+p ] mit einern Weg von
J .

Die Faser über dem Punkt s., j = l, ... ,n+2 I hat zwei gewöhnliche Doppelpunkte
. ]

X2j - 1 un~ x2j ' die durch z. CI ±Vt I

J
z. = 0

1.
für i -; j gegeben werden. Dann 00-

(bis auf Orientierung) ein stark aus-stimmt das obige Wegesystem (~1' ••. '~n+2)

gezeichnetes Erzeugendensystem (ö 1 , ..• ,Ö
2n

+
4

) von verschwindenden Zykeln in

H (x ) • Genauer muß man eine benachbarte Morsefunktion mit lauter verschiedenenn s

kritischen Werten sl,s2, ... ,s2n+4 und zu den Wegen ~j benachbarte Wege ~2j-l'

~2j wie, in Abbildung 2.3.3 gestrichelt angedeutet nehmen. Für dieses stark ausge-

zeichnete Erzeugendensystern (Ot, ..• ,o2n+4) gilt nun:

Satz 2.3.4: Läßt man t gegen 0 gehen, so geht der verschwindende Zykel

Öi EH (x ) , i = 1, •.. ,2n+4 , in den Zykel ±e. E H (X über. Mit anderen
n s 1. n S

o
Worten ist (e 1 , ... ,eZn+4 ) ein stark ausgezeichnetes Erzeugendensystem von ver-

sch~indenden Zykeln von (X,O). Das zugehörige Coxeterelement c = Y1Y2 ... Y2n+4

stimmt mit dem Monodromieoperator hüberein.
*
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Abbildung 2.3.3

Beweis: Wir leiten die Gleichungen für die verschwindenden Zykel 6. gemäß Kap.
1.

1.2 ab. Wir betrachten den kritischen Punkt x 2j - 1, der durch Zj ~ +vt I Z. = 0
1.

für i # j gegeben wird. In einer Umgebung B
2j

_1 von x
2j

-
1

machen wir die Koor

dinatentransformation

n+2 2 2
u. ~ 2vt(z. - vt) + ~ z. + (z, - vt)

] ] , 1 '.~, 1. ]
1.= 1~1""]'
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Dann wird die Faser X~ = f~l(t) n BE lokal durch die Gleichung u. = 0 gegeben,
J

und man kann u. , i ~ j 1 < . :: n+2 als lokale Koordinaten um den' Punkt x2j - 1, _ 1. ,
J.

nehmen. Dann wird fl durchB
2j

_
1

f(u)

. d d k l' d Y* - f-l(-s].+P) n B
2J

'-
1gegeben. Der verschw1.n en e Zy e J.n er Faser -

-s.+P wird durch die Sphäre
J

über

Sn = {u E ~n+2 I u. = 0
]

222 2
u 1 + ... + u

j
_ 1 + u

j
+1 + ••. + un+2 = P

Im u. = 0 für i # j}1.

gegeben. In den Koordinaten z. wird diese Sphäre durch die folgenden Gleichungen
1.

(für p klein genug) gegeben:

2 2 2 2 2 (2.3.5)z. = t - zl - - z. 1 - Zj+l - - z
] J- n+2

(al
2

(a. 1
2

(a j +1
2

(an+2
2- a

j
)Zl +...+ - a. ) z. 1 + - a j )zj+1 + ••• + - a j )zn+2 1:;1 p ,

J- J J-

(2.3.6)

Va. - a z. E:m. für i 1: j
J. j J.

Z > 0
j

(2.3.7)

(2.3.8)

Aus (2.3.7) folgt (a.
J.

2
a.)z. E lR+

J 1.
für alle i # j • Damit folgt aus (2.3.5):

...
L

Zj E m. •

Nun sei ~~(r) = ~.(r) - a.t für r E [0,1] . Dann ergibt der Transport längs
J ] J

~. eine Sphäre in der Faser über ~.(r), die durch entsprechende Gleichungen wie
J J

v:Targ (~~ (r) )
oben gegeben wird, wobei man p durch ;p ~ er) in (2.3.6) und lR durch :IR e ]

J

ersetzen muß und die Wurzel von z: in (2.3.5) durch analytische Fortsetzung von
]

(2.3.8) zu wählen hat. In der Faser X = f-l(g) n B über s = (t,n) wird die-
s e:

se Sphäre durch die Gleichungen (2.3.5), (2.3.6) mit p ersetzt durch

(2.3.7) und

n - a.t ,
J.
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(2.3.9)

gegeben. Nach dem tlbe.rgang

sprechenden Gleichungen mit

t -+ 0

t = 0

erhält man die Menge E
2j

_
1

, die durch die ent

gegeben wird.

Behauptung 2.3.10:

Aus (2.3.7) f~lgt, daß

a.) = sign (i - j)
J

odertet aber; daß
2

z. E IR
~

und

2
(a. - a;) zi E lR für alle . i #- j

l. J +
. 2 , (Sl.gn zi = sl.gn a i

gilt. Dies bedeu

2z. = 0
~

gilt. Deshalb gilt

qI(E
2j

_
1

) >= {w E ZI I sign w
i

:Q sign (i - j) für i #- j oder w. = O}
].

Wir zeigen 'i' (E 2 · 1) = o.
J- J

durch Induktion über n. Für n = 1 ergibt eine einfa-

ehe Rechnung das folgende Bild

w = 01

Abbildung 2.3.4

w >'0
2 .

-+

w = 02

Dies beweist die Behauptung für n = 1 • Die Behauptung sei nun richtig für n-l.

Deshalb gilt für alle i #- j

~(E2' 1) n {wo = O} = o. n {wo = O}
J- 1. J l.

Aber die Vereinigung über die Simplizes auf der rechten Seite ist der Rand von

0j' dessen Komplement in Z' zwei Zusammenhangskomponenten hat, von denen eine,

nämlich das Innere VOn 0j' konvex ist. Da 'i'(E2j _1 ) konvex ist, folgt die Behaup

tung (2.3.10).

Aus (2.3.9) und der Definition von e
2j

_
1

folgt damit [E
2j

_
1

] = ±e
2j

_
1

•
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Eine analoge Betrachtung für den kritischen Punkt x2j ergibt den Zykel ±e2j .

Dies beweist den ersten Teil des Satzes.

Der zweite Teil folgt "aus der Tatsache, daß die geschlossenen Wege, die die

entsprechenden Operatoren definieren, hamotop sind.

Bemerkung "2.3.11: Die verschwindende Zelle Ö.,. 1 ( )( E {O, 1 } ) , die zu dem ver
~J- +K

schwindenden Zykel gehört, geht für t + 0 in die Menge

über, wobei Kegel(u
j

) der reelle Kegel über u
j

mit Spitze 0 ist.

Wir orientieren die Zykel 0i so, daß

n+1
= (-1) e 2j - 1

für j = 1, ••. ,n+2 • Wir setzen

r :::

=

Dann folgt aus Satz 2.3.4 und Korollar 2.3.2

Korollar 2.3.12: Für die relative Monodromie c von (X,O) gilt:

für j = 1, ••• ,n+2 und gewisse Zahlen b
2j

_
1

, b
2j

E?Z .
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Mit Hilfe dieser Resultate können wir nun die Schnittmatrix der Zykel e. be
~

stimmen, was von Hamrn nicht gemacht wurde. Durch Satz 2.~.4 sind die Selbstschnitt-

zahlen der Zykel e. bestimmt (vgl. Kap. 1.2). Mit Hilfe der Picard-Lefschetz
~

Formeln oder von Satz 1.6.3 kann man aus Korollar 2.3.12- die übrigen Schnittzah-

len der 6. und damit der e. bestimmen. Eine derartige Rechnung wird für ein ande-
~ l.

res Beispiel im nächsten Abschnitt ausgeführt. Deshalb verzichten wir an dieser

Stelle auf die Details der Rechnung und geben nur das Ergebnis an.

Korollar 2.3.13:" Die Schnittmatrix bezüglich der stark ausgezeichneten Basis

(61 , •.. ,62n+4 ) von verschwindenden Zellen' ergibt sich aus den folgenden Formeln:

~ tr
0 für j = i+1 , j gerade,

<6. ,8. > (-1) n/2 für n gerade, }
~ J

~ (-1) (n+l)/2(_1)i+j
für i < j sonst.

für n ungerade,

sieht man also von der Bewertung der Kanten ab, so ist das Dynkindiagramm zu

der Basis (6 1 , •.. ,6
2n

+4 ) ein vollständiger Graph mit 2n+4 Ecken, bei dem die

Kanten zwischen den Ecken zu 6
2j

-
t

und 6
2j

für j = 1, .•. ,n+2 weggelassen sind.

Bemerkung 2.3.14: Die verschwindenden Zellen Ö. wurden durch die Wahl eines be
l.

sttmmten stark ausgezeichneten Systems von Wegen (~1' ... '~n+2) von den Punkten

- -
8 1, ..• ,sn+2 zum Basispunkt s konstruiert. Aus Korollar 2.3.13 folgt, daß jedes

stark ausgezeichnete System von n+2 Wegen von den Punkten nach s

auf die gleiche Weise eine stark ausgezeichnete Basis 'von verschwindenden Zellen

definiert, deren Schnittmatrix nach geeigneter orientierung der Zellen mit der

von (6 1 , ... ,6
2n

+4 ) übereinst~t. Dies f~lgt daraus, daß die Operation eines

Erzeugenden ä., j = 1, ... ,n+1 , der Zopfgruppe Z 2 auf dem System der Wege
J n+

(~1'· ··'~n+2) ,
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die f~lgende Operation auf, der Basis (6 1 , .•. ,6 2n+4) induziert:

Aufgrund der-Schnittmatrix von (6 1 , •.. ,Ö 2n+
4

) stimmt diese Operation mit

überein, also mit zwei Orientierungswechseln. Da die Zopfgruppe Zn+2 auf der Men

ge aller stark ausgezeichneten Systeme von n+2 Wegen von den Punkten sl, ..• ,sn+2

nach s transitiv operiert, folgt die Behauptung.

Lassen wir bei der Definition von f beliebige paarweise verschiedene a. E ~
J

zu, so schneidet die Diskriminante D
f

die Kreisscheibe {tl x D ebenfalls in

n+2 verschiedenen Punkten s. = (t,a. t) " die nun im allgemeinen nicht mehr auf
J J

der reellen Achse liegen. Jedes stark ausgezeichnete System von Wegen von den

-Puhkten s1, ..• ,sn+2 nach s liefert nun wie oben eine stark ausgezeichnete Basis

von verschwindenden Zellen, die mit geeigneter orientierung die Schnittmatxix

von Korollar 2.3.13 hat. Dies folgt daraus, daß man n+2 analytische Funktionen

g.: [0,1] +]) j = 1, ... ,n+2 , mit
J

gi(~) # gj(~) für 1 ~ i # j ~ n+2

Deformation von f betrachten kann.

g.(O) = a. gj(l) E:IR n ID und
J ' J

~ E [0,1) wählen und die dadurch gegebene

....
Wir analysieren nun zunächst das Milnorgitter H ~ H/~.r im schiefsymmetri-

sehen Fall (Dimension nungerade). DUrch die Transformationen

ß2n+
3

(2j), ß2j _1 (2j) für j = 1, ..• ,n+l

ß2j+1 (2j-l) für j = 1, ... ,n+l

wird die Basis (6 1 , ... ,6
2n

+
4

) in eine schwach ausgezeichnete Basis von verschwin

denden Zellen transformiert, deren modulo 2 reduzierte Schnittmatrix das Dynkin-

diagramm von Abbildung 2.3.5 besitzt.
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2n-1 2n+1 2n+3

2

4

2n+4

T

Nach [Janssen
1

, (3.10)] ist diese Basis äquivalent zu einer speziellen schwach

ausgezeichneten Basis im Sinne VOn [wa j nryb
1
]. Das schiefsymmetrische verschwin

dende Gitter (H,6) (bzw. (H,ß» eines W1geradedimensionalen vollständigen Durch-

schnitts von zwei Quadriken mit isolierter Singularität ist also das Gitter

odd
A (1, ... ,1i Pi 0)

l

n+1/2

mit P = n+3 (bzw. p = n+2) in Janssens Klassifikation [Janssen
2

].

Für die Untersuchung des geradedimensionalen Falles transformieren wir die

stark ausgezeichnete Basis (61, .•. ,6~n+4) mittels der Zopfgruppenoperation aus

Kap. 1.5. Die Transformationen

(A)
{

X
2n+4

und Xl

falls n gerade

falls nungerade

transformieren die Basis (6.) in eine stark ausgezeichnete Basis (6~) von ver-
~ ~

schwindenden Zellen mit
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o

{_lln/2

{-ll {n+ll/2(_1)i+j

für n

für n

gerade }

ungerade
für

(i,j) =

(l,2n+4)

i < j sonst

Auf die Basis

(2.3.15)

(6'· 6'·) wenden wu' die folgenden Transformationen an:1 ' ... , 2n+4

Für n = 1 bezeichnen wir die so erhaltene Basis mit (61,... ,66) . Sie hat das

Dynkindiagramm von Abbildung 2.3.6.

Abbildung 2.3.6

2

1

4

-./ 6
/

5

Falls n ~ 2 , so führen wir weitere Transformationen aus, nämlich die Transfor-

mationen

Im Fall n ~ 2 bezeichnen wir die so erhaltene Basis mit (61,... ,6g)

lich führen wir im Fall n ~ 3 noch die folgenden Transformationen aus:

Schließ-



(D) 8 1,8 2, ..• ,821n- n-

8 ,8 1, ... ,83;,n n-
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Die so erhaltene immer noch stark ausgezeichnete Basis von verschwindenden Zellen

" "
bezeichnen wir mit (ol, ... ,o2n+4) . Das Dynkindiagramm bezüglich dieser Basis

ist in Abbildung 2.3.7 dargestellt (für n gerade; für n ungerade müssen vorher

noch die Orientierungswechsel x1 ,x6 für n = 1 bzw. x2,x4;xn+3,xn+4'··· ,x2n ;

x2n+i,x2n+4 für n ~ 3 angewandt werden).

---~,-~-

2

1

Abbildung 2. 3 .7

4 n+2

n+3

/
/

/

n+l

n+4

/,,

v
n

6 5 2n+2

2n+4

2n+3

2.4 Erweiterte affine Wurzelsysteme

Der Graph von Abbildung 2.3.7 hat große Ähnlichkeit mit dem von K.Saito in

[Saito1 , p.122] angegebenen Dynkindiagramm für ein erweitertes affines wurzelsys

(1,1)
tem vom Typ D 3 . Dies ist der in Abbildung 2.4.1 angegebene Graph.n+

Wir stellen kurz die Bedeutung dieses Graphen dar (vgl. [saito1]). Es sei V

ein :m-Vektorraum mit einer symmetrischen Bilinearform I: V x V ->-:m der Signa-

tur (t ,t ,t ) . Hierbei ist t (bzw. t ) die Dimension eines maximal positiv+ 0 - +-

(bzw. negativ) definiten Unterraums von V bezüglich I, und t die Dimension des
o

Kerns von I. Für ein A E V mit I(A,A) # 0 definieren wir A- E V und

wA E GL(V) wie folgt:
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A"': = 2A/I (A, A) ,

4 6 8 2n-2 2n 2n+2

2

1 y
n

2n+4

2n+3

Abbildung 2.4.1

Definition 2.4.1: Eine Teilmenge R C V heißt ein erweitertes affines WUIzel-

system, falls gilt:

(i) (t ,t ,t ) = (2,2,0) •+ 0 - .

(ii) .Für Q(R) = 'Zl.R gilt V = Q(R) ®'ZllR .
(iii)

I

I(A,A) -#Für alle A E R gilt o .

(iv) Für alle A E R gilt WAR = R .

(v) Für alle A,A E R gilt I(A,~"') E ZZ

(vi) (Irreduzibilität) Falls R = R1 Ü R
2

mit R
1

c ~.L , R
2

c R.l. (bezüglich1

I), so folgt R1 = ~ oder ~ = ~

Es sei W
R

die von den w
A

für A E R erzeugte Untergruppe von O(V)~

K.Saito hat alle erweiterten affinen Wurzelsysteme klassifiziert. Diese Klassi-

fikation hängt eng mit der entsprechenden Klassifikation im klassischen Fall, näm-

lich im Fall, daß I positiv definit ist, zusammen. Insbesondere gibt es (bis auf

Isomorphie) nur ein erweitertes affines Wurzelsystem, dessen Quotient nach dem

( 1 ,1)
Radikal das klassische Wurzelsystem DR, ist, und dies wird von Saito mit DR,

bezeichnet. Der obere Index hat für unsere Betrachtung keine Bedeutung, und wir
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gehen deshalb darauf nicht näher ein.

Für ein erweitertes affines Wurzelsystem definiert Saito ein Dynkindiagr~wie

folgt. Wir beschränken uns der Einfachheit halber bei der Definition auf den Fall,

daß R homogen ist, d.h. alle wurze~ gleiche Länge haben. Dies ist insbesondere

bei D~1,1) erfüllt. Bildet man bei einem erweiterten affinen wurzelsystem R den

Quotienten nach einem belie~igen über Q definierten 1-dimensionalen Unterraum K

des 2-dimensionalen Radikals ker I , so erhält man ein affines Wurzelsystem

[saito t , (3.1)]. Ist R ho~ogen, so ist dieses affine Wurzelsystem bis auf Isomor

phie eindeutig bestimmt [saito
1

, §5]. Es sei {A
O

,A
1

, ... ,A
t

} eine Basis dieses

affinen Wurzelsystems, so daß {Al, .•. ,A
t

} eine (Weyl-)Basis des zugehörigen

klassischen Wurzelsystems ist, und

A =
o

t
1 rn.A.

i=1 ~ ~
m.
~

>" 0

die längste positive Wurzel. wir setzen rn = 1 • Es sei a ein Erzeugendes von K
o

über ~. Für einen Index j mit

A~=A,+a
] ]

und m,
J

=max
i

{m, }
~

definieren wir

Definition 2.4.2: Das Dynkindiagrarnm G zu dem erweiterten affinen Wurzelsystem
R

R ist das Dynkindiagramm zu {Ao,Al, ... ,A t } U {A; \ m
j

= max {mi}} •

(1 1)
Dm Fall Di ' erhält man gerade den Graphen von Abbildung 2.4.1. Wir bezeich-

nen mit IGRI die Eckenmenge von GR. Dann hat man die folgenden Tatsachen:

(a ) ;:F I GR 1 > dim V

(b) Das Gitter Q(R), die Gruppe weR) und R sind auf die übliche Weise durch G
R

bestimmt:

R = V w.A
.\EIG I R

R

(e) Aus G
R

lassen sich V und R wie folgt rekonstruieren: Es sei v der lR-Vektor

raum der Dimension#IGRI, der von den A E lGRl aufgespannt wird, und Q das ent-
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sprechende ~-Gitter. Um verwirrungen zu· vermeiden, bezeichnen wir das Basisele-
A A A

ment von v, das zu A E IGRl gehört, mit A. Es sei I die durch das Dynkindia-

gramm G
R

definierte Bilinearform, und

W: = <W~ I A E IGRI>

R: :;: U W.A
AEIGRI

Das Produkt der wA mit
p

m
p

# max
i

und der für

o ~ p,j ~ ~ in beliebiger Reihenfolge nennen wir ein Präcoxeterelernent 'für R.

A

Nach [Bourbaki
2

, Chap.V, §6, Lemma 1] sind je zwei Präcoxeterelemente in W konju-

giert. Nach [saito
1

, (9.6)] gilt nun der folgende Satz

Satz 2.4.3: Es sei eR ::IIl C CR, s R,u
A

die (multiplikative) Jordanzerlegung von c
R

in einen halbeinfachen Teil c und einen unipotenten Teil c
R

• Dann gilt
R,s ,u

v = V/im (e - id)R,u

Q = Q; im (c - id) n QR,u

und R ist das Bild von R in V.

Wir vergleichen nun die Graphen von Abbildung 2.3.7 und Abbildung 2.4.1. Die

beiden Graphen stimmen im Fall n = 2 überein. Im Fall n ~ 3 zeigen die folgen-

den Transformationen, die auf den Graphen Von Abbildung 2.3.7 anzuwenden sind,

daß die beiden Graphen schwaCh äquivalent sind:

0. +1 (n+2) ,0. +4 (n+2) i 0. (n+l), 0. 5 (n+l) i ••• i 0.
5

(G) , Cl (6);
n n n n+ 2n

·0.2n+3 (2n+l) , Cl2n+4 (2n+l) ,0.2n+l (5) , (l2n+2 (5) , Cl 2n+3 (2n+ 1) ,(l2n+4 (2n+l)

Daraus folgt, daß wir mit R := D(l,1)
n+3 die folgenden Isomorphismen haben
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(Q(R),EI)
A

H ~ ~ D 3...i- ker EI
n+

dim(ker EI) = n + t ,

ß
....

~R ,

r ~W
R

wobei B, ~und r die entsprechenden Invarianten einer isolierten' Singularität

(X,O) eines n-dimensionalen vollständigen Durchschnitts von zwei Quadriken sind,

n gerade ?nd E = (_1)n/2 ist.

Insbesondere folgt daraus, daß die Menge von verschwindenden Zykeln ß von

(X,O) ein Wurzelsystem vorn Typ D 3 enthält, was bereits bekannt war (vgl. [08n+

ligne-Katz, Expose XIX, Proposition 5.2 (iii)], [Reid
t

]) und zu der Bezeichnung

Dn+3dieser Singularitäten geführt hat (vgl. [Knörrer
1
]).

....
Im Fall n = 2 gilt zusätzlich für die relative Monodramie c und das ver-

schwindende Gitter (H,ß) von (X,O):

C = cR ' H = (Q(R) ,-I) , ß = R •

Es gilt aber nicht, wie ich leider irrtümlicherweise in einem Brief an K.Saito

behauptet habe (vgl. [saito
1

, Added in proof]), daß die beiden Graphen für

n ~ 3 stark äquivalent sind. Dies folgt daraus, daß die entsprechenden Coxeter-

elemente c und eR verschieden sind: Es gilt

dim(im(c - id» = 1
u

nach Satz 1.6.6 (n gerade) und

dim(im(C
R

- id» = ~ - 4 = n - 1,u

nach Satz 2.4.3. Dieser Unterschied hängt damit zusammen, daß die Gitter H und

Q(R) außer für n = 2 verschieden sind:

dim(ker H) = n , aber dim(ker Q(R» = 2 •
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Man beachte aber die Analogie von Satz 1.6.6 und Satz 2.4.3. Man vergleiche auch

Satz 3.5.2.

2.5 Verallgemeinerung einer Methode von Lazzeri

Die Anwendung der in Kap. 2.2 beschriebenen Methode fUhrt leider schon bei etwas

komplizierteren Singularitäten zu schwierigen Rechnungen. Das trifft insbesondere

auf ein Beispiel zu, das für uns eine große Rolle spielen wird. Deswegen wollen

wir anhand dieses Beispiels eine andere Methode, Dynkindiagramme zu berechnen,

darstellen. Es handelt siCh dabei um eine verallgemeinerung einer Methode von

Lazzeri (siehe [Hefez-Lazzeri]).

Wir beschreiben diese Methode kurz. Es sei f: ((n+2,0) ~ (~2,O) der Keim ei-

ner analytischen Abbildung mit isolierter Singularität in 0, und f: ;Cp ~ P ein

-geeigneter Repräsentant. ~'1ir nehmen an, daß die Diskriminante D
f

von f reduziert

ist und die Multiplizität von D
f

in 0 mit der Multiplizität m der Diskriminante

Dp der semiuniversellen Deformation übereinstimmt. Wir führen nun dieselbe Kon-

struktion wie in Kap. 1.1 durch, nur mit dem Unterschied, daß wir den Bildraurn

p c ~2 der Abbildung f und nicht den Basisraum der semiuniversellen Deformation

betrachten. Wir wählen also P von der Form P = T x 10 für zwei Kreisscheiben T

und 'ID, so daß ]) = 2.. n P für eine Gerade t ist, die nicht im Tangentialkegel

von D
f

enthalten ist. Es sei t E T ein Punkt aus T, der nicht im Bild des Ver

zw~igungsortes der Projektion ~l : D
f
~ T enthalten ist. Wir setzen

D
f

m* = ({t} x 10) - ({ {tl x ID) n D
f

) und wählen einen Basispunkt s E m*

Es sei (c:p 1 ' ... ,·c:pm) ein stark ausgezeichnetes System von Wegen in {t} x 10

von den Schnittpunkten mit D
f

nach s. Wir bestimmen die Schnittrnatrix einer zuge

'hörigen stark ausgezeichneten Basis (Ö 1 ' ... ,Ö
m

) Von verschwindenden Zellen wie

folgt: Das zu dem System (C:Pl' ••• '~) gehörige SystemIn .
von einfachen

Schleifen bildet ein Erz~ugendensystemder Fundamentalgruppe ~1 (P-Df,S) . Die
t

zugehörigen Relationen erhält man aus einem Satz von Van Kampen. Mittels der For-

meln VOn Picard-Lefschetz erhält man aus diesen Relationen Relationen für die
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Picard-Lefschetz-Transformationen Yi , i = l, ... ,m . Daraus wiederum erhält man

Gleichungen für die Schnittzahlen. Die zusätzliche Schwierigkeit gegenüber dem

Hyperflächenfall besteht allerdings darin, daß zwischen den verschwindenden Zy-

keln O. noch lineare Relationen bestehen, die zusätzliche Unbekannte für die
~

Gleichungen liefern. Wir betrachten nun ein Beispiel, bei dem dieser Ansatz je-

doch tatsächlich zu einer Lösung führt.

Das Beispiel, das wir betrachten, ist die n-dimen~ionale Singularität, die

durch die Abbildung f: Cn+2
+ ~2 , n gerade, mit

f = g ffi g' ffi hel) ffi ••• $ h«n-2)/2)

2 3
g(zl'Z2) = (z1 + z2 + z l z2,z1z 2)

g'.(z3,z4) = (z3Z 4'z; + z~)
(q) 2

h (z2q+3,Z2q+4) ~ (z2q+3z2Q+4,a2q-tz2q+3

q = 1, ••• ,(n-2)/2 a. E m ,
]

< ••• <

gegeben wird. Zur Definition von $ siehe Kap. 3.1. wir werden in Kap. 3 für diese

Singularität die Bezeichnung ~233 einführen.

Nach [wall2 , Lemma 1.4] gilt für die Diskriminante D
f

von f:

Es seien (u,v) Koordinaten von P mit f 1 (z) = u, f
2

(z) = v . Dann rechnet man

leicht nach, daß D und 0 , in diesen 'Koordinaten wie folgt beschrieben werden
g g

können:

6
u

Die Kurve hat zwei Zweige, deren Puiseuxentwicklungen wie folgt beginnen:

= 0(1) •
h (q) •

v = 2a ~a2q_l' u _ ~a2cr_li u 3/ 2 + ••.
2q a 2 a?

. q -q
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(2)
D(n/2)+1+q = Dh(q):

Wir wählen

T={(U,V) Ett?\vaO, \ul::: n1 l

ID = {( u, v) E «:2 I u u 0 , Iv I ::: n
2

}

wobei klein genug gewählt sein sollen. Wir wählen den Basispunkt

t ::: (n
1

,O) E T ',und in {tl X]I) den Basispunkt s:s (n
1

,n
2

) . In {tl X]I) be-

trachten wir nun ein stark ausgezeichnetes System (qJ 1" .•. , qJ 6) von Wegen von den2n+

m = 2n+6 Schnittpunkten mit D
f

nach 5 wie in Abbildung 2.5.1 angedeutet ist.

Es sei (w 1 ' •.. 'w2n+6 ) das zu dem System von Wegen (~1' .•• '~2n+6)' gehörige

System von einfachen Schleifen. Nach dem Satz von Van Kampen (vgl. [Brieskorn
2

,

2.1.5], [zariski
1
]) definieren. (w

1
' ••• ,w 2n+6 ) ein Erzeugendensystem von

n 1(p-D
f
,s) • Die zugehörigen Relationen erhält man nach diesem Satz wie folgt.

Wir betrachten die Projektion

n: T x ID -+ T •

Die Einschränkung n I ist eine endliche Abbildung, die genau über dem Ursprung
Df .

* *o E T verzweigt ist. Es sei T = T - {a} und A E ~l (T ,t) ein erzeugendes

Element der Fundamentalgruppe, das wir in der Form

ßE[O,l]

repräsentieren. Ober dem Punkt A(~) liegen m Punkte

von Dfe Die m stetigen Abbildungen

v.: [0,1] -+]I)
~

~ 1-+ v. (e)
~

(A(.e),V.(~» ,
~

i=-1 , •.. ,m ,

für i = 1, ... ,m , definieren einen Zopf, also ein Element ~f der Zopfgruppe
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Z (m = 2n + 6) ~ Wir betrachten nun die Operation der Zopfgruppe aus Kap~ 1 ~5 auf
m

dem.System von einfachen Schleifen (wl, •• ~,wm) • Dazu betrachten wir hier das

Erzeugendensystem ß2, .. ~,ßm der Zopfgruppe Zm· Dabei ist 6i +1 der-in Abbildung

2.5.2 angegebene Zopf~-- --~--~~-_ ..... -------~ ............... ----,-

Abbildung 2~5~1

<P2n+6

- -~~~-~ ---
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1 1

i-1 i-1

i iXi+1 i+1

i+2 i+2

m-

Abbildung 2.5.2

Die Operation von ß ist dann wie in Kap. 1.5 beschrieben:
i+1

m

Der Satz von Van Kampen besagt nun gerade, daß die Relationen in R1 (P-Df,S)

gegeben werden durch

= w.
~

für i :::I 1, .•. ,m •

wobei

wir wollen diese Relationen berechnen. Zunächst betrachten wir den durch

Vi'."·· ,vs gegebenen Zopf 1',;1 zu D1 . Es gilt

Hierbei ist der Zopf in der Weise aufg~schrieben, daß bei der Operation auf den

Schleifen dasjenige Element zuerst angewendet wird, das am weitesten rechts

steht. Damit berechnet man

Tl = wSw4w3w2wl . Entsprechendes gilt für den Zopf ~2 zu O2 .

Für den Zopf. /;j zu Dj für j ~ 3 , der durch V2j+S,V2j+6 gegeben wird, be-

rechnet man
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-1 -1
= TjW2j+6W2j+SW2j+6Tj

wobei Tj = W2j+6W2j+S .

Daraus berechnen wir die Operation des gesamten Zopfes ~f mit Hilfe des fol-

genden Lemmas.

Lemma 2.5.1: Es sei 1;' ein Zopf mit p Strängen, 1;" e~n Zopf mit q strängen und

l; der Zopf, der aus 1;' und 1;" durch einfache verschlingung der Zöpfe 1;' und 1;"

gemäß Abbildung 2.S.3 gebildet wird.

Dann g il t 1; = l; '1; "1; , wobei
o

z:
o

q-1 p-l q-1 p-1

=:I TI (TI ß +1+' .) TI (TI ß +1+' .) •
j=O i=O P J-~ j=O i=O q ~-J

FUr die Operation Von I; auf einem stark ausgezeichneten System von Schleifen
o

für

für p+1 ~ fl., ~ p+q

1 1
1; I

PP

p+1 ·p+l.
1;" •

~p+q p+q

Abbildung 2.5.3
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Beweis: Die Beschreibung von s liest man leicht an Abbildung 2.5.3 ab. Es sei
o

nun zunächst 1 ~ ~ ~ p . Dann gilt

q-1 p-1
= ,n (,n ß +l+'-i) (w~+n)

J=O ~=O P J ''";1

q-2 p-1 -1
= ,TI (,n ßp+1+'-i) (wp+qw~+q_1wp+q)

J=O ~=O J

-1 -1 -1
= wp+q ...wp+2wp+1w~wp+1wp+2···wp+q

-1= TIIW (T")
Q. "

Für p+1 ~ 2 ~ p+q gilt:

q-1 p-1 q-1-t+p p-l -1 -1
S (w n ) = II ( II 6 +1+' ,) TI ( ,TI ßq+1+i -

J
,) (W.9., ••• wt _p+1 W~_pWt_p+l ... wt )

o ~ j=O iaO p J-~ j=O ~=O

q-l p-l -1 -1
o n ( TI 8 +1+'-') (Wp+q ...W +1w~_ w +1··· Wp+q)

j=O i=O P J ~ q p q

~-p-2 p-1 -1 -1 -1-1
= ,TI (.TI ßp+1+'-i) (wp+q ...wt _ w~+ ... W +qw~wp+q ...Wt+ wt _ ..•Wp+q)

J=O ~=O J P P P P P

-1 -1= T(T") W T"T
.9.,

Damit ist Lemma 2.S.1 bewiesen. Damit erhält man schließlich

Satz 2.5.2: Die Fundamentalgruppe IT 1 (P-Df,s) ist "die Gruppe mit den Erzeugen

den (w
1

, ••• ,w2n+6) und den Relationen

--1
TW i +1T = {JJ.

~
für 1 ::: i ::: 4 6 ::: i ::: 9 , i = 2j+9 ,

= u}
10

- -1 --1
TW2j+l0W2j+9W2j+l0T = w2j + 10

wobei -
T = w2n+6w2n+S ... w2wl und j = 1, ... ,n-2 .
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NWl betrachten wir das zu dem System von Wegen (!.p1 ,'••• ,!.pm) gehörige stark

ausgezeichnete Erzeugendensystem (5
1

, •.. ,5
m

) von verschwindenden Zykeln, die

zugehörigen Picard-Lefschetz-Transformationen (Y
1

, ••• ,Y
m

) Wld den Monodromie

operator c = Y1Y2 •.. Ym , m = 2n+6 . Dann können wir aus· Satz 2.5.2 ableiten:

Korollar 2.5.3: Die Operation des Monodromieoperators c auf den verschwindenden

Zykeln 5
i

wird durCh die folgenden Gleichungen beschrieben:

6 ~ i ~ 9, i = 2 j +9 ,

wobei j = 1, •.• ,n-2 .

Beweis: Wir leiten exemplarisch.die letzte Gleichung ab:

.. -1 .. -1
Tw2 · 1 w2 · 9 w2 · 1 T.' ]+ 0]+ ]+ 0

(da

-1 -1-1
Y2j+l0···Y2YtY2j+10Y2j+9Y2j+10Yl Y2

-1 -1
Y2j+10Y2j+9Y2j+10 = CY2j+l0c

(0) (n) (n) (n)-1
5 s 5 =cs c

Ö2j +10 52j+9 52j+10 5 2j+10

(n) (n)
5 = s

Y2j+l0(Ö2j+9) c(52j +10)

-1
...Y2j +10 = Y2j +10

2
Y. = id)

1.

Daraus folgt c(Ö2j+10) = ±Y2j+l0(Ö2j+9) , da z.B. <c(Ö2j+10)'C(Ö2j+10» # 0 .

Damit ist das Korollar bewiesen.

Da bei Wlserem Beispiel ~'= 1 gilt, besteht zwischen den verschwindenden

Zykeln 6. eine Relar.ion
1.
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2n+6
L r.5. = 0

. 1 ~ ~
~:%
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r. E ZZ
~

r :::I

2n+6 .
L r.ß.

i=l ~ 1.

wobei B. die zu 5. gehörige verschwindende Zelle ist. Wir nehmen nun zusätzlich
1. ~

an, daß die verschwindenden Zykel 5
i

so orientiert, sind, daß für 1 ~ i ~ 4 ,

6 ~ i ~ 9 und i D 2j + 9, j ~ l, ••• ,n-2 , gilt

c(5.) = 5. 1
~ 1.+

A

Damit folgt für die relative Monodromie c aus Korollar 2.5.3:

Korollar 2.5.4: Für die relative Monodromie c bezüglich der stark ausgezeichne-

ten Basis (ß
1

, ••• ,6
2n

+6) von verschwindenden Zellen gilt:

ß. 1 + b.r
~+ ~

für 1 ~ i ~ 4 , 6 ~ i ~ 9 i = 2j + 9 ,

für b. E ZZ , E. = ±1, j:;::l 1, ••• , n-2 •
1. ~

Wir wollen nun die Schnittmatrix

der verschwindenden Zellen 5. berechnen. "Dazu nutzen wir die Beziehung von Satz
1.

A

1.6.3 für die Matrix C der relativen Monodramie c'bezüglich der Basis
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wobei A = V + vt und V eine obere Dreiecksmatrix mit E = (_1)n/2 auf der Dia-

gonale ist (n gerade in unserem Fall). Daraus ergibt sich die Matrixgleichung

Nach (1.6.2) gilt

c(r) = r

Wir benutzen die Gleichungen (*) und (**), um rekursiv mit Hilfe von Korollar

2.5.4 die Schnittzahlen a
ij

und die Koeffizienten r
i

der Relation zu berechnen.

Setzen wir

b = 1 
o

m

I
i=1

b.r.
.l. .l.

so folgt zunächst aus (**) durch Koeffizientenvergleich, daß

E r =- b rm m 0 rn-l

-EE a 1 r - + r = b rm m- ,m m rn-l 0 m

Aus b = 0 folgt damit r = r = 0 , und aus (*) folgt dann
o rn-1 m

a i 1 = a. = 0 für i = 1, ... ,m-2 . Das ist aber nicht möglich, da das Dynkin-,m- 1,m

diagramm zu A zusammenhängend i,st (nach Bemerkung 1.5.2). Also gilt

es folgt

r = E r Ibrn-I m In 0

a = -EE b + (s/b )rn-1,m mo 0

b # 0 , und
o

Wir benutzen nun die Gleichung (*). Wir bezeichnen mit (i,j) diejenige Glei-

chung, die man aus (*) erhält, indem man das Matrixelement mit Zeilenindex i und

Spaltenindex j auf der rechten Seite mit dem entsprechenden auf der linken Seite

der Matrixgleichu.ng (*) vergleicht.
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Schritt (1): Wir betrachten zunächst die folgenden Gleichungen

(m,m) -1 = b - (E /b ) + b r
0 m 0 mm

(rn-1,m) 0 = E + E (b r /b ) + E b - (l/b )
m m m rn 0 m 0 0

(m,m-l) -8 b + (1/b ) :::::t -1 - b r
m 0 0 rn-l m

Aus diesen Gleichungen folgt

b
o

2
=: E =: 1

rn
b = brn-1 m

b r = E
m m rn

-2

Für E =-1
m

folgt b r = -3 .• Wir setzen
rnm

Dies ist erlaubt, wenn wir von nun an zulassen, daß

für i = 1, ... ,m-2 .

b. E 7Z
~

oder b. E (1/3) ZZ
~

Schritt (q), q a 2, ... ,n-2 Es sei 1 ~ p < q . Wir nehmen an, daß die fol-

genden Gleichungen erfüllt sind (für p = 1 sind diese Gleichungen nach Schritt

(1) erfüllt).

(a) für i = m - 2p + 1 , m - 2p + 2 i < j ~m :

{ Ea .. = (2 - E )b.b. (i,j) # (m-2p+l ,m-2p+2)
(j , i) ~J m ~ J

Ea •. = -1 + (2 - E )b.b. (i,j) = (m-2p+1,rn-2p+2)
~J m ~ ]

(b) für i = m - 2p +. 1 , m - 2p + 2 :

(i ,m) p-1
E ) b.

_ m-2f+2
r. = -(-E) (2 - ai2rg"
~ m m ~

2=i+1

(c) (rn - 2p + 1 , m - 2p + 1)

(d) a =: -EE + Em-2p+l,rn-2p+2 m-2p+2

(Dies folgt aus (**) wie oben. Man beachte, daß b = 1 ).
o
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m-2p+2 m
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b = b = ±1
m-2p+l m-2p+2

Aus der Gültigkeit der Gleichungen (a) - (e) für p < q und aus den Gleichun-

gen (*) und (**) folgt aber die Gültigkeit der Gleichungen (a) - (d) für p = q .

Aus der Gleichung (d) für p = q und den Gleichungen (m-2q+l, m-2q+2) und

(m-2q+l, m-2q+l) folgt dann die Gleichung (e) für p = q .

Schritt (n-1): Hierzu betrachten wir die folgenden Gleichungen. Es sei peS .

(a) Für p+1 ~ i ~ p+S i < j ~ m

{

sa.. = (2 - s ) b. b .
~J m 1 J

(j,i)
Ea .. := -1 + (2 - s )b.b

j1.J m 1

(b) für p+1 ~ i ~ p+S

für j # i+1

sonst,

(i ,m)

(c) für p+1 ~ i ~ j ~ p+S j # p+5

(i,j)

(d) Aus (**) mit b = 1
o

folgt:

E r = rp+S p+5 p+l

-ss a r + r - r
p+5 p+l,p+2 p+5 p+1 - p+2

r = 0 '*p+l = r ~ r = 0
p+4 p+5

Wir schließen nun wie folgt: Angenonunen b
p

+
1

= 0'. Dann folgt

a
p+l,p+2 = -1

~ r = 0
p+2

=> r p+1 = 0

(aus (p+2 ,p+1»

(aus (d»

(aus (p+l ,m) )
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= r = r - r = rp+2 p+3 - p+4 p+5 = 0 (aus (d»

(aus (b»

A A

Dann folgt aus (a), daß das Dynkindiagramm zu (ö
1

' ... ,öm) nicht zusammenhängend

ist. Also muß b 4 0 gelten. Dann folgt aber aus (c):p+l .,.

Aus (a), (b) und (d) folgt dann die folgende Gleichung für b 5:p+

2 ~ )2b4 3 6 4 B
E = 5 - 20(2 - E:)b 5 + 21(2 - ~ 5 - 8(2 - E ) b 5 + (2 - E ) b 5 •p+5 m p+ m p+ m p+ m p+

Diese Gleichung hat genau die Lösungen

b
2 = 1
p+5

E: = Ep+5 m

Schritt (n): Aus den Gleichungen (*) und (**) folgt unter Benutzung von Schritt

(n-l), daß die Gleichungen (a) - (d) von Schritt (n-l) auch für p = 0 gelten

und wir wie in Schritt (n-l) schließen können.

Ergebnis: Die .Gleichungen (*) und (**) haben bis auf Orientierungswechsel der

A «+1) (+1»verschwindenden Zellen o. die beiden Lösungen V,r für E = +1 und
~ m

(v(-l) ,r(-l) für E = -1 . Hierbei ist v(±l) >: «v~~l»)) , und für i < j
m ~J

gilt:

( ±1)
v ..
~J

und

( ±1)
= a ...

~J

für j = i + 1 und

p = 1, .•. ,n-3

sonst

i # 5,10; 10 + 2Pi

{
1 für i = 1,2i 6 ,7;7+4q,8+4q; q = 1, ... , (n-2)/2

(+1 )
0 für i = 3;8;r. =

~

-1 für i = 4,S;9,10;9+4q,10+4q; q = 1, ... , (n-2) /2
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{
3 für i = 1,4i6,9i 9+2pi P ~ 1 , ... ,n-2

(-1)
c 0 für i = 3i 8 ir.

1.

-3 für i = 2,Si7 ,10i 10+2Pi P = 1, ... ,n-2

wir zeigen, daB die Lösung (v(-l) ,r(-l» nicht möglich ist. Dazu nehmen wir

folgende Basistransformation vor:

p =r 1, ... ,n-2

e := 6 - 6
n+1 1 2 e = 53 - 62n+2 e = 56 - 67n+3

... .... ...
en+5 := -61 + 252 - ?4 e :=

n+7

P ::I 1, ... ,n-2

... ....
Unter der Voraussetzung, daß die Schnittmatrix zu (5 1 , ... ,52n+6 )

ist, folgt

(':'1)
die Matrix A

... n
ker(H) = L ?Ze

ii=l

n+4

L
icn+1

Zle. =: U J... U
1.

2n+6
I Zl e i =: L

i:lfl+5

H = ker (H)...L U.1. U .L L

wobei U eine unimodulare hyperbolische Ebene ist und L ein indefinites Gitter vorn

Rang n+2. Daraus folgt für die Anzahl ~ (E = (_1)n/2) der Eigenwerte mit Vorzei-
E:

chen E der quadratischen Form auf Hbzw. H:

1-1 ~ n+3
E

Aus Kapitel 3 folgt aber, daB T~233 in die Singularität T~223 deformiert, für die

~E =: n+4 gilt. Nach [Looijenga
3

," (7.13)] haben wir einen Widersprucl1.. Wir haben

damit bewiesen

Satz 2.5.5: Die n-dimensionale Singularität T~233 besitzt für n gerade eine stark

ausgezeichnete Basis (6
1

, .•. ,6
2n

+
6

) von verschwindenden Zellen mit den Schnitt

zahlen
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j = i+1 Wld

für i < j

i 'I: 5;10;2p+10;

sonst.

p = 1, ..• ,n-2

Zwischen den zugehörigen verschwindenden Zykeln (01, ..• ,02n+6) besteht die Re

lation

wir transformieren diese Basis nWl mit Hilfe der Zopfgruppenoperation zu einer

Basis mit einem oynkindiagramm, das eine ErweiterWlg des Graphen von AbbildWlg

2.3.7 ist. Durch die Transformationen

62n+3 , 62n+4 , 62n+5 , '62n+6

ß2n+2 , 62n+3 , 62n+4 , 62n+5

67 '

für
..... f .... '

<6. ,6. >
~ J

= { 0
(-1) n/2

j = i+1 und

für i < j

i 'I: 5,7, ... ,2n+1,

sonst.

Durch die Transformationen

.
ß2n+6,6Zn+5,ßZn+4,6Zn+6,6Zn+5,6Zn+4,6Zn+5,ßZn+4,xZn+3

geht diese Basis über in die Basis (61,... ,62n+6) mit dem oynkindiagramm von
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Abbild~g 2.5.4 (~gl. Abbildung 2.3.7).

1

3

Abbildung 2.5.4

Durch die Transformationen

y
n

2n+4

2n+6

geht diese Basis über in die Basis (Al' ... '~2n+6) mit dem Dynkindiagramm von

Abbildung 2.5.5.

n+2

n+3 v

n

2n+6

Abbildung 2.5.5

Dies ist eine spezielle Basis im Sinne von Definition 5.4.1. Mit den in Kap. 4.1
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eingeführten Bezeichnungen erhält man hieraus:

~ n ~

H = Q2223 j". U .1. ker H
~

dim(ker H) = n-l

wobei das Gitter Q~223 von den Vektoren
~

A2n+5,A2n+6 aufgespannt wird und das Radikal ker H von den Vektoren

A - A •
2n+2 2n+3'

A + A' + A
n+4+i n+3+i n+2-i An+l-i i = 1, ••. , n-3

A + A + A - A + 2An+4 n+3 . n+2 n+l 3

Für das Gitter Q~223 (zur Definition siehe Bemerkung 4.1.4) gilt:
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3. DYNKINDIAGRAMME FüR EINIGE SPEZIELLE SINGULARITÄTEN

3.1 Zur Klassifikation von 'isolierten Singularitaten auf vollständigen Durch-

schnitten

Wir werden in diesem Kapitel die Methoden von Kap. 2 anwenden, um Dynkindiagramme

von einigen speziellen Singularitäten zu berechnen. Bei allen diesen Singularitä-

ten wird es sich um isolierte Singularitäten auf vollständigen Durchschnitten han-

deln, die durch einen Abbi1dungskeim

gegeben werden. Für die Klassifikation solcher Singularitäten spielt der 2-Jet ei-

ne entscheidende Rolle.

Wir nehmen inuner an, daß df(O) ~ 0 gilt (sonst kann man n kleiner wählen, um

diese Bedingung zu erfüllen). Es sei dann j2 f = (Ql,Q2) der 2-Jet von f, d.h.

·~1,q2 sind die quadratischen Anteile der Komponentenfunktionen fl'~2 von f. Dann

definiert

ein Büschel von Quadriken. Solche Büschel wurden von Weierstraß [weierstraB
1

]

(im regulären Fall) und VOn Kronecker [Kronecker
1

] (im allgemeinen) klassifiziert.

Das Büschel heißt regulär (nicht ausgeartet), wenn eine Quadrik des Büschels nicht

ausgeartet ist. Nur diesen Fall wollen wir im folgenden betrachten. Wir können

dann ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß ql nicht ausgeartet ist.

Das bedeutet, daß f 1 eine im Ursprung nicht ausgeartete Funktion ist, also im Ur-

sprung einen gewöhnlichen Doppelpunkt hat. Es sei

tq. (z) :: Z Q.z
~ ~

-1
Dann ist die Jordannorrnalform von Q1 Q2 eine Invariante des Büschels. Wir geben

die Jordannormalform in der üblichen Notation durch das Segresymbol an (vgl.
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[WaI1
4
]). Dieses Symbol besteht aus der Liste der Größen der Jordanblöcke, wobei

die Größen von solchen Jordanblöc~en, die zum gleichen Eigenwer~ gehöre~, in Klam-

mern eingeschlossen werden. Dabei können 'auch reguläre Büschel mit ausgeartetem

ql eingeschlossen werden, .wenn wir ~ als Eigenwert erlauben. Die Eigenwerte lie-

gen also in P
l
(~), die Doppelverhältnisse der Eigenwerte sind Invarianten.

Die unimodalen isolierten Singularitäten von vollständigen Durchschnitten;wuxden

von C.T.C. Wall klassifiziert [waI1 3]. Er betrach~et dabei die Klassifikation von

Abbildungskeimen modulo 'X-Äquivalenz (oder Kontaktäquivalenz) . Hierbei ist X die

. n+2 2Gruppe der Diffeomorph1smen von (l! x a: ,(0,0» von der Fenn h(z,y) = (h
l

(z) ,

h
2

(z,y», die auf den Abbild~ngskeimen f: (tn +2
,0) - (t2

,0) wie folgt operiert:

Für h = (h
l

,h
2

) ~ J{ gilt (h. f) (z) m h
2

(h
l

(z) , f (h
l

(z» ). Zwei Abbildungskeime f

und g sind genau dann 'X-äquivalent, wenn die Raurnkeime f- l
(0) und g -1 (0) ana-

lytisch isomorph sind.

Eine entscheidende Bedeutung bei der Klassifikation kommt einem Spaltungssatz

von C.T.C. Wall zu,.der das Spaltungslernma von Tho~ im Hyperflächenfall verallge-

meinert [Wal1
2
]. Hierzu betrachten wir die Untergruppe X' von 'X, die aus denje-

nigen Diffeemorphismen h c (h
l

,h
2

)

das Differential dh' von h' mit hl(z,y) = (z,h
2

(z,y» in (0,0) gleich der Identi-

tät ist. Wir nennen f gut, wenn f eine isolierte Singularität definiert (d.h. 0

eine isolierte Singularität von ~f-r(O) ist), und wenn j2(f) regular ist. Für g:

s 2 t 2
(~ ,0) - (~ ,0) und gl: (t ,0) - (t ,0) definieren wir die Summe 9 $ g' :

( ~s+t,O) (2)\1.0 _ lt ,0 durch (g ~ g') (u ,v) = g (u) + g' (v), wobei u Koordinaten von ~s

und v Koordinaten Von ~t sind.

Theorem 3.1.1 (Spaltungssatz von C.T.C. Wall): Es sei f: (~n+2/0) - (~2,O) ein

guter Abbildungskeim. Dann existiert zu jeder Partition der Menge der Eigenwerte

von j2 f in zwei Teilmengen Al und A
2

eine zugehörige XI-Äquivalenz

f - g ~ gl

wobei g und gl gut sind und j2g die Eigenwerte aus Al -und j2g, die Eigenwerte
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aus Ä
2

hat. Ferner sind die ~'-Äquivalenzklassenvon 9 und gl durch diejenige

von f best~t. Sind umgekehrt g und gl gut und ihre 2-Jets haben keinen gemein-

samen Eigenwert, dann ist 9 ffi'gl gut und die J{'-Äquivalenzklassen von g' und g'

bestimmen die von 9 ~ g'

Mit Hilfe dieses Spaltungssatzes erhält man die folgeride Klassifikation von

guten Abbildungskeimen f mit Eigenwerten von j2 f der Multiplizität ~ 2 modulo

'J{ I -Äquivalenz.

Fall (1): Die Multiplizität der Eigenwerte sei ~1.

Dann ist f ~'-äquivalent zu einer isolierten Singularität eines Durchschnitts

von zwei Quadriken, also einer Singularität vom Typ D 3 (siehe Kap. 2.3).
n+

Fall ('2): Die Multiplizität der Eigenwerte sei ~2 und =2 für mindestens einen

und höchstens zwei Eigenwerte.

Im Falle eines Eigenwertes der Multiplizität 2 können wir f ~ (f
1
,f

2
) auf die

folgende Form reduzieren (vgl. [wall
2

], [Mather
1
]):

symbol

wobei a. E ~ a. # a. # 0 für i # j, 1 < i,j ~ n , und 2 ~ q ~ s, 3 ~ s .
~ ~ ]

Hierbei gilt q = 2 für das Segresymbol {1, •.• ,1,2} und q # 2 für das Segre-

{1 , ••• , 1 , (1., 1)} • Wir bezeichnen diese Singularitäten mit Tn .
2,q,2,s

Im Falle von zwei Eigenwerten der Multiplizitat 2 können wir f = (f
1
,f

2
) auf

die folgende Form reduzieren:

f
1

(z) = z2 + z2 +
1 2

+ 2 + zP + zr + 2z z
zn-2 n-1 n n+1 n+2

wobei a
i

E a: , a. # a. # 0 für i # j ,
~ ]

1 ~ i, j ~ n - 2 , und 2 ~ q ::: s ,



- 78 -

3 ~ s . Wir bezeichnen diese Singularitäten mit Tn .p,q,r,s

Für n = 2 sind dies gerade die zweidimensionalen Spitzensingularitäten der Ein-

bettungsdimension 4.

Fall (3): Mindestens ein Eigenwert hat eine Multiplizität ~3.

Der einfachste Fal~ mit einem Eigenwert der Multiplizität- ~3 ist der Fall des

Segresymbols {t, ... ,t,3}: aus der Deformationstheorie der regulären Büschel von

Quadriken (siehe z.B. [Gantmacher t ]) folgt, daß alle anderen regulären Büschel zu

Fall (3) in ein Büschel mit diesem Segresymbol deformieren. Aus dem Spaltungssatz

und der Klassifikation von Wall [wall
4

] folgt, daß sich ein f = (-f
l
,f

2
) 'mit Se

gresymbol {t, .•• ,t,3} auf die folgende sogenannte Pränormalform reduzieren läBt:

f
1

(wpc,y,z)
2 2 2= w
1

+ •.. + w
n

_
1

+ 2xz - Y

Hierbei ist a, E ~, a. # a. # 0 für i # j, 1 ~ i,j ~ n-l und
~ ~ ]

Q(y,z)
2= a(z} + yb(z) + y c(z)

mit ord a ~ 3, ord b ~ 2, ord c ~ 1 . Tatsächlich ist c(z) überflüssig und

kann immer gleich 0 gesetz~ werden. wir verwenden diesen Term aber zur Vereinfa-

chung einiger Gleichungen mit. Für n = l' ist f = f mit

f(x,y,z) = (2xz-y 2,"2xy+Q(y,z»

Je nach Wahl Von a(z), b(z) und c(z) gehören hierzu verschiedene ~-konstant-Strata

von Singularitäten. Die entsprechende Serie von Singularitäten mit dieser Pranor-

malform bezeichnet Wall als die J-Serie. Für allgemeines n läßt sieh f schreiben

als

Im Fall n = 2 bezeichnet Wall die entsprechende Serie mit JI. Wir bezeichnen für
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allgemeines n diese Serie von Singularitäten als die J(n-l)-serie.

Der nächste Fall mit genau einem Eigenwert der Multiplizität 3 und

sonst lauter Eigenwerten der Multiplizität 1 ist nach dem Fall mit Segresyinbol

{l, •.. ,l,3} der Fall mit Segresymbol {1, ... ,1,(l,2)}. Ein Abbildungskeim

f = (f
l
,f

2
) mit diesem Segresymbol läßt sich nach Theorem 3.1.1 und [waI1

4
] auf

die folgende Pränormalform reduzieren:

f 1 (~ix,y,Z)
2 2

+ 2xz + 2
= w

1 + ... + w
n-l

y

f 2 (wi x ,y,z) 2 2 2 + Q(y,z)=' a
1
w1 + ... + a

n-l
w
n-l

+ x

Hierbei ist wieder a. E ~ ,
. ~

Q(y,z) wie oben. Für n = 1

a
i

'# a
j

"# 0

gilt f = f

für

mit

i "# j , 1 :5i,j ~n-l und

2 2l(x,y,z) = (2xz+y ,x +Q(y,z»

Für n ~ 2 lAßt sich f wie oben schreiben als

Für n = 1 bezeichnet Wall die Serie von Singularitäten.mit dem obigen Segresym-

. (n-1) .
hol als die K-Serie. Analog zum Fall J beze~chnen wir diese Serie von Singu-

laritäten für allgemeines n als die K(n-l)-serie.

Die Abbildungskeime f: (~n+2,O) + (~2,O) mit isolierter Singularität und re-

gulärem 2-Jet sind für n = 1,2 von Wall teilweise klassifiziert worden

([wall 3 ], [walI4 ]). Wall beschränkt sich dab~i auf diejen~gen Segresymbole, zu de

nen es "JC-unimodale Abbildungskeime in der zugehörigen Klasse von Abbildungskeimen

gibt. Im Fall (3) hat man die folgende Tabelle

mit den möglichen Segresyinbolen und den zugehörigen Bezeichnungen der Serien von

Wall.

n = 1 Segresyinbol

Serie J K



n = 2 Segresymbol {l,3}
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{l,(l,2)} {4} {(l,3)}

Serie JI -K'- L M

Wall betrachtet auch einige Fälle, bei denen das durch j2f bestimmte Büschel von

Quadriken nicht regulär ist. Wir beschränken uns hier jedoch auf den regulären

Fall.

Wir werden in Abschnitt 3.2 Dynkindiagramme für die Singularitäten T
n
2 2,q, , s

berechnen und in Abschnitt 3.3 Dynkindiagramme für die Singularitäten der J(n-l)_

und der K(n-l) -Serie. In Abschnitt 3.4 betrachten wir Dynkindiagramme für einfa-

ehe Raumkurven (n = 1) und schließlich in den Abschnitten 3.5 und 3·.6 Dynkin-

diagramme für Flächen (n a 2) Von vollständigem Durchschnitt, die durch Abbil-

dungskeime aus den obigen .Serien gegeben werden.

3.2 Die Singularitäten T
n
'2, q,2 , s

wir berechnen in diesem Abschnitt mitHilfe der Methode von Kap. 2.2 DYnkindia

gramme für die Singularitäten vom Typ T
n
2 2 ' die im letzten Abschnitt einge,q, , s

führt wurden. Das Vorgehen, das in allen Fällen ähnlich ist, wird hier exempla-

risch ausführlich dargestellt. wir beginnen mit dem Fall

(A) segresymbol {l , ... , l, (l ,1) }

Zur Berechnung benutzen wir die Abbildung f = (f
l
,f

2
) mit

2 2 2
+ Z + Z 1 - z

n n+ n+2

Hierbei sei 3 ~ q ~ s , bO sei eine beliebige nicht reelle komplexe Zahl und es

gelte

1
a i E ~, - 4 < Re a i < Re a

j
< 0 für i < j ,

o < Im a. = Im a. << 1 f Ur l::: i, j ~ n ,
]. J
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wobei die genaue Bedingung an Im a. noch später festgelegt wird~ Als lineare Funk
1.

tion ~ wählen wir die letzte Koordinatenfunktion zn+2" Dann berechnet man leicht

wobei

2n+2'
(f

2
)::z U

i=l
E, ,

1.

E
2

. = {z, = 0 für . 1 ~ .i. #- j ~ nJ-){ 1.

1 ::: j Sn,für

mit

x E {O,l} , und g2' (z +2) eine Potenzreihe in z 2 ist, dieJ-x n n+

beginnt, und 92j -
x

(zn+2) eine Potenzreihe von der Ordnimg q-1

ist~ Man berechnet

für i = 1, ••. ,2n , P2n+l 1:1 q , := S •

Die Funktion ~ wurde gerade so gewählt, daß der 2-Jet von

lauter verschiedene Eigenwerte der Multiplizität 1 hat. Also definiert g nach

Kap. 3.1 eine Singularität vom Typ D 3~ Zur Anwendung von Theorem 2~2.2 müssen
n+

I

wir die Schnittmatrix einer Basis (e1,~"~,ev) von verschwindenden Zellen dieser

Singularität best~en, die durch ein in Kap~ 2~2 beschriebenes stark ausgezeich-

netes System von Wegen definiert ist. Dies ist ein System von Wegen, das die kri-

tischen Werte der Funktion

mit dem Nullpunkt verbindet, wobei 0 < 5 « 8 « 1, 0 < t ~ Ö , und Xt die Mil

norfaser von f
1

über dem Punkt t ist. um die Schnittmatrix einer Basis von ver-

schwindenden Zellen bezüglich eines solchen Wegesystems zu berechnen, vergleichen

wir dieses Wegesystem mit dem von Kap~ 2~3 für 6ie Funktion go,t' Dazu müssen wir

das asymptotische Verhalten der kritischen Werte von 9 für 8 + 0 studieren.
8,t

Man rechnet die folgenden asyrnptotischen Näherungsformeln für die kritischen Werte

"'8,t
s. aus, die zu kritischen Punkten von 9 gehören, die für 8 + 0 und t + 0

1. 8,t
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gegen 0 gehen. Wir geben in Klammern jeweils die Zweige der Polarkurve an, auf

der die zugehörigen kritischen Punkte für t = O. liegen:

-e:,t
a.

2s. = a.t + J e: + o(e:q ) j = 1 , ..• , n , O:2j-1 ,L 2j )
J J 1 + a.

J

-E,t (e: + (-1) X+1v:t) 2 + o(tq/2) x = 1 ,4, (Nullpunkt)s :es ,
2n+x

-e:,ts 2n+2+x

x = 0,1

wir können nun die Bedingung an

wählen, daß für alle· j = 1, •.• ,n

Im a.
J

gilt:

formulieren: Im a.
J

ist so klein zu

-e,t E t (-e:,t
CI Re (s2n+1) =} Im(Sj' ) < Im s2n+1) (3.2.1)

Da für 1 i j ~ n nach Voraussetzung
1

Re < 0 und~ < - - < Re af
< a.4 '. J

0 <Im a. = Im a
j

« 1 gilt, folgt
~

Re(s7,t) < Re (s:' t) < 0 , Im(s~,t) > Im(s~,t) > 0
~ J l. J

Deswegen kann man leicht verifizieren, daß die obige Bedingung zu erfüllen ist.

Außerdem ist die Bedingung (2.2.2) erfüllt.

Also wird das Verhalten der kritischen Werte für So ~ E ~ 0, E + 0 , sche-

matisch durch Abbildung 3.2.1 beschrieben. Hierbei haben wir am Kreuzungspunkt

von zwei Flußlinien durch Unterbrechung derjenigen Linie, die den Kreuzungspunkt

später, also für kleineres e: erreicht, an~edeutet, in welcher Reihenfolge die

kritischen Werte diesen Punkt passieren. Die Situation an den Kreuzungspunkten

wird gerade durch die obige Bedingung gewährleistet.

Wir ersetzen nun die Familie von Funktionen g t: Xl + er:: ,e, t
durch

eine benachbarte stetige Familie gE,t: x~ + C, E E [o,e o] von Morsefunktionen

9 nae:,t

von g t gehOren
E ,

e:,t -. . -e:,t .
S2j von gE,t' dl.e nahe bel. Sj ll.e-

-E,t
Werten s. für j = 1, ... ,n

J
e,t

S2j_1 und

-e:,t .s. für ~ = 2n+1, ... ,2n+4 gehört jeweils ein
~

dann jeweils zwei kritische Werte

mit lauter verschiedenen kritischen Werten, so daß für alle E E [O,e
o

]

he bei 9 ist. Zu den kritischenE,t

gen, und zu den kritischen Werten
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E. 1 t
- 0s

2n+3

E. , t,..... 0
s

2n+2

1
~ 0

E. , t
- 0s

n

~
0000 <:

r @

Abbildung 3.2.1

€
._" 0

. ~2n+4

Abbildung 3.2.2
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wie in Abbildung 3.2.3 angedeutet ist. Dieses Wegesystem

Wir wählen nun ein stark ausgezeichnetes Sys
Eo,t

von den kritischen Werten s. für i = 1, ... ,2n+4
~

kr · i h E,tbenachbarter ~t sc er Wert s.
~

E
O

EO
tem von Wegen (~1 '···'~2n+4)

E
O

zum Basispunkt s = 0

E
5 •

genügt der Bedingung (V) von Kap. 2.2.

Wir wählen nun eine Homotopie (~~'.•.. '~~n+4) , E E [O,Ea ] , des Wegesystems,

so daß die folgenden Bedingungen für E E [O,E
O

] erfüllt sind:

(i) Die Wege ~~ verbinden die kritischen Werte s~,t mit dem Basispunkt

(ii) Die Wege ~~ sind doppelpunktfrei.
~

Außerdem verlangen wir, daß bei der Hamotopie der Basispunkt

E E
(iii)Je zwei Wege ~i und ~j für i # j

E
haben nur s als gemeinsamen Punkt.

E
O

5 = 0 in den

Punkt
o

s = (n,O) übergeht.

Dann sieht das Wegesystem o 0
(~1'.'.'~2n+4) wie in Abbildung 3.2.3 angedeutet

aus.

o
s

o
.·'P2n+3

" 0'·4J2n+2

o
.". «)2n+l.-------

o
«)2n

o '
4J2n- 1 "

o .
4J2j+~ '.

o
4J2j+l"~

o
4J2j~·-·

o4J .. --
2j-l

o 
'P2n+4

Abbildung 3.2.3

Dieses Wegesysta~ steht nun mit dem Wegesystern von Kap. 2.3 wie folgt in Ver-

bindung. Die Funktion g hat genau n+2 verschiedene kritische Werte, über denenO,t
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jeweils zwei gewöhnliche Doppelpunkte liegen. ~'li.r wählen ein stark ausgezeichne-

tes System °von Wegen von diesen kritischen Werten nach s . Es sei

(~1' ... '~2n+4) ein stark ausgezeichnetes System von 'benachbarten Wegen von den

kritischen Werten der benachbarten Morsefunktion go,t nach so. Eine zugehörige

stark ausgezeic~ete Basis von verschwindenden Zellen (6 1 , ..• ,6
2n

+4 ) hat dann

nach Bemerkung 2.3.14 die Schnittmatrix von Korollar 2.3.13. Wir ändern nun zu~·,

nächst die Numerierung der Wege durch zyklische Permutation

Anschließend wenden wir die Transformationen

an. Das resultierende Wegesystem ist dann gerade hamotop zu dem Wegesystem

° °(~1' •.• '~2n+4) • Eine zu diesem Wegesystem gehörige stark ausgezeichnete Basis

(e 1 , .•. ,e
2n

+4) von verschwindenden Zellen erhält man also aus (6 1 , •.. ,6
2n

+4)

durch entsprechende Änderung der Numerierung und Anwendung der obigen Transforma-

tionen.- Die zugehörige Schnittmatrix sieht demnach wie folgt aus. Im Fall n gera-

de gilt:

c {

0 für j = i + 1 , j gerade, 1 ~ i,j ~ 2n ,

<ei ,e j > (i,j) = (2n+1,2n+4) , (2n+2,2n+3)

(-1) n/2 für i < j sonst

Im Fall n ungerade gilt

c{
0 für j 1;1 i + 1 , j gerade, 1 ~ i, j ~ 2n , (i,j) :a (2n+2,2n+3)

<e. ,e.> (-1) (n+l}/2(_1}i+j für 1 ~ i < j ~ 2n sonst
1. J

(-1) (n+l}/2(_1)i+j+l für 1 ~ i ~ 2n , 2n+1 ~ j ~ 2n+4

< > = (-1) (n+l)/2(_1)j+le 2n+1 ,e j

<e
i

,6
2n

+
4
> = (-1) (n+1)/2(_1)i

j = 2n+2, 2n+3

i = 2n+2", 2n+3
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Durch Anwendung von Theorem 2.2.3 erhält man eine stark ausgezeichnete Basis

(e~ \ 1 ~ j ~. 2n+4 , 1 ~ r :: M. ) von verschwirldenden Zellen für die Singularität
J J

Tn
mit M. = 1 für j "# 2n+2, 2n+3 und M = q - 1 , M2n+3 = s - 1

2,q,2,s J 2n+2

und der folgenden Schnittmatrix

1 1 für 1 ~ j , j I ~ 2n+4<e . , e . 1 > 0 <e j , e . ,> ,
J J J

und für j' = 2n+2, 2n+3

{ -(-1) n(n-1)/2 für j :c:: j".

1 2 1 1
für j 2n+4<ej,e jl > = -<62 4,e.,> = ,

n+ J

0 sonst

r r+l
{ _~-1) n (n-l) /2 für j c j 1 , 1 ~ r < M.

<e j ,e
j

I > =: J

sonst

r
Nun transformieren wir die Basis (e.> mi t den zu den obigen Transformationen

J

inversen Transformationen

Diese Transformationen haben keine Auswirkung auf den Teilgraphen des Dynkindia

g~amms zu {e: I (r,j) > (l,2n+1)} . Die neue Basis bezeichnen wir mit (e~). Dann
J J

stimmt die Sc~nittmatrix von (e~, ... ,e;n+4) mit der Schnittmatrix von

(6i, ... ,62n+4 ) von Kap. 2.3 überein. Nun führen wir die dort angegebenen Trans~

formationen (B), (e) und (0) (abhängig von n) durch. Die neu erhaltene stark aus-

gezeichnete Basis von verschwindenden Zellen bezeichnen wir mit - - -(A 1,A." ••• ,A2 ).. ... n+q+s
- -

Dann stimmt die Schnittmatrix von (A 1 , ... ,A
2n

+
4

) mit der Schnittmatrix von

(61,... ,62n+4 ) von Kap. 2.3 überein. Nun wenden wir noch die folgenden Transfor

mationen an, mit denen lediglich die Numerierung geändert wird:
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Im Fall ungerader Dimension n nehmen wir noch die folgenden Orientierungswechsel

vor (vgl. die Bemerkung zur Abbildung 2.3.7). Zunächst für

n :::; 1

n ~ 3

dann in beiden Fällen

. rs.:!.l
x2n+2j+3' ] = 1, .•. , L2] i X2n+q+2j+l ' [ S-2

1J,j :: 1, ... ,

Dadurch erhalten wir schließlich eine stark ausgezeichnete Basis ().1').2 . '·').2 )n+q+s

von verschwindenden Zellen mit dem Dynkindiagramm von Abbildung 3.2.4.

4

2

1

AbbildWlg 3.2.4

n+2 n+1

V
n

2n+q+s

Es sei rr:n der Graph von Abbildung 3.2.5 mit m = 2n + p + q + r + s - 4 .p,q,r,s
nDann ist der Graph VOn Abbildung 3.2.4 stark äquivalent zu dem Graphen IT
2

2 •
,q, , s

Er unterscheidet sich nämlich nur in der Numerierung der Ecken von diesem Graphen.

Diese Numerierung kann aber durch Zopf transformationen und Orientierungswechsel

entsprechend geändert werden. So kann etwa die Reihenfolge der Ecken bei dem
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Teilgraphen zu {A2n+1, ... ,A2n+q+l} durch die folgenden Transformationen genau

umgekehrt werden:

X 2 l,x2 2,···,x2 1·n+ n+ n+q+

....

y
n

nAbbildung 3.2.5: Der Graph TI
p,q,r,s

(B) segresymbol {1, ... ,1,2}

m-2n+4 m-2n+3 m

Zur Berechnung benutzen wir in diesem Fall die Abbildung f = (f1 ,f
2

)

Hierbei sei 3 ~ s und es gelte wie im Fall (A)
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1 Re 0 f··- J.' < J'- -4 < Re a. < a. < ~
1. J

o < Im a a Im a. «1 für i ~ i, j ~ n ,
i J

wobei wir die Bedingung an Im a. wieder später festlegen~ Als lineare Funktion
1.

~ wählen wir wieder die letzte Koordinatenfunktion z 2~ Dann berechnet:man leicht:n+

wobei

2n+2
U

i=l

L2 · = {zi = 0J-X
für Z :a (-1)x V-2a :z

j J n+2
zn+l

L = {z. = 0 für i = 1 n2n+l+x 1. ,.~., , zn+2-x = O} ,

für 1 ~ j ~ n und x E {O,l} . Man berechnet

p. = 2 für i = l, ..• ,2n
J.

P - 22n+l - , P2n+2 = s .

Wieder definie..rt eine Singularität vom Typ [) 3 ~ Analog zum Fall
n+

(A) studieren wir die kritischen Punkte und Werte der Funktion g X I + .....E:,t: t '1.0,

die für E: + 0 und t ~ 0 gegen 0 gehen. Die kritischen Punkte, die für t = 0

auf den Zweigen L2j -
x

für j = l, ... ,n, x E {O,l} liegen, haben näherungsweise

für x = 0,1 jeweils die folgenden kritischen Werte

-E:,t
s.

J

Die übrigen vier kritischen Punkte ergeben sich als Lösungen der folgenden Glei-

chungen, die für E: ~ 0 gegen 0 streben:

Z. = 0 für j = l, ... ,n ,
J

2z z = t ,n+l n+2

4 3 2 2 s+2
4z 2 - 4e:z - t - sZn+2 = 0 .n+ n+2
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Die ~ugehör~gen kritischen Werte sind die Bilder dieser Lösungen unter der Abbil-

dung

3 2 1 2 2
z ~ 2(z - -4 s} - -S. S + o(€ } ·n+2. n+2

Das Verhalten dieser kritischen Werte läßt sich schematisch wie in Abbildung

3.2.6 angegeben darstellen.

E: , t
.... 0
s-2n+1

....€o,t _€o,t
s s2n+22n+3

0 + • )0-0( I •
-t t 2

So

Abbildung 3.2.6

Wenn wir die gleiche Bedingung wie unter (A) an Im a. stellen, so ist Abbil
~

dung 3.2.6 wie in Abbildung 3.2.1 zu ergänzen. Die weitere Rechnung verläuft dann

genau wie in (A) und wir erhalten schließlich eine stark ausgezeichnete Basis von

verschwindenden Zellen mit dem Dynkindiagr~ TIn von Abbildung 3.2.5
2,2,2,s

(m = 2n + 2 + s) •

Man vergleiche diese Ergebnisse mit denen von Kap. 2.5. Für die Singularität

n
T2233 haben wir dort das Dynkindiagramm von Abbildung 2.5.4 erhalten. Dieser

nGraph ist stark äquivalent zu dem Graphen TI
2233

.
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3.3 Die J(n-1)_ und K(n-1)-serie

wir berechnen nun Dynkindiagramme der Singularitäten der beiden Serien von Singu-

laritäten beliebiger Dimension, die in Abschnitt 3.1 eingeführt wurden.

Jede dieser Singularitäten wird durch eine Abbildung der Form

gegeben, wobei die a. E tt für
~

i = 1, ... ,n-1 alle paarweise verschieden und

verschieden von den Eigenwerten des 2-Jets von f sind. Nach [wall
2

, Proposition

3.1] folgt daher

Lemma 3.3.1: lJ(f) = lJ(f) + 2(n-1) .

Durch f(x,y,z) = 0 wird eine Raumkurve mit isolierter Singularität in 0 definiert.

Zur AnwendlUlg der Methode von Kap. 2.2 'Ilählen wir als lineare Funktion l; die Koor-

dinatenfunktion z. Dann gilt für die Polarkurve E
z

(f
2
):

wobei Xl -= f-1 (O)
1

2n-2
= ( U Li) U t z (f2 Ix'

nw}
i=l

und W = {(Wix,y,Z) ~ ttn+2 I w. = 0
~

für i = 1, ... ,n-l } ist.

Die Kurven Ei für i = 1, ... ,2n-2 sind irreduzibel und für die entsprechenden In

varianten p. und v. gilt: Pi = 2, v. = 1 . (Mit Hilfe von Satz 2.1.4 und Satz
~ ~ 1.

2.1.5 erhält man damit einen anderen Beweis Von Lemma 3.3.1 in den betrachteten

Fällen~ )

-Wie bei [wall4 ] eliminieren wir nun die Variable x aus den Gleichungen f
1

= 0

und f
2

= 0 . Dadurch erhält man eine Funktion L f
x

in den Variablen y,z , die

zu einer der Serien in Arnolds Klassifikation [Arnold
2

] gehört. Dieser Elimination

entspricht geometrisch die folgende Operation: Die durch f = 0 gegebene Raumkurve

besteht aus der x-Achse und einer Raumkurve X im Fall J bzw. nur aus einer Raumkur-

ve X im Fall K. Dann ist (L f) (y,z) = 0 gerade die Gleichung der Projektion von
x
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Xin die (y"z) -Ebene. Die Polarkurve L
Z

( f 2 1x1nw) ist dann die vereinigung der

x-Achse mit einer Kurve L, deren Projektion in die (y., z) -Ebene g~rade die Polar-

kurve L (L f) von L f ist. Es sei
z x x

L (L f) ::I

Z X

R
U

i=l

L L
die Zerlegung von L (L f) in irreduzible Komponenten L., und P. seien die zugehö-

z x ~ ~ -.

rigen Invarianten von Kap. 2.1. Es sei E
2

2 ., i = l, ..• ,t , diejenige Komponen
n- +~

te von L, die auf L~ projiziert wird, und P2 2 . sowie v2 2 . die zugehörigen
~ n- +~ n- +~

Invarianten. Wir werden bei beiden Serien Beziehungen zwischen pLi und P2 2 . er
n- +~

halten. Mit Hilfe von Satz 2.1.4 und Satz 2.1.5 erhält man dann auch eine Formel,

die die Milnorzahl ~(f) mit der Milnorzahl ~(L f) in Beziehung setzt. Schließlichx

wird auch zwischen den Dynkindiagrammen von f und Lxf eine BeziebDng bestehen.

Zur Berechnung der Dynkindiagramme betrachten wir wieder die Abbildung

2
9 m (f

1
,f

2
+z ) . Sie definiert eine Singularität vom Typ D

n
+

3
• Wir studieren wie-

der das Verhalten der kritischen Werte von gE,t = f
2

+ (Z-E)2I xl für E + 0 •
t

Da wir nur an kritischen Punkten interessiert sind, die für E + 0 und t + 0

gegen 0 streben, können wir die Koordinaten der kritischen Punkte als Potenzrei-

hen in E und t ansetzen und die Anfangsterme bestimmen, die dann das asymptotische

Verhalten der kritischen Punkte beschreiben.

Wir gehen nun auf die Ergebnisse der Rechnungen im einzelnen ein.

(n-l) .
(A) Die J -Ser~e (Segresymbol {1, ... ,1,3})

In diesem Fall setzen wir voraus, daß für die a
i

gilt: a
i

E lR ,

für i < j, 1 ~ i,j ~ n-1

o < a. < a
~ j

Die Kurven L2j - 1 und L2j für j = 1, ... ,n-1 sind die Zweige derjenigen Kurve,

die durch die folgenden Gleichungen gegeben wird:
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x = -a~z ~ (dQ/ay) (y.,z) ,

y =: a.z ,
J

2w =:
j

w, =: 0
1.

für 1 ~ i # j ~ n-1 •

Nach Elimination von x aus den Gleichungen .E
1

(x,y,z)
2= 2xz - y , = 0 und

f 2 (x,y,Z) = 2xy + Q(y.,z) = 0 ergibt sich die Funktion

(L f) (y,z) = 2y3 + 2zQ(y,z) .
x

3Dies ist eine Pränormalform für FUnktionen mit 3-Jet y". Diese bilden nach Arnold

[ArnOld
2

] die E/J-Serie. Wir folgen C.T.C. Wall, indem wir E für Arnolds Jp,r p,r

schreiben. Damit bilden die Funktionskeime mit 3-Jet y3 einfach die E-Serie. Die

Zuordnung L liefert eine Bijektion zwischen den ~-konstant-Stratavon f und denen
x

der E-Serie.

Die Polarkurve L (f21 In ) wird durch die Gleichungenz X W

2xz + 2y2 + z(8Q/8y) (y,z)_=: 0 ,

2xz - y2 Cl 0

in W gegeben. Für die Polarkurve von L f gilt
x

L (L f) = {(y , z) 1 3y
2 + Z ( aQ/ ay) (y, z) = O} •

z x

Die Anzahl t der ir~eduziblen Komponenten dieser Kurve ist gleich 1 oder 2, ab-

hän~ig von Q. Es gilt

L 1 für i 1 , •.. , ~p =: P. - =2n-2+i 1.

~(f1,f2-ez) = 3 ,

\11
:::I 2 für t :::::a 1 und \)1 = \I = 1 für t ::I 2 .2

Damit erhält man aus Satz 2.1.4 und Satz 2.1.5 zusammen mit Lemma 3.3.1 (vgl. auch

[wall
3

, Lemma 5.1j):
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Lemma 3.3.2: ~(f) = 2(n-1) + ~(L f) + 1 6
X

Auf L
2j

_
1

und L
2j

für j = l'666,n-1 l~egt jeweils ein von Null verschiedener

kritischer Punkt von g o. Die zugehor.igen kritischen Punkte von 9 t haben asymp-
E, E,

totisch für E + 0 und t + 0 den kritischen Wert

3a.
]

ajt + -3--
a. + 1

]

2
E

Für die kritischen Punkte von gE,t' die für t = 0 auf Lz (f2 Ix'
nw) liegen, gilt:

Nach Elimination von x aus den Gleichungen für die kritische Menge von g t erhält
E,

man die folgenden Gleichungen für die Anfangsterme der Koordinaten dieser Punkte,

angesetzt als Potenzreihen in E und t:

2 1
Y = - 3' t ,

(Z2(Z-E) + v=I(Vt/3)3) (Z2(Z-E) - v:TeVt/3)3) = 0

Die Anfangsterme der kritischen Werte sind die Bilder der Lösungen dieser Glei-

chungen unter der Abbildung

Z ~ 3(z _ ~ E)2 1 2
3 - 3' E

auBer für z = E • In diesem Fall werden die Asymptoten der kritischen Werte durch

Satz 2.2.1 gegeben und sind von Q abhängig. Nach den Bedingungen an die ordnung

2der Terme von Q sind, sie von der Ordnung O(E ). Also gilt die obige Näherung bis
2 .

auf Ordnung a(E. ) auch für z = E •

Man berechnet nun, daß das Verhalten der kritischen Werte von g t für t # 0 ,
E,

E = EO + E = 0 , wie in Abbildung 3.3.1 schematisch dargestellt werden kann. Die

ser Abbildung liegt eine Computerzeichnung zugrunde, die mit Hilfe eines einfachen

BASIC-Programms auf einem Homecomputer (Schneider CPC 6128) angefertigt wurde.

Dieses Programm beruht auf der Tatsache, daß es für festes t und festes Argument
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von z höchstens zwei Lösungen (Z,E) der Gleichung (*) mit 0 ~ E ~ EO geben kann,

und diese können explizit angegeben werdena

E , t
- 0
s3

Abbildung 3 a3 a1

E
O

= 0,1

t - 0,0022

Wie in Abschnitt 3 a2 ersetzen wir nun die Familie von Funktionen g t für
E,

E E [O,E
O

] durch eine stetige Familie von benachbarten Morsefunktionen gE,t mit

lauter verschiedenen kritischen Wertena Dabei spalten die kritischen Werte s~,t
J

i = 1,2,3,2n+2,2n+3,2n+4 , einfach als Geradenstücke. Die ande-

von den kritischen Wer
E

9 t in der angegebenen Reihenfolge zum Basispunkt s 0 = 0 a Dabei wählen
EO' E

O
Wege <Pi'

ten von

wir die

für j = 4,aa.,n+2 in jeweils zwei kritische Werte s~j~4 und s~j~3 aufa ~~ir wäh-
E

O
E

O
len nun ein stark ausgezeichnetes ~~egesystem (<P 1 ' a a a,<P2n+4)

ren Wege sollen glatt und die Realteile der Tangentenvektoren in jedem punkt nega-

tiv sein. Dann ist die Bedingung (V) erfüllta Analog zum Abschnitt 3a2 wählen wir

eine Homotopie E E [O,E
a

] des Wegesystems mit den dort angege-

benen Eigenschaften. Dann sieht das Wegesystem wie in Abbildung
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3.3.2 angegeben aus.

s

Abbildung 3;3.2

Ein solches Wegesystem erhält man aus einem stark ausgezeichneten System

(~1' •.. '~2n+4) von Wegen für 90 ,t gemäß Kap. 2.3 wie folgt: Wie in Abschnitt 3.2

ändern wir zunächst die Numerierung durch zyklische Permutation

Das neue Wegesystem definiert dann nach Bemerkung 2.3.14 eine stark ausgezeichnete

Basis von verschwindenden Zellen, deren Schnittmatrix nach geeigneter Wahl der

orientierung der Zellen mit der Schnittmatrix der Basis (6i, ... ,62n+4 ) von Kap.

2.3 "übereinstimmt. Das obige Wegesystem erh!l t man dann (bis auf

Homotopie) aus einem solchen Wegesystem durch die Transformationen

Es sei (e 1 , •.. ,e2n+4) diejenige stark ausgezeichnete Basis von verschwindenden

Zellen für g, ·die aus der obigen Basis durch Anwendung der Transformation S2 und

a2n+3 herVorgeht. Nach Theorem 2.2.3 bestimmt diese Basis eine stark ausgezeichne-
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te Basis (e~) von verschwindenden Zellen für f. Auf diese Basis wenden wir die
J

Transformationen a
1

und 6
2n

+4 an,. die invers zu den obigen Transformationen sind.

Dann erhält man schließlich eine stark ausgezeichnete Basis von verschwindenden

Zellen (e~ I 1 ~ j ~ 2n+4 ,.
J

(i) Die Schnittmatrix von

1 ~ r ~ M.) für f mit den folgenden Eigenschaften:
J

1 1
(e 1 , •.. ,e

2n
+4) st~t mit der 5chni ttmatrix von

(ii) Die vollständige Schnittmatrix errechnet sich aus den Formeln von Theorem

2.2.3.

Für die Zahlen M, gilt dabei
]'

M, = 1 für j # 2,2n+3 ,
J

M :::I M
L

- 1 ,
2n+3 2

00 ' L L d' 1 [ . ]wo 1 MI' M2 1e entsprechenden Zah en aus der Tabelle I von Gabr1elov
3

für die

Singularität L f sind. Man erhält damit im einzelnen die folgende Tabelle, wobeix

wir jeweils die Gleichung von f angeben, die zur Berechnung benutzt wird.

Tabelle 3.3.1

, Notation Abbildung ~ M
2

, M
2n+3

J (n-1) 2 3k+3 3k+2,3k+26k+2n+S (2xz-y ,2xy+z )

J (n-1) 2 2k+2
3k+3,3k+26k+2n+6 (2xz-y ,2xy+yz )

J(n-I) 2 3k+4 3k+3,3k+36k+2n+7 (2xz-y ,2xy+z )

J (n-1) 2 2 k 3k+2+i 3k+i+1,3k+1k+l,i (2xz-y ,2xy+y z +z )

(B) D~e K(n-l)-ser~e (S beI.- .- egresym {1, ... ,1,(1,2)})

In diesem Fall setzen wir voraus, daß für die a
i

die entsprechenden Voraussetzun-

gen wie in Abschnitt 3.2.gelten.
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Die Kurven L
2j

_
1

und L
2j

für j = 1, .•. ,n-l sind die Zweige derjenigen Kurve,

die durch die f~lgenden Gleichungen gegeben wird

x =-- a.z ,
J

1
ajy == "2 (aw3y) (y.,z) ,

-..2
w =j

2'~ 2
-2a.z - y

J
w. = 0

1.
für 1 ~ i # j ~ n-1 .

Nach Elimination von x aus den Gleichungen
2

f
1

(x,y,z) = 2xz + Y = 0 ,

- 2f
2

(x,y,z) ~ x + Q(y,z) = 0 ergibt sich die Funktion

(L f) (y,z) = y4 + 4z2Q(Y,z)· .
x

Dies ist eine Pränormalform für Funktionen mit 4-Jet y4. Die Funktion L f gehört
x

also nach [ArnOld
2

] zu einer der Serien Z, W, X, Y, und wir haben eine Bijektion

zwischen den ~-konstant-StrataVon f und denen dieser Serien.

Die Polarkurve Lz(f2Ix'nw) wird durch die Gleichungen

2xy - z(3Q/3y) (y,z) cO,

y2 + 2xz = 0

in W gegeben und die Polarkurve von L f durch
x

2 .
z (3Q/3y) (y.,z) = 0 .

Die Anzahl ~ der irreduziblen Komponenten dieser Kurve ist gleich 1, 2 oder 3.

Durch Betrachtung der Puiseuxparametrisierungen dieser Komponenten kann man leicht

zeigen:

p = pL _ 2 für i = 1, ... ,2 .
2n-2+i i

AuBerdem gilt

R
L

i=l
v. = 3 ,

1.
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oamit erhält man aus Satz 2.1.4 und Satz 2.1.5 zusammen mit Lemma 3.3.1 (vgl.

auCh [wall
3

, Lemma 5.2]):

Lemma 3.3.3: 11 (f) = 2(n-1) + 11(L f) - 4x

Auf L
2j

_
1

und L
2j

für j a 1, ... ,n-1 liegt jeweils ein von Null verschiedener

kritischer Punkt von 9 o. Die zugehörigen kritischen Punkte von 9 t haben asyrnp-
E, E,

totisch für E + 0 und t + 0 den kritischen Wert

2
a.

2
a.t -

]
E

] 1 2
- a j

Für die kritischen Punkte von gE,t' die für t ~ 0 auf Lz (f2 IX1nw) liegen, be~

rechnet man das folgende. Vier dieser kritischen Punkte haben kritische Werte, die

a~ptotisch mit den Näherungswerten für die kritischen Werte s~,t mit
~

i = 2n+1, ... ,2n+4 von Abschnitt 3.2 (B) (vgl. Abbildung 3.2.6) übereinstimmen.

Zusätzlich hat man zwei weitere kritische Punkte, die näherungsweise durch

(x,y,z) = (±vt,O,E) gegeben werden, und deren zugehörige kritische Werte min~

stensvon der Ordnung O(E2) sind, wobei die genaueren Werte von Q abhängen. Bis

auf diese zwei zusätzlichen kritischen Werte und den fehlenden kritischen Wert

-E,t
s hat man also genau dia Situation von Abschnitt 3.2 (B).

n

Eine analoge Rechnung wie in 3.2 (B) ergibt dann eine stark ausgezeichnete Ba

sis (e~ I 1 ~ j .::: 2n+4, 1 ~ r .::: M.) von verschwindenden Zellen für f mit den glei-
] ]

h E . h ft . b· d t h d . f ~ d . (n-1 ) . d'c en ~gensc a an w~e e1 er en sprec en en Bas~s ur ~e J -Ser~e un m~t

M
j

= 1 für j '# 2 ,2n+2', 2n+3 ,

M = ML - 2 ,
2 2

L
M = Mt - 2 ,2n+3

wobei ML ML ML die entsprechenden Zahlen. für die Singularität L f sind. (Tat-l' 2' 3 x

sächlich ergibt die Rechnung M = 1
2

L d'und M2n+l = M2 - 2 , aber urch d1e Trans-

formation 02n' gefolgt von Transformationen wie in Bemerkung 2.3.14 und eventuel~

len Orientierungswechseln, kann man die obige Basis erhalten, deren Numerierung
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der Numerierung im Fall der J(n-1)-Serie entspricht.)

Insbesondere erhält man aus der Tabelle von [Gabrielov3l die folgende Tabelle.

Hierbei beschrAnken wir uns auf diejenigen Abbildungen f, für die L f zur W-Ser±e
K

gehört. (Nach [waI1
3

] sind nur unter diesen und zwar nur für n = 1,2 X-unimoda

1e Abbildungskeime zu finden.) Wir folgen der Notation von [wall
3

].

Tabelle 3.3.2

Notation Abbildung f M2,M2n+2,M2n+3

K(n-1) (2xz+y
2 2 4k-l) 4k-2,4k-2,4k-212k+2n-6 ,x +z

K(n-1) (2xz+y2 2 3k-l) 4k-2,4k-2,4k-l12k+2n-S ,x -yz

~n~l) (2 2 2 2 2k-l 4k+i) 4k+i-1,4k-1,4k-1
,l.

xz+y ,x -y Z +z

~n-1),~:, 2 2 1- 2 2k-l 3k+q-l 1 4k
4k-l,4k+q-l,4k+q-2,2q-l (2xz+y ,x - 2 y Z +yz + 4 z )

(n-1) #~ (2 2 2 '1 2 2k-1 2 2k+q-1 1 4k) '.

l<k.,2q I
xz+y ,X - 2 y z +y Z + 4 z 4k-l,4k+q-l,4k+q-l

K(n-l) 2 2 3k
4k,4k,4k-112k+2n-1 (2xz+y ,x -yz )

K (n-1) 2 2 4k+l
4k, 4k, 4k12k+2n (2xz+y ,x +z )

Wir betrachten nun diejenigen Singularitäten der Tabellen 3.3.1 und 3.3.2, die

in der Hierarchie der entsprechenden Serien ganz unten stehen. Das bedeutet, daß

alle anderen Singularitäten der beiden Serien in diese Singularitäten deformieren.

Es sind dies die Singularitäten J(n-l) J(n-1) J(n-l) (k=O) K(n-1) und K(n-l) (k=l).
2n+5' 2n+6' 2n+7 ' 2n+6 2n+7

Die Dynkindiagramme dieser Singularitäten lassen sich auf eine "Normalfonn" trans-

formieren, die eine Erweiterung des Graphen TIn darstellt.
2,q,2,s

Satz 3.3.4: . i 1 . - (n-l)Dl.e 5 ngu arl.tat J
2

2
n+ +5

für 5 = 3,4,5 besitzt eine stark ausgezeich-

nete Basis von verschwindenden Zellen mit dem DYnKindiagramm nn
2

2 2 und die 5in-
, , ,5

gularität K{n-1) für s ~ 3,4
2n+3+5

--neine solche Basis mit dem Dynkindiagramm TI
2,3,2,s·
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Hierbei ist rrn der Graph von Abbildung 3.3.3 mit m = 2n+p+q+r+s-3 .
p,q,r,s

m-2 (n=l: m)

Abbildung 3.3.3:
-n

Der Graph TIp,q,r,s

V
n

""/

"m-2n+3 m-2n+2,," In rn-l )

m-2}

Beweis:
. (n-l) (n-l)

Wir oetrachten nur d1e Fälle J 2n+S und K2n+6 . Die anderen Fälle kann

man dann ähnlich wie in [Ebeling
1

] auf diese Fälle zurückführen. Für diese Singu

laritäten haben wir oben jeweils eine Basis .(e~ [1::: j::: 2n+4,1::: r:: M
j

) = (e1, ... ,e
m

)

erhalten, wobei die Schnittmatt±x von

aus Kap. 2.3 für die Singularität 0 3 übereinn+

stimmt. Wir wenden auf diese Basis nun wieder die Transformationen (B), (c) und

(D) aus Kap. 2.3 an, wobei allerdings der Block (B) von Transformationen etwas ab-

geändert wird. Die Transformationen von Block (B) ersetzen wir durch die folgen-

den Transformationen:
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'.
cx

2
,Cl

3
, .• ~ ~ ,(12n 1

nur für n::: 2

Bis auf die mit (*) bezeichneten Transformationen sind dies Transformationen des

zugrundeliegenden Dynkindiagramms von Ö 3"' Sie stimmen bis auf Transformationen,n+

die nur die Numerierung ändern, mit den Transformationen (B) überein ~

Die resultierenden Dynkindiagramme stimmen dann bis auf Numerierung und Orien-

... n
tierung der Basiselemente mit den angegebenen Graphen vom Typ TI überein undp,q,r,s

können leicht durch. weitere Zopftransformationen und Orientierungswechsel in sie

überführt werden~ Damit ist Satz Z~3.4 bewiesen.

Bemerkung 3"3~5: Die Abbildung 3~3~3 ist so zu verstehen, daß für den Fall

n = 1 :die Ecken mit Nummer rn-Zn und rn-2 und die Ecken mit Nummer rn-Zn+l ur.d rn-l zu

identifizieren sind. Insbesondere ist die Ecke m nur mit der Ecke m-l verbunden.

Im Fall n::: 2 ist aber ein Graph von der Form von Abbildung 3.3.3, bei dem die

Kante zwischen der Ecke m-2 und der Ecke m-2n+Z weggelassen ist, im allgemeinen

kein Dynkindiagr~ zu einer stark ausgezeichneten Basis von verschwindenden Zellen.

Das folgt daraus, daß z.B. für n = Z und (p,q,r,s) = (2,2,2,3) das charakteri~

stische Polynom des zugehörigen Coxeterelernents kein Produkt von Kreisteilungspoly-

-n
nornen ist. Er ist aber wohl schwach äquivalent zu dem Graphen TI " Denn durch

p,q,r,s

die Transformationen

cx (m-2n+2),a 1 (m-2n+2)m m-

-n
kann eine Basis mit dem Dynkindiagramm rr in eine schwach ausgezeichnete Ba-p,q,r,s

sis (Al', ... , Af ). m transformiert werden, für die <Al AI > = 0 gilt. Das
m-2 m-2n+2
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bedeutet aber, daß die Basis (e 1 , ... ,em) mit

e :=
1 AI 2 'rn-

e =.\ 1
2 m

e a AI
3 rn-1

und {e1, ... ~em} = {Ait ••• ,A~} eine spezielle Basis im Sinne von Definition 5.4.1

ist. Für das zugehörige Gitter H gilt

H: = Q~rs.1. U.L ker H: , dim (kar ih = n-1 t

nwobei das Gitter Qpqrs in'Kap. 4.1 definiert wird. Insbesondere zeigt ein Vergleich

A n
mit den Resultaten von Kap. 2.5, daß die Gitter H für die Singularitäten T2233

und J(n~1.) übereinstimmen.
5+2n

Wir werden nun im folgenden die Fälle n = 1 und n = 2 genauer studieren.

3.4 Einfache Raumkurven

Wir betrachten nun speziell den Fall der Dimension n = 1 , also den Fall von Raum-

kurvensingularitäten. wir wollen die Dynkindiagramme der einfachen (O-modalen)

Raumkurvensingularitäten studieren. Eine isolierte Singularität (x,x) eines voll-

ständigen Durchschnitts heißt, einfach (O-modal),- wenn in der semiuniversellen De-

formation von (X,x) nur endlich viele Isamorphieklassen von Singularitäten vorkom-

men. Die einfachen isolierten Singularitäten Von vollständigen Durchschnitten wur-

den von M. Giusti klassifiziert [Giusti t ]. (Die Klassifikation ist implizit auch

schon in [Mather 1 ] zu finden.) In Dimension n ~ 1 gibt es außer den einfachen

Hyperflächensingularitäten nur einfache··~Raumkurvensingularitäten,genauer Singula

ritäten von Abbildungskeimen f: (~3,O) + (~2,O) . Es sind dies die folgenden 5in-

gularitäten:

55 = D4
1 ::: 65 = T , l.l ;

J.l 2,2,2,1.l-3

T = Tl
l.l = 7,8,9

l.l 2,3,2,1.l-4



U ::2 J
lJ lJ

W ::; K
lJ Il

lJ = 7,8,9

lJ = 8,9
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sowie die Singularitäten Z9 und Z10' deren 2-Jet nicht regulär ist. Wir haben da-

bei die Notation von Giusti unserer bzw. Walls Notation gegenübergestellt.

Die einfachen Raumkurvensingularitäten mit regulärem 2-Jet sind also bereits

in den bisher betrachteten Klassen von Singularitäten enthalten, und wir. haben für

sie schon Dynkindiagramme berechnet. Insbesondere kann man für sie Dynkindiagram-

me von der Form TI
1

(Abbildung 3.2.5) oder n1
(Abbildung ~.3.3) finden.p,q,r,s p,q,r,s

Wir betrachten nun eine etwas allgemeinere Klasse von Graphen, die diese Graphen

umZaBt. Der allgemeine Graph dieser Klasse ist in Abbildung 3.4.1 dargestellt •

. P +p -1. t 2

Abbildung 3.4.1:

••

Die Graphen e
Pl' ... ,Ph

•

-und 0
Pi,···,Ph

P1 +...+Ph_1-h- 2

~1

Den Graphen von Abbildung 3.4.1.bezeichnen wir mit 0 . Den Teilgraphen
Pi ' • .. 'Ph

ohne die Ecke A bezeichnen wir mit 0 . Für die Zahl p gilt
p Pi ' ... , Ph



h
p = E

i=l
p. - h + 3 .

1.
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Insbesondere gilt dann == 8p,q,r,s
und

-1
TIp,q,r,s = ep,q,r,s . Nach Ab-

schnitt 3.2 und Satz 3.3.4 hat man dann das folgende Resultat.

Satz 3.4.1: Die einfachen Raumkurvensingularitäten, die durch AbbildungSkeime

f: (~3,0) + (~2,0) mit regulärem 2-Jet gegeben werden, besitzen stark ausgezeich-

nete Basen von verschwindenden Zellen mit Dynkindiagrammen der Form 8 oderp,q,r,s

~ wie in Tabelle 3.4.1 angegeben ist.
p,q,r,s

Tabelle 3.4.1

Notation (w
1

,w
2

,w
3

;d1 ,d
2

) Dynkin-
N Verschwindendes Gitter (H,.6.)

diagramm

- (1,1,1;2,2) 82222
Aodd (1;3;0)55 °4 2

fi i l i 1 . l} t:
odd i gerade5 3+ i , 1 2'2' ;2' + ,1.

A (1, ... ,1;3;0)

T2 ,2,2 ~.i
(i,i,2;i+2,2i)

82 ,2,2,i ev
i Wlgerade. > 3 A ( 1, ..• ,1; 2)1. _

1
(3,2,2;4,6) 8

2233
6

~
T7 T2323 01 (1,1,1;1)

I

1
(6,4,3;7,12) 8

2234
12 *tTa T2324

o (1,1,1;2;00)

Tg
1

(15,10,6;16,30) 8
2235 30 #T2325 00 (1,1,1 ,1; 1)

(5,4,3;S,9) °2223
9

~
U7 J 7 °1(1,1,1;1)

(4,3,2;6,7) 82224
7 #Us J S

o (1,1,1;2;00)

(7,5,3;10,12)
°2225 12

;;
U

9 J
9

0
0

(1,1,1,1;1)

Ws (5,6,4; 10,12)
°2233 12 1:t:Ka °0(1,1,1,l i O)

(4,5,3;8,10)
°2234

"#
W

9
Kg 10 o (1,1,1,1;1,00)

Die einfachen Raumkurvensingularitäten haben quasihomogene G1eichungen. Aller-

dings kann man nicht in jedem Fall quasihomogene Gleichungen finden, bei denen f
1

nicht ausgeartet ist. Dennoch sind die Monodromie c Wld die rela~ive Monodromie c

in jedem Fall von endlicher OrdnWlg N, und N stimmt mit dem höheren Grad der qua-
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sihomogenen Gleichungen überein-(vgl. Theorem 1.6.5). Wir haben in Tabelle 3.4.1

für jede Singularität jeweils die Bezeichnung von Giusti, unsere Bezeichn~g bzw.

und d
j

die Grade der G~eichungen bezeichnen, das Dynkindiagramrn, die Coxeterzahl

N und den Typ des verschwindenden Gitters in der Klassifikation von Janssen [Jans-

sen2 ] angegeben.

Bemerkung 3.4.2: In [Giusti 1 ] sind ebenfalls Dynkindiagramme für die einfachen

Raumkurvensingularitäten angegeben, die allerdings nur ~ und nicht m = ~ + 1

Ecken haben. Der Zusammenhang mit diesen Graphen ist der folgende-; Wendet man auf

einen Graphen 9
2

2 (oder 6
2

2 ) die Transformationen, ,r,s , ,r,s

S3' S4 ' • • • , S 1 ; ß 1 ; 0.1 ' (12 ' • • • , (1 4; x , x 3"p- p- p- p p-

an, so hat der resultierende Graph die Gestalt von Abbildung 3.4.2.

Abbildung 3.4.2

Es sei (Al' , ••• ,A I 1C,AI)) die zugehörige stark ausgezeichnete Basis von H. Dannp- p

ist AI - AI E ker H . Das Dynkindiagramm von Giusti ist der Graph, denp-l p-4 man
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nach Entfernen der Ecke zu A~_l erhält. Das Dynkindiagramm von Giusti ist also ein

Dynkindfagramm zu einer Basis von verschwindenden Zykeln von H, die sich zu einem

stark ausgezeichneten Erzeugendensystem von verschwindenden Zykeln erweitern läßt.

Wir studieren nun die allgemeinen Graphen e und e von Abbil-
P1,···,Ph P1,···,Ph

dung 3.4.1 genauer. Zunächst folgt eine allgemeine Bemerkung.

Es sei 0 ein Dynkindiagramm mit Ecken (A 1 , ... ,Ap) • Dann kann man diesem Gra

phen verschiedene Schnittmatrizen und Coxeterelemente wie folgt zuordnen. Es sei

E = (_1)n(n+1)/2 . Es sei yen) = yen) (0) die pxp-Matrix «v~~») mit
1J

{ ±E

E für i = j

(n)
0 für i > jv .. = ,

1J

Iv~~) I für i < j ,
~J

wobei lv~~) I für i < j die Anzahl der Kanten zwischen den Ecken A. und A. ist,
1J 1 J

und das Yorzeichen ±E von dem Gewicht der Kanten abhängt (+E falls Kanten gestri-

chelt, vgl. Kap. 1.5). Wir setzen

A(n) =,A(n) (D) = yen) + (_l)n(V(n»t

e(n) = e(n) (D) = (_1}n+1(v(n»-1(v(n})t .

Dann ist c(n) die Matrix des Coxeterelements e(n) ".:zu einer Basis (>-in), ••• , A~n) }

eines Gitters L(n} mit Schnittmatr±x A(n} (vgl. Satz 1.6.3). Die Matrizen 2(n)

~(n-1) ~(n)
und C unterscheiden sich also nur um ein Vorzeichen, und die Matrizen C

und C(n-2) sind gleich. Insbesondere haben die Matrizen e(n) und C(n-1} bis aufs

Vorzeichen die gleichen Eigenwerte und ihre Jordannormalformen sind bis aufs Vor-

zeichen der Eigenwerte gleich. Wir schreiben

p(n} (D) (t) = det(t.1-C(n}}

" (n)für das charakteristische Polynom von C .

Es sei nun D einer der durch die Abbildung 3.4.1 definierten Graphen, also
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D = e oder D = e , wobei 2::: P
1

::: ••• ::: P
h

. Wir betrachten
p 1 ' • .. , Ph P 1 ' . • •Ph

"(2)() d d hd' hn' t"' (2)() , ,zunächst das Gitter L D, as ure ~e Sc ~ttma rIX A D zu e~ner Bas~s

liegt

das vondefiniert wird. Es sei Q
Pt ' ... , Ph

D = e
Pt ' ... 'Pr{

(2) (2) (2) (2)
(Al , ••• ,A

p
_ 1) bzw. (Al , ••• ,A

p
)

(2) (2)
den Vektoren Al , ••• ,A

p
_

2
aufgespannte Gitter. Im Fall

der Vektor A(2) A(2) in ker i(2) (0) und es gilt
p-l p-2

i(2) (0 ) = Q ~
P 1 ' .•• , Ph P 1 ' ..• , Ph

( ,(2) _ ;\(2»
Zl. "p-l p-2

Im Fall D = 0 bildet die Basis (;\(2) ,;\(2)1, ••• ,A
1
(2» eine spezielle

P1,···,Ph p p-

Basis im Sinne von Definition 5.4.1. Also gilt

Wir untersuchen nun das Gitter Q • Mit Hilfe der Formel im Beweis von
P 1 ' ... 'Ph

[Ebeling
1

, Satz 2.1.1] berechnet man, daß für die zugehörige Diskriminante (d.h.

die Determinante der Schnittmatrix) gilt

disk(Q )
Pt ~ • • . 'Ph

h h
= (-1) P n p, (L 1

j=l J i=l Pi
(h-2) )

Es sei k o 0 dim(ker Q ) und k bzw. k die Dimension eines maximal. po-
P1,···,Ph + -

sitiv bzw. negativ definiten Unterraums von 0 ® lR . Dann haben wir die
--p 1 ' . • . , Ph

folgenden Äquivalenzen:

> h 1 >
( -1 ) Pdisk (Q ) = 0 # L -::2 h - 2 #

P1,···,Ph < i=l Pi <

(0,0)
(ko,k+) == (1,0)

(0,1)

Also gilt k == k == 0 genau dann, wenn das Dynkindiagramm zu Q einso + P 1 , •.• ,Ph

der klassischen Dynkindiagramme A
p

_
2

' D
p

_ 2 ' E6 , E7 oder ES ist, ko == 1, k+ == 0

9enau dann, wenn (p1 ' . . . ,Ph ) = (2 , 3 ,6) , (2 , 4 , 4) , (3 , 3 , 3) , (2, 2 , 2 , 2) , und k0 = 0 ,

k+ = 1 sonst.

Wir betrachten nun die Coxeterelemente zu den obigen Graphen. Für die charak-

teristischen Polynome berechnet man wie in [Ebeling4 ]:
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h
p(2) (8 ) (t) = (t_1)2 TI

Pl,···,Ph i=l

p(2) (9 ) (t) =
P1'···'fll p.
3 2 h t ~-1 2

c (t -2t -2t+l) TI t-l + t
iAl

h
I:

i=l

Pi
t -1
t-l

h
TI

j=l
j#i

p.
t J_1
t-l

Die zweite Formel wurde von K. Saito berechnet.

Die erste Formel zeigt, daB das zu dem Graphen e gehörige Coxeterele-
P l' . · . , Ph

ment a(n) für alle Werte von P
1
, ... , P

h
quasiunipotent ist. Es ist" allerdings nur

für die Werte (P
1

, ••• ,Ph) = (2,3,6), (2,4,4) , :(3,3,3) , (2,2,2,2) halbeinfach..: Um dies

. ,,(2) .. (2)
zu zeJ.gen, betrachten wir das Gitter L , das durch die SchnittrnatrJ.X A zu dem

Graphen e bestimmt ist. Es sei m
O

= dim(ker t(2) • Nach Korollar 1.6.4
Pl' .. • 'Ph

A (2)
ist mo die Dimension des Eigenraumes von c zum Eigenwert 1. Es gilt aber

m = 1o auBer für die obigen Werte von P 1 , •.. ,Ph' für die m =' 2o gilt, wäh-

rend die Multiplizi~ät des Eigenwerts 1 aufgrund der o~igen Formel für das charak-

teristische Polynom gleich 2 ist. Man vergleiche auch den Beweis von Satz 3.6.1.

A (n)
Dagegen ist das zu dem Graphen e gehörige Coxeterelement c nur für

Pl' • • . 'Ph
endlich viele Werte von Pl, .•. ,Ph quasiunipotent. Eine genauere Auskunft gibt

der folgende Satz, der von K. Saito stammt [Saito
2
].

Theorem 3.4.3 (K. Saito): Es sei
A A (2)
c = c das Coxeterelement zU"~.dem Graphen

e . Dann gilt: eist genau dann quasiunipotent, wenn (Pl, ... ,Ph) eins
P l , . • . , Ph

der h-Tupel von Tabelle 3.4.2 ist. Das Coxeterelement c ist zusätzlich halbeinfach,

wenn das betreffende h-Tupel nicht in eckigen Klammern steht. Für quasiunipoten~

tes eist genau dann die folgende Bedingung (*) erfüllt, wenn das betreffende h-

Tupel nicht in runden Klarmnern steht:

(*) Eine N-te primitive Einheitswurzel ist ein Eigenwert von c, wobei N die Ord-

nung von eist.
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Tabelle 3~4~2

h := 3 : [236] , 237 , 238 , 239 , (23,10) ,

[244 ] , 245 , 246 , 247' , (248) ,

255 , 256 , (257) , (266) ,

[333 ] , 334 , 335 , 336 , (337) ,

344 , 345 , (346) , (355) ,

444 , (445) ~

h = 4 : [2222] , 2223 , 2224 , 2225 , (2226) ,

2233 , 2234 , (2235) , (2244) ,

2333 , (2334) ,

[ (3333) ] ~

h = 5 : 22222 , 22223 , [(22224) ] , (22233) ~

h := 6 : (222222) ~

Wir betrachten nun das Problem, welche der Graphen e und e
Pl,~~~,Ph Pl,~~~,Ph

als Dynkindiagramme von Singularitäten vorkommen~ Dazu läBt sich bisher folgendes

sagen: Wir betrachten zunächst den Fall

für
111-+-+-:::1
p q r

h = 3 . Dann sind die Graphen ep,q,r

genau die Dynkindiagramme von [Gabrielov
2

] zu stark ausgezeich-

neten Basen von verschwindenden Zykeln für die unimodalen Hyperflächensingulari~

täten vom Typ T in Arnolds Notation~ Die Graphen e für die 14 nichtp,q,r p,q,r

eingeklammerten Werte von Tabelle 3.4.2 sind genau die entsprechenden Dynkindia-

gramme von [Gabrielovi] für die 14 exzeptionellen unimodalen Hyperflachensingula

ritäten~ (Hierbei ist unimodal im Sinne von Rechtsäquivalenz zu verstehen~) Für

den Fall h = 4 gilt: Die Graphen 02 2 sind Dynkindiagramme zu stark ausge-, ,r, s

zeichneten Basen von verschwindenden Zellen für die Singularitäten Tl die2,r,2,s'

die einfachen Raumkurvensingularitäten S ,
lJ

i-l :: 5, und T ,
~

lJ = 7,8,9, umfassen~

Diese Singularitäten wurden von Wall mit P bezeichnet [wal13]~ Ihre oeforma-
r,s
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tionstheorie wurde kürzlich von Wirthmüller untersucht [Wirthmüller1 ,2 J• Schließ-

-lieh sind die Graphen 8
2

2 für die 5 nicht eingeklammerten Quadrupel (2,2,r,s), ,r, s

von Tabelle 3.4,.2 entsprechende Dynkindiagrarnme für die übrigen 5 einfachen" Raum-

kurvensingularitäten, die durch Abbildungskeime ~it regulärem 2-Jet.-igegeben wer-

den.

-
wir werden in Abschnitt 3.6 eine Interpretation für die Graphen e für

Pl' · •. 'Ph
h = 3,4 geben, wobei (Pl, ... ,Ph) eins der Tupel von Tabelle 3.4.2 in runden

Klammern ist.

3.5 Flächen von vollständigem Durchschnitt

Wir betrachten nun genauer den Fall n = 2 , alse den Fall "von isolierten Singu-

laritäten, die durch Abbildungskeime

2mit regulärem 2-Jet j f gegeben werd~n. Nach den Abschnitten 3.1 bis 3.3 haben wir

noch die Fälle mit Segresymbol {4} und {(3,1)} zu behandeln, die die L- bzw. M-

Serie bilden. Wir berechnen in diesem Abschnitt Dynkindiagramme für diese Singu-

laritäten, webei das Vorgehen analog zu Abschnitt 3.2 und 3.3 ist.

Eine Abbildung f mit Segresymbol {4} (L-Serie) läßt sich nach Wall aUf die

Pränonnalferm

f(w,x,y,z) a (2xz+2wy,vC1y2+2WX+R(W,y,Z))

mit 2R(W,y,z) = a(z) + yb(z) + wd(z). + w e(i) und erd a ::: 3 ord b, ord d ::: 2

ord e ::: 1 bringen.

Eine Abbildung f mit Segresymbel {(3,l)} (M-Serie) läßt sich nach Wall auf die

Pränormalfonn

f(w,x,y,z) = (2xz+2wy,-2x(w+y)+T(w,y,z)+xh(z))

mit T(w,y,z) = a(z) + yb(z) + (y+w)d(z) + (y-w)2 e (z) und erd a ~ 3
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ord b, ord d, ord h ~ 2; ord e ~ 1 bringen. Dabei sind gewisse Terme wieder

überflüssig, werden aber zur Vereinfachung einiger Gleichungen mit betrachtet.

Wir betrachten nun zunächst eine geeignete Projektion der Fläche X = f-l(O) .

Dazu eliminieren wir in beiden Fällen die variable x aus den Gleichungen

ft(w,x,y,z) ~ 0 und f
2

(w,x,y,z) = 0 . Dadurch erhält man eine Funktion Lxf in

den Variablen w,y,z , die zu einer der Serien in der Klassifikation von Arnold

[Arnold
2

] gehört:

2 .r-7 2L-Serie: (L f) (w,y,z) = -4w y + 2v-ly z + 2ZR(W,y,z)
x

M-Serie: (Lxf) (w,y,z) = 4wy(w+y-h(z)) + 2ZT(w,y,z)

(S-Serie)

CU-Serie)

Dieser Elimination entspricht geometrisch die f~lgende Operation. Die Fläche

enthäl t die x-Achse. Die Gleichung (L f)(w,y,z) ~ 0 ist dann gerade
x

die Gleich~g der Projektion von X in den (w,y,z)-Raum, bei der die x-Achse auf

den Nullpunkt abgebildet wird. Wir wählen als lineare Funktion ~ die Koordinaten-

funktion z. Die Polarkurve E
z

(f2) ist dann die Vereinigung de~ x-Achse mit einer

Kurve E, deren Projektion in den (w,y,z):-Raum gerade die polarkurve E (L f) ist.
z x

Es sei

E (L f) =
z x

.2-

U
i=l

L Ldie Zerlegung von L (L f) in irreduzible Komponenten L . , und p. seien die zugehö-
z x 1 1

rigen Invarianten von Kap. 2.1. Es sei E . ,. i :::a 1, ••• ,t , diejenige Kornponente:~
1

L
Von E, die auf E. projiziert wird, und P. sowie v. die zugehörigen Invarianten.

111

LDiejenigen Komponenten Ei' die nicht in der Hyperebene z = 0 liegen, besitzen

nach [Maurer 1] eine verallgemeinerte Puiseuxparametrisierung·

-
ß.

biZ
1

b. E ß. E b. :F 0w = + ... a: , ~1 1 1

y.
1

E lI: E 12 :J: 0y := ciz + .. . c. , y. , C .
1 1 1

Durch Einsetzen dieser Parametrisierung in die Funktion L f lassen sich die Zah
x

len p~ bestimmen. Aus der Gleichung
~

f
1

(w,x,y,z) = 0 folgt, daß auf E. die Koor
1
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dinate x wie folgt als Potenzreihe in z mit gebrochenen Exponenten geschrieben

werden kann:

x =
ß.+Y.-1

d
1. 1.

i
Z + ... d. E lt ,

1.

Durch Einsetzen dieser Parametrisierung von Li in:die Funktion f
2

lassen sich die

Zahlen P. bestimmen. Ein vergleich dieser Invarianten zeigt
1.

für i mit CL q: {z = o} •
i

Im Fall der L-Serie ist eine--Komponente-:der Polarkurve E (L f) die Gerade
z x

{w = z = o} . Diese liegt in der Hyperebene {z = o} . Die Tatsache, daß eine Kom-

ponente der Polarkurve L (L f) in der Hyperebene {z = o} li~gt, ist äquivalent
z x

dazu, daß (Lxf) lz:o eine nicht isolierte Singularität hat (vgl. [Gabrielov3 ]).

Auf der Geraden E = {w • Z ::s o}
1

liegen 2 kritische Punkte von L f-2e:z • Fürx

die übrigen Komponenten L., i > 1 , berechnet man
1.

t
L

i=2

Schließlich gilt

v. = 3 .
1.

Im Fall der M-Serie liegt keine Komponente der Polarkurve L (L f) in der Hyper
z x

ebene {z = o} . In diesem Fall berechnet man:

Q,

L
i=1

v. = 4 ,
1.

Aus Satz 2.1.4 und Satz 2.1.5 folgt damit in ,beiden Fällen:

Lemma 3.5.1: Für einen Abbildungskeim f aus der L- oder M-Serie gilt:

U(f) = ~ (L f) - 1 •x

Damit zeigt man auch, daß die Zuordnung

den u-konstant-Strata liefert.

f ~ L f wieder Bijektionen zwischenx
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definiert in beiden Fällen wieder eine Singula-

rität vom Typ 05. Wir studieren nun das Verhalten der kritischen Werte von

2
g CI f + (z ~) \ für ~ -+ 0 und die zugehörigen Dynkindiagramme im einzel-E,t 2 -~ X' ~

t
nen.

(A) L-Serie

Oie kritischen Werte von g t werden asymptot±sch (bis auf Terme der Ordnung o(E.~r)
E. ,

für E -+ 0 und t -+ 0 wie folgt gegeben: Es sind die Bilder der Lösungen der

Gleichung

unter der Abbildung

z -+
5 2

4 (z- - E.)
8

9 2
- 16 E

wird das Verhalten der kritischen Werte für

Wir bezeichnen die entsprechenden kritischen Werte mit s7,t, i = 1, ... ,8 , wo
~

So EO
bei die Reihenfolge der Ordnung des Wegesystems (~1 ' ... '~8) entspricht, das

so,t
wir wählen, um die kritischen Werte s. mi t dem Nullpunkt zu verbinden. Dann

~

E. ~ E. -+ € = 0 schematisch durcho

Abbildung 3.5.1 beschrieben. Dieser Abbildung liegt, wie auch der Abbildung 3.3.1,

eine Computerzeichnung zugrunde. Man vergleiche die dortigen Bemerkungen. Die ge

naueren asymptotischen Werte der drei kritischen Werte s~,t, s:,t und s~,t hängen

von R(w,y,z) ab und werden durch Satz 2.2.1 gegeben.

Eine analoge Rechnung wie in Kap. 3.3 ergibt dann eine stark ausgezeichnete

Basis (e~ I 1 ~ j ~ 8,1 S r SM.) von verschwindenden Zellen für f mit den glei-
) )

h E ' h ft 'b' de t h de B . f- d' (n-l) d K{n-l)c an ~gensc a en w~e e~ n en sprec en n asen ur ~e J - un -

Serie, nämlich:

(i) Oie Schnittmatrix von 1 1
(e 1 ' •.. , eS) stimmt mit der Schnittmatrix von

(6i, .. ·,6ä) für die Singularität 05 (Kap. 2.3) überein.
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Abbildung 3.5.1

So = 0,1

t - 0,0024

(ii) Die vollständige~Schnittmatrixerrechnet sich aus den Formeln von Theorem

2.2.3. Für die Zahlen M. gilt:
J

M. = 1 für j # 2,4,7 ,
J

L
M

2
== M

4
- 1 ,

wobei L L L
M

2
,M

3
,M

4
die entsprechenden Zahlen für die S-Serie von [Gabrielov3) sind.

Die einzelnen Werte von M
2

, M
4

und ~ sind in Tabelle 3.5.1 angegeben.

(B) M-Serie

In diesem Fall werden die kritischen Werte von g asymptotisch für E,t ~ 0 bis
E:,t

2
auf Terme der Ordnung o(E: ) wie folgt gegeben:
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Tabelle 3.5.1

Notation

L12k- 2

L 12k- 1

~,i
#
~,2q-l

"#
Lk,2q

Gleichung

.1:' 2 4k-l
(2xz+2wy,v-1y +2wx+z )

2 3k-l
(2xz+2wy , v=ry +2wx+wz )

.r7 2 2 2k-l 4k+i
(2xz+2wy,v~ly +2wx+w z +z )

.1:' 2 2k 3k+q-l(2xz+2wy,v-1y +2wx+yz +wz )

.r7 2 2k 2 2k+q-l(2xz+2wy, v-ly +2wx+yz +w:,;z )

.17 2 3k
(2xz+2wy,v-1y +2wx+wz )

.1:' 2 4k+1
(2xz+2wy,v-1y +2wx+z )

4k-2,4k-2,4k-2

4k-2,4k-1,4k-2

4k+i-l,4k-l,4k-1

4k-l,4k+q-1,4k+q-2

4k-1,4k+q-l,4k+q-l

4k,4k,4k-l

4k,4k,4k

Sechs der kritischen Werte sind die Bilder der Lösungen der Gle~chung

2 3 2 .r-::: .~ 3(z (Z-E) + v=2eVt) ) (z (Z-E) - v-2 (vt) ) == 0

unter der Abbildung

? 2
Z -+ -z- + E

(n-l)Diese Gleichung stimmt bis auf eine Konstante mit der Gleichung (*) von der J -

Serie überein. Ebenso unterscheidet sich die Abbildung nur durch eine Translation

von Z und durch Konstanten von der dort angegebenen. Das qualitative Verhalten

dieser sechs kritischen Werte ist also das gleiche wie bei der J(n-1)-serie und

wird durch Abbildung ~.3.1 gegeben. Zusätzlich hat man bei der M-Serie noch zwei

weitere kritische Punkte, die bis auf Ordnung 0(E
2 ) den kritischen Wert 0 haben.

Die genaueren Asymptoten für diejenigen kritischen werte, die für t = 0 bis

auf Ordnung O(E
2

) mit 0 übereinstimmen, hängen von T(w,y,z) und h(z) ab und wer-

den durch Satz 2.2.1 gegeben.

Eine analoge Rechnung wie in Kap. 3.3 ergibt dann eine stark ausgezeichnete

Basis (e~ I 1 ~ j :: 8, 1 ~ r :: M.) von verschwindenden Zellen für f mi t den fol-
J . J

genden Eigenschaften:
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( ;.') . . (_1 _1)- Das Dynk~nd~agramrn zu e 1 , ... ,e8
ist der Graph von Abbildung 3.5.2.

(ii) Oie vollständige Schnittmatrix errechnet sich aus den Formeln von Theorem

1 2

11
, I .........

1. f

3 ~ .. ? : 6
1\ ,
1 \J I
1 1\ I
I, \ I ,

4 -=_\_J. L_ 7
.... '\...,.I f

\ I....... f
f

\1 ...... I

Abbildung 3.5.2

8 5

- -Hierbei ist M
j

= 1 für j # 1,4,7,8 und die Werte von M1 ,M4 'M1 und M8 sind in

Tabelle 3.5.2 angegeben.

In den Fällen M12k- 1 , ~,2q-1' ~,2q und M12k+3 kann man die Basis (e;) in eine

stark ausgezeichnete Basis (e~) von verschwindenden Zellen transformieren, die die
J

gleichen Eigenschaften (i) und (ii) wie bei der L-Serie und damit auch bei den an-

t 1
deren Serien hat: Oie Schnittmatrix zu (e

1
, ... ,e8 ) stimmt mit der Schnittmattix

von (ß i ' ... ,88) VOn Kap._ 2.3 überein . Es sei (e (r , j» == (ä~) • Eine solche Ba

sis (e~ \1 ~ j :::: 8, 1 ~ r ::: Mj) erhält man nach den folgenden Transformationen

Für die Zahlen M. gilt dabei
J

Wendet man die gleichen Transformationen auf die entsprechende Basis (e~) für
J

#' '# r
~,2q-1 und ~,2q an, so ist für die transformierte Basis (e j ) die Eigenschaft (ii)
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Tabelle 3.5.2

Notation

l\.,2q-l

~,2q
J:f .

l1k,2q-t

~

Mk,2q

- ...... ..,.". ......

Gleichung Ml,M4'M7'~

3k(2xz+2wy,-2x(w+y)+z ) 3k-l,3k-l,3k-l,3k-l

(2xz+2wy,-2x(w+y)+(W+y) z2k+(w_y) 2zk+q-l) 3k,3k+q-l,3k-1,3k+q-t

(2XZ+2wy,-2x(w+y)+(w+y)z2k+(w-y)z2k+q) 3k,3k+q,3k-1,3k+q-t

(2xz+2wy,-2x(w+y) +yz2k+(w_y) 2zk+q-1) 3k+q-l,3k,3k+q-t,3k-t

(2xZ+2wy,-2x(w+y)+yz2k+(w-y)z2k+q) 3k+q,3k,3k+q-1,3k-t

3k+t(2xz+2wy,-2x(w+y)+z ) 3k,3k,3k,3k

nicht mehr erfüllt. Man beachte dazu, daß in der Tabelle 1 von [Gabrielov
3

] bei

Uk ,2q ein Fehler ist, wie der Autor in [Zentralblatt für Mathematik 421.32011] be

merkt: Auch in diesem Fall muß man ein anderes Dynkindiagranun für f I 0 zugrunde-
z=

legen.

3.6 Seltsame Dualität

Wir betrachten in diesem Abschnitt einige isolierte Singularitäten von vollständi-

gen Durchschnitten der Dimension 2, die am Anfang der Klassifikation aller solcher

Singularitäten stehen ..Nach den einfachen Hyperflächensingularitäten hat man die

folgenden Klassen von Singularitäten (vgl. z.B. [Looijenga
3

, (7.23)]):

(a) Die einfach elliptischen Singularitäten E8'~7,E6,D5.

(b) Die hyperbolischen Singularitäten T und T2 . Dies sind die zweidi-
p,q,r p,q,r,s

mensionalen Spitzensingularitäten der Einbettungsdimension ~4.

(c) Die Dreieckssingularitäten Dp,q,r (in der Notation von [Looi j enga
2

,3,4]) der

Einbettungsdimension ~4. Es sind dies die 14 exzeptionellen un1modalen (im Sinne

von Rechts äquivalenz) Hyperflächensingularitäten und die 8 Singularitäten Jg, Jio'

Jil' Kio' Kil' L10 ' L1! und Mtt der Einbettungsdirnension 4.

Diese Singularitäten sind unimodal bezüglich J{-Äquivalenz. Die Klasse der 1{-



- 119 -

unimodalen S~ngularitäten ist aber damit nicht erschöpft. Wir werden später noch

we i tere 'X-unimodale Singularitäten betrachten.

Die Singularitäten der Einbettungsdimension 3 aus diesen Klassen sind genau die

im Sinne von Rechtsäquivalenz unimodalen Hyperflächensingul:aritäten. Wir haben in

Abschnitt 3.4 bereits die Dynkindiagrarnme von Gabrielov für diese Singularitäten

betrachtet.

Für die obigen Singularitäten der Einbettungsdimension 4 haben wir bereits die

folgenden Dynkindiagramme zu stark ausgezeichneten Basen von verschwindenden Zel

len erhalten. Die Singularität DS besitzt nach Kap. 2.3 'das Dynkindiagrarnm rr~,2,2,2.

Die Singularität T
2 hat nach Abschnitt 3.2 für p = r = 2 und nach Kap. 2.5p,q,r,s

(p, q, r , s) = (2,2,3,3 rfür das Dynkindiagramm rr2 . Wir vermuten, daß diesp,q,r,s

allgemeiner für beliebige p,q,r,s ~ 2 gilt. Die Dreiecksingularitäten der JI-

und K'-Serie besitzen nach Satz 3.3.4 Dynkindiagramme vom Typ n2
• Der Graphp,q,r,s

-2 2rr is~ in Abbildung 3.6.1 noch einmal dargestellt. Der Graph n istp,q,r,s p,q,r,s

der Teilgraph ohne die 'Ecke A 2 • Es giltp-

p= p+q+r+s+1 •

Das Quadrupel (p,q,r,s) sei im folgenden immer so angeordnet, daß gilt:

2 ~ P ~ r, 2 '5 q ~ s und P < q oder p = q, r ~ s •
6

Satz 3.6.1: Die acht Dreiecksingularitäten in ~4 besitzen stark ausgezeichnete

-2Basen von verscqwindenden Zellen mit Dynkindiagrammen der Form rr , wobei die
p,q,r,s

Werte von p,q,r,s in Tabelle 3.6.1 angegeben sind.

Beweis: wir zeigen die Behauptung für die Singularitäten J 9, ,Kio' L1~ und M1!.

Für die ersten zwei Singularitäten sind die Transformationen dabei auch schon im

Beweis von Satz 3.3.4 enthalten. Wie dort geben wir auch hier nur die Transforma-

tionen an, mit denen die in den Abschni tten 3.3 und 3.5 berechneten Dynkindiagram

-2
me in einen Graphen vorn Typ rr mit eventuell anderer Numerierung und Orien-p,q,r,s
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p+Q-1 ~

1/

r

/p+q+r-2

~p

Abbildung 3.6.1:

Tabelle 3.6.1

oie Graphen n2
p,q,r,s und i12

p,q,r,s

Notation von Duale

Nall Looijeng-a p q r s N
Singularität

J' 0 2 2 2 3 18 E3 ,-19 2,3,10

Jio D 2 2 2 4 14 Zl,_l2,4,8

Ji 1 0 2 2 2 5 12 Q2,-1. 3,3,7

Kio D 2 3 2 3 12 w1,-12,6,6

K11 D 2 3 2 4 10 51,-13,5,5

L10 0 2 2 3 3 12 :tt
2,5,7 W1,-1

L11 D 2 2 3 4 10 :t:t
3,4,6 51 ,_1

M
11 0 2 3 3 3 9 U1 ,_14,4,5
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tierung der Basiselemente überführt werden können. Es sei (e1 ,···,e) =m .

(e~ I 1 ~ j ~ 8,· 1 ~ r ~ .M
j

) die jeweilige stark ausgezeichnete Basis von ver

schwindenden Zellen aus den Abschnitten 3.3 und 3.5, wobei die Schnittmatrix von

(e
1

, ... ,ea) a (e~, ... ,e~) mit der Schnittmatrix von (5i, ... ,6a) aus Kap. 2.3

übereinstimmt. Dabei sind die Zahlen M. gleich 1 oder 2, und M. = 2 gilt für
J J

die folgenden Zahlen:

Serie

M. = 2
J

J' L M

Wir wenden auf die obige Basis die folgenden Transformationen an:

(L
10

,M
11

: (\g) , (M
11

: a
10

) ,

(~to,M11 :. (lS,a.7 ,··.,a t ) , (M i1 : ag,cxS,···,o,t) ,

aS+i (*) , ~+i (*) , a6+i (*) ; Ct.S+i ,o,7+i ;

wobei i = 0 für J 9, Kio' i = 1 für Lto und i = 2 . für M11 . Bis auf die ein

geklammerten und die mit (*) bezeichneten Transformationen sind dies Transforma-

tionen des zugrundeliegenden Dynkindiagramms von 05 und stimmen bis auf Transfor

mationen, die nur die Numerierung ändern, mit den Transformationen (B) und Ce)

von Kap. 2.3 überein. Damit ist Satz 3.6.1 bewiesen.

2 ... 2
wir untersuchen.nun die Graphen rr und TI genauer. Wir verwendenp,q,r,s p,q,r,s

die Bezeichpungen von Abschnitt 3.4. Es stellt sich heraus, daß zwischen diesen

Graphen und den Graphen e %I rr 1
p,q,r,s p,q,r,s und ep,q,r,s

-1= IIp,q,r,s von Ab-

schnitt 3.4 eine enge Beziehung besteht.

Satz 3.6.2: Es sei on der Graph rrn
p,q,r,s

"'noder IIp,q,r,s für n = 1,2. Hierbei sei

3 ~ s falls D
n = TIn

p,q,r,s
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Dann gilt:

Ci) p(2){02)(t) == (t_l)2p (2)(01)(t)

(ii) Die Jordannormalform des Coxeterelements 8(2) (D 2
) erhält man aus der Jor-:.

dannormalform des Coxeterelements 2:(2) (0
1

) durch Hinzufügen eines Blocks der

Fonn

(
1 1

o 1

Der Eigenraum zu dem Eigenwert 1 dieses Bloc~s wird erzeugt von dem Vektor

A(2) _ A(2) + A(2) _ A (2)
p p-l p-4 p-3

Beweis: (i) -2
Die zu dem Graphen TI gehörige Basis

p,q,r,s wird

durch die Transformationen

ß 1,6 2,6 3,6 ,6 2,6 l'xp- p- p- p-3 p- p- p-2

in eine Basis (Ai, ... ,A~) transformiert, die die folgenden Eigenschaften.er-

füllt:

(a) <A' ,A'> = -2, <A~ A' > = <)..~ AI> für 1 ~ i :5 p-2 •
p-1 p ~' p-l ~' p

"1(b) Das Dynkindiagramm zu (A1
1

, ••• ,A
p
'_Z) ist der Graph TI

p,q,r,s

Entsprechendes gilt für die zu dem Graphen rr2 gehörige Basis
p,q,r,s

()..1(2) , •• ., A (2
3
) ,).. (2)1' A(2)) • Dann hat die Matrix C(2) (D2 ) von C(2) (02 ) bezüg

p- p- P
1

lich der Basis (e 1,.··,ep) = (Ai, ... ,A;_2,A~ - A~_l'- 2 A~) die folgende Gestalt

(im Fall D ~ TI
2

hat man den Vektor A' wegzulassen):p,q,r,s p-2

O lc
I Ip
I

e(2) (01) I •
I
1

o I C
I I p-2, p

---- - - - - - ~-- --- -+ - - - --
I 1* ... *1 1 1 1

------------+.-- - -+-- - _._-
I I

0 ••• O!O 11
I I
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Es gilt im Fall

Daraus folgt die Behauptung (i).

2 -2o = IIp,q,r,s(H)

für

für

i = 1, ••. ,p-1;p+q-1, ... ,p+q+r-3;p-3,p-2,

1 ::: i ::: p-2 sonst.

Wir setzen

e~ t2
~

1
e. +

2(q-1) e p-1~

1
e. +

2(s-1) e p-1~

für i = p, ..• ,p+q-2 ;

für i = p+q+r-2, .•. ,p-S

für i = p-2

e.
~

sonst

C(e ~) c <ei,··· le~_2> für i = 1, •.. ,p-2 ,
~

c(e' 1) = e' . ,
p- p-1

p-2
3C(e') = e' + - e' + E c. e~p p 2 p-1 i=l

~p ~

Wir setzen C' = c(2) (0
1) • Unter der Voraussetzung 3 ~ s ist die Matrix

A(2) (0
1) nicht ausgeartet. Daher hat C' nicht den Eigenwert 1. Es sei

p-2
~ = (c'-id)-l( E

i=l
Ci e:)

p ~

für i::::l P ,

sonst.

Dann gilt

A *c(e ) =
p

A *c(e 1)p-
A *c (e.) =

~

* 3 *e p + 2" e p_ 1 '

*
::3 e p-1 '

.... * * *c' (ei) C <e 1 ,··· ,ep_2> für i = 1, ... , p-2 ,

was zu zeigen war.
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Im Fall 0
2 ~ rr2 gilt

p,q,r,s

für

für

für

i = p, ••• ,p+q-2ip+q+r-2, .•• ,P-5iP-4

i = p-3

1 ~ i ~ p-3 sonst.

wir setzen in diesem Fall

1 für i p', ••. ,p+q-2e
i

+ 2 (q-1) e = ;
p-1

* 1 für i CI p+q+r-2, .. a,P-5e == e. +
2(s:-1) e

i Ja p-l

e
i

für i "# p sonst ,

*
p+q-2

i *
p-5

i * 1 1 1 * 1 1 1 *e = e + E 2q e i + E - e + - (- + - - 1) e 4 (- + - - 1) e 3p P i=p i=p+q+r-2
25 i 2 q s p- 2 q s P-

Oann gelten für die gleichen Beziehungen. wie obena

Mit Hilfe von Satz 3a6.2 können wir die Resultate von Abschnitt 3.4 auf die

hier betrachteten Graphen anwenden. Es sei

2 -2o = rr oderp,q,r,sne Basis zu dem Graphen

(~1(2) , ... ,~(2)3,(~(2)2.,)~(2)l,A(2» ei~
p- p- p- P

0
2 = rr 2

mit Schnittmatrixp',q,r, s

A(2) (0
2

) , t das von dieser Basis aufgespannte Gitter, und c: t + L das zugehö-

rige Coxeterelement. Es sei LI ein primitiver ~-Untermodul von ker(c-id) vorn

Rang 1. Wir setzen

L = L/L 1
•

Es sei C: L + L der von dem Coxeterelement c induzierte Operator auf dem Gitter

L.

Im Fall 0
2

= rr2 folgt dann aus Abschnitt 3.4 und Satz 3.6.2, daß c für
p,q,r,s

alle Werte p,q,r,s ~ 2 quasiunipotent ist, aber außer höchstens für

(p,q,r,s) = (2,2,2,2) nicht halbeinfach ist.

In den Fällen 0
2 2::: rr

2222
und -2

TIp,q,r,s
setzen wir
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L' = ZZ •

Für rr~222 ·folgt dann, daß c halbeinfach ist. In den anderen Fällen erhalten wir

aus Theorem 3.4.3 und Satz 3.6.2:

Korollar 3.6.3:
-2

Der Operator c zu dem Graphen rr ist genau dann quasiuni-p,q,r,s

potent, wenn (p,q,r,s) eins der folgenden Quadrupel ist:

[2222], 2223 2224 2225 , (2226) ,

2233 2234, (2235) , (2244) ,

2323 2324, (2325) , (2424) ,

2333 , (2334) , (2343) ,

[ (3333) ] .

Er ist zusätzlich genau dann halbeinfach, wenn das entsprechende Quadrupel nicht

in eckigen Klammern steht. Er erfüllt zusätzlich genau dann die Bedingung (*) von

Theorem 3.4.3, wenn das entsprechende Quadrupel nicht in runden. Klammern steht.

Die acht Graphen zu den nicht eingeklammerten Quadrupeln sind gerade die Dyn

kindiagramme von Satz 3.6.1 für die acht Dreiecksingularitäten in t
4

• Sie besit-

zen quasihomogene Gleichungen. Das gleiche gilt für die Singularität 05 mit dem

Dynkindiagramm rr~222. Nach Satz 1.6.6 und Satz 3.6.2 st~t der Modul H' mit dem

obigen Modul L' für jede dieser Singularitäten überein, und der Operator c läßt

siCh mit dem Monodromieoperator der jeweiligen Singularität identifizieren. Eben

2so läßt sich nach (1.6.2) für einen Graphen TI zu einer Singularitätp,q,r,s

T2 einer der (von LI abhängigen) Operatoren c mit dem Monodromie9peratorp,q,r,s

der Singularität identifizieren.

Aus Satz 3.6.2 und unserer Berechnung der Dynkindiagramme erhält man auch das

folgende überraschende Resultat.
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Korollar 3.6.4: Es sei (X,Y) eins der folgenden Paare von Singularitäten:

(T~323,T~233)' (Kio,L10) oder (Kil,L1l )· Das Milnorgitter von X bzw. Y bezeichnen

wir mit H
X

bzw. Hy • Dann gilt: HX @ ~ :!! Hy @~: = V (als vektorraume, aber

nicht als quadratische Räume). Die zugehörigen Monodromieoperatoren cx : V + V

und cy : V + V sind über ~ konjugiert.

Bemerkung 3.6.5: Die Singularitäten der JI- und K'-Serie erhält man durch "Ein-

hängung" aus den Raumkurvensingularitäten der J- und K-Serie. Die Einhängung ist

dabei die folgende Operation (vgl. [Pickl
t
]): Einer Abbildung f: ~3 + ~2 mit

f(x,y,z) c (f
l
(x,y,z),f

2
(x,y,z» wird die Abbildung fe: ~4 + ~2 mit

e 2f (w,x,y,z) = (f l (x,y,z)+w ,f2 (x,y,z» zugeordnet. Entsprechend erhält man die

Spitzensingularitäten T
2
2

2 durch Einhängung aus den Raumkurvensingularitäten,q, , s

Tl Ein Vergleich der Resultate von Abschnitt 3.4 und der obigen Resultate
2,q,2,s'

zeigt, daß für die Singularitäten von Tabelle 3.4.1 gilt: Hat fein Dynkindia-

gramm e (bzw. a ), so hat die Einhängung fe ein Dynkindiagramm
p,q,r,s p,q,r,s

rr2 (bzw. rr
2

). Die Beziehung zwischen den zugehörigen relativen Mono-p,q,r,s p,q,r,s

dromieoperatoren wird durch Satz 3.6.2 gegeben.

Zwischen den 14 Dreiecksingularitäten auf Hyperflächen in ~3 besteht eine selt-

same Dualität, auf die Arriold in [ArnOld
2

] aufmerksam gemacht hat. In [Ebeling 

Wall] wird eine Erweiterung dieser Dualität auf eine Klasse von Singularitäten

betrachtet, die insbesondere die Dreiecksingularitäten der Einbettungsdimension 4

umfaBt. Zusätzlich muß aber di~ folgende Klasse von ':K-unimodalen Flächensingula-

ritäten herangezogen werden, die in der Klassifikation auf die Dreiecksingulari-

täten folgt:

(d) Die Kodairasingularitäten vom Typ '.Jnd vom Grad

o = Eki ~ 4 (zur Definition und Notation siehe [Ebeling -,vlall]) . FUr ein festes

Quadrupel (k t ,k2 ,k
3

,k
4

) ist dadurch eine Serie von Singularitäten für i ~ 0

definiert, die mit der Vierecksingularität in der Notation
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Von' [Looijenga
4

] für i = 0 beginnt. Es sind dies die acht bimodalen (im Sinne

von Rechtsäquivalenz) Serien von Hyperflächensingularitäten und die acht SerienJ
1
1

•
,~

I ~. - ( 1) ,# ~ # d i ul itl'l. d E'-K1 ., K 1 . - K1 · , Li i' Li i' Mi i' Mi' . un I 1 i von S ng ar a ten er ~n
-,~ ,~ ,~ , , , ,~ ,

bettungsdimension 4. Dabei ist die Serie I 1 . als einzige der Serien von Singula
,~

ritäten der Einbettungsdimension 4 in unseren Rechnungen nicht erfaBt, da die

Singularitäten dieser Serie nicht durch Abbildungskeime mit regulären 2-Jets ge-

geben werden.

Die in [Ebeling - Wall] betrachtete Erweiterung von Arnolds seltsamer Dualität

ist eine Dualität.zwischen den acht Dreiecksingularitäten in ~4 und den acht bi-

modalen Serien.von Hyperflächensingularitäten und eine Dualität der acht Serien

von Kodairasingularitäten vom Typ I ~ in «:4 untereinander. Dabei wird eine Serie
~

jeweils durch eine "virtuelle" Singularität vertreten, die man erhält, indem man

i = -1 setzt. Sie wird durch ein Dynkindiagramm repräsentiert, das man erhält,

wenn man in Tabelle 1 von [Gabrielov
3

] und in den Tabellen der Abschnitte 3.3

und 3.5 den Index i gleich -1 setzt, bzw. bei dem Index 2q-l die Zahl q = 0 .

einsetzt. Diese Dynkindiagramme gehören zu keiner wirklichen isolierten Singula-

rität eines vollständigen Durchschnitts der Dimension 2, wie man zeigen kann. Die-

se Dynkindiagramme sind stark äquivalent zu Graphen vom Typ 8 oder rr
2

p,q,r p,q,r,s

Für die acht bimodalen Serien von Hyperflachensingularitäten erhält man auf diese,

Weise die acht Graphen e , wobei (p,q,r) eins der acht Tripel in runden .. Klam-p,q,r

mern von Tabelle 3.4.2 für h = 3 ist. Für die entsprechenden sieben Serien von

Singularitäten in ~4 (wobei wir die Serie I 1,i ausgenommen haben) ,erhält man auf

diese Weise die sieben Graphen n2 Von Korollar 3.6.3, wobei (p,q,r,s) einsp,q,r,s

der sieben Quadrupel in runden, aber nicht eckigen Klammern ist.

Die Zuordnung der Tripel (p,q,r) bzw. Quadrupel (p,q,r,s) zu den einzelnen

Serien ist in Tabelle 3.6.1 bzw. Tabelle 3.6.2 angegeben. In Tabelle 3.6.1 ist

für jede der acht oreiecksingularitäten in ~4 die im'obigen Sinne duale Singula-

rität angegeben. Die zugehörigen Zahlen p,q,r für die duale Singularitat (Serie)

stimmen mit den Oolgachevzahlen der Dreiecksingularität überein, also mit den
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Zahlen p,q,r , wobei D die Bezeichnung von Looijenga für die entsprechende
p,q,r

Dreiecksingularität ist. In Tabelle 3.6.1 ist außerdem die'Coxeterzahl N der orei-

ecksingularität, d.h. die Ordnung des zugehörigen Monodromieoperators c der Singu-

larität angegeben'. Es stellt sich heraus, daß sie mit dem Grad, einer quasihQmoge-

*nen Gleichung für die Vierecks~ngularität (vorn Typ I
O

) der jeweiligen dualen Serie

übereinstimmt. umgekehrt stimmt die Ordnung des Coxeterelements zu dem Graphen

6 mit dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Grade der quasihomogenen Glei-
p,q,r

chungen für die duale Dreiecksingularität überein (siehe [Ebeling - Wall, (5.2) ]).

In Tabelle 3.6.2 sind für jede der sieben Serien von Kodaira-

singularitäten in ~4 die folgenden Informationen angegeben

- die Notation (von Wall) für die Itv irtuelle" Singularität (i = -1),

- die Zahlen bi = ki + 2

- die Zahlen p,q,r,s des zugehörigen Dynkindiagramms vom Typ n2 ,
p,q,r,s

.. 2
- die Coxeterzahl N, d.h. die Ordnung des Operators c zu rr ,

p,q,r,s

- der quasihomogene Typ

die Vierecksingularität

(Wl'W2'W3,w4;d1,d2) von quasihomogenen Gleichungen für

*IO(k1,k2,k3,k4) der entsprechenden Serie,

- die'_,duale Singularität.

Man stellt wieder fest, daß die Coxeterzahl N mit dem kleinsten gemeinsamen

Vielfachen der Grade der Vierecksingularität (i = 0) der entsprechenden dualen

Serie I~ übe~einstimmt.
~

~Abschließend sei erwähnt, daß man auch für die Serien J 1 ., K
1

. und K
1

. von
,1,1 ,1

Raurnkurvensingularitäten aus Abschni tt 3.3 eine "virtuelle" Singularität für

i = -1 definieren kann. Die zugehörigen Dynkindiagramme aus den Tabellen 3.3.1

.. -
und 3.3.2 mit i = -1 sind dann stark äquivalent zu den Graphen 8

2226
, 8

2244
bzw.

02235. Die zugehörigen Quadrupel (p,q,r,s) sind gerade die Quadrupel Von der Form

(2,2,r,s) von Tabelle 3.4.2 für h = 4 , die in runden. Klammern stehen.
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lISing .11 b
1

b
2

b
3

b
4 P q r s N (w1,w2,w3,w4;d1,d2) Dual zu

Ji ,-1 2 2 2 6 2 2 2 6 40 (2,4,5,6;8,10) Ji,_l

L** 2 2 3 5 2 2 3 5 56 (2,3,4,5;7,8) ~

1,-1 . L1 ,_1

L1,_1 2 3 2 5 2 2 4 4 24 (2,3,4,5;7,8) P
K1 ,-1

P 2 2 4 4 2 3 2 5 56 (2,3,4,4;6,8) L1,_1K1,_1

Ki,-l 2 4 2 4 2 4 2 4 24 (2,3,4,4;6,8) Ki ,-1

# 2 3 3 4 2 3 3 4 42 (2,3,3,4;6,7) ir
M1 ,-1 M1,-1

M1 ,-1 2 3 4 3 2 3 4 3 42 (2,3,3,4;6,7) M1,-1
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4. MILNORGITTER UND MONODROMIEGRUPPEN

4.1 Eine Beschreibung der Monodromiegruppen und verschwindenden Gitter

Wir geben in diesem Kapitel eine aeschreibung der Monodramiegruppe f, der relati-

ven Monodromiegruppe f, der Menge von verschwindenden Zykeln ~ und der Menge von

....
verschwindenden Zellen 8 einer isolierten Singularität eines vollständigen Durch-

schnitts gerader Dimension.

Es sei (X,x) eine isolierte Singularität eines vollständigen Durchschnitts, die

durch einen Abbildungskeim f: (~n+k,O) + (~k,O) gegeben wird. Es sei

o + H' ~ H + H -+ 0

die zugehörige grundlegende exakte Sequenz von Gittern aus Kap. 1.1. Es sei Aut(H)

die Automorphismengruppe des ganzzahligen (symmetrischen oder schiefsymmetrischen)

Gitters H und r C Aut(H) die Monodromiegruppe. Das zu H gehörige nicht ausgear-

tete Gitter H/ker H bezeichnen wir mit H. Das Bild. von f unter der Abbildung

Aut(H) + Aut(H) bezeichnen wir mit r , den Kern der Abbildung r -+ r mit r .
s s u

Die Untergruppe r heißt der einfache, die Untergruppe r der unipotente Teil ders u

Monodromiegruppe. Der unipotente Teil r der Monodromiegruppe ist abelsch und in
u

der Untergruppe ker(H) @ H Von Aut(H) enthalten [Looijeng a 3, (7.11) J. Hierbei

fassen wir ker(H) ®H als Untergruppe von Aut(H) auf, indem wir

v @ w E ker(H) @ H die wie folgt definierte Abbildung zuordnen

(v @ w) (y): = y + <y,w>v für Y EH.

ES sei nun L ein beliebiges symmetrisches gerades Gitter mit Bilinearform

< I >. Es sei E = ±1 . Die zu einem Minimalvektor v der Quadratlänge

<v,V> = 2E gehO~ige Spiegelung s ist definiert durch
v

s (y)
v

2 <y,v>= Y - - v<v,v>
für Y E L •
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Wir bezeichnen mit R (L) diejenige untergruppe von O(L), die von allen Spiegelun
E:

gen s zu Minimalvektoren v der Quadratlänge <v,v> = 2E erzeugt wird (siehe
v

Kap. 5.1). Wir definieren einen Homomorphismus

a : O(L) ~ {+1,-1}
E:

(reelle Spinornorm) wie folgt. Es sei 9 E O(L) und 9 das induzierte Element in

o (Lm) . Hierbei ist Lm = (L/kerL) 6?J m . Dann kann man g in 0 (Lm) als Produkt

von Spiegelungen 9 == s ... sv
1

- v
r

Länge haben können. wir definieren

schreiben, wobei die Vektoren v. nun beliebige
~

a (g):
E:

= { +1

-1

fall S E <vi' vi> < 0

sonst.

für eine gerade Anzahl von Indizes,

Die Untergruppe von O(L) aller Einheiten g mit

0' (L) •
E:

a (g) = 1
E:

bezeichnen wir mit

Diese Untergruppe kann a~ch wie folgt charakterisiert werden. Es sei t+ bzw.

t die Dimension'eines maximal positiv bzw. negativ definiten Unterraums von

Lm = L @ ~ und t o der Rang von ker L. Die Menge aller orientierten maximal

E-definiten Unterräume von Lmbildet eine offene Teilmenge der GraBmannrnannigfal

or
tigkeit G

t
(LJR) , die zwei Zusammenhangskomponenten hat, wenn L indefinit ist.

E:

Dann ist 9 E 0' (L) genau dann, wenn 9 die Zusammenhangskomponenten invariant
E

läßt (vgl. [Looij enga
3

, (7. 12) ]) •

Wir bezeichnen mit L
li das duale Gitter Hom(L,?Z) und mit j: L -l- L# den natür-

lichen Homomorphismus. Es sei T der kanonische Homomorphismus

T: O(L) + Aut(Ltt /j (L» .

Es sei O*(L) diejenige· Untergruppe von O(L), die aus allen Einheiten 9 E O(L)
E:

mit a (g) = 1 und T(g) = 1 besteht (vgl. Kap. 5.1). Es gilt
E:

*R (L) C 0 (L) •
E E
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E = (_1}n/2 . Das Tripel (t ,to,t ) bezeichnen
- +

wir in diesem Fall mit (~ ,~O'~ ). Wir nennen eine Singularität parabolisch,
- +

wenn ~ = 0 und
-E

~o > 0 gilt, und hyperbolisch, wenn ~ = 1-E
ist. Mit die-

sen Definitionen können wir die folgenden Resultate formulieren.

Theorem 4.1.1: Für eine isolierte Singularität (X,x) eines vollständigen Durch-

schnitts der geraden Dimension n gilt:

(i) Die Singularität (x,x) hat- genau dann eine E-definite Schnittform, wenn (X,x)

eine einfache Hyperflächensingularität ist.

(ii) Die Singularität -(X,x) ist genau, dann parabolisch, wenn (X,x) vom Typ E
6

,

~, ES oder Dri+3 ist.

(iii) Oie Singularität (X,x) ist genau. dann hyperbolisch, wenn (x,x) vom Typ

(p ::; 2, q ::; 3, 7 ::: r ; p ::; 2, 4 ::: q ~ r, 5 ::: r; 3 ~ P ::: q ::: r, 4 ::: r) ,Tp,q,r

T
2
p,q,r,s (2 ~ p ::: r, 2 ::: q ::: s, 3 :: s) oder T

n
2 2 (2 ::: q ~ s, 3 ::: s) ist.,q, , s

Theorem 4.1.2: Es sei (X,x) eine isolierte Singularität eines vollständigen

Durchschnitts der geraden Dimension n, die nicht hyperbolisch ist oder hyperbo-

2 4lisch vom Typ T
237

, T
245

, T
334

, T
2223

,- T
2223

• Es sei E = (_1}n/2 0 ilt. ann g :

(i) Die Monodromiegruppe r (relative Monodromiegruppe r) läßt sich wie folgt

beschreiben:

r ::; R (H) 0 O*(H)
E E

r = R (ft) = o*(Q)
E E

(ii) Die exakte Sequenz

spaltet (nicht kanonisch) und ist gleich der folgenden (nicht kanonisch) spalten-

den exakten Sequenz:

1 ~ ker(H) ~ H~ O*(H) + O*(H) + 1 .
S + E
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*-Insbesondere ist r von endlichem Index in 0 (H), also arithmetisch.
s €

(iii) Es sei (x,x) kein gewöhnlicher Doppelpunkt (d.h. nicht vom Typ Al)' Dann

läßt sich die Menge von verschwindenden Zykeln ß (Menge von verschwindenden Zel-

len E) wie folgt beschreiben:

6. :: {v E H <v,v>:l 2€ und <v,H>:=:ZZ}

& = {v E ii <v ,v> = 2 € und <v ,H> = 7.Z}

Insbesondere hängen alle Invarianten außer in den Ausnahmefällen nur vom Mil-

norgitter H bzw. von dem Gitter Hab.

Theorem 4.1.3: Für alle isolierten Singularitäten von vollständigen DUrchschnit-

ten gerader Dimension gilt:

(i) Der unipotente Teil r der Monodraniegruppe stiImnt roi t ker (H) @ Hüberein,
u

und man hat die (nicht kanonisch) spaltende e..'"'Cakte Sequenz

-+-
1 ~ ker(H) ~ H -+- r r -+- 1 •

+ s

(ii) Die Beziehung zwischen f und r wird durch die- folgende (nicht kanonisch)

spaltende exakte Sequenz gegeben

1 -+- H I ~ H -+- r -+- r -+- 1 •
+

Die Beweise der obigen Theoreme werden in Abschnitt 4.2 gegeben •

. Bemerkung 4.1.4: Bei den hyperbolischen Singularitäten 9 ilt für die Zahl .

Uo = rg(ker(H)) :

1

n-1

für

für

T , T
2

p,q,r p,q,r,s

Tn
2,q,2,s

Die Gruppe r ist die Coxetergruppe, die zu einem der Coxetergraphen von Abbil
s



- 134 -

dung 4.1.1 gehört. Dies folgt für die Singularitäten Taus [Gabrielov
2
], für

p,q,r

T
2

aus [Looijenga
1

, III.3.7] und für T
n
2

2 aus Kap. 3.2.
p,q,r,s ,q, ,s

q

T
p,q,r

T
2
p,q,r,s

~ .
2,q,2,s·

Abbildung 4.4.1

e----- -l.....-----v-------"" '\~" -..y---__-J

r

p

v
n

q

Das Gitter H ist das entsprechende Gitter zu dem jeweiligen Coxetergraphen. Wir

bezeichnen es entsprechend mit Q , Q2 bzw. Qn
Z

2 . Die Diskriminante
p,q,r p,q,r,s ,q, ,s

des Gitters Q ist in Kap. 3.4 angegeben, für die Diskriminanten der anderenp,q,r

Gitter gilt:
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disk (Q2 ) = (-1) p+q+r+s ((p+r) (q+s) - pqrs) ,
p,q,r,s

n q+s+n
disk(Q2 2 ) = E 4 (q+s-qs) .,q, , S

Nach [Bourbaki
2

, Ch. V, § 4, Exercice 12] ist r
s

genau dann VOn endlichem. Index

in O(H), wenn r die coxetergruppe zu einem Coxetersystem vom hyperbolischen Typ
s

2 4
ist. Dies ist nur für die Graphen T

237
, T

245
, T

334
, T2223 und T2223 der Fall. Des-

halb ist die Aussage (i) für die in Theorem 4.1.2 ausgenommenen Singularitäten

falsch und r . ist nicht von endlichem Index in aCH) .
s

Ein Coxetergr~ph wie oben definiert ein verallgemeinertes Wurzelsystem ~ in

H im Sinne von Kac-Moody-Liealgebren. Die Menge von verschwindenden Zykeln ß ist

in diesem Fall das Urbild von ß in H unter der Abbildung H + H (vgl. [Looijenga
3

,

(7.23)], [SlodoWY1' 1.17]).

Im Falle ungerader Dimension hat man die folgenden Resultate, diA wir zum Ab-

schluß erwähnen wollen. Diese Resultate wurden in voller Allgemeinheit von W.Jans-

sen bewiesen [Janssen
1
], nach Teilresultaten von N. A'Campo [A'GamPo1]' B.Wajnryb

[wajnryb1 ] und S.V. Chmutov [Chmutov1,2].

Im Falle ungerader Dimension ist Hein schiefsymmetrisches Gitter. Wir bezeich-

nen mit Sp(H) die zugehörige symplektische Gruppe, und es sei wie oben

T: Sp(H) + Aut(H~/j(H» der kanonische Homomorphismus. Wir definieren

Sp~(H): = ker T • Es sei GH diejenige Untergruppe von Sp~(H), die aus allen Auto

morphismen besteht, die trivial auf H#/2j(H) operieren. Sie enthält eine gewis

se Kongruenzuntergruppe von Sp~(H). Dann gilt:

Theorem 4.1.5 [Janssen
1

, (2.5) und (2.9)}: Für alle isolierten Singularitäten auf

vollständigen Durchschnitten ungerader Dimension gilt:

(i) Die Monodromiegruppe r enthält die Gruppe G
H

und ist damit VOn endlichem In

dex in Sp#'{H) .

(ii) AuBer im Fall eines gewöhnlichen Doppelpunktes gilt für die Menge von ver-

schwindenden Zykeln ß: Ein Vektor v E H ist genau dann in ß enthalten, wenn es
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ein y E H und ein 0 E ß gibt mit <v,y> ~ 1 und v - 0 E 2H .

Bemerkung 4. 1 .6: Im Falle ungerader Dimension hängt die Monodromiegruppe und die

Menge von verschwindenden Zykeln nicht nur vom Milnorgitter ab, vergleiche [Chmu-

tov2 ' ' 2 • 2 • .) .

4.2 Reduktion auf algebraische Resultate

Wir.geben in diesem Abschnitt die Beweise der Theoreme 4.1.1, 4.1.2 und 4.1.3.

Insbesondere reduzieren wir die Aussagen.von Theorem 4.1.2 auf algebraische Sätze

über Monodromiegruppen Von verschwindenden Gittern, die in Kap. 5 bew±esen werden.

Eine entscheidende Rolle spielt dabei der folgende Satz.

Satz 4.2.1: Jede isolierte Singularität eines vollständigen Durchschnitts der

Dimension n ~ 1 , die keine einfache Hyperflächensingularität und nicht vom Typ

- - .. - 2 . nE6 , E7 , ES' D 3' T , T oder T
2

2 ist, kann in eine exzeptionellen+ p,q,r p,q,r,s ,q, ,s
(n-k)

unimodale Hyperflächensingularität, eine Singularität J
2n

+
S

(vgl. Kap. 3.3) oder

in eine Singularität T~233 (n ~ 3) (vgl. Kap. 3.1)' deformiert werden.

Beweis: Für die HyperflächensingularitAten folgt die Behauptung aus der Klassifi-

kation von Arnold, wie von D. Siersma bemerkt wurde (vgl. [Brieskorn
4

, p. 46]).

Es sei nun (X,O) eine Singularität, die durch einen Abbildungskeim

f: (tn+k,O) ~ (tk,O) mit k ~ 2 , isolierter Singularität in 0 und df(o) = °
gegeben wird. Die folgenden Argumente verdanke ich C.T.C. Wall.

Wir betrachten zunächst den Fall k = 2 und n = 1 . Ist der 2-Jet von f re-

gulär, so können wir die Ergebnisse aus Kap. 3.1 anwenden. Hat das zugehörige

nicht ausgeartete Buschel von Quadriken nur Eigenwerte der Multiplizität ~2 , so

. .. 1
~st die Singularität vorn Typ 04 oder T

2
2 . Andernfalls deformiert die Singu,q, ,s

larität in eine Singularität mit Segresyrnbol {3} , also in eine Singularität der

J-Serie. Diese wiederum deformieren in die Singularität J
7

.
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Ist der 2-Jet von f singulär, so müssen wir nach [waI1
4

, § 4] ,zwei Fälle 00-::'-'· .:.

trachten. Im einen Fall hat das zugehörige Büschel Rang 2 und der reguläre Anteil

hat das SegresyIDbol {1,1}. Dann liefert

2 2
(2xy,x +y +2txz)

eine Deformation in die J-Serie. Im anderen Fall hat das zugehörige Büschel Rang o.

Dann liefert

2
(2xy ,yz+tx )

eine Deformation in die J-Serie.

Nun sei weiter k = 2 , aber n ~ 2 . Ist der 2-Jet von f singulär oder regu~

lAr und einer der Eigenwerte des zugehörigen Büschels von Quadriken hat eine Mul-

tiplizität ~3, so deformiert f in einen Abbildungske~

2 2
ER (w 1,a lW 1)n- n- n-

mit - 3 2f: (tt: ,0) + (lI: ,0) und allen a. verschieden und verschieden von den Eigen
l.

werten von j2 f , so daß f die obigen Eigenschaften hat. Nach dem soeben betrachte-

ten Fall n = 1 deformiert f in die Singularität J
7

, also f in die Singularität

(n-l) .
J

2n
+S . Andernfalls l.st das zu dem 2-Jet von f gehörige Büschel Von Quadriken re~

gulär und alle.. Eigenwerte haben eine Multiplizität ::2. Ist f nicht vom Typ D 3'n+

T
2

oder ~ -, so ist n ~ 3 und mindestens zwet Eigenwerte haben genaup,q,r,s 2,q,2,s

die Multiplizität 2. Die einfachste Singularität mit diesen Eigenschaften ist die

Singularität ~233. Also deformiert f dann in diese Singularität.

Schließlich betrachten wir den Fall k ~ 3, n ~ 1 • Ohne Beschränkung der

Allgemeinheit können wir dann k = 3 annehmen; da wir sonst f so deformieren

können, daß k-3 Komponentenfunktionen linear werden. Es sei also k = 3 . Wir zei-

gen, daß f eine Störung f t besitzt, so daß für t # 0 die Abbildung f
t

die glei-

che Singularität definiert wie eine Abbildung

einen Eigenwert der Multiplizität ~3 hat.

~ n+2 2
I:

t
: (lt ,0) + (a: ,0) , deren 2-Jet
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n+3
die Koordinaten von <t und zl:::s (zl,~~~,zn+2) ~

Es sei j2 f = (q1,q2,Q3) und qi(zl,·~~,zn+2) = qi(O,zl,·~·,zn+2) für i = 1,2,3.

Es sei Qi die Matrix von qi. Dann definiert die homogene Gleichung

eine Kurve L C P2(~) vom Grad n + 2 ~ 3 • Es sei

die Gleichung einer Geraden in P2(~)' die die Kurve E in einem Punkt mit Schnitt

multiplizität_~3 trifft, etwa eine Wendetangente. Wir betrachten dann die Störung

Dann hat diese Störung die gewünschten Eigenschaften: Da a. '# 0
1.

für mindestens

ein i gilt, können wir ohne Einschränkung a
3

# 0 annehmen. Durch einen linearen

Koordinatenwechsel im Bildraum können wir erreichen, daß

Lösen wir die Gleichung q3(z~+ta3z0 = 0 nach Zo auf und setzen den Ausdruck für

Zo in f t ein, so erhalten wir:

Nach der Wahl der i'= 1,2,3 , folgt, daß das durch a q I (z ' ) -a q' (z' )
3 1 1 3

und

a ql (z')-a q' (z') best~te Büschel Von Quadriken mindestens einen Eigenwert der
3 2 2 3

Multiplizität ~3 besitzt~ Daraus folgt die Behauptung des Satzes für f und damit

ist Satz 4.2.1 vollständig bewiesen.

Beweis von Theorem 4.1.1: Für Hyperflächensingularitäten ist die ,Aussage von

Theorem 4.1.1 wohlbekannt (vgl. [Arnold
1
]).

Wir betrachten daher isolierte Singularitäten von vollständigen D~,chschnitten,



- 139 -

die keine Hyperflächen sind. Die Singularitäten vom Typ Dn+3 sind parabolisch

nach Kap. 2.3. Die Singularitäten vom Typ T2 und T
n

2 sind hyperbolischp,q,r,s 2,q, ,s

nach Bemerkung 4.1.4.

Es gilt ~-E s 2
. (n-1)für die Singular~täten J

2n
+5 nach Kap. 3.3 und für die Sin-

ngularitäten T
2233

nach Kap. 2 .. 5. Nach Satz 4.2 .. 1 deformieren alle anderen Singula-

ritäten in diese Singularitäten. Nach [Looijenga
3

, proposition (7.13)] gilt dann

auch für alle anderen Singularitäten. Damit ist Theorem 4.1.1 bewiesen.

Beweis von Theorem 4.1 .. 2: Wir unterscheiden je nach den Werten von ~ und ~O
-E

vier Fälle.

(A) u ~ 0, U = 0 :
-E 0

In- diesem Fall ist das Milnorgitter E-definit und (X,x) ist eine einfache

Hyperflächensingularität. Die Mengen von verschwindenden Zykeln und die Monodro-

miegruppen sind in diesem Fall endlich. Es sind die Wurzelsysteme und zugehörigen
..

Weylgruppen vom Typ AU' Du' E6 , E7 oder ES. Die Aussagen (i) - (iii) prüft man in

diesen"Fällen leicht nach.

(B) U-
E

~ 0, ~o # 0 :

In diesem Fall ist das Milnorgitter parabolisch.- Die zugehörigen Singulari-

täten sind die Singularitäten vom Typ ES' ~7' ~6 oder Dn+3 . Hierfür sind die AuS

sagen (i) - (iii) ebenfalls bekannt (vgl. [Looijenga
3

, (7.23) (a)J) bzw. folgen

leicht aus Kap. 2.3.

= 1(C)
u-E:

Für die hyperbolischen Singularitäten haben wir die Aussagen nur für die

2 4Fälle T237 , T24S ' T334 , T2223 und T2223 zu überprüfen. Nach Theorem 4.1.3 und Be-

merkung 4.1.4 ist die Monodromiegruppe r das senlidirekte Proclukt von ker (H) @ H

mit der Coxetergruppe W ;::I r
s

zu dem entsprechenden Coxetergraphen. Es reicht zu

zeigen, daß * W :I 0 (H)
E:

und t; ~ {v E H I <v, v> = 2 E:} gilt, wobei ~ das Bild von

~ in H ist. Diese Aussagen werden in Kap. 5 .. 5 bewiesen.
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(0) v. ~ 2 :
-e:

In diesem Fall leiten wir die Aussagen von Theorem 4.1.2 aus den algebrai-

sehen Resultaten von Kap. 5 ab. Dazu müssen wir zeigen, daß für eine Singularität

(X, x) mit V. ::: 2 die verschwindenden Gitter (H "Li) und oi., li) volls tändig -im Sin-
-e:

ne von Definition 5.3.1 sind. Dann folgt die Aussage (i) aus Theorem 5.3.2 und

5.3.3, die Aussage (ii) aus (i) und Lemma 4.2.2 und die Aussage (iii) aus Satz

5.3.5.

Nach Satz 4.2.1 und Theorem 4.1.1 deformieren alle Singularitäten (X,x) mit

11 ~ 2 in eine Singularitat (y ,y), wobei (y,y) eine exzeptionelle unimodale Hy-
-E:

f h . 1 i od i . 1 . (n-1) d n . t N hper läc ens~ngu ar tät er e ne Slngu arltät vom Typ J
2n

+
5

0 er T2233 ~s. ac

[Looijenga
3

, proposition (7.13)] enthält das verschwindende Gitter (H ,Li ) bzw.x x

(H ,E ) von (X,x) das verschwindende Gitter (H ,6 ) bzw. (H ,6 ) von (Y,y). Nach
x x y y y y

Bemerkung 5.3.8 reicht es daher zu zeigen, daß die verschwindenden Gitter (H ,Li )Y y

und (H ,li ) von (Y,y) vollständig sind.
y y

Die exzeptionellen unimodalen Hyperflächensingularitäten.besitzen nach [Ebeling t ]

([Gabrielov
2

]) eine spezielle stark ausgezeichnete Basis von verschwindenden Zy

keIn, wobei speziell im Sinne VOn Definition 5.4.1 zu verstehen ist. Die Singula-

(n-1) n
ritäten J 2n+5 besitzen nach Bemerkung 3.3.5 und die Singularitäten T2233 nach

Kap. 2.5 eine spezielle schwach ausgezeichnete Basis von verschwindenden Zellen

bzw. ein spezielles schwach ausgezeichnetes Erzeugendensystem von verschwindenden

Zykeln. Außerdem enthalten die entsprechenden Milnorgitter jeweils ein Untergitter

vom Typ A2 .J- U .J- U . Aus Theorem 5. 4 • 2 folg t .daher, daß die Aussage (i i) von

Korollar 5.3.6 erfüllt ist. Aus diesem Korollar folgt dann, daß die betreffenden

verschwindenden Gitter (H ,~ ) und (H ,6 ) vollständig sind. Damit ist Theorem
yy y y

4.1.2 bewiesen.

Lemma 4.2.2: Es sei ein gerades Gitter L, ein Untergitter L
1

mit L1 C ker L

und eine orthogonale Spaltung L = L
1
~ K gegeben. Dann gibt es dazu eine sp~l

tende exakte Sequenz
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~ *o (K) ~ 1 •
+ E

Beweis: Die gegebene Spaltung L = L
1
~ K führt zunächst zu der folgenden spal-

tenden exakten Sequenz

Dabei operiert v ~ ~ E L
1

® K# trivial auf L
1

und auf K durch

*(v ® ~) (y) = y + ~(y)v für y E K . Für 0 (L) C O(L) erhält man daraus die
E

obige Sequenz (vgl. auch [Ebeling
t , § 3]).

Beweis von Theorem 4.1.3: Für die nicht hyperbolischen Singularitäten folgen die

Aussagen (i) und (ii) aus Theorem 4.1.2 (i) und Lemma 4.2.2.

Für die hyperbolischen Singularitäten ist die,Aussage (i) auBer für die Singu

laritäten Tn
2

2 bekannt, siehe [Gabrielov
2
], [Looijenga

3
, (7.23)]. Die Aussa

,q, ,s

gen (i) und (ii) beweist man für die hyperbolischen Singularitäten mit Hilfe der

angegebenen Dynkindiagramme. Aus diesen Dynkindiagrammen folgt, daB der Kern

ker H von Hvon Differenzen von verschwindenden Zellen erzeugt wird (vgl. Kap.

2.5 und 2.4). Es sei L ein gerades Gitter mit L = Li ~ K und LI C ker L .

Für v ~ w E L
1
~ K mit <w,w> = 2E " E = ±1 , gilt dann:

(v ~ w) (y) = (s 0 s ) (y) für y E L (v @ w operiert wie die Eichler-Siegel-
W W-EV

Transformation ~ , vgl. Kap. 5.1). Mit Hilfe dieser Tatsachen kann man die Be-
-v,w

hauptungen von Theorem 4.1.3 aus den angegebenen Dynkindiagrammen herleiten.

4.3 Globale Monodromiegruppen und Lefschetzbüschel

Aus den Beschreibungen der lokalen Invarianten in Abschnitt 4.1 kann man auch Re-

sultate für globale Invarianten Von projektiven vollständigen Durchschnitten ab-

leiten. Wir betrachten hier den Fall gerader Dimension, zum Fall ungerader Dimen-

sion siehe [Janssen t ], [Beauvillet].

sei S d der projektive Raum, der die vollständigen Durchn,
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schnitte von k Hyperflächen vom Grad d1' ... '~ im komplexen projektiven Raum

~n+k = Pn+k(~) parametrisiert. Zu den glatten vollständigen Durchschnitten ge-

hört eine offene Teilmenge u = U dieses Raumes.n,d
Es sei 1T: ~ + u die

zugehörige Familie von glatten projektiven vollständigen Durchschnitten. Es sei

nennen wir die globale Monodromiegruppe der univer-

u EU. Die Fundamentalgruppe TI 1 ~U,u) operiertY die Faser über einem Basispunkt
u

auf der primitiven Kohomologiegruppe pn(y ,Zl) •
u

n
p: 1T 1 (U,u) + Aut(P (Yu'Zl»

Das Bild r d dieser Darstellung
n,

seIlen Familie von projektiven vollständigen Durchschnitten der Dimension n und

vom Multigrad d = (d
1

, ... ,dk ) . Wie in [Ebeling3' § 6] für Hyperflächen , kann

man allgemeiner für vollständige Durchschnitte aus Theorem 4.1.2 ableiten:

Korollar 4.3.1: Es sei n gerade, E = (_1)n/2 . Dann stimmt die globale Monodro

miegruppe r d mit der Gruppe o*(pn(y ,Zl») überein, ist also von endlichem Index
n, e u

in 0 (po (y , Zz) und daher arithmetisch.
u

Die verschwindenden Zykel und verschwindenden Zellen sind von Lefschetz ur-

sprünglich im Zusammenhang mit Lefschetzbüscheln eingeführt worden [Lefschetz 1].

wir können nun unsere Resultate auch auf diese Situation anwenden. wir stellen·

diese Situation kurz dar, wobei wir für Einzelheiten auf . [Larnotke 1 ] verweisen.

Ein Büschel von Hyperebenen in lPN besteht aus allen Hyperebenen von ]?N , die

einen festen (N-2)-dimensionalen projektiven Unterraum A enthalten, der die Achse

des Büschels genannt wird. Ein solches Büschel entspricht einer Geraden ~ im dua

len projektiven Raum ~N, und wir bezeichnen das Büschel mit {Ht }tE2. Es sei V

eine nichtsinguläre Untervarietät von JPN der Dimension n+1. Wir betrachten die

Durchschnitte Vt = V n Ht für t E ~ . Man nennt {Vt}tEi ein Büschel von Hyper

ebenenschnitten von V. Für eine Hyperebene H ist V n H genau dann nichtsi~gulär,

wenn H nicht tangential zu V ist. Die zu V tangentialen Hyperebenen entsprechen

den Punkten der zu V dualen Varietät V in ~N . Die duale Varietät ist im allgemei-

nen eine Hyperflache mit Singularitäten. Wir verlangen nun, daB die Gerade t die



- 143 -

..,
duale varietät v transversal und nur in regulären Punkten schneidet. Diese Bedin-

gung ist für eine generische Gerade t erfüLlt'. Das Büschel {Vt} tEt von Hyperebe

nenschnitten nennen wir dann ein Lefschetzbüschel. Dann schneidet die Achse Ades

zugehörigen Büschels VOn Hyperebenen die Varietät V transversal. Es sei Y der

Raum, den man erhält, wenn man V längs A aufbläst. Dann ist Y nichtsingulär , und

man erhält eine Abbildung F: Y + t mit den folgenden Eigenschaften: Die Fasern

von F sind die Hyperebenenschnitte Vt,und die kritischen Werte von F sind die

(endlich vielen) Punkte VOn Vn t . Die singulären Fasern haben' genau einen sin-

gulären Punkt, und dieser ist nicht ausgeartet, also ein gewöhnlicher Doppelpunkt.

AuBerhalb der kritischen Werte hat man ein lokal triviales Faserbündel

Es sei ]I) eine Kreisscheibe in i, die die kritischen Werte von F im Innern

enthält und t ein Punkt auf dem Rand von ]I). Es sei
-1

Y][) = F (lD) und

-1
Yt , = F (t) • Nach Kap. 1 sind dann die Menge Von verschwindenden Zykeln

D. C Hn (Yt ,7l) , die Menge von verschwiridenden. Zellen ~ C H
n
+

1
(Y]) ,Y

t
) Wld,die

zugehörigen Gruppen r" C Aut (H (Y ,~»
u n t

und r~ C Aut(H l(Y ,y»
u n+]I) t

definiert.

Die verschwindenden Zykel °E 6 erzeugen die Untergruppe Pn (Y t , 7l) VOn H
n

(Y t ,ZZ) ,.

die primitive oder verschwindende Homologiegruppe. Die Menge der verschwindenden

Zellen ~ erzeugt die relati~e Homologiegruppe H
n

+
l

(Y
lD

,Yt ), die. vom Rang mist,

wobei m die Anzahl der kritischen Werte von F ist. Je zwei verschwiridende Zykel

können bis aufs Vorzeichen durch die Gruppe rb. ineinander überführt werden lLamot

ke
l

, (7.3.5)]. Dm Falle gerader Dimension ist also ä ein Orbit unter r
ä

. Im Falle

ungerader Dimension folgt dies unter der Voraussetzung, daß es 01'02 E ß gibt

mit <01'02> = 1 [Janssen l , Lemma (2.1)]. Dies ist auch eine der Bedingungen, die

ein verschwindendes Gitter (L,b.) erfüllen muß (siehe Kap. 1.3). Falls es also

(auBer für rg Pn (Yt,:i.Z) == 1) ° 1 ,62 E ä mit <° 1 ,6
2

> = 1 gibt, so folgt, daB

und (Hn+1 (YlD ' Yt ) ,ß) verschwindende Gitter sind.

Nun sei V ein vollständiger Durchschnitt und {Vt}tEt ein Lefschetzbüschel von

Hyperebenenschnitten von V, so daB für alle t E t V
t

ein vollständiger Durch-
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d ( d) ;n ]I?n+k ist. Ist Vschnitt der Dimension n und vom Multigrad = d 1,···, k • .

hinreichend allgemein, so 'folgt aus einem Satz von Zariski, daß die Inklusion

i* C U deinen Epimorphismus der Fundamentalgruppen induziert. Anstelle der Ope
n,

ration der Fundamentalgruppe TI
1

(Un,d,t) auf der primitiven Kohomologiegruppe

pn(yt,ZZ) wie oben können wir auch die Operation auf der primitiven Homologiegrup

pe Pn (Y t ' 2Z) betrachten, die Poincare-dual zu pn (Y t , ZZ) ist. Das Bild dieser Dar

stellung in O(pn (Y t ,ZZ» bezeichnen wir ebenfalls mit rn,d. Dann folgt, daß die

Monodromiegruppe fn,d mit der Gruppe r
6

übereinstimmt.

Zu der lokalen Situation besteht nun die folgende Beziehung. Es sei Y
o

ein

n+k
vollständiger Durchschnitt von k Hyperflachen vom Grad d

1
, ••• ,d

k
in]I? , der

in einem Punkt x eine isolierte Singularität besitzt. Oie Milnorfaser X dieser
n

Singularität ist der Durchschnitt einer glatten Nachbarfaser Y
n

von Y
O

mit einer

kl . I . n+k . H H ( )el.nen Kuge um x ~n:IP . Es sel. ~ X, 2Z
x n n

und 6 C H die zugehörigex x

Menge von verschwindenden Zykeln. Durch Transport von Y
n

nach Yt erhält man einen'

Homomorphismus 1: H -+ P (Y t ' ZZ) , der die Schnittformen respektiert und!J. nachx n x

6 abbildet. Ist die Schnittform auf H nicht ausgeartet, so ist dieser Homomor~
x

phismus injektiv.

Es sei nun n gerade. Unter Benutzung der obigen Beziehung kann man dann. zeigen,

daß die Paare (P
n

(Yt,ZZ) ,6) und (H
n
+

1
(Ym ,Y

t
) ,E) für k cl, d ~ 3 und n:: 4

für d = 3 , sowie k ~ 2, d # (2,2) vollständige verschwindende Gitter sind

[Beauville 1 ]. Dazu muß man geeignete ~ingularitäten (Yo,x) finden, für die nach

dem Beweis von Theorem 4.1.2 die verschwindenden Gitter (H ,n ) vollständig sind,
x x

und für 'die die Gitter H
x

außerdem nicht ausgeartet sind. In (Beauville
1

] wird

zum Beispiel gezeigt, daß man unter den angegebenen Voraussetzungen immer einen

vollständigen Durchschnitt der Dimension n und vom MUltigrad d in lP
n+k finden

kann, der eine exzeptionelle unimodale Hyperflächensingularität vom Typ U
12

hat.

Also folgt, daß auch in diesem Fall die Beschreibungen von Theorem 4.1.2 für die

Mengen 6 und &und die Gruppen. r A = r und f A gelten, wobei man hier R.durch
u n,d u

'"und H durch H l(Y ,Y) zu ersetzen hat. Es bleiben nun noch die Qua-
n+ lD t
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driken, kubischen Flächen und Durchschnitte von zwei Quadriken Ubrig. Für diese

sind die Gitter Pn(Yt'~) definit und entsprechen den Gittern Al' E6 bzw. Dn+3 .

Man prüft nun direkt nach, daß die Beschreibungen von Theorem 4.1.2 entsprechend

auch für diese vollständigen Durchschnitte mit Ausnahme der Aussage (iii) für die

Quadriken gelten.

Bemerkung 4.3.2: Der Index in Korollar 4.3.1 läßt sich auch genau bestimmen. Das

Gitter L = pn(yu'~) ist nicht ausgeartet. Für indefinites L folgt aus (Nikulin
1

,

1.14.2], daß der Homomorphismus T: 0 (L) -+ 0 (L~/L) surjektiv ist. Dies kann man

im ~rigen auch für die obigen definiten Gitter zeigen. Für eine Spiegelung s
v

zu einem Vektor v mit <v,v> = -2€ gilt: cr (s ) = -1 , aber s E ker T • Des-e: v v

halb ist für indefinites L der Index Von r d in O(L) gleich der Ordnung von
n,

o (L$/L) multipliziert mit 2.

Beispiel 4.3.3:

gleich 4.

Für k =: 1 , n = 2 , d =-,4 ist der Index von r in O(L)
n,d

In dem uns vorliegenden Preprint [Beauville
1

] wird behauptet, daß die Gruppe

r d mit der Untergruppe 0' (L) von O(L) zusammenfallt, die für indefinite Gitter
0, e: '

L vom Index 2 in O(L) ist. Dies ist deshalb leider im allgemeinen nicht richtig.
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5. MONODROMIEGRUPPEN VON SYMMETRISOIEN VERSCHWINDENDEN GITTERN

5.1 Einheiten von Gittern

Es sei L ein gerades Gitter, d.h. ein freier endlich erzeugter ~-Modul mit einer

symmetrischen Bilinearfonll <, > mit <x ,x> E 2~ für alle x E L . wir bezeich-

nen mit O(L) die Gruppe der Einheiten (= Isometrien) Von L. Es sei E = ±1 Ein

Vektor Ö E L mit <ötö> = 2E heißt ein Minimalvektor der Quadratlänge 2E. Die

zu einem solchen Vektor Ö gehörige Spiegelung Sö ist definiert durch

s (x) D X - 2<x,ö> ~ für E L
6 <0,6> u x .

Es sei ~ C Leine Teilmenge Von L mit <6,6> = 2E für alle 6 E ~ . Wir bezeich-

nen mit ~.~ das Untergitter, das von ß aufgespannt wird, und mit r
ß

die Unter-

gruppe von O(L), di~ von den Spiegelungen So für o E ß erzeugt wird. Mit R (L)
E

bezeichnen wir diejenige Untergruppe von O(L), die Von allen Spiegelungen sv' die

zu Minimalvektoren v der Quadratlänge 2E gehören, erzeugt wird.

*Wir defin~eren eine Untergruppe 0 (L) VOn O(L) wie folgt. Wir bezeichnen den
E

Kern (das Radikal) von L mit ker L und definieren L = L/ker L , das zugehorige

nicht ausgeartete Gitter. Außerdem setzen wir

ren einen Homomorphismus

cr : O(L) + {+1,-1}
E

L :sr L @ IR = JR.L • Wir definie
IR

(reelle Spinornorm) wie folgt. Es sei 9 E O(L) und g das induzierte Element in

O(L) C o(L:m.) . Dann kann man 9 in O(Lm) als Produkt von Spiegelungen

o S
v

r
schreiben. Wir definieren

cr (g):
E

Q { +1

-1

falls E<V.,V.> < 0
1. 1.

sonst.

für eine gerade Anzahl von Indizes,
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Wir bezeichnen mit L~ das duale Gitter Hom(L,ZZ) und mit j

lichen Homomorphismus. Es sei ~ der kanonische Homomorphismus

~: O(L) -+ Aut(L:tf/ jL) •

L -+ L1f den natür-

Definition 5.1.1: O*(L): 0 ker anker T •
e: e:

Es sei nun f E L ein isotroper Vektor (d.h. <f,f> = 0 ) und w E L ein zu

f orthogonaler Vektor. Dann ist die Eichler-Siegel-Transformation

definiert durch

Wf E O(L),w

W
f

(x),w
1= x + <x,f>w - <x,w>f - "2 <w,w><x,f>f

für x E L [Eichler t ]. Es sei U eine unimodulare hyperbolische Ebene mit einer

Basis {f1,f2} VOn isotropen Vektoren mit <f
1
,f

2
> = 1 • Wir nehmen an, daß L

die orthogonale direkte Summe von U und einem geraden Gitter Mist, L = M .L U •

Definition 5.1.2: Es sei ~U(L) diejenige Untergruppe von O(L), die von den Trans-

formationen W und W für beliebige wEM erzeugt wird.
f1,w f 2 ,w

Wir stellen hier einige Eigenschaften dieser Transformationen zusammen (vgl.

[Eichler
1
], [Ebeling

3
]):

(a) Alle Elemente <.p E 'f' U(L) haben Determinante 1 und Spinornonn

a+ (tp) = cr _ (<.p) = t .

(b) Für w,w' E M und i = 1,2 gilt

Wf w+w l ,

i'

also definiert

(c) Für wEM

W I-lo- 1JJ einen Homomorphismus M + ~ (L) •
f.,w U
~

mit <w,w> = 2e: gelten die folgenden Formeln:
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(c2)

(d) O(U) normalisiert '!Iu(L) •

(e) Es sei L :a U' .L U für eine weitere unimodulare hyperbolische Ebene U' •

Dann gibt es für jeden Vektor x E u.' ..L U ein q> E '!IU(U I ...L U) , so daß

<p(x) = a.f + ßf2
mit a.Iß .

1

Aus der Eigenschaft (e) folgt unmittelbar das folgende Lemma, das eine wichti-

ge Rolle spielt

Lermna 5.4. 1: Es sei L:::I L"..L U' ...L U • Dann existiert zu jedem vektor, v E L

ein q> E tl'u(u'.L U) mit q>(v) E L" ..L u' .

Hierbei fassen wir 1u(U' JL U) in natürlicher Weise als Untergruppe Von ~U(L)

auf.

Es sei ß eine Menge von Minimalvektoren der Quadratlänge 2E. Dann hat man zwi-

schen den verschiedenen Gruppen die folgenden Inklusionen:

*r
ß

C RE(L) C 0g(L) C O(L) ,

*tVU(L) C O±(L)

Aus (b) und der Formel (cl) folgt, daß zusätzlich gilt

falls M von Minimalvektoren der Quadratlänge 2E aufgespannt wird.
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5.2 Symmetrische verschwindende Gitter

Wir betrachten hier das symmetrische Analogon zu einem schiefsyrnmetrischen ver-

schwindenden Gitter, das in [Janssen
1

] eingeführt wurde. Es sei E E {+1,-1}

fest gewählt.

Definition 5.2.1: Es sei L ein gerades Gitter und 6 C Leine Teilmenge von L.

Ein Paar (L,6) nennen wir ein (symmetrisches) verschwindendes Gitter, wenn die

folgenden Eigenschaften erfüllt sind:

(i) 6 besteht aus Minimalvektoren der Quadratlänge 28.

(ii) 6 erzeugt L.

(iii) 6 ist ein r6-0rbit.

(iv) Falls der Rang rg(L) ungleich 1 ist, so existieren 0 1 '°2 E 6 mit

<6 ,0 > :11 1 •
1 2

Die Gruppe ru nennen wir die Monodromiegruppe des verschwindenden Gitters.

Beispiel 5.2.2: Die symmetrischen verschwindenden Gitter (L,6) mit E-definitem

Gitter L sind genau die Paare (L,6), wobei Ö ein irreduzibles homogenes Wurzel-

system, also vom Typ Am' Dm' E6 , E, oder ES ist, und L das zugehörige Wurzelgitter.

Dabei ist im Fall E = -1 die übliche Bilinearform von (Bourbaki
2

] mit E = -1

zu multiplizieren. Wir bezeichnen die entsprechenden Gitter ebenfalls mit den Sym-

bolen A , D usw., wobei wir vereinbaren, daß die übliche Bilinearform mit E zum m

multiplizieren ist. Die Monodromiegruppen f
ö

sind gerade die zugehörigen Weyl

gruppen. Diese Charakterisierung der definiten verschwindenden Gitter folgt aus

[Bourbaki2 , eh. VI, § 4, insbesondere nq4]. Aus der Bedingung (iii) für (L,ß)

folgt gerade die Irreduzibilität des Wurzelsystems 6. Die 8-definiten verschwin-

denden Gitter sind also genau die Milnorgitter der einfachen Hyperflächensingula-

ritäten in Dimension
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für 8 = +1 ,

für 8 = -1

Bemerkung 5.2.3: Ist für ein verschwindendes Gitter (L,ß) die Menge ß oder die

Monodromiegruppe r endlich, so ist das Gitter L definit. Den folgenden einfachen
ß

Beweis für diese Tatsache verdanke ich K. saito (siehe auch [saito1 , (1.3) Note 2) .•

Ist ß endlich, so ist auch r
ß

endlich, da r
ß

als Untergruppe der Permutationsgrup

pe von ß aufgefaßt werden kann. Sei also r ß endlich W'ld b: L x L ~?Z irgend

eine (positiv oder negativ) definite symmetrische Bilinearform. Dann wird durch

b' (x,y) = E b(yx,yy), für x,y E L ,
yEr

ß

eine unter r
6

invariante definite symmetrische Bilinearform definiert. Nach

[Bourbaki
2

, Ch. V, § 2, Proposition 1] stimmt b' bis aufs Vorzeichen mit < , >

überein.

Beispiel 5.2.4: Es sei E: = ±1 und Q ein gerades Gitter,' das eine Basis

I

B = {e 1 , ••• ,er } mit <ei,e
i
> = 28 und

<e.,e.) = -8 oder 0
~ )

für 1 ~ i # j ~ r besitzt. Dabei sei das Dynkindiagramm zu Bein zusarnmenhängen-

der Graph. Es sei S = {s i = 1, ... ,r} und W die VOn S erzeugte Untergruppee
i

Von O(Q). Dann ist (W,S) ein irreduzibles Coxetersystem (vgl. [Bourbaki
2

, eh. V,

§ 4]). Wir definieren R = W.B = {w(e,) Iw E W , e. E B} . Dann ist (Q,R) ein ver-
~ ~

schwindendes Gitter und die zugehörige Monodromiegruppe r
R

stimmt mit der Coxeter

gruppe W überein. Ist Q e:-definit, so sind wir im Fall von Beispiel 5.2.2 W'ld die

zugehörigen verschwindenden Gitter (Q.,R) sind gerade die verschwindenden Gitter

zu den klassischen irreduziblen homogenen Wurzelsystemen R. Ist Q e:-semidefinit,

so sind die verschwindenden Gitter (Q,R) gerade die verschwindenden Gitter zu den

zugehörigen affinen Wurzelsystemen R [Bourbaki2, Ch. VI, § 4.3]. Ist Q indefinit,
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so ist die Gruppe W im allgemeinen nicht von endlichem Index in O(Q). Denn wenn Q

nicht ausgeartet und indefinit ist, so ist nach [Bourbaki
2

, eh. V, 5 4, Exercice 12]

W höchstens dann von endlichem Index in O(Q), wenn (W,S) ein Coxetersystem vom

hyperbolischen Typ ist. Das bedeutet, daß das Gitter Q hyperbolisch ist und jede

echte Teilmenge von B ein sernidefinites Untergitter. von.Q aufspannt. Solche ver-

schwindenden Gitter werden in Abschnitt 5.5 betrachtet.

5.3 vollständige verschwindende Gitter

wir fUhren nun zusätzliche Bedingungen an ein verschwindendes Gitter ein.

Es sei wieder E = ±1 wie oben fest.·Wir betrachten zunächst das Gitter

A
2
~ U' ~ U . Es sei {w

1
'w

2
} eine Basis von A

2
aus Minimalvektoren der Länge

2E mit <w1 'w
2
> = -E • Es seien {f 1 ,f2 } bzw. {fi,fi} Basen aus isotropen Vek

toren von U bzw. U' mit <f
1
,f

2
> = <fi,f2> ~ 1 . Wir setzen

Die Menge Q bildet eine Basis von A
2
~ U' ~ U aus Minimalvektoren der Quadrat-

länge 2E.

Definition 5.3.1: Ein verschwindendes Gitter (L,ß)·heiBt vollständig, wenn die

folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(i) L enthält ein Untergitter A
2

.L U' J... U .

(ii) !J. enthält.. die oben definierte Teilmenge n dieses Untergitters.

Wir können nun das Hauptresultat dieses Kapitels formulieren.

Theorem 5.3.2: Es sei (L,!J.) ein vollständiges verschwindendes Gitter. Dann gilt

-r = R (L)
.!J. E
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Diesen Satz beweisen wir in Abschnitt 5.4.

M. Kneser hat den folgenden Satz bewiesen.

Theorem. 5.3.3 (M. Kneser): Es sei L ein gerades Gitter, so.:daB für d.as zugehöri-

ge nicht ausgeartete Gitter L gilt:

(i) Der Witt-Index von L
lR

sei mindestens 2.

(ii) L enthalte ein Untergitter Li vom Rang rg(L
1

) ~ 5 , dessen Diskriminante

disk(L
i

) nicht durch 3 teilbar ist, sowie ein Untergitter L
2

mit rg(L2):~ 6 ,

2 f disk (:[.2 ) •

Dann gilt

R (L)
8

*= 0 (L)
8

Oieser Satz folgt mit Hilfe der Argumente in [Ebeling
2

, Beweis von Theorem

'3. ic)] aus [Kneser l' Satz 4].

Die Voraussetzungen von Theorem 5.3.3 sind insbesondere für Gitter L erfüllt,

die ein Untergitter A
2
~ U' JL U enthalten, also auch für vollständige ver

schwindende Gitter. Durch Kombination von Theorem 5.3.2 und Theorem 5.3.3 erhält

man de shalb : .

Theorem 5.3.4: Es sei (L,~) ein vollständiges verschwindendes ~itter. Dann gilt

*r = 0 (L)
b. 8

Mit Hilfe des folgenden Satzes folgt aus diesem Theorem, daß die Menge ß für

ein vollständiges verschwindendes Gitter (L,b.) bereits durch L bestimmt ist.
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Satz 5.3.5: Es sei (L,ß) ein verschwindendes Gitter, das die folgenden Bedingun-

gen erfUllt:

(i) Es existiert eine orthogonale Spaltung L = Ln...L U' ...L U .

(ii) (Diese Bedingung ist insbesondere dann erfüllt, wenn *r == 0 (L)) •
D. €

Dann gilt:

6. = {v E L I <v,v> = 2E und <v, L> = 7Z} •

Beweis: Dieser Satz folgt aus einem allgemeineren Resultat von E. Looijenga (vgl.

[Brieskorn4 , 4.2]).

Wir geben hier für den Leser einen direkten Beweis, der an den Beweis von

[Looijenga-peters, Theorem (2.4)] angelehnt ist (Man vergleiche auch [Pjateckir-

Sapiro-Safarevic, Appendix to § 6]). Daß D. in der Menge auf der rechten Seite ent-

halten ist, folgt aus der Definition eines verschwindenden Gitters. Sei deshalb

v ein Element aus der Menge auf der rechten Seite. wir schreiben v = v' + v" mit

v· E U'...L U und v" E LI! . Es sei {f
1
,f

2
} eine Basis von U wie oben. Nach 5.1(e)

existiert ein <.p E l1'u(U1 ...L U) , so daß für v' = <.p(v) gilt: <v' ,f
2

> I <Vi ,f
l
>

Da aber <.p(v n) = VII gilt, folgt, daß auch für v = <.p (v) gilt: <v, f
2

> I <v, f 1>

Wir können deshalb annehmen, daß dies schon für v gilt. Da <v,L> = ~ gilt, gibt

es ein y E L mit <v,y> c -1 . Wir schreiben y = Y1 + Y2 ,wobei Y
1

E L" -.L U'

und Y2 EU. Dann gilt

mit v 1 E L"..L U' • Der größte gemeinsame Teiler von a und ß ist aber 1, da

a = <v,f
2

> und

_ -<v,Y1> mod a _ -<v,y> rnod a _ 1 rnod a .

Nach 5.1 (a) können wir nach einer erneuten Anwendung eines Elements von
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... I

~ (U· -L U) annehmen, daß a c 1 ist. Dann bildet W diesen Vektor auf ei-
U f

2
,-v1

nen vektor der Form f
1
+Ef

2
ab. Aber

implizi~rt E = € • Also kann jeder Minimalvektor v der Quadratlänge 2€ mit

<v,L> = ~ durch ein Element von ~u(L) c r~ auf den Vektor f 1+€f2 abgebildet

werden. Damit ist der Satz bewiesen.

Korollar 5.3.6: Es sei (L,6) ein verschwindendes Gitter, und L enthalte ein Unter-

gitter A
2

.L U' ..L U . Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(i) (L,6) ist vollständig.

(ii) 'fU(L) erb."

(iii) /1 enthält alle Minimalvektoren der Quadratlänge 2E von A2 ..l. U I .L U •

Beweis: (i):;' (ii) folgt aus Theorem 5.3.4.

(ii) => (iii) folgt aus Satz 5.3 .. 5, wenn man beachtet, daß für einen Minimalvektor

v E K = A
2

..l... U' ..L U gilt: <v,1O:::I zz .

(iii) => (i') ist trivial.

Bemerkung 5 .. 3 .. 7: Die Bedingung (i) von Definition 5.3.1, nämlich die Existenz

eines Untergitters A
2
~ U' -L U , ist zwar hinreichend für Theorem 5.3 .. 3, aber

nicht für Theorem 5 .. 3.2, wie das folgende Beispiel zeigt. Wir betrachten das nicht

ausgeartete Gitter L: = A
2

1.. A
2

.L U' ..1. U . Dann existiert·eine Basis B von L,

die aus Minirnalvektoren der Quadratlänge 2€ besteht, so daß die Matrix der Bili-

nearform bezüglich dieser Basis durch das Dynkindiagrarnm von Abbildung 5.3.1 gege-

ben wird (man beachte die Konvention VOn Kap. 1 .. 5) ..
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Abbildung 5.3.1

Es sei (L,ß) das verschwindende Gitter, das nach Beispiel 5.2.4 durch B definiert

ist. Da L nicht ausgeartet, indefinit und nicht hyperbolisch ist, ist nach Bei

spiel 5.2.4 die Gruppe f
ö

nicht von endlichem Index in O(L). Nach Theorem 5.3.4

ist daher das verschwindende Gitter (L,Ö) nicht vollständig.

Bemerkung 5.3.8: Es seien (L,Ö
L

) und (K,ß
K

) verschwindende Gitter. Wir sagen, daB

"(L,ßL) das verschwindende Gitter (K,ß
K

) enthält, falls K ein primitives Untergit

ter von List Wld ~ C ßL gilt. Es sei M = A
2

..L U J.... U' und n C M die obi

ge Basis von M. Wir. setzen Q = fn.n . Dann kann man. leicht zeigen, daß (M,n) ein

verschwindendes Gitter ist (vgl. Beispiel 5.4.3). Die Definition 5.3.1 kann dann

auch so formuliert werden: Ein verschwindendes Gitter (L,ß) ist genau dann voll

ständig, wenn es das verschwindende Gitter (M,n) enthält. Nach Korollar 5.3.6 be

steht n aus allen Minimalvektoren der Quadratlänge 2e von M. Man beachte, daß ein

verschwindendes Gitter (L,Ö
L
), das ein vollständiges verschwindendes Gitter ent

hält, selbst vollständig ist.

5.4_Spezielle Teilmengen

In diesem Abschnitt geben wir den Beweis von Theorem 5.3.2. Zu diesem Zweck müssen

wir den Begriff einer speziellen Untermenge 'einführen. Es sei L ein gerades Gitter

und A eine Teilmenge von. L. wir definieren eine Äquivalenzr~lationauf A, die mit

~A bezeichnet wir~wie folgt. Für A,A 1 E A sei ·A~AAI Igenau dann, wenn es eine
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Folge gibt mit <Ai 1')..'> = -E
-' 1.

und für

i = 1, ... ,k , oder wenn ).. =)..' ist.

Definition 5.4.1: Eine Teilmenge A C L heißt speziell, wenn die folgenden Ei-

genschaften erfüllt sind:

(1) A besteht aus Minimalvektoren der Quadratlänge 2E.

(1i) Es existieren Al' A
2

, A
3

E!'I. mit <Al' 1.. 2> = -E und ..<A1-' >..> a 0 ,

<A2 , 1..> = <A
3

, A> für alle A E A mit ).. 1: )..1-' A
2

•

(iii) Es sei A' a A - {)..1,A2 } • Dann;gilt .·A........A')..3 für alle A E A1 •

Es sei A eine spezielle Teilrnenge von L und

setzen

f 1 = -A2 + )..3 '

f 2 =. EA 1 - )..2 + )..3 '

U = ZZ.f
1

+ ZZ.f
2

•

A' = A - {A A}
l' 2

wie oben. Wir

Dann ist U eine unimodulare hyperbolische Ebene und

ZZ.A = U ..l... ZZ.A'

Theorem 5.4.2: Es sei A C L eine spezielle Teilrnenge. Dann gilt ~u(~.A) c r
ß

Wenn darü.berhinaus eine wei tera unimodulare: hyperbolische Ebene U1 in ZZ. A' ent-

Der Beweis von Theorem 5.4.2 ist der gleiche wie der Beweis von [Ebeling
2

,

Theorem 3], angewandt auf das Gitter K = 2Z.A , außer daß wir keine Basis B' von

K' = ZZ.A ' haben, sondern nur ein Erzeugendensystem AI. Aber die lineare Unab-

.hängigkeit der Elemente von BI wird nicht benutzt.
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Beispiel 5.4.3: Es sei n die Teilmenge des Gitters M = A
2

..1 UI ..L U von Ab

schnitt 5.3. Dann ist n speziell: Es sei Ar Q f 1+Ef2 , 1.2 :::2 w1-f1 , A
J

Q w1 •

~n prüft leicht nach, daß alle Elemente von n bezüglich ~n äquivalent sind. Für

wEn' = n - {A1,A2} gilt sogar '~n,AJ • Ferner gilt u' c ~.n' . Aus Theorem

5.4.2 folgt daher

Es sei nun (L,d) ein vollständiges verschwindendes Gitter. Die Idee des Bewei-

ses von Theorem 5.3.2 besteht nun darin, die Teilmenge n c 6 zu einem speziellen

Erzeugendensystem A c 6 Von L zu erweitern und anschließend Theorem 5.4.2 anzu-

wenden. Dazu dienen die folgenden Hilfssätze.

Lemma 5.4.4: Es sei (L,ti) ein vollständiges verschwindendes Gitter. Dann ist 6

eine Äquivalenzklasse bezüglich ~ß'

Beweis: Jede Äquivalenzklässe 6 ist ein fl-Orbit. Denn <0,0'> = -E impliziert

so,sö(ö') = 15'; Andererseits gilt ril(!J.) c tl . um dies zu beweisen, bemerken wir

zuerst, daß mit 15 auch sö(o) = -15 in E liegt. Denn es gibt ein y E r
ß

mit

y(w
2

) = 15 , und

ist die Basis eines Wurzelsystems vom Typ A
J

, das in ß enthalten ist. Nun sei

15,0' E E Dann kann man leicht durch Induktion über die minimale Länge einer

mit <0, 1,0.> 0 1
1.- 1.

und o. E 6 für i = l, ... ,k
1.

zeigen, daß 5
6

(0') E ~ gilt.

Da r
ß

die symmetrische Bilinearform respektiert, permutiert r
ß

Xquivalenzklas

sen. Es sei nun 6 eine Äquivalenzklasse und 0 E ß • Dann reicht es zu zeigen, daß

es ein 6 E ii
.. ..

gibt mit so(o) = 6 , also <0,0> = 0 . Denn daraus folgt, daß r
ß

die Äquivalenzklasse ~ invariant läßt, also -
ß = r

ß
.6 = ß gilt.
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Es sei öl E 6. Dann gibt es ein 'y E.f 6. mit y (w
1

) = cl Daraus folgt

..
6

1
c w

1y(Q) c 6. • Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir annehmen, da

y -1 (U' ...L -1 -1
wir sonst U 1 -L U durch U) und w

1
,w

2
durch y (w

1
),y (w

2
) erset-

zen können. Dann gilt n C ß • Da das Gitter UI J... U c zz. n unimodular ist,

können wir L = L"..l. U' ..L U schreiben. Nach Lenuna 5.1.4 gibt es dann ein

c.p E li'u(U' ..L U) c rn mit c.p(ö) E LU ...l.. U . Dann gilt

und f
1
+Ef

2
E 6. , ~ E fK . Da jede Äquivalenzklasse ß ein r~-Orbit ist, haben wir

damit das Lemma bewiesen.

Lemma 5.4.5: Es sei (L,ß) ein vollständiges verschwindendes Gitter. Es sei

Li
O

: = {Ci E 6. I<w1 ,8 >1D -8 oder 6 = w1} •

Dann gilt f
A

C f
U o 6.

Beweis: Der Beweis ist der gleiche wie der von Lemma (2.7) in [Janssen
1
]. Es sei

Ci E ß . Mit i(6) bezeichnen wir die minimale Länge einer Folge

w =1
mit 6. E 6.

1.
und <6. 1,6.> = -E

1.- 1.
für i = 1 , ••• , k , die

nach Lemma 5.4.4 existiert. Durch Induktion über ~(ö) zeigen wir: 6 E rfj, .w
1

•
o

Für i(6) = 0 gilt 6 = w1 • Nun sei k = tee) > 0 , und es sei eine Folge wie

oben gegeben. Nach Induktionsannahme gibt es ein y E r
ß

mit y(c
k

_
1

) = w
1

.
o

Aber

also gilt
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Deshalb gilt

NWl implizie~t 6. == r 6. .!:J.o aber
.0

r A == r
U o !J.

Wld L = 'lZ.!J. = ?Z. (r fj, .!J.o) c ZZ. 6.
0

.
o

Satz 5.4.6: Es sei (L,6.) ein vollständiges verschwindendes Gitter. Es sei

I\. •o·

1\.': = {6 E 6
0

1 Orv
A

w1 } ,
o

/\ = A' U {w
1
-f

1
,f

1
+Ef

2
}

Dann ist A eine spezielle Teilmenge von L mit n c A c 6., U I C ?Z. AI und

L = ZZ.A •

Beweis: Es ist klar, daß ~ speziell ist und daß n c ~ gilt. Da V' in ZZ.Q ent-

halten ist, ist V' auch in Zl. AI enthaltan. Also müssen wir nur L = ZZ./\ zeigen.

Nach dem vorhergehenden Lemma reicht es zu. zeigen, daß 6
0

in- !,'lZ. A ehthalten ist.

Es sei 6 E 6
0

, 6 # w
1

. Es gilt L == LII.J..:. U' ..L U . Nach Lemma 5.1.4 exis

tiert ein q:> E tVV(V1...L u) mit q:>(ö) E LU ...L U' und

da w1 E Ln und Ö E 6
0

. Also liegt 0 = ~(ö) in AI. Da aber q:> aus rQ C r/\ ist

ist, folgt

Damit ist der Satz bewiesen.

Theorem 5.3.2 folgt nun aus Satz 5.4.6 und Theorem 5.4.2.
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5.5 Hyperbolische Coxetersysteme

Wir betrachten in diesem Abschnitt einige nicht vollständige verschwindende Gitter,

die durch hyperbolischeCoxetersysteme gemäß Beispiel 5.2.4 definiert sind.

In Beispiel 5.2.4 haben wir zu bestimmten Coxetersystemen (w,S) verschwindende

Gitter definiert. Es sei (Q,R) ein solches verschwindendes Gitter. Wir haben be-

reits in Beispiel 5.2.4 bemerkt, daß für ein nicht ausgeartetes und· indefinites

Gitter Q, für das das Coxetersystem (W,S) nicht vom hyperbolischen Typ ist, die

Gruppe f= W nicht von endlichem Index in O(Q) ist. Man erhält also~·eine Klas
R

se von verschwindenden Gittern, für die die Aussagen von Theorem 5.3.2 und Satz

5.3.5 nicht gültig sind (vgl. auch Bemerkung 5.3.7).

Wir zeigen aber für einige verschwindende Gitter (Q,R) zu Coxetersystemen vom

hyperbolischen Typ, daß für sie die Beschreibungen der angegebenen Sätze gelten.

Es sei Q eins der hyperbolischen Gitter von Tabelle 5.5.1 (vgl. Kap. 4.1) und B

eine Basis von Q, deren DynkindL~lgramm:.rnitdem entsprechenden Coxetergraphen zu

Q nach Abbildung 4.1.1 übereinstimmt (mit der Konvention von Kap.~1;5).

Tabelle 5.5.1

Q Q237 Q245 Q334
2 4

Q2223 Q2223

Ql ES E7 E· DS D76

E -1 -1 -1 -1 +1

Satz 5.5.1: Für die verschwindenden Gitter (Q,R) zu einem der Gitter Q von Tabel-

1e 5.5.1 gilt:

(i) *r = W = 0 (Q)
R E:

( i i ) R = {v E Q I <v, v> = 2 E } •

Beweis: (i) Für die ersten drei Gitter wurde die Aussage (i) von E. Brieskorn
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(unveröffentlicht) bewiesen. Wir geben hier seinen Beweis, der sich auch auf die

anderen Fälle übertragen läßt.

Das Gitter Q ist jeweils von der Form Q = Q' ~ u , wobei QI ein Wurzelgitter

~st. Die jeweiligen Wurzelgitter Q' sind in Tabelle 5.5.1 angegeben. Man kann

leicht zeigen, daß die Gitter Q' die Reduktionseigenschaft (R) von [wallt' § 5]

besitzen. Aus [wall
1

, 5.2] folgt daher

O(Q) = O(QI) • O(U) • 't'U(Q) •

(In [wallt] ist dieses Resultat nur für unimodulare Gitter formuliert, der Beweis

läßt sich aber auch auf die Gitter Q übertragen~) Daraus folgt

*o (Q)
e:

* *= 0 (Q') • 0 (U) • 't'u(Q)e: E.

Nun gilt aber *o (Q I) c W' , wobei W' die Weylgruppe des Wurzelgitters Q I ist, und
E.

Wurzel von Q' ist und

*0e:(U) c {1,sf
t
+e:f

2
} , wobei f l ,f2 eine Basis von isotropen Vektoren von U ist.

Hierbei kann man für f l und f
2

die Vektoren f
l

= A + 6
r

_1 ' f
2

= -e:(er+f t )

wählen, wobei e 1 und e die Vektoren sind, die zu den beiden äußersten Ecken
r- r

des längsten Arms des jeweiligen Coxetergraphen zu Q gehören, und A die längste

Wurzel von QI ist [Bourbaki2 ]. Die Gruppe ~u(Q) wird von den Transformationen

erzeugt, wobei A eine Wurzel Von QI ist. Unter Benutzung dieser Tatsachen kann man

leicht zeigen, daß alle Gruppen auf der rechten Seite der Gleichung (*) in W ent-

halten sind.

(ii) Es sei v ein Minimalvektor der Quadratlänge 2e: von Q. Wir müssen zeigen,

daß v in R liegt. Da die Gitter QI die Reduktionseigenschaft (R) von [wallt' § 5]

besitzen, kann man wie bei [walll' 5.1] zeigen, daß v unter 'Yu(Q) zu einem der

folgenden Vektoren äquivalent ist: A', A+af 1 ' A+bf
2
-, f

1
+e:f

2
' wobei A eine

a,b E 2Z. Da nach (i) ~ (Q) in r , enthalten ist, reicht es
U R.

also zu zeigen, daß diese Vektoren in R liegen. Nach der Wahl von f 1 und f
2

wie in
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(i) gilt: f t +Ef2 = -er ER. Die Weylgruppe W' C f R des Wurzelgitters QI 9pe-

Sf
1
+Ef

2
(A+bf 2 ) = A-Ebf t • DeSha~b

für a E ~ in R liegt, wobei A diebrauchen wir nur noch zu zeigen, daß A+af
1

längste Wurzel von QI ist. Da mit ö auch -0 in R liegt, körmen wir a > 0 anneh- ~

riert transitiv auf den Wurzeln und es gilt

men. Nun ist aber ~+af = (a+l)~+ae 1 . Durch abwechselnde Anwendung von s- und
1 r- A

-
s erhält man aus diesem Vektor A oder er_l' die in R liegen: Damit ist auch
er - l

Teil (ii) bewiesen.
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