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Einleitung

Eine wichtige Rolle bel der Untersuchung von Hyperfldchensingularitd3ten und ihren
Deformationen spielen das Milnorgitter und die damit zusammenhdngenden Invarian-
ten. Die mittlere Homologiegruppe einer Milnorfaser der Singularitdt ist eine

freie abelsche Gruppe, die mit einer Bilinearform, der Schnittform, Versehen ist.
Diese Bilinearform ist symmetrisch oder schiefsymmetrisch, je nachdem ob die Dimen-
sion gerade oder ungerade ist. Diese Gruppe zusammen mit dieser zusdtzlichen Struk-
tur nennen wir das Milnorgitter H. Eine Untergruppe der Automcrphismengruppe die-
ses Gitters ist die Monodromiegruppe I der Singularitdt. Sie wird von den Spilege-
lungen bzw. symplektischen Transvektionen zu gewissgen geometrisch definierten Ele-
menten des Milnorgitters, den verschwindenden Zykeln, erzeugt. Diese bilden die
Menge A € H der verschwindenden Zykel. Dabei. kann man sich auf gewisse gecme=
trisch ausgezeichnete Basen von verschwindenden Zykeln beschranken. Die Menge der
Dynkindiagramme (Schnittdiagramme) zu solchen Basen liefert eine weitere Invarian-
te. Einen Uberblick Uber die Beziehungen dieser Invarianten untereinander und ihre
Bedeutuné fir die Deformationstheorie der Singularitdten im Hyperflichenfall gibt

der Artikel [Brieskornal.

Durch Stabiligierung kénnen wir uns iﬁ Hyperfl&chenfall auf den symmetri-
schen Fall beschranken. Fir die einfachen Hyperfldchensingularitidten sind die Mo-
nocdromiegruppen und Mengen von verschwindenden Zykeln endlich, und es ist wohlbe-
kannt, daf sie mit den Weylgruppen und Wurzelsystemen zu den klassischen Dynkin-

. 1 . , .
diagrammen ) vom Typ Am, Dm’ EG’ E7.odgr E8 dbereinstimmen. Im allgemeinen (symme-

?) Die Bezeichnung Dynkindiagramme fiir diese Graphen wurde von N. Bourbaki [ Bour-
baki_ ] verwendet und -ist seither fiir diese Graphen gebrduchlich. Diese Bezeichnung’
ist auch fir die allgemeineren Schnittdiagramme von beliebigen Hyperflachensingu-
larititen tblich und wird auch in dieser Arbeit verwendet. Leider scheint die Be-
zeichnung historisch nicht gerechtfertigt zu. sein, diese Graphen sind. wohl viel-
mehr H.S.M. Coxeter zuzuschreiben. Bourbaki nennt aber die eng verwandten Graphen,
die Coxetersystemen zugeordhet sind, Coxetergraphen. Wir folgen Bourbaki und reser-
vieren diese Bezeichnung ebenfalls fir dlese Graphen (vgl. Bemerkung 4.1.4, Bei-
spiel 5.2.4 und Kap. 5.5). : '
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trischen) Fall stellt sich die Frage nach der Natur dieser unendlichen Spiegelungs-
gruppen und dieser unendlichen Teilmengen des Milnorgitters und einer Charakteri-
sierung dieser Invarianten. Die Beschiftigung mit dieser Frage wurde durch ein Re-
sultat von H. Pinkham [Pinkhaml] aus dem Jahre 1977 entscheidend angeregt. Pink- .
ham zeigte, daB die Monodromiegrﬁppen der vierzehn .exzeptionellen unimodalen Hyper-
flachensingularititen arithmetisch sind. In der Folgezeit konnten wir mit Hilfe
eines Satzes von M. Kneser zeigen, daf das Resultat von Pinkham fiir gro8e Klassen
von Hyperfldchensingularitéten giiltig ist. Gleichzeitig war von Anfang an klar,
daB es nicht fir alle Hyperfl&chensingularitdten richtig sein kann. Ausnahmen f£in-
det man in der anderen Klasse von unimodalen Hyperflachensingularitdten, die am
Anfang der Klassifikation von Arnold stehen, ndmlich unter den hyperbolischén Sin-

gularitidten der T r-Serie.

M7

Die Milnorgitter, Monodromiegruppen und verschwindenden Zykeln sind allgemei-
ner auch fdr isolierte Singularitdten vollst&ndiger Durchschnitte definiert. Man
kann daher die obige Fﬁage auch in diesem allgemeineren Zusammenhang betrachten.
Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist eine Untersuchung dieser Invarianten fir die-
se allgemeine Klasse von Singularit&tEnpvdie die Hyperfldchensingularitdten um-

faBt. Im Mittelpunkt der Untersuchung steht dabei die obige Frage.

Um diese Invarianten studieren zu kdnnen, entwickeln wir zun&chst geeignete
Berechnungsmethoden flir diese Invarianten. Dabei orientieren wir uns an dem Hyper-
flachenfall. In diesem Fall werden zur Berechnung die Dynkindiagramme zu gecmetri-
schen Basen von verschwindenden 2Zykeln herangezogen. Der Begriff einer geometri-
schen Basis von verschwindendéen Zykeln 138t sich aber nicht ohne weiteres auf den
allgemeinen Fall ﬂbertragen.fMan.kann zwar auch im rall von vollstdndigen Durch-~
schnitten entsprechende Systeme von verschwindenden Zykeln betrachten, jedoch sind
sie nicht mehr linear unabhingig und man muf zus&dtzlich die linearen Relationen
zwischen diesen Zykeln in Betracht ziehen. Wir fi{thren hier einen geeigneten Be-

griff des Dynkindiagramms fiir eine isolierte Singularitst eines'vollstandigen
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Durchschnitts ein. Wir stellen Methoden dar, solche Dynkindiagramme zu berechnen.

Wir wenden diese Methoden an, um Dynkindiagramme und die daraus abgeleiteten
Invarianten fiir die Singularititen der untersten Stufen der Hierarchie der Singu-
larit&ten vollstidndiger Durchschnitte zu bestimmen. Insbesondere k&nnen wir damit
die Singularitdten Qollsténdiger Durchschnitte mit definiter, parabolischer und
hyperbolischer Schnittform klassifizieren. Dies verallgemeinert die entsprechende
Klassifikation von Arnold fiir den Hyperflachenfall [Arnoldll. Daneben stéBtrman

auf diese Weise auf viele interessante Zusammenhinge.

Als Hauptresultat dieser Arbeit k&nnen wirx dié Frage nach einer Charakterisie-
rung der Monodromiegruppen und verschwindenden Zykel im symmetrischen Fall voll-
standig beantworten. Wir kdnnen zeigen, daf sich die Monodromiegruppen und ver-
schwindenden Zykel von allen isolierten Singularitdten geradedimensionaler voll-
standiger Durchschnitte mit Ausnahme der hyperbolischen rein arithmetisch, d.h.
nur in Termen des Milnorgitters, beschreiben lassen. Insbesondere sind die einfa-
chen Teile der Monodromiegruppen in diesen Fallen arithmetisch. Flir die hyperbo-
lischen Singularitdten kann man eine andere Beschreibung dieser Invarianten geben.
Diese Resultate lassen sich auch auf globale Monodromiegruppen anwenden und es
148t sich zum Beispiel zeigen, daf die Monodromiegruppe der universellen Familie
von projektiven vollstandigen Durchschnitten eines festen Multigrades arithmetisch
ist. Der Bewelis dieser Resultate wird mit Hilfe unserer Berechnung von Dynkindia-
grammen auf algebraische:Exrgebnisse tber Spiegelungsgruppen zu verschwindenden

Gittern zurickgefihrt .

Wir geben nun einen Uberblick lber den Inhalt der Arbeit im einzelnen. Die Ar-
beit ist in fGnf Kapitel gegliedert. Im ersten Kapitel fihren wir die zu betrach-
tenden Invarianten von Singularitdten vollstandiger Durchschnitte ein. Hierbei
verdndern wir den Gesichtspunkt gegeniber dem Hyperflichenfall ein wenig. Als

grundlegende Invariante sehen wir im allgemeinen Fall nicht nur das Milnorgitter
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H allein, sonderm eine exakte Sequenz von Gittern
O+H'+H~+~H~>0,

die das Milnorgitter H beinhaltet, an. Diese Sequenz ist wie folgt definiert (vgl.
Abschnitt 1.i). Es sei (X,x) eine isolierte Singularitdt eines n-dimensionalen

n+p'0) - (CP,O) die semluni-

vollstidndigen Durchschnitts und F = (Fl""'Fp) : (€
verselle Deformation von (X,x). Wir wihlen eine Gerade { im Basisraum cf, die
durch den Nullpunkt verlduft und die Diskriminante von F im Nullpunkt transversal
schneidet. Ohne Einschrinkung nehmen wir an, da8 die Koordinaten von ® so gewdhlt
sind, daB diese Gerade mit der letzten Koordinatenachse zusammenfdllt. Dann defi-

niert F' = (Fl""'F ) o (cn+p,O) + (CP-I,O) eine isolierte Singularitat

p-1

! die Milnorfasern von (X,x) bzw. (X',x). Dann ist die

. \
(X',x). Es seien Xs bzw. xt

obige Sequenz ein Teil der exakten (reduziexrten) Homologiesequenz des Paares

- ' . - ot . s . . .

(thxs) , es gilt also H Hn(XS'Z) , H Hn—f—l-(xt'zz) und H ist die relative
Hamologiegruppe Hn+1(x',xs). Auf diesen Moduln betrachten wir die durch die Schnitt-

form auf H induzierten Bilinearformen.

Zu jeder Invarianten, die mit dem Milnorgitter H verbundeﬁ ist, kdénnen wir dann
eine entsprechende.relative Invariante betrachten, die mit dem Gitter H assoziiert
ist. Den verschwindenden Zykéln sind auf diese Weise die sachon von Lefschetz.be-
trachteten Fingerhidte oder - diese Bezeichnung ziehen wir vor - verschwindenden
Zellen zugeordnet (Abschnitt 1.2). Zur Monodromiegruppe ' gehdrt die relative Mono-
dromiegruppe [ (Abschnitt 1.3). Die natdrliche Verallgemeinerung des Begriffs ei-
ner schwach oder stark ausgezeichneten Basis von verschwindenden Zykeln im Hyper-
flachenfall betrachten wir in Abschnitt 1.4: Es handelt sich hierbei um eine
schwach coder stark ausgezeichnete Basis von ﬁ, die aus verschwindenden Zellen be-
steht. So sind die Dynkindiagramme, die wir in Abschnitt 1.5 einfithren, Dynkindia-
gramme zu schwach oder stark ausgezeichneten Bagen von verschwindenden Zellen von
H. Wie im Hyperflichenfall sind sie nicht eindeutig festgelegt, und wir studieren

in diesem Abschnitt auch die mdglichen Transformationen dieser Diagramme. Am Ende
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von Abschnitt 1.5 gehen wir auf die Invarianz der eingefihrten Objekte ein. Ein
pDynkindiagramm zu einer stark ausgezeichneten Basis von verschwindenden Zellen he-
stimmt die dbrigen relativen, also mit dem Gitter H assoziierten, Invarianten, ins-
besondere auch ein spezielles Element. der relativen Monodromiegruppe I, den rela-
tiven Monodromieoperator ¢. Wir diskutieren in Abschnitt 1.6, inwieweit sich aus
der Kenntnis von H und dem relativen Monodromieoperator ¢ Informationen idber H'

und H und damit dber die gesamte obige grundlegende exakte Sequenz gewinnen lassen.

In Kapitel 2 stellen wir unsere Methoden zur Berechnung von Dynkindiagrammen zu
stark ausgezeichneten Basen von verschwindenden Zellen dar. Wir leiten eine Verall-
gemeinerung einer Methode von Gabrielov im Hyperfléchenfall [Gabrielovj] her, auf
der unsere Berechnungen im wesentlichen beruhen (Abschnitt 2.2). Diese Methode er-
laubt eg, die Berechnung von Dynkindiagrammen auf die Berechnung von Dynkindiagram-
men fir einfachere Singularidten zu. reduzieren. Eine wesentliche Rolle spielt da-
bei eine Polarkurve der Singularitdt. Die ben&tigten Definitionen und Tatsachen
gber Polarkurven und Polarinvarianten im Fall von vollstandigen Durchschnitten
sind in Abschnitt 2.1 zusammengestellt. Die einfachsten Singularitadten von voll-
sté&ndigen Durchschnitten siberhaupt, die keine HyperflAchen sind, sind die isolier-
ten Singularitdten von Durchschnitteﬁ von zwei Quadriken. Fiir eine solche Singula-
ritdt hat Hamm [Hammz] eine Basis des Milnorgitters H angegeben. In Abschnitt 2.3
zeigen wir, daB die Basis von Hamm aus verschwindenden Zykeln besteht und daf die-
se Zykel die verschwindenden Zellen einer stark ausgezeichneten Basis' von H beran-
den. Wir bestimmen das Dynkindiagramm zu dieser Basis und untersuchen mittels ge-
eigneter Transformationen des Dynkindiagramms die Invarianten dieser speziellen
Singularit&t. Man std8t dabei auf einen engen Zusammenhang zu einer von K. Saito
entwickelten Theorie von erweiterten affinen Wurzelsystemen [Saitol], auf den wir
in Abschnitt 2.4 eingehen. Schlie8lich behandeln wir in Abschnitt 2.5 eine andere
Methode zur Berechnung von Dynkindiagrammen. Hierbei handelt es sich um eine Ver-
allgemeinerung einer Methode von Lazzeri im Hyperflachenfall, die Schnittmatrix

mit Hilfe der Relationen in der Fundamentalgruppe des Komplements der Diskriminante
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zu berechnen. Wir fihren diese Methode anhand eines Beispiels vor, das wesentlich
fir die spateren Anwendungen ist, bei dem aber die Anwendung der Methode von Ab-

schnitt 2.2 bereits zu erhéblichen Komplikationen fihrt,

In Kapitel 3 wenden wir die Methode von Kapitel 2.2 an, um Dynkindiagramme fir
einige spezielle Singularitdten zu bestimmen. Wir betrachten dabei ausschlieBflich

Singularitdten, die durch Abbildungskeime £ (Cn+2

,0) + (¢2,0) mit df(0) = O
und regull8rem 2-Jet gegeben werden. Das bedeutet insbesondere, daf H' in diesem
Fall Rang ! hat. Wir beginnen dieses Kapitel mit einigen Bemerkungen zur Klassifi-
kation dieser Singularitdten beliebiger Dimension und fihren die Klassen von Singu-
laritdten ein, die wir spéter betrachten werden und die zum Teil in Kapitel 4 eine
Rolle spielen werden. Diese Klassen sind durch das Segresymbol des 2-Jets charak-
terisiert. Am Beginn der Klassifikation stehen nach den Durchschnitten von zwei

Quadriken die n-dimensionalen Singularit&ten T (Segresymbol {1,...,1,2} )..

d:2,8
In Abschnitt 3.2 fihren wir fdr:.diese Singularitdten die Berechnung von Dynkindia-
grammen nach der Methode von Kapitel 2.2 exemplarisch ausfihrlich vor. Es stellt
sich heraus, daB diese Singularitdten fiir n gerade hyperbolisch sind. Der Abschnitt
3.3 ist zwei weiteren Klassen von n-dimensionalen Singularitdten, den Singulariti-

(n-1)_ (n-l)-Serie (Segresymbol {1,...,1,3} wnd {1,...,1,(1,2)}"),

ten der J und X
gewidmet. Die restlichen Abschnitte von Kapitel 3 werden fdr Kapitel 4 nicht mehr
bendtigt. In Abschnitt 3.4 spezialisieren wir uns auf den Fall von Kurven und be-
trachten insbesondere Dynkindiagramme fir die einfachen Raumkurvensingularititen.
Den Fldchenfall betrachten.wir in den Abschnitten 3.5 und 3.6 ndher, und in. 3.6 be-
sonders die Dreiecksingularitdten und die in [Ebeling-Wall] stﬁdierte Erweiterung
von Arnolds seltsamer Dualitdt. Wir erhalten fir die Raumkurven- und Flichensingu-
laritdten aus den Abschnitten 3.4 und 3.6 Dynkindiagramme, die eng mit den Dynkin-
diagrammen von Gabrielov fir die unimodalen Hyperflichensingularitdten zusammen-
héngen. Wir studieren die Coxeterelemente dieser Graphen und zeigen, wie unsere

Ergebnisse mit neuen Resultaten von K. Saito Uber Coxeterelemente einer Xlasse von

Graphen zusammenpassen. Abschnitt 3.6 liefert erginzende Informationen zu der Ar=- .
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beit [Ebeling-Wall], die das Bild weiter abrunden. Wir erwihnen schlieBlich ein be-
sonderes Ergebnis unserer Berechnungen: Man findet topolegisch nicht &quivalente
Singularititen, zum Beispiel schon.unter den Dreiecksingularitdten, deren Monodro-

mieoperatoren Uber § konjugiert sind (Korollar 3.6.4).

Die Hauptresultate dieser Arbeit werden in Kapitei 4 dargestellt. In Abschnitt
4.1 werden diese Resultate formuliert. Wif geben zundchst eine Klassifikation der
isolierten Singularitdten von vollsté&ndigen Durchschnitten mit definiter, parabo-
lischer und hyperbolischer Schnittform (Theorem 4.1.1). Dann geben wir eine Be-
schreibung der Monodromiegruppen, relativen Monodromiegruppen und der Mengen von
verschwindenden Zykeln und Zellen fir fast alle isolierten Singularitdten von ge-
ra&edimensionalen vollstandigen Durchschnitten (Theoreme 4.1.2 und 4.1.3). Die ein-
zigen Ausnahmen, flir die diese Beschreibungen nicht gelten, gehdren zu den hyperbo-
lischen Singularitdten. In Bemerkung 4.1.4 zeigen wir, daB man in diesem Fall fir
diese Invarianten andere Besch?eibungen finden kann. Fir den Hyperfldchenfall und
zum Teil fdr den Fall von zweidimensionalen vollstdndigen Durchschnitten in c4
sind diese Resultate schon in [EbelingS} verdffentlicht und verallgemeinern frihe-
re Resultate in [Pinkhaml], [Ebelingl], [Ebelingzl, {Ebeling3]. Am Ende von Ab--
schnitt 4.1 vefgleichen wir hierzu kurz die wichtigsten entsprechenden Resultate
im Fall ungerader Dimension. Fir Einzelheiten sei hierbei auf [Jansseni] verwiesen.
Der Bewels unserer zentralen Resultate besteht in einer Reduktion auf algebraische
S&tze, die in Kapitel 5 bewiesen werden. Zu dieser Reduktion, die in Abschnitt 4.2
dargestellt ist, werden die Resultate aus den.ersten drei Kapiteln ben&tigt. In Ab-
schnitt 4.3 werden Anwendungen auf globale Monodromiegruppen und Lefschetzbischel
beschrieben. Wir kommen damit auf den Zusammenhang zurick, in dem die:verschwinden-

den Zykel und ZzZellen urspringlich von Lefschetz eingefiihrt. wurden.

-

In Kapitel 5 sind die algebraischen Resultate zusammengestellt, auf denen der

Beweis der Ergebnisse von Kapitel 4.beruht. Wir betrachten hier Untergruppen FA

der Einheitengruppe eines ganzzahligen symmetrischen Gitters L, die von den Spie-
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gelungen zu den Vektoren einer Teilmenge A C L erzeugt werden. Dabei soll das
Paar (L,A) die folgenden.Axiome erfiillen: (i} A besteht nur aus Minimalvektoren
der Quadratlange 2¢, e € {+1,-1} fest, (ii) A erzeugt L, (iii) A ist ein FA-Or-

bit, (iv) falls rg L > 1-, so gibt es §,,§, € A mit <61,62> =1 . Ein solches

172
Paar (L,A) nennen wir - einer Terminologie von W. Janssen und E. Looijenga fol-:.-
gend - ein verschwindendes Gitter (Abschnitt.5.2). Typische Beispiele flir solche
verschwindenden Gitter sind die Paare (H,A) und (H,A). Wir zeigen nun, daf ein ver-
schwindendes Gitter, das ein gewisses kleines verschwindendes Untergitter vom Witt-
index 2 enthdlt und aas wir in diesem Fall vollstdndig nennen, schon das maximal
m&gliche verschwindende Gitter ist (Abschnitt 5.3 und 5.4). Das bedeutet, daB die
Teilmenge A maximal ist, also alle Minimalvektoren v der Quadratlidnge 2¢g mit
<v,L> =2 enthilt, und FA alle Spiegelungen zu Minimalvektoren der Quadratlange
2¢ enthdlt. Aus einem Satz von Kneser [Kneserl] folgt dann, daB die Elemente von
FA dadurch gekénnzeichnet sind, daB sie Spinornorm 1 haben und auf dem Quotienten
Lﬂ/j(L) des dualen Gitters L¥ durch das Bild des Gitters.L trivial operieren. In
Abschnitt 5.5 zeigen wir diese Aussagen auch fir einige verschwindende Gitter, die
durch Coxetersysteme definiert sind, wahrend im allgemeinen diese Aussagen fir
solche Gitter nicht richtig sind. Kapitel 5 ist bis auf einige Ergdnzungen weit-
gehend mit §§ 1-3 und einem Teil von § 5 der Verdffentlichung [Ebelings] identisch.
Diese Arbeit wurde zuletzt durch ein Forschungsstipendium der Deutschen For-
schungsgemeinschaft geférdert, der ich dafiir herzlich danke. Dieses Stipendium er-
mdglichte mir auch einen zweimonatigen Forschungsaufenthalt an der University .of
North Carolina in Chapel Hill/USA im Rahmen eines "Special Year" dber Singularitad-
ten und algebraische Geometrie, wdhrend dessen ein Teil dieser Arbeit entstand.
Fir die Gastfreundschaft und gute Arbeitsatmosphdre bin ich insbegondere den Orga-

nisatoren des "Special Year", J. Damon und J. Wahl, sehr dankbar.

Ich danke auch all denen, von denen ich beim Entstehen dieser Arbeit Anregungen

und Hilfe bekommen habe, insbesondere L& Dung Trang, E. Looijenga, G. Pfister,
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K. Saito, J. Wahl und vor allem C.T.C. Wall. Mein besonderer Dank gilt meinem
Lehrer E. Brieskorn flr sein Interesse und seine Unterstidtzung und Bestarkung
beim Zustandekommen dieser Arbeit. Er hat mein Denken und meine Sichtweise der

Probleme entscheidend beeinfluft.

Die mihevolle Arbeit des Tippens wurde duBerst sorgfdltig von Frau W. Ott aus-

gefihrt, woflr ich ihr herzlich danke.

Bonn, Juni 1986
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1. INVARIANTEN VON VOLLSTANDIGEN DURCHSCHNITTEN

1.1 Die grundlegende exakte Sequenz

Es sei (X,x) eine isolierte Singularitdt eines vollstadndigen Durchschnitts der

Dimension n. Das bedeutet, daB (X,x) ein komplex—analytischer Raumkeim der Dimen-
sion n ist, der isomorph zur Faser (f-I(O),O) des Keims einer analytischen Abbil-

dung

n+k

f: (C ;O) d (tho)

ist, und x € X ein isolierter singuldrer Punkt von X ist. Im Fall k =1 ist (X,x)

eine isolierte Hyperflachensingularitat.

Eine isolierte Singularitdt eines vollstdndigen Durchschnitts besitzt eine se-

miuniverselle Deformation mit glattem Basisraum

n+p

F: (¢ P,0) + (cF,0).

Es sei BE eine offene Kugel vom Radius € um den Nullpunkt in Cn+p. Wir betrachten

einen Représentanten von F von der Form
F: X = P (S) nNB_~+s
fir eine Umgebung S von O in cf. Der Keim der Menge
¢, = {y € ¥ | y ist kritischer Punkt von F}

in O ist die kritische Menge von F. Der Keim der Bildmenge DF = F(CF) in 0 ist

die Diskriminante von F. Die Diskriminante (DF,O) ist eine reduzierte irreduzible

Hyperflache in (c?,0).

FAr ein genidgend kleines € und eine gendgend kleine Umgebung S von O in o ist



die Abbildung

Fl| cX-F (D) +S-D
et s

die Projektion eines differenzierbaren Faserblindels. Die typische Faser Xs dieses
Bindels dber einem Basispunkt s € S - D, hat nach [Milnorll,,[Hammll den Homo-
topietyp eines Buketts von u Sphédren s" der reellen Dimension n. Die Faser xs
heiBt die Milnorfaser, die Zahl p die Milnorzahl von (X,x). Die einzige nicht
triviale reduzierte Homologiegruppe von Xs ist die Gruppe ﬁn(xs, Z). Dies ist
ein freier Z-Modul vom Rang u. Durch die Schnittzahl von Zykeln wird auf ihm ei-

ne Bilinearform <., > definiert, die flir gerades n symmetrisch ist und fir ungera-

des n schiefsymmetrisch. Wir nennen
H= (Hn(xsrz) ' <'?)

das Milnorgitter von (X,x). Im Falle gerader Dimension gllt cbendrein <v,v> € 2 Z

fdr alle v € H, 4.h. das Milnorgitter ist in diesem Fall ein gerades Gitter.

Wir betrachten nun eine Konstruktion, die auf L@ Dffng Trang zurdckgeht {(vgl.

[LéZ], [Looijenga 1y. Wir betrachten eine generische komplexe Gerade £ durch den

3
Nullpunkt O € CP, d.h. eine Gerade, die nicht im Tangentialkegel der Diskriminan-
te (DF,O) in O liegt. Wir nehmen an, daB die Koordinaten in CP so gewahlt sind,
daB diese Gerade mit der letzten Koordinatenachse zusammenfi&llt. Das bedeutet

insbesondere, daB8 diese Gerade die Diskriminante nur in O schneidet. Dies ist

aber &quivalent dazu, daB
F' = (Fy,....F _1):(cn+9,o) ~ (P71, 0
P i
eine isolierte Singularitit (X',0) eines vollstdndigen Durchschnitts der Dimen-

sion n + 1 definiert.

Wir wahlen nun die Umgebung S von der Form S = T x ID fdr eine Kreisscheibe



D ={z€c| |z| nl.

Es seien €, n und T so klein und geeilgnet gewdhlt, daf die folgenden Bedingungen

erfillt sind:

(i) Fdr den Représentanten
-1
F': ¥' = ! (T)ﬂBE-*T
gilt: Die Abbildung

P 1 : X' - F'-I(DF,) > T -D
II_FI (Dﬂ")

£

FI

ist die Projektion eines differenzierbaren Faserbilindels. Die typische Faser die-
ges Bindels ist eine Milnorfaser von (X',0).

(ii) Es gibt einen Homdomorphismus
— -1 — -, =1 —
h: X =F (3) ﬂBE +X¥' =F (T) ﬂBE-,

so daB das folgende Diagramm kommutiert:

W
“n
n

L]

Kl —— Kl
o

H $¢—— A
A

4

Hierbei bezeichnet n die Projektion auf den ersten Faktor, und h ist die Identi-

tat auf F-I(T % IH) mit ﬁslc:]Du Dies ist mb&glich nach [Looijenga3, Proposition

(5.4)1].

(iii) s - D, reprdsentiert den Homotopietyp von S - D, in O [Looijenga3,(7.3)].

Die Einschrankung der Projektion mn: S - T auf die Diskriminante D = DF ist

endlich. Es sei t ein Punkt aus T, der nicht im Bild des Verzweigungsortes von

n|D liegt.



Wir betrachten nun die Abbildung

, . _1 —
E‘Ix;:: Xp = F' C(E) ns,_~ {t} xD .

Diese Abbildung entspricht der Funktion
F:Xt-*ID .

Nach der Wahl von t gibt es genau m Schnittpunkte von {t} x D mit der Diskrimi-
nante D, wobei m die Multiplizit&t der Diskriminante im Ursprung ist. Diese Punk-
te bezeichnen wir mit SyrevesS - Eine Faser Xs. iber einem solchen Punkt hat ge-
nau eine Singularitdt, und diese ist ein gewéh;licher Doppelpunkt. AuBerhalb die-

ser singuldren Fasern ist die Abbildung F = Fp die Projektion eines differen-

X!
t

zierbaren Faserbiindels. Wir wahlen als Basispunkt s = (t,n) € {t} x ID. Die Faser
xs Uber dem Punkt s ist die Milnorfaser von (X,x). Die Situation ist in Abbildung
1.1.1 schematisch dargestellt. Hierbei erscheint die Mannigfaltigkeit x; als Xu-
gel, was sie aber tatsdchlich nur im Hyperfldchenfall ist. Die Mannigfaltigkeit
Xé hat den Homotopietyp eines Buketts von p' Sphéren Sn+1, wobei yu' die Milnor-.

zahl der Singularit&t (X',Q) ist.

Die exakte (reduzierte) Homologiesequenz des Paares (X;,Xs) reduziert sich da-
mit auf die folgende kurze exakte Sequenz
a; _
1 L}
o > Hm_l(xt) > Hm_l(xt,xs) > Hn(xs) + 0 (#)
wobei die mdglichen nichttrivialen Terme freie Z-Moduln vom Rang u', m bzw. p

sind. Insbesondere gilt

Wir definieren auf Hn+1(x£'xs) eine Bilinearform, die wir ebenfalls mit < , > be-
zeichnen, durch Zurtdckholen der Bilinearform < , > auf H mittels der Abbildung

3,- Das dadurch definierte Gitter bezeichnen wir mit H. Also gilt



fir G, & € H. Die Motivation fiir diese Definition sind die Picard-Lefschetz-For-
meln (siehe Kap. 1.3). Eine Rechtfertigung fir diese Definition ist die Tatsache,

daf man v und w aus H durch relative Zykeln reprédsentieren kann, die sich nur auf

X, schneiden {(siehe Bemerkung 1.4.1).

Fl({t} x D) N x:

Py |
P

{t} x »

Abbildung 1.1.1

Auf Hn+1(x£) betrachten wir die durch die Inklusion in #i induzierte Bilinear-
form. (Die Schnittform auf diesem Modul wird dabei ignoriert.) Das zugehdrige

Gitter bezeichnen wir mit H'. Nach Definition der Bilinearform auf H liegt H' im



Kern (Radikal) von ﬁ, den wir mit ker H bezeichnen. Mit diesen Bezeichnungen lau-

tet alsoc die exakte Sequenz (¥):

.
O-+H'>-H - H=>0,

Im Hyperflachenfall ist H' trivial und 8* ein Isomorphismus von H auf H. In
diesem Fall identifizieren wir H und H. Im allgemeinen Fall ersetzt diese grund-
legende exakte Sequenz die einzelne Invariante H im Hyperfl&chenfall. Die im fol-
genden eingefihrten Invarianten werden alle mit diegser Sequenz in Verbindung

stehen.

1.2 vVerschwindende Zykel und verschwindende Zellen

Wir betrachten nun die lokale Situation um die Punkte s, € D. Es sei X, der

singuldre Punkt der Faser xs . Dies ist ein gewdhnlicher Doppelpunkt. Es gibt al-
i

so eine kleine Umgebung Bi von x. in X' und lokale Koordinaten (ul,...,u

t ) in

n+l
digser Umgebuﬂg, so dal F|é in diesen Koordinaten wie folgt geschrieben werden
: i

kann

) =5, + u2 +...+u2
n

F(ul,...,un+1 i 1

+1

und Bi in diesen Koordinaten eine Kugel vom Radius €' ist. Ferner wahlen wir eine

kleine Kreisscheibe 1, mit Mittelpunkt

i und Radius p und setzen

%4
RS (1) _ _-1
\h P (DN B, +» ¥, =F (s, +0) N B, .

Dabei sei p so klein gewdhlt, da8 .

Fl.%i: Y Dy

eine Milnorfaserung aufierhalb von s; ist. AuBerdem seien die Umgebungen Bi und

die Kreisscheiben ﬁSi so klein gewdhlt, daB sie in Xé bzw., ID enthalten sind.

(1)

* kénnen wie folgt in den obigen Koordinaten

Die Mengen % = %i- und Y, = Y



beschrieben werden:

1 2 2 2 . 2 2
'\érn fu €c™ | !ull +.o. .t ]un+1| = ¢e¢'" und I\:L1 +o..t un+1| =p},
2 . 2
Y = {u EY|u1 Foobu o= o} .

Die Beschreibung wvon 'lé zeigt, daB ’LA, linear auf den Ursprung kontrahierbar ist.
Die grundlegende exakte Sequenz fir einen gewShnlichen Doppelpunkt reduziert sich
damit auf
3*
Hn+1('%,Y*) i Hn(Y*) '
wobel der Verbindungshomcmorphismus 8* ein Isomorphismus ist.

Insbesondere ist ’-é retrahierbar auf die reelle n+l1-Scheibe

™o e 1&| alle u_ reell}l .
v

Man kann leicht zeigen (siehe z.B. [Lamotkel, 5.5]), daR die Faser Y* den Rand

dieser Scheibe, die reelle Sphdre

n n+l

g’ =3 ={u€Ey_ | alle u  reell}

als starken Deformationsretrakt hat. Nach Wahl einer Orientierung von Dn+1 und
, +1 . +
der Orientierung von s™ als Rand von D" 1 liefern die Homologieklassen [Dn 1]

n . n+l; _ r_.n
bzw. [S'] Erzeugende von H g (Y,¥,) bzw. Hn(Y*) mit 8*[D 1 = [s"].

. —_ N . *
Nun sei ¢ = g, : f0,1] + D ein Weg von s; nach s mit e((0,1]) ¢ D =

D - {31,...,sm}, der den Rand der Kreisscheibe ]Si genau in si-l-p trifft und das
zum Zeitpunkt O < 8 < 1. Es sel also ¢(8). = s, *+P- Es sei ¢ = ¢([8,1]). Da das

, -1 '
Urbild F X! (¢) trivial gefasert ist, gibt es eine Einbettung
t

j:Y*X(b-*Xé

. -1
mit J{Y_x ¢) = Fix. (), j(y,si+o) =yundF e jy,A) =X far y €¥_und X € ¢.
t



Dann definiert
z = D" U g (5P x )

(mit der gewdhlten Orientierung) ein Element
Beh=H_, (X,X) .

Der Rand 3Z von Z definiert ein Element

8§ EH=H (X)
n s

mit 3* 5 =6 (vgl. Abbildung 1.2.1). Nach Lefschetz [Lefschetzi] bezeichnen wix

6 als verschwindenden Zykel (zum Weg ¢). Lefschetz bezeichnet 5 in [Lefschetzl]

als "onglet". Im Englischen ist fur § die Bezeichnung "thimble" gebr&uchlich, was
dem deutschen Wort "Fingerhut" entspricht. Wir wollen 8§ in dieser Arbeit als ver-

schwindende Zelle (zum Weg @) bezeichnen.

.-

Abbildung 1.2.1

Das Normalenblndel von S" in Y*_ist isomorph zum Tangentialbindel der Sphare

s". Deshalb ergibt sich
R o] falls n ungerade,
<6,6> = <6,6> = -{

(-13"22  falls n gerade.



1.3 Monodromiegruppen und vergchwindende Gitter

*
In diesem Abschnitt studieren wir die Operation der Fundamentalgruppe nl(I>,s)

auf H und ﬁ, wobei D' = D - {31""'5m}'

Dem Weg ¢ ist eine einfache Schleife w = w, wie folgt zugeordnet: Es sei

2nV=1r

Gi(r) =8, + pe , 0O=r=1 ,

der Weg, der einmal auf dem Rand von f%_ um s, herumlduft. Dann definiere

w=uw: [0,1] +X durch
i s
~ =1
w = wwiw .

Die Schleife w induziert nun Automorphismen y € Aut(H) und ? € Aut(H) wie folgt.
Da das mittels w auf das Intervall [0,1] zurlickgeholte Bidndel

Fp: F;I(]i*) N Xé > D" trivial ist, gibt es eine stetige Abbildung
. ]
W X% [0,1] » X}

mit Fp o W(y,r) = w(r) und W(y,0) =y fir y € X, € [0,1], die fir jedes

r € [0,1] einen Homdomorphismus

=]
Wr: XS -+ Xm(r)
y H-W(y,r)

induziert. Dann ist y der durch W, induzierte Automorphismus von H, die Picard-

1

Lefschetz-Transformation zum Weg . Die Abbildung W induziert einen Homomorphis-

mus

We: H o (x_x [o,t], xgx (0} Ux_x {(1h »H _ (X,X)
von relativen Homologiegruppen. Die Komposition der Abbildung

Hn(xs) - Hn+1(xS x [0,1], x5 x {0} U X 3 {1} ,

Y >y X L,
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wobei o € Hl([o,l], {o,1}) das kanonische erzeugende Element ist, mit W, liefert
einen Homomorphismus

T:H—*ﬁ,

w

den wir die Ausdehnung lings des Weges w nennen (vgl. [Lamotke,, (6.4)], wo auch

1'

wichtige Eigenschaften von T, aufgefihrt sind) . Wir definieren nun (vgl. [Dimca

§21):

1'

~ n
ny) =y + (-1) Tw(a*y)

Dieg ist ein Automorphismus von ﬁ, der wie Y nur von der Homotopieklasse des We-

ges w abhéngt. Wir nennen Y die relative Picard-Lefschetz-Transformation.

Die Operation von y bzw. ; auf H bzw. H wird durch die Picard-Lefschetz-For-

meln beschrieben. Fiir y € H gilt:

Yy =y - (P2 e s
und fir y € H:
SOy = o - (—qyn(n=1)/2 SN
v(y) y {-1) <8*y,a*6> 5
=5 - (-2 o s

Die erste Formel ist die Ubliche Picard~Lefschetz-Formel, die zweite folgt aus

[Lamotkel, (6.7.1)]. Wegen
n
y{y) =y + (=1) 0,T,(¥) fury €H
([Lamotkel, (6.4.6) ]) gilt:

B*y = YB* .

(n)

Daher sind die beiden Formeln zueinander Aquivalent. Es sei L B ein Gitter, das

fdr gerades n symmetrisch und fir ungerades n schiefsymmetrisch ist. Fir A € L(n)

mit
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0 £fdr n ungerade
<ALA> =

(-l)n/22 fir n gerade

.

(n) (n)

N € aut(L

definieren wir einen Automorphismus s )} durch

{n)

(n) <y A> A fary € Lt

s () = y - (_1)n(n-1)/2

{n)

N eine Spiegelung, fiir ungerades n eine symplektische Trans-

Fir gerades n ist s
vektion. Mit dieser Bezeichnung lassen sich die Picard-Lefschetz-Formeln auch so

formulieren:

n)

|
(=4
=
|
n
O~

‘Die Formel fir § ist die Motivation filr die Definition der Bilinearform auf H.

* A
Wir haben damit eine Darstellung der Fundamentalgruppe nI(I) ,8) auf H und H
definiert. Die Bilder dieser Darstellung in Aut(H) bzw. Aut(H) bezeichnen wir mit

A *
' bzw. I'. Da die Inklusion j: D + S - DF eine surjektive Abbildung der Funda-

mentalgruppen induziert ([Looijenga (7.1) ), stimmt T mit der Monodromiegruppe

3'
der Singularitdt (X,x) Uberein (man berdcksichtige die Bedingung {(iii) von Kap.

1.1). Die Monodromiegruppe von (X,x) ist das Bild der Darstellung von nl(S—DF,s)

~

auf H. Die Gruppe [ nennen wir die relative Monodromiegruppe.

LRt man statt eines in {t} x D verlaufenden Weges 0 einen beliebigen Weg von
einem regullren Punkt der Diskriminante DF nach s zu, so liefert die obige Kon-
struktion ebenfalls einen (bis aufs Vorzeichen bestimmten) verschwindenden Zykel

+6 € H. Die Menge aller dieser Homologieklassen nennen wir die Menge der ver-

schwindenden Zykel und bezeichnen sie mit A C H. Es ist wohlbekannt (siehe z.B.

[LooijengaB, (7.8)]), daB die Menge A auBer im Fall eines gew&hnlichen Doppel-
punktes Al einen einzigen Orbit unter der Monodromiegruppe I bildet. Deshalb
stimmt die Menge A mit der Menge aller verschwindenden Zykel iberein, die durch
Wege © definiert sind, die wie oben ganz in {t} x ID wverlaufen.

Die Menge aller verschwindenden Zellen a definieren wir als die Menge aller

verschwindenden Zellen 6, die durch einen beliebigen Weg ¢ in {t} x I definiert
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sind. Sie bildet, auBer im Fall Al' entsprechend einen I'-Qrbit.

{n)

Es sei L ein symmetrisches oder schiefsymmetrisches Gitter wie oben und
A(n) eine Teilmenge von Vektoren A mit
{ 0 fidr n ungerade
<AsA> =
(-l)n/22 fir n gerade
und sin) die wie oben definierten Autaomorphismen von L(n). Es sei T (n) die von
A

den s
(n)

in) fidr A € A(n) erzeugte Untergruppe von Aut(L(n))

{(n)

.' Wir nennen das Paar

(L A } ein verschwindendes Gitter, wenn die folgenden Bedingungen erfidllt

sind (vgl. [Looijenga., (7.9)], [Janssen  ]):

3’ 1
(1) A(n) erzeugt das Gitter L(n)
{ii) A(n) igt ein Orbit unter T @y -
A
(iii) Falls rg L™ > 1, so gibt es A A, € A" e Ayr> =1

Die Gruppe T (n) Dennen wir die zugehdrige Monodromiegruppe.
A

Dann sind sowohl (H,A) als auch (ﬁ,ﬁ) verschwindende Gitter und die Gruppen
[ bzw. y ihre zugehdrigen Monodromiegruppen. DaB die Bedingung (iii) erfallt ist,
folgt dabei aﬁs der Tatsache, daf jede Singularitdt, die nicht vom Typ Al ist, in
eine Singularitdt vem Typ A

deformiert [Looijenga (7.18) ].

2 3’

1.4 Geometrische Basen

Wir betrachten wieder die Situation wie in Kap. 1.2,und wir wdhlen ein geordnetes
System von Wegen (¢1,...,mm) von den Punkten Syse-eiSy nach s. Die Umgebungen Bi

und der Radius p der Kreisscheiben Iﬁ' seien so gewdhlt, daB alle diese Mengen

zueinander disjunkt sind.

Wir nennen das System von Wegen schwach ausgezeichnet, wenn gilt: Die zu den

P gehérigen einfachen Schleifen ws bilden ein freies Erzeugendensystem von
*
L (D ,s).

Wir nennen das System von Wegen (stark) ausgezeichnet (oder auch geometrisch),

wenn die folgenden Bedingungen erfdllt sind:
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(1) Die Wege 9 sind doppelpunktfrei.

(ii) Der einzige gemeinsame Punkt von . und mj fitr 1 + j ist s.

(1ii)Die Wege sind in der Reihenfolge numeriert, in der sie in s eintreffen, wo-
bei man im Uhrzeigersinn vom Rand der Kreisscheibe aus zu z&hlen hat (siehe Ab-

bildung 1.4.1, vgl. [Husein-Zadel, 1.2

Abbildung 1.4.1

Ein stark ausgezeichnetés System von Wegen ist natdrlich auch schwach ausge-
zeichnet.

Ein geordnetes System von-Wegen (¢1,...,¢m) definiert nach Kap. 1.2 ein geord-
netes System von verschwindenden Zykeln B = (61,...,6m) und von verschwindenden

Zellen ﬁ = (81,...,6m), das wir entsprechend schwach oder stark ausgezeichnet

nennen, wenn das System von Wegen diese Eigenschaft hat. Mit ihnlichen Methoden

wie in [Brieskornl, Appendix] (siehe auch [Looijenga3, 5.B]} kann man zeigen, daB

ein stark ausgezeichnetes System von verschwindenden Zellen B eine Basis von H

bildet. Nach [Husein-Zade 2.1] folgt dies auch fiir ein schwach ausgezeichnetes

1’

System. Wir nennen entsprechend B eine stark oder schwach ausgezeichnete Basis

von verschwindenden Zellen.
Das entsprechende geordnete System B = (61,...,6m) von verschwindenden Zykeln

zu einer stark oder schwach ausgezeichneten Basis von verschwindenden Zellen bil-
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det ein Erzeugendensystem von H, das wir ebenfalls stark oder schwach ausgezeich-

net nennen.

Die Bedeutung dieser Basen (und entsprechenden Erzeugendensysteme) erklért
sich aus den folgenden Beziehungen. Es gei zundchst B = (31}...,8m) eine schwach
ausgezeichnete Basis von verschwindenden Zellen und B = (61,...,6m) das zugehdri-
ge schwach ausgezeichnete Erzeugendensystem von verschwindenden Zykeln. Dann exr-

zeugen die zugehdrigen Picard-Lefschetz-Transformationen

- s(n)

. Yi 5,
1 1

Yiasé fﬁri=1,...,m

die relative Monodromiegruppe I bzw. die Monodromiegruppe I'.
purch einen positiven Umlauf {(gegen den Uhrzeigersinn) um den Rand D der
Kreisscheibe DD wird gemdB Kap. 1.3 sowohl ein Autcmorphismus ¢ € T als auch ein

Autcomorphismus ¢ € T induziert. Wir nennen c einen (generischen) Monodromieopera-

tor und ¢ einen (generischen) relativen Monodromieoperator von (X,x). Sind nun B

und B stark ausgezeichnet, so entsprechen ¢ bzw. c den Coxeterelementen zu B bzw.

B, d.h. es gilt:
C =YYy sen X bzw. C =YYy see Yoo

Bemerkung 1.4.1: Wir hatten in Kap. 1.1 bemerkt, daf sich je zwei Elemente aus

H durch relative Zykeln reprdsentieren lassen, die sich nur in xs schneiden. Dies
kann man wie folgt einsehen. Es genigt, dies fir die Elemente einer stark ausge-
' zeichneten Basis von verschwindenden Zellen B = (81,...,5m) zu zeigen. Nach Kon-

struktion gilt dies fir Si und Sj mit i # j. DaTé linear auf den Ursprung kontra~

n+l
]

hierbar ist, kann man die Klasse [D € Hn+1(%'Y*)' die in Xap. 1.2 zur Kon-="

struktion der verschwindenden Zelle éi verwendet wurde, auch durch eine Scheibe
~n+
Dn L mit

~nN+ ~
Dn 1 n Dn+1 - aDn+1 - aDn+1 - Sn c Y*

reprasentieren. Daraus folgt leicht die Behauptung.



- 15 =

Bemerkung 1.4.2: Es ist nicht bekannt, ob man aus einem stark oder schwach aus-

gezeichneten Erzeugendensystem von verschwindenden 2Zykeln immer eine Basis des
Milnorgitters H auswdhlen kann. Wir werden bei den von uns betrachteten speziel-
len Singularitdten solche Erzeugendensysteme angeben, bei denen dies m&glich ist
(vgl. Kap. 3). M.Merle hat mir aber vor kurzem mitgeteilt, daB er zeigen kann,
daf das Milnorgitter H immer eine Basis besitzt, die aus verschwindenden Zykeln
besteht [Merlel]. Die Methoden, die er verwendet, stehen in Zusammenhang mit

Kap. 2.1.

1.5 Dynkindiagramme

Es sei A = (Al,...,lr) ein geordnetes System von verschwindenden Zellen Ai €A
oder von verschwindenden Zykeln Ai EAfiri=1,...,r. Die Matrix (SchnittmétriX)
((<hi,kj>)), die die Bilinearform < , > bezlglich A beschreibt, wird dblicherwei-
se durch einen Graphen DA wie folgt dargestellt. Die Ecken von DA sind die Ecken

e s---se , und £Or i < j ist e, mit e durch |<ei,ej>[ Kanten verbunden, die mit

dem Vorzeichen +1 oder -1 von <ei,ej> € Z gewichtet sind. Das Gewicht

(—l)n/2 fdr n gerade,

n+l/2

(-1) fdr n ungerade

deuten wir in den Darstellungen der Graphen durch eine gestrichelte Kante an, das

Gewicht =-e durch eine durchgezogene Kante. Diesen Graphen D, nennen wir das Dyn-~

A
kindiagramﬁ zu A.

Das Dynkindiagramm Dﬁ zu einer Basis B von verschwindenden Zellen stimmt auf-
grund der Definition der Bilinearform auf H mit dem Dynkindiagramm DB zu dem
entsprechenden Erzeugendensystem B von verschwindenden Zykeln dberein. Wir defi-

nieren:

Definition 1.5.1: Die Menge aller Dynkindiagramme zu stark (bzw. schwach) ausge-

- L] - - 1) * o
zelqhneten Basen von verschwindenden Zellen bezeichnen wir mit o (bzw.jﬁ).
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» o
Bemerkung 1.5.2: Die Graphen aus V" und D" sind nach [Looijenga (7.5)] zu-

3."

sammenhangend.

Die Definition eines stark (schwach) ausgezeichneten m-Tupels (kl,...,km)
von verschwindenden Zellen oder Zykeln hidngt von verschiedenen Wahlen ab, so von
der Wahl der Geraden %, der Punkte t und s, der Wege mi und der Orientierungen
der Ai. Wir betrachten nun Operationen auf 5ier Menge aller solchen m-Tupel und

damit auf der Menge der entsprechenden Dynkindiagramme (vgl. [Gabrielovll, (Hu-

sein-Zadei], [Ebeling4], [Brieskorn3], [Slodowyl]).

(a) Operation von (EZ/ZZZ)m(Orientierungswechsel):

nj(ll,...,km) = (Al,...,k A

s=17 Ay Rgare ety o 3= eeem

(b) Operation von T (bzw. Iy .

Y(X].'”.’Am) = (Y(Al)ro-;rY(Am)) I’

wobei y € T falls A, € 4, v € [ falls A, € A fir alle i.

(c) Operation der Zopfgruppe Zm:
Es sei Zm die Zopfgruppe mit m Strangen und Gpreenst o ihre Standarderzeugen-

den. Fir j = 1,...,m-1 operiert aj wie folgt:

_ {n)
aj(kl,...,km) = (Al,...,)\j_l,slj (A ),Aj,)\ A)

j+1 3+2'° 7 m :

.. . -1 . ) )
Die inverse Transformation aj wird auch mit Bj+ bezeichnet.

1

(d) Operation der symmetrischen Gruppe Gm:

066

"Ad(m)) ' o

c()\l,...,)\m) = “‘0(1)"'



- 17 -

(e) "Gabrielov-Transformationen"

o () Oy seed) = e,

(n}
A.. 'A. A ’
J-I'SAi ( 3) )

41777 m

. -1 .
Bi(J) = (ai(J)) ’ 1,] € {IIO'Olm} .

Alle diese Operationen erhalten die Eigenschaft eines m-Tupels (Al,...,km) ,
ein Erzeugendensystem oder eine Basis zu sein. Die Operationen (¢) wexrden durch
die folgenden Qperationen auf dem System der Wege (wl,...,mm) bzw. auf dem Sys-

tem der zugehdrigen einfachen Schleifen (ml,...,mm) induziert:

aj(ml'...,wm) = (®1'...'mj-ltq)j"'le’qu'@j','z'...'wm) ’

. _ -1
aj(ml,...,mm) = (w1'°"'mj-1'mjwj+1mj ,wj,mj+2,...,wm) .

Die Transformationen (e} wurden in dem hier betrachteten Zusammenhang von Gabrie-
lov eingefihrt [Gabrielov1] und sind Kombinationen von Transformaticnen .von (c)

und (d). Die Transformationen ai(j) und Bi(j) operierén wie folgt auf der

Menge @a. Fur

ai(j) - -
(Al,...,lm) P——T+ (Al,...,Am)
B. (3}
i
gilt:
X by = < < | = =
<Ar,ls> <Ar,As> fir 1 2,8 =m, r,s#j oder r s o
- = n+l . .
<Ai,xj> = (-1) <Ai,kj> falls i # 3 .,

)}

G > = A A - (-2 50 s >
r'"j bR R R §

fdr » # 1,3 .

- Xl> _ (_1)n(n+1)/2
']

[}}
N
S

AL
r'’y i

A O<K, AL >
r’'"i" T

, . . *
Daraus kann man auch leicht die Operation von (c) auf der Menge & ablesen, da
die folgenden Beziehungen zwischen den Operationen aus (c), (d) und (e) bestehen.

Bezeichnet' Tj S+1 € GSm die Transposition von j und j+1, so gilt:
!
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Die Operation (b) dient dazu, die Unbestimmtheit des Basispunktes s € § - DF
* .

auszugleichen, und ist trivial auf den Mengen ® und O . Alle Transformationen

lassen die (relative) Monodromiegruppe [ (bzw. f) invariant, jedoch k&nnen die

Operationen zu (@) und (e) die Konjugationsklasse von ¢ und ¢ ver&ndern (vgl. die

Beisgpiele in [Ebelinq1 4]).

Definition 1.5.3: Wir nennen zwei Dynkindiagramme D und D' zu Basen von ver-

schwindenden Zellen schwach &guivalent, wenn-sie sich durch Iteration von Opera-
tionen der Klassen (a), (c¢), (d) und (e) ineinander idberfihren lassen. Wir nennen

sie stark dquivalent, wenn sie sich durch Iteration von Operationen (a) und (c¢)

ineinander dberfihren lassen.
: *
Satz 1.5.4: Je zwel Dynkindiagramme aus D" sind stark dquivalent.
Dieser Satz wurde von Gabrielov bewiesen, siehe [Husein-Zade, 2.2.3].

Satz 1.5.5 (S.Humphries [Humphries,]): Je zwei Dynkindiagramme aus D° sind

1

schwach &aquivalent.

Dies wurde van Husein-Zade vermutet [Husein-Zadel,z.z.S] und von S.Humphries
bewiesen. Der Beweis von Humphries ist elementar. Der Satz folgt auch, wie

R.Pellikaan bemerkt hat, aus [Lyndon-Schupp, Proposition 4.20].

L . * . . .
Um zu zeigen, daR die Mengen L und 1? Invarianten der Singularitdt (X,x)
sind, midssen wir noch ihre Unabh#ingigkeit von der Wahl der Geraden ¥ und des

Punktes t € T zeigen. Die Unabhangigkeit von der Wahl des Punktes t fir eine
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feste Gerade % folgt wie in [Siersmal, §7] (siehe auch [Looijenga, (7.13)]), da

das Bild V£ des Verzweigungsortes von n| =1 in T =T, eine echte analy-

D R,lD 2

tische Teilmenge von T _ ist, also das Komplement T, - V offen, dicht und weg-

L 2 L

zusammenhdngend in T 2 ist. Die Menge OZD(D) aller Geraden, die im Tangentialkegel

L
von (D,0) liegen, bilden eine echte analytische Teilmenge von Pp-l(c), der Menge
aller Geraden von €& durch O. Das Komplement ist also ebenfalls offen, dicht und
wegzusammenhingend. Es seien ,L&' € Pp-1(¢) - Cro(D) und t € T£ - Vl ‘

t' €T), - V,, . Dann lassen sich {t} = 2 wund {t'} x 2' durch einen stick-

weise glatten Weg in Cp X Pp_l(c) verbinden, der die Mengen & x CKD(D) und

U v, x {&}

v e Pl - T (D)

vermeidet. Die Unabhé&ngigkeit wvon D° und D* von aer Wahl von & und t folgt dann
Zhnlich wie in [Dimcal, §1] mit Hilfe von einfachen Stratifizierungsargumenten
aus dem zgeiten Isotopielemma von Thom-Mather [Gibson et al., II (5.8)].

Daridber hinaus folgt aus den gleichen Argumenten die Unabhdngigkeit der grund-

legenden exakten Sequenz
O+H'+HB+H>0

*
von der Wahl der generischen Geraden £. Aus der Invarianz von D folgt nun auch
A
. . . * A . .
die Invarianz der Konjugationsklasse €Y ¢ I des relativen Monodromieoperators
¢ und, mit Hilfe der Unabhéngigkeit der obigen Sequenz, die Invarianz der Xonju-

- * 3
gationsklasse € C T des generischen Monodromieoperators c.

Damit haben wir gezeigt, daB die eingefidhrten Objekte
- e 2
' 4,H;8,4; 0,1 0’0*, D°; E*, e

allesamt Invarianten der Singularité£ (X,x) sind.
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1.6 Relative Moncdromie

Im Hyperflichenfall bestimmt die Invariante JD* bzw. schon ein Dynkindiagramm aus
D* das Milnorgitter H, die Menge von verschwindenden Zykeln A C H , die Mono-
dromiegruppe [ € Aut(H) und die Konjugationsklasse f* des Monodromieoperators
¢ € T . {Siehe auch den Artikel von Brieskorn [Brieskorn3] fir eine Ubersicht
iber die Beziehungen zwischen den verschiedenen Invarianten im Hyperflachenfall.)
Ist (X,x) dagegen keine Hyperfldche, so bestimmt QD* bzw. D € ﬁb* zundchst nur
die relativen Objekte ﬁ,a,f und E*.-Zur Kenntnis von H,A,T und E* bendtigt man
noch zus&tzliche Informationen idber die linearen Relationen der verschwindenden
Zykel 61,...,6m des das Dynkindiagramm D bestimmenden stark ausgezeichneten Er-
zeugendensystems, d.h. dber den Modul H'. Wir diskutieren in diesem Abschnitt, in-
wieweit diese Informationen aus der relativen Monodromie, dem Coxeterelement

zZu D, gewonnen werden kdnnen.

S

Es sei (31,...,Sm) € A" eine stark ausgezeichnete Basis von verschwindenden

Zellen mit zugehdrigem relativen Monodromieoperator ¢ € I' und zugehdrigem Mono-
dromieoperator ¢ € ' . Nach Kap. 1.1 und 1.3 hat man das folgende kommutative

Diagramm mit exakten Zeilen:

dﬁ c -id (1.6.1)
o + H' -~ H - H - 0

Hierbei ist der erste senkrechte Homomorphismus von links die Nullabbildung. Nach
dem Schlangenlemma [Bourbakil, Chap. 1, § 1.4] erh&lt man daraus die folgende

exakte Sequenz:
> [ "_-. ~ -3 ' "_. N -3
o] H ker (c 1dH) -+ ker(c ldH) -+ H' -+ coker(c ldH) - coker (c ldH) -+~ 0

(1,6.2)



- 21 -

Insbesondere gilt
H' ¢ ker(c - idy) .

In gewissen F&llen kann man diesen Untermodul noch genauer festlegen. Dazu dienen

die folgenden Vorbereitungen.

) 2 2 . n_ t
Wir schreiben die Schnittmatrix A = ((<éi,6j>)) in der Form A =V + (-1)V~,

n(n+l)/2

wobei V eine obere Dreiecksmatrix mit ({-t) auf der bDiagonale ist. Es sei

6 die Matrix von ¢ bezilglich der Basis (51,...,8m) . Dann folgt aus [Bourbakiz,

Chap. V, §6, Exercice 3] (vgl. auch [Levine, ]}:

1
Satz 1.6.3: & = (-1 MlyTlt
Korollar 1.6.4: ker (¢ - idz) = ker H

Beweis: Bezeichnet man mit 1 die mxn Einheitsmatrix, so folgt aus Satz 1.6.3:
-1 £
C-4 =-v (v+ (-0 .

Daraus folgt die Behauptung.

Wir bezeichnen mit CC bzw. ¢ _ den komplexen Monodromieoperator ot H,*+H

C C c

bzw. den komplexen relativen Monodrcmieoperator 6C= ﬁc-+ ﬁc , wobei HC: = H®C

und # : = § ® € . Nach [Lé3 4] (siehe auch [Looijenga_, Theorem (5.14)]) ist der
r

C 3’

komplexe Monodromieoperafor e quasiunipotent, d.h. seine Eigenwerte sind Einheits-
wurzeln. Nach (1.6.2) ist demnach auch der relative Monodromieoperator éc quasi-
unipotent.

Wird die Singularitdt (X,0) durch quasihomogene Polynome fi,i=1,...,k vom

Grad di beziiglich der Gewichte wt(zj) = wj ¢ J=t,...,ntk , flr Koordinaten

(zl,...,z ) von Cn+k gegeben, und die Singularitdt (X',0} durch die Gleichun-

n+k

gen fi =0, i=1,...,k-1 » SO sagen wir kurz: (X,0) und (X',0) sind gquasi-

homogen (mit Graden d = (dl,...,dk) und Gewichten w = (wl,... ) ).

Ytk
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Mit uo(x) bzw. uo(x') bezeichnen wir die Dimensionen der Xerne (Radikale)
der Milnorgitter der entsprechenden Singularitdten. Dimca [Dimcazj hat den fol-

genden Satz bewiesen.

Theorem 1.6.5 (Dimca): Die Singularitatén {X,0) und (X',0) seien quasihomogen mit

Graden (dl""'d } . Dann gilt:

k
(1) Der komplexe Monodromieoperator ¢ ist diagonalisierbar und seine Eigenwerte
sind dk-te Einheitswurzeln.

(ii} dim(ker(c - id)) = uo(X) + uo(x') .

Wir werden bei der Berechnung von Dynkindiagrammen nur an dem Fall interessiert
sein, daB die Singularitdt (X',0) ein gewdhnlicher Doppelpunkt, als¢ eine Singu-

larit8t vom Typ Al ist. In diesem Fall zeigen wir als Anwendung der obigen Resul-

tate:

Satz 1.6.6: Die Singularitdten (X,0) und (X',0) seien quasihomogen, und (X',0)
sei eine Singularit3t vom Typ A, also u' =rg H'=1 . Dann gilt:
(i) Falls die Dimension n gerade ist, so hat EC genau einen nicht trivialen Jorx-

danblock. Dieser ist von der Form
< - )
o 1 .
Ist &C = éséu die (multiplikative) Jordanzerlegung von EC in einen halbeinfachen

Teil és und einenunipotehten Teil éu' so gilt:

H' = i.m(éu - id) NH = ker(é - id) N im(é - id)

(ii) Falls die Dimension n ungerade ist, so ist auch Ec diagonalisierbar.

Beweis:

(i) Ist n gerade, so ist die Dimension von (X',0) ungerade. Also ist die Schnitt-
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form auf der Milnorfaser von (X',0) schiefsymmetrisch und damit uo(x') =y'" =1,

Aus Korollar 1.6.4 und Theorem 1.6.5 folgt:
dim(ker(c - id)) = dim(ker(c - id)) .
Aus der exakten Sequenz (1.6.2) folgt damit:

H' C ker(c - id) N im(c - id) ,
ker{c ~ id)/H' € ker(c - id) ,

im(c - id)/H' = im(c - id)

Weil e diagonalisierbar ist, gilt ker{c - id) N im(c - id) = {0} , und damit
folgt die Behauptung (i).
(ii}) Im Fall n ungerade ist die Dimension von (X',0) gerade. Also gilt

uo(x') = 0 und aus Korollar 1.6.4 und Theorem 1.6.5 folgt:
dim(ker(c - id)) = dim(ker(c -.id)) +1 .

Aus der exakten Sequenz (1.6.2)} folgt dann:
éim(im(é - id)) = dim(im(c - id))

Damit folgt die Behauptung (ii) wvon Satz 1.6.6.

Im Fall n gerade ist alsoc unter den Voraussetzungen des Satzes H' durch ¢ be-
stimmt, im Fall ungerader Dimension n erhalten wir keine zusatzlichen Informatio-
nen, auBer daf H' im Eigenraum von ¢ zun Eigenwert 1 liegt (1.6.2). Satz 1'6f6 (i)
zeigt eine Parallele zu einer Konstruktion von K.Saito [Saitol], auf die wir in

Kap. 2.4 zu sprechen kommen werden.
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2. BERECHNUNG VON DYNKINDIAGRAMMEN

2.1 Polarkurven

‘Wir betrachten in diesem Abschnitt Polarkurven von isolierten Singularitdten auf
vollst3ndigen Durchschnitten und von ihnen abgeleitete Invarianten. Dieser Ab-
schnitt dient zur Vorbereitung fiir die im n3chsten Abschnitt dargestellte Methcde

zur Berechnung von Dynkindiagrammen.

Es sei (X,0) eine isolierte Singularitit eines vollstindigen Durchschnittes,

die durch einen Abbildungskeim
+
£= (£,...,6) : (¥, 0 » (5,0

definiert ist. Wir nehmen an, daf auch

n+k k-1

f': = (£,,...,f y o (€ :0) ~ (€ ,0)

1 k-1
eine isolierte Singularitat eines vollstdndigen Durchschnitts definiert, die wir
mit (X',0) bezeichnen. Es sei [: Cn+k -+ € eine lineare Funktion; die nach geeig-
netem Koordinatenwechsel als die letzte Koordinatenfunktion gewdhlt werden kann.

Wir betrachten die Abbildung

o= (8,,8,) + X' »VC ¢

'wobei @1 =7 , ¢2 = fk . Wir bezeichnen mit L = Ec(fk) die kritische Menge
dieser Abbildung und mit A = Aa(fk) die Diskriminantenmenge dieser Abbildung.

Wir setzen ferner voraus, daf die lineare Funktion [ so gewdhlt wo;den ist, da8g

die folgende Bedingung erfillt ist:
(2.1.1) ©® ist eine Submersion in jedem Punkt von ¢-1(O) - {0} .

Daf diese Bedingung fdr eine generische Funktion g erfillt ist, folgt z.B. aus

[Looijenga3, Lemma (5.2) ]. SchlieBlich nehmen wir noch an, daB gilt
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(2.1.2) £,_| ist keine Submersion in 0.
k %t
pann hat man die folgenden Tatsachen (sieherz.B. [LooijengaB, Theorem (2.8) ]):
(i) I ist eine (nicht notwendig reduzierte) Kurve, d.h.dim I = 1.
(ii) A = ®{(I) 1ist eine ebene Kurve.
(iii) Die Abbildung ¢|£: L + A isteine endliche Abbildung.

Definition 2.1.3: Die Kurve zg(fk) heiBt die (relative) Polarkurve von £  bezlg~-

k

lich g. Ihr Bild Ac(fk) unter ¢ wird das (relative) Cerfdiagramm von £, beziglich

¢ genannt.

Es gsei L = U Zi die Zerlegung der Polarkurve in irreduzible Komponenten und

A,: =9 (I Wir wdhlen Koordinatén von mz, die wir mit (f,A) bezeichnen, so daB

i i) )
die Abbildung ¢ durch ¢1(z) = ¢ und ¢2(z) = fk(z) = A fiir 2z € X' gegeben
wird.

Wir nehmen an, daB der Zweig Ai nicht mit der Koordinatenachse ¢ = O zusam-

menfillt. Dann hat er die Puigeuxparametrisierung

Pi
A ...
= aic P ai +0 ,

wobei a; € C und Py € @ . Nach der Definition von A kann man dies auch so in-

als eine Potenzreihe mit gebrochenen Exponenten in ¢
0.
geschrieben werden kann, die mit dem Term a.¢ * beginnt. Wenn X' nichtsinguiar

terpretieren, daB fk‘z.

i
ist, dann sind alle Zweige Ai tangential zur Kcordinatenachse A =0 in O [Lél,
Proposition 1.2], und deshalb gilt- o, > 1 . Dies gilt aber im allgemeinen nicht
mehr, wenn X' singuldr ist (vgl. [L33l).

Falls Ai ={r = 0} , so setzen wir p; = o .

Die im ndchsten Abschnitt dargestellte Methode zur Berechnung von Dynkindia-
grammen basiert auf der Tatsache, daf die kritischen Punkte der folgenden Funktio-

nen alle auf der Polarkurve L = Ec(fk) liegen:
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2
£ - ZECIX' , £ £+ (5 - e |x‘ .

k k|x’ N {g=e} '
Hierbei ist O = e << 1 . Es seil ui (bzw. vi) die Summe der Milnorzahlen der kri-

tischen Punkte von fk - Zecix, (bzw. £ ) , € # 0, die zu

k|x' N {¢ =¢€}
Zi - {0} gehéren und £dr € -~ 0O gégen O streben. Dann hat man die folgende Bezie-
hung:

Satz 2.1.4: Falls Py > 1 gilt: Hy = vi(pi -1y .

Beweis: Es sei Zi eine irreduzible Komponente von I mit Py 1 . Es sei g die

Multiplizitat von I,. Da ¢ endlich ist, kénnen wir, nachdem wir m&glicherweisge
P P

i
X' und Vv verkleinert haben, annehmen, daB &|; _ (oy: Iy - {o} ~ 4, - {0} eine
Uberlagerung vom Grad di ist. Ein kritischer P:nkt £ von fk - ZEch, , der auf
Ei - {0} 1liegt, wird unter ¢ auf einen Punkt von Ai - {0} abgebildet, so daB
die Tangente an Ai in diesem Punkt parallel zu der Geraden A - 2ef =0 1ist. Es

sei mi die Anzahl solcher Punkte auf Ai - {0} . Nach [Teissierl, 2.6] ist die

Milnorzahl des kritischen Punktes £ gleich n, . Deshalb gilt

Die kritischen Punkte von fk| , die auf 1, - {0} liegen, sind die

X' N {z =¢}
Punkte von Ei N {¢ = €} . Sie werden unter ¢ auf die Punkte von Ai Nn{z =c¢}
abgebildet. Die Milnorzahl eines solchen kritischen Punktes ist aus dem gleichen

Grund wie oben gleich n. . Deshalb gilt

v, = dini(Ai ced " (z =eh) = di(Ai + {g = 0}) ,

r

wobei ( < ) die Schnittzahl bezeichnet und Ai red die zugehdrige reduzierte Kurve
’
zu Ai' Da<Ai dexr 2weig einer ebenen Kurve ist und py > 1 gilt, kann man leicht

verifizieren, daB gilt:

nm, = (Ai -« (A =0} - (Ai «+ {t =0h .
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Deshalb gilt

. (8, - {» = o} nm, + (8, ° {t = oh
i _
(Ai « {g =0} (Ai + {z =0}
_ dinimi + dimi + {¢ =0} ) My vV
di(Ai « {z = 0oh Vo

»

was zu zeigen war.

n+k'0) - (@k,o) eine isolierte Singqularitd3t eines vollsténdigen

Falls g: (C
Durchschnitts (Y,0) definiert, so bezeichnen wir die.Milnorzahl von (Y¥,0) auch
mit u(g). Wir bezeichnen mit X% eine Milnorfaser von (X',0) beziglich der Abbil-
dung £f', wobeli t € Ck-l hinreichend klein und nicht in der Diskriminante Dg
von £' enthalten ist. Nach [Lézl (gsiehe auch [Dimcal, Proposition 1.1 ist die

anzahl m der kritischen Punkte der Funktion
£ - Zscl,
k Xt

(wobei die Punkte mit ihren Milnorzahlen zu z3dhlen sind) gleich

m = p(f) + p(£')y .

Satz 2.1.5: Es gelten die folgenden Beziehungen:

(1) w(f) = w(€' € - 2e0) + } w, .

i:pi>1 +
(ii) Es sei a, # =1 fir pi = 2 . Dann gilt:
2
WCE', £+ C0) = u(E,f, - 2eg) + ¥ we v L vy
+ 1< < I . =

i:1 pi 2 1.Di_2
Baweis:
(i) Die Anzahl der kritischen Punkte der Funktion £, - ZEc[x, , die fur

t

t > O gegen O streben, ist nach dem gleichen Resultat wie oben gleich der Zahl

W(E', £ - 2egq) + u(f") .

k
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Man beachte, daB fir einen Zweig Zi mit pi =1 die Zahl m, die in dem Beweis
von Satz 2.1.4 definiert wurde, und damit auch diq Zahl,ui gleich null ist. Des~-
halb ist die Summe der Milnorzahlen der kritischen Punkte von fk - ZEClXé , die
fAr t - Q nicht gegen O streben, gleich der Zahl

Doy -

i:0.>
i pl 1
Daraus erhdlt man die Formel von {i}.

(ii) Die Formel von {(ii) erh&lt man aus (i), Satz 2.1.4 und der Identitéit

L(E', £ + ¢2 - 2eg) = plE',f

X - 2eq) .

k

2.2 Eine Verallgemeinerung einer Methode von Gabrielov

In [Gabrielov3] gibt A.M.Gabrielov eine Methode zur Berechnung eines Dynkindia-
gramms einer isolierten Hyperflachensingularitdt, die durch einen Funktionskeim

f: (Cn

+1,O) -+ (€,0) .gegeben wird, aus einem Dynkindiagramm der durch £ + c2
definierten Singularitdt. Wir verallgemeinern seine Methode auf die obige Situa-
tion: Ein Funktionskeim fk: (x‘,o).+ {C€,0) mit einer isolierten Singularitat in
O, der auf einer isolierten Singularit&t eines vollstdndigen Durchschnitts (x',0)
definiert ist.

Gabrielovs Resultate und Beweise lassen sich ohne groBe Anderungen auf die
allgemeinere Situation Ubertragen. Deshalb folgen wir grdB8tenteils seinem Artikel.
Zur Formulierung der Resultate betrachten wir zundchst gpezielle Dynkindiagramme
der durch (f',fgk + ;2) definierten Singularitat.

2
|

Satz 2.2.1: Wir betrachten die kleine Stdrung 9. = fk + (¢ - €)

2 . ‘s S ‘s
0 =€ <<1 , von fk + T lx, . Die kritischen Werte derjenigen kritischen Punkte

x' !

von g, die auf Zi -- {0} 1liegen und fiir € - 0 gegen O streben, sind
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0. 0.
falls p, > 2 : ae Liotedy |,

falls Py = 2 (wir nehmen in diesem Fall a, # =1 an):

ezai/(ai 1) +0(ed)

falls Py < 2 82 + o(ez)

Der kritische Punkt O wird durch 9. auf 52 abgebildet.

Beweis: Die kritischen Punkte von 9. die auf Ei - {0} 1liegen, sind die L&sun-

gen der Gleichung

3g_|Z, p.=1 p.-1
— 2 aap T 420z -€) +olz T ) =0 ,
i1
9L
die fir e - 0 gegen O streben. Betrachtet man die Asymptoten dieser Ldsungen

fidr & > 0 und ihre Bilder unter g r SO ergeben sich die obigen Werte.

Nach Satz 2.2.1 liegen die kr;tischen Werte von 9. in Ringeg um den Nullpunkt:
Es sel R die Menge éller Werte Py~ Es sei € # O hinreichend klein. Fir jedes
p €ER mit p > 2 konnen wir positive Zahlen qé und q; wdhlen, so daf die kriti-
schen Werte aller kritischen Punkte von 9. die zu Zi - {0} mit Py = 0 gehé;en
und fir ¢ + O gegen O streben, im offenen Kreisring {u[qé < |ul <'q;} enthal-

ten sind. Ebenso kénnen wir positive Zahlen qé und gqZ wihlen, so daf die kriti-

2
schen Werte aller zu Ei - {0} mit oy < 2 gehdrenden kritischen Punkte, die
auBerdem fiir ¢ + 0 gegen Q streben, und des kritischen Punktes O im offenen
Kreisring {u[qé < |u| < qg} enthalten sind. Ferner k&nnen die Zahlen qé und qg
(p 2 2) so gewdhlt werden, daB fir p > § gilt q; < qé .

Im folgenden nehmen wir an, daB das Argument der komplexen 2ahl u, arg u, im

Intervall [-%,t] liegt. Es sei g: B{P+ B{+ eine stetige monoton fallende Funk-

tion mit of(q) = p - 1 fir qé =q = q; . Wir definieren

Vr: = {u[arg u + 2nc(!u|) > (2r = 1)n}
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far r = 0,1,2,...
Wir nehmen an, daf die folgende Bedingung erfdllt ist:

%,
(2.2.2)  (-a,) *

& D{+ fir p; = ki/Ei, (ki,Ri) =1,

Dann kann man leicht aus Satz 2.2.1 ableiten, daR fir hinreichend kleines

g E Eﬁ_ - {0} die kritischen Werte von 9. nicht in IR_ oder im Rand einer Menge
Vr enthalten sind.

Nun betrachten wir die Funktion

2
ge,t = fk (- Ix&

W&hle ¢ »>> § > 0 klein genug, so daB fir alle ¢t &€ @k_l mit O < |t| =46 und

t £ D¢, (wobei D_, die Diskriminante von f' bezeichnet) auch die kritischen Werte

£1
von gE't nicht auf IR_, auf dem Rand eines der obigen Kreisringe oder auf dem Rand
einer Menge Vr liegen. Man wéhle ein solches t. Falls ge,t keine Morsefunktion ist,
d.h. nicht nur nicht entartete kritische Punkte mit verschiedenen kritischen Wer-
ten hat, so ersetzen.wir diese Funktion durch eine benachbarte Morsefunktion . (dies
ist m&glich nach [Dimcal}).

Nun wéhlen wir ein stark ausgezeichnetes System (¢1,...,mv) von Wegen, das
die kritischen Werte von ge,t mit dem nicht kritischen Wert ¢ verbindet. Stark
ausgezeichnet heift in diesem Fall,.daB die Wege doppelpunktfrei, kreuzungsfrei
(g, N 9y = {0}) und in der folgenden Weise geordnet sind: Fir i < j sei

arg ui > arg uj ;, wobel us bzw. uj der Schnittpunkt von mi bzw. mj mit einem klei-

nen Kreis um den Nullpunkt ist. Wir nehmen zusadtzlich an, daB das System von Wegen

die folgende Eigenschaft erfillt:

(v) Jeder Weg schneidet IR_nur im Nullpunkt, und ein Weg, der bei einem kriti-

schen Wert in Vr beginnt, bleibt ganz in Vr.

Diese Bedingung ist z.3. {ir ein 3ystem von Geradenabschnitten zwischen den
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Abbildung 2.2.1
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kritischen Werten von g und O erfillt (mit geeigneten Anderungen, falls zwei

e,t
kritische Werte auf dem gleichen Geradenstick liegen) (vgl. Abbildung 2.2.1).

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir das folgende Theorem formulieren.

n

Y} (¢ +k,0) - (Ck,O) ein Abbildungskeim,

Theorem 2.2.3: Es sei f = (fl""'fk
der eine isolierte Singularitdt eines vollstindigen Durchschnitts (X,0) definiert,
und durch f' = (fl""'fk-l) werde eine isolierte Singularitdt (X',0Q) definiert.
Es sei ¢ : C " > ¢ eine lineare Funktion, und die Bedingungen (2.1.1), (2.1.2)
und (2.2.2) seien erfdllt. SchlieBlich sei (el,...,ev) die Basis von verschwin-
denden Zellen fir g = (f!,fk+c2) , die 2zu einem stark ausgezeichneten System von
Wegen gehdrt, das der Bedingung (V) geniigt.
Dann besitzt (X,0) eine stark ausgezeichnete Basis (egll <=j=v,
1 =r = Mj) von verschwindenden Zellen, die durch die lexikographische Ordnung

der Paare (r,;j) geordnet ist, mit den folgenden Eigenschaften:

(a) Far 1 <j,j"<v, 1<rcs M, gilt:

1 1 r+1 A T
<e,,e.,> = <e,,e. > e. = cf{e)
' Jl Jl J| I :]

3

wobei ¢ der relative Monodromieoperator von (X,X') ist.

(b) Ein Paar (r,j) heiBle zuldssig, wenn 1 = 3jJ =v und 1 =r = Mj . Dann igt
ein Paar (r,j) genau dann zulissig, wenn die verschwindende Zelle ej durch einen
in Vr enthaltenen Weg definiert ist. Fiir ein System von Geradenstiicken
(ml{...,mv) kann diese Bedingung wie folgt umformuliert werden: Die ersten My
Paare von jeder Menge von Paaren (r,j), wobei ej eine verschwindende Zelle ist,
die zu einem kritischen Punkt auf Ei - {0} gehdrt, sind zulissig.

(c) Die Basis (eg) hat die folgende Schnittmatrix 1);

r r
<ej,ej,> = <ej,ej,> R .
-
<e§,e§ > = - (_1)n(n 1)/z(r' - ) for {r‘ - r| =1 ,
r r' _ .
<ej,ej,> = -<ej,ej,> £ar ‘r' - r‘ =1 und (r' -o)(j' -3) <0 ,

1 .
} Die Formeln von [Gabrielov3] enthalten demnach Druckfehler.
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)
<e§,e§,> = 0 fir r' -ri >1 oder (r' -n)(3'-3) >0 .

Der Rest dieses Abschnitts ist dem Beweis diesges Satzes gewidmet. Die Behaup-

tung (c) folgt leicht aus der Behauptung (a) wie im folgenden Lemma angegeben ist.

Lemma 2.2.4 (vgl. [Gabrielov,, Lemma1]): Es sei (e§|1 S§sv, Lsrsu

eine stark ausgezeichnete Basis von verschwindenden Zellen, die nach der lexiko-
+ -

graphischen Ordnung der Paare (r,j) geordnet ist, und £fir die gilt: eg - c(e?)

fir ! < r < M,-1 , wobei ¢ das zugehdrige Coxeterelement ist. Dann gilt:

p
r r 1 1
<e,,e.,> = <e,,e.,”
373 R R
<e§,e§ > = -(—l)n(nfl)/z(r' - for |zt - rl =1 ,
r r' 1 1 .
<ej,ej,> = -<ej,ej,> fir {r* -zl =1 und (r' =) (' - 3) <0 ,
. r r' . .
<ej'ej'> =0 fir |r' -zl >1 oder (r' - ry{(j' - j) > o .

Beweis: Da c die Schnittform respektiert, folgt <e§,e§,> = <e;,e;,> . Setzen wir

r r+l

M -
so gilt ¢ = ?IY .o YVV . Aus &(ej) = ej folgt dann

w}g:(eg) - e§ far (r',3') > (z+l,4) .

A¥+1(eF) =e" - (-l)n(n-l)/2<e?,eF+l>eF+1 = ab + e?+1 '
J J ] J 1 J J J
?g.(e§ + e§+1) = e? + e§+1 far r' =r+1,3' <3 und

r'=r , 3'>3.

baraus folgen die anderen Formeln von Lemma 2.2.4.

Zum Beweisg von Theorem 2.2.3 muB man daher eine Basis von verschwindenden Zel-

len (e§) fir f konstruieren, die die Eigenschaften (a) und (b) hat. 2u diesem

Zweck betrachten wir die Stérung fE = fk - ZEC1X, der Funktion fklx' . Wir
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berechnen wieder die Asymptoten der kritischen Werte dieser Funktion fir € - O .

Satz 2.2.5: Die kritischen Werte der kritischen Punkte von £ = f - 2sr:|xl ,
die auf I, - {0} 1liegen und fir ¢ -+ O gegen O streben, sind

D./(Di -1 Di/(pi - 1)

2¢ 1 + ole Y .

a.p.
lpl

-ai(pi - 1) ( )

Hier ist Py > 1 notwendig fir die Existenz solcher Punkte. Der kritische Punkt O

wird ‘durch fe auf O abgebildet.
Beweis: Dies folgt aus einer analogen Rechnung wie filr den Beweis ven Satz 2.2.1.

Wie oben folgt aus diesem Satz, daB wir f£4r ein kleines € # O positive Zah-
len Q; und Q; flr p €R, p » 2 , und eine Zahl Qé finden kd&nnen, so dafB
Q; > Qé fiar p > § und die folgenden Bedingungen erfdllt sind: Die kritischen

- {0} mit p, =9 > 2 1liegen

Werte aller kritischen Punkte von fe, die auf I i

i
{und fir € > O gegen QO streben), sind in einem offenen Kreisring
{ulQ; < Jul| <« Qé} enthalten. Der kritische Wert O und die kritischen Werte der
kritischen Punkte wvon fe’ die entsprechend auf Ei - {0} wmit Py £ 2 liegen,
sind in einer offenen Kreisscheibe {uJ luf < Qé} enthalten. Man beachte, da8
die Ordnung zwischen den Kreisringen, die durch p € R gegeben wird, umgekehrt
ist, vergleicht man gie mit der entsprechenden Situation fir 9. und O ist nun
ein kritischer Wert.

Die grundlegende Idee ist nun, die beiden Stdrungen gE und £ durch die Defor-

£
mation

n 2
FE = fk + Nng - ZEC %! ' n € [011] '

bei F° 1 2 . .
wobel e > fE ’ Fe =g, ~ € + 1n Beziehung zu setzen. Es stellt sich nun her-
aus, daB es einen Bereich G im Bildraum von fE gibt, so daB die kritischen Werte

von fe, die in G enthalten sind, und nur sie in die kritischen Werte von
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L9 az , die fir € - O gegén O streben, Ubergehen, wenn man n von O nach 1 lau-
fen l13Rt. Wir werden G definieren und Wegesysteme in G betrachten, die mit den
vorher fiur 9. definierten Wegesystemen in Verbindung stehen.

Wir wdhlen einen Basispunkt u*EEn{_ » der ein kritischer Wert von £  ist und
fir den u*<-mng5 gilt. Es sei ¢§: [O,-u*] > R eine stetige monoton fallen-

de Funktion mit

glg) =1 far q <Q) ,

£(aq) 1/(p.= 1) flr Q" =g = Qé P >2
*
E{g) >0 fixr p < =-u ,
£(-u™ =0 .
: *
Es sei G = {u]| |ul =-u", |arg(-u)| = €(|ul)x}.. Ferner sei
W= {u € Glarg(-u) + (2r - 1)g(|u)n = 2n} fdr r = 1,2,... . Insbesondere gilt .
1 = G.
Fir spdtere Zwecke bendtigen wir auch eine Familie von HomSamorphismen

r¢: C > € , die definiert ist durch

2n/=Tg (E(|u]) + 1)

T (u) = ue
Q

Nach Annahme ist die Bedingung (2.2.2) erfillt. Es sei £ eine kleine positive

Zahl. Dann kann man leicht aus Satz 2.2.5 ableiten:

Lemma 2.2.6: Keine kritischen Werte von fE sind in den Rindern der Mengen

Tm(Wr) fir ¢ = 0,1,... und beliebige r € IN enthalten.
Dasselbe gilt fir die Funktion
fop ™ T - 2sc|x;

fidr O < |t| £ & (nachdem man mdglicherweise & verkleinern muBte) oder fiir eine
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genligend benachbarte Morsefunktion. Wir nehmen auch an, daB 6 so klein gewdhlt
worden ist, daB keine kritischen Werte dieser Funktionen auf den Rindern der
Kreisringe oder auf dem Rand der Kreisscheibe vom Radius Qé iiegen.

Wir wdhlen ein stark ausgezeichnetes System von Wegen (51,...,55) innerhalb

G, das die in G enthaltenen kritischen Werte von fE & mit dem nicht kritischen
s

Wert u' verbindet. Stark ausgezeichnet soll hier heiBfen, da8 die Wege doppelpunkt-
frei, kreuzungsfrei und wie folgt geordnet sind: Fir 'i < j gilt

arg(u, - a¥y) > arg(uj -u"Y wobei u, bzw. u, der Schnittpunkt von ¢, bzw. mj

mit einem kleinen Kreisg um uﬁ ist. Wir nehmen zusdtzlich an, daf die folgende Be-

dingung erfillt ist
(W) Ein Weg, der von einem kritischen Wert in W¥ ausgeht, bleibt ganz in Wr.

Es seil (e;) ein System von verschwindenden Zellen von £, das durch das gewdhl-

te Wegesystem definiert wird. Dann gilt das folgende Lemma.

Lemma 2.2.7 (vgl. [Gabrielov., Lemma 2]): Man lasse in der Familie

3"

n

F
e,t

2 |
= fk + ng - 25c|x£

den Parameter n von O nach 1 variieren.

(i) Dann gehen genau die kritischen Werte von fz e = fE e ! die in G enthalten
. 14 ’

sind und fdr ¢ > 0 und t - O gegen O streben, in die kritischen Werte von

1 2 . .
Fe £ = ge e 4 dber, die fr ¢ - 0 und t - O ebenfalls gegen O streben.
! r
2

Dabei gehen genau die Werte in W, in die Werte in Vr - e ={u - €2 u € Vr}

{iber.

. . 0 . .
(ii) Ein stark ausgezeichnetes System von Wegen fir F e das die Bedingung (W)

r

erfdllt, kann homotopisch :in ein Wegesystem fir 9e ¢ ~ 52 deformiert werden,
¥

. . 2 .
das man durch eine Translation um (-£”) aus einem ausgezeichneten System von We-

gen erhdlt, das die Bedingung (V) erfiullt.
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{(iii)} pie durch die entsprechenden Wegesysteme definierten Systeme von verschwin-

denden Zellen (e§) und (aj) haben die gleiche Schnittmatrix.

Da itl = & << g , folgen die Aussagen des Lemmas aus den entsprechenden Aus-
sagen flir ¢+ = 0 . Dié Milnorzahlen des kritischen Punktes O von ga'und f€ sind
nach Satz 2.1.5 gleich. Deshalb folgt dieses Lemma aus [Gabrielova, Lemma 2)].

Wir betrachten nun die Operation der relativen Moncdromie. Es sei

¥ ¢ q:n+l-c+h . s c Ch+k und

F: ¥ > 8

ein Repré@sentant der semiuniversellen Deformation von f in Normalform, d.h. fir

X o= (xl,...,xn+k) und A = (Al,...,kh) gilt:
AL ) fir 3 =1,...,h,
Py (x,0). = J H
fj_h(x) +izlgi'j_h(x)li fdr j = n+l,...,h+k ,
wobei g, ewm O geeignete Funktionen sind mit

i,j-h cn+k’0
_(gll""'glk) = (0,...,0,%) .

Wir betrachten die geometrische Monodromie, die zu dem geschlossenen Weg

ws: SI*S-D

p > {A,y) = (Alr---flhiylr---lyk)

2nv-1g

mit Al = 2ee . Aj =0 far 1 <3j =h, yj =0 fiar 1 =3 <k,
Yi = 1.1.-"‘(-:21“/:_1'qJ gehért. Da diese Schleife homotop zu der entsprechenden Schleife
mit Al =0 in S - D ist, definiert sie auch den relativen Monodromieoperator
c.

Wir betrachten nun die Kreisscheibe D = {yk\lyk[ < "} und den Punkt
€y = e iy oy, ) mit A = 2ee2™VT0 f Ay == h =0,

(yl""'yk-l) =t .
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Zu dem geschlossenen Weg w gehért eine stetige Familie von Homdomorphismen

g : D +D
@

mit 80 = id , Bm bildet die Punkte u € D mit to x u e D (kritische Werte

von fE t) auf die entsprechenden Punkte Gw(u) mit t¢ X 6®(u) € D (kritische

r
2nV-I¢ *

. * ,
Werte von £ eénV:T¢ t) ab, und Bm(u ) . Ferner kdnnen wir 8¢ 80
!

wahlen, daB 8@ auf den Rindern der Mengen Wr mit 1¢ dbereinstimmt.

Lemma 2.2.8: Die Mengen T (W) und 1

] . -
o1 W, (Wr,) haben fir r £ r' keine ge

r'-1

meinsamen inneren Punkte. Jeder kritische Wert von fe N ist in einer Menge
r

T (wr) fiir ein gewisses r enthalten.

r-1

Beweis: Man kann leicht zeigen, daB das Innere der Menge 1 (Wr) mit dem Inne-

r-1

ren der Menge T (Gg) - ¢ \,/ r {G)) dbereinstimmt. Jeder kritische Wert veon
r-1
0Zp=r-2
fE N ist in einer Menge Tr-l(G) fir ein gewisses r enthalten, aber nicht im Rand

einer Menge TP(G). Damit ist das Lemma bewiesen.

Wir erweitern das obige Wegesystem in G zu einem System von Wegen zwischen den

* .
kritigchen Werten von £ und u wie folgt: Fiir einen kritischen Wert u von £

E,t e,t’

der in Tr_l(Wr) =8 (Wr) enthalten ist, definieren wir als Weg zwischen die-

r-1
sem Wert und u* das Resultat der Anwendung von er-l auf den in Wr enthaltenen Weg
zwischen e;il(u) und u* . Die Ordnung zwischen diesen Wegen sei dabei wie oben
definiert. Unter Benutzung von Lemma 2.2.8 kann man leicht nachprifen, daf dadurch
ein stark ausgezeichnetes System von Wegen fir die Singularitdt (X,0) definiert
wird {vgl. Abbildung 2.2.2).

Es seil (e?) eine zugehdrige stark ausgezeichnete Basis von verschwindenden
Zellen. Aug der obigen Konstruktion folgt, daB diese Basis durch die lexikographi-
sche Ordnung der Paare {(r,j) geordnet ist und die Eigenschaften der Aussagen (a)

und (b) von Theorem 2.2.3 erfillt.

Damit ist Theorem 2.2.3 bewieszen.
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2.3 Dynkindiagramme eines Durchschnitts von zwei Quadriken

Nach Theorem 2.2.3 kann die Berechnung von Dynkindiagrammen auf die Berechnung

von Dynkindiagrammen einfacherer Singularitdten reduziert werden. Die in gewissem
Sinne einfachsten Singularit&ten, die keiﬁe Hyperfliachensingularitdten sind, sind
die isolierten Singularitidten eines Durchschnitts von zwei Quadriken. Diese kommen
ndmlich in der semiuniversellen Deformation jeder isolierten Singularitdt eines
vollstandigen Durchschnitts, der keine Hyperfldche ist, vor. Es sind dies die

Singularitaten (X,0), die durch eine Abbildung

£ = (£),£) : 2, P

mit

2 2 2
fl(z) = z1 + z2 + ... + zn+2 :

2

£,(z) = a qne2%n+2 !

-+

wobei a; ccC, ai # aj far i #£3, 1 =£1i,j £ n+2 , gegeben werden. Ihre De-
formationstheorie ist von H.Kndrrer [Knérrerl] (und kirzlich auch von Y.Merindol
[Merindolll) untersucht worden. In diesem Abschnitt berechnen wir Dynkindiagramme

dieser Singularitdten.

Diese Singularitdten gehdren zu der Klasse von Brieskorn-Pham-Singularit&ten,
fdr die H.Hamm [Hammz] eine Basis des Milnorgitters H angegeben hat, wobei er ei-
ne Methode von F.Pham [Phaml] im Hyperfl&chenfall verallgemeinert hat. Wir stellen

die Konstruktion von Hamm in diesem speziellen Fall kurz dar. Zu diesem Zweck

nehmen wir an, daB a, € R fir alle 1 £j =n+2 und a, <a, < ... < a
j 1 2 n+2
gilt.
Wir setzen X' = f;l(o) . Die Funktion f2: X' + € ist eine Sukmersion auBer-

halb des Ursprungs. Wir bezeichnen die Faser von f2 Gber einem hinreichend kleinen

, Lemma 2.4] zeigt, daB die Milnorfa-

n€ER , n#£0,nit Y = Yn" Hamm [Hamm2

" ser xs =Y n B€ von. {(X,0) fir so = (0O,n) ein Deformationsretrakt von Y ist.
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2

- . n+2 +2 - 2
Es gei V¥: € -t die durch (zl,-..,zh+2) - (wl,...,wn+2) (zl,...,zn+2)

definierte Abbildung. Dann bildet ¥ die Mengen X und X' auf lineare Unterrdume und

. +2 ,
Y auf einen affinen Unterraum von Cn ab. Es sei

Z': = y(y) n W2,

Dann ist ¥ (Z') ein Deformationsretrakt. von ¥ [damm,, Lemma 3.1]. Es sei

W = cn+2 und W3 = {w € it | es gibt rl,...,ri mit 1 Sr < ... < rj < n+2

und W, = ...mw o= 0} . Wir definieren eine Zellenzerlegung von 2' wie folgt:
3

Die Menge 2Z' N w e - wn—qfl) ist eine digjunkte Vereinigung von topologi-
schen g=-Zellen fiir q = 0,...,n ; diese sollen die Zellen dieser Zerlegung bilden.

Diese Zerlegung induziert eine Zellenzerlegung wvon w'l(z') wie folgt. Es sel

2

- n+2 +2 .. .
Y: IR - cn definiert durch (wl,...,wn+2) -+ (zl,...,zn )} mit zi = W

+2 i

und z; > 0 oder - -lzi >0 flir jedes i mit ! = i £ n+2 . Offensichtlich ist

¥ ein Homdomorphismus auf das Bild. Wir benutzen @, um elne Zellenzerlegqung von

¥(Z') zu bekcmmen. Es sei

+ +
Tj: cn 2 - Cu 2

fir j = 1,...,n+2 diejenige lineare Abbildung, die (zl,...,zn+2) in

(zl,...,z. ,-zj,zj+1,...,zn+2)ﬁberfﬁhrt;und Q die von =

251 erzeugte Un-

1,.-.,Tn+2

- 2 -
tergruppe von GL(n+2;C) . Dann gilt V¥ 1(I’:'{n-h') = - Li’(:rRm-z) und

W-I(Z') = Q - ¥(2') . Deshalb erhalten wir auch eine Zellenunterteilung von ?-I(Z').
Es sei Z die Vereinigung aller g-2Zellen in Z', deren Abschluf in Z' kompakt ist.
Dies ist ein CW-Komplex. Hamm zeigt, daRf W-I{Z) ein starker Deformationsretrakt
ven ?-I(Z') ist [Hammz, Lemma 3.2].
Fir alle j mit 1 £ j £ n+2 beranden die Hyperebenen w, = QO fdr i # j ei-

nen Simplex oj in Z (siehe Abbildung 2.3.l). Es sei Ej: = @(cj) der zugehdrige

Simplex in ¥(Z). Fir x € {0,1} definieren wir

e

A
i tan’ T rj(l-rl) . (1-Tj) eee (1

_Tn+2)aj -
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Abbildung 2.3.1: Skizze £ir n = 2.

Man kann leicht zeigen, daf diese Elemente Zykel in W-I(Z) bilden.

Satz 2.3.1:

(i} Die Elemente el,ez,...,e2n+3 reprisentieren eine Basig von

-1
Hn(‘i' (Z),C) = Hn(xs,c) = Hg -

H+ 1

. . _ _1yP-3 B}

(i1} Es gilt €44 = Copes t jZl( 1) (e2j—1 ezj) .

L , ! , ~ AV
(iii) Es sei h*: HC - HC der von der Schleife w: S1 - C2 , 0~ (O,e2 1(pn

induzierte Monodromieoperator. Dann stimmt h  mit der Abbildung TyTy oo Too

iberein.

Beweis: Die Aussage (i) ist Lemma 3.6 und die Aussage (iii) ist Lemma 4.1 von
(HammZ]. Wir beweisen (ii). Durch Induktion dber n zeigen wir

n+l1

€ 4p = L -3+t ¢

n+ (2.3.2)
j=1

n+2-j
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Hieraus kann man leicht die Formel von (ii} ableiten. Fir den Fall n = 1 hat

man nach der Ordnung zwischen den Zahlen aj das folgende Bild:

w,=0 w,.=0 W, =

Abbildung 2.3.2

Aus diesem Bild folgt €, =€, = & ., also die Formel (2.3.2) fdr n =1

Wir nehmen nun an, daB die Formel giiltig f4r n ist. Der Simplex € 43 ist eine

lineare Kombination der anderen Simplizes ej,

n+2
€py = jZijEj , kj €= .

Die Hyperebene w = Q0 berandet alle Simplizes Ej mit 1 =3 = n+2 , aber nicht

n+3

En+3' Deshalb gilt

n+2
jzlkj*‘j Nlwy=0b=9 .

Nach der Induktionsannahme fir 2'~ {w . _'= 01} gilt

n+3

n+1

_ - j+i
TenTe

€ae3 = Fne2(Cnez

< < < i
Nach der Annahme a, < a, e S840 gilt €43 o €4 - Daraus folgt

kn+2 =1 und damit die Formel (2.3.2) fdr n+l. Damit ist Satz 2.3.1 bewiesen.

Korollar 2.3.3: Die Operation des Monodromieoperators h, auf den Zykeln e, kann

wie folgt beschrieben werden:

n+l

h (e,. ;) = (-1) e..
* 23l 23 }fﬁr 1 €4 <n+2 .

n+l :
h*( er ) = (-1) e2j-1

Dieses Korollar leitet man durch eine einfache Rechnung aus Satz 2.3.1 ab.



Wir konstruieren nun verschwindende Zykel Gi, die in die Zykel e, transformiert
werden kénnen. Die kritische Menge von f besteht aus den Koordinatenachsen. Die

Diskriminante Df von £ besteht aus n+2 verschiedenen Doppelgeraden durch den Null-

punkt in €?. Es sei t> O eine kleine reelle Zahl und D = {yec|lyl =nt .
Wir betrachten die Kreisscheibe {t} x D und w&hlen als Basispunkt den Punkt

s = (t,n) . Fir genlgend kleines t schneidet die Kreisscheibe die Diskriminante
Df in n+2 verschiedenen Punkten ;j = (t,ajt) , 3 =1,...,n+2 , die auf der re-
ellen Achse im Innern von D liegen. Die Punkte sind gem8B ihrer Ordnung auf der
reellen Achse numeriert. Es sei p eine positive reelle Zahl; die so klein ist,
daB aitder einzige Punkt von Df im Intervall [ajt—p,ajt+p] ist. Wir wahlen ein

stark ausgezeichnetes System von Wegen (61,...,6 } , das die Punkte ;j mit s

n+2

verbindet, durch Kombination jedes Intervalls [ajt,a t+p] mit einem Weg von

3
ajt+D nach N wie in Abbildung 2.3.3..

Die Faser fiber dem Punkt Ej, j =1,...,n+2 , hat zweli gewdhnliche Doppelpunkte

x2j-1 unq x2j’ die durch zj a z; = O fir i # 3 gegeben werden. Dann be-

stimmt das obige Wegesystem (51""'$n+2) (bis auf Orientierung) ein stark aus-

gezeichnetes Erzeugendensystem (61,...,6 } von verschwindenden Zykeln in

2n+4

Hn(xs) . Genauer muB man eine benachbarte Morsefunktion mit lauter verschiedenen
kritischen Werten sl,sz,...,s2n+4 und zu den Wegen ¢j benachbarte Wege ¢2j—1'
°2j wie in Abbildung 2.3.3 gestrichelt angedeutet nehmen. Fir dieses stark ausge-

Zeichnete Erzeugendensystem (61,...,6 ) gilt nun:

2n+4

Satz 2.3.4: L&Bt man t gegen O gehen, so geht der verschwindende Zykel

61 EH(X) , i=1,...,2n+4 , in den 2Zykel +e. € H (X )} dber. Mit anderen
n s . i ns

Worten ist (el,...,e2n+4) ein stark ausgezeichnetes Exzeugendensystem von ver-

schyindenden Zykeln von (X,0). Das zugeh&rige Coxeterelement ¢ = LERCERES CYN

stimmt mit dem Monodromieoperator h, dberein.
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{t} * D
(¢
s s S n+2
2 4 : 2n+4 0
~ e ——y ~ -—— - . ; 0--\-—-“ 2n+4
S, » : s —+ \ .
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S N T~ m e e - Pl
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Abbildung 2.3.3

Beweis: Wir leiten die Gleichungen fidr die verschwindenden Zykel 6i gemdR Kap.

1.2 ab. Wir betrachten den kritischen Punkt x —17 der durch zj =+t . zi =0

2j
fidr i # i gegeben wird. In einer Umgebung BZj—l von xzj_1 machen wir die Koor-
dinatentransformation '
n+2 2 2
uy = 2VE(z, - VE) + ¥ z, ¥ (z, - Vo) '
] i=1,i#§- ’
u, = Va, - a, z far 1 # j
i i j i
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Dann wird die Faser xé = fIl(t) n BE lokal durch die Gleichung uj = 0 gegeben,
1

und man kann u,, 1 £ 3j , < i € n+2 , als lokale Koordinaten um den Punkt X,
1

j-1
nehmen. Dann wird f[B durch
23-1
2 2 2 2

f(u)_ait+u1+"'+uj-1+uj+1+”‘+un+2
gegeben. Der verschwindende Zykel in der Faser Y = f—l(5j+o) n B2j-l iber
§j+p wird durch die Sphare

n n+2 _ 2 2 2 2 .

s'={u€ec iuj—o. Mp b e R U UL e b, =0

Imu, =0 far i # i}

gegeben. In den Koordinaten zi wird diese Sphire durch die folgenden Gleichungen

(fdr p klein genug) gegeben:

2 2 2 2
zj = £ - z2y = - " zj_1 - zj+1 - il = zn+2 ’ (2.3.5)
(a, - Yz, + + (a - a )22 + {(a - a )22 + +(a . -~a )22 = p
17 330% T -1 7 950%5 j41 T 347 %541 T R840 T 8972000 '

(2.3.6)

a, ~a, z, €R flilr 1 #£3 , (2.3.7)
i j Ui )

zj >0 . (2.3.8)

Aus (2.3.7) folgt (ai - aj)zi € R, fir alle i # j . Damit folgt aus (2.3.5):
2
zj e IR . .
Nun sei aﬁ(r) = éj(r) - ajt fir r '€ [0,1] . Dann ergibt der Transport langs

wj eine Sphdre in der Faser uber Ej(r), die durch entsprechende Gleichungen wie
oben gegeben wird, wobei man p durch 55(r) in (2.3.6) und IR durch ﬂzeV:Targ(ﬁé(r))
ersetzen muB und die Wurzel von z§ in (2.3.5) durch analytische Fortsetzung von
{2.3.8) zu wahlen hat. In der Faser X, = f-l(s) N B, abér s = (t,n) wird die-

se Sphére durch die Gleichungen (2.3.5), (2.3.6) mit p ersetzt durch n - ait .

(2.3.7) und
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zj > 0 oder -V;sz >0 (2.3.9)

~gegeben. Nach dem Ubergang t + O erhdlt man die Menge E die durch die ent-

23-1"
gsprechenden Gleichungen mit t = O gegeben wird.

=a .

Behauptung 2.3.10: W(Ezj_l) 3

Aus (2.3.7) folgt, daB (ai - ai)z € R, far alle 'i # j gilt. Dies bedeu-

2

i
2 . 2 , . . . 2

tet aber; daf z; € R und sign z, = sign (ai - aj) = gign (i - j) oder z; = o}

gilt. Deshalb gilt
w(Ezj_l) = {w € 2' | sign w, = sign (i - 3) far i # 3 oder w, = o} .

Wir zeigen ?(Ezj_ ) = Uj durch Induktion Uber n. Fir n = 1 ergibt eine einfa-

1
che Rechnung das folgende Bild

> > >
Wl 0 w2 O W3 (0]
- > -
| N Il
T T 1
w1 =0 Wy = o} w3 = O

Abbildung 2.3.4

Dies beweist die Behauptung fir n = 1 . Die Behauptung sei nun richtig fir n-t.
Deshalb gilt fiir alle 1 # 7

W(Ezj_l) N {wi = 0} = Uj N {wi = 0} .

Aber die Vereinigung iber die Simplizes auf der rechten Seite ist der Rand von
oj, dessen Komplement in Z' zwei Zusammenhangskomponenten hat, von denen eine,

ndmlich das Innere von Gj, konvex ist. Da ?(Ezj_l) konvex ist, folgt die Behaup-

tung (2.3.10).

Aus (2.3.9) und der Definition von ©)5-1 folgt damit [E ] = te

29-1 23-1 °
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Eine analoge Betrachtung fdr den kritischen Punkt x_. ergibt den Zykel fe

23 23°
Dies beweist den ersten Teil des Satzes.
Der zweite Teil folgt -aus der Tatsache, daf die geschlossenen Wege, die die

entsprechenden Operatoren definieren, homotop sind.

Bemerkung '2.3.11: Die verschwindende Zelle 87j-1+n(n € {0,1}) , die zu dem ver-

gehdrt, geht fdr t =+ 0 in die Menge

schwindenden Zykel 52j—1+n

VAN
H .
Tj(1 - Tl) ee. (1 = Tj) . (1 - 1n+2)(Kegel(0j))

Uber, wobei Kegel{o,) der reelle Kegel iber Uj mit Spitze O ist.

j

Wir orientieren die Zykel 6§, so, dal

i

n+l1
8351 = U1 ey

6.. = )
23 eZJ

far j =1,...,n+2 . Wir setzen

n+2

= -1y-3 -
r jZ1( D7 ey - ey

n+2

= 7 -0 -
j=1

23-1 = %230 -

Dann folgt aus Satz 2.3.4 und Korollar 2.3.2

Korollar 2.3.12: Fiir die relative Monodromie ¢ von (X,0) gilt:

czZ .

fir j =1,...,n+2 d i . . .
3 n und gewisse Zahlen b23-1 sz
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Mit Hilfe dieser Resultate k&nnen wir nun die Schnittmatrix der Zykel e, be-
stimmen, was von Hamm nicht gemacht wurde. Durch Satz 2.3.4 sind die Selbstschnitt-
zahlen der Zykel e; bestimmt (vgl. Kap. 1.2). Mit Hilfe der Picard-Lefschetz-
Formeln oder von Satz 1.6.3 kann man aus Korollar 2.3.12 die dbrigen Schnittzah-
len der Si und damit der e bestimmen. Eine derartige Rechnung wird fir ein ande-~
res Beispiel im n8chsten Abschnitt ausgefdhrt. Deshalb verzichten wir an dieser

Stelle auf die Details der Rechnung und geben nur das Ergebnis an.

Korollar 2.3.13: Die Schnittmatrix bezliglich der stark ausgezeichneten Basis

(81,...,8 )} von verschwindenden Zellen ergibt sich aus den folgenden Formeln:

2n+4
0 far j = i+l , j gerade,

<5,,8.> = ( (-l)n/2 fir n gerade,
1] .

. fdr i < j sonst.
4i (_1)(n+1)/2(_1}i+3 fir n ungerade,

Sieht man alsc von der Bewertung der Kanten ab, so ist das Dynkindiagramm zu

der Basgis (31,...,5 } ein vollsténdiger Graph mit 2n+4 Ecken, bei dem die

2n+4

Kanten zwischen den Ecken zu 82j-1 und 82j fr j = 1,...,n+t+2 weggelassen sind.

Bemerkung 2.3.14: Die verschwindenden Zellen 81 warden durch die Wahl eines be-
stimmten stark ausgezeichneten Systems von Wegen (@1,...,¢n+2) von den Punkten

51,...,5 zum Basispunkt s konstruiert. Aus Xorollar 2.3.13 folgt, daB jedes

stark ausgezeichnete System von n+2 Wegén von den Punkten 51,...,5n+2 nach s

auf die gleiche Weise eine stark ausgezeichnete Basis von verschwindenden Zellen
definiert, deren Schnittmatrix nach geeigneter Orientierung der Zellen mit der

von (81""'82n+4) Ubereinstimmt. Dies folgt daraus, daf die Operation eines

Erzeugenden &j' j=1,...,n+l , der Zopfgruppe Zn+ auf dem System der Wege

2

(¢11---r¢n+2) '

Gj= (¢11---:@n+2) - (@11---rwj_l:®j+1wjl¢jr¢j+2rc--r¢n+2) ’
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A ~

5 i :
51,..., 2n+4) induziert

die folgende Operation auf der Basis (

%25 %29+1 %23-1 %23

Aufgrund der -Schnittmatrix von (81,...,5 ) stimmt diese Operation mit

2n+4

H X

29=1 723
dberein, also mit zwei Orientierungswechseln. Da die Zapfgruppe Zn+2 auf der Men-
ge aller stark ausgezeichneten Systeme von n+2 Wegen von den Punkten 51,...,§5+2

nach s transitiv operiert, folgt die Behauptung.

Lassen wir bei der Definition von f beliebige paarweise verschiedene aj EC
zu, so schneidet die Diskriminante D die Kreisscheibe {t} x D ebenfalls in
n+2 verschiedenen Punkten §j = (t,ajt) , die nun im allgemeinen nicht mehr auf
der reellen Achse liegen. Jedes stark ausgezeichngte System von Wegen von den
Puhkten 51""’§n+2 nach s liefert nun wie oben eine stark ausgezeichnete Basig
von verschwindenden Zellen, die mit geeigneter Orientierung die Schnittmatrix
von Korollar 2.3.13 hat. Dies folgt daraus, daB man n+2 analytische Funktionen
95: [0,1] +D , j=1,...,n+2 , mit 9;(0) =a, , gy(1) ERN D und
L g () # gj(e) far 1 =i #£ 3 <n+2 , 9 € [0,1] wahlen und die dadurch gegebene

Deformation von £ betrachten kann.

Wir analysieren nun zun&chst das Milnorgitter H = ﬁ/zz;: im schiefsymmetri-

schen Fall (Dimension n ungerade). Durch die Transformationen

82n+3(2j), sz_l(ZJ) fir j =1,...,n+l ;
82j+1(2]-1) far j =1,...,n+tl ;
wird die Basis (81""'82n+4) in eine schwach ausgezeichnete Basis von verschwin-

denden Zellen transformiert, deren modulo 2 reduzierte Schnittmatrix das Dynkin-

diagramm von Abbildung 2.3.5 besitzt.
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1 3 5 2n-1 2n+1 2n+3

> —— oH— « o = &
2
4
2n+4

Abbildung 2.3.5

Nach [Janssenl, (3.10)] ist diese Basis dquivalent zu einer speziellen schwach

ausgezeichneten Basis im Sinne von [Wajnryb,]. Das schiefsymmetrische verschwin-

i

dende Gitter (ﬁ,ﬁ) {(bzw. (H,A)) eines ungeradedimensionalen vollstdndigen Durch-

schnitts von zwei Quadriken mit isolierter Singularitdt ist also das Gitter

AOdd(l,...,l; Pi 0)

%.._/
n+i/2

mit p = n+3 (bzw. p = n+2) in Janssens Klassifikation [Janssenz].

Fir die Untersuchuﬁg des geradedimensionalen Falles transformieren wir die

A

stark ausgezeichnete Basis (81,...,62n+4) mittels der Zopfgruppenoperation aus

Kap. 1.5. Die Transformationen

K2n+4 falls n gerade

(A) und

Lo SR SRR |
3 +
2 2n+3 H falls n ungerade

transformieren die Basis (Ei) in eine stark ausgezeichnete Basis {Si) von ver-—

schwindenden Zellen mit
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0 fir 3 =1+ 1 , j ungerade, (i,j) =
/2 (1;2n+4)
<5!,83> a -n" . fdr n gerade
far i < j sonst

_(_1)(n+1)/2(_1)i+j fir n ungerade

(2.3.15)

auf die Basis (Si""'85n+4) wenden wir die folgenden Transformationen an:

(B) %on-1’ %2n?

“on=3’ %an-2¢ %ap-1' %247

Gpo Goreenr Gpn1r %ppf

®on+3’ %on+2”

Fir n =1 bezeichnen wir die so erhaltene Basis mit (8",...,6%) . Sie hat das

Dynkindiagramm von Abbildung 2.3.6.

Abbildung 2.3.6

Falls n = 2 , so fihren wir weitere Transformationen aus, namlich die Transfor-

mationen

(c) Bn' Bn+1; *on+2' M2n+3’ "2n+d

Im Fall n = 2 bezeichnen wir die so erhaltene Basis mit (5;,...,5&) . Schliefi-

= noch die folgenden Transformationen aus:

lich fihren wir im Fall n = 3
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(D) B B _sreewr Bo:

n-1’ "n-2 2

B, B

n' n-1'"

e B3r

Bn+1' Bn+2; Bn' Bn+1:°"; 84' B5'

Die so erhaltene immer noch stark ausgezeichnete Basis von verschwindenden Zellen

bezeichnen wir mit (82""'53n+4} . Dag Dynkindiagramm bezilglich dieser Basis

ist in Abbildung 2.3.7 dargestellt (fir n gerade; filr n ungerade missen vorher

N fllr n =1 bzw, x

ch die Orienti A3 .o ;
no ie Orientierungswechsel 11 G 2’K4’xn+3JXn+4’ ’K2n’

- >
*ontl ton+a fir n 2 3 angewandt werden}.

2n+3

Abbildung 2.3.7

2.4 Erweiterte affine Wurzelgysteme

Dar Graph von Abbildung 2.2.7 hat groBe Zhnlichkeit mit dem von K.Saito in

[Saitol, p-.122] angegebenen Dynkindiagramm fir ein erweitertes affines Wurzelsys-

(1,1)

3 Dies ist der in Abbildung 2.4.1 angegebene Graph.

tem van Typ D
Wir stellen kurz die Bedeutung dieses Graphen dar (vgl. [Saitol]). Es sei Vv
ein IR -Vektorraum mit einer symmetrischen Bilinearform I: Vv x ¥V - IR der Signa-
tur (t+,to,t_) . Hierbei ist t+ (bzw. t_) die Dimension eines maximal positiv
{bzw. negativ) definiten Unterraums von V bezlglich I, und to die Dimension des

Kerns von I. Fir ein A € Vv mit I(A,A) # O definieren wir A €V und

w, € GL(V) wie folgt:

A
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ATs o= 2MT(AA)

wx(v): = v - I(V;AV)A fir vEV .

4 6 8 2n-2 2n 2n+2
2 2n+4
2n-1 2n+1
1 7 2n+3

Abbildung 2.4.1

Definition 2.4.1: Eine Teilmenge R € ¥V heift ein erweitertes affines Wurzel-

system, falls gilt:

(1) (et ,t) = (2,2,0) .

(ii) Fir QR = Z.R gilt V = Q(R) 8, R .

(iii) Far alle A € R gilt I(A,A) # O .

(iv) PFdr alle X E R gilt w,R=R.

(v) Fiar alle A,A €ER gilt I(A\,X) €=z

(vi) (Irreduzibilitat) Falls R ==R® UR, mit R € RS , R, C R (beziglich
I), so folgt R1 = ¢ oder R2 =¢ .

Es sei WR die von den Wy fir A € R erzeugte Untergruppe von Q(V).

K.Saito hat alle erweiterten affinen Wurzelsysteme klassifiziert. Diese Klassi-
fikation héngt eng mit der entsprechenden K}assifikation im klassischen Fall, nam-
lich im Fall, daB I positiv definit ist, zusammen. Insbesondere gibt es (bis auf
Isomorphie) nur ein erweitertes affines Wurzelsystem, dessen Quotient nach dem
Radikal das klassische Wurzelsystem Dl ist, und dies wird von Saito mit D(l'l)

2

bezeichnet. Der obere Index hat fiir unsere Betrachtung keine Bedeutung, und wir
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gehen deshalb darauf nicht n&her ein.

Flir ein erweitertes affines Wurzelsystem definiert Saito ein Dynkindiagramm wie
folgt. Wir beschrdnken uns der Einfachheit halber bei der Definition auf den Fall,
daB R homogen ist, d.h. alle Wurzeln gleiche Ldnge haben. Dies ist insbesondere

bei Dil'l)

erfillt. Bildet man bei einem erweiterten affinen Wurzelsystem R den
Quotienten nach einem beliebigen ber 9 definierten l-dimensionalen Unterraum K
des 2~dimensionalen Radikals ker I , so erh3lt man ein affines Wurzelsystem
{Saitol, (3.1)]. Ist R homogen, so ist dieses affine Wurzelsystem bis auf Isomor-
phie eindeutig bes£immt [Saitol, §5]. Es sei {Ao,xl,...,lg} eine Basis dieses

affinen Wurzelsystems, so daB {AI,...,AL} eine (Weyl-)Basis des zugeh&rigen

klassischen Wurzelgystems ist, und

die ldngste positive Wurzel. Wir setzen m, = 1 . Es sei a ein Erzeugendes von K

Gber Q. Fir einen Index j mit 0 = 3j £ ¢ und m, = max {mi} definieren wir
i

Af = A. +a .
3 J

Definition 2.4.2: Das Dynkindiagramm GR Zu dem erweiterten affinen Wurzelsystem

R ist das Dynkindiagramm zu {AO,AI,...,AR} U {A; lmj = max {mi}} .

Im Fall Dél'l)

erhdlt man gerade den Graphen von Abbildung 2.4.1. Wir bezeich-
nen mit [GRI die Eckenmenge von GR' Dann hat man die folgeriden Tatsachen:

(@) # [e | > aim v

(b) Dpas Gitter Q(R), die Gruppe W{R) und R sind auf die #bliche Weise durch G

R
bestimmt:

QR = § Z.x, W_=<w, |[A€G6>, rR=\U Wo oA
AEIC, | Aela |

(c} Aus GR lassen sich V und R wie folgt rekonstruieren: Es sei V der IR -Vektox-

raum der Dimensioni¢|GR[, der von den A € [GRI aufgespannt wird, und é das ent-
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sprechende Z -Gitter. Um Verwirrungen zu vermeiden, bezeichnen wir das Basisele-
ment von V, das zu A € ‘GR] gehdrt, mit A. Es sei I die durch das Dynkindia-

gramm GR definierte Bilinearform, und

G

R >

W: = <wi‘ A€

R: = U w.h.

AElG, |

Das Produkt & €W der we mit m_ # max {m,} und der WgWe for
R X P . i . %
P 1 J 3
O < p,j £2 in beliebiger Reihenfolge nennen wir ein PrAcoxeterelement fdr R.

Nach [Bourbakiz, Chap.v, 56, Lemma 1] sind je zwei Pr&coxeterelemente in W konju-

giert. Nach {Saito,, (9.6)) gilt nun der folgende Satz

1'

~

Satz 2.4.3: i ¢ = é
4.3 Es se cR cR’s R,u

die (multiplikative) Jordanzerlegung von ¢

R
in einen halbeinfachen Teil &R s und einen unipotenten Teil ER 0" Dann gilt
’ !
V = V/im (CR,u - id} ,

0
il

O/im (aR'u -id) Nng

und R ist das Bild von R in V.

Wir vergleichen nun die Graphen von Abbildung 2.3.7 und Abbildﬁng 2.4.1. Die
beiden Graéhen stimmen im Fall n = 2 Uberein. Im Fall n =2 3 =zeigen die folgen-
den Transformationen, die auf den Graphen von Abbildung 2.3.7 anzuwenden sind,

daB die beiden Graphen schwach &quivalent sind:

an+1(n+2),an+4(n+2):an(n+1).an+5(n+1);...;aS(G),azn(G);

Uone3(Bntih oy g2nd) ey L (S)iay o050 ,ay L o(2n¢l) 0, L (2041)

Hgrigeeeetthoin

(1,1)

Daraus folgt, daB wir mit R = Dn+3

die folgenden Isomorphismen haben
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=~ (0 I) = el
H {Q(R) ,eI) Dn+3_1_ker I

dim(ker ei) =n+ 1,

A=R,
FE&R :

wobei H, Aund T die entsprechenden Invarianten einer isolierten  Singularitét
(X,0) eines n-dimensionalen vollstindigen Durchschnitts von zwei Quadriken sind,

/2

n gerade und ¢ = (-1 ist.
Insbesondere folgt daraus, daB die Menge von verschwindenden Zykeln A von

(X,0) ein Wurzelsystem vom Typ Dn+ enth3lt, was bereits bekannt war {(vgl. [De-

3
ligne-Katz, Exposé XIX, Proposition 5.2 (iii)], [Reidl]) und zu der Bezeichnung

-~

D .3 dieser Singularitdten gefihrt hat (vgl. [Knérrerl]).
Im Fall n = 2 gilt zus&tzlich fir die relative Monodromie ¢ und das ver-

schwindende Gitter (H,A) von (X,0):

c=c, ., H= (Q(R),-I) , A=R.

Es gilt aber nicht, wie ich leider irrtimlicherweise in einem Brief an K.Saito
behauptet habe (vgl. [Saitol, Added in Proofl), daB die beiden Graphen fiir
n > 3 stark Aquivalent sind. Dies folgt daraus, da8 die entsprechenden Coxeter-

elemente ¢ und ER verschieden sind: Es gilt
aim(im(éu -id)) =1
nach Satz 1.6.6 (n gerade) und

dim(lm(cR,u - id)) =2 - 4

[]
o

[}
-

nach Satz 2.4.3. Dieser Unterschied hangt damit zusammen, daB die Gitter H und

Q(R) auBer flir n = 2 verschieden sind:

dim(ker H) = n , aber dim(ker Q(R)) =2 .
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Man beachte aber die Analogie von Satz 1.6.6 und Satz 2.4.3. Man vergleiche auch

Satz 3.5.2.

2.5 Verallgemeinerung einer Methode von Lazzeri

Die Anwendung der in Kap. 2.2 beschriebenen Methode fihrt leider schon bei etwas
komplizierteren Singularitdten zu schwierigen Rechnungen. Das trifft insbesondere
auf ein Beispiel zu, das fiir uns eine grofe Rolle spielen wird. Deswegen wollen
wir anhand dieses Beispiels eine andere Methode, Dynkindiagramme zu berechnen,
darstellen. Es handelt gsich dabei um eine Verallgemeinerung einer Methode von

Lazzeri (siehe [Hefez-Lazzeri]).

n+2r0) -+ (CZ,O) der Keim ei-

Wir beschreiben diese Methode kurz. Es sei £f: (C
ner analytischen Abbildung mit isolierter Singularitdt in O, und £: EEP + P ein
-geeigneter Représentant. Wir nehmen an, daf die Diskriminante Df von f reduziert

ist und die Multiplizitdt von D, in O mit der Multiplizitit m der Diskriminante

£
DF der semiuniversellen Deformation fbereinstimmt. Wir fdhren nun dieseibe Kon-
struktion wie in Kap. 1.1 durch, nur mit dem Unterschied, daB wir den Bildraum
P C ¢2 der Abbildung f und nicht den Bagisraum der semiuniversellen Deformation
betrachten. Wir wdhlen also P von der Form P =T x ID £fdr zwei Kreisscheiben T
und D, sodaB D = 2 NP fir eine Gerade & ist, die nicht im Tangentialkegel
von Df enthalten ist. Es sei t € T ein Punkt aus T, der nicht im Bild des Ver-
zweigungsortes der Projektion n!Df: Df + T enthalten ist. Wir setzen
D = ({t} x D) - ({({t} x D) N Df) und w8hlen einen Basispunkt s € D ..

Es sei (¢1,...,mm) ein stark ausgezeichnetes System von Wegen in el xD
von den Schnittpunkten mit D, nach s. Wir bestimmen die Schnittmatrix einer zuge-
h&érigen stark ausgezeichneten Basis (81,...,3m) von verschwindenden Zellen wie

folgt: Das zu dem System (¢1""'¢m)» gehdrige System (wl,...,wm) von einfachen

,8) . Die
1

Schleifen bildet ein Erzeugendensystem der Fundamentalgruppe “1(P'Df

zugehdrigen Relationen erhdlt man aus einem Satz von Van Kampen. Mittels der For-

meln von Picard-Lefschetz erhdlt man aus diesen Relationen Relationen fir die
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Picard-lLefschetz-Transformationen Yi' i=1,...,m . Daraus wiederum erhdlt man
Gleichungen fir die Schnittzahlen. Die zusdtzliche Sc¢hwierigkeit gegendber dem
Hyperfl&chenfall besteht allerdings darin, daB zwischen den verschwindenden Zy-
keln 6i noch lineare Relationen bestehen, die zus&tzliche Unbekannte fir die
Gleichungen liefern. Wir betrachten nun ein Beispiel, bei dem dieser Ansatz je-
doch tatsdchlich zu einer L&sung fihrt,

Das Beispiel, das wir betrachten, ist die n-dimensionale Singularitat, die

durch die aAbbildung £: cn+2 -+ C2 , h gerade, mit

f=gog on'le. B onn2/2

2 3
g(zl,zz) = (z1 + 22 + zlzz,zlzz) ’
g'(z, ,z,) = (z,2 z2 + 23)
3’74 37473 4 !

h(q) ) = ( 2 2 2

(z 2yq+3Zagra’®aq-1%2g+3 T 22q%2q+4 T P2q+3%aged’

2q+3'22q+4

g=1,...,(n-2)/2 ; aj ER , 1 <a, <a, < ... <a

gegeben wird. Zur Definition von @ giéhe Kap. 3.1. Wir werden in Kap. 3 fir diese

Singularitdt die Bezeichnung T2233

Nach [Wallz, Lemma 1.4] gilt fdr die Diskriminante D

einfidhren.

£ von f:

Dg = D_ UD, U Dh(l) U...ou Dh((n_z)/z) .

Es seien (u,v) Koordinaten von P mit fl(z) =u, fz(z) = v ., Dann rechnet man

leicht nach, dafi Dg und Dg' in diesen Koordinaten wie folgt beschrieben werden

k&nnen:

D1 =D : {u - V)S - (55/3322)\:6 = Q

oo - 3322550 =0

Die Kurve D (@) hat zwel Zweige, deren Puiseuxentwicklungen wie folgt beginnen:
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a 4 fa
(2) 2g-1 2g-1 3/2
D ( ): v = -23.2 a 2
h'd q 2q 2q

Dla/2)+1+q =

Wir wahlen
2
T = {(u,v) EC lvno,luISnl} ,

D = {{u,v) € c? luso, |vl = noto

wobei ny << n klein genug gewdhlt sein sollen. Wir wdhlen den Basispunkt

2
t = (nl,O) €T wnd in {t} X D den Basispunkt s = (nl'”z) . In {t} x D be-

trachten wir nun ein stark ausgezeichnetes System } von Wegen von den

(QI""'¢2n+6

m = 2n+6 Schnittpunkten mit D_ nach s wie in Abbildung 2.5.1 angedeutet ist.

£

Es sei ( } das zu dem System von Wegen ) gehdrige

Qpree-Yonse <@1""'¢2n+6

System von einfachen Schleifen. Nach dem Satz von Van Kampen (vgl. [Brieskornz,

2.1.5], [Zariskil]) definieren. (wy, ..., ) ein Erzeugendensystem von

2n+6
nI(P-Df,s) . Die zugehdrigen Relationen erhdlt man nach diesem Satz wie folgt.

Wir betrachten die Projektion
T: T xD ->T.

Die Einschrinkung nID ist eine endliche Abbildung, die genau idber dem Ursprung
£. ) .
. . *
O ET verzweigt ist. Ed sei T =T - {0} und A € nl(T*,t) ein erzeugendes

Element der Fundamentalgruppe, das wir in der Form

A(2) = nlez“ﬁ% , %€ [o,1] ,

¢

reprisentieren. Uber dem Punkt A(9) liegen m Punkte (A(%),vi(%)) , iIi=1,,...,m

von Df. Die m stetigen Abbildungen

v, [o,1] + D

g w» v, (9)
1

fir 1 =1,...,m , definieren einen Zopf, also ein Element cf der Zopfgruppe
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Z (m = 2n + 6)
n

dem System von einfachen Schleifen (ml,...,wm) . Dazu betrachten wir hier das

Erzeugendensystem '82....,Bm der Zopfgruppe Zm. Dabei ist Bi+1 der -in Abbildung

2.5.2 angegebene Zopf.

Abbildung 2.5.1

. Wir betrachten nun die Operation der Zopfgruppe aus Kap. 1.5 auf
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1 1
i-1 i-1
i+1 S~ i+l
i+2 . i+2
m- . m

Abbildung 2.5.2

Die Operation von g, ist dann wie in Kap. 1.5 beschrieben:
P Bis .

1

Bigg Cwgreemvop) = (g reeevmy g owy oty 0505 00y o)

Der Satz von Van Kampen besagt nun gerade, daB die Relationen in nl(P-Df,s)

gegeben werden durch
;f(wi) = wg fir i=1,...,m .

Wir wollen diese Relationen berechnen. Zundchst betrachten wir den durch

VirseeeV

1 gegebenen Zopf ;1 zu D

5 . Es gilt

1
_ 6
Cl = (82838435)

.

Hierbei ist der Zopf in der Weise aufgeschrieben, daB bei der Operation auf den
Schleifen dasjenige Element zuerst angewendet wird, das am weitesten rechts

steht. Damit berechnet man

-1
%5417
2 =2

1“1Ty -

Cl(wi) =1 fdr i =1,...,4 ,

Ei(ws) =T

wobei Ty T WgWWaWaW0, - Entsprechendes gilt fir den Zopf Cz zZu D2.

FPir den Zopf.Cj zu Dj fir j 2 3 , der durch v ’v2j+6 gegeben wird, be-

24+5
rechnet man
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©5 = Payes 7
(w Yy = T.w T-l
25 %545 j¥24+6%5 ¢
. (w } = T.w W ol g7t
j'23+6 3 23+6 72545 29+6 j !

wobei Tj = w2j+6w2j+5
Daraus berechnen wir die Operation des gesamten Zopfes cf mit Hilfe des fol-

genden Lemmas.

Lemma 2.5.1: Es sei §' ein Zopf mit p Strangen, " ein Zopf mit q Stringen und
C der Zopf, der aus &' und " durch einfache Verschlingung der Z8pfe z' und "
gemaB Abbildung 2.5.3 gebildet wird.

Dann gilt § = C'C"Co , wobei

q-1 p-1 g-1 p~1
t =01 (I8 .y I (IR D B
o j=0 1=0 p+li+i-i j=0 i=0 g+l+i~j

Fir die Operation von Co auf einem stark ausgezeichneten System von Schleifen

(ml""'m ) wie oben gilt:

p+q

T“mz(r")-l far 1 =4 =p ,
g {(w,) = _
o 4 T(t") lwlf"r L fir p+l = ¢ = p+q ,

wobei T' =w w .o " =uw w
p p-1 1’ p+q p+g-1

1 ";“‘\\\\\\

' :
P ~ \\\ P
p+l p+l
ﬁ" E
pHq —————Dp¥q




- 64 -

Beweis: Die Beschreibung von Co liest man leicht an Abbildung 2.5.3 ab. Es sei

nun zundchst 1 £ ¢ < p . Dann gilt
g-1 p-1
g {w,) = T (NI B e, )
o L j=0 i=0 p+l+j-i L+q
P ) o)
= 0 (08 ) o we W
j=o imo PTi3I=i’ Tprqiitq-liptq
- -1 -1 -1
Ot Ppea¥pr 19 142" *Ppag

T"wl(r")-l .

Fir p+l = ¢ < p+tq gilt:
qg-1 p-~1 g-1-2+p p-1 -1 -1
r {w)= n0(08 s i (nms8 S N P L P POl Rl )
o 8 4=0 i=0 ptl+ij-i j=0  i=0 qtl+i=j L 2=-p+172-p 2-p+
q-1 p-1 -1 -1
= T (I8 VD N 7 SRR 7 ST DR SR
j=0 i=0 ptl+j=-1" "Tptg g+l 2-p g+l p+a
L-p-2 p-1 _ N
= @0 (InB ) (w W w-l m-l W, w Wy, W ! W L )
5= imo PYIFITE UpraTTTampthp T pta et p Amp T RN
= T(T")-lwlT"T-l .

Damit ist Lemma 2.5.1 bewiesen. Damit erhdlt man schlieBlich

Satz 2.5.2: Die Fundamentalgruppe nl(P-Df,s)

den (wi""'w2n+6) und den Relationen

!

Wi T Ty

. -1 =1 =1 =1.-1 _
Tm5w4w3w2w1m2 w3 w4 wS T = w5

1 =1 =1 =1.=1 _

tm10m9w8m7w6w7 m8 w9 mlOT = mlo
. -1 -1

T2 5+10%2+49%25+10°"

= Y29+10 7

wobei T c e WoW und

= Yon+6¥2n+5 2¥1

’

ist die Gruppe mit den Erzeugen-

£9 , 1= 2j+9 ,

j=1,...,n=2 .
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Nun betrachten wir das zu dem System von Wegen (ml,,..,wm) gehdrige stark
ausgezeichnete Erzeugendensystem (61,...,5m) von verschwindenden Zykeln, die
zugehdrigen Picard-Lefschetz-Transformationen (Yl""'Ym) und den Monodromie-

operator c¢ = Y{YgeorYy ¢ M= 2n+6 . Dann k&nnen wir aus Satz 2.5.2 ableiten:

Korollar 2.5.3: Die Operation des Monodromieoperators ¢ auf den verschwindenden

Zykeln 6i wird durch die folgenden Gleichungen beschrieben:

c(5i) = t61+1 fir 1 =i =4, 6 =129, 1= 2j+49 ,

c(55) = iY5Y4Y3Y2(51) '
c(815) = *YyoYeYgY¥s(Bg)
c(6

) (6 )

25+10’ = 23+10'%2549

wobei j=1,...,n~-2 .

Beweis: Wir leiten exemplarisch .die letzte Glefchung ab:

- S R |

Wa9+10%29+9%23+10" T “25+10
, R | -t
= Y23+¢107 " Y271724410 2549 29+1071 Y2 """Y24+10 T Y25+10
Y YoiiaYs = cy ¢l (aa v2 = id)
23+10723+9725+10 2j+10 i
= Sén) Sén) Sén) = C Ss(n) C-l
29+10 23+9 °25+10 29+10
- s(n) - s(n)
Y25+100%2940)  S(035440)
Daraus folgt °(52j+1o) = tY2j+10(62j+9) , da z.B. <c(52j+10),c(52j+10)> # 0 .

Damit ist das Korollar bewiesen.

Da bei unserem Beispiel u' =1 gilt, besteht zwischen den verschwindenden

Zykeln 61 eine Relation
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2n+6
Yy .5, =0 , r.€m .
. i
i=1
Wir setzen
2n+6 - .
X = Z r.‘s ’
i1 i7i

wobeil Si die zu 6i gehdrige verschwindende Zelle ist. Wir nehmen nun zusé&tzlich
an, daB die verschwindenden Zykel 6i so orientiert sind, daB fir 1 =i =4 ,
6 =19 und i=2j+9, j=1,...,n-2, gilt
c(8,) = 6, .
i

i+l

Damit folgt fir die relative Monodromie ¢ aus Korollar 2.5.3:

Korollar 2.5.4: Fir die relative Monodromie ¢ bezlglich der stark ausgezeichne-

a~

ten Basis (81""'62n+6) von verschwindenden Zellen gilt:

o>

~~

O
fl

i 8i+1 +b.r fir 1 i<4, 65129, i=2j+9,

c(as) = 55Y5Y4Y3Y2(51) + bsr ,

8(81,) = €15V10¥9YgT7(86) + DT o
4410 = E:2;1-1-10’“23'-1-10(523‘+9) Byse10”

far b, €% , e, =1, j=1,...,0-2 .

Wir wollen nun die Schnittmatrix

A= ((aij)) = ((<5i'5j>))

der verschwindenden Zellen Si berechnen. Dazu nutzen wir die Beziehung von Satz

1.6.3 fir die Matrix C der relativen Monodromie aAbezﬂglich der Basis

(8y0-nn 08

2n+6) aus:
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. . . 2 .
wobel A =V + Vt und V eine obere Dreiecksmatrix mit ¢ = (-I)n/ auf der Dia-

gonale ist {(n gerade in unserem Fall). Daraus ergibt sich die Matrixgleichung
vt = v (%)
Nach (1.6.2) gilt

c(r) =r (%%)

Wir benutzen die Gleichungen (%) und (##), um rekursiv mit Hilfe von Korollar

2.5.4 die Schnittzahlen aij und die Koeffizienten ri der Relation zu berechnen.

Setzen wir

so folgt zundchst aus (##) durch Koeffizientenvergleich, daB

er =br R

mm o m-1
-g€_a r. +r =b r .
m m=-1,m m m-1 om
Aus bo = 0 folgt damit -1 =% = O , und aus (#) folgt dann

a, = a, =0 fir i=1,...,m-2 . Das ist aber nicht mdglich, da das Dynkin-
=1 i,m

diagramm zu A zusammenhdngend igst (nach Bemerkung 1.5.2). Also gilt bo # 0 , und

es folgt

Tm-1 Emrm/bo !

q-1,m = TEELP, * (e/b) .

Wir benutzen nun die Gleichung (%). Wir bezeichnen mit (i,j) diejenige Glei-
chung, die man aus (%) erhdlt, indem man das Matrixelement mit Zeilenindex i und
Spaltenindex j auf der rechten Seite mit dem entsprechenden auf der linken Seite

der Matrixgleichung (%) vergleicht.
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Schritt {(1): Wir betrachten zun&chst die folgenden Gleichungen
{m,m) -1 = bo - (sm/bo) + bmrm

{m=-1,m) O

em + em(bmrm/bo) + embo - (l/bo)
(m,m-1) -Embo.+ (1/b0) ==-1-b ,[r

m-1"m

Aus diesen Gleichungen folgt

Fir e = -1 folgt bmrm = =3.. Wir setzen
b =b = +1 |
Dies ist erlaubt, wenn wir von nun an zulassen, daR bi € Z oder bi E{(1/3) =

fair i =1,...,m-2 .

Schritt (@), @ =2,...,n-2 : Es seli 1 Zp < g . Wir nehmen an, daB die fol-
genden Gleichungen erfillt sind (fir p = 1 sind diese Gleichungen nach Schritt

(1) erfillt).

(a) fdr i =m-2p+1 ,m=-2p+2; 1<3j=m:
ea,. = (2 - € )b,b, (1,3) # (m=~2p+1,m=-2p+2
(3,4) { 1] LYRERS A3} # (n=2prl me2pt2)
Eaij = -1 4+ (2 - em)bibj {(i,3) = (m=-2p+1,m=2p+2)

(b) filr i =m-2p+ 1 ,m=-2p+2

p-1 m—2§3+2
(i,m) r, = -(-em) (2 - e:m)bi - ) a; %,
2=i+1

- 1 R - = -
() (m - 2p + m=-2p+1) ° bm-2p+1(bm-2p+1 bm-2p+2)

(d) + e

dm-2p+1,m-2p+2 ~ “fm-2p+2

(Dies folgt aus (#%) wie oben. Man beachte, da8 bo =1 ).
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= +1

Aus der Gﬁltigkeit der Gleichungen {a) - (e) fir p < g und aus den Gleichun-

gen (%) und (##%) folgt aber die Glltigkeit der Gleichungen (a)

Aus der Gleichung (d) fir p = g

- {d) far p=gq .

und den Gleichungen (m-2g+1, m-2g+2) und

(m-2g+1, m=-2g+l) folgt dann die Gleichung (e) fdr p =g .

Schritt {(n—-1}): Hierzu betrachten

(a) Fir p+l =i =p+5 , 1 < j

(3,1)
€a,

(b) fir p+l < i < p+5

(i,m)

(c) fir p+l =i =3 <
(lrj) o = bi(bj+1
(d) Aus (##) mit bO =1 folgt:

“p+5Tp+5 T Tp+1

TEfpt5%p+1, pr2tpes T

L 0 > r

p+ p+i

Wir schlieBen nun wie folgt:

pti,pr2 = 7!
= rp+2 =0
= r =0

p+l

r, = =(2 - ¢
i m

Angenommen b

wir die folgenden Gleichungen. Es sei p =5 .

=m
€ Pibs far 3 # i+l
(2 - e )b.b sonst,

m i ]

p{S
)b - a. ¥ t
i g=isl if™e
# p+5

b

j)

Lol = Tpup v
rp+2 = p+3 rp+4 = rp+5 =0 -

o+1 = 0. Dann foigt

(aus (p+2,p+1))

(aus (4}))

(aus (p+1,m))



= rp+l = rp+2 = rp+3 = rP+4 = rP+5 =0 {aus (4)}

ol o+2 o+3 ota bp+5 (aus (b)) .

]
o

A A

Dann folgt aus (a), daB das Dynkindiagramm zu (61,...,6m) nicht zusammenhéngend

ist. Also muB bp+1 # O gelten. Dann folgt aber aus (c):

Byt = Poua " Py T Ppg TP FO -

aus (a), (b) und (d) folgt dann die folgende Gleichung fir b +5°

p+5
2 2.4 3,6 4.8
EP+5 =5 20(2 - em)bP+5 + 21(2 - Em) bp+5 - 8(2 - Em) bp+5.+ (2 - Em) bp+5 .

Diese Gleichung hat genau die Ldsungen

Schritt (n): Aus den Gleichungen (%) und (#%) folgt unter Benutzung von Schritt
(n-1) , daB die Gleichungen (a) - (d) von Schritt (n-l1) auch fir p = O gelten

und wir wie in Schritt (n-1) schlieBen kénnen.

/

Ergebnis: Die Gleichungen (#) und (#*) haben bis auf Orientierungswechsel der

D 2Oy far ¢ = +1 und

verschwindenden Zellen Si die beiden L3sungen (V o

) fir € = -1 . Hierbei ist Vv

gilt:

-2

+1

1) fir j=4i+1 und i # 5,10; 10 + 2p;

viE) g ()

ij i3 p=1,...,n-3 ,

(—l)n/2(2 1) sonst ,

1  fir i=1,2;6,7;7+4q,8+4q; q=1,...,(n-2)/2 ;

rg = ] fidr 1 = 3;8;

|
—
Hh
R
[
]

4,5;9,10;944q,10+4g; g =1,...,{n=2)/2 ;
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3 fir 1

1,4;6,9;9+2p; p=1,...,n-2 ;

r, = 0 fir 1

3;8;

-3 for i = 2,5;7,10;1042p; p=1,...,n=2 .

RCIENEY

Wir zeigen, daB die L&sung ) nicht mdglich ist. Dazu nehmen wir

folgende Basistransformation vor:

1 1 227 "4 s 27 % T %717 % 10
€24p ~ 82p+9 - 829+10 , p=1,...,n-2 ;

n+l 81 B 82 " ®ne2 T 83 - 8z i %he3 T 86 -8, n+d 8s -6
Cpas = By * 2B, =8, 4 e g =8, 4 e, -bg + 25, - 85

n+8 87 ! en+8+p = S1o+2p , p=1,...,n=-2 .

Unter der Voraussetzung, daB die Schnittmatrix zu (51,...,5 ) die Matrix A(wl)

2n+6
ist, folgt
. n n+4 2n+6
ker(H) = ¥ Ze, . ) Ze, =ULU , N Ze, =: L ,
i=1 i=n+1 i=n+5

H=%ker(H)L uiluvulL ,

wobeil U eine,unimodularé hyperbolische Ebene ist und L ein indefinites Gitter vom

n/2

Rang n+2. Daraus folgt fir die Anzahl M (e = (-1) ) der Eigenwerte mit Vorzei-

chen € der quadratischen Form auf H bzw. H:

<
ue = n+3 .

n
2233

n

Aus Kapitel 3 folgt aber, daB T 5993

in die Singularitdt T deformiert, fdr die

He = n+4 gilt. Nach [Looijenga3, (7.13)] haben wir einen Widerspruch. Wir haben

damit bewiesen

n

Satz 2.5.5: Die n-dimensionale Singularitdt T2233

besitzt fir n gerade eine stark

ausgezeichnete Basis (81,...,8 } von verschwindenden Zellen mit den Schnitt-

2n+6
zahlen
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A {o fir j = i+l und i # 5;10;2p+10; p=1,...,n=2
(-1y™?

fidr i < j sonst.

Zwischen den zugeh8rigen verschwindenden Zykeln (51,...,5 ) Dbesteht die Re-

2n+6
lation
n-2
51*52'54'55"56*57'69'510”3&1 (-1

j+i -
300449 * Oo4410) = O

Wir transformieren diese Basis nun mit Hilfe der Zopfgruppenoperation zu einer
Basis mit einem Dynkindiagramm, das eine Erweiterung des Graphen von Abbildung

2.3.7 ist. Durch die Transformationen

B 8

on+a’ Pon+s’ Bonse ¢
B ]

2n+3’

8 B

2n+2’ P2an+3’ Pan+d’ "ones

~ -~ Al -
geht die Basis (51,..-,6 } dber in eine Basis (61,...,6 ) mit

'
2n+6 2n+6

, {o fir § = i+l und i #5,7,...,2n+1,

(-l)n/2 fir i < j sonst.

Durch die Transformationen

0'.1:(1210.310.1:0‘.2103r{12r€13r3(4 H
Bon+6B2n+5'820+4B2n+67 82045 Ponta Pones Pontd M ones 7
Bsrasl'BB:B—'leGlBS?---Fszntszn_lrv-tles i

Bn+278n+3;8n+113n+2; "':‘85186 H

KIIK2113JK4:X5;Kn+ZIan---;K6:Kn+5;7{n+7,- --,K2n+1 .

... ) mit dem Dynkindiagramm von

geht diese Basis dber in die Basis ( 2n+6

"
1’
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Abbildung 2.5.4 (vgl. Abbildung 2.3.7).

2n+6

2n+4

Abbildung 2.5.4

bDurch die Transformationen

(13r0.2?560871---r8n+4?02r55r860---r_8n+4 i
Bn+3.6n+2;a2.-.-.an;8n.---:64;un+1,an+3 ;
SRR LA TR W RS

geht diese Bagis (ber in die Basis (Al,. ) mit dem Dynkindiagramm von

FTI2n+6

Abbildung 2.5.5.

2n+6

n+2

n+3

Abbildung 2.5.5

Dies ist eine spezielle Basis im Sinne von Definition 5.4.1. Mit den in Rap. 4.1
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eingefihrten Bezeichnungen erh8lt man hieraus:

H=Q)sl Ulker B , dim(ker ) = n-1 ,

. n
wobei das Gitter 92223 von den Vektoren A3'An+2’An+3""’A2n+l‘X2n+3'A2n+4’
LA A aufgespannt wird und das Radikal ker H von den Vektoren

2n+5" 2n+6

k2n+2 - A2n+3 i
i=1,...,n=3 ;

Mrari T Pneaer T Pas2-i T Mneter o

Med F ez P e T Mner T2

Fidr das Gitter Q2223 {zur Definition siehe Bemerkung 4.1.4) gilt:

n
Q5223 = Ppe3 L+ U
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3. DYNKINDIAGRAMME FUR EINIGE SPEZIELLE SINGULARITATEN

3.1 Zur Klassifikation von isolierten Singularitdten auf vollstdndigen Durch-

schnitten

Wir werden in diesem Kapitel die Methoden von Kap. 2 anwenden, um Dynkindiagramme
von einigen speziellen Singularitdten zu berechnen. Beli allen diesen Singularitid-
ten wird es sich um isolierte Singularitidten auf vollsténdigen Durchschnitten han-

deln, die durch einen Abbildungskeim
£: (2,00 » (c%,0) ‘

gegeben werden. Fir die Klassifikation solcher Singularitdten spielt der 2-Jet ei-
ne entscheidende Rolle.

Wir nehmen immer an, daB df{(0) = 0 gilt (sonst kann man n kleiner wahlen, um
diese Bedingung zu erfillen). Es sei dann j2f = (ql,qé) der 2-Jet von £, d.h.
‘ql,qz sind die quadratischen Anteile der Kcmponentenfuﬁktionen f1':2 von f£. Dann

definiert
§19y * £,9,

]

ein Bischel von Quadriken. Solche Bischel wurden von Weierstra8 [WeierstraB1

(im reguldren Fall) und von Kronecker [Kronecker {im allgemeinen) klassifiziert.

;]
Das Bischel heift reguldr (nicht ausgeartet), wenn eine Quadrik des Bilschels nicht
ausgeartet ist. Nur diesen Fall wollen wir im folgenden betrachten. Wir kdénnen
dann ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit annehmen, daf q nicht ausgeartet ist.

Das bedeutet, daf f1 eine im Ursprung nicht ausgeartete Funktion ist, also im Ur-

sprung einen gewdhnlichen Doppelpunkt hat. Es sei
t
qi(z) =z Qiz .

Dann ist die Jordannormalform von QI1Q2 eine Invariante des Blischels. Wir geben

die Jordannormalform in der Ublichen Notation durch das Segresymbol an (vgl.
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[Wall ]). Dieses Symbol besteht aus der Liste der Grdfien der Jordanbldcke, wobei

4

die GroBen von solchen Jordanbldcken, die zum gleichen Eigenwert gehdren, in Klam-
mern eingeschlossen werden. Dabei k&nnen :auch regulire Bidschel mit ausgeartetem
q eingeschlossen werden, wenn wir = als Eigenwert erlauben. Die Eigenwerte lie-
gen also in Pl(c), die Doppelverhdltnisse der Eigenwerte sind Invarianten.

Die unimodalen isclierten Singularitdten von vollstdndigen Durchschnitten. wurden
von C.T.C. Wall klassifiziert [Wa113]. Er betrachtet dabei die Klassifikation von
Abbildungskeimen modulo X -Aquivalenz (oder Kontaktiquivalenz). Hierbei ist 3 die

2

Gruppe der Diffeomorphismen von (€n+ x cz,(o,O)) von der Form h(z,y) = (hl(z),

hz(z,y)), die auf den Abbildungskeimen f: (c”

+2,O) - (CZ,O) wie folgt operiert:
Far h = (h ,h)) € ¥ gilt (h.f)(z) = h,(h (z),£(h (2))). Zwei Abbildungskeime f
und g sind genau dann ¥ -&quivalent, wenn die Raumkeime f-l(O) und g-l(O) ana-
lytisch isomorph sind. |
Eine entscheidende Bedeutung bei der Klasgifikation kommt einem Spaltungssatz
von C.T.C. Wall zu, der das Spaltungslemma von Thom im Hyperflachenfall verallge-
meinert [Wallz]. Hierzu betrachten wir die Untergruppe K' von ¥, die aus denje-

n+2

nigen Diffeomorphismen h = (hl,hz) von (C X cz,(o,o)) wie oben begteht, fir die

das Differential dh' von h' mit h'(z,y) = (z,h2(z,y)) in (0,0) gleich der Identi-
tat ist. Wir nennen f gut, wenn f eine isolierte Singularitdt definiert (d.h. O

eine 1solierte Slngularit&it von f—l(o) ist), und wenn jz(f) reguldr ist. Fir g:

(@®,0) - (¢%,0) wnd g': (c%,0) - (¢%,0) definieren wir die Sume g & g':

s+t

2
(C ,0) » (€7,0) durch (g @ g')(u,v) = g(u) + g'(v), wobei u Koordinaten von ¢®

und v Koordinaten von ¢t sind.

n

Theorem 3.1.1 (Spaltungssatz von C.T.C. Wall): Es sei f: (¢ +2,0) - ICZ,O) ein

guter Abbildungskeim. Dann existiert zu jeder Partition der Menge der Eigenwerte
2. . . . . . N
von j £ in zwei Teilmengen Al und A2 eine zugehdrige X'-Bquivalenz
f~g@®g' '

. . .2 . . -
wobei g und g' gut sind und j*g die Eigenwerte aus Al,und j2g' die Eigenwerte
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aus A2 hat. Ferner sind die "K'-Aquivalenzklassen von g und g' durch diejenige
‘von f bestimmt. Sind umgekehrt g und g' gut und ihre 2-Jets haben keinen gemein-
samen Eigenwert, dann ist g ® g' gut und die X'-Aquivalenzklassen von g und g'

bestimmen die von g & g' .

Mit Hilfe dieses Spaltungssatzes erh8lt man die folgeride Klassifikation von
guten Abbildungskeimen £ mit Eigenwerten von j2f der Multiplizitdt =2 modulo

DL -Equivalenz.

Fall (1): Die Multiplizitat der Eigenwerte sei <1.
Dann ist f ™W'-8quivalent zu einer isolierten Singularitidt eines Durchsgchnitts

von zwei Quadriken, also einer Singularitdt vem Typ Bn (siehe Kap. 2.3).

+3
Fall (2): Die Multiplizitdt der Eigenwerte sei <2 und =2 fﬁf mindestens einen
und hdchstens zwei Eigenwerte.

Im Falle eines Eigenwertes der Multiplizitit 2 kdnnen wir f = (fl’fz) auf die

folgende Form reduzieren (vgl. [Wallz]. [Matherll):

£,.(z) = 22 + 22 S P z2 + 2z
1 2 n

1 n+1%n+2

2 2 2 q s
fz(z) a,zy + azgz + ...+ a z + Z i1 + Z o
wobei a €€, a; # ay #0 fir 1 #3, 1 2i,3=n,und 2=<g<s, 3 =g

Hierbei gilt gq = 2 fir das Segresymbol {1,...,1,2} und g # 2 f£fir das Segre-

symbol {1,...,1,(1,1)} . Wir bezeichnen diese Singularititen mit Tg Q2.5
! ’ ’

(f1'f2) auf

Im Falle von zwei Eigenwerten der Multiplizitdt 2 k&nnen wir ¢£

die folgende Form reduzieren:

fl(Z) = z? + 22 + el * z2 + 2P + zi + 22

2 n-2 n-1 n+1%n+2 !
2 2 2 q s
fz(z) = alz1 + a222 + ... + an__zzn_2 + 2zn__1...n + zn+1 + zn+2 ’

wobel ai ecC , ai # aj #0 fr i#£#31, 1 <4i,j=n-2 ,und 2 =g

tA
0
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2 =p=r, r=s8, 3 =s. Wir bezeichnen diese Singularitdten mit Tg Qs
’ I f
Fir n = 2 sind dies gerade die zweidimensionalen Spitzensingularitdten der Ein-

bettungsdimension 4.

Fall (3): Mindestens ein Eigenwert hat eine Multiplizitdt =3.

Der einfachste Fall mit einem Eigenwert der Multiplizitdt =3 ist der Fall des
Segresymbols {l,...,1,3} : aus der Deformationstheorie der reguliren Bilschel von
Quadriken (siehe z.B. [Gantmacherll) folgt, daB alle anderen reguldren Bischel zu
Fall (3) in ein Blschel mit‘diesem Segresymbol deformieren. Aus dem Spaltungssatz
und der Xlagsifikation von Wall [Wall4] folgt, daB sich ein f = (fi,fz) ‘mit Se-

gresymbol {1,...,1,3} auf die folgende sogenannte Pranormalform reduzieren 1a8t:

2 2 2
fl(w;x,y,z) = w, + ... + wn_1 + 2%z - y ’

2 S22
fz(w,x,y,z) =aw t ... ta wo ot 2xy + Qly,z) .
Hierbei ist a, e€EcC, a, # aj #0 fir 1#£3, 1 =1i,j =n-1 und
2
Qly,z) = a(z) + yb(z) + y c(z)

mit orda =3, ordb =22, ordc =1 . Tats&chlich ist c¢(z) dberflissig und
kann immer gleich O gesetzt werden. Wir verwenden diesen Term aber zur Vereinfa-

chung einiger Gleichungen mit. Fir n = 1 ist f = £ mit
- 2
£(x,y,2) = (2xz-y" ,2xy+Q(y,z))

Je nach Wahl von a(z), b(z) und.c(z) gehdren hierzu verschiedene p-konstant-Strata
von Singularitdten. Die entsprechende Serie von Singularit&ten mit dieser Pranor-
malform bezeichnet Wall als die J-Serie. Fir allgemeines n 18Rt sich £ schreiben
als

2 2
n-1"2n-1"n-1

) @ .

2 2
f = (wl,alwl) B ... P (w

Im Fall n = 2 bezeichnet Wall die entsprechende Serie mit J'. Wir bezeichnen fur
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(n-1)

allgemeines n diese Serie von Singularit&ten als die J -Serie.

Der né&chste Fall mit genau einem Eigenwert der Multiplizitdt 3 und
sonst lauter Eigenwerten der Multiplizitdt 1 ist nach dem Fall mit Segresymbol
{1,...,1,3} der Fall mit Segresymbol {1,...,1,(1,2)}} . Ein Abbildungskeim
f = (fl,fz) mit diesem Segresymbol 18Rt sich nach Theorem 3.1.! und [Wa114] auf

die folgende Pr&normalform reduzieren:

2 2 2
fl(w;x,y,z) = w1 + ... + wn_1 + 2%z + ¥y ’
£ (wix,y,2) = a,w, + +a w ., + x2 + Qly,z) .
2 Ty S S n-1 " n-1 !

Hierbei ist wieder a; ec, a; # aj #0 far i #3, 1 =1i,j £n-1 und

0(y,2) wie oben. Fir n = 1 gilt £ = f mit

f(x,y,2) = (2xz+y2,x2+Q(y,z))

Filr n 2 2 148t gich f wie oben schreiben als
2 2 2 T2
= - a .
£ (wl,alwl) ® ) (wn_l,an_lwn_l) f
"Flir n = 1 bezeichnet Wall die Serie von Singularitdten mit dem obigen Segresym-
bol als die K-Serie. Analog zum Fall J(n-l) bezeichnen wir diese Serie von Singu-
' (n-1)

larititen fir allgemeines n als die K -Serie.

Die Abbildungskeime £f: (cn+2,o) - (¢2,O) mit isolierter Singularitdt und re-
guldrem 2-Jet sind £fdr n = 1,2 von Wall teilweise klassifiziert worden
([Wall3], [Wa114]). Wall beschrankt sich dabei auf diejen;gen Segresymbole, zu de-
nén es X-unimodale Abbildungskeime in der zugehdrigen Klasse von Abbildungskeimen
gibt. Im Fall (3) hat man die folgende Tabelle

mit den mdglichen Segresymbolen und den zugeh8rigen Bezeichnungen der Serien von

Wall.

n=1: Segresymbol ’ {3} ‘ {(1,2)}

Serie 1 J ‘ X
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n=2: Segresymbol ‘ {1,3} | {1,(1,2)} '{4} 1{(1,3)}

Serie I J! I K l L l M

Wall betrachtet auch einige F&lle, bei denen das durch jzf‘bestimmte Bischel von
Quadriken nicht reguldr ist. Wir beschradnken uns hier jedoch auf den reguldren
Fall.

Wir werden in Abschnitt 3.2 Dynkindiagramme fir die Singularititen Tn,q,z,s
berechnen und in Abschnitt 3.3 Dynkindiagramme fdr die Singularit&ten dex J(n-l)-

und der K(n-l)

~Serie. In abschnitt 3.4 betrachten wir Dynkindiagramme fr einfa-
che Raumkurven (n = 1) und schlieBlich in den Abschnitten 3.5 und 3.6 Dynkin-
diagramme fir Fliachen (n = 2) von vollstdndigem Durchschnitt, die durch Abbil-
dungskeime aus den obigen .Serien gegeben werden.

. . n
3.2 Die Singularitdten T'Z,q,z,s

Wir berechnen in diesem Abschnitt mit Hilfe der Methode von Kap. 2.2 Dynkindia-

n

2,q,2,8" die im letzten Abschnitt einge-
’ ! r

gramme fir die Singularititen vom Typ T
fihrt wurden. Das Vorgehen, das in allen F&llen &hnlich ist, wird hier exempla-

risch ausfihrlich dargestellt. Wir beginnen mit dem Fall

() segresymbol {1i,...,1,(1,1)}

Zur Berechnung benutzen wir die Abbildung f = (fl'fZ) mit

2 2 2 2 2
£ = + ... -
l(z) z * ) + 2, * 2o Zhe2 !
2 2 2
£ + : 4 -
2(2) = alzl a222 + + anzn * bO(zn-i-l + zn+2) * bO(zn+1 zn+2

A

Hierbei sei 3 =g =s , b_ sei eine beliebige nicht reelle komplexe Zahl und es

o}
gelte

)S
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wobei die genaue Bedingung an Im a; noch spéter festgelegt wird. Als lineare Funk-

tion ¢ wdhlen wir die letzte Koordinatenfunktion z . Dann berechnet man leicht

n+2
2n+2
L (f ) = U Z, '
Zob2 2 i=t 1
wobei
= = < 35 T < = . - = -
Dyjuy = {25 =0 fOr 1 244§ Sn, zy=9,55 (2,00 0 2 =9, (z 0}
w+1i

22n+2-x = {zi =0 fir i=1,...,n, Z 4 = (-1) zn+2} '

fir 1 =9 =n, € {0,1} , und g2j ( ist, die

z } eine Potenzreihe in z
-  n+2 n

+2

mit (-l)xzn+2 beginnt, und ézj-x(z } eine Potenzreihe von der Ordnung g-1

n+2
ist. Man berechnet

pi =2 fir i=1,...,2n , p2n+1 =4q pzn+2 =S .

Die Funktion g wurde gerade so gewdhlt, daf der 2-Jet von g = (fl,f2+§2)
lauter verschiedene Eigenwerte der Multiplizit&t 1 hat. Also definiert grnach

Kap. 3.1 eine Singularitdt vom Typ 6n . Zur Anwendung von Theorem 2.2.2 missen

+3
’

wir die Schnittmatrix einer Basis (el,...,ev) von verschwindenden Zellen dieser

Singularitit bestimmen, die durch ein in Kap. 2.2 beschriebenes stark ausgezeich-

netes System von Wegen definiert ist. Dies ist ein System von Wegen, das die kri-

tischen Werte der Funktion

2
5, ¢ = (Ey+ (z o=@ ’|x£

mit dem Nullpunkt verbindet, wobei ©O < § << g <<1 , 0 <t =86, und x& die Mii-
norfaser von f1 dber dem Punkt t ist. Um die Schnittmatrix einer Basis von ver-
gschwindenden Zellen beziiglich eines solchen Wegesystems zu berechnen, vergleichen
wir dieses Wegesystem mit dem von Kap. 2.3 f4r die Funktion go't. Dazu missen wir
das asymptotische Verhalten der kritischen Werte von ge,t fdr ¢ + 0 studieren.
Man rechnet die folgenden asymptotischen Ndherungsformeln fir die kritischen Werte

“'Ept

s, aus, die zu kritischen Punkten von g_ , gehdren, die fair € + 0 und t > O
r
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gegen O gehen. Wir geben in Klammern jeweils die Zweige der Polarkurve an, auf

der die zugehdrigen kritischen Punkte fir ¢t = O liegen:

a,.
~E't = 2 q ;=
53 ajt + T_:AET e” +ole™ , j=1,...,n, (ZZj-l'zzj)

€t L oer (eIVH2 . o(t¥?y |, = 1,4, (Nullpunkt)

2n+x
3 b e 1VVe + ef + )T b ((~1)Ve + €2 - )% 4 o(eThy
2n+2 +% 8] 0] _

* = 0,1 (Z2n+1+u)

Wir kénnen nun die Bedingung an Im aj formulieren: Im aj ist so klein zu

wdhlen, dal fir alle j =1,...,n gilt:

"E't = -Ejt ~€'t ~E,t *
Re(sj ) Re(32n+1) > Im(sj } < Im(52n+1) F3.2.1)
Da fir 1 =i < j £=n nach Voraussetzung - %g< Re a; < Re aj <0 und
0 < Im a, = Im aj << 1 gilt, folgt
Re(55'%) < Re(§§'t) <0, Im(éi't) > Im(é%'t) >0 .

Deswegen kann man leicht verifizieren, daB die obige Bedingung zu erfillen ist.
AuBerdem ist die Bedingung (2.2.2) erfillt.

Also wird das Verhalten der kritischen Werte flir EO >eg >0, € >0, sche-

matisch durch Abbildung 3.2.1 beschrieben. Hierbei haben wir am Kreuzungspunkt
von zwei FluBlinien durch Unterbrechung derjenigen Linie, die den Kreuzungspunkt
spdter, also fir kleineres & erreicht, angedeutet, in welcher Reihenfolge die
kritischen Werte diesen Punkt passieren. Die Situation an den Kreuzungspunkten
wird gerade durch die obige Bedingung gewdhrleistet.

Wir ersetzen nun die Familie von Funktionen g_ ,: Xé ~C, €€ [O,eo} durch
[
g : X' +C, ¢ € [0,e.] von Morsefunktionen

eine benachbarte stetige Familie 9. £ XL o
’

mit lauter verschiedenen kritischen Werten, so daB fidr alle ¢ € [0,50] EE ¢ na-
I

. . - ~e,t .
he bei g ist. Zu den kritischen Werten SZ' fir § =1,...,n von 9. & geh&ren
L

e,t
g,t e.,t
25-1 und SZj

gen, und zu den kritischen Werten éi't

dann jeweils zwei kritische Werte s von §_ ,, die nahe bei B?'t lie-

!

fdr i = 2n+1,...,2n+4 gehdrt jeweils ein
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Abbildung 3.2.1

© €
e 0.0
o, ,?J weo
. 23+2
€ \
o .- J €
@y - 0 o
e 2n+1
o .. ) [
. . 0
25-1 p ®y
0.0 TN .
29+1 QN o
- o ®on+2
w2n—1 c
0
© ®on+s3
%o
L‘o2n+4

Abbildung 3.2.2
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benachbarter kritischer Wert si't. Wir w&hlen nun ein stark ausgezeichnetes Sys-
£ EO e ,t

tem von Wegen (¢1 ""'¢2n+4) von den kritischen Werten s; fir 1 =1,...,2n+4
£

zum Basispunkt s ° . 0 wie in Abbildung 3.2.3 angedeutet ist. Dieses Wegesystem

genlgt der Bedingung (V) von Kap. 2.2.

Wir wdhlen nun eine Homotopie (wi(...,¢;n+4) , €€ [0,80] , des Wegesystems,

so daf die folgenden Bedingungen fiir ¢ € [O,EO] erfillt sind:

™

(1) Die Wege ¢, verbinden die kritischen Werte S;,t mit dem Basispunkt se.

m M

(ii) Die Wege ¢, sind doppelpunktfrei.

'.l

(iii)Je zwel Wege ¢i und m? fir i # j haben nur s° als gemeinsamen Punkt.

E

AuBerdem verlangen wir, daB bei der Homotopie der Basispunkt s °. 0 in den

Punkt so = (n,0) dbergeht.

Dann sieht das Wegesystem (@?,...,wgn+4) wie in Abbildung 3.2.3 angedeutet

aus.

./-w2n+1

o -
w2n+4

Abbildung 3.2.3

Dieses Wegesystem steht nun mit dem Wegesystem von Kap. 2.3 wie folgt in Ver-

bindung. Die Funktion 99 & hat genau n+2 verschiedene kritische Werte, dber denen
r
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jeweils zwei gewdhnliche Doppelpunkte liegen. Wir wdhlen ein stark ausgezeichne-
tes System (@1,...,@n+2) von Wegen von diesen kritischen Werten nach so. Es seil

(wl""'¢2n+4) ein stark ausgezeichnetes System von benachbarten Wegen von den

kritischen Werten der benachbarten Morsefunktion Eb € nach so. Eine zugehérige
r

stark ausgezeichnete Basls von verschwindenden Zellen (81,...,8 } hat dann

2n+4
nach Bemerkung 2.3.14 die Schnittmatrix von Korollar 2.3.13. Wir &ndern nun 2u= "

ndchst die Numerierung der Wege durch zyklische Permutation

(g r@greeer@y  31@anig) > {0y gr®)rPpreees®yy a) -

AnschlieBend wenden wir die Transformationen

ByrByreeesBy i1

an. Das resultierende Wegesystem ist dann gerade homotop zu dem Wegesystem

(¢?....,¢gn+4) . Eine zu diesem Wegesystem gehdrige stark ausgezeichnete Basis

(el,...,e )  von verschwindenden Zellen erhdlt man also aus (81,...,5

)

2n+4 2n+4

durch entsprechende Anderung der Numerierung und Anwendung der obigen Transforma-
tionen. Die zugehdrige Schnittmatrix sieht demnach wie folgt aus. Im Fall n gera-

de gilt:

0O fir j=41+1, jgerade, 1 =1i,j =2n ,

<ei,ej> = (i,3) = {(2n+!,2n+4), (2n+2,2n+3)

n/2

(-1) fir i < j sonst

Im Fall n ungerade gilt

O fir j=1+1, jgerade, 1 21,3 =2 2n , (i,3) = (2n+2,2n+3)

(n+1)/2 i+

<ei,ej> = (-1) fir 1 £ i < j = 2n sonst

(n+1) /2 i+j+1

(-1) (-1) fdr 12 i=2n, 2n+l £ j = 2n+4

Ce. o> = (-1) PHI/2( 1431

2n+1'%3 3 = 2n+2, 2n+3

(n+1})/2 i . .
< = (= - -
ei'e2n+4> (-1) (-1) i 2n+2, 2n+3
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_ qoqy (n¥1) /2
{®on+17®2n4s” = (1) (-2)

Durch Anwendung von Theorem 2.2.3 erh&lt man eine stark ausgezeicChnete Basis

(e?l 1<j<2nt4d, 1 =r = Mj) von verschwiridenden Zellen fir die Singularitit
™ mit M, =1 fir j# 2n+2, 2043 und M

s ~ 1
2,9,2,s

oan+2 - 27 Ly Mon+s =
und der folgenden Schnittmatrix

<e;,e;,> = <e ,ej,> fir 1 £ 3j,3' = 2n+4 ,

3

und fdr J' = 2n+2, 2n+3

_(_l)n(n-l)/2 far § = §°%
1 2 1 1 .
o} sonst ,
r ret SenyRTD2 e o, 1 s r <o
<e.,ej, > = J
J o] sonst

. . . r . . .
Nun transformieren wir die Basis (ej) mit den zu den obigen Transformationen

inversen Transformationen

“n'%m-17700 0%

Diese Transformationen haben keine Auswirkung auf den Teilgraphen des Dynkindia-

gramms zu {e§ | (£,3) > (1,2n+1)} . Die neue Basis bezeichnen wir mit (ég). Dann

.1

stimmt die Schnittmatrix von (é:,...,e2n+4) mit der Schnittmatrix von

(Si,...,één+4) von Kap. 2.3 dberein. Nun fdhren wir die dort angegebenen Trans=

formationen (B), (C) und (D) (abhdngig von n) durch. Die neu erhaltene stark aus-

-

gezeichnete Basis von verschwindenden Zellen bezeichnen wir mit (Al,kz,...,A2n+q+s).

- ~

Dann stimmt die Schnittmatrix von (Al,...,l } mit der Schnittmatrix von

2n+4

(A;,...,55n+4) von Kap. 2.3 ilberein. Nun wenden wir noch die folgenden Transfor-

mationen an, mit denen lediglich die Numerierung geadndert wird:

B2n+5;82n+7'82n+6;32n+9'82n+8'82n+7;"';B2n+2q-1'82n+2q-2"'"82n+q+2 :
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Im Fall ungerader Dimension n nehmen wir noch die folgenden Orientierungswechsel

vor (vgl. die Bemerkung zur Abbildung 2.3.7}. Zundchst fir
n= 1 : 7(.2,)(.3,)(4')(5'
B2 3 Mg 3 M ag a0 Mgt Maneg

dann in beiden Fédllen

s 3-1 . : s-1
“ont243 1 3 = leeees [2} “onagiai+l ¢ 3 = Leeeer 1TTOL

A

1’72 ""X2n+q+s)

padurch erhalten wir schlieBlich eine stark ausgezeichnete Basis (A

von verschwindenden Zellen mit dem Dynkindiagramm von aAbbildung 3.2.4.

Abbildung 3.2.4

Es sei n:; q,r, def Graph von Abbildung 3.2.5mit m=2n+p+q+r+s -4
r '3 I

Dann ist der Graph von Abbildung 3.2.4 stark dquivalent zu dem Graphen Hg q,2,s"°
’ ’ ’
Er unterscheidet sich ndmlich nur in der Numerierung der Ecken von diesem Graphen.

Diese Numerierung kann aber durch Zopftransformationen und Orientierungswechsel

entsprechend gedndert werden. So kann etwa die Reihenfolge der Ecken bei dem
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Teilgraphen zu {A2n+1""’ } durch die folgenden Transformationen genau

A2n+q+1
umgekehrt werden:

0

2n+3"'”"8

E"’2n+3'62n+2;s2n+4’B 2n+q+1'82n+q:

Mon+1" M one2’ " onegrl”

m=-2n+2 m-n m-n-1

m-n+2

Abbildung 3.2.5: Der Graph T
pP/q.,,s

(B) Segresymbol {1,...,1,2}

Zur Berechnung benutzen wir in diesem Fall die Abbildung f = (fl'fz)

2
Z.+ ... + z2 + 2z
n n

£i(2) =z + +1%n42
2 2 2 2 ]
fz(z) = a,z; + a.zZ. + ... + az, + Z 41 + Z 40 -

Hierbei sei 3 = s und es gelte wie im Fall (A)
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a, €c, R Re a, <Rea, <0 fidr i <j,
i -4 i J

o) <Imai=1maj<<1 fir i <i,j £n,

wobei wir die Bedingung an Im a; wieder spéter festlegen. Als lineare Funktion

; wdhlen wir wieder die letzte Koordinatenfunktion zn Dann berechnet man leicht:

+2°
2n+2
z (£, = U £, ,
zn+2 2 i=] i
wobei
. %
= = < T = =z (- - =
E2j*x {zi O fir 1 €1i# 3 <n, zj (-1)y Vv Zajzn+2 foZg ajzn+2} .
22n+1+x = {zi =0 fir i=1,...,n, 2 roey = o} ,
fir 1 <3 <

n und x € {0,1} . Man berechnet

pi =2 fir i=1,...,2n , 02n+1 =2 , 02n+2 =

Wieder definiert g = (fl,f2+c2) eine Singularitat vom Typ ﬁn Analog zum Fall

+3°

(A) studieren wir die kritischen Punkte und Werte der Funktion gE * Xé - C ,
r

die flir € + 0 und t -+ O gegen O gehen. Die kritischen Punkte, die fir t =0
auf den Zweigen EZj-x far j =1,...,n, » € {0,1} liegen, haben niherungsweise

fidr x = 0,1 jeweils die folgenden kritischen Werte

2
a
§?'t =a.t - —j——z- 52 + o{e®) .

J J 1 < a

3

Die Obrigen vier kritischen Punkte ergeben sich als Lésuﬁgen der folgenden Glei-

chungen, die fir ¢ =+ O gegen O streben:
zj =0 fir j=1,...,n,

z =
n+1zn+2 t

4 3 2 s5+2
4zn+2 4ezn+2 -t 252n+2 =0 .
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Die zugeh&drigen kritischen Werte sind die Bilder dieser Ldsungen unter der Abbil-

dung

' . 3 2 1 2 2
Z o™ 2(zn+2 - 4_5) -g¢ tole) .

Das Verhalten dieser kritischen Werte 13Rt sich schematisch wie in Abbildung

3.2.6 angegeben darstellen.

~F0't
52n+1
_eo,t
s2n+2
> C < } - .
2
t EO
geo,t
2n+4

Abbildung 3.2.6

Wenn wir die gleiche Bedingung wie unter (A) an Im a; stellen, so ist Abbil-
dung 3.2.6 wie in Abbildung 3.2.1 zu ergdnzen. Die weitere Rechnung verlduft dann

genau wie in (A) und wir erhalten schlieBlich eine stark ausgezeichnete Basis von

n

verschwindenden Zellen mit dem Dynkindiagramm H2 50 g
’ ’ 14

von Abbildung 3.2.5

(m=2n+ 2 + g) .

Man vergleiche diese Ergebnisse mit denen von Kap. 2.5. Fiir die Singularitit

T2233 haben wir dort das Dynkindiagramm von Abbildung 2.5.4 erhalten. Dieser

n

Graph ist stark &quivalent zu dem Graphen H2233.
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1.3 pie g0 (n-1)

- und K -Serie

Wir berechnen nun Dynkindiagramme der Singularititen der beiden Serien von Singu-
larit3dten beliebiger Dimension, die in Abschnitt 3.1 eingefihrt wurden.

Jede dieser Singularit&ten wird durch eine Abbildung der Form

2 ~

2 2 2
f= (wl,a1w1) O ... (w ,,a 4w )@t

gegeben, wobei die a, €¢ fir i =1,...,n-1 alle paarweise verschieden und

verschieden von den Eigenwerten des 2-Jets von f sind. Nach [wall Proposition

2’
3.1} folgt daher

Lemma 3.3.1: u(f) = p(f) + 2(n~-1)

Durch f(x,y,z) = 0 wird eine Raumkurve mit isolierter Singularitdt in O definiert.
Z2ur Anwendung der Methode von Kap. 2.2 wdhlen wir als lineare Funktion { die Koor-
dinatenfunktion z. Dann gilt fir die Polarkurve Ez(fz):

2n-2

L) = (U 1)U ‘zz(le
i=1

x'ﬂw) f

wobeli X' = f;l(o) urd W = {(wi;x,y,2) e_cn+2 lwi =0 fir i=1,...,n-1} ist.

Die Kurven Ei fir i =1,...,2n-2 sind irreduzibel und fir die entsprechenden In-

=2, v, =1 . (Mit Hilfe von Satz 2.1.4 und Satz

vari . . gilt:
arlianten pl und vl gilt pi i

2.1.5 erh&lt man damit einen anderen Beweis von Lemma 3.3.1 in den betrachteten
F&llen.)

Wie bei [Wall4] eliminieren wir nun die Variable x aus den Gleichungen %1 = 0
und f2 = 0 . Dadurch erhdlt man eine Funktion fo in den variablen y,z , die

zu einer der Serien in Arnolds Klassifikation [Arnold,] gehért. Dieser Elimination

2]
entspricht geometrisch die folgende Operation: Die durch f=o0 gegebene Raumkurve
besteht aus der x-Achse und einer Raumkurve X im Fall J bzw. nur aus einer Raumkur-

ve X im Fall K. Dann ist (fo)(y,z) = 0 gerade die Gleichung der Projektion von
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X in die (y,z)~Ebene. Die Polarkurve I (f

z 2lx'mw) ist dann die Vereinigung der

x-Achse mit einer Kurve I, deren Projektion in die (y,z)-Ebene gerade die Polar-

kurve I (L f) von L f ist. Es sei
A p. 4 .4

die Zerlegung von Zz(fo) in irreduzible Komponenten Z?, und pi seien die zugehé&é-

rigen Invarianten von Kap. 2.l1. Es sei & i=1,...,2 , diejenige Komponen-

2n-2+1'

te von E, die auf E? projiziert wird, und p2n-2+i sowie Vv die zugehoérigen

2n-2+1

Invarianten. Wir werden bei beiden Serien Beziehungen zwischen pi und ®on er-

-2+i

halten. Mit Hilfe wvon Satz 2.1.4 und Satz 2.1.5 erh&lit man dann auch eine Formel,

die die Milnorzahl u(f) mit der Milnorzahl U(Lx%) in Beziehung setzt. Schlieflich

wird auch zwischen den Dynkindiagrammen von £ und fo eine Beziehung bestehen.
Zur Berechnung der Dynkindiagramme betrachten wir wieder die Abbildung

g = (fl,f2+z2) . Sie definiert eine Singularit&t vom Typ ﬁn+3' Wir studieren wie-

der das Verhalten der kritischen Werte von g = f2 + (z-e)2|xt fdr e+ 0O .
t

' Da wir nur an kritischen Punkten interesgiert sind, die fdr € -0 und t -+ O

£, t

gegén 0O streben, k&nnen wir die Koordinatep der kritischen Punkte als Potenzrei-
hen in e und t ansetzen und die Anfangsterme bestimmen, die dann das asymptotische
Verhalten der kritischen Punkte beschreiben.

Wir gehen nun auf die Ergebnisse der Rechnungen im einzelnen ein.

{n-1)

(A) pie J -Serie (Segresymbol {1,...,1,3})

In diesem Fall setzen wir voraus, daf fir die a; gilt: a,; ER , O < a, < aj

far i <j, 1 <4i,j<n-1.
Die Kurven EZj—I und EZj fidr j = 1,...,n-1 sind die 2weige derjenigen Kurve,

die durch die folgenden Gleifhungen gegeben wird:
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1

x = -a?z - 3 (3/3y) (v.2) |

= a.,z ,
7 ]
2 2 2 .
wj = 3ajz + z(3Q/%8y) (y,z) , w, = 0O fir 1 =1 # 3 =n-1.

Nach Elimination von x aus den Gleichungen fl(x,y,z) = 2xz - yg = 0 und

fz(x,y,z) = 2xy + Q(y,2) = 0 ergibt sich die Funktion
= 3
(fo)(y,z) = 2y~ + 22Q(y,z)

Dies ist eine Prénormalform fir Funktionen mit 3-Jet yé. Diese bilden nach Arnold
{Arnoldzl die E/J-Serie. Wir folgen C.T.C. Wall, indem wir Ep,r fdr Arnolds J ,
schreiben. Damit bilden die PFunktionskeime mit 3-Jet y3 einfach die E-Serie. Die
Zuordnung Lx liefert eine Bijektion zwischen den u-konstant-Strata von f und denen
der E-Serie.

Die Polarkurve Ez(le ) wird durch die Gleichungen

L'MNw

2xz + 2y° + 2(3Q/3y) (y,z).= O ,

2xz - y2 = 0
in W gegeben. Fiir die Polarkurve von LxE gilt
- 2 ) .
(L £) = {(y,2) | 3y“ +2z(3Q/3y) (y,2z) = 0} .

Die Anzahl 2 der irreduziblen Komponenten dieser Kurve ist gleich 1 oder 2, ab-

hingig von Q. Es gilt

L . .
pzn_2+i=pi-1 fir i =1,...,2 ;

u(El'E?_-EZ) =3,

vl =2 fdr £ =1 und vl 5

]
<
]

1 far &4 =2 .

Damit erhdlt man aus Satz 2.1.4 und Satz 2.1.5 zusammen mit Lemma 3.3.1 {(vgl. auch

[wall,, Lemma 5.11):

3
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Lemma 3.3.2: u(f) = 2(n~1) + p(LxE) +1 .

auf ZZj-l und EZj fir j =1,...,n-1 liegt jeweils ein von Null verschiedener

kritigcher Punkt wvon 9. o Die zugehérigen kritischen Punkte von =P haben asymp-
] ! 4

0]
totisch fidr e -+ 0 und *+ > O den kritischen Wert

3
at s A

a, + 1
J

) liegen, gilt:

Fir die kritischen Punkte von ge,t’ die fir t =0 auf Zz(lex'ﬂw

Nach Elimination von x aus den Gleichungen fdr die kritische Menge von éa N erhdlt
r
man die folgenden Gleichungen fir die Anfangsterme der Koordinaten dieser Punkte,

angesgetzt als Potenzreihen in e und t:

2 1
7 ="3'tv

(z%(z-¢) + VTWVEZD) D) (22 (2-e) - \/ZT(\/t/3')3) =0 : (#)

Die Anfangsterme der kritischen Werte sind die Bilder der I3sungen dieser Glei-

chungen unter der Abbildung

Wi
™
-

zh 3(z = %-e)z -

auBer fidr 2z = ¢ . In diesem Fall werden die Asymptoten der kritischen Werte durch
Satz 2.2.1 gegeben und sind von @ abhéngig. Nach den Bedingungen an die Ordnung

der Terme von Q sind. sie von der Ordnung o(sz). Also gilt die obige N&herung bis

auf Ordnung o(e?) auch flir z = ¢ .

Man berechnet nun, dal das Verhalten der kritischen Werte von 9e ¢ fir t # 0O
’

r

eE=g T ES= O , wie in Abbildung 3.3.1 schematisch dargestellt werden kann. Die-
ser Abbildung liegt eine Computerzeichnung zugrunde, die mit Hilfe eines einfachen
BASIC-Programms auf einem Homeccmputer (Schneider CPC 6128) angefertigt wurde.

Dieses Programm beruht auf der Tatsache, daR es fir festes t und festes Argument
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von z h&chstens zwei L&sungen (z,e) der Gleichung (#) mit 0 £ e = ¢ geben kann,

o
und diese k&nnen explizit angegeben werden.
Eqrt
~Eo,t 53
%2
O
-t
e ,t
S2n+3 s o’
2n+2
eo = 0,1
abbildung 3.3.1 . t ~ 00,0022
Wie in Abschnitt 3.2 ersetzen wir nun die Familie von Punktionen 9. ¢ fir
f
e € [O,so] durch eine stetige rFamilie von benachbarten Morsefunktionen éé N mit
r
lauter verschiedenen kritischen Werten. Dabei spalten die kritischen Werte §?'t
, J
fdr j = 4,...,n+2 in jeweils zweéi kritische Werte 33334 und 52333 auf. Wir wdh-

€ £

len nun ein stark ausgezeichnetes Wegesystem Upl ) von den kritischen Wer-

o]
e Poneg

ten von 9o ¢ in der angegebenen Reihenfolge zum Basispunkt s © . 0 . Dabei w&hlen
o' ¢

wir die Wege wio, i=1,2,3,2n+2,2n+3,2n+4 , einfach als Geradensticke. Die ande-
ren Wege sollen glatt und die Realteile der Tangentenvektoren in jedem Punkt nega-

tiv sein. Dann ist die Bedingung (V) erfiillt. Analog zum Abschnitt 3.2 wé&hlen wir

£

eine Homotopie ($§""’¢2n+4

) , € € {O,so} des Wegesystems mit den dort angege-

0

benen Eigenschaften. Dann sieht das Wegesystem (¢?,...,¢2n+4)

wie in Abbildung
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3.3.2 angegeben aus.

0]
@2 0
?3
0] 0]
w1 . cl:'2n+f|L
0] 0 /
e} wg wS mzn
®on+d :
o2 /
2n+3
0]
Lp2n+2

Abbildung 3.3.2
Ein solches Wegesystem erhdlt man aus einem stark ausgezeichneten System
(wl""'¢2n+4) von Wegen fir go,t gemdB Kap. 2.3 wie folgt: Wie in Abschnitt 3.2

dndern wir zundchst die Numerierung durch zyklische Permutation

(Pyr@yr 937 Panug) ™ (Ponygr®pr®yre i@,

Das neue Wegesystem definiert dann nach Bemerkung 2.3.14 eine stark ausgezeichnete

Basis von verschwindenden Zellen, deren Schnittmatrix nach geeigneter Wahl der

a

Orientieruny der Zellen mit der Schnittmatrix der Basis (8§ 8! ) von Kap.

17777 " "2n+4

2.3 Ubereinstimmt. Das obige Wegesystem ((p?, '(pgn+4) erhdlt man dann (bis auf

Homotopie) aus einem solchen Wegesystem durch die Transformationen

B r%ne3 -

Es sei (él""'é ) diejenige stark ausgezeichnete Basis von verschwindenden

2n+4

Zellen fir g, die aus der obigen Basis durch Anwendung der Transformation 82 und

a2n+3 hervorgeht. Nach Theorem 2.2.3 bestimmt diese Basis eine stark ausgezeichne-
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te Basis (é;) von verschwindenden Zellen fir f£. Auf diese Basis wenden wir die

Transformationen «, und B

1 oned an, die invers zu den obigen Transformationen sind.

Dann erhilt man schlieflich eine stark ausgezeichnete Basis wvon verschwindenden

Zellen (eg |1 = 3 = 2n+4 , 1 <r=s Mj) fiir £ mit den folgenden Eigenschaften:

1

} stimmt mit der Schnittmatrix von
2n+4

D 1
(i) Die Schnittmatrix von (ei,...,e

(8',...,58!

2n+4) iberein.

(ii) Die vollstdndige Schnittmatrix errechnet sich aus den Formeln von Theorem
2.2.3.

Fllx die Zahlen Mj gilt dabei

ME - 1

. L
Moo= 1 fir §# 2,23, My =M -1, M, =M ,

3 2 1

L

5 die entsprechenden Zahlen aus der Tabelle 1 von [Gabrielov3] fir die

wobei MY, M
Singularitat LxE sind. Man erh&lt damit im einzelnen die folgende Tabelle, wobeil

wir jeweils die Gleichung von f angeben, die zur Berechnung benutzt wird.

Tabelle 3.3.1

. Notation Abbildung £ My, M, o
(n-1) 2 3k+3
J6k+2n+5 (2xz-y" , 2xy+2z ) 3k+2,3k+2
(n-1) 2 2k+2
6k+2n+6 (2xz=-y~ ,2xy+yz ) 3k+3,3k+2
(n-1) 2 3k+4
J6k+2n+7 (2xz-y™~ ,2xy+z ) 3k+3,3k+3
-1 ]
J(n ! (2xz-y2,2xy+yzzk+23k+2+l) 3k+i+1,3k+1
k+i,1
. {n-1) .
(B) Dpie K -Serie (Segresymbol {1,...,1,(1,2)})

In diesem Fall setzen wir voraus, daf fir die a

gen wie in Abschnitt 3.2.gelten.

i

die entsprechenden Voraussetzun-
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Die Kurven 22j-1 und sz fir 3 =1,...,n-1 sind die Zweige derjenigen Kurve,

die durch die folgenden Gleichungen gegeben wird

X=a.,z ,
J

1
ajy =3 (3Q/0y) (yv,2) ,

-2 2 2 " . .
w, = =-2a.2 =~ , W, =0 fir 1 =1i# < n-1 .
i j Yy i J

Nach Elimination von x aus den Gleichungen fl(x,y,z) = 2xz + y2 =0 ,

fz(x,y,z) = x2 + Qly,2) 0 ergibt sich die Funktion

(LB (y,2) = y* + az’Qy,2) .

Dies ist eine Pr&normalform fir Funktionen mit 4-Jet y4. Die Funktion fo gehdrt
also nach [Arnoldz] zu einer der Serien Z, W, X, Y, und wir haben eine Bijektion
zwischen den p-konstant-Strata von f und denen dieser Serien.

Die Polarkurve Zz(f )} wird durch die Gleichungen

2 IX‘ﬂW
2xy - z(3Q/0y) (y,2} = 0 ,
y2 + 2xz = 0O
in W gegeben und die Polarkurve von fo durch

v+ 22(30/0y) (y.2) = O .

Die Anzahl % der irreduziblen Komponenten dieser Kurve ist gleich 1, 2 oder 3.
Durch Betrachtung der Puiseuxparametrisierungen dieser Kamponenten kann man leicht

zeigen:

L .
pZn-2+i = pi -2 fuar i=1,...,2 .

AuBerdem gilt

2 - .
= -£ =
£ v, 3, u(fi,f2 z) 2 .
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Damit erhdlt man aus Satz 2.1.4 und Satz 2.1.5 zusammen mit Lemma 3.3.1 (vgl.

auch [wall., Lemma 5.21):

3

Lemma 3.3.3: u(f) = 2(n-1) + u(Lx§) -4

Auf ZZj-l und L, fir j = 1,...,n=-1 1liegt jeweils ein von Null verschiedener

23
kritischer Punkt von 9. o° Die zugehdrigen kritischen Punkte von Ie ¢ haben asymp-
’ I

totisch fir € = 0 und t - 0 den kritischen Wert

2,

a.t - _— €
] 1 - a2
’ ]

Fir die kritischen Punkte von =R die fir ¢ = 0 auf Zz(le ) liegen, be=
’

t Xx'nw

rechnet man das folgende. Vier dieser kritischen Punkte haben kritische Werte, die
agsymptotisch mit den N&herungswerten filir die kritischen>Werta §§'t mit

i =2n+l,...,2n+4 von Abschnitt 3.2 (B) (vgl. Abbildung 3.2.6) Ubereinstimmen.
Zusatzlich hat man zwéi weitere kritische éunkte, die naherungswéise durch

(x,v,2) = (tV?,O,e)' gegeben werden, und deren zugehdrige kritische Werte minde-
stens von der Ordnung 0(52) sind, wobei die genaueren Werte von Q abhidngen. éis

auf diese zwei zusdtzlichen kritischen Werte und den fehlenden kritischen Wert
~€,t

sn' hat man also genau die Situation von Abschnitt 3.2 (B).

Eine analoge Rechnung wie in 3.2 (B) ergibt dann eine stark ausgezeichnete Ba-

sis (e§ |1 = j =£2n+4,1 = r = Mj) von verschwindenden Zellen fldr f mit den glei-

chen Eigenschaften wie bei der entsprechenden Basig fir die J(n-l)—Serie und mit

M, =1 Fdr j # 2,2n+2,2n+3 ,

] |
My= DS 2, My o= Mi- 2, My =N -2,
wobeli M?, Mg, Mg die entsprechenden Zahlen. fir die Sing;laritat fo sind. (Tat-
s8chlich ergibt die Rechnung M2 = 1 und M2n+1 = Mg - 2 , aber durch die Trans-

formation Qopy 7 gefolgt von Transformaticnen wie in Bemerkung 2.3.14 und eventuel=

len Orientierungswechseln, kann man die obige Basis erhalten, deren Numerierung
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-1
der Numerierung im Fall der J(n )

~Serie entspricht.)
Insbesondere erhdlt man aus der Tabelle von [Gabrielov3} die folgende Tabelle.
Hierbei beschridnken wir uns auf diejenigen Abbildungen £, fir die fo zZur W-Serie

gehdrt. (Nach [Walla] sind nur unter diesen und zwar nur fir n = 1,2 ¥-unimoda-

le Abbildungskeime zu finden.) Wir folgen der Notation von [Wall3].

Tabelle 3.3.2

Notation Abbildung £ MyMy oMy Lo
(n-1) 2 2. 4k-1 _ ) )

K ok+2n-6 (2xz+y” ,x +z ) 4k~2 ,4k=2,4k=-2
(n-1) 2 2 3k-1 o s v

K ok+2n-5 (2xz+y™ ,x"-yz ) 4k-2,4k~2,4k 1.

K;in"i_l ) (2xz+y?, x2-y2z 2K Ly 404, 4k+i-1,4k-1,4k~1
1

Kx(cn-“'”? (2xz4y? 5%~ & y2a 25 ey SRl Lk, dk-1,4k+q-1,4k+q-2
(2g-1 2 4

Iﬁ(cn;;)'m (2?3 2- % g222k1, 2 2k % 2% | ake1, akeqe1, dichget
r
(n~1) 2 2 3k ] _
12k+2n-1 | (3¥2HY ,x7-yz') ax, 4k, 4k~1
{(n-1) 2 2. 4k+1

Ky oksan (2xz+y° , x“+z ) 4k, 4k, 4k

Wir betrachten nun diejenigen Singularitdten der Tabellen 3.3.1 und 3.3.2, die
in der Hierarchie der entsprechenden Serien ganz unten stehen. Das bedeutet, daf

alle anderen Singularitdten der beiden Serien in diese Singularit&ten deformieren.

{n-1) (n-1) (n-1) {n-1) and K(n-1)

Es sind dies die Singularititen J2n+5 ’ J2n+6 r Jone7 2046 2n+7

J (k=0) ’ K (k=1) -

Die Dynkindiagramme dieser Singularitften lassen sich auf eine "Normalform" trans-

n

formieren, die eine Erweiterung des Graphen II
2,9,2,s

darstellt.

{n-1)

Satz 3.3.4: PnEdts

Die Singularitit J fir s = 3,4,5 besitzt eine stark ausgezeich-

n

nete Basis von verschwindenden Zellen mit dem Dynkindiagramm ﬁz 2.2 5
7 ’ ’

. (n-1) - . . s L ~n

gularitat K2n+3+s fidr s = 3,4 eine solche Basis mit dem Dynkindiagramm H2,3,2,s'

und die Sin-
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Hierbei ist ﬁg Q2,8 der Graph von Abbildung 3.3.3 mit m = 2n+ptqtr+s=3
! 1 ’

m=-2 (n=1: m}

n-2n+1 m-n-1 m-n-2 m=2n+3 m—2n+2,’/m )

Abbildung 3.3.3: Der Graph I
P:.q.,x,s

(n-1)

(n-1)
2n+5 2n+6

und K

Beweis: Wir betrachten nur die Fdlle J . Die anderen Falle kann

man dann dhnlich wie in [Ebelingl] auf diese F8lle zuriickfdhren. Fir diese Singu-

laritaten haben wir oben jeweils eine Basis (5 |1 = j =2n+4,l S r = Mj) = (el,...,em)

]
erhalten, wobei die Schnittmatrix von (el,...,e ) = (ei,...,eén+4) mit der

2n+4

Schnittmatrix von (S',..., ) aus Kap. 2.3 fir die Singularitsit 5n+3 tberein-

Al
62n+4
stimmt. Wir wenden auf diese Basis nun wieder die Transformationen (B), {C) und
(D) aus Kap. 2.3 an, wobei allerdings der Block (B) von Transformationen etwas ab-

ge8ndert wird. Die Transformationen von Block (B) ersetzen wir durch die folgen-

den Transformationen:
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%on-2%2n-1"%2n"
®on-4'%2n-3%2n-2%2n-1"%2n¢
. nur fir n = 2

Gprlgreceibqnd

I SR P
17727 “2n’

™ »* * .
S ontd ) @ one3 (M) ey ()0 s ones

Bis auf die mit (*) bezeichneten Transformationen sind dies Transformationen des

zugrundeliegenden Dynkindiagramms von Bn+ .. Sie stimmen big auf Transformationen,

3
die nur die Numerierung indern, mit den Transformationen\(B) iberein.

Die resultierenden Dynkindiagramme gtimmen dann bilis auf Numerierung und Orien-
tiefung der Basiselemente mit den angegebenen Graphen vem Typ ﬁ;,q,r,s Gberein und
kénnen leicht durch. weitere Zopftransformationen und Orientierungswechsel in sie

dberfiihrt werden. Damit ist Satz 2.3.4 bewiesen.

Bemerkung 3.3.5: Die Abbildung 3.3.3 ist so zu verstehen, daB fir den Fall

n = 1 'die Ecken mit Nummer m-2n und m-2 und die Ecken mit Nummer m-2n+! und m-1 zu
identifizieren sind. Insbesondere ist die Ecke m nur mit der Ecke m-1 verbunden.

Im Fall n = 2 ist aber ein Graph von der Form von Abbildung 3.3.3, bei dem die
Kante zwischen der Ecke n~2 und def Ecke m-2n+2 weggelassen ist, im allgemeinen
kein Dynkindiagramm zu einer stark ausgezeichneten Basis von verschwindenden Zellen.
bas folgt dé.raus, daf z.B. fir n =2 und (p,q,r,s) = (2,2,2,3) das charakteri-
stische Polynom des zugehdrigen Coxeterelements kein Produkt von XKreisteilungspoly-
nomen ist. Er ist aber wohl schwach dquivalent zu dem Graphen n? Denn durch

pP/q,r,s’
die Transformationen

am(m-2n+2).am_1(m-2n+2)

kann eine Basis mit dem Dynkindiagramm ﬁ; q.r,s in eine schwach ausgezeichnete Ba-
’ r r

1 A, ool A i 5 t 1 = : .

sis (A}, ’ m) transformiert werden, fir die <Am-2 xm-2n+2> O gilt. Das
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bedeutet aber, daB die Basis (el,...,em) mit

e = )\ = )\ o At
; & o e M

1 m-2 3 1

und {el,...,em} = {Ai,...,lé} eine spezielle Basis im Sinne von Definition 5.4.1

ist. Fir das zugehdrige Gitter H gilt

H=0" L U L ker B , dim(ker H) = n-1 ,
pars

wobel das Gitter Qn < in 'Kap. 4.1 definiert wird. Insbesondere zeigt ein Vergleich

mit den Resultaten von Kap. 2.5, daB die Gitter H far die Singularit&ten T’2‘233
(n=-1)

und J5+2n

Ubereinstimmen.

Wir werden nun im folgenden die F8lle n =1 und n = 2 genauer studieren,

3.4 Einfache Raumkurven

Wir betrachten nun speziell den Fall der Dimension n =1 , al3oc den Fall von Raum-
kurvensingularititen. Wir wollen die Dynkindiagramme der einfachen (O-modalen)

Raumkurvensingularitdten studieren. Eine isolierte Singularitit (X,x) eines voll-

st&ndigen Durchschnitts heift einfach (0O-modal), wenn in der semiuniversellen De-
formation von (X,x) nur endlich viéele Isomorphieklassen von Singularititen vorkom-
men. Die einfachen isolierten Singularitdten von vollstdndigen Durchschnitten wur-
den von M. Giusti klassifiziert [Giustill. (Die Xlassifikation ist implizit auch
schon in [Matherl] zu finden.) In Dimension n 2 1 gibt es auBer den einfachen
Hyperflachensingularitdten nur einfache-Raumkurvensingularititen, genauer Singula-
ritaten von Abbildungskeimen £: (CB,O) - (c2,0) . Es 8ind dies die folgenden Sin-

gularitdten:

Sg = Dy
S = T1 > 6 ;
K 212:211-1-3 ! H= !
1
T = T2 uw=7,8,9 ;
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W = Ku , u=28,9

gowie die Singularitdten 29 und Zlo’ deren 2-Jet nicht régul&r ist. Wir haben da-~
bei die Notation wvon Giusti unserer bzw. Walls Notation gegenilibergestellt.

Die einfachen Raumkurvensingularitédten mit regulldrem 2-Jet sind also bereits
in den.bisher betrachteten Klassen vbn Singularitdaten enthalten, und wir haben fir
sie schon Dynkindiagramme berechnet. Insbesondere kann man f{r sie Dynkindiagram-
me von der Form n;,q,r,s (Abbildung 3.2.5) oder ﬁ;,q,r,s {Abbildung 5.3.3) finden.

Wir betrachten nun eine etwas allgemeinere Klasse von Graphen, die diese Graphen

umfaft. Der allgemeine Graph dieser Klasse ist in Abbildung 3.4.1 dargestellt.

-~

Abbildung 3.4.1: Die Graphen ep und ©

1,.-orph Plr“"ph.
Den Graphen von Abbildung 3.4.1 bezeichnen wir mit ép p." Den Teilgraphen
1;---, h
ohne die Ecke Ap bezeichnen wir mit © . Far die Zahl p gilt

pl'.-.’ph
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h
p = .Z p; - h+ 3.
i=1
. 1 .1 .
Insbesondere gilt dann 1. = =0 und I = 0 . Nach aAb~-
PYI;ETS p:9,L,S P:9,%,S P,9,X,8 ;

schnitt 3.2 und Satz 3.3.4 hat man dann das folgende Resultat.

Satz 3.4.1: Die einfachen Raumkurvensingularitdten, die durch Abbildungskeime
£: (¢3,0) > (CZ,O) mit reguldrem 2-Jet gegeben werden, besitzen stark ausgezeich-
nete Basen von verschwindenden Zellen mit Dynkindiagrammen der Form O oder

pfqlrls

B wie in Tabelle 3.4.1 angegeben ist.
P/9.X,s

Tabelle 3.4.1

. ) Dynkin- ' .
Notation (wl,wz,w3,d1,d2) diagr N Verschwindendes Gitter (H,A)
~ odd
S5 D4 (1,1,1;2,2) 92222 21 A {(1:3;0)
ii i . odd
S3+i' 1 (E‘ri’tl?‘z' +1,1) ijAa (1,...,1;3;'-") i gerade
T2,2,2:1 %,2,2,1 ev
i =3 reesr (1,1,2;i+2,21) rersy 28 { AT (1,...,1;2) 1 ungerade
T T1 (3,2,2;4,6) e 6 O#(l 1,1;1)
7 2323 rerss e 2233 R ,
1 # @
Tg | T2324 (6,4,3;7,12) 99034 12 | 0%(1,1,1;2;)
1 3
Ty Thaog (15,10,6;16,30) 850135 30 | 05 (1,1,1,1;1)
U J (5,4,3:8,9) 3 9 lo%(1,1,1;1)
7 7 P2y ’ 2223 1 L1
- @ -
U8 J8 {4,3,2:6,7) @2224 7107{(1,1,1;2;=)
. ~ *
U9 J9 (7,5,3;10,12) @2225 12 00(1,1,1,1,1)
~ #
WB KS (5,6,4;10,12) @2233 12 00(1,1,1,1;0)
~ #
w9 Kg (4,5,3;8,10) 62234 100 (1,1,1,1;1,°)

Die einfachen Raumkurvensingularitdten haben quasihomogene Gléichungen. Aller-
dings kann man nicht in jedem Fall quasihomogene Gleichungen finden, bei denen fl
nicht ausgeartet ist. Dennoch sind die Monodromie ¢ und die relative Monodromie ¢

in jedem Fall von endlicher Ordnung N, und N stimmt mit dem héheren Grad der qua-
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sihomogenen Gleichungen tberein. (vgl. Theorem 1.6.5). Wir haben in Tabelle 3.4.1
fir jede Singularitdt jeweils die Bezeichnung von Giusti, unsere Bezeichnung bzw.
Walls -Bezeichnung, den quasihomogenen Typ (wl,wz,w3;d1,d2), wobei W die Gewichte
und dj die Grade der Gleichungen bezeichnen, das Dynkindiagramm, die Coxeterzahl

N und den Typ des verschwindenden Gitters in der Klassifikation von Janssen [Jans-

sen angegeben.

2]

Bemerkung 3.4.2: 1In [GiustiI] sind ebenfalls Dynkindiagramme fir die einfachen

Raumkurvensingularitdten angegeben, die allerdings nur p und nicht m = p + 1
Ecken haben. Der Zusammenhang mit diesen Graphen ist der folgende: Wendet man auf

einen Graphen ) {(oder 62 )} die Transformationen

2,2,r,s /2,x,5

83'84“.”Bp-l;sp"l;al'a2"”'a -4;.)(0’)(

p 0—3'

an, so hat der resultierende Graph die Gestalt von Abbildung 3.4.2.

Abbildung 3.4.2

A

Es sei (Ai,...,l&_l(,ké)) die zugeh&rige stark ausgezeichnete Basis von H. Dann

ist Aé-l - 15_4 € ker H . Das Dynkindiagramm von Giusti ist der Graph, den man
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nach Entfernen der Ecke zu Xé-l erhdlt. Das Dynkindiagramm von Giusti ist also ein
Dynkindiagramm zu einer Basis von verschwindenden Zykeln von H, die sich zu einem
stark ausgezéichneten Erzeugendensystem von verschwindénden Zykeln erweitern 1&8t.

~—

Wir studieren nun die allgemeinen Graphen 0 und © von Abbil-
P1I°--lph Pllu-.,}?h
dung 3.4.1 genauer. Zundchst folgt eine allgemeine Bemerkung.
Es sei D ein Dynkindiagramm mit Ecken (Al,...,lp) . Dann kann man diesem Gra-

phen verschiedene Schnittmatrizen und Coxeterelemente wie folgt zuordnen. Es seil

£ = (-l)n(m'l)/2 . Eg sei v(n) = V(n)(D) die pxp-Matrix ((vig))) mit
£ fir 1 =4
v o o fir i > 3 ,
13
te [vgn)| fir i <3,

ij
wobei ]vi?)| fir i < j die Anzahl der Kanten zwischen den Ecken li und Aj ist,

und das Vorzeichen g von dem Gewicht der Kanten abhangt {(+¢ falls Kanten gestri-

chelt, vgl. Kap. 1.5). Wir setzen

{n) {n)

At =’A(n)(D) =V + (-1)™N(v t

) B
é(n) = a(n) (D) = (_1)n+1(v(n))-1(v(n))t .

{n)

{n})

Dann ist C die Matrix des Coxeterelements &(n)tzu einer Basis (A{n),...,kén))
. . ~(n) _, . .. {n) ~{n)
éines Gitters L mit Schnittmatrix A {vgl. satz 1.6.3). Die Matrizen C

~ (n-1 : . aln)
und c(n ) unterscheiden sich also nur um ein Vorzeichen, und die Matrizen C(n)
und é(n'z’ sind gleich. Insbesondere haben die Matrizen &(n) und &(n-l) bis aufs

Vorzeichen die gleichen Eigenwerte und ihre Jordannormalformen sind bié aufs Vor-

zeichen der Eigenwerte gleich. Wir schreiben

{(n)

2 by (£) = get(t.1-6™)

fir das charakteristische Polynom von &(n).

Es sei nun D einer der durch die Abbildung 3.4.1 definierten Graphen, also
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D=2¢8 oder D = © , wobei 2 = p, £ .,. 2 p_ . Wilr betrachten
pll---,Ph Ply.c.Ph 1 h

zundchst das Gitter ﬁ(z)(D), das durch die Schnittmatrix A(Z)
(2) {2) (2))

(D) zu einer Basis

(2)
(Al ;.--,A

} bzw. (A seeer A definiert wird. Es sei Q das von
p-l 1 p Pll"'fph
den Vektoren Aiz),...,k(fé aufgespannte Gitter. Im Fall D = © . liegt
@ @ (2) A
der Vektor Ap—l - Ap—Z in ker L (D) und es gilt
ﬁ(z)(e ) =0 L =, (A(Z) _ A(z)) .
pl,...,ph Pl""’Ph p=-1 p=2
Im Fall D = 9 bildet die Basis (1'% ,22), .. .A®y cine spezielle
Plp-o-;ph D p-l 1

Basis im Sinne von Definition 5.4.1. Also gilt

LYC(0 ) = Q L U.
Plla"lph Pll"'th

Wir untersuchen nun das Gitter QP P Mit Hilfe der Formel im Beweis von
1,--.; h

[Ebelingl, Satz 2.1.1] berechnet man, daB fir die zugehdrige Diskriminante (d.h.

die Determinante der Schnittmatrix) gilt

0 h h L
disk(Q Yy = (-1} " I p.(Z — = (h=-2})
Pyree-rPy j=1 J i=1 Py
Es sei k_ = dim(ker Q ) und k, bzw. k die Dimension eines maximal po-
O Pl""'Ph + -
sitiv bzw. negativ definiten Unterraums von Qp P ® IR . Dann haben wir die
M 1‘-9-' h
folgenden HEquivalenzen:
0 > h 1 > (0,0}
(~1)"disk(Q =0 & I —=ah-2 & (ko,k+) = (1,0) .
Ppre-eePy o i=1 Pi < (0,1)
Also gilt k. =k, = 0 genau dann, wenn das Dynkindiagramm zu Q eins
o] + Plv°--rPh
der klassischen Dynkindiagramme Ap_z, Dp_z, EG' E7 oder E8 ist, ko =1, k+ =0

genau dann, wenn (Pl""'Ph) = (2,3,6),(2,4,4),(3,3,3),(2,2,2,2y , und ko =0,

k+ = 1 sonst.

Wir betrachten nun die Coxeterelemente zu den obigen Graphen. Fir die charak-

teristischen Polynome berechnet man wie in [Ebeling4]:
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P,
h 1
2 -
p@ e Yo = -0 1 B
Pyet--erPy i=1
2)
p? (3 )(8) =
1ot P. o p.
h i h i h b
- -1 -
= (gF-2elaeey m L2 ¢ n £ 1
. t-1 . -1 t-1
i=l i=1 j=1
AL
Die zweite Formel wurde von K. Saito berechnet.
Die erste Formel zeigt, daf das zu dem Graphen GP p gehdrige Coxeterele-
1;..-; h
ment é(n) fdr alle Werte wvon Py)eeey Py quasiunipotént ist. Es ist allerdings nur

fir die Werte (Pl""'ph) = (2,3,6),(2,4,4),(3,3,3),(2,2,2,2) halbeinfach. Um dies
»(2) (2)

zu zeigen, betrachten wir das Gitter L , das durch die Schnittmatrix A zu dem
Graphen GP1""'Ph bestimmt ist. Es sei m, = dim{ker ﬁ(z)) . Nach Korollar 1.6.4
ist mo die Dimension des Eigenraumes von 6(2) zum Eigenwert 1. Es gilt aber

my = 1 aufer fir die obigen Werte von Pyre-iPp v fir die my = 2 gilt, w&h-

rend die Multiplizitdt des Eigenwerts 1l aufgrund der obigen Formel fdr das charak-

teristische Polynom gleich 2 ist. Man vergleiche auch den Beweis von Satz 3.6.1.

Dagegen ist das zu dem Graphen gehdrige Coxeterélement ¢(n

nur fir
pl""’ph

endlich viéle Werte von pi""'Ph quasiunipotent. Eine genauere Auskunft gibt
der folgende Satz, der von K. Saito stammt [Saitoz].

Theorem 3.4.3 (K. Saito): Es sei ¢ = 6(2) das Coxeterelement zu'.dem Graphen

0 . Dann gilt: c ist genau dann quagiunipotent, wenn (p,,...,p,) eins
pl,...,ph 1 h

der h-Tupel von Tabelle 3.4.2 ist. Das Coxeterelement ¢ ist zusatzlich halbeinfach,
wenn das betreffende h-Tupel nicht in eckigen Klammern steht. Fir quasiunipotené
tes ¢ ist genau dann die folgende Bedingung (%) erfiillt, wenn das betreffende h-
Tupel nicht in runden Klammern steht:

(#) Eine N-te primitive Einheitswurzel ist ein Eigenwert von ¢, wobei N die Ord-

nung von ¢ ist.
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Tabelle 3.4.2

h=3: (236] , 237 , 238 , 239 , (2310),
(244] , 245 , 246 , 247 , (248).,

255 , 256 , (257) , (266) ,
(333}, 334 , 335 , 336 , (337),

344 , 345 , (346) , (355) ,

444 , (445) .

h=4: (2222] , 2223 , 2224 , 2225 , (2226) ,
2233, 2234 , (2235) , (2244) ,

2333 , (2334) ,

[(3333)].
h=5: : 22222 , 22223 ,[(22224)],(22233) .
h=6: (222222} .
Wir betrachten nun das Problem, welche der'Graphen e und ©
. ' . Pll""’ph P11°"Iph

als Dynkindiagramme von Singularitdten vorkommen. Dazu 138t sich bisher folgendes

sagen: Wir betrachten zundchst den Fall h = 3 . Dann sind die Graphen ep q,x
’ !
% +-é-+ %—5 1 genau die Dynkindiagramme von [Gabrielovz] zu stark ausgezeich-

neten Basén von verschwindenden Zykeln fir die unimodalen Hyperfl&chensingulari-

fir

titen vom Typ T in Arnolds Notation. Die Graphen & fiir die 14 nicht
P.q,r P.q,r

eingeklammerten Werte von Tabelle 3.4.2 sind genau die entsprechenden Dynkindia-
gramme von {GabrieIOVé] fiir die 14 exzeptionellen unimodalen Hyperflichensingula-
rititen. (Hierbei ist unimodal im Sinne von Rechtsiquivalenz zu verstehen.) Fir

den Fall h = 4 gilt: Die Graphen © sind Dynkindiagramme zu stark ausge-

2,2,r,s

zeichneten Basen von verschwindenden Zellen flr die Singularitdten Té ro.s’ die
’ r r
die einfachen Raumkurvensingularitdten Su, ¥ =5, und Tp, u=7,8,9, umfassen.

Diese Singularit&ten wurden von Wall mit P_ . bezeichnet [Wall3]. Ihre Deforma-

!
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tionstheorie wurde kiirzlich von Wirthmiller untersucht [Wirthmﬁller1 2]. SchlieB-
!’

lich gind die Graphen 0 fir die 5 nicht eingekldmmerten Quadrupel (2,2,r,s)

2,2,r,s
von Tabelle 3.4.2 entsprechende Dynkindiagramme fdr die #brigen 5 einfachen. Raum-
kurvensingularitdten, die durch Abbildungskeime mit regulidrem 2-Jet.gegeben wer-
den. -

Wir werden in Abschnitt 3.6 eine Interpretation fidr die Graphen 691""’ph fir
h = 3,4 geben, wobei (pl,...,ph) eins der Tupel von Tabelle 3.4.2 in runden

Klamﬁern ist.

3.5 Fldchen von vollstindigem purchschnitt

Wir betrachten nun genauer den Fall n = 2 , also den Fall ‘von isolierten Singu-

laritdten, die durch Abbildungskeime
£: (¢?,0) » (2,0

mit reguldrem 2-Jet jzf gegeben werden. Nach den Abschnitten 3.1 bis 3.3 haben wir
noch die Falle mit Segresymbol {4} und {(3,1)} zu behandeln, die die L- bzw. M-
Serie bilden. Wir berechnen in diesem Abschnitt Dynkindiagramme f£ir diese Singu-
laritdten, wobei das Vorgehen analog zu Abschnitt 3.2 und 3.3 ist.

Eine Abbildung f mit Segresymbol {4} (L-Serie)} 138t sich nach Wall auf die

Pranormalform
f(w,x,y,2) = (2xz+2wy,V:Ty2+2wx+R(w,y,z))

mit R(w,y,z) = a(z) + yb(z) + wd(z) + wze(z) und ord a =3 ; ordb, ord d =2 ;
ord e 2 1 bringen.

Eine Abbildung f mit Segresymbol {(3,1)} (M-Serie) 14Bt sich nach Wall auf die

Prénormalform
flw,x,y,2) = (2xz+2wy,=2x(w+y) +T(w,y,z)+xh(z))

mit T(w,y,z) = a(z) + yb(z) + (y+w)d(z) + (y-w)ze(z) und ord a = 3 ;



- 112 -

ord b, ordd, ord h 22 ; orde 21 bringen. Dabei sind gewisse Terme wieder
dberflissig, werden aber zur Vereinfachung einiger Gleichungen mit betrachtet.
Wir betrachten nun zunichst eine geeignete Projektion der Fl&che X = f-l(o) .
Dazu eliminieren wir in beiden F&llen die Variable x aus den Gleichungen
fl(w,x,y,z) =2 0 und fz(w,x,y,z) = 0 . Dadurch erhdlt man eine Funktion fo in

den Variablen w,y,z , die zu einer der Serien in der Klassifikation von Arnold

[Arnoldz] gehdrt:

L-Serie: (fo)(w,y,z) = ~4w2y + ZVCTyzz + 2zR{w,y,2)}) (S-Serie)

M-Serie: (fo)(w,y,z) = 4wy (w+y-h{z)) + 2z2T{(w,y,z) (U-Serie)

Dieser Elimination entspricht geometrisch die folgende Operation. Die Fléche

X = f-l(o) enth&lt die x-Achse. Die Gleichung (fo)(w,y,z) = 0 ist dann gerade
die Gleichung der Projektion von X in den (w,y,z)-Raum, beil der die x~Achse auf
den Nullpunkt abgebildet wird. Wir wahlen als lineare Funktion { die Koordinaten-
funktion z. Die Polarkurve Zz(fz) ist dann die Vereinigung der x-Achse mit einer
Kurve I, deren Projektion in den (w,y,z)-Raum gerade die Polarkurve Ez(fo) ist.

Es seil

L

Ly

Zz(fo) = .

i

N <=

die Zerlegung von Zz(fo) in irreduzible Komponenten Ei, und p? seien die zugehd-
rigen Invarianten von Kap. 2.1. Es sel Ei,. i=1,...,4 , diejenige Komponente..

I . L ve s . . .
von L, die auf Zi projiziert wird, und py sowle vy die zugehdrigen Invarianten.

L

Diejenigen Komponenten Ei, die nicht in der Hyperebene 2z = 0 liegen, besitzen

nach [Maurerl] eine verallgemeinerte Puiseuxparametrisierung

8. : -
— l :
W—biz- +... r biGC, BiEQ ? bi*o'
Y. ‘
i -
y=c,z"+ ..., c; ec, Ys g9 , s + 0 .

Durch Einsetzen dieser Parametrisierung in die Funktion fo lassen sich die Zah-

L , .
len pi bestimmen. Aus der Gleichung fl(w,x,y,z) = 0 folgt, daB auf Ei die Koor-
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dinate x wie folgt als Potenzreihe in z mit gebrochenen Exponenten geschriében
werden kann:

3 L

Bi et

X = diz S di eEc, di * 0.

Durch Einsetzen dieser Parametrisierung ven Zi in:die Funktion f2 lassen sich die

Zahlen oi bestimmen. Ein Vergleich dieser Invarianten zeigt

L . L _
o, =0 - 1 fir i mit Ei t {z=0}.

Im Fall der L-Serie ist einefKomponentewdér Polarkurve Z;(fo) die Gerade
{w =z = 0} . Diese liegt in der Hyperebene {z = O} . Die Tatsache, daB eine Kom-
ponente der Polarkurve Zz(fo) in der Hyperebene {z = 0} 1liegt, ist Aquivalent
dazu, da8 (L f) ]z .o ¢©ine nicht isolierte Singularitat hat (vgl. [Gabrielov3]).
Auf der Geraden 21 = {w = z = 0} liegen 2 kritische Punkte von fo—2€z . FOr

die dbrigen Komponenten Zi, i » 1 , berechnet man

%
I vi =3 .
i=2

Schliefilich gilt u(fl,f -2gz) = 4 .

2
Im Fall der M-Serie liegt Keine Komponente der Polarkurve Zz(fo) in der Hyper-
ebene {z = 0} . In diesem Fall berechnet man:

2
E v, = 4 , u(fl,fz-ZEz) =3 .

Aus Satz 2.1.4 und Satz 2.1.5 folgt damit in beiden Fdllen:

Lemma 3.5.1: Fidr einen Abbildungskeim £ aus der L- oder M-Serie gilt:

u(f) = u(fo) -1,

Damit zeigt man auch, daB die Zuordnung £ = fo wieder Bijektionen zwischen

den p-konstant-Strata liefert.
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Die Abbildung g = (fl,f +zz) definiert in beiden Fillen wieder eine Singula-

2

ritit vom Typ 55. Wir studieren nun das Verhalten der kritischen Werte von

9.+ = f2 + (z—e)z‘x, fiir ¢ - 0 und die zugehdrigen Dynkindiagramme im einzel-
!
t
nen.
(A) L-Serie

, . 2.
Die kritigchen Werte von 9. werden asymptotisch (bis auf Terme der Ordnung o{e™))
r

t
fir £ >0 und t + 0 wie folgt gegeben: Es sind die Bilder der ILd3sungen der

Gleichung
2> (z-¢)° = VCT(§04
unter der Abbildung

5 2 9 2
z + 4(z- 5 g) -~ 16 €

. . . s . g,t .
Wir bezeichnen die entsprechenden kzitischen Werte mit si’ , i=1,...,8 , wo-

€ €

bei die Reihenfolge der Ordnung des Wegesystems (wlo,...,¢80) entspricht, das
€ _,t '

wir wihlen, um die kritischen Werte s mit dem Nullpunkt zu verbinden. Dann

wird das Verhalten der kritischen Werte fir ¢ = eo + ¢ = 0 schematisch durch
Abbildung 3.5.1 beschrieben. Dieser Abbildung liegt, wie auch der abbildung 3.3.1,
eine Computerzeichnung zugrunde. Man vergleiche die dortigen Bemerkungen. Die ge-

e/t &t und se't héngen

naueren asymptotischen Werte der dreli kritischen Werte S| s S, 8

von R(w,y,z) ab und werden durch Satz 2.2.1 gegeben.
Eine analoge Rechnung wie in Kap. 3.3 ergibt dann eine stark ausgezeichnete
Basis (e§| l1=3=8,1lsr= Mj) von verschwindenden Zellen fir f mit den glei-
. . , . - . {n-1) {n-1)
chen Eigenschaften wie bei den entsprechenden Basen fir die J - und X -
Serie, namlich:
(i) Die Schnittmatrix von (ei,...,eé) stimmt mit der Schnittmatrix von

g) fir die singularitat D. (Kap. 2.3) dberein.

5
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Seo,t
5
1 .
egrt
6

Abbildung 3.5.1 t ~ 0,0024

(ii) Die vollstdndigenSchnittmatrix errechnet sich aus den Formeln von Theorem

2.2.3. Fir die Zahlen Mj gilt:

_ ) L _ _owl _ _
Mj =1 far j # 2,4,7 , M2 M, 1, M4 = M2 1, M7 = M3 1
L L L . . . . .
wobei M2,M3,M4 die entsprechenden Zahlen fiir die S-Serie von [Gabrlelov3] sind.
Die einzelnen Werte von M2, M4 und M7 sind in Tabelle 3.5.1 angegeben.

(B} M-Serie

In diesem Fall werden die kritischen Werte von 9. ¢ asymptotisch fir ¢,t - O bis
!

auf Terme der Ordnung 0(52) wie folgt gegeben:
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Notation . Gleichung M2,M4,M7
Lioga2 (2xz+2wy, V-Ty2 +2usz 1 4k-2,4k-2,4k-2
Lokt (2xz+2wy,V:Ty2+2wx+w23k_1) 4k-2,4k-1,4k~2
L . (2x242wy , VoTy o+ 2wz ok Loz Py 4k+i-1,4k-1,4k-1

!
Li 2q-1 (2xz+2wy,VCTy2+2wx+yzzk+w23k+q_l) 4k-1,4k+g-1 ,4k+g-2
!
Li:zq (2xz4 2wy, VoTy 4 2ux+yz > Sbwoz 25 Ta71) ak-1,4k+q-1,4k+q-1
r
2 3k .
Lyokea (2xz+2wy, V-Ty +2wx+wz ™) 4,4k, 4k-1
2 ak+1
Ly oresd (2xz+2wy,V-1y +2wx+z = ) 4k, 4k, 4k

Sechs der kritischen Werte sind die Bilder der L&sungen der Gleichung
2 3 2 3
(z°(z-¢) + V=2(VE)7) (2°(z-e) - V=2(VE)') =0

unter der Abbildung

2 2
Z > =2 + e .

Diese Gleichung stimmt bis auf eine Konstante mit der Gleichung (%) von der J(nwl)-

Serie iUberein. Ebenso unterscheidet sich die Abbildung nur durch eine Translation
von z und durch Konstanten von der dort angegebenen. Das cqualitative Verhalten

dieser sechs kritischen Werte ist also das gleiche wie bei der J(n-l)

-Serie und
wird durch Abbildung 3.3.1 gegeben. Zusdtzlich hat man bei der M-Serie noch zwei
weitere kritische Punkte, die bis auf Ordnung o(ez) den kritischen Wert O haben.
Die genaueren Asymptoten fir diejenigen kritischen Werte, die fiir t = 0 bis
auf Ordnung o(zz) mit O idbereinstimmen, hdngen von T(w,y,z) und h(z} ab und wer-~
den durch Satz 2.2.1 gegeben.

Eine analoge Rechnung wie in Kap. 3.3 ergibt dann eine stark ausgezeichnete
von verschwindenden Zellen fir f mit den fol-

Basis (é? 12381 =srsh

genden Eigenschaften:
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(i') Das Dynkindiagramm zu (éi,...,é;) ist der Graph von Abbildung 3.5.2.
(ii) Die vollstidndige Schnittmatrix errechnet sich aus den Formeln von Theorem

2.2.3.

Abbildung 3.5.2

Hierbei ist ﬂj =1 far j # 1,4,7,8 und die Werte von &1,ﬁ4,&7 und &8 sind in
Tabelle 3.5.2 angegeben.
X . I S ,
In den Fdllen MIZk-l' Mk,2q—1' Mk,2q und M12k+3 kann man die Basis (ej) in eine
stark ausgezeichnete Basis (e?) von verschwindenden Zellen transformieren, die die
gleichen Eigenschaften (i) und (ii) wie bei der L-Serie und damit auch bei den an-

deren Serien hat: Die Schnittmatrix zu (ei,...,eé) stimmt mit der Schnittmatrix

von (8!,...,8!) von Kap. 2.3 dberein. Es sei (& ) = (&%) . Eine solche Ba-
1 8 (r,3) 3 .
sis (eg 11 £j=8,1=r¢= Mj) erhdlt man nach den folgenden Transformationen

Pa,e) B2, B, B,y Bae L P Ley

Fir die 2ahlen Mj gilt dabei
Mj =1 far 3§ # 2,4,5,7 , (M2,M4,M5,M7}'= (Ml,M4,M8,M7) .

Wendet man die gleichen Transformationen auf die entsprechende Basis (é§) fir

¥ .
Mk und M:: an, so ist flir die transformierte Basis (e?) die Eigenschaft (ii)
,2g-1 ,2q ~ 3
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Tabelle 3.5.2

Notation | Gleichung ﬁl'ﬁ4’ﬁ7'ﬁ8
Mokt (2xz+2wy , -2% (why) +2° ) 3k-1,3k-1,3k-1,3k-1
M, 2q-1 (2xz+2uy , - 2% (why) + (wy) 220 (w-y) 225707 | 3k, 3keq-1, 3k-1, 3k4q-1
M o (2xz+2wy , 2% (why) + (why) 2254 =) 22570y | 3k, 3keq,3k-1, 3k+q-1
Mf,zéq (2xz+ 2wy, ~2x (wey) +yz ot (w-y) 225797y | 3kege1, 3k, 3keq-1, 3k-1
Mg,zq (2xz+2wy,-2x(w+y)+y22k+(w-y)22k+q) 3k+q,3k,3k+g-1,3k-1
M o3 (2xz+2wy, =2x (wby) +2oF Ty 3k,3k,3k, 3k

nicht mehr erfiillt. Man beachte dazu, daB in der Tabelle 1 von [Gabrielov3] bei

Uy 2q ein Fehler ist, wie der Autor in [Zentralblatt fir Mathematik 421.32011] be-
’

merkt: Auch in diesem Fall muB man ein anderes Dynkindiagramm fdr flzao zugrunde-

legen.

3.6 Seltsame Dualitit

}

Wir betrachten in diesem Abschnitt einige isolierte Singularitdten von vollstandi-
gen Durchschnitten der Dimension 2, die am Anfang der Klassifikation aller solcher
Singularitdten stehen. Nach den einfachen Hyperfldchensingularititen hat man die

folgenden Xlassen von Singularitdten (vgl. z.B. [Looijenga (7.23) 1) :

3!

(a) Die einfach elliptischen Singularitdten E ,E

8 7 5'

(b) Die hyperbolischen Singularitdten T und T2 . Dieg gind die zweidi-
p.a.,r P.q,r,s

mensionalen Spitzensingularitdten der Einbettungsdimension <4.

(c) Die Dreieckssingularitdten D (in der Notation von [Looijenga
p.q,r 2,3,4

Einbettungsdimension =4. Es sind dies die 14 exzeptionellen unimodalen (im Sinne

1 der

von Rechtsdquivalenz) Hyperflachensingularitdten und die 8 Singularitdten J9 iO'

il’ Klo il' LIO' L11 und Mll der Einbettungsdimension 4.

Diese Singularitdten sind unimodal beziiglich K -KEquivalenz. Die Klasse der K-
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unimodalen Singularitdten ist aber damit nicht ersch&pft. Wir werden sp&ter noch
weitere K-unimodale Singularitdten betrachten.

Die Singularit&ten der Einbettungsdimension 3 aus diesen Klassen sind genau die
im Sinne von Rechtsdquivalenz unimodalen Hyperflichensingularit8ten. Wir haben in
Abschnitt 3.4 bereits die Dynkindiagramme von Gabrielov fir diese Singularit&ten
betrachtet.

Fiir die obigen Singularitdten der Einbettungsdimension 4 haben wir bereits die
folgenden Dynkindiagramme zu stark ausgezeichneten Basen von verschwindenden Zel-

len erhalten. Die Singularitdt D. besitzt nach Kap. 2.3 das Dynkindiagramm H2

5 2,2,2,2°
Die Singularitit T , hat nach Abschnitt 3.2 fir p =r = 2 und nach Kap. 2.5
7 f ’
ftr (p,q.r,s) = (2,2,3,3) das Dynkindiagramm H; . Wir vermuten, daf dies
14 1 !
allgemeiner fir beliebige p,q,r,s = 2 gilt. Die Dreiecksingularititen der J'-
und K'-Serie besitzen nach Satz 3.3.4 Dynkindiagramme vom Typ ﬁz S Der Graph
! ’ r
ﬁz igt in Abbildung 3.6.1 noch einmal dargestellt. Der Graph Hz ist
2?.q9,x,8 PsqsT,S
der Teilgraph ohne die Ecke Ap_z . Es gilt

p= p+g+r+s+l .

Das Quadrupel (p,q,r,s) sei im folgenden immer sc angeordnet, daB gilt:

2 Ep=r, 2=g°= s und p<g oder p=g, r =5 .
]

Satz 3.6.1: Die acht Dreiecksingularitdten in ¢4 besitzen stark ausgezeichnete

Basen von verschwindenden Zellen mit Dynkindiagrammen der Form ﬁ; q,z.8" wobel die
r r r

Werte von p,q,r,s in Tabelle 3.6.1 angegeben sind.

Kior Lyp und My

Fdr die ersten zwéi Singularitdten sind die Transformationen dabei auch schon im

Beweis: Wir zeigen die Behauptung fir die Singularitdten J!, r L

Beweis von Satz 3.3.4 enthalten. Wie dort geben wir auch hier nur die Transforma-

tionen an, mit denen die in den Abschnitten 3.3 und 3.5 berechneten Dyn};\indiagram-

-~

me in einen Graphen vom Typ Hp a,r,s mit eventuell anderer Numerierung und Orien-
r ! ’
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Abbildung 3.6.1: Die Graphen II° und T2
P/q,x,s P:q,x,8
Tabelle 3.6.1
Notation von Duale
Wall Looijenga pqrs N Singularitat
t
3 D, 310 2223 18 By
1
3ty D, 4.8 2224 14 2, _y
1]
e | P339 22253 12 2,1
[}
Klg D, 6 6 2323 12 Wy
t
k! Dy 5 s 2324 10 Sy 1
®
Lio D, 5 7 2233 12 WY
#
Ly, 53 46 2234 10 st
M, J 2333 9 oo
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tierung der Basiselemente Uberfihrt werden kénnen. Es sei (el,...,em) =
(e§ il <j=8,1 =xr = nj) die jeweilige stark ausgezeichnete Basis von ver-
schwindenden Zellen aus den Abschnitten 3.3 und 3.5, wobei die Schnittmatrix von

A

1 , R
(el,...,ea) a (ei,...,ea) mit der Schnittmatrix von (Bi,...,éé) aug Kap. 2.3
Ubereinstimmt. Dabei sind die Zahlen Mj gleich 1 oder 2, und Mj =2 gilt fuar

die fdlgenden Zahlen:

Serie “ J' ‘ K! ‘ L l M

M, /M

2 t‘,f."M

5 My My My ‘ My My Mg My

o |

Wir wenden auf die obige Basis die folgenden Transformationen an:

32,33,a4;31;uz,03104;

(M ra, ),

o) 10

(LygrMyy * og)

11
(F.lo,M11 :.aa,a7,...,al) ' {Mll : ag,aa,...,al) ’
Ggpg (B v ogy (R ag s (R G Og el

Bz+i’B3+i;x7+i’18+i’l9+i;

wobeli 1 =0 flur Jg' Klo' i=1 far LIO und i = 2 far M11° Bis auf die ein-

geklammerten und die mit (#) bezeichneten Transformationen sind dies Transforma-

tionen des zugrundeliegenden Dynkindiagramms wvon 55 und gtimmen bis auf Transfor-

mationen, die nur die Numerierung andern, mit den Transformationen (B} und (C)

von Kap. 2.3 Uberein. Damit ist Satz 3.6.1 bewilesen.

-

. 2 .
Wir untersuchen.nun die Graphen I und [ genauexy. Wir verwenden
p:sg,r,s P:<g,,s

die Bezeichnungen von Abschnitt 3.4. Es stellt sich heraus, da zwischen diesen

Grapheh und den Graphen © o Hl und 0 = ﬁl ven Ab-
P:.9.,X,s P:g,X,s Ps9.X,8 P/q,r,s

schnitt 3.4 eine enge Beziehung besteht.

Satz 3.6.2: Es sei D" der Graph " oder Hn fdr n = 1,2. Hierbei sei
pP.q,r,s p:g,x,s

3 £g falls Dn = [i° .

pP.q,r,s
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Dann gilt:

P(2)

(1) o) (1) = (=132 (oY) (1)

(ii) Die Jordannormalform des Coxeterelements 5(2)(D2)

dannormalform des Coxeterelements 6(2)(01) durch Hinzuflgen eines Blocks der

(o1,

Der Eigenraum zu dem Eigenwert 1 dieses Blocks wird erzeugt von dem Vektor

erhdlt man aus der Jor--.

Form

(2) 2y =, (2) (2)
p\ - A + A - X .
p p=1 = “p-4 p-3
, =2 . {(2) (2) .
Beweis: (i) Die zu dem Graphen II gehdrige Basis (A Peeerh ) wird
—— P'q'r’s . 1 p

durch die Transformationen

in eine Basis (X',...,As) transformiert, die die folgenden Eigenschaften .er-

fa1lt:
1 1 = - T ' = T t < 453 0< -
(a) <Xp_1,lp> 2, <li,kp_1> <Ai,Ap> fdr 1 =i = p=-2 .
~1
] 1 s
(b) Das Dynkindiagramm zu (A ,...,Ap_z) ist der Graph Hp,q,r,s'
Entsprechendes gilt fir die zu dem Graphen H; Q2.8 gehdrige Basis
r [ z
2 2 A (2) A
(O ’,...,,\é ;,A;Ei,léz)) . Dann hat die Matrix C 2 (%) von &% (0%) bezag-
, 1
- ] 1 [ ' - —_ Y :
lich der Basis (el,...,ep) (Al,...,lp_z,lp kp-i’ > Ap) die folgende Gestalt
. 2 .
(im Pall D = Hp,q,r,s hat man den Vektor Ap_z wegzulassen) :
~ 3
0 c10
~(2), 1

|
:
c o)
|
1

a2 (p?y

o} c
: p=2,p
—_—— e — ——--IL-———-J- —————
* ... o 1 1
i —r———— g ———
0 ... 01 0 1 1

. I } J
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Daraus folgt die Behauptung {(i).

2 -
(ii) Es gilt im Fall D = i .
, P:9.,Y.,8
1 .
3 fiar L = 1,...,p~l;p+g-1,...,p+g+r-3;p-3,p-2,
c =
ie O far 1 <i < p-2 sonst.
Wir setzen
bt far i = -2 ;
ei 2(q_1) ep-l pl"‘lp+q F
. 1
e + 7(s-1) So-1 fir i = p+gq+r-2,...,p=5 ;
e, =
* -e fir i = p-2
e p=-1
e. sonst
i

Es sei ¢ = ¢ (") . Dann gilt

cle) c <@jre..sel > FOr i=1,...,072,

cle' ) = '
p-1 0-2

e' .+ L ¢, e! .

e’
P
+

p-1 =1 ip7i

-1

- 3
t = ' -
c(ep) ep >

a2

- 1 . . .
Wir setzen c' (D”) . Unter der Voraussetzung 3 = s ist die Matrix

A(z)(Dl) nicht ausgeartet. Daher hat ¢' nicht den Eigenwert 1. Es sei
. -1 P72
- 3 '
E {c'=id) (.Z cipei) '
i=1
* _{ eé -& fir i =p ,
e = .
[ ]
ey sonst.
Dann gilt
ge®) =¥+ 2 *
o) T % T2 %1 ¢
* *
C(ep—l) = ep-l I
~, E ~ * * * .
C(ei) = c'(ei) c <e1,...,ep_2> fir i =1,...,0-2 ,

was zu zeigen war,
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Im Fall D = gilt
P/q.X,s
1 ,
-3 fdr i = pse..,prg-2;prgtr-2,...,0-5;0-4 ;
1 . .
cip e 3 fdr 1 = p=-3 ;
0 fir 1 €£i £ p-3 sonst.
Wir setzen in diesem Fall
P fir 1 = p,...,p+q=2 ;
i 2(q_1) p-l pl"'l r
* e, + 1 fir i = +r-2 p=5 ;
€y 17 2(s-1) %po-1 ptq ;
e, fir i # p gonst ,
p+g-2 0=5
e =e + ¢ -él—e-}- L %e:+%(l+é-l)e:_4-%(l
P i=p 4 i=ptq+r-2 4 E

Dann gelten fiir é(e;) die gleichen Beziehungen wie oben.

Mit Hilfe wvon Sétz 3.6.2 k&nnen wir die Resultate von Abschnitt 3.4 auf die

. . 2 2
hier betrachteten Graphen anwenden. Es sei (A( ),...,A(z),(l( )J)A(z),k
1 0-3" =27 =11
. 2 ~2 2 2
ne Basis zu dem Graphen D =1 oder D =T1_
P:.9,,8 P«q,x,s

(2)

mit Schnittmatrix

} eir

A(z)(Dz) , £ das von dieser Basis aufgespannte Gitter, und &: £ » L das zugehd-

rige Coxeterelement. Es sei L' ein primitiver Z -Untermodul von ker({c-id)

Rang 1. Wir setzen

L = L/L' .
Es sei c¢: L + L
L.
Im Fall D° = °
P/q,X,S

alle Werte p,q,r,s = 2 quasiunipotent ist, aber aufler héchstens fir

(p,a,r,s) = (2,2,2,2)

2
=1

2
In den Fillen D 2229

und D

nicht halbeinfach ist.

2

~2
P:g,/X,S

setzen wir

vom

der von dem Coxeterelement ¢ induzierte Operator auf dem Gitter

folgt dann aus Abschnitt 3.4 und Satz 3.6.2, daB c flur
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(2)
p

(2) _,(2

)
vz
L 7Z . (A o-4 0-3

- A(Z) + 1 )
p-1

Fir ngzz'folgt dann, daB ¢ halbeinfach ist. In den anderen Fadllen erhalten wir

aus Theorem 3.4.3 und Satz 3.6.2:

Korollar 3.6.3: Der Operator c¢ zu dem Graphen ﬁp QTS ist genau dann quasiuni-
r r ¢

potent, wenn (p,q,r,3) eins der folgenden Quadrupel ist:

(2222], 2223 , 2224 , 2225 , (2226) ,
2233, 2234 , (2235) , (2244) ,
2323 , 2324 , (2325) , (2424) ,
2333, (2334) , (2343) ,

[(3333)].

Er ist zusitzlich genau dann halbeinfach, wenn das entsprechende Quadrupel nicht
in eckigen Klammern steht. Exr erfillt zusdtzlich genau dann die Bedingung (#*) von

Theorem 3.4.3, wenn das entsprechende Quadrupel nicht in runden.Klammern steht.

Die acht Graphen zu den nicht eingeklammerten Quadrupeln sind gerade die Dyn-
- 4
kindiagramme von Satz 3.6.1 fiir die acht Dreiecksingularitdten in € . Sie besit-

zen quasihomogene Gleichungen. Das gleiche gilt fir die Singularitéit 55 mit dem

2

Dynkindiagramm H2222

. Nach Satz 1.6.6 und Satz 3.6.2 stimmt der Modul H' mit dem
obigen Modul L' fir jede dieser Singularitdten dberein, und der Operator c¢ 138t

sich mit dem Monodromieoperator der jeweiligen Singularitdt identifizieren. Eben-

so 138t sich nach (1.6.2) fiir einen Graphen H; q,s zu einer Singularitét
L ’ r
T2 einer der (von L' abhdngigen) Operatoren c mit dem Monodromieoperator

P/rg9,X.,S
der Singularitdt identifizieren.

Aug Satz 3.6.2 und unserer Berechnung der Dynkindiagramme erhdlt man auch das

folgende Uberraschende Resultat.
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Korollar 3.6.4: Es sei (X,Y) eins der folgenden Paare von Singularitdten:

2 2
2323'T2233)'

(T (Kio'Llo) oder (Kil’L ). Das Milnorgitter von X bzw. Y bezeichnen

11
wir mit Hx bzw. Hy. Dann gilt: Hx43 p = HY ® p: = Vv (als Vektorrdume, aber
nicht als quadratische Riume). Die zugehdrigen Monodromieoperatoren cx : V>V
und cy ¢ vV + V sind Uber @ konjugiert.

Bemerkung 3.6.5: Die Singularitidten der J'- und K'-Serie erhalt man durch "Ein-

hingung" aus den Raumkurvensingularitdten der J- und K-Serie. Die Einh&ngung ist

dabei die folgende Operation (vgl. [Pickl,]): Einer Abbildung f: ¢+ ¢ mit

f(k.y,Z) = (fl(x,y,z),fz(x,y,z)) wird die Abbildung £ ¢? > CZ mit
fe(w,x,y,z) = (fl(x,y,z)+w2,f2(x,y,z)) zugeordnet. Entsprechend erhdlt man die

2
Spitzensingularititen T
P g 2,4,2,8
1

T
2,q9,2,s

durch Einhfngung aus den Raumkurvensingularititen
. Ein Vergleich der Resultate von Abschnitt 3.4 und der obigen Resultate
zeigt, daB fir die Singularitdten von Tabelle 3.4.1 gilt: Hat f ein Dynkindia-

- e |
ramm bzw. © hat die Einh&ngung f ein Dynkindiagramm
g Gp’q’r’s ( p,q,r,s)' S0 gung vn g

Hz {(bzw. ﬁz ). Die Beziehung zwischen den zugehdrigen relativen Mono-
P/g,x,s p,q,x,s

dromieoperatoren wird durch Satz 3.6.2 gegeben.

Zwischen den 14 Dreiecksingularitdten auf Hyperfldchen in c3 besteht eine selt-

same Dualitdt, auf die Arnold in [Arnold.] aufmerksam gemacht hat. In [Ebeling -

2

Wall] wird eine Erweiterung dieser Dualitat auf eine Klasse von Singularititen
betrachtet, die insbesondere die Dreiecksingularititen der Einbettungsdimension 4
umfaft. Zusdtzlich muB aber die folgende Klasse von JX-unimodalen Flichensingula-

ritaten herangezogen werden, die in der Klassifikation auf die Dreiecksingulari-

tdten folgt:

(d) Die Kodairasingularititen vom Typ I:(kl,kz,ka,k4) und vom Grad

D = zk; =4 (zur Definition und Notation siehe [Ebeling - walll). Fir ein festes
Quadrupel (kl,k2,k3,k4) ist dadurch eine Serie von Singularitdten fir i 2 O

definiert, die mit der Vierecksingularitdt D in der Notation

k,+2,k

1 +2,k

+2,k4+2

2 3
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Von-[Lcoijenga4] fir i = 0 beginnt. Es sind dies die acht bimodalen (im Sinne

von Rechtsiquivalenz) Serien von Hyperfldchensingularitdten und die acht SerienJ!

1,1
K, Kb. _ () # # #

50 Ky g TRy oDy ge Ly g My g Mp o, und

I1 4 von Singulariti3ten der Ein-

bettungsdimension 4. Dabei ist die Serie I als einzige der Serien von Singula-

1,1
ritdten der Einbettungsdimension 4 in unseren Rechnungen nicht erfaft, da die
Singularititen dieser Serie nicht durch Abbildungskeime mit reguldren 2-Jets ge-
geben werden.

Die in [Ebeling - Wall] betrachtete Erweiterung von Arnolds seltsamer Dualitit
ist eine Dualitit .zwischen den acht Dreiecksingularitéten in C4 und den acht bi-
mecdalen Serien.von HyperflAchensingularitdten und eine Dualitdt der acht Serien
von Kodairasingularitdten vom Typ II in c4 untereinander. Dabei wird eine Serie
jeweils durch eine "virtuelle" Singularitdt vertreten, die man erhilt, indem man
i = -1 setzt. Sie wird durch ein Dynkindiagramm reprdsentiert, das man erhalt,
wenn man in Tabelle 1 von [Gabrielov3] und in den Tabellen der Abschnitte 3.3
und 3.5 den Index i gleich -1 setzt, bzw. bei dem Index 2g-1 die Zahl g = O
einsetzt. Diese Dynkindiagramme gehdren zu keiner wirklichen isolierten Singula-
rit3t eines vollstéandigen Durchscﬁnittg der Dimension 2, wie man zeigen kann. Die-
se Dynkindiagramme gind stark 3quivalent zu Graphen vom Typ ép,q,r oder ﬁ;,q,r,s'
Fir die achﬁ bimodalen Serien von Hyperflachensingularititen erhdlt man auf diese
Weise die acht Graphen 0 , wobei (p,q,r) eins der acht Tripel in runden.Klam-

pP.q.,r
mern von Tabelle 3.4.2 fir h = 3 ist. Fiir die entsprechenden sieben Serien von

. . . 4 . . .
Singularitdten in € (wobei wir die Serie Il 4 ausgenommen haben) erhdlt man auf
, .
diese Weise die sieben Graphen ﬁ; q,r,s von Korollar 3.6.3, wobei (p,g,x,s) eins
r ’ r

der sieben Quadrupel in runden, aber nicht eckigen Klammern ist.

Die Zuordnung der Tripel (p,q,r) bzw. Quadrupel {(p,q,r,s) zu den einzelnen
Serien ist in Tabelle 3.6.1 bzw. Tabelle 3.6.2 angegeben. In Tabelle 3.6.1 ist
fdr jede der acht Dreiecksingularit8ten in c4 die im obigen Sinne duale Singula-
ritdt angegeben. Die zugehSrigen Zahlen p,q,r fir die duale Singularitdt (Serie)

stimmen mit den Dolgachevzahlen der Dreiecksingularitdt Gberein, also mit den
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Zahlen p,q,r , wobei DP’ x die Bezeichnung von Locijenga fir die entsprechende
Dreiecksingularitdt ist. In Tabelle 3.6.1 ist auBerdem die Coxeterzahl N der Drei-
ecksingularitdt, d.h. die Ordnung des zugehdrigen Monodromieoperators ¢ der Singu-
laritit angegeben. Es stellt sich heraus, daf sie mit dem Grad einer quasihamoge-
nen Gleichung fir die Vierecksingularitat (vom Typ I;) der jeweiligen dualen Serie
ibereinstimmt. Umgekehrt stimmt die Ordnung des Coxeterelements zu dem Graphen
ép,q,r mit dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Grade der quasihomogenen Glei-
chungen fir die duale Dreiecksingularitdt dberein (siehe [Ebeling - Wall, (5.2)]).
In Tabelle 3.6.2 sind fir jede der sieben Serien Iz(kl'k2'k3'k4) von Kodaira-

singularititen in ¢4 die folgenden Informationen angegeben

die Notation (von Wall) fiir die "virtuelle" Singularitédt (i = -1),

die Zahlen bi = ki +2, i=1,...,4,

die Zahlen p,q,r,s des zugehdrigen Dynkindiagrammg vam Typ ﬁ; q,z,s"
I ’ !

die Coxeterzahl N, d.h. die Ordnung des Operators c zu I

]

!
P.9,r,s

- der quasihomogene Typ (wl,w2 ;dl,dz) von quasihomogenen Gleichungen £ér

Wy W,
die vierecksingularitat I;(kl,kz,k3,k4) der entsprechenden Serie,
- die-duale Singularitit.

Man stellt wieder fest, daB die Coxeterzahl N mit dem kleinsten gemeinsamen
Vielfachen der Grade der Vierecksingularitdt (i = O) der entsprechenden dualen
Serie I: ﬁbefeinstimmt.

Abschliefend sei erwdhnt, daB man auch fir die Serien Jl,i’ Kl,i und K?,i

Raumkurvensingularitdten aus Abschnitt 3.3 eine 'virtuelle" Singularitat fir

von

i = -1 definieren kann. Die zugehdrigen Dynkindiagramme aus den Tabellen 3.3.1

und 3.3.2 mit i = -1 sind dann stark &quivalent zu den Graphen 62226' 62244 bzw.

02235. Die zugehdrigen Quadrupel (p,q,r,s) sind gerade die Quadrupel von der Form

{2,2,r,s) von Tabelle 3.4.2 fir h = 4 , die in runden. Klammern stehen.
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Sing. b1b2b3b4 N (wl,wz,w3,w4;d1,d2) Dual zu
H 2226 40 (2,4,5,6:8,10) I
# . #
Ly 2235 56 (2,3,4,5;7,8) i
Ly 2325 24 (2,3,4,5;7,8) XY
b .

K] 2244 56 (2,3,4,4;6,8) Ly
S 2424 24 (2,3,4,4;6,8) S
#* ¥

M 2334 42 2,3,3,4:6,7 M
t,-1 3 (2,3,3,4:6,7) 1,-1




- 130 -

4. MIINORGITTER UND MONODROMIEGRUPPEN

4,1 Eine Beschreibung der Moncdromiegruppen und verschwindenden Gitter

Wir geben in diesem Kapitel eine Begchreibung der Monodromiegruppe ', der relati-
ven Monodromiegruppe f, der Menge von verschwindenden Zykeln 4 und der Menge von
verschwindenden Zellen A einer isolierten Singularitét eines vollstdndigen Durch-
schnitts gerader Dimension.

Es sei (X,x) eine isolierte Singularitdt eines vollsté&ndigen Durchschnitts, die

n

durch einen Abbildungskeim £: (C +k,0) - (mk,o) gegeben wird. Es sei

O+H'+H+H >0

die zugehdrige grundlegende exakte Sequenz Qon Gittern aus Kap. l.1. Es seli Aut(H)
die Automorphismengruppe des ganzzahligen (symmetrischen oder schiefsymmetrischen)
Gitters H und T < Aut(H) die Monodromiegruppe. Das zu H gehdrige nicht ausgear-
tete Gitter H/ker H bezeichnen wir mit H. Das Bild von T unter der Abbildung

Aut (H) ; Aut (H) bezeichnen wir mit Fs' den Kern der Abbildung [ -+ Fs mit Fu.
Die Untergruppe Ps heiBt der einfache, die Untergruppe Fu der unipotente Teil der
Monodromiegruppe. Der unipotente Teil Pu der Monodromiegruppe ist abelsch und in

der Untergruppe ker(H) ® H von Aut(H) enthalten [Looijénga (7.11)]. Hierbei

3!
fassen wir ker(H) @;E als Untergruppe von Aut{H) auf, indem wir

vVeeweE ker(H) ® E die wie folgt definierte Abbildung zuordnen
(vewi (y): =y +<y,wv fir y E€H .

Es sei nun L ein beliebiges symmetrisches gerades Gitter mit Bilinearform
<, > Es sei ¢ = x1l . Die zu einem Minimalvektor v der Quadratlinge

<v,v> = 2¢ gehlrige Spiegelung s, ist definiert durch

- _ 2 <y,v>
sv(y) y p—— v fiir y €L .
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Wir bezeichnen mit Re(L) diejenige Untergruppe von 0(L}, die von allen Spiegelun-
gen s zu Minimalvektoren v der Quadratldnge <v,v> = 2e erzeugt wird (siehe

Kap. 5.1). Wir definieren einen Homomorphismus

GE: o(r) » {+1,-1}

(reelle Spinornorm) wie folgt. Es sei g € O(L) und g das induzierte Element in

(L) . Hierbei ist L = (L/kerL) ® R . Dann kann man g in O(L_) als Produkt
von Spiegelungen 5 = svl.... svr gchreiben, wobeil die Vektoren v, nun beliebige
Lange haben k&nnen. Wir definieren

{i +1 falls e<vi,vi> < 0 fdr eine gerade Anzahl von Indizes,
g {g): =
£

-1 sonst.

Die Untergruppe von O(L) aller Einheiten g mit Gs(g) = 1 bezeichnen wir mit
o'(n).
€

Diese Untergruppe kann auch wie folgt charakterisiert werden. Es sei t, bzw,
t_ die Dimension eines maximal positiv bzw. negativ definiten Unterraums von
an =L®IR und tO der Rang von ker L. Die Menge aller orientierten maximal
g-definiten Unterr&ume von Lﬂibildet eine offene Teilmenge der GraBmannmannigfal-
tigkeit Gzr(L

£
Pann ist g € Oé(L) genau dann, wenn g die Zusammenhangskomponenten invariant

HQ , die zwei Zusammenhangskomponenten hat, wenn L indefinit ist.

138t (vgl. [Looijenga., (7.12)]).

3'
Wir bezeichnen mit I¥ das duale Gitter Hom(L,Z) und mit 3j: L - I¥ den natir-

lichen Homomorphismus. Es sei 1 der kanonische Homomorphismus

t: o(L) +» aut(r¥/5(L))

. C o . . .
Es sei OE(L) diejenige- Untergruppe von O(L)}, die aus allen Einheiten g € O(L)

mit UE(g) =1 und t(g) =1 besteht (vgl. XKap. 5.1). Es gilt

*
RC(L) C OE(L) .
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/2

Nun sei L = H , n gerade und ¢ = (--—1)n . Das Tripel (t_,to,t+) bezeichnen

wir in diesem Fall mit (u_,u.,H ). Wir nennen eine Singularitdt parabolisch,

o "+

wenn u_e =0 und yY. > 0 gilt, und hyperbolisch, wenn u_e =1 1ist., Mit die-

o]

sen Definitionen k&nnen wir die folgenden Resultate formulieren.

Theorem 4.1.1: Fiir eine isolierte Singularitit (X,x) eines vollst&ndigen Durch-

schnitts der geraden Dimension n gilt:

(i} Die Singularitat (X,x) hat genau dann eine e-definite Schnittform, wenn (X,x)
eine einfache Hyperfléchensingularité&t ist.

(ii) Die Singularit&f'(x,x) ist genau.dann parabolisch, wenn (X,x} vom Typ ﬁe,

Eo . Ee oder Dn.+3 ist.

(1ii) Die Singularitdt (X,x) ist genau dann hyperbolisch, wenn (X,x) vom Typ

T (p=2,g=3,7%r ;p=22,42qcr,5r; 3=p=qgq=r,4c=rn),
P:q,x

2 n
T 2 = s=r, 2 = = = d =< = = ist.
0.4, 2,8 ( P=r q £s, 3 £s) oder T2,q,2,3 (2 £qg=3s, 3=3s) ist

Theorem 4.1.2: Es sei (X,x) eine isolierte Singularitit eines vollsténdigen

burchschnitts der geraden Dimension n, die nicht hyperbolisch ist oder hyperbo-

2 4

. n/2
lisch vom Typ T237, Topg T334, T2223,<T2223. Es sel ¢ = (-1) . Dann gilt:

(i) Die Monodromiegruppe ' (relative Monodromiegruppe {') 148t sich wie folgt

beschreiben:

T =R (H) = 0 (H) ,
£ €

f =R (@B =07@) .
E €
(ii1) Die exakte Sequenz
laT >+T>p1 1
u s

spaltet (nicht kanonisch) und ist gleich der folgenden (nicht kanonisch) spalten-

den exakten Sequenz:

1 > ker(H) ®H + 0 (4) O (H) -1 .
e -+ E
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. * —
Insbesondere ist I‘s von endlichem Index in OE(H) , also arithmetisch.

(iii) Es sei (X,x) kein gewdhnlicher Doppelpunkt {(d.h. nicht vom Typ Al) . Dann
148t sich die Menge von verschwindenden Zykeln A (Menge von verschwindenden Zel-

len E) wie folgt beschreiben:

6= {vEH|<vV>=2 und <v,H> = T} ,

A={vef|<w,v>=2 und <v, B> ==} .

Insbesondere hingen alle Invarianten auBer in den Ausnalmefdllen nur vom Mil-

norgitter H bzw. von dem Gitter H ab.

Theorem 4.1.3: Fdr alle isolierten Singularitéten von vollst&8ndigen Durchschnit-

ten gerader Dimension gilt:
(i} Der unipotente Teil I‘u der Monodromiegruppe stimmt mit ker(H) ® H tberein,

und man hat die (nicht kanonisch) spaltende exakte Sequenz

1+ker(H)®§+!‘:1‘s+1 .

(1i) Die Beziehung zwischen [ und I' wird durch die folgende (nicht kanonisch)

spaltende exakte Sequenz gegeben

1t +H' @ H+1 T >1.

-~

Die Beweise der obigen Theoreme werden in Abschnitt 4.2 gegeben.

" Bemerkung 4.1.4: Bei den hyperbolischen Singularititen gilt fdr die Zahl .

Mg = rg{ker (H))

1 fir T p T2
pP:q,r pP.q,r,s
0O n
2

n~-1 fdr T

¢ dr2,8

Die Gruppe l"s ist die Coxetergruppe, die zu einem der Coxetergraphen von Abbil-
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dung 4.1.1 gehdrt. Dies folgt fiir die Singularitédten TP q.r aus [Gabrielovzj, far

M

2 n
iy .3.7 nd fdr T aus Kap. 3.2.
Tp,q,r,s aus [Looljengal, III ] u 2,q,2,8 P

T . *—— . - > —e

p:q,r’ \ ~ 40 v o

q r
g
T2 :
p.q.,xr,s

2,q,2,s: L

Abbildung 4.4.1

Das Gitter H ist das entsprechende Gitter zu dem jeweiligen Coxetergraphen. Wir

bezeichnen es entsprechend mit @ ’ Q2 bzw. Qn . Die Diskriminante
P.q9.,X Pq,x,s 2,8,2,s
des Gitters QP ist in Kap. 3.4 angegeben, fidr die Diskriminanten der anderen
I !

Gitter gilt:
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- (_1)p+q+r+s

. 2 -
dlsk(Qp’q’r's) ({p+xr) (g+s) pars) ,

disk(Q) ) = gIFstn

Q2.8 4(g+s-gs) .
14

Nach [Bourbakiz, Ch. V, § 4, Exercice 12] ist Fs genau dann von endlichem. Index

in O(H), wenn Fs die Coxetergruppe zu einem Coxetergystem vom hyperbolischen Typ

2

237" T245’ T33g’ Ta223 der Fall. Des-

und

4
ist. Dies ist nur fidr die Graphen T T2223

halb ist die Aussage (i) fdr die in Theorem 4.1.2 ausgenommenen Singularitdten
falsch und Fs'ist nicht von endlichem Index in O(H).

Ein Coxetergraph wie oben definiert ein verallgemeinertes Wurzelsystem A in
H im Sinne von Kac-Moody-Liealgebren. Die Menge von verschwindenden Zykeln 4 ist
in diesem Fall das Urbild von 4 in H unter der Abbildung H -+ H (vgl. [Looijenga3,
(7.23)], (slodowy,, 1.17]).

Im Falle ungerader Dimension hat man die folgenden Resultate, die wir zum Ab-~
schluB erwdhnen wollen. Diese Resultate wurden in voller Allgemeinheit von W.Jans-
sen bewiesen [Janssenl], nach Teilresultaten von N. A'Campo [A'Campoll, B.Wajnryb

1.

[Wajnrybl] und S.V. Chmutov [Chmu.tovl'2
Im Falle ungerader Dimension ist H ein gchiefsymmetrisches Gitter. Wir bezeich-

nen mit Sp(H) die zugehdrige symplektische Gruppe, und es sei wie oben

T: Sp(H) -+ Aut(H#/j(H)) der kanonische Homomorphismus. Wir definieren

Spﬁ%H): = ker 1 . Es gel GH diejenige Untergruppe von S§#(H), die aus allen Auto-

morphismen besteht, die trivial auf Hﬁ72j(H) operieren. Sie enth&dlt eine gewig-

se Kongruenzuntergruppe von Sp#(H). Dann gilt:

Thgorem 4.1.5 [Janssenl, (2.5) und (2.9)]: Fir alle isolierten Singularitaten auf
vollstindigen Durchschnitten ungerader Dimension gilt:

(i) Die Monodromiegruppe T enthilt die Gruppe GH und ist damit von endlichem In-
dex in Sp#(l-l) .

(ii) AuBer im Fall eines gewdhnlichen Doppelpunktes gilt filr die Menge von ver-

schwindenden Zykeln A: Ein Vektor v € H ist genau dann in A enthalten, wenn es
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ein y €H undein § € A gibt mit <v,y> =1 und v - 6 € 2H .

Bemerkung 4.1.6: Im Falle ungerader Dimension hingt die Monodromiegruppe und die

Menge von verschwindenden Zykeln nicht nur vom Milnorgitter ab, vergleiche { chmu-

tovz,.2.2.].

4.2 Reduktion auf algebraische Resultate

Wir geben in diesem Abschnitt die Beweise der Theoreme 4.1.1, 4.1.2 und 4.1.3.
Insbesondere reduzieren wir die Aussagen .von Theorem 4.1.2 auf algebraische S&tze
dber Monodromiegruppen von verschwindenden Gittern, die in Kap. 5 bewlesen werden.

Eine entscheidende Rolle spielt dabei der folgende Satz.

Satz 4.2.1: Jede isolierte Singularitdt eines vollstdndigen Durchschnitts der

Dimension n = 1 , die keine einfache Hyperfldchensingularitdt und nicht vom Typ

o ~ ~ . 2 . n . . . .
t

EG‘ E7, EB' Dn+3' Tp,q,r’ Tp,q,r,s oder T2,q,2,s ist, kann in eine exzeptionelle

(n-k)

unimodale Hyperfldchensingularitdt, eine Singularitit J2n+5

(vgl. Kap. 3.3) oder

2233 (n 2 3) (vgl. Kap. 3.1) deformiert werden.

in eine Singularitdt T
Beweig: Fir die Hyperflichensingularititen folgt die Behauptung aus der Klassifi-
kation von Arnold, wie von D. Siersma bemerkt wurde {(vgl. [Brieskorn4, p. 46]).

Es sei nun (X,0) eine Singularitit, die durch einen aAbbildungskeim

£, (mn+k

k , . . . oy mL s
0} -~ (C,0) mit k 2 2 , isolierter Singularitidt in O und df(0) = 0
gegeben wird. Die folgenden Argumente verdanke ich C.T.C. Wall,
Wir betrachten zundchst den Fall kX =2 und n =1 . Ist der 2-Jet von f re-

gular, so kdénnen wir die Ergebnisse aus Kap. 3.1 anwenden. Hat das zugehdrige

nicht ausgeartete Bischel von Quadriken nur Eigenwerte der Multiplizitat =2

1
2,9,2,s

¢ SO

ist die Singularitdt vom Typ 54 oder T . Andernfalls deformiert die Singu-
laritdt in eine Singularitdt mit Segresymbol {3} , also in eine Singularitat der

J-Serie. Diese wiederum deformieren in die Singularitat J7.
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Ist der 2-Jet von f singuldr, so missen wir nach [Wall4, § 4] zwei Fille be--" ..
trachten. Im einen Fall hat das zugehdrige Bilschel Rang 2 und der requldre Anteil

hat das Segresymbol {1,1}. Dann liefert
(2xy,x2+y2+2txz)

eine Deformation in die J-Serie. Im anderen Fall hat das zugehdrige Bischel Rang O.

Dann liefert

(2xy,yz+tx2)

eine Deformation in die J-Serie.
Nun sei weiter k =2 , aber n = 2 . Ist der 2-Jet von f singuldr oder regu-
18r und einer der Eigenwerte des zugehdrigen Bidschels von Quadriken hat eine Mul-

tiplizitdt =3, so deformiert f in einen Abbildungskeim

2 2

~ 2 2
£ & (wl,alwl) A ... B (Wn-l’an—lwn-

)

mit £ (CB,O) nd (CZ,O) und allen a; verschieden und verschieden von den Eigen-
werten von jzf, so daB f die obigen Eigenschaften hat. Nach dem soeben betrachte-

ten Fall n = 1 deformiert £ in die Singularitdt J_,, also f in die Singqularitat

7
Jéglé). Andernfalls ist das zu dem 2-Jet von f gehdrige Bilschel von Quadriken re-
guldr und alle Eigenwerte haben eine Multiplizité&t =2. Ist £ nicht vom Typ 5n+3'

2

T oder T , so ist n 2 3 und mindestens zwei Eigenwerte haben genau
P'qlrls 2' 2

die Multiplizitat 2. Die einfachste Singularitdt mit diesen Eigenschaften ist die

Singularitdt T2233. Also deformiert £ dann in diese Singularitat.

SchlieBlich betrachten wir den Fall k = 3 , n > 1 . Chne Beschrinkung der

Allgemeinheit kénnen wir dann k = 3 annehmen, da wir sonst £ so deformieren
k&nnen, daf k-3 Komponentenfunktionen linear werden. Es sei also k = 3 . Wir zei-
gen, daB f eine Stdrung ft besitzt, so daBf fir t # 0 die Abbildung ft die glei-

n+2

che Singularitit definiert wie eine Abbilaung I _: (¢"*2,0) » (€®,0) , deren 2-Jet

einen Eigenwert der Multiplizitdt >3 hat.
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} die Koordinaten von ¢n+3 und z' = (zl,...,zn

).

i Z 2 (2 ,2Z,7400,2
Es seien ( o'%1" '

n+2 +2

Bs sei 3°f = (@,,4,,q) wd ql(z..02,0) =020,z o) fir i=1,2,3.

n+2 177 n+2

Es sei Qi die Matrix von qi. Dann definiert die homogene Gleichung
t ] L} —
det(Ein + 5292 + 53Q3) =0
eine Kurve L C PZ(G) vom Grad n + 2 2 3 . Es sel
a1£1 + a2£2 + a3£3 =0

die Gleichung einer Geraden in P2(¢), die die Kurve I in einem Punkt mit Schnitt-

multiplizitdt >3 trifft, etwa eine Wendetangente. Wir betrachten dann die Stdrung

ft(z) = (fl(Z)+talzo,f2(z)+tazzo,f3(z)+ta320) .

Dann hat diese Stérung die gewlnschten Eigenschaften: Da ai # 0 £ir mindestens
ein i gilt, k&nnen wir ohne Einschrankung ay # O annehmen. Durch einen linearen

Koordinatenwechsel im Bildraum kdnnen wir erreichen, daf

.2
j ft(Z) = (a3q1(z)-a1q3(z),a3q2(z)-a2q3(z),q3(z)+ta3zo) .

L3sen wir die Gleichung q3(zl+ta3zo = Q nach Z, auf und setzen den Ausdruck fir

zo in ft ein, so erhalten wir:

.2
] ft(z) = (a3qi(z')-a1q§(z'),aaqé(z')-azqé(z'),q3(z)+ta3zo) .

Nach der Wahl der a; . i=1,2,3 , folgt, daB das durch a {(z')~-a (z') und

193

2q§(z') bestimmte Bischel wvon Quadriken mindestens einen Eigenwert der

)

3%
1 Tty o

a3q2(z )-a

Multiplizité&t 23 besitzt. Daraus folgt die Behauptung des Satzes fir f und damit

ist satz 4.2.1 vollstdndig bewiesen.

Beweis von Theorem 4.1.1: Fir Hyperflichensingularitdten ist die :Aussage von

Theorem 4.1.1 wohlbekannt (vgl. [Arnoldl]}.

Wir betrachten daher isolierte Singularitdten von vollstandigen Duxrchschnitten,
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die keine Hyperflachen sind. Die Singularitdten vom Typ 6n+ gind parabolisch

3

2 n . .
nach Kap. 2.3. pie Singularitdten vom Typ Tp,q,r,s und Tz,q,z,s sind hyperbolisch

nach Bemerkung 4.1.4.

(n-1)

2n+5 nach Kap. 3.3 und fir die Sin-

Es gilt Weo = 2 fur die Singularitd8ten J

n

gularitéten T2233 nach Kap. 2.5, Nach Satz 4.2.1 deformieren alle anderen Singula-

ritdten in diese Singularitdten. Nach [Looijenga., Proposition (7.13)] gilt dann

3

auch 3 = 2 fur alle anderen Singularit&ten. Damit ist Theorem 4.1.1 bewiesen.
-e

Beweis von Theorem 4.1.2: Wir unterscheiden je nach den Werten von oo und Ko

vier Fé&lle.

(a) u =0,

- uo =0 :

In diesem Fall ist das Milnorgitter e-definit und (X,x) ist eine einfache
Hyperflachensingularitdt. Die Mengen von verschwindenden Zykeln und die Monodro-
miegruppen sind in diesem Fall endlich. Es sind die Wurzelsysteme und zugehdrigen
Weylgruppen vom Typ Au, Du, EG’ E7 oder EB' Die Aussagen (i) - (iii) prift man in

diesen-F8llen leicht nach.

(B) u_€=0, po#O:

In diesem Fall ist das Milnorgitter parabolisch. Die zugehdrigen Singulari-

tdten sind die Singularitdten vom Typ Ea, E7, EG oder ﬁn‘ . Hierfir sind die Aus-

+3

sagen (i) - (iii) ebenfalls bekannt (vgl. [Looijenga., (7.23) (a)]) bzw. folgen

3!
leicht aus Kap. 2.3.

(Q) u_s =1

Fir die hyperbolischen Singularitdten haben wir die Aussagen nur fdr die

2
. T und

4
Falle T,agv Thagr Ti3g7 Taon3 T2223

zu Uberprifen. Nach Theorem 4.1.3 und Be-
merkung 4.1.4 ist die Monodromiegruppe I' das semidirekte Produkt von ker(H) @ H
mit der Coxetergruppe W = Fs zu dem entsprechenden Coxetergraphen. Es reicht zu
zeigen, dal W = O:(ﬁ) und A = {v € H,|<v,v> = 2e} gilt, wobei A das Bild von

A in H ist. Diese Aussagen werden in Kap. 5.5 bewiesen.
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(D) Moo > 2

In diesem Fall leiten wir die Aussagen von Theorem 4.1.2 aus den algebrai-
schen Resultaten von Xap. 5 ab. Dazu missen wir zeigen, daf fir eine Singularitit
(X,x) mit Moo > 2 die verschwindenden Gitter (H,A) und (H,4) vollstandig .im Sin-
ne von Definition 5.3.1 sind. bPann folgt die Aussage (i) aus Theorem 5.3.2 und
5.3.3, die Aussage (ii) aus (i) und Lemma 4.2.2 und die Aussage (iii) aus Satz
5.3.5.

Nach Satz 4.2.1 und Theorem 4.1.1 deformieren alle Singularitdten (X,x) mit

Moo > 2 ineine Singularitdt (Y,y), wobei (Y,y) eine exzeptionelle unimodale Hy-

. . -1 .
perflachensingularitét oder eine Singularitat vom Typ J;§+5) oder T2233 ist. Nach
[Looijenga3, Proposition {(7.13)] enthdlt das verschwindende Gitter (H 4 ) bzw.

(ﬁx,ﬁx) von (X,x) das verschwindende Gitter (Hy,Ay) bzw. (ﬁy,ﬂy) von (Y,y). Nach
Bemerkung 5.3.8 reicht és daher zu zeigen, daB die verschwindenden Gitter (Hy,Ay)
und (ﬁy,ﬁy) von (Y,y) vollstindig sind.

Die exzeptionellen unimodalen Hyperflichensingularititen.besitzen nach [Ebelingl]
([Gabrielovzl) eine spezielle stark ausgezeichnete Basis von verschwindenden Zy-

keln, wobei speziell im Sinne von Definition 5.4.1 zu verstehen ist. Die Singula-

{n-1)
2n+5

besitzen nach Bemerkung 3.3.5 und die Singularitdten ™ nach

ritdten J 2233

Kap. 2.5 eine spezielle schwach ausgezeichnete Basis von verschwindenden Zellen
bzw. ein spezielles schwach ausgezeichnetes Erzeugendensystem von verschwindenden
Zykeln. AuBerdem enthalten die entsprechenden Milnorgitter jeweils ein Untergitter

vom Typ A, L U L U . Aus Theorem 5.4.2 folgt daher, da die Aussage (ii) von

2

Korollar 5.3.6 erfllt ist. Aus diesem Korollar folgt dann, daB die betreffenden
verschwindenden Gitter (Hy,ﬁy) und (ﬁy,ﬁy) vollst@ndig sind. Damit ist Theorem

4.1.2 bewiesen.

Lemma 4.2.2: Esg sei ein gerades Gitter L, ein Untergitter L1 mit L1 C ker L

und eine orthogonale Spaltung L = L, 1 X gegeben. Dann gibt es dazu eine spal-

1
tende exakte Sequenz
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1 BRK >0 (L) 0O (K) + 1
+ -
- Ll ’ £ + g

Bewels: Die gegebene Spaltung L = L1 1. X fidhrt zunachst zu der folgenden spal-

tenden exakten Sequenz

1 +L, ® K#

- -+
) > 0(L) | oK) x o(L,) > 1 .

Dabel operiert v ® ¢ E L1 ® k¥ trivial auf L1 und auf X durch

(v oaply) =y +¢lyl)v fir y €K ., Fir O:(L) C 0(L) erh3lt man daraus die

-

ocbige Sequenz (vgl. auch [Ebelingl, §3D.

Beweis von Theorem 4.1.3: Fir die nicht hyperbolischen Singularitften folgen die

Bussagen (i) und (ii) aus Theorem 4.1.2 (i) und Lemma 4.2.2.
Fiir die hyperbolischen Singularitdten ist die Russage (i) auBer fdr die Singu-

laritadten 'I‘n bekannt, siehe [Gabrielovz], [Looijenga (7.23)]. Die Aussa-

2,9,2,s 3

gen (i) und (ii) beweist man fir die hyperbolischen Singularitften mit Hilfe der

angegebenen Dynkindiagramme. Aus diesen Dynkindiagrammen folgt, da8 der Kern

-~

ker H wvon H von Differenzen von verschwindenden Zellen erzeugt wird (vgl. Kap.
2.5 und 2.4). Es sel L ein gerades Gitter mit L = L1 4 K und L1 C ker L .

Fir v®wEL1®E mit <w,w>=2c, €= ,gilt dann:

(v @ w(y) = (sw ° sw-sv)(y) filr v €L (v ®w operiert wie die Eichler-Siegel-

Transformation w-v w' vgl. Kap. 5.1). Mit Hilfe dieser Tatsachen kann man die Be-

hauptungen von Theorem 4.1.3 aus den angegebenen Dynkindiagrammen herleiten.

4.3 Globale Monodromiegruppen und Lefschetzbllschel

Aus den Beschreibungen der lokalen Invarianten in Abschnitt 4.1 kann man auch Re-
sultate fir globale Invarianten von projektiven vollstandigen Durchschnitten ab-
leiten. Wir betrachten hier den Fall gerader Dimension, zum Fall ungerader Dimen-

sion giehe [Janssenl], [Beauvillel].

Fir 4 = (dl,...,dk) sei S, q der projektive Raum, der die vollstindigen Durch-

7
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schnitte von k Hyperfldchen vom Grad dl""'dk im komplexen projektiven Raum

n+k
Ir

= Pn+k(¢) parametrisiert. Zu den glatten vollstandigen Durxchschnitten ge-

hért eine offené Teilmenge U = dieges Raumes. Es gsei m: ﬁé + U die

Un,d

zugeh&rige Familie von glatten projektiven vollstindigen Durchschnitten. Es sei
Yu die Faser Uber einem Basispunkt u € U . Die Fundamentalgruppe nl(U,u) operiert

auf der primitiven Kohomologiegruppe Pn(Yu,ZH . Das Bild Fn dieser Darstellung

'd

p: ﬂl(U,u) g Aut(Pn(Yu,zn) nennen wir die globale Monodromiegruppe der univer-
sellen Familie von projektivén vollstdndigen Durchschnitten der Dimension n und

vom Multigrad d = (d,,...,d,) . Wie in {Ebelinga, § 6] fdr Hyperfldchen, kann

k

man allgemeiner fir vollstd&ndige Durchschnitte aus Theorem 4.1.2 ableiten:

Korollar 4.3.1: Es sei n gerade, ¢ = (—l)n/2 . Dann stimmt die globale Monodro-

miegruppe Fn mit der Gruppe OZ(Pn(Yu,zn) dberein, ist also von endlichem Index

,d

in o(P“(Yu,'zzn und daher arithmetisch.

Die verschwindenden Zykel und verschwindenden Zellen sind von Lefschetz ur-
springlich im Zusammenhang mit Lefschetzbischeln eingefiihrt worden [Lefschetzl].
Wir k&nnen nun unsére Resultate auch auf diese Situation anwenden. Wir stellen’
diese Situation kurz dar, wobei wir fir Einzelhéiten auf‘[Lamotkel] verweisen.

Ein Bidschel von Hyperebenen inZPN besteht aus allen Hyperebenen voniEN, die
einen festen (N-2)-dimensionalen projektiven Unterraum A enthalten, der die Achse
des Bischels genannt wird. Ein solches Buschel entspricht einer Geraden % im dua-
len projektiven RaumIﬁN, und wir bezeichnen das Bischel mit {Ht}tem‘ Es sei Vv
eine nichtsinguldre Untervarietdt von Eﬁq der Dimension n+l. Wir betrachten die
Durchschnitte V. =VnNH flr t € £ . Man nennt {Vt}tez
ebenenschnitten von V. Fir eine Hyperebene H ist V N H genau dann nichtsingulér,

ein Blschel von Hyper-

wenn H nicht tangential zu V ist. Die zu V tangentialen Hyperebenen entsprechen
den Punkten der zu V dualen Varietdt ¥ in IﬁN. Die duale Varietdt ist im allgemei-

nen eine Hyperfldche mit Singularititen. Wir verlangen nun, daf die Gerade & die
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duale Varietdt V transversal und nur in requldren Punkten schneidet. Diese Bedin-
gung ist fir eine generische Gerade £ erfdllt. Das Bdschel {Vt}tez von Hyperebe-

nenschnitten nennen wir dann ein Lefschetzbidschel. Dann schneidet die Achse A des

zugehdrigen Billschels von Hyperebenen die Varietdt V transversal. Es sei Y der
Raum, den man erhdlt, wenn man V léngs A aufbldst. Dann ist Y nichtsinguldr, und
man erhdlt eine Abbildung F : Y - 2 mit den folgenden Eigenschaften: Die Fasern
von F sind die Hyperebenenschnitte Vt und die kritischen Werte von F sind die
(endlich vielen) Punkte von V N % . Die singul&ren Fasern haben genau einen sin-
guléren Pﬁnkt, und dieser ist nicht ausgeartet, also ein gewdhnlicher Doppelpunkt.
Auflerhalb der kritischen Werte hat man ein lokal triviales Faserbindel
F:Y »L .

Es sei ID eine Kreisscheibe in &, die die kritischen Werte von F im Innern
enthdlt und t ein Punkt auf de.tg Rand von ID. Es sgeil Y]D = F_l (ID) und

Y = F_ltt) . Nach Kap. 1 sind dann die Menge von verschwindenden Zykeln

A C Hn(Yt,Z) , die Menge von verschwindenden Zellen A ¢ Hn+1 (Y]D ,Yt) und die

zugehdrigen Gruppen [, < Aut(Hn(Yt,Z)) und [+ C Aut(HI_l

a A 1 (¥p r¥,))  definiert.

+

Die verschwindenden Zykel 6 € A& erzeugen die Untergruppe Pn(Yt,Zz) von Hn(Yt,Z) .

die primitive oder verschwindende Homologieg:_:uppe. Die Menge der verschwindenden
Zellen A erzeugt die relative Homologiegruppé Hn+1(YID ’Yt) ’ die. vom Rang m ist,
wobei m die Anzahl der kritischen Werte von F ist. Je zwel verschwiridende Zykel
kénnen bis aufs Vorzeichen durch die Gruppe T A ineinander tberfihrt werden [Lamot-

kel, (7.3.5)]. Im Falle gerader Dimension ist also A ein Orbit unter FA' Im Falle

ungerader Dimension folgt dies unter der Voraussetzung, daB es 61,62 € A gibt
mit <61,52> =1 [Janssenl, Lemma (2.1)]. Dies ist auch eine der Bedingungen, die
ein verschwindendes Gitter (L,A) erfiillen muBf {(siehe Kap. 1.3). Falls es also

(auBer fiir rg Pn(Yt,Z) = 1) & ,62 € A mit <61,62> =1 gibt, so folgt, daB

1

(Pn(Yt,Z) ;A und ,Yt) ,8) verschwindende Gitter sind.

(Hn-l-l (Y]D

Nun sei ¥ ein vollstandiger Durchschnitt und {Vt}tEE ein Lefschetzblischel von

Hyperebenenschnitten von VvV, so daR fir alle t € & Vt ein vollstdandiger Durch-
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. . +X
schnitt der Dimension n und vom Multigrad d = (dl""’dk) in ®" ist. Ist V
hinreichend allgemein, so 'folgt aus einem Satz von Zariski, daB die Inklusion

Feu

n.d einen Epimorphismus der Fundamentalgruppen induziert. aAnstelle der Ope-
’

ration der Fundamentalgruppe 171(Un d,t) auf der primitiven Kohomologiegruppe

r
pn(‘zt,z) wie oben k&énnen wir auch die Operation auf der primitiven Homologiegrup-
pe Pn(Yt,ZZ) betrachten, die Poincaré-dual zu Pn(Yt,Z) ist. Das Bild dieser Dar-

stellung in O(Pn(Yt,ZZ}) bezeichnen wir ebenfalls mit l"n . Dann folgt, daB die

.4

Monodromiegruppe Fn mit der Gruppe T A dbereinstimmt.

d
’
Zu der lokalen Situation besteht nun die folgende Beziehung. Es seil YO ein

. +
reea,d in :IPnk,der

vollstandiger Durchschnitt von k Hyperfldchen vom Grad d "

1
in einem Punkt x eine isolierte Singularitit besitzt., Die Milnorfaser Xn dieser
Singularitit ist der Durchschnitt einer glatten Nachbarfaser Yn von Yo mit einer
kleinen Kugel um x in ]Pn+k . Es sei Hx = Hn(xn,zz) und Ax c Hx die zugehbdrige
Menge von verschwindenden Zykeln. Durch Transport von Yn nach ¥ € erhdlt man einen’
Haomomorphismus 1: Hx > Pn (Yt,z) , der die Schnittformen respektiert und Ax nach
A abbildet. Ist die Schnittform auf Hx nicht ausgeartet, so ist dieser Homomor-
phismus injektiv.

Es sei nun n gerade. Unter Benutzung der obigen Beziehung kann man dann zeigen,
daB die Paare (Pn(Yt,ZZ),A) und (Hn+1(YID ,Yt),a) fir x =1, 423 und n z 4
far d =3 , sowie k22, & # (2,2) vollstidndige verschwindende Gitter sind
[Beauvillel]. Dazu muf man geeignete Sinqularitaten (Yo,x) finden, fdr die nach
dem Beweis von Theorem 4.1.2 die verschwindenden Gitter (Hx,Ax) vollsténdig sind,
und fdr ‘die die Gitter H_ auBerdem nicht ausgeartet sind. In [Beauvillel] wird
zum Beispiel gezeigt, daf man unter den angegebenen Voraussetzungen immer einen
vollstindigen Durchschnitt der Dimension n und vom Multigrad 4 in IIlE'nH'c finden
kann, der eing exzeptionelle unimodale Hyperfldchensingularitdt vom Typ U12 hat.
Also folgt, daR auch in diesem Fall die Beschreibungen von Theorem 4.1.2 fir die
Mengen 4 und 3 und die Gruppen. FA = Fn,d und 1"[3 gelten, wobei man hier H.durch
Pn(Yt,Z) und H durch Hn+1(Y1D ,Yt) zu ersetzen hat. Es bleiben nun noch die Qua-



- 145 -

driken, kubischen Flichen und Durchschnitte von zwei Quadriken Ubrig. Fir diese

sind die Gitter Pn(Yt,Zﬂ definit und entsprechen den Gittern A,, E_ bzw. D+

1 6 3°

Man prift nun direkt nach, daB die Beschreibungen von Theorem 4.1.2 entsprechend

auch fir diese vollstdndigen Durchschnitte mit Ausnahme der Aussage (iii) fir die

Quadriken gelten.

Bemerkqgg_4.3.2: Der Index in Korollar 4.3.1 138t sich auch genau bestimmen. Das
Gitter L = Pn(Yu,zH ist nicht ausgeartet. Fir indefinites L folgt aus [Nikulinl,
1.14.2), daB der Homomorphismus T: O(L) - o(r¥/1) surjektiv ist. Dies kann man
im {brigen auch fir die obigen definiten Gitter zéiéen. Fiir eine Spiegelung s,

zu einem Vektor v mit <v,v> = -2 gilt: UE(SV) = -1 , aber s, € ker T . Des-

in 0(L) gleich der Ordnung von

halb ist fir indefinites L der Index von Fn a
?

O(L#/L) multipliziert mit 2.

Beispiel 4.3.%: Fir k =1, n=2, 4 =4 ist der Index von Fn in O(L)

4
r
gleich 4.

In dem uns vorliegenden Preprint [Beauvillel] wird behauptet, daR die Gruppe

Pn a mit der Untergruppe Oé(L) von O(L) zusammenfallt, die fir indefinite Gitter
, .

L vom Index 2 in O(L) ist. Dies ist deshalb leider im allgemeinen nicht richtig.
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S. MONODROMIEGRUPPEN VON SYMMETRISCHEN VERSCHWINDENDEN GITTERN

5.1 Einheiten von Gittern

Es sei L ein gerades Gitter, d;h. ein freier endlich erzgugter Z -Modul mit einer
symmetrischen Bilinearform < , > mit <x,x> € 2Z f£fir alle x € L . Wir hezeich-
nen mit O(L) die Gruppe der Einheiten (= Isometrien) von L. Es sei ¢ = #1 . Ein
Vektor 6 €L mit <§,8> = 2¢ heiBt ein Minimalvektor der Quadratl8nge 2e. Die

zu einem solchen Vektor § gehdrige Spiegelung Ss ist definiert durch

2<x, 6>

3,55 § fir x €L .

ss{x) n x -

Es sei A €L eine Teilmenge von L mit <§,8> = 2¢ fir alle § € A . Wir bezeich-
nen mit Z.A das Untergittef, das von A aufgespannt wird, und mit I‘A die Unter-

gruppe von O(L), die¢ von den Spiegelungen s, flir § € A erzeugt wird. Mit Re(L)

§
bezeichnen wir diejenige Untergruppe von O(L), die von allen Spiegelungen S, die

zu Minimalvektoren v der Quadratlinge 2¢ geh®ren, erzeugt wird.

+*
Wir definieren eine Untergruppe OE(L) von O(L) wie folgt. Wir bezeichnen den
Kern (das Radikal) von L mit ker I und definieren E = L/ker L , das zugehdrige

® R = IR.E . Wir definie-

(ol

nicht ausgeartete Gitter. Auferdem setzen wir E]R o

ren einen Homomorphismus
g o(L) » {+1,-1}

{reelle Spinornorm) wie folgt. Es sei g € O(L) und g das induzierte Element in
O(E) C O(EEJ . Dann kann man E in O(EBQ als Produkt von Spiegelungen

g=s_ ° ... ° Sv schreiben. Wir definieren
1 r

+1 falls e<vi,vi> < O fldr eine gerade Anzahl von Indizes,
cre {(g): =

-1 sonst.
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Wir bezeichnen mit ¥ das duale Gitter Hom(L,Z) und mit j : L »+ ¥ den natir-

lichen Homomorphismus. Es sei 1 der kanonische Homomorphismus

T: O(L) » Aut(ﬁﬁ/jL) .

Definition 5.1.1: O:(L): = ker ce N ker 1 .

Es sei nun f € L ein isotroper vektor (d.h. <£,£> =0 ) und weE L ein zu

f orthogonaler Vektor. Dann ist die Eichler-Siegel-Transformation wf w € 0(L)
’

definiert durch

U {x}) X + <x,Pow - <x,wf - l-<w,w><x,f>f
£f,w 2

fir x€ L [Eichlerll. Es sei U eine unimodulare hyperbolische Ebene mit einer

Basis {fl'fZ} von isotropen Vektoren mit <f ,f2> = 1 . Wir nehmen an, da8 L

1

die orthogonale direkte Summe von U und einem geraden Gitter M ist, L =M L U .

Definition 5.1.2: Es sei WU(L) diejenige Untergruppe von 0O(L), die von den Trans-

formationen ¢ und Y fir beliebige w & M erzeugt wird.
fl,w f2,w

Wir stellen hier einige Eigenschaften dieser Transformationen zusammen (vgl.
{Eichlerl], [Ebeling3]):
(a) Alle Elemente ¢ € ¥4(L) haben Determinante 1 und Spinornorm
o,lg) =o_lp) =1 .
(b) FOr w,w'eE€ M und i=1,2 gilt
be LoV

i,w fi,w' = l‘bf

i,w+w' !

also definiert ww~ ¢f einen Homomorphismus M -+ ?U(L) .

e 7
1l

(c) Flr wE€ M mit <w,w> = 2e gelten die folgenden Formeln:
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. (c1) qJf.,w =85y C sw+€f.
i i

(c2) sw = lJJfz,w ° wf JEW : wf R ‘ sf +ef

{d) ©0(U) normalisiert WU(L).
{e) Es sei L =U0U'l U flir eine weitere unimodulare hyperbolische Ebene U'.
Dann gibt es fdr jeden Vektor x € U' L U ein ¢ € WU(U' L U) , so daB

ep(x) = afl + Bf2 mit alB .

Aus der Eigenschaft (e) folgt unmittelbar das folgende Lemma, das eine wichti-

ge Rolle spielt

Lemma 5.4.1: Es sei L =L" 1 U' 1. U . Dann existiert zu jedem Vektor v € L

ein ¢ € WU(U‘.L U} mit (v) € L" L U'

Hierbei fassen wir TU(U'.J_ U) in natdrlicher Weise als Untergruppe von WU(L)

auf.

Es sei A eine Menge von Minimalvektoren der Quadratlinge 2¢. Dann hat man zwi-

schen den verschiedenen Gruppen die folgenden Inklusionen:

*

' ¢cR (LY ¢c O (L) c o(L) ,
A €

m

wU(L) o (L) .

i+ ¥

Aus (b) und der Formel (cl) folgt, daB zus&tzlich gilt
WU(L) C RE(L) '

falls M von Minimalvektoren der Quadratlénge 2e aufgespannt wird.
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5.2 Symmetrische verschwindende Gitter

Wir betrachten hier das symmetrische Analogon zu einem schiefsymmetrischen ver-

schwindenden Gitter, das in { Janssen,] eingefiihrt wurde. Es sei ¢ € {+1,-1}

1
fest gewdhlt.

Definition 5.2.1: Es sei L ein gerades Gitter und A4 C¢ L eine Teilmenge von L.

Ein Paar (L,4) nennen wir ein (symmetrisches) verschwindendes Gitter, wenn die

folgenden Eigenschaften erfidllt sind:

{i) A besteht aus Minimalvektoren der Quadratlinge 2c.

(ii) _A erzeugt L.

(iii) 8 ist ein FA-Orbit.

{(iv) Falls der Rang rg(L) ungleich 1 ist, so existieren 61,52 € A mit

<§ 8§ > a
172 !

Die Gruppe FA nennen wir die Monodromiegruppe des verschwindenden Gitters.

Beisgpiel 5.2.2: Die symmetrischen verschwindenden Gitter (L,A) mit g¢-definitem

Gitter L sind genau die Paare (L,A), wobei A ein irreduzibles homogenes Wurzel-

system, also vom Typ Am, Dm, E6, E_ oder E8 ist, und L das zugehdrige Wurzelgitter.

7
Dabei ist im Fall ¢ = -1 die dbliche Bilinearform von [Bourbakizl mit € = -1

zu multiplizieren. Wir bezeichnen die entsprechenden Gitter ebenfalls mit den Sym-
bolen A s D usw., wobei wir vereinbaren, daB die ibliche Bilinearform mit € zu
multiplizieren ist. Die Monodromiegruppen 1"A sind gerade die zugehdrigen Weyl-
gruppen. Diese Charakterisierung der definiten verschwindenden Gitter folgt aus
[Bourbakiz, Ch. VI, 3 4, insbesondere n%4]. Aus der Bedingung (iii) far (L,a)
folgt gerade die Irreduzibilitit des Wurzelsystems A. Die ¢-definiten verschwin-
denden Gitter sind also genau die Milnorgitter der einfachen Hyperflachensingula-~-

rit&ten in Dimension
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{ 0O (mod 4) fir € = +1 ,
n =

2 (mod 4) fir e = -1 .

Bemerkung 5.2.3: Ist fir ein verschwindendes Gitter (L,A} die Menge A oder die

Monodromiegruppe T, endlich, so ist das Gitter L definit. Den folgenden einfachen

A

Beweis filr diese Tatsache verdanke ich K. Saito (siehe auch [Saito (1.3) Note 21).

1!’

Ist A endlich, so ist auch I‘A endlich, da I', als Untergruppe der Permutationsgrup-

A
pe von & aufgefaBt werden kann. Sei also PA endlich und b: L x L - Z 1irgend-
eine (positiv oder negativ) definite symmetrische Bilinearform. Dann wird durch
b'(x,y) = I blyx,yy) , fir x,y€ L ,
YEFA
eine unter FA invariante definite symmetrische Bilinearform definiert. Nach
[Bourbaki_, Ch. V, § 2, Proposition 1] stimmt b' bis aufs Vorzeichen mit < , >

2
Uberein.

Beispiel 5.2.4: Es sei e = +1 und Q ein gerades Gitter, das eine Basis

/
B = 7ves i =
{e1 'er} mit <e,,e 2e  und

i>

<eirej> = -¢ oder O

fadr 1 =i # j <'r besitzt. Dabei sei das Dynkindiagramm zu B ein zusammenhingen-
der Graph. Es sei S = {sei| i=1,...,r} und W die von S erzeugte Untergruppe
von 0(Q). Dann ist (W,S) ein irreduzibles Coxetersystem (vgl. [Bourbakiz, ch. v,

§ 4]). Wir definieren R = W.B = {w(ei) lwe w, e; € B} . Dann ist (Q,R) ein ver-
schwindendes Gitter und die zugehdrige Monodromiegruppe FR stimmt mit der Coxeter-
gruppe W dberein. Ist Q e-definit, so gind wir im Fall von Beispiel 5.2.2 und die
zugehdrigen verschwindenden Gitter (Q,R) sind gerade die verschwindenden Gitter

zu den klassischen irreduziblen homogenen Wurzelsystemen R. Ist Q e-semidefinit,

so sind die verschwindenden Gitter (Q,R) gerade die verschwindenden Gitter zu den

zugehdrigen affinen Wurzelsystemen R [Bourbakié, Ch. VI, § 4.3]. Ist Q indefinit,
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so ist die Gruppe W im allgemeinen nicht von endlichem Index in O{Q}. Denn wenn Q

nicht ausgeartet und indefinit ist, so ist nach [Bourbaki,, Ch. V, § 4, Exercice 12]

2'
W h&chstens dann von endlichem Index in 0(Q), wenn (W,S) ein Coxetersystem vom
hyperbolischen Typ ist. Das bedeutet, daf das Gitter Q hyperbolisch ist und jede

echte Teilmenge von B ein semidefinites Untergitter von.Q aufspannt. Solche ver-

schwindenden Gitter werden in Abschnitt 5.5 betrachtet.

5.3 vollst3ndige verschwindende Gitter

Wir fdhren nun zusdtzliche Bedingungen an ein verschwindendes Gitter ein.
Es sei wieder ¢ = #1 wie oben fest.. Wir betrachten zundchst das Gitter

A, L U' 1L U . BEs sei {ml,w2} eine Basis von A, aus Minimalvektoren der Linge

2

2e mit <w1,m2> = -¢ . BEs seien {f1'f2} bzw. '{f',fé} Basen aus isotropen Vek-

toren von U bzw. U' mit <f1,f2> = <fi,fé> = 1 ., Wir setzen

s = - - 1 L] 1
Q: {wl,m A fl’f +ef N f ,f1+sf2} .

271 1 2

Die Menge @ bildet eine Basis von A2 1 U' L U aus Minimalvektoren der Quadrat-

. lange 2.

Definition 5.3.1: Ein verschwindendes Gitter (L,A)- heiBt vollstindig, wenn die

folgendeh Bedingungen erfillt sind:

(i} L enthidlt ein Untergitter A2 L u' 1 U,

(ii) A enth&lt.die oben definierte Teilmenge Q dieses Untergitters.

Wir kdnnen nun das Hauptresultat dieses Kapitels formulieren.

Theorem 5.3.2: Es sei (L,A) ein vollstindiges verschwindendes Gitter. Dann gilt

-?A = RE(L) .
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Diegen Satz beweisen wir in Abschnitt 5.4.

M. Kneser hat den folgenden Satz bewiesen.

Theorem.5.3.3 (M. Kneser): Es sei L ein gerades Gitter, so.daB fir das zugehdri-

ge nicht ausgeartete Gitter L gilt:
(1) Der Witt-Index von EER sel mindestens 2.
(ii) L enthalte ein Untergitter L1 vom Rang rg(Ll) 2 5 , dessen Diskriminante

disk(Ll) nicht durch 3 teilbar ist, sowie ein Untergitter L. mit rg(L2)12 6 ,

2
2 { disk(L,)

Dann gilt

R (L) = O (L)
€ [

Dieser Satz folgt mit Hilfe der Argumente in [Ebelingz, Beweis von Theorem

3.1¢) ] aus [Kneserl, Satz 4].

Die Voraussetzungen von Theorem 5.3.3 sind insbesondere flir Gitter L erfillt,

die ein Untergitter A_ L U' .L. U enthalten, also auch fir vollstdndige ver-

2
schwindende Gitter. Durch Kambination von Theorem 5.3.2 und Theorem 5.3.3 erhidlt

man deshalb:

Theorem 5.3.4: Es sei (L,A) ein vollstandiges verschwindendes Gitter. Dann gilt

*
FA = OE(L) .

Mit Hilfe des folgenden Satzes folgt aus diesem Theorem, daB die Menge A fir

ein vollsténdiges verschwindendes Gitter (L,A) bereits durch L bestimmt ist.
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Satz 5.3.5: Es sei {L,4) ein verschwindendes Gitter, das die folgenden Bedingun-
gen erfillt:
(i) Es existiert eine orthogonale Spaltung L =L" L U' L U.

*
(ii) WU(L) c I‘A (Diese Bedingung ist insbesgsondere dann erfdllt, wenn T, = OE(L))

A
Dann gilt:

A={vEL|<v,v> =2 und <v,L> =2}

Bewels: Dieser Satz folgt aus einem allgemeineren Resultat von E. Leooijenga (vgl.
[Brieskorn4, 4.21).

Wir geben hier fir den Leser einen direkten Beweis, der an den Beweis von
[Looijenga-Peters, Theorem (2.4)] angelehnt ist (Man vergleiche auch [Pjateckii-
§apiro-§afarevi6, Appendix to § 6]). DaB A in der Menge auf der rechten Seite ent-
halten ist, folgt aus der Definition eines verschwindenden Gitters. Sei deshalb
v ein Element aus der Menge auf der rechten Seite. Wir schreiben v = v' + v' mit
v'! EU' L U und v" € L" . BEs sei {fl'fz} éine Basis von U wie oben. Nach 5.1{e)
exigtiert ein ¢ € ?U(UF 1 U) , so daB fir V' = ¢(v) gilt: <G',f2> | <v',£.> ..

i

Da aber ¢{v") = v" gilt, folgt, daB auch fir v = p{v) gilt: <G,f2> |<§,fl> .

Wir konnen deshaldb annehmen, daB8 dies schon fir v gilt. Da <v,L> = Z gilt, gibt
es ein y €L mit <v,y> = -1 ., Wir schreiben y = Y, + Yy o wobei Yy eELr L U

und Yoy € U . Dann gilt

wf (v) = of

+ BE, + v
2:Y1 2

1 1

mit vy € L" L. U' . Der gr88te gemeinsame Teiler von o und B ist aber 1, da

o = <v,f2> und

1
<V,f1> - <v,y1> - E-(yl,y1><v,f2>

w™
I

1 mod a .

ih
it

—<v,y1> med o s -<v,y> mod a

Nach 5.1 (e) konnen wir nach einer erneuten Anwendung eines Elements von
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- !

WU(U'.L U} annehmen, daB a = 1 ist. Dann blldet wf diesen Vektor auf ei-

2’771
nen Vektor der Form f1+Ef2 ab. Aber

<fl+éfz,f1+éf2> = <v,v> = 2¢

impliziert & = € . Also kann jeder Minimalvektor v der Quadratlénge 2¢ mit

<v,L> = Z durch ein Element von ?U(L) c FA auf den Vektor f1+ef2 abgebildet

warden. Damit ist der Satz bewiesen.

Korollar 5.3.6: Es sei (L,A) ein verschwindendes Gitter, und L enthalte ein Unter-

gitter A, L U' .L U . Dann sind die folgenden Aussagen &quivalent:

2

(i) (L,A) ist vollstéandig.

i i C .

(ii) lVU(L) I‘A

(iii) A enth&lt alle Minimalvektoren der Quadratlinge 2¢ von A_ L U' L U .

2
Beweis: (i) =& (ii) folgt aus Theorem 5.3.4.
(ii) = {iii) folgt aus Satz 5.3.5, wenn man beachtet, daB fir einen Minimalvektor
VEK=A, L U LU gilt: <v,k> =12
(iii) = (i) ist trivial.

Bemerkung 5.3.7: Die Bedingung (i) von Definition 5.3.1, n&mlich die Existenz

eines Untergitters A2 4+ U' L U, ist zwar hinreichend fdr Theorem 5.3.3, aber
nicht fdr Theorem 5.3.2, wie das folgende Beispiel zeigt. Wir betrachten das nicht
ausgeartete Gitter L: = A2 1 A2 4L u i_ U . Dann exlgtiert eine Basis B von L,
die aus Minimalvektoren der Quadratldnge 2¢ besteht, so daB die Matrix der Bili-

nearform bezliglich dieser Basis durch das Dynkindiagramm von Abbildung 5.3.1 gege-

ben wird (man beachte die Konvention von Kap. 1.5).
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& L4

Abbildung 5.3.1

Es sei (L,A) das verschwindende Gitter, das nach Beispiel 5.2.4 durch B definiert
ist. Da L nicht ausgeartet, indefinit und nicht hyperbolisch ist, ist nach Bei-
spiel 5.2.4 die Gruppe Ty nicht von endlichem Index in O(L). Nach Theorem 5.3.4

ist daher das verschwindende Gitter (L,A) nicht vollstandig.

Bemerkung 5.3.8: Es seien (L,AL) und (K,AK) verschwindende Gitter. Wir sagen, da8
'(L,AL) das verschwindende Gitter (K,AK) anthdlt, falls K ein primitives Untergit-
ter von L ist und AK c AL gilt. Es sei M = A2 L U L U' und Q@ €M die obi-

ge Basis von M. Wir setzen Q= FQ.Q . bann kann man. leicht zeigen, daB (M,R) ein
verschwindendes Gitter ist (vgl. Beispiel 5.4.3). Die Definition 5.3.1 kann'aann
auch so formuliert werden: Ein verschwindendes Gitter (L,A) ist genau dann voll-
stidndig, wenn es das verschwindende Gitter (M,() enthdlt. Nach Korollar 5.3.56 be-
steht 2 aus allen Minimalvektoren der Quadratlénge 2¢ von M. Man beachte, daf ein

verschwindendes Gitter (L,AL), das ein vollstindiges verschwindendes Gitter ent-

hdlt, selbst vollsténdig ist.

5.4 Spezielle Teilmengen

In diesem Abschnitt geben wir den Beweis von Theorem 5.3.2. Zu diesem Zweck midssen
wir den Begriff einer speziellen Untermenge ‘einfiihren. Es sei L ein gerades Gitter
und A eine Teilmenge von. L. Wir definieren eine Bquivalenzrelation auf A, die mit

~a bezeichnet wird, wie folgt. Fidr A,A' € A sei-kwAA“genau dann, wenn es eine
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Folge X = AO,A vees A, = A" gibt mit <A

K ;A > == und A, € A fir

1’ i-1'71 i

i=1,..., , oder wenn A = X' ist.

Definition 5.4.1: Eine Teilmenge A C L heiBt speziell, wenn die folgenden Ei-

genschaften erfdllt sind:
(i) A besteht aus Minimalvektoren der Quadratlinge 2c.
{(ii) Es existieren Al,A2
<A2,A> = <A3,A> fir alle A € A mit A # A

Ay, €A mit A A> = wd A A> =0,

1’12'
{(iii) Es sei A' = A - [Al,lz} . Dann gilt fkwA,A3 fir alle A € A' .
Es sei A eine spezielle Teilmenge von L und A' = A - {Al,kz} wie oben. Wir

setzen

f1=‘)\2+}\31

£, = €Ay = Ay + Ay,

U= ZZ.f1 + ZZ.f2 .

Dann ist U eine unimodulare hyperbolische Ebene und

Z.A =0 L Z.MN

Theorem 5.4.2: Es sei A C L eine spezielle Teilmenge. Dann gilt WU(ZLA) c PA

Wenn dariiberhinaus eine weitere unimodulare: hyperbolische Ebene U' in Z.A' ent-

halten ist, so gilt REUZ.A) = FA

Der Beweis von Theorem 5.4.2 ist der gleiche wie der Beweis von [Ebelingz,
Theorem 3], angewandt auf das Gitter K = Z.A , auBer daB wir keine Basis B' von

K' = Z.A' haben, sondern nur ein Erzeugendensystem A'. Aber die lineare Unab-

-hdngigkeit der Elemente von B' wird nicht benutzt.
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Beispiel 5.4.3: Es sei @ die Teilmenge des Gitters M = A, 1 U' L U von Ab-

2
schnitt 5.3. Dann ist { speziell: Es sei Kl.n f1+Ef2 P Az = ml-fl ' l3 =W .
Man prift leicht nach, daf alle Elemente von Q beziiglich ~qo &quivalent sind. Fir
we§/R = - {Ai,lz} gilt sogar -wwﬂ,A3 . Ferner gilt U' C Z.Q' . Aus Theorem
5.4.2 folgt daher
' . c .
¥yt L u c ¥ (2.Q) o

Es sei nun (L,A) ein vollstdndiges verschwindendes Gitter. Die Idee des Bewei-
ses von Theorem 5.3.2 besteht nun darin, die Teilmenge Q € A 2zu einem speziellen
Erzeugendensystem A C A von L zu erweitern und anschlieBend Theorem 5.4.2 anzu-

wenden. Dazu dienen die folgenden HilIfssidtze.

Lemma 5.4.4: Es sei (L,A) ein vollgtdndiges verschwindendes Gitter. Dann ist A

eine Aquivalenzklasse bezidglich ~p

Beweis: Jede Hquivalenzklasse A ist ein PE-Orbit. Denn <§,8'> = =g impliziert
56,56(6') = § . Andererseits gilt FE(B) c £ . Um dies zu beweisen, bemerken wir
zuerst, daf mit § auch 56(6) = -§ in A liegt. Denn es gibt ein y € FA mit

Y(mz) = 3§ , und
{Y(wz)'Y(wl-fl)’Y(f1+€f2)}

ist die Basis eines Wurzelgystems vom Typ A_, das in A enthalten ist. Nun sei

3'
§,8' € A . pann kann man leicht durch Induktion tber die minimale Linge einer

Folge 6 =68 _,68

o 1,;..,5

k = § mit <5i_1,61> = 1 und Si €A fir i=1,...,k

zeigen, daf sg(8") € A gilt.
Da FA die symmetrische Bilinearform respektiert, permutiert FA Rquivalenzklas-

sen. Es sei nun A eine Bquivalenzklasse und 6 € A . Dann reicht es zu zeigen, dafB

-~ -

es ein & € & gibt mit 56(6) =§ , also <6,8>

O . Denn daraus folgt, dal TA

die Equivalenzklasse 4 invariant 148t, also A = PA.E = A gilt.
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Es sei 61 €4 . Dann gibt eg ein 'y E'PA mit Y(wl) = 51 . Daraus folgt

y{Q) < A . Ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit kdnnen wir 61 = W annehmen, da

wir sonst U' 1l U durch Y-I(U' L U) und Wy s, durch Y-l(ml),Y-I(m ) erset-

2
zen kdnnen. Dann gilt Q C A . Da das Gitter U' L U ¢ 2.9 unimodular ist,

kénnen wir L = L" 1 U' L U schreiben. Nach Lemma 5.1.4 gibt es dann ein

© € WU(U'.i. U< T, mit @(8) € L" L U . Dann gilt

Q

-1
<8, (f1+ef2)> = <¢(6),f1+ef2> =0,

und f1+ef2 €4, p € Fﬂ . Da jede Kquivalenzklasse A ein FB-Orbit ist, haben wir

damit das Lemma bewiesen.

Lemma 5.4.5: Es sei (L,A) ein vollstidndiges verschwindendes Gitter. Es sei

byt = {8 €8 [<w;,8>= -¢ oder § = w b

ilt = .
Dann gi FAO:‘FA und L ZZAO

Beweis: Der Beweis ist der gleiche wie der von Lemma (2.7) in [Janssenl]. Es sgei
§ €A . Mit 2(8) bezeichnen wir die minimale Linge einer Folge

wy = Gofﬁlf---,ﬁ = § mit Gi S A. und <8, §,>==-¢ far i=1,...,k , die

k i-1771
nach Lemma 5.4.4 existiert. Durch Induktion dber £(§) zeigen wir: & €T, .w

AO 1

Fir &(8) = 0 gilt 6 = Wy . Nun gsei k = £(8) > O , und es sei eine Folge wie

oben gegeben. Nach Induktionsannahme gibt es ein vy € FA mit Y(Gk_l) =W .
o
Aber
<UJ1fY(‘Sk)> = <Y(6k_1)iY(§k)> = <6k-1'6k> = =€ ,
also gilt SY(ﬁk) € FAO . Daraus folgt
-1
s =

Y s y €T R
Sy v(8) b
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Deshalb gilt

Nun impliziert A =T, A aber ', =T, und L =2Z.A =2Z.(", .A) CZ.5_ .
: - o Ao 0 o]

Satz 5.4.6: Es sel (L,A) ein vollstdndiges verschwindendes Gitter. Es sei

=
I

(6 €al <f,,8> = <f,,6> = O} ,

A':

I

(8 €] &uﬁowl} '

= ' -
At U {w1 fl,f1+ef2} .

=
|

Dann ist A eine spezielle Teilmenge von L mit G C A C 4 , U' C Z.A' und

L=2Z.0A .

Beweis: Es ist klar, daB A speziell ist und daB Q € A gilt. ba U' in Z.2 ent-
halten ist, ist U' auch in Z.A' enthalten. Also missen wir nur L = Z.A zeigen.
Nach dem vorhergehenden Lemma reicht es zu zeigen, daB Ao in'Z.A enthalten ist.

Es sei 6 € AO y 6 #w, . Es gilt L =1" L. U' L U . Nach Lemma 5.1.4 exis-

1
tiert ein ¢ € LPU(U' L U) mit @(8) €L" L U' und

<(P(<5):(U1> = <q>(5).tp(w1)> = <§,w,> = -¢ ,

1

da w, €L" und GEL‘\O.Also liegt 8 = ¢©(8) in A'. Da aber ¢ aus roer, ist

ist, folgt
s =9 N3 e (A €z .

Damit ist der Satz bewiesen.

Theorem 5.3.2 folgt nun aus Satz 5.4.6 und Theorem 5.4.2.



- 160 -

5.5 Hyperbolische Coxetersysteme

Wir betrachten in diesem Abschnitt einige nicht vollstfndige verschwindende Gitter,
die durch hyperbolische Coxetersysteme gemaB Beispiel 5.2.4 definiert sind.

In Beispiel 5.2.4 haben wir zu bestimmten Coxetersystemen (W,S) verschwindende
Gitter definiert. Es sei (Q,R) ein solches verschwindendes Gitter. Wir haben be-
reits in Beispiel 5.2.4 bemerkt, daB fir ein nicht ausgeartetes und indefinites
Gitter Q, fir das das Coxetersystem {W,S) nicht vom hyperbolischen Typ ist, die
Gruppe FR = W nicht von endlichem Index in 0O(Q) ist. Man erh&lt also-eine Klas~-
se von verschwindenden Gittern, fir die die Aussagen von Theorem 5.3.2 und Satz
5.3.5 nicht giltig sind {vgl. auch Bemerkung 5.3.7).

Wir zeigen aber fir einige verschwindende Gitter (Q,R) zu Coxetersystemen vom
hyperboli;chen Typ, daB fir sie die Beschreibungen der angegebenen S&tze gelten.
Es sei Q eins der hyperbolischen Gitter von Tabelle 5.5.1 (vgl. Kap. 4.1) und B
eine Basis von Q, deren Dynkindiagramm:mit dem entsprechenden Coxetergraphen zu

Q nach Abbildung 4.1.1 dbereinstimmt (mit der Konvention von Kap.-1.5).

Tabelle 5.5.1

2 4
Q 237 | Q45 | R334 | %2223 | 2223
2’ Eg £y Es Dy Dy
e -1 -1 -1 -1 +1

Satz 5.5.1: FPdr die verschwindenden Gitter (Q,R) zu éinem der Gitter Q von Tabel-

le 5.5.1 gilt:

] *
(1) T, =W=0_(Q) .

(ii) R

{v € Q| <v,v> = 2¢}

Beweis: (i) Fdr die ersten drei Gitter wurde die Aussage (i} von E. Brieskorn
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(unverdffentlicht) bewiesen. Wir geben hier seinen Beweis, der sich auch auf die
anderen F&lle dbertragen 1laBt.

Das Gitter Q ist jeweils von der Form Q =Q' L U, wobei Q' ein Wurzelgitter
ist. Die jeweiligen Wurzelgitter Q' sind in Tabelle 5.5.1 angegeben. Man Kkann
leicht zeigen, daB die Gitter Q' die Reduktionseigenschaft (R) von [Walll, § 5]

besitzen. Aus [Walll, 5.2] folgt daher
0(Q) = o(Q') - o(u) - ?U(Q) .

(In [Walll] ist dieses Resultat nur £{r unimodulare Gitter formuliert, der Beweis

148t sich aber auch auf die Gitter Q Ubertragen.) Daraus folgt
* A LA ]
OE(Q) = OE(Q ) OE(U) WU(Q) ‘ (%)

Nun gilt aber OZ(Q') = W' , wobei W' die Weylgruppe des Wurzelgitters Q' ist, und

O:(U) = {1,s } , wobei fl,f2 aine Basis von isotropen Vektoren wvon U ist.

f1+ef2
Hierbei kann man fir fl und f2 die Vektoren f1 = X + er-l . f2 = -a(er+f1)

wdhlen, wobei e und er die‘Vektoren sind, die zu den beiden &duBersten Ecken

r-1
des langsten Arms des jeweiligen Coxetergraphen zu Q gehdren, und A die langste

Wurzel von Q' ist [Bourbakizl. Die Gruppe WU(Q) wird von den Transformationen

S\ Fates

w =
£,02 i

erzeugt, wobei ) eine Wurzel von Q' ist. Unter Benutzung dieser Tatsachen kann man
leicht zeigen, daB alle Gruppen auf der rechten Seite der Gleichung (#) in W ent-
halten sind.

(ii) Es sei v ein Minimalvektor der Quadratlinge 2e¢ von Q. Wir missen zeigen,
daf v in R liegt. Da die Gitter Q' die Reduktionseigenschaft (R) von [Walll, § 5]
besitzen, kann man wie bei [Walll, 5.1] zeigen,'daB v unter WU(Q) zu einem der
folgenden Vektoren dquivalent ist: X , M+af

. A+bf9=, f1+ef , wobei A eine

1 2

Wurzel von Q' ist und a,b € Z . Da nach (i) ?U(Q) in PR,enthalten ist, reicht es

also zu zeigen, daB diese Vektoren in R lieégen. Nach der Wahl von f1 und f2 wie in
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(i) gilt: f1+sf2 = ~e, € R . Die Weylgruppe W' C FR des Wurzelgitters Q' ope-

(A+bf2) = A-ebf, . Deshalb

riert transitiv auf den Wurzeln und es gilt Sg 1

1+ef2

brauchen wir nur noch zu zeigen, dafB 5\+af1 flr a € Z in R liegt, wobei A die

-

ldngste Wurzel von Q' ist. Da mit § auch -8 in R liegt, kdénnen wir a > O anneh-.

men. Nun ist aber X+af1 = (a+1)i+a.er__1 . Durch abwechselnde Anwendung von Si und

s erhdlt man aus diesem Vektor X oder € 1! die in R liegen. Damit ist auch
r-1
Teil (ii) bewiesen.
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