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§O0 Einleitung

Sei #* eine positiv definite rationale Quaternionenalgebra, G
die einfache algebraische Q-Gruppe, deren Gruppe der Q-Punkte
SLz(x) = {p € Mz(ﬁ)INrd(u) = 1) (Nrd die reduzierte Norm) ist.
Wir wahlen einen R-Algebra-Isomorphismus von # @Q R auf den
"Hamiltonschen Quaternionenschiefkérper" H, vermége dessen beide
miteinander identifiziert seien. Zur reellen einfachen Liegruppe
G(R) = SLZ(M) gehdért als symmetrischer Raum der S-dimensionale
hyperbolische Raum, den wir durch sein Poincaré-Modell T be-
schreiben (siehe § 1).

In der vorliegenden Arbeit betrachten wir die arithmetischen
Untergruppen SL2(0) in SLz(t), wobei 0 eine maximale Z-Ord-
nung in #* bezeichnet, und untersuchen analytische und arith-
metische Eigenschaften von Eisensteinreihen fir SLZ(O), die sich
als MaaB-Wellenformen auf T auffassen lassen. Dabei orientiert
sich die Problemstellung an der Elstrodts, Grunewalds und
Mennickes in ihrer Untersuchung [3] von Eisensteinreihen fiir
SLZ(S) mit dem Ring S der ganzen Zahlen in einem imaginar
quadratischen Zahlkorper.

Wahrend die Bahnen der Spitzen unter der Operation von SL, (8)
in Bijektion zu den S-Idealklassen stehen, ist die Zahl der
inaquivalenten Spitzen von SL,(0) gerade das Quadrat der Anzahl
h der Links-0-Idealklassen. Denn im Gegensatz zur direkten Summe
von gebrochenen S-Idealen M und N, die genau dann zum S-Modul

S® S isomorph ist, wenn M = N}

, ist die direkte Summe zweier
gebrochener Links-0-Ideale stets ein zu 0 ® 0 isomorpher

Links-0-Modul (siehe §2).
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In Analogie zu [3] definieren wir in § 4 Eisensteinreihen mit
einer Summation Gber Z-Gitter in #* x ¥, die Rechts-Mz(O)-Modulx
sind, also uber Gittef'der Form M x M mit einem gebrochenen

Rechts-0-Ideal M in *:

A

Be(p,s) = INragn | ) [ £ ",

2
(c,d)eMxM-¢0y Nrd(cz+d)+r Nrd(c)

wobei P = (z,r) € T, s€ €C mit Re s > 4. Fur jedes s € € m
Re s > 4 erzeugen die ﬁM(-,s) einen h-dimensionalen C-Unter-
vektorraum ﬁ(s) des h®-dimensionalen Eisensteinreihenraumes.

Der 5. Paragraph gibt fur jedes P € T per Hecke-Integralda
stellung eine meromorphe Fortsetzung der Dirichlet-Reihe ﬁM(P,
nach €, die unter Funktionalgleichung auf eine Eisensteinreihe
mit einer Summation dber das "duale Gitter" uGbergeht. Der Schni
des von diesen Eisensteinreihen zu den "dualen Gittern" erzeugt
Vektorraums mit ﬁ(s) ist eindimensional fir jedes s € € mit
Re s > 4.

Von der Fourierentwicklung der Eisensteinreihen in § 3 fihrt
§ 6 durch eine nahere Betrachtung der Summationsbedingunqen in
den Fourierkoeffizienten auf eine Fourierentwicklung der ﬁM' d
in beiden Teilen des nullten Koeffizienten {~Funktionen und in
den héheren Teilersummen aufweist. Daraus liest man einen von ¢
Integraldarstellung unabhingigen Beweis der Fortsetzbarkeit und
Funktionalgleichung ab.

AuBerdem gewinnen wir aus der Fourierentwicklung eine Kron-
eckersche Grenzformel far ﬁu und ein Analogon zu log|n|:
ferner erkennen wir die nach Hecke [7] bzw. Maaf (10], [11] 2z2u

ﬁM(-,t) (t € €C) assoziierte Dirichlet-Reihe als Produkt von

{-Funktionen (siehe § 7).



Ergebnisse, die sich mit den Argumentationen aus {3] unmittel-
bar ergeben, notieren wir ohne detaillierte Begrindung.

Die dieser Arbeit zugrundeliegende Zahlentheorie zentraler
einfacher Algebren mit algebraischen Zahlkdérpern als Zentrum
entnehmen wir Reiner [13], Weil [17] und Vignéras [16].

Prof. Dr. F. Grunewald gab die Anregung zur vorliegenden
Arbeit, deren Abfassung von ihm und Prof. Dr. J. Schwernmer mit
hilfreichen Hinweisen begleitet wurde. Beiden danken wird

herzlich.

Generelle Bezeichnungen

Fir eine zentrale einfache Algebra bezeichne red. char. pol., Nrd
resp. Trd das reduzierte charakteristische Polynom, die
reduzierte Norm resp. die reduzierte Spur.

Fir eine zweidimensionale separable Korpererweiterung L iber
K, dem Erzeugenden o der Galoisgruppe und c € K* definieren
wir auf der zyklischen K-Algebra (L/K,o0,c) 2zur Basis {uo,ul}

den involutiven Antiautomorphismus

: nouo + Qlul » a(n.o)uo - 0. u
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§ 1 Die Q-Gruppe G und ihr symmetrischer Raum

Sei # eine positiv definite rationale Quaternionenalgebra, E
ein Zerfallungskoérper von *.

Die einfache algebraische Q-Gruppe G, die SLZ(:) als Grup
der Q-Punkte hat, ist E-isomorph zu SL,/E. )

Die maximalen Giber Q@ zerfallenden Tori resp. minimalen par
bolischen Q-Untergruppen resp. maximalen unipotenten Q-Untergru
pen von G sind jeweils konjugiert iber G(Q) 2u den Reprasen

tanten S resp. P resp. U = RU(P) (dem unipotenten Radikal

von P), die durch die Gruppen ihrer Q-Punkte wie folgt gegeben

seien:
s(Q) = {[Z ;]Ir € o*} , P(Q) = {[2 g] € SLz(x)Ic = o} ,
U(@) = {[é ?]Ib € x} .

SL,(%) operiert von links auf Pl () = (C(xxx) - (0})/x"
reprasentantenweise durch Matrizenmultiplikation. Die G(Q)-aqui
variante Bijektion G(Q)/P(Q) — Pl(x), gP(Q) — g(é) liefert
eine Bijektion der minimalen parabolischen Q-Untergruppen von

nach PL(¥).

S ist auch maximal als iber R =zerfallender Torus; somit

rkm(G) = er(G) = 1.



Die reelle einfache Liegruppe G(R) = SLz(H) enthalt K =
{x € SLz(H)la(x) = «} als maximale kompakte Untergruppe, wobei
o den analytischen, involutiven Automorphismus von SLZ(M)

H

H -1 : a bl _|a ¢ . =
= pu mit [c d] = [; ;] bezeichnet. SLZ(H)/K tragt
eine bis auf positive reelle Vielfache eindeutig bestimmte
SLZ(H)-invariante Riemannstruktur, beziiglich der SLZ(H)/K ein
riemannscher, global symmetrischer Raum ist. Bezeichnet
& SLZ(H) — SLZ(M)/K die Projektion, so gilt fiar die geo~-
datische Symmetrie Sv(id): sw(id) o =7 o oO.

Indem wir die Iwasawa-Zerlegqung von SLZ(H) bezuglich K
explizit durchfiihren, geben wir einen analytischen Diffeo-

morphismus ¢ von SLZ(H)/K nach T :=H x m>° an.

r O
1.1. Satz: Sei N = {[g i]lz € H}_, A = {[ i]lr € m>°} .
0 —

Die Abbildung ¢: N x A x K — SLZ(H), (v,a,k) > v a x ist ein

analytischer Diffeomorphismus.

" a b _ 1 _ ac+bd .
Fur [c d] € SL(M). r = gra(cy+Nra(@) ¢ 2 = Wrd(c)+nra(a gilt
Jr o
. a b 1 z
dabeil [c d] € [0 1] [0 1 K.
r

1.2. Korollar: Mit ¢ ist auch die Abbildung y: SLZ(H)/K -— T,

ir o0
[é i][ 1 K = (z,r) ein analytischer Diffeomorphismus. Fir
0 —

r
die analytische Operation SLZ(M) xT—T, (n,(2,r)) — p(z,r) =

vy L(z,r)) erhalt man:
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Ist p = [2 g]l n(z,r) = (zO'rO)' so Silt,,
—_— =2
z = (az+b) (cz+d)+acr 5 und_ r°\= r s -
° Nrd(cz+d)+Nrxd(c)r —-- Nrd(cz+d)+Nrd(c)r
. . . . 2 .2 ‘s - . s s
Wahle i,j €H mit i =3 = -1 und 1j = -ji; (1,1,3,1]

ist eine R-Basis fir H. Seien X SLZ(M)/K — R die durch

¥v(P) = x,(P)(1,0) + XZ(P)(i:O) + X3(P)(j,0) + X4(P)(ij00) +

xs(P)(o,l) definierten Abbildungen. El(SLz(H)/K) bezeichne
%Q(SLZ(H)/K)-Modul der Derivationen der R-Algebra Q“(SLZ(H)/Kj
3. (SL, (H)/K) den zu ml(sr..z(m)/x) dualen @“(SLZ(H)/K)-Modul

1,...,dxs} die zu {5%;,...,5%—} duale Basis. Die Riemanr-

5

{dx

Struktur Q = dxi ® dxi ist SLZ(H)-invariant. Die 5-F«

N1

P
2
X5 i=1

=5 dx; A ... A dx, ist das Volumenelement; A: @m(SLz(H)/K)-—

X5

@m(SL H)/K), £ > x2 § [23— f] - 3x [Ji- f] ist der Laplac
2 (H)/K), 5 o2 5|3x plac
i=1 i

5
Beltrami-Operator zu Q.

Bei der Betrachtung der reellen Liegruppe SLz(H) und ihrc-
Operation auf dem Poincaré-Modell des hyperbolischen Raums
konnten wir auf das unverdffentlichte Manuskript von Grunewald

und Zimmert "Uber einige arithmetische Gruppen" zurickgreifen.



§ 2 Die arithmetische Untergruppe SL, (0)

Sei I eine arithmetische Untergruppe von G(Q). Dann gilt:

a) Eine parabolische Untergruppe P von G ist‘genau dann uber
Q definiert, wenn RU(§)(R) N I' endliches Kovolumen in
RU(§)(R) hat.

b) FAr ein unipotentes B € G(Q) - (id) gibt es eine uber Q@
definierte parabolische Untergruppe P g G - mit B € P(Q).
Wegen rku(G) =1 ist P mit dieser Eigenschaft eindeutigqg
bestimmt.

Cc) G(Q) enthalt unipotente Elemente, daher ist I \ G(R) nicht
kompakt.

Die Existenz einer endlichen Teilmenge C von G(Q) und eines

Siegel-Bereiches 3 beziglich K, P, S mit G(R) =TCZ (cf.

Borel [2], § 13) impliziert:

d) vol(I'\G(R)) ist endlich. (vol(Z) ist endlich, da G keine

uber Q@ definierten, nicht trivialen Charaktere besitzt.)

e) ' \ G(Q)/P(Q) ist endlich.

Als arithmetische Untergruppe von G(Q) wahlen wir ab jetzt
vorwiegend SL2(0) fir eine maximale Z-Ordnung 0 in =*. M, (0)
ist dann eine maximale Z-Ordnung in Mz(x) (nach dem Satz von

Eichler (cf. [13], [5]) bis auf Konjugation die einzige).

Im folgenden geben wir eine genaue Beschreibung der Spitzen-
bahnen SL, (0)\P* (%)
Sei 7 ein 2-dimensionaler Links-#¥-Vektorraum, 7' der duale

Rechts-Z-Vektorraum; wir identifizieren 7 mit # x * beziglich




einer Basis (bl,bz) und ¥' mit t(ﬁ x %¥) beziglich der
dualen Basis. Sei 0 eine maximale Z-Ordnung in ¥, ol die
Menge der gebrochenen Links-0-Ideale. Fur einen Links-0-Modul
der freie abelsche Gruppe vom Rang 4 ist; bezeichne

[M] € 01/1* diejenige Links-0-Idealklasse, deren Elemente

isomorph zu M als Links-0-Moduln sind.

2.1.satz: Die Spitzenbahnen SL,(0)\P'(#) stehen in Bijektion

zur Menge (([M],[N]) € (,I/2")®) M@ N = 0 @ 0 als Links-o-
Moduln}.

2.2. satz: Fir alle M,N € ,I gilt: M@ N =0 @ 0 als Links-0-

Moduln.

Die Zahl der Spitzenbahnen ist also das Quadrat der (einseitigei

Klassenzahl von 0.

Beweis von Satz 2.1:

" c . . c,. .
Fur (3) € 7' sei R(yq): 0 x 0 > %; (01,05) F> 0;¢ + 0,d (alsc

die Einschrankung von (g) auf (0 x 0) € 7). Sei

9: SLZ(O)\Pl(x) - (ox/x*)(z)

() + [[Im(R(f;m, [xemmgm]_

¢ 1ist offensichtlich wohldefiniert.
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a) ¢ ist injektiv:

Seien (c), (9) € 7' - {0); sei (¢: Kern R(S) - Kern R(c) ein
d d d d

Links-0-Modul-Isomorphismus und h € %" mit Oc + 04 =

och + 0dh. Da gebrochene Links-0-Ideale projektive 0-Moduln sind

(cf. Reiner [13]), spalten die exakten Sequenzen in den Zeilen

des folgenden Diagramms

ch
3 REn) ~ ~
{0} — Kern R(a) - 0 x 0&7——17s0ch + 0dh - (0)
lL a : S l ia
l
c
R(g)

[y e

.....

{0} — Kern R(g) — 0 x 0 ——>.0c + 04 — (0}

durch Monomorphismen S: 0ch + 0dh - 0 x 0

S: O0c +0a >0 x 0. 5
Damit ist a := ¢ ® (S o R(gg)) ein Links-o-Modul-Automorphismus
von 0 x 0, der obiges Diagramm kommutieren lagt. Fir das zu (dem

nach 7 fortgesetzten) a Duale a*: 1 o 7' gilt somit |

* C. _ §h
a (d) = dh) . '
@ und a” werden durch die gleiche Matrix aus GL, (0) =

SL2(0) beschrieben.
b) Es gilt

0 (ST, @\ () = {1, 1N) € (r/a") P Mo NZ 000

als Links—o-Moduln}:

"Q" ist offensichtlich. "C" erhialt man aus der Projektivitat von

gebrochenen Links-0- Idealen wie in a). » o
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Bewelis von Satz 2.2:

Als "Links-0-Gitter in ¥ x %" bezeichnen wir im folgenden die
Z-Gitter, die Links-0-Untermoduln von ¥ x ¥ sind.

Die Abbildung -

¢ : (L|L ist Links-0-Gitter in #* x #) —

(I € Mz(x)lx ist gebrochenes Links-M, (0)-Ideal}

L» Homo(o x 0,L)

ist bijektiv. Es sind (L) = y(I) als Links-nz(a)-Moduln, gen
wenn L =T als Links-0-Moduln (dabei identifizieren wir Homc
morphismen zwischen Links-0-Gittern in ¥ x ¥ mit ihrer Fort-
setzung zu Links-#-Endomorphismen des ¥ x ¥).

Da Mz(x) die Eichler-Bedingung beziiglich Z erfullt, folg
aus dem Satz von Eichler, dag M2(0) die Klassenzahl 1 hat,

und damit die Behauptung (cf. (13], [5]). [ ]
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§ 3 Eisensteinreihen

In diesem Paragraphen sei I eine arithmetische Untergruppe von

G(Q) = SLZ(x). Far ein n = a-lw € Pl(x) (mit a € SLZ(*)) sei

I‘n = (v €T|mm =) = a-IP(Q)a nr

I/ := (v € I |v unipotent) = «lu@aeanr .

3.1. Definition: Eine (reell) unendlich oft differenzierbare

Abbildung f: T » € heift Wellenform fiir I 2zum Eigenwert

A € C, wenn gilt:
a) £f(+P) = £(P) far alle v €T, P€ T
b) Af = Af

c) £ wachst héchstens polynomial in den Spitzen von I, d.h. far
jedes n =a lo € PL(#) gqibt es c >0, k € N, so dag

|£(@”tp)| ¢ ¥* fir alle P = (z,r) € T mit r > c.

3.2. Definition und satz: Sei 2: T - R>°, (z,r) > r die

la ¢ PL(x).

Projektion. Sei a € SL,(%) und n = a

Dann konvergiert fir P € T und s € € mit Re s > 4 die

Eisensteinreihe

absolut und gleichmdgig auf Kompakta. Fir jedes s € C mit

Re s > 4 ist E (*,s) Wellenform fur I zum Eigenwert s(s-4).
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Beweis:
Da fir jedes P € T die Menge (2 (vP)|v € I'Y nach oben be-

schrankt ist, folgt die Konvergenz von 2 a(vaP)s
7€(ara-l);\ara-l

2 m(avP)s mit der Argumentation in Kubota [8], § 2.1. Die
~YEr'\r
n

r-Invarianz von Ea(',s) ist offensichtlich. Da A
SLZ(H)-équivariant ist (i.e. A(f o p) = Af o u far alle
£e€e(T), ne SL, (H)), folgt aus A((z,r) > rs) =
s(s-4)°((2z,r) — rs) aufgrund des Regularitatssatzes fir ellip
tische Operatoren: E (*,s) ist unendlich oft differenzierbar u

erfillt
A(E,(-,s)) = s(s-4) E_(*,s) .

Das Wachstumsverhalten von Ea(°,s) in den Spitzen von T
erkennt man mit den oben erwahnten Methoden Kubotas oder mit de

jetzt folgenden Fourierentwicklung als polynomial. n

Wie berechnen jetzt die Fourierentwicklung der Eisenstein-
reihen in den Spitzen von T.

Sei < , > das euklidische Skalarprodukt auf H mit
<h,h'> = % Trd(hh'); fir ein Gitter L in H sei. I das dual
Gitter bezliglich < , >; dh sei das Haar-MaB auf H, das dem

Fundamentalparallelotop einer R-Orthonormalbasis far < , > da

Volumen 1 2zuordnet.
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3.3. satz: Seien a,8 € SL,(#) und { =a l=, 5 = g7l ¢ pl(a),
= l w ra=l
L= {w€ ml[o 1] € BFnB }e.

Fir P = (2,r) € T, s € C mit Re s > 4 erhidlt man folgende

Fourierentwicklung:

2 o
-1 s L . — i-s
Ea(ﬁ P,s) er + vol (Q) ¢ (s-1) (s-2) 2 Nrd(c)S i}
[c d]eR
2_s i<G,c”t
2r2y 1 2rikw,c “d>
+ WS * rars S '
vol(Q) T (s) ~2 ) S
set—(0) [. .]e Nrd(c)
c d R

s-2 .~
. {yra(s) KS_Z(ZwJNrd(u) r)| e2"i%w,z>

Dabei bezeichnen

0 , falls m # ( far alle ~ €T
E = ’
r.:r!
eered

3 — 5 -1 — L] [ ]
, falls 7o €Tl mit T = C, a‘roB = [0 d]

Nrd(do)s‘

Q ein Fundamentalparallelotop fiir L in H, vol(Q) sein Volumen

bzgl. dh, R ein Repriasentantensystem fur

alga™\ (@rp™t)-(arp ™) /prp "

und K, die modifizierte Bessel-Funktion (cf. [12], p. 66).




it -

- 14 -

Beweis:

>0

Sei r€RY, s€C mit Res > 4. &: H>C, z > Ea(ﬁ-l(z,r),s

ist L-periodisch und hat also eine Fourierentwicklung:

&(z) = 2 a<$)e2”i<”'z>, wobei
weL, ’
a(o) = ———Voi(m Ia(h)e'2’1<“'h> dah.
Q
Fir @ € L ist
a(w) = al(E) +a2($) mit
~ 1 - -wicy
a;(@) = vol(Q) z I " (aB 1(h,r))s eTATise, >
1€F£\F Q
n=(
~ 1 - - s ™
az(w) = m 2 I ’l(a‘?ﬂ l(h,r))s e 21r].<w,h>
1€F£\F Q
Tn#C

dh

dh

’

Berechnet man al(a) und a2(5) nach dem Verfahren aus [3] § 2

so erhalt man

et [y )
-1

al(;) = fir @ = 0 und 7o € T mit av B

0 fir o # 0

und
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.~ =]

~ 1 1 . &2Ti<w,c “d> b

2,(©) = 55T 2. ——" e ()
(o 3em
mit
“S « N
b(3) = f [ r 5| - e 2ri<o,h> g
i Nrd(h)+r®-
4-s f 1 f 1
=r at - — dt -
R (t%41)S 2 (t241)S71/2

-ZriJNrd(a)rhl

1 e
—- dt - j — dh
i (t2+1)s 1 2 (1+hi)s 372 1

und unter Verwendung der Integralformeln fir T ([12], p. 6) und

Kg ([12], p. 85)

4-s L - ~
?E:ETTE:IT far o =0

S=2 . ®
2 8 yrary
25 t*f?i?(w) Ks_z(erNrd(a) r) far o # 0

r

b(w) = {

3.4. Rorollar: Sei s € € mit Re s > 4, Rep ein Reprasen-

tantensystem fur P(Q)\G(Q)/r.

Dann ist (E_(°,s)|a € Rep) €-linear unabhingigqg.
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3 4 Eisensteinreihen fur SL2(0)

Sei 0 eine maximale Z-Ordnung in #*; fir ein gebrochenes

Z-Ideal I Dbezeichne |I]| ein positives Erzeugendes; fir

. - |la b -1 _ |a E .
a € SLZ(I) mit a = [c d] und « [; d] sei
o = af + bo ' u =c0 + d0 und

0a + Oc 0b + od

<
]

Zunachst formulieren wir die Summationsbedingung der Eisen-

steinreihen Ea (zu SLZ(O)) mit den Methoden aus der Beschrei-

bung der Spitzenbahnen in § 2.

4.1. Satz: Fir (c,d) € ¥ x ¥ sgei R(c,d): t(0x0) -> X,

°4
[ ] — col + doz.
)

Dann gilt fir a € SLz(ﬁ), P=(z,r) €T und s € € nit

Re s > 4
. s

E,(P,s) = #(0_(v,)") ) | = 2]

(c’,d’)esxs Nrd(c’z+d’)+Nxrd(c’)r

c’0+d’0=u

* ~ =1

Kern(R(c’,d'))=va

(als Rechts-0-Moduln)
Beweis:

] y N = a-lﬂ € Pl(x). Die Abbildung

(o1 24

. _ ja b -1_ |a
Sei1 a = [c d] s @ = [;
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SL, (0) /\SL, (0) — {(c’,d') € * x %|c’'0+d’0 = c0+d0 und
Kern(R(c’,d’)) = Kern(R(c,d))}

SL, (0)] = — (c,d) ~
ist offensichtlich wohldefiniert. Die Surjektivitat entspricht
der Injektivitat der Abbildung ¢ im Beweis des Satzes 2.1,
folgt also aus der Projektivitat von gebrochenen
Rechts-0-Idealen. Die Kardinalitat einer jeden Faser ist

[{7 € SL2(0)|(c,d)‘v = (¢c,d)): SLZ(O)T’,]

= [{7 € aSL,(0)a™ | (0,1)v = (0,1)): (@SL,(0)a"ty27
und der letzte Index ist gerade #(or(v&)*) (offensichtlich,

falls u, = h;1, und somit nach Lemma 6.9 c) allgemein gultiqg).

E—] (3"t n &1p

a ~ ~v =1
[:] (0a + 0c)
-1

Va . L

Es ist Kern(R(c,d))

0e

Auch unter Verwendung obiger Summationsbedingung sehen wir,
falls 0 eine von 1 verschiedene Klassenzahl hat, keine Mog-
lichkeit, das Reprasentantensystem R aus der Fourierentwicklung
der E, (8 3) besser handzuhaben. Wie in [3] ist es naheliegend,
Linearkombinationen der Eisensteinreihen zu SLZ(O) Z2u betrach-
ten, die Epstein-{-Funktionen sind (Epstein [4]). Fiur solche
Linearkombinationen steht auferdem die Methode der Integral-

darstellung zur Verfigung (& 5).

4.2. Definition und satz: Sei M ein gebrochenes Rechts~0-Ideal.

Dann konvergiert fir P = (z,r) € T die Reihe
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B S
Ey(P,s) := |Nrd (M) | ® 2 r 2]
(c,d)EMxM~{0) Nrd(cz+d)+Nrd(c)r

absolut und gleichmidpfig auf Kompakta in (s € C|Re s > 4> und

. A A .. *
erfullt EhM("rP,s) = EM(P,S) far h € ¥ , v € SL2(0).

Beweis:

Die Summationsmenge von ﬁM(P,s) ist ein Z-Gitter vom Rang 8
und die Abbildung M x H - R”%, (c,d) +» I Nrd(cz+d) + r Nrd(c)

ist eine reelle positiv definite quadratische Form. |

4.3. Satz: Sei Rep ein Reprasentantensystem fiar

P(Q)\G(Q)/SLZ(O), M ein gebrochenes Rechts-0-Ideal,

P= (z,r) €T, s €C mit Re s > 4.

Dann gilt:

S
A ) |Nrd(u,) |

E (P,s) =
a€Rep [SL(0) _y 38L,(0)'_, 1]
a @ a

cmazt,S) E_(p,s)

(Man beachte die Definition ((M,s) = |[N(M)|S 2 < mit
meM-<0y N(®)

der u i .
e nreduzierten Norm N*/Q )

Beweis:

Diese Linearkombination ist eine triviale Umsummation mit Hilfe

der Abbildung

0 (M l-c0)) x a SL,(0) — M x M - €0

a€Rep
[h,[; é]] — (hc,hd).
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Sei (c¢’,d’) € M x M - {0}). Dann gibt es genau ein a« € Rep nmit
(c’,d’) € (h(0,1)av | h € Mu>' und - e SL, (0)}.

. . * R
Mit SLZ(q)a_l°° = {v € SL2(0)|§§ gibt ein h € ¥ it

(c’,d’)~y = h(c’,d’)>
ist die Kardinalitit der Faser von (c’,d’):

[SLZ(O)a_lm: (v € SL,(0)|(c’,d’)7 = (c’,d"))]. u

4.4. Korollar: Sei s € € mit Re s > 4, {Ml,...,Mh}‘ ein

Regrésentantenszstem far die Rechts-0-Idealklassen.

Dann ist (EM (-,s),...,ﬁuh(-,s)) C-linear unabhéangiqg.
1

Beweis:

Fir 1 ¢ i ( h sei

s
INrd(u ) |

. , Ed(.ls)
i a€Rep [SL2(0)a_lm.SL2(0)a_lw]
u&=Mi
(als Rechts-0-Moduln)

Aus der Fourierentwicklung (§3) folgt die lineare Unabhangigkeit

von (EM (-,s),...,EMh(-,s)}. Nach dem vorstehenden Satz ist
1

A

oMt L couymt, S By (+,5) By (-.2)

. -1 : N :
ConMt %) ... conl,S) By (o)) By (o)
Wie im anschliefenden Exkurs erlautert, ist die Matrix

1 - . .
(L‘(MiMJ 's))1$i,j$h regular fir alle s € € mit Re s > 1, n
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Exkurs: Wir referieren fir uns bedeutsame Ergebnisse aus der
Literatur uber {-Funktionen zu Idealklassen von maximalen

Z-Ordnungen in ¥*.

Sei N ein Z-Gitter in # mit OQ(N) maximal, |[N] seine

Links-OQ(N)-Idealklasse. Dann konvergiert die Reihe

c[N] (s) := 2 _1

s
L gebrochenes IN(L)I
Links-on(N)-Ideal

1LO, (N)
[L]=[N]

(N(*) die unreduzierte Norm von #* Uber Q)
absolut und lokal gleichmaBig fir s € € mit Re s > 1. Da die
Einheitengruppen von Z-Ordnungen in ¥ endlich sind, gilt far

ein Z-Gitter M mit Or(M) maximal:

* 1
$O_MHC _. (s) =C(M,s) := |N |5
B M) mGMZ{o} N(m)®

(s €C mit Re s > 1).

Die Hecke-Integraldarstellung fur ((M,+) liefert:
{(M,-) hat eine meromorphe Fortsetzung nach €, die holomorph
ist bis auf einen Pol erster Ordnung bei s = 1 mit Residuum

272

red

und die Funktionalgleichung

¥(s)C(M,8) = y(1-s)C (9" M"L,1-s)
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mit ¥: € > C U (=}, s (21)-stied [ (2s) erfallt (3 die

Differente von O.(M) duber Z, d g = INrd(9) | die reduzierte

Diskriminante).

Sei 0 eine maximale Z-Ordnung in #* wie zuvor, {Ml,...,Mh}
ein Repréasentantensystem der Rechts~0-Idealklassen. Wir fassen
die Matrix (C -1 (s))ISi,jSh als (-Funktion zu einer

ji
Darstellung einer Hecke-Algebra auf und erhalten daraus eine
Eulerproduktentwicklung (cf. Tamagawa [15], Shimizu [14] und
Godement-Jacquet [6]):

Fir p € Mh - (o) (Mb die Menge der Stellen von Q)
bezeichne H(I;,Og) die Algebra der 0;-biinvarianten Funktionen

1; - € mit kompaktem Trager. Das eingeschrinkte Tensorprodukt

H(% *

%* * . R - . .
é’f,oé’f) = H(zp,ap) ist in natQrlicher weise

®
penb-(w)
isomorph zur Algebra der Funktionen # - € mit kompaktem
A f

* . . . . .
Trager, die OA £ biinvariant sind. (Dabei sei
rz ¥

* * *
* := linm M1 o_x []1 =%,
a,f 5 PEMy-(SU(=}) P pes P
SQMh—(G}
S endlich
* —— *
o:)l_,"f =[] o_ .)

PEMp~(®) P

* *

Durch Konvolution wird eine Darstellung p von H(*A f’oA f)
2 Ly

auf dem h-dimensionalen C-Vektorraum

* .. * * *
V := (f: zé’f — C|f(kxg) = £(x) fir k € aé,f, X € xé,f, g€ %)
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definiert. Fir ein Ideal I in Z sei T(I) die charakteri-

*
stische Funktion auf 1A g von
£,

*
€ €0 d Nrd 0 = I fuar alle € -{®w}};
((xp)p Xé’flxp p un r (xp p) p P Mh

fir s € € mit Re s > 1 bezeichne V¥ (s) den Endomorphismus

von V z p(T(nZ)) - n %%, wWahlt man als Basis fiar V die
nen

* * *
charakteristischen Funktionen der Elemente von OA f\*A f/t , SO
vid £y

entspricht V¥(s) der Matrix ({
(MM

-1 (s))lsi,jSh' Da

i ]
H(x; f,oz f) kommutativ ist und vermége p halbeinfach auf V
£3y £y

operiert, lassen sich die p(T(nZ)), n € N simultan diagona-

lisieren. Die Eulerfaktoren ergeben sich aus der Struktur der

Algebren H(z;,o;), die mit Hilfe von Reprasentantensystemen fir
* * * * *

¥ No 0 und O \(¥_ N 0 [/} i . ut

( p p)/ p p ( p p)/ p bestimmt werden. Die absol

Konvergenz der Eulerprodukte fir s € € mit Re s > 1 impli-

ziert die Regularitat von ({ -1 (S))lsi,jSh'
(M M;7]

Die auf obige Weise einer Hecke-Eigenform aus V 2zugeordnete
Dirichlet-Reihe 138t sich auch als idelisches Integral auffassen
dessen Fortsetzung und Funktionalgleichung sich mit den Methoden

von Tate gewinnen lassen.
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§5 Fortsetzung und Funktionalgleichung von Eisensteinreihen

mit Gittersumnationsbedingung aus der Integraldarstellung

1
INzd () |®
Dirichletreihe zu einer quadratischen Form auf, so erkennen wir

1
[Nrd(m) | S
Zugehérigen 68-Reihe. Die 6-Transformationsformel ermoéglicht die

Fassen wir die Abbildung s ﬁH(P,s) als

T F(s) EM(P s) als Mellintransformation der

meromorphe Fortsetzung des obigen Mellinintegrals nach € wund
faihrt auf eine Funktionalgleichung. Die darin aufkommende
Mellintransformierte der 6-Reihe zum "dualen Gitter" erkennen wir

wieder als Eisensteinreihe.

Mellintransformation der 6-Reihen zu Gittern in M x H

Sei V ein zweidimensionaler Links-H-Vektorraum,

0 = (y: V — Sll v ist stetiger Grupgenhomomogghismus} der

"topologisch duale" Rechts~H-Vektorraum. Fiar ein Gitter L in v

(i.e. eine diskrete Untergruppe L C V mit V/L kompakt) sei
L= (v € V|¢(L) = {1}}. V' bezeichne den "algebraisch dualen"
Rechts-H-Vektorraum zu V.

Der nicht triviale Charakter x: H — Sl, h — eZViTrd(h)
erfullt x(gh) = x(hg) far g,h € H und definiert daher einen
Rechts-Vektorraumisomorphismus Qx: VY — 9, A X o A. Fir ein
Gitter L in V sei I = 0;1(f.) = (A € V'|Tra(A(L)) C Z).

Wir identifizieren Vv mit M x H beziglich einer Basis-und

V' mit t(I-l x H) beziglich der dualen Basis. Wir definieren

einen H-Vektorraum-Semiisomorphismus a: V— v,
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(hl’hz) - [;i] .

Skalarprodukt < , >: Vx V— R, (v,w) > Trd(a(v)(w)). Das

NI

und ein positiv definites reelles

Haar-Map auf V sei so normiert, dap es gleich seinem unter

QK o a zuriuckgeholten dualen Maf ist, d.h., dap das Fundamenta.

parallelotop einer R-Orthonormalbasis beziglich < , > Volumen
1 hat.

-r<v,v>

Fir die Schwartz-Funktion ¢: V — C, Vv I e und ihr«

A A A
Fouriertransformierte ¢: V- C gilt ¢ o nx oa = ¢.

5.1. Definition: FGr ein Gitter L in V sei 6,: R"" - C,
ats ) o({a ).
w€L
Aus der Poisson-Summationsformel erhdlt man den
5.2. Satz: (6-Transformationsformel)
Fir alle a € R°° gilt: 6 (a) = - 1 8 (a~1y.

atvol(wr) o 1)

5.3. Definition und Satz: Fir ein Gitter L in V existiert

Mel(6 -1,s) = f (6, (a)-1) a® 32
' 0

fir s € € mit Re s > 4, hat eine meromorphe Fortsetzung nach

C, die holomorph ist bis auf Pole erster Ordnung bei s = 0 mil

Residuum -1 i = i i —1 gi:
und bei s 4 mnit Residuum VoL (V/T)’ und es gi.

die Funktionalgleichung
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1

Mel (GL"]-, s) = vol(V/L)

Mel(® _, -1,4-s).

a “(L')

Beweis:

Sei s €C mit Re s > 4. Die 0-Transformationsformel liefert

1 [ ]
die Existenz des Integrals I... aus der des Integrals f...
0 1

sowie die Identitat

1 1
vol(V/L) s-4

= -1
Mel(BL-l,s) = s +

1 4-s da
METSNL75) { (Ba_l(L’)(a) La™ = 3=

+ f (BL(a)-l)as da .

a
1
Da die beiden rechts notierten Integrale holomorphe Funktionen in
S € € definieren, folgt die meromorphe Fortsetzbarkeit von

Mel(BL-l,-) auf C€. Die Funktionalgleichung liest man

unmittelbar ab. [ ]
Anwendung auf Eisensteinreihen
Sei 9 die Differente von 0 uber Z, d.og = INcd (D) | die

reduzierte Diskriminante.

5.4. Satz: Sei M ein gebrochenes Rechts-0-Ideal, pu € SLZ(H),

Po = (0,1) €T, s€C mit Re s > 4.

Dann gilt:
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Mel(8 oy, ~1/8) = Tﬁi;%ﬁf?; E, (uPy,8) -
Beweis:
MeL(® ey 10%) = ) T -7 (Nrd(c)+Nrd(d))a _ s
(c,d)€ (MxM)p-{0> 0
= 2 (w (Nrd(c)+Nrd(d))) S r(s) .

(c,d)€ (MxM)u={0}

5.5. Lemma: Sei M ein gebrochenes Rechts-0-Ideal.

Dann gilt: a) M = 2 M1l gl

2

b) vol(H/M) = 3 d__. |Nrd (M) | 2.

Beweis:
a) Klar aus der Definition von < , >.

b) Sei M C 0. Dann ist M 2 M,

(M:My = YOLAM _ (vo1 m/my)?
vol (H/M)

und andererseits

_ Inzagn|? _ |Nrd(M)|4di

|Nra () | 2 16

ed

[(M:M

Damit erhdlt man aus den Eigenschaften der Mellintransformierte

folgendes
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5.6. Korollar: Sei M ein gebrochenes Rechts-0-Ideal,

= (0,1) € T.

a) Dann hat die Abbildung s I— ﬁM(P,s) fir jedes P € T eine

meromorphe Fortsetzung nach €, die holomorph ist bis auf

4
einen Pol erster Ordnung bei s = 4 mit Residuum —213——,
3 dred
ferner gilt ﬁM(P,O) = -1, und E,(P,s) hat einfache Null-

stellen in s = -n fir n € N.

b) Die Fortsetzungen genigen fir jedes P € T der Funktional-

gleichung

2T

]-SF(S)ﬁu(P,S) = [-2r ]-(4-5)

I (4-s)By(s, (P),4-s)
red red 0

(s die geodiatische Symmetrie an P (cf. 81)).

P

o 0

Beweis:
Sei u € SLZ(H) mit uPo = P. Es gilt
aH((mmu) ) = a @ e Y ) = (i BaT?

und Vol (V/(MxM)u) = 2”2 diedINrd(M)|4. .

5.7. Lemma: Sei o der involutive Automorphismus von SLz(m)
H -1
B .

mit o(u) =
a) Sei B € SL2(§), PO = (0,1) €T, PET, s€C mit Re s > 4.

Dann gilt EB(SPO(P),S) = E[o 1 (P,s).

oo

b) Sei M ein gebrochenes Rechts-0-Ideal, Rep ein Reprasen-

tantensystem fur P(Q)\G(Q)/SLZ(O).
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Dann gilt:
INrd(vg) |®

1 5L, (0)7_ 1]

0 ﬁ (]

-1 s
* f(M VB 15) * EB(P,S) .

Ey(sp (®),9) = )

BE€ERep [SLZ(O)B

Beweis:

a) Fir (z,r) € T errechnet man sp (z,r) = [g é](-?,r) .
0

Wegen a(SLz(O)) = SLZ(O) folgt die Behauptung.

b) Mit Teil a) erhdlt man aus der Linearkombination der E in

Satz 4.3
Ey(sp (P),s) =
Fulsp (P
INrd(u_) | _
) SL, (0) s;. 0)" ot E[o 1] oy 5
L H og(~r
verep[ST2(0) oy 38L,(0)" 4 1 1 0J9(M)
Da mit ~+ auch B = [g é] o(v) ein Reprasentantensystem fir

P(Q)\G(Q)/SLZ(O) durchlauft, folgt die Behauptung. ]

5.8. Satz: Sei s € € mit Re s > 4, {Ml,...,Mh} ein Reprisen-

tantensystem fir die Rechts-0-Ideal- klassen x*\Ia, T der durc

fr— fo Sp definierte involutive Automorphismus des von den

0
EB(-,s) erzeugten C-Vektorraums, ﬁ der Unterraum mit Basis

<ﬁM1(-,s),...,ﬁMh(-,s)>.

Dann ist E N r(ﬁ) eindimensional.
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Beweis:

Nach §4 ist {EM (',s),...,EMh(-,s)) eine Basis fir E, wobei
1

S
2 lNrd(uB)l

peRep [SLZ(O)B_IO:SLz(O);_l ]

EMi(‘,S) = Eg(-,s) .

uB-Mi

Lemma 5.7 a) liefert

INra(v_) |
T(Ey (+,8)) = ) E, (+,8)
1 veRep [SD2(0) _; :SL,(0)’_, ]
-‘-,-—~=M' s 4 00 s 4 L]
¥ 1
INrd(up) |
Sei f = 2 a(p) Eﬁ(-,s).
BERep [SLz(o)ﬁ-lm’SLz(o)é-lml

Ist f € ﬁ, so gilt also a(B) = a(p’), wenn B, B’ € Rep mit

uB = g Ist f € T(ﬁ), so gilt a(v) = a(v’), wenn ¥, 7' € Rep
mit v, = Ve (Man beachte dazu Nrd(vq) = Nrd(uq) nach Lemma
6.9 b).)

Da, wie in §2 gezeigt, die Abbildung

9: SLz(a)\Pl(:) — I/%" x o1/%"
g1

’

o -1

bijektiv ist, gilt fir £ € EN v(E): a(B) = a(B’) fir alle B,

B’ € Rep. =n
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§ 6 Fourierentwicklung der Eisensteinreihen mit Gitter-
summationsbedingung

1

In diesem Paragraphen sei B € SL,(¥), n = B = € rl(z),

@

L= {(w € 1][% 1

] € B SL,(0)) B}, M ein gebrochenes Rechts-

Ideal.

Wie in #3 erhalten wir die Fourierentwicklung far

A _1 .
Ey(B71(+,1),8):

6.1. Satz: Fir P = (2,r) € T, s € € mit Re s > 4 ist

By(B7'B,5) = r¥|nraqw |® ) —
(0,d)€ (Mxm)p~1-(0) N¥d(d)
2 s
4-s =°|Nram) | 1
+r —_—
vol (Q) (s=-2) (s-1) (c,d%eRo Nrd(c)s
2.8 s
2réx” |Nrd (M) |
* Vol (Q) r(s) 2 2

w€L-( 0> (c,d)€R,

., =]
2ri<ew,c ~d> —S=2 -
e JNrd(m) Ks_z(erNrd(m) r)

Nrd(c) S

e21ri<w,z>

Dabei bezeichnet Q ein Fundamentalparallelotop fir L in H

R0 ein Repradsentantensystem fur
((c,d) € (M x M)B~L|c # 0)/8 SL, (0); gL,

'
4
o
Y

4,1'
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Die Summation iiber das Reprasentantensystem R, 1lapt sich

analog [3] %4 vereinfachen:

6.2. (d € #[(0,d) € (MxM) B~} = my

L = (quB)-1 .

-

6.3.
(Die Beweise sind offensichtliche Rechnungen. )

Es gilt (MxM) g1 ¢ Mvg x Mhg. Fir jedes c e Mvg definieren
wir (c,-) = ((&,d)](S,d) € (uxM) B~1). Aus der Definition von

Vg ug ergibt sich unmittelbar

6.4. Lemma: a) (8,-) # 8 far alle 3 € Mvﬁ.

b) Far (c,d) € () 71 jst (&,-) = (¢,d+mazl) .

Aus Lemma 6.3 und 6.4 b) ergibt sich

6.5. Lemma: Sei (c,d) € (Mxm) p-1.

Dann ist die Abbiidung

(€,+)/B SL,(0); 871 — Mag /S (ugvg)

(€,a) B SL,(0)! B! — (a-d) + S(ugvg) 2

bijektiv.

6.6. Korollar (aus Lemma 6.2 bis 6.5): Far s € ¢ mit Re s > 4

ist
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s 1 = s -1ls
|Nrd (M) | - Tams - Mg |7 oot
(0,d)€ (MxM) B~ "=(0)
ra e [° 4|Nrd(ug) |2 i
ggg(g) ) N d1 5" a__|vra . 572 © 0t 550

Zur weiteren Berechnung der héheren Fourierkoeffizienten

folgende Betrachtungen:

6.7. Lemma: Fir o € I - (0}, ¢ € Mv, - (0} sei

B
s=(d) 1= ) Q27i<s,c e
m L] [ ]
(c,d)eRo
R AA _1 .
Sei (c,d) € (MxM)B ~, dann gilt:
A 2 .~ A=A — o~
Nrd(c) ] 2ri<w,c "d> .. A-1v~ =1
e far c¢ € Mu
R [INrd(M)I-INrd(vB)r ;| e v
S~(c) =
P ~i~ . 7
0 fir ¢ "w € Mu
Bewels:
Sei w €1 -(0), ce€ Mvg - (0); dann gilt:
=i~ T2 - s oo a1
é lm € Mu 1 & Ya € Mu 1: e271<m'c a> - 1.

Damit folgt (nach Lemma 6.5):
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AT =<
a) Fir c w € Mup ist

S~(c) = 2
’ d-d)+c “lemu=1/c -1
( ) c(uﬁvﬂ) uﬁ /c(quB)
. o~ A=l A . o~ A=A
e211<w,c (d-d)>] . e21rl<w,c a>
A .~ AelA
- [ Nrd(c) ]2 . g2vi<w,c”Md>
INrd () T~ INrd (V) T .
— ~ .~ A=l
1 2ri<w,c "a> £ 1. Da

b) Far ¢ 1o € mull gibt es a € MuE mit e

mit (e,d) auch (3,d+a) ein Reprasentantensystem fiar

(S,*)/B SL, (0); ™! durchlauft, erhalt man

.~ A=l
S~(e) = 2 e2¥i<w,c “(d+a)>
W A

(c,d)€Ro

~ Aa .
ri<w > A
= e27iw,c Ta> | Sy(c) .

Somit ist Sx(c) = 0. m

6.8. Korollar: Ist ug = hEl, So gilt fir s € € mit Re s > 4

und @ € L - (0):
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.~ =1
]Nrd[M]Is 2 e211<w,c a>
vol (Q) s

(c,d)€R Nrd(c)

4'|Nrd(u,3)|2-INrd(M)ls'2 ) 1
= d ¢ S-Z
red cEMv,-(0) Nrd(e)~ —

T~ .1
c w€EMu

B

7uletzt ein Lemma Uber den Zusammenhang von uB und hglz

6.9. Lemma: FOr Ml,...,M4 C ¥ bezeichne

M M m m
[ 1 2] _ {[ 1 2] € uz(x)lmi e M, far 1< i¢ 4} .
M M m m

3 4 3 4
a) Far a € SLz(ﬁ) gilt:

°% % ~ -1, (2) -1, (2)
[u i ]/a M, (0) = (0,/V,") = (u,/h)7)
a a

als Rechts—Mz(O)-Moduln.

b) Fir a € SLz(ﬁ) ist Nrd(ua) = Nrd(va).

c
_ =1 al - -1 1
ua = ha und [;] a [0]’

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen:

c) Far [E] € t(a‘x:) - {0} gibt es ein a € SLz(f) mit

6.10. Satz: Sei nun B € SL,(#) mit uy = hEl.
st

Fir P = (2,r) € T, s € C mit Re s > 4

ist
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By(87'P,5) = r*|Nra(u,) | ¢ a3l 5)

412|Nrd(vﬁ)|4-s
d__1(5-2) (s-1)

4-s s=-2
C(Mvﬁ,—g-)

+ r

21+swsr2|Nrd(uﬁ)|2|Nrd(M)|s-2~-
d I'(s)

+
red

B Mv

B B
wc-leuﬁm-lu-l

S=2

I{Nrd (@) Kg_, (47 {Frd(e) r) LetTic<e, z>

Als Korollar aus der Fourierentwicklung erhalten wir die
Fortsetzung und Funktionalgleichung von ﬁM(P,-) unabhangig von

der Integraldarstellung in §5:

Sei Pe T,

a) Meromorphe Fortsetzbarkeit von s I— ﬁMLP,s) nach C

Die meromorphe Fortsetzbarkeit des O. Fouriersummanden ergibt
sich aus der der {-Funktion; die héheren Fouriersummanden
definieren sogar holomorphe Funktionen in s € C.

Aus Lang [9], p. 271 entnehmen wir: Fiar x, € m>°, Oqr 04 €R
gibt es ein ¢ € R>°, so daB far alle x € R mit x > X, und
alle s € € mit o, { Re s o, gilt: IKs(x)I {c . ™%X |

Damit folgt fir jedes s € € die absolute und lokal gleich-

mafige Konvergenz der Fourierreihe ohne den 0. Fouriersummanden.
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b) Funktionalgleichung

Die Funktionalgleichung W(g) ﬁM(P,s) = w(égg) ﬁﬁ(sP (P) ,4-s)
0

-258 .S

(wobei y¢: €C > C U (»}, s = (27) red

d r(2s)) gilt koeffi-

zientenweise fiir die Fourierentwicklung in der Spitze
n = B-1° € Pl(ﬁ) von SL,(0).

Die Fourierentwicklung von 2z ﬁﬁ(sp (B-l(z,r)),s)(Re s > 4
0

ergibt sich wie folgt:

Es gilt spo(ﬁ‘l(z,r)) =™ () 3]-Em.
sei + = (9 3%,

A - ~ ] ~
z — Eg(v Lz,r),s) =: 2 a(o)el™i<w,2z>
5eio

A - - ~ s ™
also ist z I Eﬁ(7 1(--z,r),s) = 2 a(-m)e2"1<""z> mit

w€L0
—al . ~ ~ ~
L0 = (u7v1) . Die a(w) (v € Lo) berechnen wir nach Satz 6.1(
(man beachte, daf nach Lemma 6.9 a) mit uB = hEl auch u_ =
a g
p— - _-1 _ -1

Die Funktionalgleichung fir den nullten Fourierkoeffizienten
ergibt sich damit aus der der {-Funktion (cf. §4 Exkurs) und die

Funktionalgleichung fir die hdéheren Fourierkoeffizienten aus dei

der Besselfunktion: K (x) = K_s(x) far s € €, x € m>°.
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§ 7 Einige Anwendungen der Fourierentwicklung

In diesem Paragraphen sei B € SL, (%) mit ug = hEl und
INrd(uB)I = 1 (nach dem globalen Normsatz (cf. [13]) und Lemma

-1

6.9 c) bedeutet dies keine Einschrdnkung fir n = g "= ¢ Pl(x));

fair ein Z-Gitter N in #* mit 0.(N) maximal sei ro(Nf i=

d
lim [—Egg C(N,s) - E%I]‘ M sei ein Rechts-0-Ideal.
s~»1 2«7

Aus der Fourierentwicklung in Satz 6.10 erhalten wir durch
Laurententwicklung des nullten Fourierkoeffizienten (betrachtet

als meromorphe Funktion in s € €) um s = 2 (wie in [3]) den

7.1. satz: Fir P = (z,r) € T ist

2.2 Jd
A -1 = 8r°r red -
EM(ﬂ PIZ) = dred [log(r) + log[ 2w ] +1 v

+3 (To M)+ (vela ™)

+ E #(c € Mv_-(0} Juc™! € uBE-lM-l)

-1 B
we€u 9 “v_-(0)

B B

K, (47VNTd (@) r)e4'1<“'z>J .

n
Dabei ist ~ = 1lim [ 2 % - log(n)] .

Wie in [3] und Asai [1] notieren wir ein Analogon zu

Kroneckers erster Grenzformel:
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7.2. Satz: Fir P = (z,r) € T ist

4
. A - 8 1
lim [EM(B 1P,S) - ; g:z]
sS4 3dred
4 -1 gr? 5
=r ((MuB 2) + — (TO(MVB) -8 log(r))
3dred
, 2n)fr?|Nram |2 2 2 1
3d - Nrd(c)?
red meuBm lVB-(O} c€EMv_-{0)

wc teu 97 1n"1
B
Nrd (o) K, (47VNrd (o) r)] eivicw,z>

Ammerkung:

Entsprechend Lang [9], chap. 21 § 1, kénnen wir ((M,-) durch

Eisensteinreihen zum 3-dimensionalen hyperbolischen Raum T

3
beschreiben.

7.3. Satz: Sei K ein maximaler (also imaginadr quadratischer)

Unterkorper von ¥, sodag KN 0 =: S der Ring der ganzen

Zahlen in K ist.

Dann gibt es ein gebrochenes S-Ideal Io in K und P € T3, S0

dap gilt:

S A
C(M,s) = [%:;] By (Pi2s-1)

wobei dK ein positives Erzeugendes des Diskriminantenideals von
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S udber Z und ﬁI die in [3] definierte Eisensteinreihe zu
0

SLZ(S) bezeichnet.

Beweis:
¥ ist ein K-Vektorraum durch Multiplikation mit K von links.

a) Seien Il’ 12 gebrochene S-Ideale nit 12 =MnN K.'und
I1 =MWMN K als S-Moduln. Wegen der Projektivitat gebrochener
S-Ideale gibt es ein h € #* mit M = Ilh + Iz'

b) Nach dem Satz von Eichler ([13], [5]) durchlauft
HomS(SxS,IxI) ein Reprasentantensystem der Links-Mz(S)-Ideal-
klassen, wenn I ein Reprasentantensystem der S-Idealklassen
durchlauft. Also gibt es ein gebrochenes S-Ideal Io und
a € GL2(K) mit (leIz)a = (onIo) (vergleiche den Beweis von
Satz 2.2). Im weiteren nehmen wir a € SLZ(K) an, was sich durch
geeignete Wahl von I, und h in a) erreichen 13pt.

c) Fuar alle k € K ist char.pol.K/Q(k) = red.char.pol.j(k).

Daraus ergibt sich fir s € € mit Re s > 1

{M,s) = [d——

3
(c,d)€I xI,=(0) TER/R(CZHA)+TNpp p ()

wobei 2z € KR, r € R>°, j €H so gewahlt seien, daf h = z + rj,

32 = -1 und Tra(R§) = 0 for alle k e K°R.
d) SLZ(KR) operiere auf T3 = KR + R>°j wie in [3];

L I R>® sei die Projektion. Damit ist
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S
cm,s) = [gd—%] N /q(To) 123
re

. ) 'z[[c d] a'l(z,r)]zs . =

(c,d)€I xI =(0)

TO(M) berechnet man nach vorstehendem Satz mit der Kronecker-

Grenzformel fuir ﬁI aus [3].
0

Beispiel: Sei p € N eine Primzahl mit p = 3 mod 4. Der

Q ({-p)-Vektorraum #* mit Basis {uo,ul) trage die zyklische

Q-Algebra-Struktur (Q(J-p)/Q,o0,-1), wobei o Gal(@(¥-p)/Q)

erzeuge. Es ist dred = p. Wir identifizieren Q({-p) mit seine

Bild in ¥ unter x = xu,.

Sei 8 = z[li.:E]. Dann ist 0 = Su1 + S eine maximale

und nach (3] Theorem 5.3

2
. 27 1
1im [c (0,5) - ——— —:—]
s=1 drec_l s-1

2
=((s,2) + i%— [27-1-log(p)-4log[|n[ll%:EI|]

JNioy 1 414N(w)|
’ zueSZ{O} ") 2 Nie) Kl[ {p ]

cE€S-{0)

c'lmes
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1
N(x)S

(dabei ist fir s € € mit Re s > 1 [(S,s) = >
X€S~{0)
n die Dedekind-n-Funktion).

Gemaf MaaB [10], [11] erhalt man die Z2u einer Wellenform
assoziierte Dirichlet-Reihe durch Mellintransformation des

unendlichen Teils der Fourierentwicklung:

7.4. Satz: Fir t € C, s € C gilt:

[Bge0,m,8) - 2t Comgt, 5

Qt—o 8

’ 2
4-t 4x t-2. ] _2s-2 dr
T (e (Mgt ]r T

- 1 Z(upg-lu-1’232t+2) .+ z(uvy, 2822
2¥(3)

mit y(s) = (21)'25d:edr(2s) wie zuvor und Z(M,s) = y(s)C(M,s).

Beweis: Die Existenz des Integrals f ... ergibt sich aus dem

1
asymptotischen Verhalten von Ks(x) fir x > @ (cf. Lang [9],
1
P. 271). Zum Nachweis der Existenz des Integrals I c.. Ver-
0o

wendet man das Transformationsverhalten von ﬁM(ﬁ-l(-),t) unter
[g é] (cf. Maag [11]). Nach [12] p. 91 ist fir a € R*° ung
s, t€C mit Re s > %IRe t]:
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[+ ]

-1 l _-2s t t
J r?®7Ig,_(2ar)dr = 3 a7°%r (s-5)I (s+3)
0

Also gilt fir s, t € € mit Re s gro genug:

s | y
0 weu,d v -<0) lcemv.-(0>
p? Vs MmO .
we €uBE lM

. JNrd(u)t‘ZKt_2(4wJNrd(m) r)] . p28 dr

) ebess)

r

s-(t=2) /2 £-2
-, ) 2 =)
weuﬁﬁ vB-{O} c€MvB-{0)
wc-leuBE-lu-l

+ (2m) 728 1 (55531 (s+553)

s-(t-2)/2 s+ (t-2)/2
= z_l -1 [Nré(d)] 2 [Nré(c)]
deuﬁﬂ M T-{0} C€MVB-(O}

- (27) %% r(s tgz)r(s:tgz)

Aus der Funktionalgleichung z(M,s) = Z(3 1M1, 1-s)

fir die meromorphe Funktion

Fﬁ: S -_._1t_ Z(u g'lu"l,.g_s;t_"'z) . .zsit_:z

2:4(3) 4

die Funktionalgleichung

erhalt man

)
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Fﬁ(s) = F[:(z g;] (2-s) .

Diese Funktionalgleichung folgt nach Hecke [7], Maass [11]}] auch
aus dem Satz 7.4 (mit dem Arqument aus dem Beweis der Existengz

des Mellinintegrals).

Wie in [1] und (3] gewinnen wir aus der Kronecker-Grenzformel

far ﬁM ein Analogon von login| (n bezeichnet die Dedekind-n-
Funktion):

7.5. Ssatz: Far P = (z,r) € T ist

2

2
red .. A -1 - L4-s 4w -2
oxd  iin [Eu(ﬁ P/,s) - r a__(s-Dy (=7 £ Mg, 53 )]

3d

g(P) :=

harmonisch fiir den hyperbolischen Laplace-Beltrami-Operator A

und erfillt die Transformationsformel

9(P) = g(vP) + log(Nrd(cz+d) + r? Nrd(c))

.. _ {a b -1
far alle ~ = [c d] € B SLZ(O)B .

Beweis:

Aus der Rechnung fiir die Kronecker-Grenzformel ergibt sich

2

34
g(P) = lim [ red 4

Lin E,(87'p,s) - E%Z] ToMvg) + 2 + log(r).
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Die Mellintransformierte des unendlichen Teils der Fourierent-

wicklung von g haben wir als % Z(qu-lu-l,E%l) . Z(MVB,Egl)

berechnet. Auch dies ist analog zu 1log |n| (cf. Lang [9], [3]).
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