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Attracteurs presgue-neriodigues pour une

classe d'Cguations paraboligues nonlineaires

du type reaction-diffusion sur IRN .

FixOIlB N e. [2,CD) nIN+ ,soit n C IRN un ouvert borne connexe a. frontit~re

suffisamment reguliere on et consideronsla classe de problemes de Neumann

u t (x, t) = 6U(X, t) + s(t)g(u(x,t)) , (x,t) e. (1)(IR+

Ran(u) ~ (uO,u1)

~ (x,t) = 0 . , (x,t) ~ O!1xlR+

(1)

Dans les relations (1), nous avons ecrit s: IR+ --+ IR pour la restrietion a. IR+ d'une

fonction presque-periodique au sens de Bohr sur IR, que nous noterons egalement s.

Nous avons note g: [R --+ IR une fonction suffisamment reguliere possedant deux zeros

Uo< u1 tels que g(u) > 0 pour chaque u e. (uO,u1) . Par ailleurs, Ran(u) designe le

domaine des valeurs de u et ß le vecteur unite normal exterieur a 8 S1 . Considerons

d'autre part le probleme aux valeurs initiales

'" '"u' (t) = s(t)g(u(t)) , te.1R

'"Ran(u) ~ [uO,u1]

'" '"u(O) = ve. [uO,u1J

(2)

Noua nous proposons ici de presenter et de diseuter deux theoremes nouveaux relatifs

aux phenomenes de stabilisation de certaines solutions classiques de (1) vers des

solutions classiques presque-p&iodiques de (2) lorsque t --+ DJ • Ce genre de questions
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est motive par certains problemes importants de la genetique des populations, tels que la

migration saisonniere de certains genes Oll virus dans une population donnre confinee 11.

n( [lJ - [4]) . Soit IRB la compactification de Bohr de la droite reelle munie de sa

topologie usuelle [5]; conformement Al'usage nous identifions une fonetion s e. ~(IR,IR)

presque--periodique au sens de Bohr A son prolongement unique uniformement continu

sur IRB , 80it s e. ~(!RB,IR) . Nous rappelonB aussi que le module de s est l'ensemble

constitue de toutes les combinaisons lineaires finies a. coefficients entiers des exposants de

Fourier de s, que nous notons Mod(s) ([6], [7]) . Notre premier resultat est

eIementaire. Nous y decrivons une familie a. un parametre de solutions classiques

presque--periodiques de (2).

Prop 3m n 1. Soit 3 t nil( .R)e e que t --t S: d{s(O = 0(1) lorsque Itl --+ m.

Supposons que g e. ~(l)(lR,lR) et qu'il existe Uo1 e. IR tels que g(uO) = g(u1) = 0 ,
I

g(u) > 0 pour chaque u e. (uO'u1) et g' (uO) > 0, g' (u1) < 0 . Soit G une primitive

quelconque de l/g sur l'intervalle ouvert (uO'u1), supposons que G(u)~ - m

lorsque u~ Uo ,que G(u) --+ + m lorsque u~ u1 ' et designons par G-1

l'inverse monotone de G. Alors les conclusions suivantes sont valables:

A

(Cl) Pour chaque ve. [uO,u1] , le probleme (2) possede une solution classique

presque-periodique ~ e. ~(1)(1R,1R) . Plus precisement, si ; = uO(resp. u1) alors
A A A

U = uo (resp. u = u1) identiquement sur IR. Si v E. (uO,u1) , la solution de (2) est

uniquement determinee par

(3)

pour chaque t e. IR . Dans ce dernier cas, nous avons l'inclusion des modules



-3-

A

Mod(u) ~ Mod(s) (4)

(C2) Chaque solution de (2) donnee par la relation (3) reste uniformement

eIoignee des deux solutions d'equilibre Uo et u1 j en d'autres termes nous avons

et

A

inf (u(t) - uO) > 0
tE.1R

'"inf (ul - u(t)) > 0
tE.1R

(5)

(6)

Idee de la demonstration. Nous resolvons (2) trivialement par separation des variables

et nous obtenons la conclusion (Cl) par des criteres classiques de Bohr et de Favard

[7]. La. conclusion (C2) est une consequence de la relation (3) et des conditions

asymptotiques de G au voisinage de Uo et u1 . 0

'"Nous notans {u}'" la famille a. un parametre des solutions de la proposition
VE. [uO'ul ]

'"precMente et {u}'" la familIe des solutions determinees par la relation (3).
ve.(uO'u1)

Fixons p E. (N,oo). Nous convenons alors d'appe1er solution classique du probleme (1)

toute fonction u: IT )( rR! ----i [R dont la derivee partielle temporelle ut existe en tant

que fonction ut : IT )( IR+ ----+ IR . Nous exigeons en outre que

x ----i u(x,t) E. Ijf(2)(IT,IR) pour cha.que t E.~! ' que x ----+ ut(x,t) E. ~(IT,IR) pour

chaque t E. IR+ , que t ----+ ut(x,t) E. ~(lR+ ,IR) uniformement en x E. IT et que

Iu(x,t) - u(x,t ') I ~ c(x) It - t I I pour chaque t,t I E. IR! ' ou c E. LP(n,lR) . Notre
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premier resultat principal est alors le suivant.

Theoreme 1. Supposons que 8 et g sstisfassent au memes hypotheses que ceIles de la

proposition 1 et soit u une solution classique du probleme (1). SnppOsons en outre que
+ A A

s soit hölderienne sur IR .Alors il existe un u e. {U}A tel que
IIE(UO'U1)

'"I i m su p Iu(x,t) - u(t) I = 0
t ....HD xe.IT

Oe plus, la solution donnre satisfait aux relations

I im sup Ivu(x,t) I = 0
t-+m xe.IT

et

I i m sup Ix - Y,-ßIu(x, t) - u(y,t) I = 0
t-+m xlYe.O

XrY

li m sup Ix - y I-ßIvu(x) t) - vu(y,t) I = 0
t-+m xlYe.O

XrY

pour chaque ß e. (0,1 - P-IN] .

(7)

(8)

(9)

(10)

Idee de la demonstration. Pour p e. (N,m) , soit H2,P(O,IR) l'espace de Sobolev reeI

muni de sa structure d'algebre de Banach commutative usuelle relativement aune norme

11 · 11 2 equivalente a la norme originale [8]. Etant donnre une solution classique u,p
de (1), definissons pour chaque t e. IR! la fonction u(t) E. H2,P(O,IR) par
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u(t )(x) = u(x,t) . Puisqu'il existe l'injection continue H2,P(l1,lR) --+ ~l,ß(rr,lR) dans

1'espace de Banach UBuel des fonctions hölderiennes sur rr a derivees partielles

hölderiennes d'exposant ß €. (0,1 - P-lN] , tout revient a prouver l'existence d'un
A A A

U €. {U}A tel que lIu(t) - u(t)!I 2 P --+ 0 lorsque t --+ (J) • Pour ce faire nous
VE.(u

O
,u

1
) ,

exploitons la structure d'algebre de Banach de H2,P(n,lR) ainsi que le principe du

maximum parabolique. o

Rernargues. (1) Nous observons tout d'abord que les solutions d'equilibre uo et u1 ne

peuvent jamais etre des attracteurs sous les conditions du theoreme 1. En effet, un

ingrMient essentiel dans la demonstration de ce theoreme est que toute solution

classique de (1) reste uniformement eIoignee de Uo et u1 ' generalisant en cela la

conclusion (C2) de la proposition 1. Cela est intuitivement comprehensible puisque

1'hypothese t --;Lt des(O = O(1) lorsque It I --; lD signifie que t --; Jot des(e)

est presque-periodique, et done que la moyenne temporelle de s est nulle.

A A

(2) Les solutions u €. {u}A intervenant dans le theoreme 1 ne sont en
VE.(uO'u1)

A

general pas des attracieurs globaux eu u depend de u. De plus, noUB pouvons conclure
A

grace a. la relation (4) que tout exposant de Fourier de u est necessairement une

combinai80n lineaire finie acoefficients entiers des exposants de Fourier de s.

(3) En resolvant (2) sous les conditions de la proposition 1, nous avons obtenu

toutes les 8OIutions classiques prcsque-penodiques dans la variable temporelle de (1); en

effet, il decoule immediatement du theoreme 1 et de proprietes elementaires des

fonctions presque-periodiques que si u est une solution classique de (1), alors

t --+ u(x,t) est la restrietion A IRt d'une fonction presque-periodique au sens de Bohr
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A A A

si, et seulement si, il existe u e. {u} A tel que u(x,t) =u(t) pour chaque
~(uO,ul)

(x,t) E II )( IRÖ .

TI est finalement naturel de se demander comment se stabilisent les 8OIutions classiques

de (1) lorsque la moyenne de s est differente de zero. Nous notons cette moyenne

J.i3(s) , soit

t
J.i3(s) = I im t-1 f d(s(e)

t-+(D 0
(11)

Nous remarquons d'abord que uo et u1 sont toujours des solutions d'equilibre de (2)

t
independamment de l'hypothese de presque-periodicite de t --I f0 d{s({) .Nous

pouvons alors montrer que Uo ou u1 sont des attracteurs globaux dans le sens de

resultat suivant.

Theoreme 2. Soit s e. t4'(IRB,IR) teIle que lLß(s) t 0 et suppo80ns que g satisfasse aux

memes hypotheses que precedemment. Supposons en outre que s soit hölderienne sur

IR+ . Soit u une solution classique du probleme (1). Alors ou bien lLß(s) < 0 et on a

ou bien t'ß(s) > 0 et on a

I i m sup Iu(x,t) - UoI =0
t-+(D xe.'II

li m sup Iu(x,t) - u11 = 0

t-+(D xe.'II

(12)

(13)
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De plus, les relations (9) et (10) subsistent dans les deux cas.

Le theoreme precedent se demontre par une methode semblable a. eelle utilisee dans la

demonstration du theoreme 1.

Porn terminer, nous illustrons les resultats precedents par les deux exemples suivants

coneernant les equations dites de Fisher qui ont en fait motive notre etude.

Exemple 1. Consideronsle probleme

u t (x,t) = lt.u(x,t)+(eos(w1t)+cos(w2t))u(x,t)(1-u(x,t)) (ou( x, t)+

+(1-a ) ( i-u (x ,t)), (X , t) ~ nx IR+
Ran( u) ~ (0 ,1)

~ (x,t) = 0

(14)

ou a ~ (0,1) et ou {wl'w2} ( IR/{O} est rationnellement independant. NOUB avons ici

g(u) = u(l - u)(ou + (1 - 0)(1 - u)) avee Uo= 0 U1 = 1 et

s(t) = cos(w1t) + COs(w2t) , si bien que toutes les hypotheses du theoreme 1 sont

verifioos. Nous eoncluons done que toute solution classique de (14) se stabilise vers un
A

attracteur quasi-periodique u dont ehaque exposant de Fourier A est de la forme

A = k1w1 + ~w2 ou k1 2 e. u.. . L'ensemble {""1'''''2} eonstitue done une base entiere,
A

de l'ensemble des exposants de Fourier de u.
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Exemple 2. Considerons le probleme

u t (xJt) = ~u(x,t)+(cos("'1t)+cos(w2t)-1)u(x,t)(1-u(x,t))exp [-u(x,t)],

(x,t) E. {l)(IR+

Ran( u) ~ (0,1)

~ (x,t) = 0 , (x, t) E. O!l)(1R+
(15)

oil {"'1 ''''2} est identique au choix de l'exemple 1. Nous avons ici

g(u) = u(1 - u)exp [- u] avec Uo= 0, u1 = 1 et s(t) = cos(w1t) + cos(w2t) -1 , si

bien que Ji3(s) = - 1 . Toutes les hypotheses du theoreme 2 sont alors verifi«~es, de teIle

fa~on que Uo= 0 est un attracteur global au sens de la relation (12) independamment

du choix des valeurs de "'1 et 612 ,

Les demonstrations completes de nos resultats ainsi que la discussion d'autres exemples

importants apparai tront dans [9], oil nous avons egalement developpe une theorie
A A

geometrique locale au voisinage de chaque u E. {u}A suivant les principes
VE. [uO'u1]

presentes dans ([10] - [14J), afin de determiner quantitativement a quel taux se

deveIoppent les processus de stabilisation decrits dans les theoremes ci-dessus. La

presentation et la discussion de ces resultats feront l'objet de communications

ulterieures.
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