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CARACTERE DE eHERN BIVARIANT

Christian KASSEL

INTRODUCTION

Dans ce travail nous construisons tul caractere de Chern bivariant a. valeurs
dans la cohomologie cyclique bivariante de Jones-Kassel [1988]. Cette derniere
associe a. tout coupIe (A, B) d'aIgebres unireres sur un anneau eommutatif k
fixe, un k-module Z-gradue HC*(A, B) qui possede les proprietes suivantes.
Tout d'abord HC*(A, B) est bivariant, c'est·a-dire contravariant en A et
covariant en B; de plus, en specialisant A ou B , on retrouve la cohomologie
cyclique de Connes et sa version duale qui est l'homoIogie cyelique negative de
Goodwillie. A l'instar de la KK-theorie de Kasparov, Ia cohomologie cyclique
bivariante possooe UD produit general qui combine UD. produit de composition
a Ia Yoneda et un produit externe, version cyelique du theoreme d'Eilenberg­
Zilber. Elle est· aussi invariante par extension aux matrices. Enfin, atout
morphisme d'algebres uni.feres

J:A-+B

on peut associer naturelle~ent un element eh(f) de HCO(A, B) qu'on appelle
le caractere de Chern bivariant du morphisme.

Notre but ici est avant tout d'etendre ce cara.ctere de ehern naturel a.
certains homomorphismes d'algebres generalises. La premiere extension - faeile
- consiste a. passer des algebres uniferes aux algebres sans unite. Remarquons
qu'un morphisme d'algebres non uniferes de l'anneau de base dans l'algebre
A n'est nen d'autre qu'un idempotent; eomme, d'autre part, UD A-module
projectif P de type fini est l'image d'un idempotent de .Nlp(A) et que cette
algebre de matrices est equivalente a. A au sens de Ia cohomologie cyelique (du
moins si A est unirere), on arrive ainsi a. associer a. P tme cIasse cyelique dans
HC°(..4., k) qui n'est autre que celle construite par Connes [1985], Hood-Jones
[1987] ou Getzler-Szenes [1988].

Plus generalement, pour tout A-B-bimodule P qui est projectif de type finj

comme B-module, on constroit dans HCO(A, B) le caractere de ehern bivariant
ch(F) de P en lui assoeiant des morphismes d'algebres

- 1 -



Ces bimodules forment une categorie exacte dont nous appelons Ie groupe de
Grothendieck K(A, B) Ia K·theorie algebrique bivariante de (A, B) . On montre
alors que le caractere de Chern bivariant s'etend en un homomorphisme de
groupes

eh : K(A,B) --+ HCo(A, B).

La propriete cruciale qui permet d'etablir que le caractere de ehern d'un
module projectif ne depend pas du plongement clans un module"libre est que,
pour toute aigebre un.ifere, le caractere de ehern d'un automorphisme interieur
est egal a. celui de l'identite.

Ce caractere de Chern algebrique est egalement multiplicatif. En effet, Ie
produit tensoriel des bimodules donne sur Ia K-theorie algebrique bivariante un
produit general du meme type que celui de Ia cohomologie cyclique bivariante.
Ce produit permet d'ailleurs de faire aperer K(A, B) sur Ia K-theorie algebrique
de Quillen de A et de B comme un espace de correspondances (c'est ainsi que
le transfert en K-theorie apparait comme l'action d'un element de K-theorie
bivariante).

Le caractere de ehern bivariant preserve ces produits, ce qui se traduit par
un diagramme commutatif de Ia forme

Une consequence immediate et amusante de Ia multiplicativite du caractere
de Chern bivariant est Ia preuve de I'invanance de l'homologie cyclique par
equivalence de Morita. Ce petit probleme qui nous a servi de mconducteur
n'avait pas rec;u de solution jusqu'ici. Il vient egalement d'etre r~oIu par
McCarthy [1988].

Le deuxieme type d'homomorphismes generalises pour Iesquels nous coo­
struisons un caractere de Chern bivariant provient de la K-theorie bivariante
de Kasparov et plus precisement de la presentation simplifiee qu'en a donnee
Cuntz [1983J. Etant donne un quasi-homomorphisme de A clans J tel que defini
par Cuntz (loc. cit.), nous mantrons que sous une certaine condition sur J 00

peut lui associer une classe cyclique bivariante dans HCO(A, J) . La condition
dont nous avons besoin pour faire fonctionner notre formalisme est que J ,
sans etre un.ifere, est homologiquement unifere (ou H-unirere), un concept tres
important mis a. jour par Wodzicki [1988b]. Pour Ies applications geometriques
que nous avons en vue, cette restrietion n'est pas genante car, comme Wodzicki
l'a montre, toutes Ies C*-algebres sont H-unireres de meme que Ia plupart des
algebres qui sont au cceur de la "geometrie differentielle non commutative" de
Connes.
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Lorsque de plus J est de la forme B ® I ou I est un ideal munie d'une trace,
alors tout quasi-homomorphisme de ..4 daM B 0 I donne naissance a. une classe
bivariante dans HCO(A, B) . Lorsque B = k , de tels "quasi-homomorphismes
a trace" generalisent les modules de Fredholm l-sommables de Connes [1985];
nous montrons que le caractere que nous constroisons ici etend celui de Connes
pour les modules de Fredholm I-sommables. De meme pour tout entier p ~ 2~

nous definissons des "quasi-homomorphismes p-sommables" de A dans B ® I
et nous leur associons un caractere de Chern bivariant qui, cette fois-ci, est a
valeurs dans le groupe

HpO(A,B)

de cohomologie cycliqu.e bivariante periodique de Joues-Kassel (19S8J.

La construction de la K-theorie algebrique bivaria.nte et celle du caractere
de Chern bivariant algebrique apparaissent au dernier chapitre. Tout ce qui
concerne les algebres H-uniferes, et notamment leur application a. la definition
du caractere de Chern bivariant (topologique) d'un quasi-homomorphisme a la
Cuntz, se trouve concentre au chapitre Irr. Dans les deux premiers chapitres
nous etablissons les proprietes de la cohomologie cyclique bivariante necessaires
au.'"<: constructions des chapitres UI et IV.

Plus precisement, le premier chapitre contient un certain nombre de pro­
prietes nouvelles de l'homologie cyclique. Indispensables pour la suite, elles
presentent un interet par elles-memes. En voici un bref resume. On sait que
l'homologie cyclique se definit a. l'aide de divers complexes (quatre pour etre
precis) dont Loday-Quillen {1984] ont montre qu'ils ont meme homologie. Nous
donnons en 1.3, 1.5 et 1.6 des formules €..'"<Plicites qui montrent qu'en fait ces
complexes sont homotopes entre eux. Mieux, trois d'entre etL'"<: sont des retracts
par deformation du quatrieme.

Comme consequence, DOUS constroisons (du moIDs en caracteristique nulle)
un. endomorphisme explicite de degre -2 du complexe cyclique

qui induit l'operateur S de Connes en homologie cyclique (voir 1.4).
Un autre probleme so~eve et partiellement resolu dans le chapitre I est

celui qu'on rencontre communement lorsqu'on calcule des groupes d'homologie
cyclique. Si l'homologie de Hochschild se calcule souvent avec un "petit" com­
plexe, il n'existe malheureusement pas de procedure connue pour transporter
l'operateur B du complexe de Hochschild sur le "petit" complexe. Dans 1.7
nous montrons a. l'aide d'un lemme de perturbation dil a. R Brown comment
resoudre ce probleme lorsque le "petit" complexe est un retract par deformation
du complexe de Hocbschild.
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Nous terminons ce chapitre preliminaire par la comparaison des complexes
calculant l'homologie cyclique de deux algebres unireres et de leur, algebre­
produit.

Le second chapitre est consacre a Ia cohomologie cyclique bivariante. Dans
Jones-Kassel [1988] nous avions utilise le (b,B)-bicomplexe de Connes pour
construire les groupes HC*( ..4., B) lorsque A et B sont des algebres unireres.
Utilisant UD autre bicomplexe, nous etendons ici la definition des groupes
He·CA, B) aux cas Oll les algebres n'ont plus necessairement une unite. Cette
nouvelle presentation de la cohomologie cyclique bivariante permet d'associer a.
tout morphisme d'algebres un cocycle bivariant et de doniler a. certains cycles
cycliques une forme bien plus simple. TI en est ainsi du caractere de Chern ch(e)
de l'idempotent e d'une k-algebre A qui est la classe dans le (b,B)-bicomplexe
du cycle

Les morphismes de complexes explicites construits au chapitre I permettent
alors d'identifier precisement la classe ch(e) de ce cocycle complique avec la
cIasse dans HGO(k, A) = HCoCA) du morphisme d'algebres de k clans A qui
associe e a 1 .

Nous montrons ensuite en 11.3 que la cohomologie cyclique bivariante possroe
un couple exact qui generalise celui de Connes. En 11.4 nous appliquons ce
couple exact a une "formule de Cartan non commutative" pour etendre un
resultat de Goodwillie sur les derivations. Nous etablissons egalement que, de
meme qu'une derivation interieure doune 0 en cohomologie cyclique bivariante,
UD automorphisme interieur est cohomologue a,l'identite. Le chapitre 11 s'acheve
avec UD theoreme d'additivite, La notion de HC-acyclicite et 1a preuve que le
cone d'une algebre unifere est HC-acyclique.

Dans le chapitre 111 nous commen~ons par rappeier ce qu'est une algebre
H-unirere au sens de Wodzicki [1988b] et comment les resultats de ce dernier
permettre d'etendre certains de nos enonces du chapitre 11 aux algebres H­
uniferes. En 111.2 nous nous occupons des extensions d'algebres

de noyau H-unifere et DOUS montrons comment on peut associer a. une teile
extension une classe canonique dans HGI (A, I) . Nous donnons deux applica­
tions, l'une aux operateurs pseudo-differentiels en 111.4, l'autre a la suspensiQn
d'une algebre C111.3), ce qui nous donne les isomorphismes

HG*(A, B) ~ HC·C~A,E)[l] 'V HC*(A., L:B)[-l].
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En 111.5 naus faisons appel a. un vieux resultat de Hochschild [1947} pour
etablir qu'une extension de noyau H-unifere I fixe equivaut a. la donnee
d'un morphisme d'algebres dans l'algebre des multiplications exterieures de
I . Cette derniere nation a, depuis, ete developpee par les specialistes des
algebres d'operateurs et a notamment donne naissance a. l'invariant de Busby.
Au paragraphe suivant nous montrons que si B est unifere et que Moo(B)
est l'algebre des matrices finies sur B , alors l'algebre des multiplications
exterieures de Moo(B) est isomorphe ala suspension EB de B . Par consequent,
a. toute extension de A par Moo(B) correspond un morphisme d'algebres

f: A -+ EB

dont le caractere de Chern ch(f) E HCO(A., EB) est en correspondance via les
isamorphismes de II!.3 avec Ia classe de

HC1(A, lvJoo(B» ~ HC1
( ..4, B) .

2,
construite en 1111 Avec le paragraphe III.6 s'acheve l'etude des extensions
d'algebres, c'est-a-dire de la version algebrique du graupe K K 1 de Kasparov.

Le groupe K KO de Kasparov, lw, est engendre par les quasi-homamor­
phismes de Cuntz. Naus dünnons en Ir!. 7 une definition algebrique de ces homo­
morphismes generalises et leur associons une classe de cohomologie cyclique
bivariante. Le chapitre s'acheve avec l'etude des quasi-homomarphismes qui
generalisent les modules de FredhoIm p-sommables. Nous examinons egalement
les cacycles cycliques associes a des "traces partielles".

Le chapitre IV est consacre ala definition de la K-theorie algebrique bivari­
ante, du caractere de Chern bivariant et a la demonstration de ses proprietes.
Dans le dernier paragraphe nous discutODS les generalisations possibles du car­
actere de ehern aux groupes de K-theorie superieure. Le developpement de ces
idee, se~ l'objet d'un travail ulterieur.

Les resultats des chapitres 11 et IV ont ete essentiellement annonces dans
Kassel [1988].

CONVENTIONS. On fixe un anneau commutatif k . Sauf mention expresse du
contraire, toutes les constructions se feront dans la categorie des modules sur
k , ce qui nous permettra d'omettre l'indice k clans les symboles

01: et Hom,l:.

Les lettres grasses Z , Q et C designent respectivement l'anneau des entiers,
le corps des nombres rationnels et celui des nombres complexes. On identifie
egalement UD. complexe de cha'ines X. a. UD complexe de cochaines X· au moyen
de la convention usuelle
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Pour tout entier p , le complexe X[P] ... est danne par

Enfin si X.... est 1.Ul bicomplexe, on notera X... le complexe total associe.

REMERCIEMENTS. J.-B. Boot m'a propose l'exemple du bimodule d'inductian
(IV.4.4) qui a ete a. l'origine de plusieurs de mes conclusions cancernant le
caractere de Chern bivariant. J. Stasheff m'a signale l'existence du lemme de
perturbation de R. Brawn~ lemme dont j'ai fait wage cl. plusieurs reprises.
P. Deligne et M. Wodzicki m'ont prete une oreille attentive. Je leur eo sms
reconnaissant ainsi qu'a l'Institute for Advanced Study de Princeton qui m'a
permis de realiser ce travail clans de tres bannes conditions.
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1. COMPLE~IENTS SUR L'H01tfOLOGIE CYCLIQUE

Loday-Quillen [1984} ont montre que l'homologie cyclique d'une algebre
l.J.Ilifere A peut se calculer cornme l'homologie de trois bicomplexes differents.
TI s'agit du bicomplexe CC..(A) inspire de Tsygan [1983] qui est defini meme
si .4. n'a pas d'unite, du (b,B)-bicomplexe standard B(A) qui existe des que
A est H-unirere au sens de Wodzicki [1988b] et du (b,B)-bicomplexe normalise
B(A) qui, lw, requiert une unite. Si de plus A contient le corps des nombres
rationnels, alors les bicomplexes precede~ts sont quasi-isomorphes a. C. t(A) qui
est le plus grand complexe-quotient du complexe de Hochschild sur lequelles
permutations circulaires operent trivialement.

Dans ce chapitre nous exhiboDS des fonnules explicites qui montrent que
les complexes precooents sont tous des retracts par deformation de CC..(A).
RappeIons qu'un complexe X, d est un retract par deformation d'un autre
complexe Y, d s'il existe des morphismes de complexes V : ..)( -+ Y et I : Y -+ X
tels que I'V =idx et V 1= idy +dc.p+<pd ou c.p est un endomorphisme de degre
1 de Y . Au cours des paragraphes suivants, nous donnerons explicitement f ,
V ainsi que l'homotopie c.p . Ces formules explicites nous serviront au chapitre
11; elles nous permettent aussi de construire sur C.t(A) un endomorphisme de
complexe de degre -2 qui induit l'operateur S de Connes en homologie cyclique.
Elles expliquent egalement l'apparition de factorielles dans les formules donnees
par Connes [1985], Karoubi [1987] et Hood-Jones [1987] pour le caractere de
Chern d'un idempotent.

Nous avons inchlS un demier paragraphe sur "l'homologie cyclique d'un
prodUit d'algebres unireres, paragraphe dont les resultats semblent egalement
nouveaux. Commenc;oDS par fixer la terminologie et Ies notations.

1. AIgebres sans unite

Dans taute la suite k clesigne un anneau commutatif. Le terme algebre designe
une k-algebre associative. Une algebre est unifere si elle possooe une unite notee
1. Un morphisme d'algebres f : A -+ B est une application k-lineaire verifiant :

I(aal) = I(a) I(a')

pour taus a, a l E ..4 . Un morphisme f d'algebres est un morphisme d'algebres
unireres si A et B sont uniferes et si de plus /(1) = 1 . On notera AIg;;
(resp. AIgk ) la categorie des algebres (resp. des algebres unireres) munies des
morphismes cl'algebres (resp. d'algebres tmiferes).

Le foncteur oubli de AIgk vers Alg; a un foncteur adjoint a. gauche
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ou A+ est obtenue a. partir de A par adjonction d'une unite. L'algebre
unirere A+ est augmentee et san ideal d'augmentation est isomorphe a. A .
La correspondance A }ooo+ A+ ~Hablit une equivalence entre la eategorie AIgk" et
celle des algebres uniferes augmentees. On a la formule d'adjonction

Si de plus A est unirere, la bijection precedente montre que l'identite cle A
s'etend en tul isomorphisme d'algebres uniferes de A+ sur Je produit k x ~4 .

2. Modules cycliques

Si ..4 est une algebre l.lIlifere, on lui associe un module cyclique A.Q au sens
de Connes {1983] en posant : A~ = A®(q+l) et

di (ao ® ~ aq ) = ao ~ ... 0 ai ai+1 0 .... ® aq (i < q)
dq(ao ® ® aq) = aqao ® ... ® aq-l

t(ao ® ® a q) = a q ® ao ® ... ® aq-l

Si(aO ® ® aq ) = ao ® ... 0 ai ® 1 ® ... ® aq (1 ~ i ~ q) .

Nous preferons parler clans ee cas de module cycliqu.e unifere. Lorsque A n'a
pas d'unite, il n'y a plus de degenereseenees Si . Nous reservons done le terme
de module" cyclique3 aux modules cyeliques sans degenerescences, c'est-a.-dire
munis des seuls operateurs d. et t verifiant les relations usuelles.

Etant donne tul module cyclique (X, di , t) , DOUS lui associons les operateurs
usuels

q-l

b' = L (_1)1 di : X q -+ X q

i=O
q

b = L (_l)i di : X q -+ ..J(q
i=O

T = (-1)9t: X q -+ X q

N· 1 +T + ... Tq : X q -+ ..Yq .

/

Les operateurs b et b' sont de carre nu!; ils definissent done des complexes ..:r, b
et X, b' .

Nous dirons que le module cyelique )( est H-unifere lorsque le complexe
X, b' est contractile. Il en est ainsi du module cyclique A q lorsque l'algebre A
est H-unifere au sens de Wodzicki {1988b).
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2.1. Le bicomplexe CC"(JY) est defini comme le bicomplexe suivant.

61 -6' 1 61
I-T ,N I-T

-~2 -~2 X2

61 -6' 1 61
I-T N I-T

Xl Xl Xl

61 -6' 1 61
I-T N I-T

..~o Xo Xo

2.2. Le complexe cyclique C. t ()(), b est defini comme le complexe-quotient

c.t(X), b = X.f(1 - T), b

du bicomplexe CC..()[) .

2.3. Par definition, lorsque le module cyclique X est H-uniiere, il existe une
application", de degre 1 de X vers lui-meme teile que

b' s + s b' = idx

(le choix de s importe peu). On definit alors

B = (1- T)sN

dont on sait qu'il verifie :

B 2 =Bb+bB=O.

L'operateur B permet de construire le (b,B)-bicomplexe B(X) defini par
Bpq(X) = X q_p, les differentielles horizontales (resp. verticales) etant donnees
par B (resp. b ). .

3. Premier theoreme de comparaison

Le hut de ce paragraphe est de montrer que lorsque A contient Q , alors le
complexe C. t(.o4.) est retract par deformation de CG..(A) . Plac;ons-notlS dans
la situation generale suivante.
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Soit Cpq (p, q ~ 0) UD bicomp1exe dont 1es differentielles horizontales sont
notees 8 et 1es differentielles verticales par 8. On a :

On note H. le complexe H. = H a(C.. , 8) muni de la differentielle induite par
o. Soit p la projection de C.. sur H. . Pour tout q ;::: 0 , on suppose qu'il existe
une application i : Hq~ Ca,q teIle que

pi =idHq

ip =idc.. , + 8h + h8

ou h est UD endomorphisme de degre 1 de C.,q . En d'autres termes, pour
tout q 1e comp1exe H q concentre en degre zero est UD retract par deformation
de C.,q . On va en deduire que H.,8 est UD retract par deformation de
C. = Tot(C..),d = 0 + a.

Pour eela, numerotons 1es eo1onnes de C.. avec 1es puissanees positives d'une­
variable q de degre 1 , de sorte que

et d(xqi) = 8x qi +8x qi-l si i ~ 1 et d(x qO) = Ex qO .
Posons

u =E (h8)ni qn

n2=0

et
H(qP) = E h(oh)n-l qP+n .

n 2::1

On notera que ees .sommes sont localement finies et done bien definies sur les
complexes H. et C...

PROPOSITION 3.1. SO'U.J le3 hypotheJeJ precedenteJ,
(a) l'application u eJt un morphiJme de complexe3 de H. dan.s C.. et
(b) on a :

pu =idH

up =idc + dH + H d .

Par consequent, H., aest bien UD retract par deformation de C., d . Remar­
quons que (b) entmine (a). En effet,

(du - ue5)p =d(l +dH + Hd) - upd

=d(l + dH + Hd) - (1 + dH + Hd)d = 0 .
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Comme p est surjectif, on a : du - uo = 0 .
La premiere formule de (b) est evidente. Quant a. la seconde, elle resulte

d'un calcul direct qui ne presente aucune difficulte grä.ce au lemme suivant.

LEMME 3.2. Si [ , ] de3igne le commutateur gradue, aloT3

pOUT tout n ~ 1 .

Demonstration: Par recurrence.

Nous appliquons maintenant ce qui precooe au cas ou. )( est un module
cyclique. On considere maintenant le bicomplexe CC.. (..:Y) defini en 2.1. Rap­
pelons que CCpq( ...Y) = X q et que les differentielles horizontales sont donnees
par

a(x q2 p ) =N q2 p-l

8(x q2 P-l) =(1 - T) q2p-2

(p ~ 1) et les differentielles verticales par

8( X q2 p ) =b q2p

o(x q2P+l) = - b' q2P+l

(p ~ 0) .
Si on pose:

alors on a la relation

(3.3) (1 - T) D + (q + 1) = N ,

.qu'on obtient en derivant (1 - T) N = 1 - Tq+l et en posant Tq+l = 1 .

Par consequent si les groupes X p sont uniquement divisibles, on peut poser

1 J:L 0 Xn/(l - T) -+ C.,n( ..Y)- n+l q
h q2p - JLq2P+l X n -+ X nn+l

h q2P'+1 - _..iL q2P'+2 X n -+ "'Yn .n+l

On se trouve alors clans la situation decrite plus haut puisque pi - id et
ip = id + 8h + h8 . En appliquant la proposition 3.1, on obtient le
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THEOREME 3.4. Pour taut module cyclique )( uniquement divi3ible, la
formule

(x E Xn/(l-T)) definit un morphi5me de complexe3 de C.t(X) dans CC..(4'Y)
invers e homo to pique de la projection naturelle de CC..(X) "ur C. t ( ..Y) .

4. L'operateur S sur le complexe cyclique .

Nous nous plac;ons a nouveau clans la situation du debut du paragraphe
3 ou nous avons un bicomplexe C.. qui a Ho(C.. ,8) = H. pour retract par
defonnation. Nous supposons maintenant, comme c'est le cas pour C.. =
CC..(}{) , que les colonnes paires de C.. sont identiques entre elles de meme
que les colonnes impaires. On a un morphisme de complexes

S : C.. -.. C.. [2]

donne par S qP = qP-2 si P ~ 2 et S qP = 0 sinon.
La question que nous allODS resoudre est eelle de l'existence sur H. d'un

endomorphisme de complexe S de degre -2 eorrespondant ala projection S de
c.. . ~

Il est facile de verifier qu'il n'existe pas de S verifiant Sp = pS. Par contre
on a

PROPOSITION 4.1. 5011,3 le3 hypothe3e3 precedente3' et 3i h2 = 0 , il exiJte
un morphi8me de complexeJ S : H. -.. H.(2] et un 3eul tel que uS = Su . n e3t
donne par la fOTmule

Demonstration. La formule S = puS = pSu montre que S est tmique et
est un morphisme de complexes. La condition uS = Su est equivalente aux
conditions

(n ~ 2) ou encore a la condition
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Si done on pose S = p(h8)2i , alors

iS = (ip)(ha)2 =(1 +8h)(ha)2i

=(ha)2 i +ah2 (aha) i

=(ha)2i

si h2 = 0 .
La condition h2 = 0 n'est pas restrietive comme on le verra plus loin (cf.

7.2).

Lorsque nous appliquons ceci au eas d'un module eyelique X , on obtient
tule homotopie de earre nul en posant

On laisse au lecteur le soin d'ecrire le morphisme u avec eette nouvelle
homotopie. En appliquant la proposition 4.1, on abtient

TH.EOREME 4.2. Soit X un module cyclique uniquement divi3ible. Si on pose

Sx = b'(l - T)D 2
blV x

n2(n + l)(n - 1)

ou x E Xn/(l-T) , aZoT" S definit un endomorphi.Jme de degre. -~ du complexe
cyclique C.t( X) et indu.it l'operateuT S de Conne" en homologie cyclique.

EXEMPLE 4.3. Soit e (e 2 = e) un idempotent d'une algebre A . Pasans

en +l = e0(n+l) E C~(A) .

On verifie faeilement que e2k+l est un cycle pour le bord de Hoehschild. En
appliquant Ia fonnule du theoreme 4.2, on a

1
S( e21:+1) = 2(2k _ 1) e21:-1 .

On notera que S(e2k) = 0 .

On donnera une autre application du theoreme 4.2 dans Irr.8.

5. Deuxieme theoreme de comparaison

Nous nous dünnans maintenant un module cyclique X qui est H-unirere.
Dans ce cas, corome on l'a vu au paragraphe 2, les deux bicomplexes CC..(X)
et B .. (_X') sont bien definis.
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Loday-Quillen [1984] ont construit UD morphisme de complexes I : B.(X) -+

CC.(X) qui ·induit un isomorphisme en homologie. Nous allons definir un
inverse homotopique J de let etablir que B.(X) est un retract par defonnation
de CC.(X) . Avant taut, introduisons une variable u de degre 2 pour pouvoir
6crire le complexe total B.(X) de B .. (..Y) de la maniere suivante

Bp(X) = ffik+21=p X k u
1 .

Alors I est donne par

I(x uP ) = X q2 p + SlVX q2 p-l •

Naus definissons J par les formules

J(x q2 P) =X uP

J(x q2P+l) = (1 - T) sx uP

LEMME 5.1. L 'application J : CC.(~Y) -+ B.(X) commute aux differentielle3
et induit un iJomorphi3me en homologie.

Demonstration. Un calcul direct et facHe montre que J est un morphisme
de complexes. Par ailleurs il preserve Ia filtration des bicomplexes par les
colonnes. Sur le gradue associe J est- Ia projection x q2p 1-+ X u P de noyau
le complexe acyclique (X, b' ) ® qk[q] •

Nous enon<;ans maintenant le deuxieme theoreme de comparaison.

THEOREME 5.2. Lor3que X. e3t un module cyclique H-uni!ere, le complexe
B.( ..X) e3t un retract par deformation de CC.(X) . Plu..' preci3ement

(a) I J e3t homotope d. l'identite de CC.(X)
(b) 3i 3 2 = 0 , alor3 J I e3t l'identite de B.(.X") .

Rappeions que Ia candition S2 = 0 n'est PM restrictive (cf. 7.2).

Demonstration. (a) Si on definit l'application r.p sur CC.( ..:r) par

ep(x q2p ) =0

<p( X q2P+l) =sx q2P+1 ,

on verifie immed.iatement que

I J = id + dr.p +<pd .

(b) Pour l'autre compose on a :

J I( x u P ) = x u P + (1 - T)S2 N X u p - 1 •
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6. Troisieme theoreme de comparaison. Le cas de l'anneau de base

Soit X un module cyclique unifere. Alors X est lUl module simplicial et
on peut considerer le sous-module D()() engendre par les degenerescences. On
sait que la projection 11" : X ~ ..YID(..Y) induit un isomorphisme en homologie.
D'apres Loday-Quillen (1984], l'operateur B de X passe au quotient par les
degenerescences. On peut aloTS definir le (b,B)-bicomplexe normali.5e B..(...Y)
comme etant le bicomplexe B.. (..-Y) DU on a remplace ..Y par XID(}() . La
projection 1r : B ..(X) -Jo B..(X) est lUl quasi-isomorphisme.

Eilenberg et MacLane {1947] ont montre qu'en fait XID(X), best un retract
par deformation de X, b . Nous etablirons au paragraphe 7 que H..(X) est un
retract par deformation de B ..(X) . Dans ce paragraphe-ci nous examinons Ie
cas le plus simple, asavoir celui ou X est le module cyclique trivial kb ( k etant
l'anneau de base).

Soit done X = kb . Alors X n est !ibre de rang 'uo engendre par In = 1®...®1
( n + 1 fois). Un calcul facile donne le

LEMME 6.1. On a :

b(1 2n ) = 12n-1

b(12n- 1 ) = 0

b(la) = 0

b'(12n) = 0

b'(12n- 1 ) = 12n- 2

T(l n) =(_I)n In

N(1 2n ) = (2n + 1) 12n

N(1 2n- 1 ) =0

B(12n ) = 2(2n + 1) 12n+1

B(12n-l) = 0

Nous decrivons maintenant un morphisme de complexes L

B ..(kb) . Notons que :8..(kb) = HC.(k) = H.(BS1, k) .

PROPOSITION 6.2. P030TM

- ~B ..(k) -t

Alor3 L f"t un qua3i·uomorphiJme de B(k~) dan,., B(k~) inver3f homotopique

- 16 -



de la projection 1r •

Demonstration. Pour montrer que (, commute aux differentielles, il suffit
de verifier que dL( uP) = 0 et done que

(_l)i (2i)! b(l .) + (_l)i-l (2i - 2)! B(l' ) = 0
" 2z (' _ 1)1 2.-21. 1 .

Le lemme precedent montre que c'est une eonsequence de l'identite

( ?' ?)l (? ')12(2' _ ) ...1 - .... =~
'1 1 ( . _ 1)' ,,'1 . 1.

(i ~ 0) .

Lorsqu'on filtre les deux bicomplexes par les colonnes, on voit que sur le
gradue associe t est le quasi-isomorphisme k(O} -+ kb • Par suite (, est un quasi­
isomorphisme.

TI est elair que 1rL = idA(k~) . Nous laissons au lecteur le soin de verifier le
calcul suivant.

PROPOSITION 6.3. Sur B(kb) on a la relation

L~ = idB(kb) + du +ud

ou u e3t l'application de degre 1 donnee par

U(12n u P) = 0

( P) _ "'" ( )i+1 (2n + 2i)! n! . p-i
U 12n - 1 U - L...J -1 (2)' ( ')' 12n+2z U •

i?;O n . n + '1 •

Par con,.,equent, le complexe B(kb) e3t un retract par deformation de B(kb) .

7. Le lemme de perturbation

Rappeions pour commencer la notioD: de retraction par deformation.

DEFINITION 7.1. Une retraction par deformation (RD en abrege) eJt la
donnee (L,M, 'l,I,ep) de deux complexe.s L,b , M,b , de morphiJme3 de
complexeJ

v /
L-+J.\tf--+L

et d'une homotopie 'P ",ur IvI telle que

IV' =idL

V' I =id1\1 -+- b<p + 'Pb .
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On dit que la RD e"t filtree ,,'il ewte sur L et lvI de3 filtratio~ croi3santes
bornees inferieurement et pre3ervee3 par \l , f et c.p • La RD est dite Jpecia1e
si de p1'U3

'" v = f c.p = c.p2 = 0 .

REMARQUE 7.2. A partir d'une RD (L, M, \l, f, c.p) , on obtient toujours une
RD speciale par les procooes suivants :

- Remplacer c.p par c.p(b<p + c.pb) permet d'obtenir une homotopie verifiant
c.pv = 0 .

- Remplacer c.p par (lxp + c.pb)c.p permet d'obtenir une homotopie verifiant
fep = 0 .

- Remplacer c.p par c.pb<p pennet d'obtenir une homotopie verifiant c.p2 = 0 .

Nous pouvons maintenant enoncer le lemme de perturbation dü aR Brown
[1967].

LEMME 7.3. On Je donne une RD "peciale (L, M, "\7, f, c.p) . Soit Dune
app1ication de degre -1 "ur lvI teIle que (b.+D)2 = 0 . On pose D n = (Dep )n-l D
si n ;::: 1 et pour tout n ;::: 2

bn = b+ f (D1 + +Dn - 1 ) \7

\7n = \7 + 'P (D 1 + + Dn - 1 )''V'

In =f+f(D1 +· .. +Dn- 1 )ep
c.pn = c.p + c.p (D1 +... + Dn- 1 ) ep .

Si 1a RD e.,t filtree et que D diminue le degre de la filtration, alor3 le3 applica­
tioTt.! precedente" ont un Jen" pour n = 00 et (L, boo ), (M, boo ), V'00,/00' 'Poo)
e3t une RD "peciale filtree.

Nous allODS appliquer le lemme de perturbation a. diverses situations en
homologie cyclique.

L'homologie de Hochschild d'une algebre se calcule rarement avec le com­
plexe de Hochschild, mais le plus souvent avec UD. "petit" complexe. Si a. partir
de la, on veut determiner son homologie cyclique, il se pose immediatement
la question de savoir s'il existe sur le "petit" complexe une differentielle cor­
respondant a. B et qui permet de calculer l'homologie cyclique avec ce "petit"
complexe. Cette question est ouverte en general. Le lemme de perturbation
precedent va cependant nous permettre d'y repondre lorsque le "petit" com­
plexe est un retract par deformation du complexe de Hochschild.

En effet, soit (lV!, b, B) un complexe mixte au sens de Kassel [1987]. Son
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homologie eyelique HC.(lVI) est l'homologie du eomplexe B.(.!V1) decrit au
paragraphe 2.

Supposons qu'il existe une RD speciale (L, ,lvI, '1, /, Cf') , alors elairement
(k[u] ~ L, k[u] ® A1, id ® '1, id ® /, id ® Cf') en est une aussi. Cette derniere
RD est filtree par les puissanees de u . L'operateur B diminue le degre de la
filtration. On peut done appliquer le lemme de perturbation et on obtient

PROPOSITION 7.4. Soit (M,b,B) un complexe mixte et (L,M, '1,f, '1') une
RD "pedale. AlorJ BO\lI) a pour retraet par deformation le complexe k[u]0L, d
ou la differentielle d e3t donnee par

d(u P ® x) = 2: u p -
n ® f(Bep)n-l B'1 x .

n~O

On a le corollaire suivant.

COROLLAIRE 7.5. Soit (L, b, B) et (.1.vI, b, B) deux complexe" mixteJ tez., qu'il
ex~te une RD (L, M, '1, /, Cf') . Si f ou. '1 commute d B , aZor" iZ exi.5te une
RD (B(L), B(.1.\1) , '100 ,/00, Cf'oo) .

Demonstration. On peut toujours supposer que la RD est speciale. Alors
on peut appliqu.er la proposition 7.4. Comme f ou V' commute a B et que
f Cf' = c.p V' = 0 , on a

JB\? = B

et
f(Bep)n-l BV' = 0

pour n ~ 2 . On voit done que la differentielle de la proposition 7.4 est celle du
(b,B)-bicomplexe B(L) .

Notons pour terminer que le lemme 7.3 montre aussi que si '1B = B'1 (resp.
f B = B f ), alors V'00 = '1 (resp. f 00 = f ).

Le corollaire 7.5 s'applique aux deux situations suivantes.

ApPLICATIONS 7.6 (a) Soit X un module cyclique unifere. On sait d'apres
Eilenberg-MaeLane [1947J qu' il existe une RD (X/ D (~Y) l )(, i, 1r, Cf') entre le
eomple."Ce associe a X et le eomplexe normalise. Il a ete verifie dans Loday­
Quillen [1984} que 1r commute aB. TI existe clone une Rn (B(..Y), B(X), t, 1r, a)
ou t est theoriquement calculable a. l'aide des formules du lemme 7.3 et de eelles
que donnent Eilenberg et MacLane.

On peut d'ailleurs verifier que lorsque X = k~ , on retrouve ainsi les fonnules
explicites du paragraphe 6.
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(b) Soit A une algebre unifere et 1\1r ( ..4) l'algehre uniiere des matrices carrees
d'ordre r a. coefficients dans A . On note i p : A --+ M r ( A) (1 $ p $ r) le
morphisme d'algebres (non unireres) qui envoie A sur la position (p,p) . Ceci
donne un morphisme

de modules cycliques.
On sait que Dennis a defini une trace geneTal~ee

qui, elle, est un morphisme de modules cycliques unireres verifiant

Trib - idp-

et

pour une homotopie 8p • On trouvera une description de cette homotopie dans
McCarthy [1988}. Comme Tr commute a. B , on est dans une situation ou on
peut appliquer le corollaire 7.5, a. savoir il e..'\iste I p : B(A) --+ B(lVIr (A)) tel
que Tr I p =. id et I p Tr ""W id . Notons que I p est de la forme

Ip(u n ~ x) = L un
-

i ~ (8pB)iip(x) .
i~O

TI en resulte que IIpJ est un morphisme de complexes de CC.(A) dans
CC.(Mr(A)) tel que

8. Produit d'algebres

Le hut de ce paragraphe est cle montrer que si Al et A2 sont deux algebres
uniferes, alors le bicomplexe CC(A I ) E9 GC(A2 ) est retract par deformation du
bicomplexe CC( ..4 1 x A2 ) •

Notoos Pk : Al X A2 --+ Ak (k = 1,2) les projections eanoniques et
i k : A.k --+ Al xA2 (k = 1,2) les injectioos eanoniques qui sont des morphismes
cl'algebres. On a done les morphismes de hicomplexes
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PROPOSITION 8.1. On Je donne deux algebres uniferes Al et A.2 • AZorJ il
en,te une RD

Demonstration. C'est une consequence du lemme suivant et du lemme de
perturbation applique au bicomplexe CC(A1 x A2 ) dans lequelles differentielles
horizontales sont nulles.

LEMME 8.2. Si Al et A2 Jont deux algebres uniferes, aZors on ales RD

et

Demonstration. Posons eJ: = iJ:(l) (k = 1,2) . Clairement A~ EB A~ est
en facteur direct clans (Al x A2)~ , le complement en degre q etant egal B-

EB A!(o)e[(O) @ ... ® A/(q)ef(q)

/

ou f parcourt toutes les applications non conJtante" de {O, ... , q} clans {1,2}.
Pour une teile application I , soit r(/) le plus petit entier i tel que I( i) f; 1(0).

On didinit alors l'homotopie cp de (Al x A'l)4 comme etant nulle SUT A~ EB A~
et par la formule

cp( aoe [(0) ® ... ® aqe /(q»)

= (_l)r aoe /(0) @ .•• ® ar-l e[(0) ® ef(r) ® are f(r) C9 •.. ® aqe f(q)

lorsque f est une application non constante teile que r = r(f) . On verifie alors
sans peine que

et

(ii + i~) 0 (pi +~) = id + lx,o + epb

= id + b'~ + c.pb' .
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11. COHOMOLOGIE CYCLIQUE BIVARIANTE

La cohomologie cyclique bivariante a ete definie par Jones et Kassel [1988].
Nous completons leurs resultats avec une nouvelle definition valable en toute
generalite pour les algebres sans unite, avec un couple exact generalisant celui
de Connes pour la cohomologie cyclique, avec une "formule de Cartan non
commutative", avec un theoreme d'additivite ainsi qu'avec un resultat sur.les
automorphismes interieurs qui se revelera essentiel au chapitre IV lorsque nous
etablirons les proprietes du caractere de ehern bivariant.

1. Nouvelle definition

Rappeions que Jones et Kassel [1988] definissent un S-module comme un
complexe borne inferieurement equipe d'un endomorphisme S de degre -2
et commutant a la differentielle. Si P et Q sont deux S-modules, on note
Homs(P, Q) le complexe des applications graduees de P dans Q commutant a.
S.

Comme les complexes CG. du chapitre I sont des S-modules, on peut poser
la definition suivante.

DEFINITION 1.1. Soit X et Y des modules cyclique3 et A et B de3 algebres.
On p03e

HC·(.:r, Y) = H_.(Homs(CG(}(), CC(Y)))

et
HC·(A, B) = HC·(~4b, BQ) .

On appellera HC·(X, Y) (re3p. HC·(A, B) ) la cohomologie cyclique bivariante
de3 modules cyclique3 X et Y (resp. A et B ).

Si f : X ~ Y est UD morphisme de modules cycliques, nous noterons [f]
la classe qu'il definit dans HCO(X, Y) . Si u : A ~ B est un morphisme
d'algebres, u~ designera le cocyc!e cyclique associe et eh(u) la classe de ce
cocycle. Les groupes de cohomologie cyclique bivariante out clairement un
produit de composition note U tel que

[g 0 f] = [I] U [g]

et
eh(v 0 u) = ch( u) U eh(v) .

Nous exprimons maintenant la cohomologie cyclique bivariante en termes
des autres bicomplexes qui definissent l'homologie cyclique. Tout d'abord, il
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est facile de voir que si P , Q et Q' sont des S-modules et que u, v : Q --7 Q'
sont des applications de S-modules qui sont S-homotopes, i. e. homotopes via
une homotopie commutant a. S , alors

H om(id, u), Hom(id, v) : Homs(P, Q) --7 Homs(P, Q')

et

H om(u, id) , Hom(v, id) : Homs(Q', P) --7 H oms(Q, P)

sont homotopes.
On dira que (P, Q, \7, f, c.p) est une RD de S-modules si c'est une RD au sens

de 1.7, que P et Q sont des S-modules et que V" , f et c.p commutent a S' .
11 resulte de ce qui precooe que si (P, Q, 'V, f, !.p) et (P', Q' , V" , f' ,'P') sont

des RD de S-modules, alors

(Homs{P, P'), Homs(Q, Q'), Hom{f, \7'), Hom(V,f'), tP)

est une RD (ou -I> peut EHre calculee explicitement).

Les resultats du chapitre I montrent que si X est un modUle cyclique H­
un.i.Iere (resp. un.i.Iere), alors B(X) (resp. :a(X) ) est un retract par deformation
de CC(X) dans la categorie des S-modules. TI en resulte que dans la definition
1.1, on peut remplacer les bicomplexes CC par les bicomplexes B et B
lorsqu'ils sont definis. Les groupes de cohomologie cyclique bivariante de"finis
ici generalisent done ceux de Jones-Kassel [1988J.

Par contre, la RD (C1(X), CC(.X:), u, p, H) de I.3 n'est pas une RD de
S-modules. Comme u commute a. S et que' c'est UD quasi-isomorphisme eu
caracteristique nulle, il resulte cependant du lemme 4.5 de Jones-Kassel [1988J
que si X et Y sont des modules eyeliques uniquement divisibles et si X e3t
projectif sur k , alors

sont quasi-isomorphes.

Soit A une algebre et A+ l'algebre augmentee associee a. A . Loday-Quillen
[1984] ont defini le bieomplexe reduit B(A.)red comme le quotient de B(..4~) par
B(k) et montre que B(A)red est isomorphe a. CC(A) . C'est tUl isomorphisme
de S-modules. 00 peut done egalement definir HC*(~4, B) eomme .1'homologie
du complexe

H oms(B(A)red' B(B)red) ,

e'e3t·a.-dire de ce qu'oo pourrait appeler la eohomologie cyclique bivariante
reduite de A+ et de B+ . TI est clair que HC·CA, B) est en facteur direct clans
HC*(A+, B+) .
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2. Le caractere de ehern d'un idempotent

D'apres Jones-Kassel [1988J nous savons que si A est une algebre unirere,
alors

HC-*(k, A) I"V HG; (A) .

Cette identincation peut se faire au moyen de l'application

H om(It, J) : Homs(CC(k), CC(A)) ~ H oms(B(A), B(..4))

OU I , J et t ont ete introduits dans 1.5 et 1.6 .
Soit maintenant e un idempotent de A . Alors e s'identifie au morphisme

d'algebres e : k ~ A qui envoie 1 sur e . Par cODSequent eh( e) est un
element bien defini de HCO(k, ..4) = HCo(A) . Nous alloDS montrer que via
l'identification precooente, eh(e) est la classe dans le (b, B)-bicomplexe du
cocycle

donne notamment clans Getzler-Szenes [1988J. On notera que ces derniers
travaillent clans le complexe normalise. Notre fonnule est plus generalement
vraie dans le complexe standard.

En effet, on peut plus generalement considerer le cas DU on a un morphisme
de modules cycliques

/ : kb -+ Ab

et poser /n = /(l n ) . On appliquera ce qui suit au cas DU f = eb; dans ce cas
on a:

/n = e®(n+l) .

Le morphisme f definit un cocycle de H oms(CC(k), CC(A)) . Pour detenniner
le cocycl~ qui lui correspond clans H omsCB (A), B (A)) , il suffit de calculer
Jflt(uP ) • On a:

J f I L(U P) = J(I:(-1) i (2.~)! /2i q2 P-2i) + J(I: (_1)i (2i ~ 1)! 12i+1 q2 p-2i-l)

i~O 1. i~O· 1.

,,( l)i (2i)! f p-i= L...t - ~ 2i U

i~O 1.

,,( )i+1 (2i - I)! ( f ) p-i+~ -1 (i-I)! 10 2i-l -/2i-101 U
1~1

'" i (2i)! ( 1 ) - i= /0 + L...t (-1) -.-, /2i - -2(1 0 12i-1 - 12i-l 0 1) u P .
'> 1.1_1
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Naus avons done demontre la

PROPOSITION 2.1. Soit I : kb -+ Ab un morphiJme de module" cyclique3 et
In = 1(ln) . Alor" I'element de HCo(A) qui l'll.i correJpond e"t repre"ente dan"
le (b,B).bicomplexe B(.4.) par

10 +?=> (_1)i (~~)! (hi - ~(1 0/2i-1 - hi-l 0 1)) u-
i

.

1_1

3. Le couple exact de la cohomologie cyclique bivariante

On ·fern d'abord l'observation suivante. Soit P et Q des S-modules. Sup­
posons que Q soit de la forme CC(Y) ou B(Y); alors l'application

ad(S) : Hom(P, Q) -+ Hom(P, Q)[2]

de Jones-Kassel [1988} est surjective et par consequent on a la suite exacte de
complexes

0-. Homs{P,Q) -. Hom(P,Q) -+ Hom(P,Q)[21-+ o.

PROPOSITION 3.1. Soit P et Q de" S·module". SUPP080ns que S : P.-+ P[21
"oit "urjective et que Q Joit de Za forme CC(Y) ou B(Y) . Si de pZU3 P eJt
projectif sur k , aZoT" i.I exi"te une "uite ezacte courte de compZexe"

. 5 I
0-+ Homs{P,Q)[-2]--:,.Homs{P,Q)---tHoin(KerS,KerS) -+ O.

--..0

---+ 0 .Hom(P,Q)Homs{P, Q)

H oms{P, Q)[-2] ---+ Hom{P, Q)(-2]

S1 Hom(S,id)1
Demonstration. On a le diagramme commutatif de swtes exactes

adeS)
--t- Hom(P, Q)

Hom(S,id)1
adeS)
--. Hom(P,Q)[2]0--+

0--+

Puisque P est projectif, Ham(S, id) est scindee et par consequent injective de
noyau H om(Ker 5, Q) . Il reste a calculer le noyau de

ad(S): Hom(KerS,Q) -+ Hom(KerS,Q)[2] .
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iYfais ici ade5)(/) = 51 - 15 = 5 f. Comme K er 5 est projectif car facteur
direct de P ,.ce noyau est isomorphe a. H om(Ker 5, K er 5) .

Comme application immediate de la proposition 3.1, nous obtenons une
longue suite exacte pour la cohomologie cyclique bivariante . Avant de l'enoncer
definissons une version bivariante de l'homologie de Hoehsehild.

DEFINITION 3.2. Soit ..:}[ et Y deJ moduleJ cyclil[Ues. Noto~ HH*(}(, Y)
['homologie

. H-. (Hom(Ker(CC(X)~CC(X)[2]),Ker(CC(Y)-'::"CC(Y)[2]))) .

Si A et B Jont de3 algebre3, on p03e

On remarquera que si A est une algebre unifere, alors H H*(k, A) est
isomorphe a. l'homologie de Hoehschild H _*(A, A) de A et H H*(A, k) est
isomorphe a. la cohomologie de Hoclu;child H*(A, A*) .

Nous donnons maintenant le couple exact de la cohomologie eyclique bivari­
ante . n est clair que si A = k ou B = k on retrouve les couples exaets de
Connes.

THEOREME 3.3. Soit X et Y deJ moduleJ cyclique3 teL, que X Joit projectif
Jur k . AZors il exiJte une ZonfTUe suite exacte naturelle

Nous allODS expliciter les morphismes I, 5, B de la suite exacte precooente.
Taut d'abord S peut etre considere aussi bien comme le produit de composition
avec l'element S E HC2(X, X) que comme le produit de composition avec
l'element S E HC2 (y, Y) . '

L'application I est le morphisme de restrietion. Si a E HCn(X, Y) est
represente par un morphisme de complexes f : CC(X) --i> CC(Y)[n] com­
mutant a S , done de la forme

/ = /(0) + /(1) q2 + /(2) + ... ,

alors I( a) est represente par /(0) .

Pour finir decrivons B dans le cadre des complexes mixtes.
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PROPOSITION 3.4. Soit (.J.vf, b, B) et (lV, b, B) deux compZexe" mixtes. Si
, E H Hn(.J."\t.[,!l) e"t repre"ente par Ze morphiJme de compZexes / : .J.'J -+ .LV[n]
commutant ab, aZors B(,) e"t Za classe dan.! HCn-1(M, .LV) de

muP ...... [B,J](m)up
.

4. Formule de Cartan non commutative

Nous presentons maintenant une application du couple exact du paragraphe
precooent. On se donne une algebre A et une derivation D sur A l i. e. un
endomorphisme k-lineaire de A verifiant

D(aa') = D(a)a' + aD(a')

pour taus a, a' E A . On etend D a A+ = k EB A en posa.nt

D(..\.1 + a) = D(a)

( ,,\ E k et a E A). Cette fonnule definit une derivation sur A+ . Avec Rinehart
[1963] et Goodwillie [1985] on pose

n

',LD(ao ® ... ® an) =L ao ® ... ® D(ai) ® ... ® an .
i=O

TI est facile de verifier que la "derivee de Lie" L D est un endomorphisme cyclique
de Ab et de A+b; elle definit done clans HCO(A, A) et dans HCO(A+, A+) UD

element que nous noterons [LD]' Rinehart et Goodwillie ont egalement defini
·un "produit interiew-" iD de degre -1 par la formule

On a [i D, b] =O. Le produit interieur definit done un element

[iDl E H H1(A, A) .

PROPOSITION 4.1. ("Formule de Cartan non commutative") Soit Dune
derivation d'une algebre unifere A , aZoT" dan.! HCO(A, A) on a I'egalite

[LD] = B([iDD

ou B e"t l'une des applicationJ qui entrent danJ le cov.pLe exact de La cohomoLo·
gie cyclique bivariante .
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.....

COROLLAIRE 4.2. Soit D une derivation d'une algebre A , alor3 dan3
HC2 C4, A) on a

S([LDD = 0 .

Demonstration du corollaire. Pour les algebres unireres, le corollaire
resulte de Ia proposition precedente et de la longue suite exacte (Theoreme 3.3).
Pour Ies algebres sans unite on observe que HC·(A, ..4) s'injecte naturellement
dans HC*(A+,A+) .

Demonstration de la proposition 4.1. Rinehart et Goodwillie (Ioe. cit.)
ont montre qu'il existe sur le complexe de Hochschild normalise de A une
application iD de degre 1 verifiant

LD =[B, i D ] + [b, jD]
o=[B,jD] .

D'apres Ia proposition 3.4, on a

(L D - B([iDD)(m uP ) =(LD - [B, inDem) uP

=[b,jD](m) u P

=[d,iD](m) uP •

Ce qui prou~e que LD - B([iDD est un cobord.

Nous considerons maintenant le cas DU Ia d,erivation D est interieure.
Rappeions qu'une derivation interieure est une derivation de la forme ad(a) :
x .......... [a, x] = ax -.xa. Pour simplifier nous noterons La Ia derivee de Lie de
ad(a) .

PROPOSITION 4.3. POUT taut element a d'une algebre A , on a

Demonstration. Comme avant, on se ramene au cas OU ..4. est unirere.
Pasans

n

ia(ao C9 •.. ® an) = L (_l)i+l ao ® ... ® ai 0 a 0 ai+l 0··. ® an .
i=O

On verifie facilement que
adea) =[b, ,a]

o=[B, ia] .
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On en deduit eamme dans la demonstration de la proposition 4.1 que ad(a) est
un eobord. On trouve aussi les formules coneernant ja dans Farnsteiner [1988],
Wodzicki [1988b], App. B et Getzler-Szenes [1988].

Comme les derivations (resp. derivations interieures) de A s'identifient aux
1-cocycles (resp. l-cobords) de Hochschild de A, on a le resultat suivant
consequenee des propositions 4.1 et 4.3. lei H 1(A., ..4) designe le graupe de
cohomologie de Hochsehild a. valeurs dans le bimodule A lui-meme.

COROLLAIRE 4.4. La derivee de Lie definit une application D ..-.+ LD de
H 1 (A,A) dans

K er(S : HCO(A, A) -i' HC2 (A, ..4)) = Im(B : H H 1(A, A) -+ HCO(A., A)) .

5. HC-equivalences et Ia trace generalisee de Dennis

Rappeions Ia definition donnee dans Kassel [1988] (voir aussi Janes-Kassel
[1988)).

DEFINITION 5.1. Soit X et Y deu.x module" cyclique.s. On dit que X et Y
.sont HC·equivalent.s J'il emte 0: E HCO(X, Y) et ß E HCO(y, X) te~ que

er U ß = eh( idx ) et ßU 0: = eh( idy) .

Le3 cla.s3eJ 0: et ß .!ont appelee.! de.! HC·equivalences inver"es l'une de l'autre.
Deux algebre.! A et B Jont HC·equivalenteJ Ji le" module.! cyclique3 Ab et

Bb Jont HC·equivalentJ.

Cette terminologie est justifiee par le fait que deux modules cyeliques HC­
equivalents sont equivalents pour l'homologie cyclique.

PROPOSITION 5.2. Soit Z -un module cyclique et H(-) une deJ theorie3
HC*(Z, -) , HC*( -, Z) J HC.( -) , HCEer( -) et HC;er( -) . Si )( et Y .!ont
HC.. equivalentJ, alorJ

H(J"Y) ~ H(Y) .

Demonstration. Vtiliser le produit de composition ainsi que Ia formule des
eoefficients universels de Jones-Kassel [1988], Thm. 4.2.

La proposition 6.3 de Janes-Kassel [1988] donne un eritere pour l'existenee
d'une HC-equivalence. Le corollaire 7.5 du ehapitre I montre que si (L, b, B) et
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(.LVI, b, B) sont deux complexes omctes tela qu'il existe une RD (L, .LVI, \l, /, <p) l

alors L et 1.VI sont HC-equivalents pourvu que / ou \l commute avec B .

ApPLICATION 5.3. La trace generalüee de DenniJ.
Soit A tule algebre unifere. Les formules de 1.7.6 (b) montrent que la trace

generalisee de Dennis

induit une HC-equivalence

d'inverse

[IpJ = [IIpJ] E HCO(A., .i\tlr(A.)) .

Le morphisme d'algebres i p definit un element ch(i p ) E HCO(A, A1r ( ..4.)) . On
a

(IIpJ Tr i~] = [IIpJ] = ch(ip) .

Par consequent IIpJ et i~ different d'un cobord. n en resulte qu'il existe <pp
sur j\1r(..4.)Q tel que

et
Tr i Q = id .p

6. A utomorphismes interieurs

Soit A tule algebre un.i:f'ere et u UD element inversible de A . Notons
Ad(u) : a ~ uau-1 1a conjugaison par u . C'est un endomorphisme de l'algebre
A.

TatoREME 6.1. Soit u un ilement inver3ible d'une algebre unifere A . AlorJ
on a

ch(Ad(u)) = ch(Ad(l)) = ch(idA )

Demonstration. On fait appel a une astuce classique en K-theorie et qui
consiste a planger simultanement l'identite et la conjugaison par u dans les
automorphismes interieurs de M2(A.) . Soit
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On a le diagramme commutatif d'algebres (sans unite)

A
i t

lY1"2(A.)
12

A.

Ad(u)1 Ad(U)1 id1
i t

lV.[2( ..4)
i 2

A.A

Notons aussi que

Tr Adeu) ~ i ~ = Ad(u )

et

Tr Ad(U)~i~ = idA~ .

En utilisant 5.3 on a

Ad(u)Q -id=TrAd(U)~(i~ -i~)Tri~

=Tr Ad(U)~ (d(<Pt - 'Pz) + ('Pt - <P2)d) i~ .

Comme Tr , Ad(U)~ et i~ sont cyeliques et done eommutent a. d , on a

Ad(u)~ = id + d1/J +1/Jd

ou

Nous allons generaliser le theoreme precooent au eas OU on a deux elemen.ts
u et v de A tels que p = vu et q = uv soient des idempotents. Par exemple, si
u est inversible, on peut prendre v = u- t . On voit aussitöt que

B = {a E AI ap = pa =a}

est une sous-algebre de A . Notons i~ l'inclusion de B clans .4 .
Soit O'u,v : B -+ A defini par

a u,lI(a) = uav .

TI est clair que au,v est un morphisme d'aIgebres et que O'u,lI(p) = q . Notons
que si p = q = 1 , alors B = A et au,v = Ad(u) .

THEOREME 6.2. Soit A une algebre unifere. Si u et v sont deux elementJ
de A tel" que p = vu et q = uv "oient des idempotents et si B = {a E AJ ap =
pa = a}J aZors on a
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Demonstration. La matriee

V=(l-P v)
-u 1- q

est inversible d'inverse

(
1 - p -u ') .

u l-q

La relation

( ~ u~v) = C~uP 1: q) (~ ~) (\ P 1-=-vq)
se traduit par

et done

Or d'apres 6.1,

Ad(V)~ = id + d'l/; + 1f;d .

Par 'consequent, on a

au

Naus terminons ee paragraphe avec le cas particulier suivant.

COROLLAIRE 6.3. Soit A une algebre unifere. Si u et v Jont deux element.,
de A telJ que vu = 1 , alor3

Demonstration. L'element q = uv est UD. idempotent car

q2 = uvuv = ulv = q .

On peut done appliquer Ie theoreme precooent. On notera que dans ce cas-ci
Ia sous-algebre B s'identme a .4.'.
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7. Theoreme cl 'additivite

Nous enon<;ons maintenant un theoreme d'additivite pour la cohomologie
cyclique bivariante .

THEOREME 7.1. Soit Al l A2 , B de3 aZgebre~. On JUpp03e que ..41 et A2

Jont unifere3. AZor3 Ze~ applicatiofW

et

indui3ent reJpectivement Ze~ 'i3omorphi"me"

et

Demonstration. Considerons l'application

(a,ß) ~ 0: U ch(i 1 ) + ß U ch(i2 )

de HC·(B,A1 ) ffi HC·(B,A2 ) daDS HC·(B,A1 x A2 ) et l'application

(0:, ß) ~ ch(Pl) U Q +ch(P2) U ß

de HC·(A1,B) EB HC·(A2 ,B) clans HC·CA1 x A2 ,B) . La proposition 8.1
du cha.pitre I montrent qu'elles sont des applications reciproques de celles de
l'enonce precoo.ent.

EXEMPLE 7.2. Si A est unifere, on a l'isomorphisme

HC·(A, A x A) ::: HC·CA, A) ffi HC·(A, A) .

La diagonale ß : A -+ A x A est un morphisme d'algebres. L'element ch(6.)
de HCO(A, A x A) corresp·ond a (ch(idA ), ch(idA ») E HCO(A, A.) EB HCO(A, A)
via l'isomorphisme precooent.

EXEMPLE 7.3. Soit A une algebre tmirere munie d'un morphisme d'algebres
EB : A xA ~ A . Ce dernier permet d'associer adeux endomorphismes d'algebre
f et 9 de 44 un troisieme f E9 9 defini par

f ffi 9 = ffi 0 (f ,x g) 0 ß .
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En utilisaot le theoreme d'additivite i.l, on verifie aussitöt que dans HCO(A, A)
00 a

ch(f EB g) = ch(f) U ch(idA EB 0) + ch(g) U ch(O EB idA ) .

EXEMPLE 7.4. Soit A une algebre unifere. Suivant Farrell-Wagoner [1972],
nous dirons que A est une algebre d "omme directe s'il existe des el€~meots

Ul, VI, U2, V2 clans A verifiant

De ces relations on deduit que la formule

defini t un morphisme cl'algebres EB : A x A --+ A tel que

TI resulte done de 6.3 et de 7.3 que si f et 9 sont des endomorphismes d'une
algebre a. somme directe, alors on a

eh(! ES g) = eh(f) + ch(g)

clans HCO(A, A) . Le cone et la suspension d'lUle algebre unirere (voir chapitre
111) sont des algebres a. somme directe.

8. HC-acyclicite

Nous introduisons la definition suivante.

DEFINITION 8.1. On dit qu'une algebre A e3t HC-acyclique si

HC"'(A,A) = o.

On a la caracterisation suivante.

PROPOSITION 8.2. Pour tnute algebre A , le" quatre enonce3 suivant3 "ont
equivalentJ.

(i) ..4 e3t HC-acyclique,
(ii) HC·(..4, B) = 0 pour tou.te algebre B ,
(iii) HC"'(B, A) = 0 pour toute algebre B ,
(iv) ch(idA ) = 0 darw HCO(A~A) .
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Demonstration. TI est elair qu'on a les implieations

(ii)
JJ.

(iii) ~ (i) ~ (iv) .

Il suffit done de demontrer que (iv) implique (ii) et (iii) , ee qui est evident au
vu des relations

eh(f) = eh(f 0 idA ) = eh(idA ) U eh(f)

et

ch(f) = eh(idA 0 f) = eh(f) U eh(idA ) .

Rappeions avec Farrell-Wagoner [1972] qu'une algebre a 30mme directe
infinie est une algebre unirere A a. somme directe teile que definie en 7.4 et
munie d'un endomorphisme d'algebres T verifiant

r = idA EB r .

PROPOSITION 8.3. Toute algebre a30mme direete e3t HC-aeyclique .
...

Demonstration. D'apres 7.4, on a dans HCO(A, A) les egalites

eher) = ch(idA EB r) = ch(idA ) + eher)

et done

Farrell et Wagoner [1972] ont montre que pour toute algebre 1.lIl.i±ere 44 , le
cone de A , a. savoir l'algebre rA des matrices localement jinie3, c'est-a.-dire des
matriees infinies clont ehaque ligne et chaque colonne ne contient qu'un nombre
fini d'el€~ments de A non nuls, est une algebre cl somme directe infinie. On a
done demontre

COROLLAIRE 8.4. Le cone de toute algebre unifere e3t HC-acyclique.

REMARQUE. Les cones d'algebres unireres clefinis par Karoubi et Loday
(voir la discussion clans le paragraphe 10 de Wodzicki [1988b]) sont egalement
acycliques pour la meme raison.

TI en est -de meme pour le cone d'une algebre H-unirere moyennant une
condition de projectivite. Pour eviter cette condition, nous supposerons dans
l'enonce qui suit que l'anneau de base est un corps.
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PROPOSITION 8.5. Si A e"t une algebre H-unifere ",ur un corp3 commutatij
k , aloT3 le cone rA e3t H-acyclique.

Demonstration. TI suffit de demontrer que eh(idr A) = 0 . Or ceci resulte
du entere 6.3 de Jones-Kassel [1988] et de la nullite de l'homologie cyclique de
r.4 etablie par Wodzicki [1988b].
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111. EXTENSIONS D'ALGEBRES

Dans ce chapitre nous avons inclus tout ce qui utilise l'hypothese de H­
unitarite introduite par Wodzicki [1988b]. Nous montrons au paragraphe 1 com­
ment on peut etendre aux algebres H-uniferes certaines proprietes demontrees
jusqu'ici seulement pour les algebres possedant une unite. Au paragraphe 2,
nous associons une classe de l-cohomologie cyclique bivariante a toute ex­
tension d'algehres de noY-dU H-u.nifere. Nous donnons deux applications au.."'(
paragraphes 3 et 4, l'une au calcul de Ia cohomologie cyclique bivariante de la
suspension d'une algebre H-unifere, l'autre aux operateurs pseudo-differentiels.
En 5 et 6, nous considerons les algebres de multiplications. L'application la plus
importante de la notion d'algebre H-unifere apparait aux paragraphes 7 et 8 ou
nous associons une classe cyclique bivariante a. certains quasi-homomorphismes,
notion introduite par Cuntz [1983] pour donner une presentation simplifiee de
la K-theorie de Kasparov. Les quasi-homomorphismes pour lesquels nous con­
struisons un caractere de ehern bivariant genenilisent les modules de Fredholm
p-sommables.

1. Algebres H-uniteres

Certaines proprietes de la cohomologie cyclique bivariante etablies jusqu'ici
pour des algebres l.lIlif'eres s'etendent en mit aux algebres H-unireres introduites
par Wodzicki [1988b].

Le but de ce paragraphe est d'etendre ainsi le produit general de Jones­
Kassel [1988] Theoreme 5.2, le theoreme d'additivite 11."7.1 et l'invanance par
la trace des matrices. Nos demonstrations vont reposer sur deux resultats de
Wodzicki (loc. cit.), a. savoir :
(i) le produit tensoriel d'une algebre unifere par une algebre H-unifere est H­
unirere;
(ii) si A est H-u.nifere et" A+ est l'algebre unifere augmentee obtenue en
adjoignant une unite a. A , alors l'inclusion

CC.(A) --to Ker(CC.(,,4+) --to CC.(k))

est un quasi-isomorphisme de S-module3.
Pour ne pas trainer d'encombrantes hypotheses de projectivite, nous sup­

poserons dans ce paragraphe que l'anneau de base k est un corps commutatif.
Nous laissons le cas general au Iecteur.

Commen<;ons par le produit.

THEOREME 1.1 Soit Al, A 2 , BI, B 2 , C de.! algebre.! H· unifere.! .!ur un corp"
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commutatij k . n exi.5te un accouplement naturel

qui etend celui de Jones·Ka3sel /1988J et qui coincide avec le produit de
composition lor3que BI = A 2 = k , 3i l'une des trois conditionJ suivante3
est satis/aite :

(i) BI et A 2 30nt uni/ereJ,
(ii) Al , BI et C sont unijereJ,
(iii) ..42 , B 2 et C Jont uni!ereJ.

Demonstration. Le procluit de composition

est clefini sans aueune restrietion sur les algebres. Pour le procluit general, on
sait qu'il suffit <:le eonstruire des applications naturelles

R(A) : HC·(B, C) -Jo HC·(B ® A, C ® A)

L(A) : HC·CB, C) -Jo HC·(A ® B, A ® C).

comme clans Jones-Kassel (1988} §5. Nous allons traiter le cas de L(A) , celui
de RC A) etant essentiellement identique.

Par fonetorialite, il existe un morphisme naturel de complexes

Homs(CC(B), CC(C)) -Jo Homs(CC(A) ®s eC(B), CerA) 0 s cc(e))

Oll ®5 designe le produit cotensoriel des S-modules. Rappelons (voir Kassel
(19871) que celui-ci est donne par la suite exacte '

o-Jo CerA) 0 5 eC(B) -Jo cc(A) 0 eC(B)S01-I0~CerA) 0 CC(B)(2} -Jo O.

Admettons pour l'instant le resultat suivant.

LEMME 1.2. Soit A une aZgebre H-uni/ere et B une algebre uni/ere, aZorJ le
Ushuffie "-produit 3'etend en un quasi. i"omorphi"me de S -module"

CC(A) 0 5 GC(B) -Jo CC( ..4 0 B) .

Si done A, B, C sont H-uniferes et que, de plus, A est unifere ou B et C sont
unireres, alors on voit que

Homs(CC(A) ®s CC(B),CG(A) 0 s eC(C))
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et "

Homs(CC(A @B),CC(A ® C»

sont quasi-isomorphes, ce qui etablit l'existence de L(A) sous les memes
hypotheses. On en deduit facilement le theoreme 1.1.

Demonstration du lemme 1.2. Considerons les noyaux des projections
canoniques

K = Ker(CC(44+) ~ CC(k» et L = Ker(CC(A+ ® B) -+ CC(B».

Puisque A et A. ® B sont H-unireres, les inclusions naturelles

CC(A) -+ K et CC(A ® B) -+ L

sont des quasi-isomorphismes de S-modules. Considerons maintenant le carre
commutatif

CC(A) ®s CC(B) -+

1
Ce(k) ®s CC(B) -+

CC(A® B)

1
eC(B)

ou les fleches horizontales sont donnees par le "shuffle"-produit et sont de ce
fait (voir Kassel [19871) des quasi-isomorphismes de S-modules. Le noyau de la
fleche verticale de gauche est isomorphe a. K®SCC(B) qui est, lui-meme, quasi­
isomorphe a." CC(A) @s eC(E) (utiliser la suite exacte definissant le produit
cotens~riel). Le lemme resulte alors des quasi-isomorphismes de S-modules

CC(A) ®s eC(E) -+ K ®s eC(E) -+ L .- CC(A ~ B) .

Nous etendons maintenant le theoreme d'additivite 11.7.1.

PROPOSITION 1.3. Soit Al, A'2' B de3 algebre3; On 3uppo3e que l'une de3
algebre3 AI, A'2 e3t unifere et que l'autre e"t H-unifere. Alor3 le3 application3
du theoreme 11. 7.1. indui3ent de" iJomorphüme3

61

HC*(B,A1 x A2 ) -=. HC*(B,A1 ) E9 HC*(B,A2)

et
0tI.

HC*(A 1 x A2 ,B) ~ HC*(A1,B) EB HC"'(A2 ,B).

La proposition est une consequence du lemme suivant.
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LEMME 1.4. Si Al e"t unifere et A 2 e"t H-unifere, aloT3 le" projectionJ
Pk : Al X A2 -+ Ak ( k = 1,2 ) indui3eni un qua"i-yomorphi3me de S -module"

Demonstration. Coosiderons le diagramme commutatif

CC(AI x At)

1
CC(O x k)

D'apres la proposition 1.8.1, les fleches horizontales induites par les projections
sont des quasi-isomorphismes de S-modules. Comme A2 et Al X A2 sont H­
unireres, les noyaux des fleches verticales sont respectivement quasi-isomorphes
a

Püur finir ce paragraphe, notons que la trace generalisee de Dennis

Tr : CC(Alr (A)) -+ CC( ..4.)

qui est definie pour toute algebre A est une HC-equivalence dans HCO(lvlr(A), A)
lorsque A eSt H-unifere. Une HC-equivalenee inverse est donnee par ch(ip )

(1 < P < r) (pour les notations, voir I.7.6 (b) ). En effet, eeci resulte du
eorollaire 9.8 de Wodzicki [1988b] et du eritere 6.3 de Jones-Kassel [1988].

2. Longues suites exactes et classe de cohomologie cyclique biva­
riante associees a une extension cl 'algebres

Le but de ce paragraphe est d'assoeier al'extension d'une algebre A par une
algebre I qui est H-unifere au sens de Wodzieki [1988b] un element nature! de
HC1(A, I) qui est nullorsque l'extension est scindee.

Toutes les extensions 0 -+ I -+ R -+ A -+ 0 eonsiderees ici sont pure",
i. e. pour tout k-module V , le module I ® V s'injecte naturellement clans
R@V. Wodzieki [1988b] a montre que lorsque I est H-unirere, alors l'applieation
naturelle de S-modules

CG(I) -+ [(er(CG(R) -+ CC(A))

est un quasi-isomorphisme. En utilisant le paragraphe 4 de Jones-Kassel [1988],
on obtient pour toute algebre B le triangle exact

Homs(CC(B),CC(I)) -+ Homs(CC(B),CC(R)) ~ Homs(CC(B),CC(A))
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si A et B sont projectifS sur k , ainsi que le triangle exact

H oms(CC(A), eC(B)) ~ H oms(CC(R), eC(B)) -+ H oms(CC(I), CC(B))

si A et I sont projectifs. Notons que sous ces hypotheses supplementaires,
l'extension 0 ~ I -+ R -+ A -+ 0 est pure puisque scindee comme extension
de k-modules. Si de plus la projection R -+ A. est scindee dans la categorie des
algebres, alors les triangles exacts precedents sont seindes. Resumons.

THEOREME 2.1. Soit 0 -+ I -+ R -+ A -+ 0 'Une exten"ion d'aZgebre3 teile
que I 30it H-unijere et A "oit projective 3ur k . Alor"

( a) po'Ur toute algebre B projective 3ur k , il exiJte une longue "uite exacte
naturelle

(b) 3i de plU3 I e3t projective, aZOT" pOUT toute aZgebre B il erute une longue
3uite exacte naturelle

(c) 3i l'exte'n3ion d'algebre3 0 -+ I -+ R -+ A -+ 0 e"t "cindee, aZor" le3
homomorphiJme3 de liai30n a et f1 de3 3uite" exacte" precedente" 30nt nulJ.

Puisque les suites exactes du theoreme sont naturelles, on voit aussitöt que
l'homomorphisme de liaison a:H G"(B ,A) -+ H cn+l (B , I) est egal au produit
de composition a. droite avec l'element

De meme fI : HG"(!, B) -+ HC"+l(A, BY est egal au produit de composition
a. gauche avec l'element

LEMME-DtFINITION 2.2. Soit 0 -+ I -+ R -+ A -+ 0 une exten3ion
d'algebre" telle que I 30it H-unifere et A et I 30ient projective3 "ur k . AIoT3
dan3 HCl(A, I) on a I'egalite :

On note chI(R -+ A) l'element de HCI(A.,I) ain"i defini et on I'appelle 1a
cIa"3e de cohomo1ogie cyclique bivarianie a.,,30ciee a l'exten.3ion.
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Demonstration. Notons p la projeetion de R sur A . Soit

fE Homs(CC(..4),CC(R»o

tel que p~ 0 f = id~ . Alors 8(eh(idA ») est la classe dans

p~

H oms(CC(A), K er(CC(R)---'fCC(~4»)_1

de d(f) = [d,/1 .
, ~

Pasons K = Ker(CC(R)~CC(A» . Cansiderons la suite exacte de
complexes

o~ Homs(CC(A),K) -+ Homs(CC(R),K) -+ Homs(K,K) ~ o.

Pour ealculer 8'(ch(idr») , ilJaut trouver un .relevement gEHams(CC(R), K)
de l'identite de K . Or clairement on peut prendre

Comme l'identite et p~ sont des morphismes de eomplexes, on a

. d(g) = [d, g] = 0 - [d, IJ 0 p~ .

L'element 8' (ch(idr ») est done egal a. la classe de - [d, f] " c' est-a.-dire a.
8(ch(idA ») .

De ee qm preeooe, on deduit immediatement les formules de changement de
base smvantes.

THEOREME 2.3. Soit 0 -+ I -+ R -+ ..4. -+ 0 une exten,.,#on d'algebre"
verifiant le" hypothe"es du lemme 2.2.

(a) Si B!...A e"t un morph~me d'algebre3 et"i B e"t projective "u.r k , aZoTs

ou f·(R -+ A) deJigne l'image reciproque par f de l'extenJion R -+ A..
(b) Si I -+ J e"t un morphiJme d'algebre.! et Ji J e"t H-unifere et projective

"u.r k , aZor" "

/" chI(f.(R ~ A» = ch1(R ~ A) U eh(f)

ou f.(R -+ A) de"igne l'image directe par f de l'extension R -+ A..
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3. Cone et suspension d'une algebre

On donne ici une application immediate des longues suites exactes du
theoreme 2.1 en calculant la cohomologie cyclique bivariante de la suspension
d'une algebre. Pour eviter des hypotheses de projectivite, nous supposerons
clans ce paragraphe que l'anneau de base k est un corps commutatif.

Le cone rAdes matrices localement finies d'une algebre .4 contient l'ideal
bilatere Nloo(A) des matrices finies, ideal defini par

lvfoo(A) = U.i\1n (A) .
n

On appelle 3UJperuion de A l'algebre-quotient

EA = r A/1\'foo(A).

Nous avons vu au chapitre 11 que si A. est H-uniiere, alors Moc(A) est HC­
equivalente a. A et que rA. est HC-acyclique. En vertu du theoreme 2.1 de ce
chapitre, on a le resultat suivant.

THEOREME 3.1. Soit A une aZgebre H·unifere et B une aZgebre queZconque
"ur un corp" commutatij k . AZoT" on a

HC*(~A,B) ~ HC"'(A,B)[-l]

et

HC"'(B,EA) ~ HC*(B,A)[l] ,

le3 i3omorphiJme" etant donneJ par produit de compo"ition avec

REMARQUE 3.2. Soit 0 --+- I -+ R --+- A. --+- 0 une extension d'algebres H-

- 43 -



unireres. Coosiderons le diagramme commutatif

O·~ Mco(I) --+ r(I) --+ E(I)

id1 1 1
Q-t- lvloo(I) --+ r(R) -t- r(R)/lvloo(I)

idI I I
O-t- Moo(I) -t- Moo(R) -+ Atloo ( ..4)

"I i,I "I
0-+ I -t- R --+ A

--+0

Le quotient de r(R)/Moo(I) par ~(I) etant isomorphe au cone r(A), l'inclusion

E(I) ~ r(R)/Moo(I)

induit une HC-equivalence. Comme consequence du theoreme 3.1, on a la suite
d'isomorphismes

Il resulte du theoreme 2.3 de changement de base que sous ces isomorphismes
l'image de la classe ChI (R --+ A) associee a l'extension consideree est la

classe du morphisme compose ..4~Moo( ..4.)---tr(R)/Moo(I) apparaissant dans
le diagramme precooent.

REMARQUE 3.3. Pour toute algebre H-unirere A , on a :

TI serait interessant d'expliciter un cocycle bivariant clont la classe dans
HCO(A, E2 (A)) est l'image de l'operateur S de Connes.

4. Application aux operateurs pseudo-differentiels

Soit X une vanete Coo sans bord et E un fibre vectoriel complexe au-dessus
de X . Considerons avec Wodzicki (1988aJl'extension d'algebres complexes

ou L -00 ( X, E) est l'algebre des operateurs regularisants SUT CfXJ(X, E) et
CLO()(, E) est l'algebre des operateurs pseudo-clifferentiels classiques d'ordre
:s; 0 (voir Shubin [1987]). POUl" appliquer les resultat.s du paragraphe 2, il
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faut de:6nir au prealable la cohomologie cyclique bivariante topologique pour
des algebres localement convexes. Nous ne le ferons pas iei, nous contentant
d'affirmer que cela se fait en suivant les lignes de Connes [1985] 11.5. En
particulier nous supposons maintenant que toutes les coehaines bivariantes
sont continues pour les topologies appropriees. Ceci etant pose, on deduit de
Wodzieki [1988a] que les espaces vectoriels de cohomologie cyclique bivariante
topologique verifient les isomorphismes :

et done eh1
( CL°(X, E) --+ CS° (.6'f, E)) correspond a. la forme linewre

11 : HC1(CS°(..Y,E)) --+ C

du theoreme 4 de Wodzicki [1988aJ. Comme 11 n'est pas nulle, i1 resulte que

Pour memoire, explicitons 11 . Soit

un cycle representant une classe Q de Hel (cSO (.X:, E)); on a

L [a~ ,ar] = 0 .
v

Remontons les symboles af en des operateurs pseudo-differentiels Af . Alors
11( Q) est egal a. la trace de l'operateur regularisant

De meme (voir Wodzicki [1987][1988aD, Ia c1asse de cohomologie cyclique
bivariante associee a. l'extension des operateurs de Toeplitz sur le cercle 51
n'est pas nulle clans

5. L'algebre des multiplications de Hochschild

Nous rappeions maintenant quelques resultats de Hochschild [1947] selon
lesquels les extensions d'algebres de noyau fixe I sont caracterisees par des
morphismes cl'algebres a. valeurs clans l'algebre des multiplications exterieures
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de I . L'invariant de Busby des C*-algebres est tul cas particulier de cette
theorie.

Une multiplication d'une algebre I est un couple (u, v) d'endomorphismes
k-lineaires de I verifiant :

(i) u est I-lineaire a. droite,
(ii) v est I-lineaire a. gauche et
(iii) xu(y) = v(x)y pour taut x, y E I.
Etant donne un eli~ment x de I , on appelle multiplication interieure par x

Ie couple
m(x) = (y ~ xy,y ~ yx)

de End(!) X End(!) . Toute multiplication interieure est une multiplication.
On verifie que si on pose

et

(Ul,Vl)(UZ,V2) = (UIUZ,V2 V l),

on munit l'ensemble M(I) des multiplications de I d'une strncture d'algebre
unifere, d'unite egale a. (idr, idr) . De plus 1'application m : I -+ M(I) est un
morphisme d'algebres.

On definit l'algebre de3 multiplicatiofU exterieu.re" Q(I) et l'annuiateuT
Ann(I) de I au moyen de Ia suite exacte suivante

mo~ Ann(I) -+ I --. M(I) -+ Q(I) -t O.

EXEMPLES 5.1. (a) Si I est l.lIliIere, alors m est tul isomorphisme de I sur
M(I) .

(b) Si P = 0 , alors I = Ann(I) , l'application m est nulle et

M(I) = Q(I) = End(I) x End(I)O .

(c) Si I est une C*-algebre, alors Ann(I) = 0 (voir B.usby [1968]).

Si maintenant 0 ~ I -+ R~A -+ 0 est une extension d'algebres de noyau
I , alors si on pose

'p(r) = (x ~ rx,x ~ xr),

on a le diagramme commutatif

0---+

0---+

I

mi
m(I)

R

pi
M(!)
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Nous appellerons invariant de Hoch3child de l'extension consideree le mor­
phisme d'algebres

HR-A : A ~ Q(I).

Si ..4nn(I) = 0, alors I f".I m(I) et l'extension donnee est l'image recipröque
de l'extension

o~ I -t M( I) -+ Q( I) ~ 0

par l'invariant de Hochschild HR-A . Dans le cas general, Hochschild [1947] a
demontre le resultat suivant.

TH:EOREME 5.2. Si I = fl et 3i la projection M( I) -+ Q( I) e"t 3cindee par
une application k-lineaire, aloT" il exi3te une extension univer"elIe

o-+ I -+ N(I) -+ Q(I) -+ 0

teIle que toute exte~ion d'algebre3

"cindee comme extenJion de module" est l'image Teciproque par l'invariant
HR-A de l'exten"ion universelle, i. e. le carre

R

1.
N(I)

--....1 A

Ha_A1
Q(I)

Remarquons que si Ann(I) = 0 , alors N(!) = M(!) . On trouvera la
description de N(I) clans le cas general clans Hochschild [1947] p.932.

Nous appliquons maintenant la theorie de Hochschild a. la l-classe de
cohomologie cyclique bivariante associee a. une extension d'algebres de noyau
H-unirere, teile que nous l'avons construite au paragraphe 2.

Remarquons d'abord que si I est H-unifere, alors necessairement

. 2 /+
I/I = TorI (k,k)=O.

Si I est H-unifere et que I et Q(I) sont projectives sur k , alors l'element

assocle a l'extension universelle du theoreme 5.2 est bien defini. Comme
consequence du theoreme 2.3 de changement de base, on a
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PROPOSITION 5.3. Soit I une algebre H-unifere teile que I 'et Q(I) "oient
projective" "ur k . Alor" pour toute extension d'algebre3 0 -+ I -+ R -+ ~4 -+ 0
de noyau I telle que A e3t projective 3ur k , Z'element chI (R -+ A) de HGl (..4, I)
e3t donne par

REMARQUE. Wodzicki a construit des exemples d'algebres H-unireres a.
annulateur non nul (voir Wodzicki [1988b] Ex. 4.7.3). Cependant l'annulateur
de la plupart des algebres H-uniferes usuelles est nul et dans ce cas

N(I) = M(I).

6. L'algebre des multiplications stahles

Nous faisons maintenant le lien entre les notio~ de cone et de multiplication
au moyen de l'analogue algebrique des multiplications stables d'une C*-algebre.

Pour toute algebre .4 l on definit 1'algebre deJ multiplication3 3table3 M"(A.)
comme l'algebre des multiplications de 1'algebre lvloo (..4) des matrices finies

M"(A) = M(Moo(A))

et l'algebre de3 multiplication3 exterieure3 3table3 par

Remarquons que si A est unifere, alors l'annulateur de Moo(A) est nuI.
Le lien entre le cone et les multiplications stahles est donne par _-

PROPOSITION 6.1. Si A e3t unifere, aZor3 l'algehre de3 multiplicatioTU Jtable3
e3t iJomorphe au eone forme de3 matriee3 loealement finie3

M"(A) I'V rA
/

et l'algebre de3 multiplicationJ exterieure3 3tahle3 eJt i3omorphe d la 3'U.3pen3ion

Demonstration. Le cone contient les matrices finies comme ideal bilatere.
Par definition des multiplications, l'application p du paragraphe precedent
envoie rA clans M"(A) . Comme A est unirere, p est clairement injective.
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Il reste a etablir que c'est une swjection. Admettons pour l'instant le lemme
suivant.

LEMME 6.2. Soit ~4. une algebre unifere. Alor" taut endomorphi3me Aloo (A.)­
lineaire a droite (re,sp. agauche) de l~loo("4.) e3t de la forme

(re,sp. X 1-+ .IYV ) OU U (re"p. V ) e,st une matrice carree infinie (indexee par
le.s entiers po,siti!s) dont chaque colonne (re"p. chaque ligne) ne contient qu 'un
nombre fini d'elementB de A non nul.s.

Aehevons la demonstration de la proposition. Toute multiplieation de
Moo(A) est done de la forme

(X 1-+ UX, X 1-+ ..:rV)

avec XUY = XVY pour taut couple (X, Y) de matrices :6nies. Comme les
sous.algebres AtlnCA) sont unireres d'unite 1n , les restrietions de U et V a
l\1n (A) sont identiques pour taut n ~ 1 et done

U = V E rA..

Ce qui demontre la surjectivite de p .

Demonstration du lemme 6.2. Soit u un endomorphisme de Moo(A)
verifiant

u( ..\'"Y) = u(_~)Y

pour taut couple (X, Y) de matrices de Moc(A) . Pasons

Montrans d'abord que la suite Un "converge". En effet,
\

Un = u(1 n+m .1n ) = u(1 n+m ) 1n = Un+m 1n

pour taut m ~ 0 . Done les n premieres colonnes de Un+m sont identiques aux
n premieres colonnes de Un dont les autres colonnes sont nulles. TI existe donc
une matriee U qui, pour tout n ~ 1 , a les memes n premieres colonnes que
Uno Puisque Un E .i\tloo ("-4.) , les colonnes de U sont finies.

Soit maintenant X E MooCA). Alors il existe n tel que X E Mn(A) . On a :

u(..\'") = u(1 n ) ..Y = Un X = U X .

Demonstration analogue pour les endomorphismes lineaires a. gauche.
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Le theoreme 5.2 et la proposition 6.1 ont la consequence suivante.

COROLLAIRE 6.3. Soit A et B deux algebre3 unijere3. On JUpp03e A
projective 3ur k . AlorJ tou.te exte~ion d'algebres

o-+ Moo(B) ~ R -+ A ~ 0

est l'image reciproque par H R-A : A -+ "BB de l'extenJion

et dans la su.ite d 'iJomorphi"me"

HC 1(A, l\;foo(B)) -- HC 1(.4, B) -- HeO(.:!, EB)

la classe ehl(R ~ A) cOTTe"IJOnd ach(HR_A) .

En fixant une strocture d'algebre a. somme directe (voir 11.7.4) sur EB , on
peut definir la somme directe de deux extensions de A par Moo(B) comme etant
l'extension dont l'invariant de Hochschild est la somme directe des invanants
de Hachschild des deux extensions. On voit aussitöt que la classe chI de la
somme directe de deux e.xtensions est egale a. la somme dans HC1(A, B) des
classes associees aux extensions.

Dans ce paragraphe nous avons etudie une situation qu'on peut voir comme
l'etude algebrique de l'analogue du groupe KK 1 de K-theorie de Kasparov.
Nous en ferons de meme pour le groupe KKo de Kasparov au paragraphe qui
suit.

7. Le caractere de ehern d'un quasi-homomorphisme

La nation de qu.a-3i·homomorphi.5me de C*·algebres a ete intraduite par
Cuntz [1983] qui s'en est servi paur donner une definition simplifiee de la K­
theorie de Kasparov. Naua presentons une version abstraite de cette notion et
montrons qu'a certains quasi-homomorphismes de A clans J on peut associer
naturellement une classe de H CO (A, J) .

Par souci de simpli:6.cation, noua supposerons clans ce paragraphe que
l'anneau de base k est un corps commutatif.

DEFINITION 7.1. On se donne deux algebres A et J . Un qua3i·homomor.
phüme de A dan" .r est un quintu.ple (A, E, J, <Po, 'PI) oU. E e"t une algebre
contenant J comme ideal bilatere et 'i'o et 'PI "ont des morphismes d'algebre3
de A dana E teL, que

Im(f.PO - ~1) C J .

On note qhom(A, J) l'en3emble de" quaJi-homomorphi,.,me" de A danJ J .
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Cuntz [1987J a construit, pour toute algebre A. , un quasi-homomorphisme

(.4, QA, qA, io, i1 )

ou QA est le produit libre A * A de detn:: copies de A , i k : A --+ QA.
(k = 0, 1) sont les inclusions naturelles et l'algebre q-A. des "formes differentielles
quantifiees" est le noyau du morphisme d'algebres p : QA --+ A tel que

Ce quasi-homomorphisme est universel en ce sens qu'il y a une bijection
naturelle entre qhom(A, J) et l'ensemble des morphismes d'algebres de qA dans
J.

Nous allons consid6rer deux types de quasi-homomorphismes auxquels nous
associerons une classe bieyclique dans HCO(A, J).

Commen~onspar le cas ou le quasi-homomorphisme (A,E, J,"PO,<Pl) est tel
que l'id6al J est H-uniiere. On va lui associer une classe dans HCO(A, J) de la
maniere suivante. Notons p : E --+ E / J la projection canonique. On a :

Wo = PPl

et done

p~<p~ = pb<p~

dans Homs\CC(A),,?C(E/J)) . Par consequent si K designe le noyau de

p~

CC(E)-+CC(E/J) ,

alors <p~ - <p~ est un cocycle de H oms(CC(A), K) . Par hypothese J est H­
tlIlifere et done, d'apres Wodzieki [1988b], l'inclusion de CC( J) clans K est un
quasi-isomomorphisme. TI resurte done de Jones-Kassel [1988J §4 que ee cocycle
definit une classe que noua noterons

clans HCO(A., J) .

DEFINITION 7.2. On definit La cla33e de HCO(A, J) lL330ciee au qua3i.homo.
morphi3me (A, E, J, "Po, <p;) de A dan3 J par

No1.J,3 appelorw cette. cla3Je Le caractere de. Chern du qua3i.homomorphi.!me..

Lorsque l'algebre universelle qA est H-unirere, la construction precooente
appliquee au quasi-homomorphisme (il, QA, qA., io, id de Cuntz [1987] definit
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tule classe universelle que nous noterons (qA] dans HC°(..4, qA). Si alors on
se donne tul quasi-homomorphisme de A dans J , on definit son caractere de
ehern comme l'element

(qA] U ch(f) E HCO(A., J)

ou f : qA ~ J est le morphisme d'algebres que la correspondance de Ctultz
assigne au quasi-homomorphisme. Bien entendu si J est H-unifere, on retrouve
ainsi le caractere defini en 7.2.

EXEMPLE 7.3. Considerons des quasi-homomorphismes de la forme

(k, J+, J, eo, et)

du corps de base k dans tule algebre H-unifere J . Alors eo et el sont des
idempotents de J+ tels que eo -et E J. Puisque J est H-unifere et que l'algebre
J+ est augmentee, on a la suite exacte scindee

o~ HCo(k, J) ~ HCO(k, J+) ~ HCO(k, k) ~ O.

On voit aussitot que l'image de (eo, etl clans HCO(k, J+) est egale a.
(eo, etl = eh(eo) - ch(et).

En particulier, si el = 0 , alors e est un idempotent de J et on a :

[eo, 01= eh(eo ) .

Le caractere de Chern d'un idempotent est done un cas particulier de celui d'un
quasi-homomorphisme.

EXEMPLE 7.4. On suppose maintenant que J = Moo(B) ou B est uniiere.
Puisque cl'apres le theoreme 5.2 et la proposition 6.1, taute algebre E contenant
J s'envoie clans l'algebre des multiplications M"(B) rv rB , il suffit de
considerer des quasi-hoinomorphismes de la forme (A,rB,Moo (B);'PO,ep1) .
L'avantage cle ces derniers quasi-homomorphismes est qu'en fixant une somme
directe (voir 11.7.4) sur rB preservant Moo(B) , on peut definir 1a somme de
deux tels quasi-homomorphismes. En effet, si 'P = (A,rB,Moo(B),epo,'Pt) et
t/J = (A,rB,Moo(B),7/;OttP1) appartiennent a. qhom(A, Moo(B» ,1a formule

<pffi7/; = (A,rB,Moo(B),ffi 0 (epo x tPO) 0 ß,ffi 0 (cpt x VJ1)Oß)

definit un quasi-homomorphisme de A dans J.\tloo(B) (ici .6. est le morphisme
diagonal de A clans A x A).

On laisse au lecteur 1e soin de verifier a l'aide de II.7 que le caractere de
ehern de la somme de deux tels quasi-homomorphismes est egal dans
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a la somme de leurs caracteres de ehern.

Le deuxieme type de quasi-homomorphisme pour lequel nous arrivons a
associer une classe cyclique bivariante est celui ou le quasi-homomorphisme
est de la forme

et tel que I est UD. ideal bilatere de L muni d'une trace, c'est-a.-dire d'une
forme linearre T : I -+ k nulle sur (I, I] . Nous appellerons un tel objet un
qu.a3i·homomorphi.5me a trace. Associons-lui un element de HCO( ..4, B) .

Taut cl'abord, l'application

boxo 0 ... ® bqxq I-Jo T(XO ••• xq) bo ® ... ® bq

definit clairement un morphisme cyclique B x T : (B ® I)~ -+ B~ et done un
morphisme de complexes

B x T : CC.(B ® I) -+ CC.(B)

commutant. a. S . Si

T((L, IJ) = 0,

le morphisme B x r s'etend an noyau

K er(CC.(B 0 L) -+ CC.(B ® LII))

clans lequel <p~ - Cf'~ prend ses valeurs. Done

(B x r) 0 (Cf'~ - <pi)

definit alors UD O-cocycle de Homs(CC(A), CC(B)) .

DEFINITION 7.5. On note [<po, <PI j T] l'element de HCO(A, B) ain"i defini et
on l'appelle le caractere de ehern du. qu~i-homomorphi3me a trace.

Bien entendu, si B ® I est H-unifere, on n'a pas besoin de la condition

T([L, I]) = 0

car alors [<Po, <PI] est defini et on peut poser:

L'interet des quasi-homomorphismes a trace vient du fait qu'ils generalisent
les module3 de Fredholm J·30mmable3 de COODes (1985]. En effet, utilisant les
produits tensoriels topologiques appropries, on peut prendre pour L l'algebre

- 53 -



L(H) des operateurs bornes sur Pespace de Hilbert H et pour I l'ideal L1(H)
des operateurs a. trace. Notons Tr la trace des operateurs.

Considerons alors un quasi-homomorphisme

<P = (A,L(H),LI(H),<PO,<Pl)

de A dans LI(H) .On peut lui associer un module de Fredholm Z/2-gradue
(H ffi H, F) sur lequel A apere par

,,= (~o :J
et ou

Notans E: = (~
l'identite

o
-1

F=(~ ~).

) !'operateur de parite du supennodule HEB H . Alors

<Po - <PI = 1/2Tr(eF[F,<p])

montre que le caractere de Chern que nous venons de construire pour un quasi­
homomorphisme a. trace generalise 1e caractere de Chern que Connes [1985] a
defini pour les modules de Fredholm l-sommables.

8. Quasi'-homomorphismes p-sommables et traces partielles

Dans ce paragraphe on supposera que k est un corps commutatif de carac­
teristique nulle.

Par analogie avec les modules de Fredholm p-sommables et avec ce qui
precede, nous p080ns

DEFINITION 8.1. On "e donne un entier p ~ 2 . Un qua"i-homomorphi3me

e"t dit p-sommable "i B e"t unifere, I e.!t un ideal bilatere H·uni!ere de L et il
exiJte une trace "ur l'ideal IP , c 'est-a-dire une forme lineaire r : IP -4 k nulle
.!ur [I, IP-l].

A une teile donnee, nous allons associer des elements

[<Po, <PI; rl n E HC2n (A., B)

lorsque 2n > p - 1 et tels que

S[e.,?o,<pt,r]n = [<PO,<PI,r]n+l .
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Cette familie d'elements definit done une classe du graupe

de cohomologie cyclique bivariante periodique de Jones-Kassel [1988]. Ce graupe
est la limite du systeme inductif

S 2 S 2 +2 S{ ... ---+HC n(A, B)---+HC n (A, B)-+ ... } .

Pour ce faire, il nous faut examiner de plus pres les algebres I munies d'une
trace partielle, c'est-a.-dire d'une forme lineaire, definie sur l'ideaI IP et nulle
sur [I, IP-l] , l'entier petant fixe ~ 2 .

Choisissons un entier pair 2n ~ p - 1 . Il est bien connu et facHe a verifier
que

est un cocycle cyclique clont la classe se trouve dans

On a d'ailieurs :

Tn = 1r J '~2n U

ou u, J,1r sont les quasi-i50morphismes de S-modules introduits clans 1.3, 1.5 et
1.6 et ou

T>2n : eG(I) ~ CC(k)(2n]

est le morphi5me naturel de S-madules danne par

(
P) { T( Xo •.• Xr ) lr-2n qP si q ~ 2n

T>2n Xa ® ... ® X r q = .
- 0 51non.

LEMME 8.2. Soit 2n ;::: p - 1 . Avec le3 notations precedente3, on definit la
claJJe [,ln de HG2n(I, k) camme la cla3Je du. cocycle cyclique

AlorJ on a :

S (r]n = (r]n+l

Demonstration. On utilise le theoreme 1.4.2.
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Sait a E C~n+2(I) . TI s'agit de montrer que

(n + 1)! n!
(2n + 2)! Tn+1 (o:) = (2n)! Tn(So:)

ou encore que
Tn+1(a) = 2(2n + 1) Tn(So:).

Rappeions que

b' D 2 N
So: = (1 - T) ( ) b 0: .

2n +1 2n +2 2n + 3

Or on a :
Tn b' (Yo 0 ... 0 Y2n+l) = T(Yo ... Y2n+l) ,

T(( _1)2n+1 Y2n+1YO ... Y2n) = - T(Yo Y2n+l) ,

r(D(yo, ... , Y2n+1)) = -(n + 1) r(yo Y2n+l) ,

r(b( Xo ® ... ® X2n+2)) = r(xo ... X2n+2)

et en:fin

Tn+1 (lV(XO ® ... 0 X2n+2)) = (2n + 3) r(xo ... X2n+2).

En mettant tout ensemble, on trouve :

2 (-1)2 (n + 1)2
Tn(So:) = (2n + 1) (2n + 2)2 Tn+1 (0:) ,

ce qu'il fallait demontrer.

Revenons au probleme initial et donnons-nous Wl quasi-homomorphisme p­
sommable comme dans 8.1. Alors le produit [B x r]n de ch(idB) E HCO(B, B)
et de [Tl n E HC2n(I, k) definit, gräce au theoreme 1.1, Wl element de
HC2n(B ® I, B) lorsque 2n ~ p-1 . Comme le produit externe est compatible
avec le produit de composition, on a

[B x ']n+1 = S [B x T]n .

On peut alars poser la definition suivante.

DEFINITION 8.3. Soit (A, B ® L,B ® 1,'1'0,'1'1) un qua3i-homomorphiJme
p-Jommable muni de la trace r : IP ~ k . On definit son caractere de ehern
bivariani comme la cla.,,3e de H PO(A, B) donnee par la famille d'elements

[CPo, <PI; r]n = [<Po, 'PI J U [B X ,ln
p-l

(n ?:. -2-)'
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IV. K-THEORIE ALGEBRIQUE BIVARlANTE

Dans ce chapitre noua construisons la K-theorie algebrique bivariante ainsi

que le caradere de ehern bivariant qui la Met en relation avec la cohomologie

cyclique bivariante. Toutes les algebres considerees 80nt uniferes et tOUB les

modules sant unitaires.

1. Une caiegorie exacte de J>imodules

Noua com.men~ons par definir une categorie de bimodules dont les objets

generalisent a. la fois les morphismes d'algebres et les modules projectifs de type

fini.

DEFINITION 1.1. Si A et B sani des algebres uni,res sur un anneau

commutatij k, on note RePJt(A,B) 14 categorie des A-B-bimodules qui som

projectijs de type fini en tant que modules adroitt sur B .

Par A-B-bimodule, on entend ici UD k-module possedant de maniere com­

patible une action de A a. gauche et une action de B ä. droite. La donnee de

l'objet P de RePJt(A,B) est equivalente ä. la donnee du morphisme d'algebres

unifere8

defini par na)(p) = ap .
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Si RePJt{k,B) sJidentifie a la categorie des B-modules projectifs de type

fini, par contre Re~(A,k) est une categorie de representations. En effet si A

est l'algebre d'un groupe G , alors UD objet de RePk(A,k) est une representation

de G dans UD module projectif de type fini Bur k.

Donnons deux exemples d'objets de ~(A,B).

EXEMPLES 1.2. (a) Soit f: A ---9 B UD morphisme d'algebres uniferes.

Notons rB le A-B-bimodule B defini par

a x b = {(al x b

(a E A ; b,x E B) . Alors fB est UD objet de RePk(A,B) et

(b) Si de plus B est projectif de type fini sur A f alors le B-A-bimodule

B =Bf defini par

bxa=bxf(a)

est un objet de Repk(B,A).

La categorie RePk(A,B) est abelienne. NOUB la munissons d'une structure

de categorit ezacte en prenant comme suite;s exactes admissibles toutes celles de

~(A,B)
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o----+ p' --+ P ----+ P" ----+ 0

qui sont pures, c'est-a-dire celles qui induisent une suite exade

o---. P' GD V ---. P • V ---. P" GD V ---+ 0

pour tout k-module V .

DEFINITION 1.3. On note K(A,B) le groupe tU GrotJundiecJ: de la caiegorie

ezacU ReI1c(A,B) ainsi definil. On dira que K(A,B) est le groupe de K-theorie

algebrique bivariante des algebru uni~res A et B .

2. Fonctorialite et produit de oomposiüon

La fonctorialite des groupes de K-theorie algebrique bivariante va resulter

de l'existence d'un "produit de composition".

Soit P UD objet de Rel\(A,B) et Q un objet de ~(B,C). Alors le

A-e-bimodule

est clairement projectif de type fini sur C. Ceci definit le produit de composition

des bimodules

- 59 -



o

LEMME 2.1. Le produit de composition est bitzact.

En effet, si P est projectif sur B, alors i1 est B-plat. D'autre part, pour

tout B-module Q, le foncteur - 8 B Q est exact sur la sous-categorie des

B-modules projectifs.

Le produit de composition definit douc un produit de composition

K(A,B) 'A7l K(B,C) --+ K(A,C) .

Examinons-en "quelques cas particuliers.

Soit f: A ----+ B UD morphisme d'algebres uniIeres..Alors le prodnit de

composition a. gauche par fB E RePJc(A,B) est UD foncteur exact (nrestriction des

scalaires11)

TI induit denc UD homemorphisme de groupes

•f: K(B,C) ----+ K(A,C) .

De meme si g: B ---+ C est UD morphisme d'algebres uniferes, nous

notons
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le foncteur exact ("extension des scalaires") obtenu par produit de composition a.

droite avec gC E Rel\(B,C) . On note encore

•g : K(A,B) ---+ K(A,C)

l'homomorphisme induit.

Si maintenant on a deux morphismes d'algebres

A f I B ---"",S"""-+I C ,

alors

ce,qui se traduit par

/ • •• * ••
(g 0 f) = gof et (g 0 f) = fog.

Les operations precedentes font donc de ReI1t(A,B) et de K(A,B) des

bifoncteurs contravariants en B et covariants en A.

Consid&ons maintenant comme en 1.2 (b) UD morphisme d'algebres

f: A ----+ B tel que B 80it UD A-module projectif de type fini. Alors la com­

position agauche par Bf definit un fandeur exa.ct ('Itransfert")
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et donc UD homomorphisme de groupes

*f : K(A,C) :......-... K(B,C) .

De meme la composition adroite par le meme bimodule definit un autre transfert

et donc

f. : K(C,B) ----. K(C,A) .

On retrouve ainsi le transfen defini par Quillen [1973] en K-theorie algebrique.

La. encore, si g: B ---+ C est UD morphisme d'algebres tel que C soit

B-projectif de type fini, alors on ales relations

.(g 0 f) =.g 0 .f et (g 0 f). = f. 0 g. ,

ce qui pennet de definir sur le K-theorie algebrique bivariante une 'autre foncto­

rialit~, en quelque sorte en sens inverse ('Iwrang way funciorialitytl), pour une

classe plus restreinte de marphismes dJalgebres.

POUl finir, notoDs que le produit de compositioD fait de K(A,A) un anneau

dont l'unite est 1& classe du A-bimodule A.
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3. Produit externe

On se donne quatre algebres u.ni.feres Al'~' BI ei B2 . Si P est UD

objet de RePk(Al'B1) et Q UD objet de RePk(~,B2) , on munit P. Q d'une

structure de Al 8 A2 - BI e B2~module en posant

(p EP; q EQ; ~ EAii bi EBi' i = 1,2). n est facile de voir que P GlD Q est UD

objet de RePk(Al GlD A2, BI e B2) . Le bifoncteur

ainsi defini sera appele le produit e:mrnt des bimodules. Ce produit est biexact

ca.r naus naua sommes restreints aux auites exactes pures. Par consCquent on a UD

produit externe

Comme dans Jones-Kassel [1988] § 5, le produit de composition et le

praduit externe s'unissent en UD produit plus general

induit par
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Signalons quelques cas pamculiereB intt1ressants.

CAS PARTICULIERS 3.1. (a) Si A et B sont des algebres, on a un produit

externe

K(A,B) 871. K(A,B) ---+ K(A • A, B 8 B) .

Si de plus A est une bigebre et B est commutative, alors par composition avec

la comultiplication de A et la multiplication de B, on abtient une structure

d'anneau sur K(A,B) induite par le produit tensorie1 (P ,Q)~ p O)B Q . On

verifie que.l 'unite de cet anneau est la classe du bimodule (110 e)B ou 1] est

l'unite de B et E la coünite de A.

Si A = k , on retrouve ainsi le produit sur la K....:theorie algebrique de B,

Si B = K· et que A est l'algebre d'un groupe munie de Ba structure naturelle de

bigebre, alors on retrouve le produit tensoriel des representations du groupe.

(b) Le produit externe K(k,B»)( K(A,B) --+ K(A, B • B) munit K(A,B)

d'une structure de K(k,B)-module Iorsque B est commutative. Le groupe

K(A,B) devient meme une K(k,B)-a1gebre lorsque, de plus, A est une bigebre.

(c) Posons Al = A2 = k dans la definition du produit general. Alors on a un

produit

- 64 -



qui generalise le produit de Kronecker en K-theorie algebrique (defini par

exemple dans Loday [1976] 5.1.3).

Noua terminons tine jonnule de projection generalisant celle de la K-theorie

algebrique (voir Quillen [1973] § 4).

PROPOSITION 3.2. Soit f: A --t B un morphisme d'a.lgebres uni~re3 et

commutatives tel que B soit A-projectij de type jini. Alors pour taute algebre

uni~re C , taut x E K(C,A) et taut y E K(C,B) , on a :

*f*(f x )( y) = x )( f*y

dans K(C ~ C, A) .

Demonstration. Ceci raulte de l'i80morphisme de C. C-A-bimodules

... Le cua.ctere de Chern d'un bimodule

En II.I noua avons associe atout morphisme d'algebres f: A ----+ B un

element ch(f) de HCO(A,B). Noua allons etendre ce caractere de Chern atout

bimodule de ß.eI1c(A,B).

Soit P un objet de ReP:k(A,B). Par definition, i1 existe UD B-module Q

et un i80morphisme

- 65 -



a : P S Q --+ Bn ,

ce qui definit un morphisme d'algebres i

On definit alors ch(P~) comme le O-COCycle bivariant

00. Tr est la trace generalisee de Dennis (1.7.6 (b)) et ;(P) est le morphisme

associe 11. P en IV.1.

L'interet de cette construction provient du Iesultat suivant.

PROPOSITION 4.1. Sous ks h1JPothAse3 preredente8, 10, cla.s8e de ch(P ,i) dans

HCO(A,B) ne depend pa.s du choiz du comp~ment Q, de l'entier n ou l'iso-­

morphuml a.

Demonstration.. Comme dans Stallings [1965] 1.7, i1 suffit de demontrer que,

d'une part, les automorphismes interieurs operent trivialement sur la cohomologie

cyclique bivariante - ce qui est etabli dans II.6 - et que, d'autre part,

10Isque Xo,...,Xq sont des matrices de Mn(B) , ce qui est evident.
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DEFINITION 4.2. Soit A et B deuz aZgebres et P un objet de RePk(A,B).

On note ch(P) la classe dans HCO(A,B) du cocycle bivariant ch(P,i) deftni plus

haut. On dit que ch(P) est le caractAre de CMrn bivariant du. bimodule P.

CAS PARTICULIERS 4.3. (a) Si f: A -+ B est un morphisme d'algebres

uniferes, alors dans HCO(A,B) on a:

eh(f) = ch(rB) .

(b) Soit e un idenipotent de l'algebre unifere B. Le module eB est UD objet de

RePk(k,B). Si on prend n = 1, Q = (I-e)B et a = idB ' alors le cocycle

ch(P,i) est egal an cocycle e# ou e: k -+ B represente par extension le

morphisme d'algebres envoyant 1 sur e (voir 11.2). Par consequent,

eh(eB) =ch(e) E HCO(k,B) =HCÖ(B) .

Noua terminOnB ce paragraphe par un exemple qui nous a ~te suggere par

J.-B. Bast.

EXEMPLE 4.4. Soit G UD graupe et r UD sous-gI'oupe. Notons i l'inclusion

naturelle k [r]~ k [G] . Consideronsle bimodule d'induetion

(notation detinie en IV.I). Si r est d'indiee fini da.ns G - ce que nous sup­

poserons d~80rmais - alors I~ appartient a. ReI1t(k [Gl, k [r]) . NOUB allons
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,expliciter son caractere de Chern. Choisis80ns UD systeme {xi}iEG/r' qe repre­

sentants des clas'ses de G/r. Ce systeme forme une base du r-module libre I~ .

Alors Ch(I~) est la classe clans HCO(k [G], k[r]) du morphisme cyclique

et ne depend pas du systeme de re"presentants choisi.

Bast a construit u"n analogue topologique. Soit G UD graupe de Lie et r

un sous-groupe cocompact. Alors

<PD~···~<Pq~ I C(70,···,7q)7D~···~7q

70'··· ,7qE~

OU c( 7D'•••' 1q) est le scalaire

est un morphisme cyclique dont la classe dans BeD( 'G c(G), ([r]) ne depend

pas du choix du domaine fondamental D de r dans G.

5. Le theoreme principal

Noua enOn~On8 maintenant le resultat principal de ce chapitre.

THEOREME 5.1. (a) Si A et B sont du ~gebre3 1J,ni~re3, alors le carac­

tAre de Chern defini en 4.2 induit un homomorphisme de groupes abeliens
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°eh : K(A,B) ---+ He (A,B) .

(b) Le caractere de ehern ut multiplicati[, i.e. si Al' ~, BI' B2 et C som des

algebres uni~res, alors le diagramme

)C

K(At ,Bt 8 C) 8 1I K(C 8 A2 ,B2)---+IK(A1 8A2 , Bt 8B2 )

eh GD ehl
HCO(Al' B1 • C) 8 HCO(C •

est commutatif. [ci la jfdche horizontale superieure (rup. in~rieure) represente le

produit general sur la K-theorie algebrique bivariante (resp. aur la cohomologie

cyclique bivariante), produit constroit a1' paragraphe 9 de ce chapitre (resp. COTr

struit dans Jones-KD.3sel [1988] § 5).

Le reste du paragraphe est consacre a la demonstration du theoreme.

Comme noua allons le voir, cette demonstration repose aur le theoreme II. 6.1

ainsi que sur trois proprietes - enoncees sous forme de lemmes - de la tlace

generalisee de Dennis.

LEMME 5.2. Soit B un algebre. On note E l'algebre du matrices carrees
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- [Xi ZiJm.-
I 0 y.

I

(i = O,... ,q) sont des matrices dt E 1 on a la relation ",uil1ante dafU BGD(q+l)

La demonstration de ce lemme est un exercice facile laisse au lecteur.

DemODBtIatiOD de 5.1 (a). Tout d'abord, le theo~eme 1I.6.1 implique que ch(P)

ne depend que de la classe d'i80IDorphisme du bimodule.

Donnons-noU8 maintenant une suite exa.cte

O-...P--+Q---+R--+O

d.ans Re11t(A,B)." TI s'agit d'etablir que

ch(Q) = ch(P) + ch(R) .

On peut toujours pIonger la suite exacte pIkedente dans une suite exacte de

B-modules libres

o-... BP --+ Bq --+ BI ----+ 0

dont les endomrophismes forment preosement l'algebre E du lemme pIecedent.

On conclut alors avec ce lemme.

- 70 -



Demonstration de 5.1 (b). Vu la definition du produit general a,l'aide du produit

de composition et d'un produit externe paniculier, il suffit d'etablir les relations

ch(P SB Q) =ch(P) Uch(Q)

ch(P • C) =ch(P) )( ch(C)

ch(A GD Q) = ch(A) )( ch(Q)

chaque lais que P est un objet de RePk(A,B) et Q un objet de Rel\(B,C) .

Commen~ons par le produit de composition. Donnons-noUB, en meme

temps que P ERePk(A,B) et Q ERepk(B,C) , un B-module P', un C-module

Q' et des i80morphismes

a : P & p' ~ BP et ß : Q e Q' ~ Cq .

Alors

. /

est un isoIDorphisme. Soit aussi

i : EndB(P) u - u. 0 I EndB(P • P') Ad(a) I Mp(B)

j : End (Q) u~ u e 0 I End (Q e Q') Ad(ß) • M (C)
C . C q
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et

les composes correspondants. Alors on voit que l'applicaüon k 0 ;(P -BQ) est

egale an compose

i 0 ;(P) M (J·o ;(Q))
A----+l M (B) P 1 M (M (C».p p q

P080ns f = i 0 ;(P) et g = j 0 ;(Q) . Considerons le diagramme commutatif

suivant.

1a TIn signifie qu'il s'agit de la trace generalisee paur les matrices carrees

d'ordre n. La composee des flec.hes de la ligne du haut represente donc

ch(P 4DBQ) tandis que Trp 0 t# represente ch(P) et Trq 0 g# represente

ch(Q) . La relation: ch(P -BQ) = ch(P) Uch(Q) est alors consequence du lemme

suivant.

LEMME 5.3. Soit C une algebre d p,q du entien ~ 1. Alors le diagramnu
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est commutatif.

Demonstration.. Soit mO,... ,mr des matrices de Mp(Mq(C)). Chaque ms est

une matrice

oilles ~s(i·,j) sone elles-memes des matrices de Mq(C)

Par consequent,

1: IIlo(iO~l ;io,jl) GD m1(il'i2;jl'~) Qt ••• Qt mr(ir~o;.ir'io) .

1 ~ iO" "~r ~ p

1 ~ jcp' .. Jr ~ q

Soit <p une bijection de {l,... ,pq} sur {l,... ,p})( {l,...,q} . Elle induit UD

i80morphisme t: Mp(Mq(C» ~ Mpq(C) donne par
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t(m)(i,j) =m(CP(i); CP(j» .

Alors

Trpq(t(mo) e ... e t(mr» = l l(m.a)(kO,k1) e ... GD t(mr)(kr,kO)

1 ~ kO' ... ,kr ~ pq

l ma(CP(ko),cp(k1» 8 ... e mr(cp(kr),cp(kO»
1 ~ kO' ... ,kr ~ pq

Ceci acheve la preuve de la multiplicativite du caractere de Chern pour le produit

de composition. n ne reste donc q~'a. etablir la relation

ch(P GD C) = ch(P) x ch(C), la relation ch(A e Q) = ch(A) x ch(Q)' se

demontrant essentiellement de la meme maniere.

Soit donc P E~k(A,B) . n lui correspond UD morphisme d'algebres

tel que ch(P) 80it represente par TI 0 (# . Alors clairement ch(P e C) est

represente par Tr 0 (r e idC)# ou

reidC :A8C--+M (B)8C=M (BeC).p p
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Par definition du produit externe (voir Jones-Kassel [1988], Prop. 5.3), il suffit,

paur etablir la relation desiree, de verifier que le carre

A# .C#

(Tror#y;) i d1
B# .c#

V l(A .C)#

TrO(~d)#l
V •(B • C)#

ou V est le "shuffie"-produit, est commutatif. Comme V est fonctoriel, il suffit

donc d'etablir le lemme suivcmt.

LEMME 5.4. Soit B et C 4eUZ algebre3 unißres et p un entier ~ 1 . Alors le

carre

est commut4tit

Demonstration. Identifions Mp(B) a Mp(k). B . Alors la trace generalisee
prend sur (Mp(k) 4D B)# 1a forme suivante :
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ou q parcourl taus les (p,q)-shuffies. En appliquant la trace generalisee, on

obtient :

car les shuffies ne changent pas l'ardre des matrices ml'.. ,mq et la matrice 1p

apere comme 'l'unite (sie !).

6. ApplieatiODl

Naua dannons trois applications du theoreme 5.1 qui montrent bien taute la

puissance du formalisme du caraetere de ehern bivariant.

RappelODB avec Karoubi-Villamayor [1971] qu'une algebre unifere A est

ftasque s'il existe un bimodule M de Repk(A,A) tel que dans Rel\(A,A) on

ait :

Met·dA ~ M.1 -
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Par exemple, le cöne d'une algebre unifere est flasque.

Appliquons le caradere de ehern ä.la relation precedente. On a :

ch(M) = ch(M) + ch(idA)

etdonc

Par consequent,

. PROPOSITION 6.1. Toute algebre unißre fUuque Mt HC-acyclique.

La seconde application concerne 1'invariance de I'homologie cyclique par

equivalence de Mo~ta. Cette invariance a egalement ete demontree, inde­

pendamment et par une autre methode, par McCarthy [1988].

PROPOSITION 6.2. DtU% algebru uni~re6 equitlaUnte.s au sens dt Morita 80nt

HC~quitlalentes.

Demonstration. Si A et B sout equivalentes au sens de Morita, alors il existe,

par definition, P ERePk(A,B) et Q E Repk(B,A) tels que
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Comme le caractere de Chern est multiplicatif pour le prodnit de composition, on

a:

ch(P) Uch(Q) =ch(idA) et ch(Q) Uch(P) =ch(idB) .

Les classes ch(P) et ch(Q) sont donc des H~uivalences inverses l'une de

l'autre.

Enfin pour taute algebre unifere A et pour tout entier n ~ 1 , nous con­

siderons le morphisme diagonal

qui identifie A aux matrices scalaires. Ce morphisme represente un element de

HCO(A,Mn(A» dont naua calculoDs son image par la trace dans HCO(A,A).

PROPOSITION 6.3. SO'U.S Zu hypothAses precedentes, on a

dans HCO(A,A) .

Demonstration. En reprenant les notations de IV.1, on voit que

Par consetIuent, d'apres IV.4
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= n ch(A)

d'apres le theoreme 5.1 (a).

7. DiscussiOD finale

Le caractere de ehern bivariant etudie dans ce ch&pitre est ä. valeurs dans le

graupe ReD de cohamologie cyclique bivariante. Si noUB voulons l'etendre en

taut degrc, il est necessaire avant taut de d~nir des groupes de K-theorie

algebrique bivariante en degres positifs et negatifs. Nous proposons ici une defi­

nition atUwc fondee sur le theoreme ill.3.1. Pour simplifier, naua supposerons que

k est UD corps commutatif.

DEFINITION 7.1. Soit A et B deuz algebru unißru sur un corps comm'Utatif

Je. On pose pour tout entier i ~ 0

et

K--i(A,B) = K(,jA,B) .

Ici ,jA est defini apartir de la suspension E par
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Arretons-noUB sur le cas i = 1 . Le graupe K1(A,B) est r~presente par des

elements de RePk(A):B) , donc par des morphismes d'algebres

qui, eux-m~mes, correspondent au travers de la theorie de Hochschild explicitee

da.ns m.6 aux extensions de l'algebre A par l'algebre M (B). Le graupe
CD

K1(A,B) est donc bien l'analogue algebrique du groupe KK1 de Kasparov.

Revenons au cas general. Le caractere de Chern defini en IV.4 s'etend

maintenant en tout degre. En effet, si i ~ 0 , on definit eh comme le compose

et

Se pose alors la question de la multiplica.tivite de ce cara.ctere de Chern

general. Pour definit UD produit general sur la K-theorie algebrique bivariante, i1

faudrait pour tout couple (i,j) d'entiers ~ 0 , une application
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ayant de bonnes proprietes. Comme on n'en dispose pas, il n'est possible pour

l'instant que de definit un produit partie! SUI 1& K-iheorie bivariante. Encore
.'

faut-il modifier legerement les nations de cone et de suspension. En effet si on

pose, comme Loday [1976],

alors rA est encore HC-acyclique. De plus il existe une app~cation naturelle

qu'on peut utiliser paur defiriir un accouplement (i et j ~ 0)

C'est le compose des fleches verticales

Jci la fleche verticale du haut est obtenue par produit externe avec la classe du

bimodule Ifk dans K(Ifk,~k).
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et j < O. CesOn definit de meme un tel accomplement lorsque

a.ccomplements partiels sont associatifs.

AllOM plus loin en definissant i{i(A,B) comme la limite du systeme in­

ductif {K(~A, ~+jB)}j dont les fleches sont donnees par le produit externe par

130 dasse du :EK-bimodule :EK. Comme

on voit que le caractere de ehern bivariant passe a130 limite et definit un homo­

mophisme de groupes

-* *eh : K (A,B) --+ He (A,B) .

Maintenant il est clair qu'on a, par definition de 130 limite inductive, une appli-

cation

--.
qui est un i80morphisme. Ceci suffit a. dCfinir sur K (-,-) un produit general tel

que le caradere de ehern 80it multiplicatif.

PROBLEME 7.2. Dontur une ducription algebrit]1U directe de KO(A,B).

On voit que la. definition de la K-thoorie algebrique bivariante superieure an

moyen de 130 suspension pose plus de questions qu'elles ne permet pour l'instant

d'en resoudre. On peut esperer beaucoup plus de la voie inauguree par Quillen
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[1973] et poursuivie par Waldhausen [1985] d definir la K-theorie algebrique

bivariante comme 1a K-thoorie algebrique de 1& categorie exade Re~(A,B). On

pourrait meme considerer une categorie de A~B-bimodules plus generaux, par

exemp1e, ceux qui 80nt de dimension projective fiDie en tant que B-modules (de

tels objets definissent des traDBferts en K~heorie algebrique) ; on encore definir 1a

K-theorie bivariante apartir d'UDe categorie de complexes parfaits comme le fait

Thomason dans UD travail recent sur 1& K-theorie des schemas.

Cependant jusqu'a present, la construction d'un caractere de ehern OU, si

l'on prefere, d'une trace generalisee a1a Dennis pusait par les matrices et donc

par 1& construction + de Quillen. Des travaux recents non encore publies de

Goodwillie et de McCanhy (voir cependant Goodwillie [1987]) indiquent la

possibilite de definir l'homologie cyclique d'une algebre et le caractere de Chern

en termes de la categorie des modules projectifs de type fini. Ces methodes

s'appliquent aussi ala categorie exacte RePk(A,Bl et seront exploitees dans UD

travail nlteneur.
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