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Modulformen auf ro(N) mit rationalen Perioden

von

Jannis A. Antoniadis

aus Iraklio

§1. Einleitung. Durch den Eichler-Shimura-Isomorphismus werden bekanntlich auf den
Räumen S2k(ro(N)) der Spitzenformen vom Gewicht 2k zur I(ongruenzuntergruppe ro(N)
rationale Strukturen S~(ro(N))erklärt, d.h. s1k(ro(N)) C S2k(ro(N)) sind Vektorräume
über Q und

Diese rationalen Strukturen wurden von Kohnen und Zagier für den Fall N = 1 in [1(0
Za] studiert. In dieser Arbeit verallgemeinern wir die in [I(o-Za] entwickelten Methoden
um eine explizite Beschreibung der rationalen Strukturen für beliebige quadratfreie Stufe
N zu geben. TatsäcWich sind die meisten der hier dargestellten Ergebnisse für l:;>eliebige
Stufe N gültig; die Einschränkung N quadratfrei wird zur Vereinfachung lediglich an einer
Stelle benötigt (siehe Ende §4).

Zur Formulierung unserer Ergebnisse haben wir zuvor einige Notation einzuführen.
Sei k eine im folgenden fest gewählte positive ganze Zahl. Wir ordnen jeder Spitzenfonn
f E S2k(ro(N)) und jeder Matrix A E SL2(Z) Polynome p1(f)(X) und PÄ(!)(X) in der
Unbestimmten X zu, indem wir

p~(f)(X) = ~ {PA(f)(X) ± P.A.(f)( -X)}

mit

setzen. Hier ist E; = (~1 ~) und wir vereinbaren ein für alle mal w = 2k - 2. Ferner ist

'12k' der übliche 'Strich-Operator', d.h.

(f12k A )(z) = (ad - bc)kf{:: ~D(cz + d)-2k

(A = (~ ~) E GL2(R), ad - bc > 0).

Wir setzen für t = ± 1
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Für jede natürliche Zahl n , 0 ::; n ::; w , A E f o(N)\SL2(Z) und f E S2k(ro(N))
definieren wir

rioo

rn,A(f) = Ja (fI2k A )(z)zndz,

r~,A(f) =:i {rn,AU) + (-1 rrn,.A<(f)},

r;:,A(f) =~ {rn,A(J) - (-1 )nrn,.A.(J)},

rioo

P/,A(X) = Ja (f 12k A)(z)(X ~ z)Wdz

= te-1t(:)rn,A(J)){W-n,

pf,AeX) = ~e-lt(:)r~'Aef)XW-n,

pl.AeX ) = ~e-l)n(:)r~'A(f)XW-n.

Sei A E SL2(Z) gegeben. Wir setzen

( n/d b)
Mb,d:= 0 d

für gegebenen natürliche Zahlen b, d mit 0 ::; b < d dln, und bezeichnen ll1it Ab,d diejenige
Matrix aus SL2{Z) so daß Ab,d.J\.1b,dA -1 eine obere Diagonalmatrix ist. Ferner setzen wir

(
bj (-l)j+ldj_l)

Bb/d,j = dj (-l)j+ldj_l '

wobei bj/dj , für j = 1,2, ... , r(b/d), diej-te !(onvergente der Kettenbruchentwicklung b/d =
[0.; ab a2, .. .ar(b/d)] (mit ar(b/d) 2:: 2) von b/d ist. ist.

Uuser erstes Hauptergebnis ist dann

Satz A. Durch die Räume Sik(ra(N)) werden Hecke-invariante rationale Strukturen auf
S2k(fo(N)) erklärt, d.h. für~' = ±1 enthält der Q- Vektorraum S2k(fo(lV)) eine Basis
von S2k(ro(N)) und ist invariant unter den Hecke -Operatoren T(n) ((n, N) = 1) und den
Atkin-Lehner-Involutionen }Vl (eiN, ce, ~) = 1). Für die Aktion der Hecke-Operatoren
gilt explizit:

P~k,A(Ten)f)eX)= ~ Q~n dW{P~k'A.)f)(Mb'd(X))
a,d>O
O~b<d

r(b/d) W}f.; pik.A•. dB./d.i (Bb/d,jMb,d(.:q) ( -djl\!h,d(X) + bj ) .
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Es seien nun R~ A die I(ernfunktionen zum n-ten I(oeffizienten von PA bezüglich des
Peterssonschen Skal~roduktes,cl.h. R~ A ist definiert durch

l

für allel E S2k(ro(N)) : (I, R~,A) = n - ter I(oeffizient von p'A(f)(X).

Das Peterssonsche Skalarprodukt (".) ist hierbei normiert durch

1 1 -- 2k-4(!, g) = [r . r (N)] !(z)g(z)y dxdy
. 0 ro(N)\H

(z=x+iy).

Irn zweiten Teil dieser Arbeit geben wir explizite Formeln für die Periodenpolynome der
R~,A an. Genauer zeigen wir

Satz B. Seien A, B E SL2 (Z), [, E {±1}, und seien m, n ganze Zahlen mit 0 :::; m, n :::; w,
(m, n) =1= (0,0), (w, w). Dann sind die Zahlen

rational. Sie können explizit durch endliche Linearkompinationen von Bemou1lische Poly
nomen an rationalen Stellen und verallgemeinerte Dedekindsche Summen beschrieben wer
den.

Die hier erwähnten Formeln für die Perioden r:n B(R~LA) sind am Ende des §4 zusan1-
menges tell t. ' I

Danksagungen. W. I(ohnen, N.-P. Skoruppa und Don B. Zagier möchte ich für
die Anregung zur Beschäftigung mit diesem Thema und für·ihre ständige Bereitschaft zu
zahlreichen Hinweisen und Ratschlägen herzlich danken. Mein herzlicher Dank gilt auch
dem Max-Planck-Institut für Mathematik, dessen finanzielle Unterstützung diese Arbeit
ermöglichte.
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§2. Der Eichler..ShinluraooIsomorphismus. Für eine natürliche Zahl N sei ro(N) die
I(ongruenzuntergruppe

und für k E N, k 2:: 2, bezeiclme SZk(ro(N)) den Vektorraum aller Spitzenformen vom
Gewicht 2k auf ro(N) und H die obere Halbebene H = {z E C : ~(z) > O}.

Für jeden Unterkörper E von C sei jetzt -VE = {P(X) E E[X] : degP(X) :s; w},
w = 2k - 2 der Vektorraum aller Polynome mit I(oeffizienten aus E und Grad kleiner oder
gleich w. Die Gruppe PGL2(E) operiert auf VE vermöge

PGL2 (E) X VE ---4 VE

(A, P(X)) 1----+ A . P(X) := (PI-wA -1 )(X)

wobei

für A = (~ ~) ist.

Die erste parabolische Cohomologie von ro(N) ist wie folgt definiert:

CE = {er : ro(N) -+ VE : (i) er(AB) = er(A) + A . a(B) für alle A, B E

ro(N) und (ii) zu jedem parabolischen A E ro(N) existiert ein

P(X) E VE mit er(A) = P(X) - (A . P)(X)} (l-I(ozykel)

BE = {er : ro(N) -+ VE : es gibt ein P(X) E VE, so daß für alle

A E ro(N) gilt: er(A) = P(X) - (A· P)(X)} (l-I(orand)

1 CE
Hp(ro(N), VE):= BE'

Mit Hilfe von E: = (~1 ~) ist eine Involution

I : H}(ro(N), VE) -+ H~(ro(N),VE)

er +BE l-Jo (j +BE,

wobei a : ro(N) 3 A l-Jo a(A) = (e . er(eAe))(X) E VE , definiert, und demzufolge erhä.lt
man die Zerlegung
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Der Satz von Eicb1er - Sbimura liefert uns einen "-Isomorphismus zwischen den R-Vek
torräumen S2k(ro(N» tllld H~(ro(N),Vti ) bezüglich der Abbildung

f J---+ a f + Bri l

wobei O"f(A) = !m (JoA(O) f(z)(X - z)Wdz) ,und das Diagramm

S2k(ro(N)

Ir
S2k(ro(N»

ist kommutativ, mit
[* : f J---+ - f( -z).

und
[: 0" J---+ (ü : ü(A) = O"(eAe».

Sind sik die Eigenräume der Involution [*, so induziert <I> zwei Isomorphismen

und nach dem Universellen Koeffizientensatz [MacL] induziert <I> C-isomorphismen

Aus den obigen Bemerkungen ergibt sich die Richtigkeit der

Proposition 1. Die Abbildungen

und

definieren Isomorphismen

und
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Hierbei ist

1.
A (O)

'lrj(A) = 0 f(z)(X - z)Wdz

und
-A(O)

1i'JCA) = 1. f(z)(X + z)Wdz

Seien nun St(fo(N» := (<p±)-1 ((H~(fo(N), VQ)±) .

Dann ist klar, daß SZk(fo(N») ~ Stk(fo(N» ®Q C und genauso SZk(fo(N» !:::::

S2k(fo(N» ~Q C, daß also mittels der Isomorphismen

<p± rationale Strukturen auf SZk(fo(N» definiert sind. Wir werden jetzt diese ratio
nalen Strukturen mittels Perioden ausdrücken.

Durch Identifikation von fo(N)\SLz(Z) mit pI (l/Nl) mittels der Abbildung

(~ ~) >---+ ('Y mod N : .5 mod N)

kann man

p±(J) = {PT,A (X) } AEro(N)\SL,(Z)

als ein Element von C[X]~l(l/Nl) auffassen. So sind zwei Funktionen

p+ l P- : S2k(fo(N» ~ C(X]~l(l/Nl)

f r--t p±(f)

definiert. Mit Hilfe des sogenannten Manin-Tricks ((Man], [L]) kann man nun folgende
Proposition Beweisen:

Proposition 2. ([SkoJ) p+ und p- Bind injektiv.

Eine urunittelbare Folge des Beweises der Proposition 2 (lee. eit.) ist die folgende
Charakterisierung der Räume St,.(ro(N»:

stk(fo(N» = {f E SZk(ro(N» : r;,A(f) E Q für alle n mit 0 ::; n ::; wund

A E SLz(Z)}.

Als nächstes werden wir die Aktion der Hecke - Algebra auf Sik(ro(N» betrachten.
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Proposition 3. Die Vektorräume s1k(ro(N)) bleiben invariant unter der Aktion der
Hecke-Operatoren T(n) ((n, N) = 1) und den Atlcin-Lehner Involutionen Y,Vl (eiN, (l, ~) =
1.

Beweis: Sei A E SL2 (Z) , / E Sfk(ro(N)) , n E N und (n, N) = 1. Für iede ganze Matrix

( ~ ~) mit a, d > 0, ad = n, b mod d gibt es ein Ab,d E S L2 (Z) so daß (~ ~: ) A =

Ab,d (~ ~), mit geeignete ganzen a', d' > 0, b', a'd' = n, gilt. Durchläuft hierbei (a, d, b)

die Menge aller ganzahlige Tripel mit ad = n 0 :::; b < d, so durchläuft (a', d', d') die gleiche
Menge.

Folglich ist:

P2k,A (T(n )/) (X) =

n 2k
-

1 L d-2k L looUl2kAb,d) ( az: b}X - z)Wdz.
ad=n bmodd 0
a,d>O

Ersetzen wir nun a~±b durch z , so finden wir:

( )
2k 1 "'""'" 2k rioc> (r dz - b) W d

P2k,A T(n)f (X) = n - a~n d- J.~ UbAb,d)(Z) X - a -;;dz

a1d>O
O'5: b<d

und weiter

Mit Hilfe des Manin-Tricks wieder, kann man das letzte Integral wie folgt schreiben:
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Hierbei sind Bb/d,i und Mb,d die in die Einleitung definierende Matrizen. Folglich hat nlan

P2k,A(T(n)f)(X) = L dW p2k
J A b,d(f)(Mb,d((X))J

ad=n
aJd>O

O::;b<d
r( b/ d)

- L dW L P2k,Ab,d B b/d,j (f)((Bb/d,iMb,d)(X))( -djMb,d(X) + bj)w.
ad=n j=l
a,d>O
O~b<d

Entsprechend berechnen wir den zweiten Summanden von P~k A (f)(X). Damit finden,
WIr

P~k,A(T(n)f)(X)= ~ L d
W

•

ad=n
a,d>O
O::;b<d

Aus der letzten Formel ergibt sich die Invarianz der Räume Sfk(fo(N)) unter der
Aktion der Hecke-Operatoren T(n), (n, N) = 1 . Ganz analog kann man die Invarianz
unter der Aktion der Atkin-Lehner-Involution

1 (I!. a)Wtf := fl2k Vi N I!.ß

eIN, (t, ~) = 1,a,ß E Z,lß - ~ a = 1 beweisen. Man hat

schreibt WtA = Ab,d (~ ~), wobei Ab,d E SL2 (Z) , ad =e , b mod eund fährt fort wie

im obigen Beweis.

Beluerkung: Man beachte daß mit den hier im Beweis berechneten Formeln für die
Aktion der Hecke-Operatoren der Satz A vollständig bewiesen ist.
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§3. Kernfunktionen. Es seien nun R,.,A (0 ~ n ~ w,A E roeN)\SL2eZ») die

I<ernfunktionen zum n-ten Koeffizienten von p2k,A(f)(X) bezüglich des Peterssonschen
Skalarproduktes, d.h. die Rn,A sind eindeutig durch

für jedes f E S2k(ro(N)) definiert. Die I<ernfunktionen zum n-ten I(oeffizienten von ptk A
sind dann '

Zuerst werden wir Rn,A in "geschlossener" Gestalt angeben. Es gilt:

Proposition 4. Für 0 < n < w ist Rn,A(Z) gegeben durch:

Rn A(Z) = Ck-
1 N ~ z-(n+1) 12kA -1 B, ,n, L...t

BEro(N)

•• I _ (_l;/i-lc+l -w(w) _ .... _
Dabel smd Gk,n,N - W: o(N)) 2 n 7r, W - 2k - 2 und n - w - n.

Beweis: Zuerst ist es einfach zu sehen, daß die ( konvergente) Reihe der Proposition 4
invariant unter ro(N) bleibt.

Mit r' = A-1ro(N)A ist:

wobei Z = x + iy. Aufgrund der Identität

.-2-1 .B~(Z)2k = gA(B(z))SS(B(z))2k
gA zn+1 2k (B( z) )n+l

-9-



mit gA := fl2kA gilt nllll weiter:

[r . r (N)] .6. = [r : ra(N)] .1 "( ~2k) (B( » dxdy
. a n,A [r . r'] L., gA_Ti+l z 2

. r'\H, z y
BEr

=LgA(Z) ~~l:k d;~Y

=100

2k-2 d 100

gA(X + iy) d
y y ( . )Ti+l Xo -00 x - 'lY

_ {oo Wd ( gA(Z) d
- Ja Y Y Jr;:r(z)=y (z - 2iy)Ti+l Z

2 ·1001r1. w n .
=---==T y g~)(2'ly)dy

n. 0

_ (-2)1T'iw 100
(n-l)(2' ) w-l d _- ._, gA 'lYY Y-···

2'ln. a

_ 2tri( -1)Tiw (w - 1) ...(w + 1 - ii) 100 (') w-Tid
- - '(2.)n gA 2zy y yn. 'l 0

2tri( _1)Ti C=') {oo _
= (2i)n2w-n~1 Ja gA(iy)yW-ndy

= (~) 2-w 7r(-1 )ii-k+1looUI2k A )(Z )zndz.

Also
6.n A = Ck n N . r n A(f).I , , ,

- 10-



§4. Explizite Berechnung der Perioden. Jetzt werden wir die Perioden r~ B(R;; A)
für 0::; m,n::; w = 2k - 2, (m,n) f= (0,0), (w,w), und A,B E ro(N)\SL 2 (Z) be'rechn~n.

Wir können folgende Identitäten nachweisen:

(1)

(2)

wobei "-ll komplexe Konjugation bedeutet. Aufgrund dieser Identitäten können wir uns
im Weiteren bei der Berechnung der Perioden auf die Betrachtung des Falles °::; m ::; w,°<n < w beschränken.

Seien nun

Nach Definition haben wir

+ _ 1 {Ck,n,Nrm B(Rn A) = -4' rm,B(Rn,A)
, I Z

- (-l)nrm,B(Rn,.A.) + (-l)mrm,.B.(Rn,A) - (-l)m+nrm,.B.(Rn,.A.)}

und

wobei r= {±I}\ro(N) mit 1= (~ n.
In der letzten Summe werden wir zuerst den Beitrag der Matritzen (~ ~) E A-1rB
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- 1+ (_l)m_
Z2

mit abcd = °betrachten. Dieser Beitrag ist gleich

+ L
lEI

""'1 ""'2 I=.( ""'102 -""'261)( mod N)

(~)m +
~ (1- ~)'Hl

""'1 62 1=.( -""'1""'2 -6102)( mod N)

_ {zm-n+l, wenn A "'1" B} _{zm-n+l, wenn AB "1' B}
0, sonst 0, sonst

=(_l)n+l Fm n(Ll, MI; z) + (-1)m+n+l~2 Fm n(L2, M 2; -1)+
, z' z

- 1 -1+ Fm ii(L3 , M 3 ; z) + (-1)m-2Fm ii(L4 ,M4 j -),
, z' z

wobei die Funktionen FJl,v im Anhang 1 definiert werden und MI := (N,~6d' LI Lösung

der Kongruenz /201 X - (8182 +,1/2)(modN), M 2 := (N,~62) , L 2 Lösung der Kongruenz

01 82 X =(,1 82 -/281)( mod N) M 3 := (N,~ ""'2) ,L3 Lösung der I<ongruenz /1/2 x =(,1 02 

(281 )( mod N), M4 := (N,~ 6
2

) , L4 Lösung der I<ongruenz /1 82 X =(-,1,2 - 0]82 )( lnod lV)
unter der I<onvention, daß der Term F( L, M; z) nicht berücksichtigt (also gleich Null
gesetzt) werden soll , falls keine Lösung L existiert. Durch Symmetrisierung bekommen
wu:
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nach dem Satz aus Anhang 1. Ahnlich ist

Ck,n,N {C_1)n+lrmIBCRn,~A~) + (-1)mrm,~B~(Rn,A)}
abcd=O

= Ck,n,NC _1)n+l {rm,B(Rn,t:At:) + (-1)m-n+lrm,~B~CRn,t:(t:At:)t:)}
abcd=O

, L' "'" L'
= 27ri( _1)n+l {C _1)n+l m,' M-;-nßm-n(M1 ) - (_l)m+n+l m,']Vft-nßm_nC M2 )+

n. 1 n. 2

m! m-n L; mm! m-n L~ }
+-=j""M3 ßm-n(M )-(-1) -=j""M4 ßm-n(M)'

n. 3 n. 4

L~ , (i = 1, 2, 3,4) ist Lösung der Li entsprechenden !(ongruenz, wobei 11 durch -,1 zu
ersetzen ist. Der Beitrag zur Berechnung der Perioden Ck,n,Nr~,BCR;;,A)mit der Summa-

tionsbedingung (~ ~) E A -1 rB und abcd = 0 ist:

Ck,n,Nr~ B(R;; A)abcd=O =
I. I

= ~ {C-l)n+I m! Mm-nß ( LI ) _ (_l)m+n+l m! Mm-nß- ( L 2 )+
2 ,I m-n M ,2 m-n Mn. 1 n, 2

m' - L 3 - m"" I - - L 4.Mm-nß ( ) ( )m .Mm-nß ( )+-::"'j 3 m-n M - -1 -::"'j 4 rn-n Mn. 3 n. 4

, ' "" , I

m. Mm-nß ( L]) ( )m m. Mm-nß ( L 2 )+-, I m-n M + -1 -, 2 m-n M +n. 1 n. 2

+( _l)n+l m! Mm-nß _( L; ) + (_1)m+n+l m! Mm-nß- _( L~ )}
"'" 3 m-n M -, 4 m-n M .n. 3 n. 4

(
a b) -Jetzt werden wir den Beitrag der Summanden für c d E A -1 rB Init abcd =f:. 0

berechnen:

11iOO mdC. r R =_ Z Z
k,n,N m,B( n,A)nbcd=lO 2 0 L _ (az + b)ii+l (cz + d)n+l

C~~)EA-lrD
abed;J!:O

1·m +1= -z
2

(~~)EA-lrB
abed;J!:O

( rt t
m

dt )
l~ JA (ait + b)ii+l (cit + d)n+l

- 13-



Ähnlich ist mit A' = eAe und B' = eBe

=(_l)m+n+tim+t~ L
(

4
1

b' ) EAf-1rs'C' .1.'
4'bl c

'
dlJl'O

(
[t t

m
dt )

l~ JA (a'it + b,)n+l (c'it +d,)n+l .

Wenn wir jede Matrix (fll{l3
WIr

1.m +1=-z
2

Insgesamt ist

fl2) E r mit (-{lI
/-l4 {l3 fl2 ) und t mit -t ersetzen, so finden

-/-l4

Ck n N {rm B(Rn A) + (_l)m+n+l rm BI(Rn AI)} = .!. lim S>.
, I " "2A-O

mit

Wir schreiben

[t +1->' =1+00 -1+>' -1-* + [00

J). -t -00 -). -00 Jt

und bemerken, daß nach dem Residuensatz das Integral von -00 bis +00 gleich Null ist,
da ~ und ~ auf der gleichen Seite der y-Achse liegen. In den Integralen von -00 bis - J:
und von f bis 00 ersetzen wir t mit - +bzw. t mi t i und finden

S' S"= >.+ >..

- 14-



Jetzt können wir den ersten Term S~ von S.\ berechnen:

°m+l-1.

" ( ( )m+n+l) r+.\ t
m

dt
Lt 1+ -1 J-.\ (ait+b)ii+l(cit+d)n+l

(:~)EA-lrB
bd> 0

Für m n mod 2 ist offensichtlich, daß S~ = 0 ist. Für m :t n mod 2 ist

Wir ersetzen t lnit AU und finden

S ' - °m+l \m" 1
.\ - -41 A Lt bii+1dn+l °

b,d>O
(b, d)=l

(~ ~) E A -1 rB ist äquivalent mit

Wenn, für feste b, dEZ, keine Lösung (a, c) E Z2 mit ad - bc = 1 und

existiert, dann ist wieder S~ = O. Wenn aber Lösungen existieren, dann wählen wir eine
feste Lösung (uo, CO) E Z2 mit aod - bco = 1 und

- 15-



und stellen fest, daß alle Lösungen durch

a = ao - be, c = Co - de, fEZ, .e 0 mod N'

mit
N'= N

(N, 82(11 b+ 81d))

gegeben sind. Da t = b
1
d + ~ - f mit f =O(modN'), können wir schreiben:

Der in eckigen I{lammern enthaltene Term ist für A -t 0 eine Riemannsche Smnme des
Integrals

1 j+oo j+1 dt dx = 27r _ (N, 82(,1b + 82 d))27r
N' -00 -1 (1 + ixt)2l: N'(2k - 1) N(2k - 1)

Aus den obigen Überlegungen ergibt sich, daß für m =I=- 0 wieder SA = 0 ist. Für m =°
und n =1 mod 2 ist:

S' _ (-2)27ri
>. - N(2k - 1)

Ahnlich kann man

bd>O
(b,d).1

3a 0, co E J: :aod- bco o::al
N j6 2 (or1 ao+6 1 co) - 61 h'1 b+6 1 d)

(N, 82(-·'(1 b+ 81 d))
bn+1dn+l

Ck,n,N {( _1)n+1 rm ,B(Rn,l!Al!) + (-l)m rm ,l!Bl!(Rn,A)}

=Ck,n,N(_1)n+1 {rm,B(Rn,l!Al!) + (-1)m+n+1 rm ,l!Bl!(.H.n,A)}

= (-1 )n+1 lim (5'" + 5"")
2 >'_0 >. >.

in zwei Summanden analysieren, wobei S~' =°gilt bis auf den Fall m = 0, n =1 mod 2.
Im letzteren Fall ist

(N, 82 (11 b + 81d) )
bn+1 dn+1
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Wir bemerken, daß die Existenz von ao, Co in S~ äquivalent mit der Existenz von a~ und
c~ ist. Folglich ist im Falle m = 0 und n =1 mod 2

S' S", _ (-2)27l"i . ~,
>. + >. - N(2k - 1) b,~oo

(b,d)_l
340,<:0 E 1::40 d - b<:O=1un d

NI 6 2 b1 4 0 +61 <:0 )-'"/'2 bl b+6 1 d)

(fV,02~lb+0102d)

bn+1dn+1

Ähnlich beweisen wir, daß

immer gleich Null ist bis auf den Fall m= 0 (also w = m) und n =1 mod 2. Im letzteren
Fall gilt

S" 'm()k \'In ""' 1>. = - 4z -1 /\ D a n+1 Cn +1
4,<:>0

(4,<:)_1

(fV, 0211a + 0102C)
an+1 Cn +1

4,<:>0
(4,<:)"",1

3bo,dO EI::4dO -bO<:clund
N1 6 2h1 4 + 6 1 <:)-''J2b1 bO+61 dO)

[ L >. [:1 (2.i>.t _l)n::tL>.t _1)n+1]
b,dEI: a c

(:~ )EA-1rB

(-4)27l"i

fV(2k - 1)

Wir können auch genauso SK" berechnen, und wir finden (für m= 0 und n =1 mod 2)

S" S"" _ (-2)27l"i
>. + >. - fV(2k - 1)

4,<:--00
(a, <:)t::r1

3 bo ,dO E I: :adO - bO <:_lund
NI 6 2 b1 4 + 6 1 <:)-"I'2h1 bO +61 dO)

(fV,12('1a + 01 C))
an+1cn +1

Insgesamt ist der Beitrag der Summanden (~ ~) E A -1 rB mit abcd =J 0

Ck,n,Nr~ B(R;; A)abcd~O
I ,

-0 01 (_ 7r )
- m,O n 2fV(2k _ 1)

+8ii,,08~ ( - 2N(2: - 1))

b,dl:l-OO
(b, d )1:1:I1

340, <:0 EI: :40 d- b<:O =1 u nd
NI6 2 h1 40 +6 1 <:0 )--'2h1 b+61 d)

4,<:"-00
(a,<:)=1

3 bO' d OE I::a d O- bO e=1und
N16 2 h1 4 + 6 1 e)-"I'2h1 b O+6 1 dO)

(N, 0211 b+ 0182d)
bn+1 dn+l

(N, ~1 /2 a + 0112 C)

a n+1Cn +1
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wobei
8 { 1, k = I cl 81 _ { 1, wenn n - 1 lnocl 2

k,l = 0, k =1= I un n - 0, wenn n °mocl 2 .

Hier wird zum ersten mal die Voraussetzung N sei quadratfrei,benutzt. Unter der Voraus
setzung, daß die !(ongruenz

(b, dEZ, (b, d) = 1 und (~~ ~) E SL2 (Z)) eine Lösung hat, ist

Für feste A,B E Z,a,ß E N mit a + ß = 2K; - 2, K; 2:: 2 sei nun

~'AM(t;A,B,a,ß):= L,
"=,l--oo

(Ak+Bl,M)_t

1

Für jede feste natürliche Zahl M mit MIMjN läßt sich einfach zeigen, daß

AM(M; A, B, 0', ß) = L AN(Mi; A, B, 0', ß).

tl~

Folglich gilt
AN(M; A, B, a, ß) = L P.(t)AMt(Mi; A, B, 0', ß).

tl~

Andererseits ist

AM(MjA,B,Oi,ß) = 'P(~) ~JL (~) S;(A,B,Oi,ß)

lnit der Funktion S;(A, B, C't, ß) aus Anhang 2, deren expliziter vVert dort angegeben ·wird.

Schließlich ist der Beitrag der Summanden (~ ~) E A -1 rB mit abcd f- 0

Cfk,n,Nr~ B(R;; A)abcd~O
, l

= om,oo~ (- 2N(2~ _ 1)) . (N, 02) . AN«(N, 02)j")'1 02,01 02, Ti + 1, n + 1)

+om.oo~ ( 2N(2~ _ 1)) . (N, 1'2) . AN«N, 1'2)j 1'I1'2, 0I1'2, Ti + 1, n + 1).
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Ähnlich kann man r;; B(R~ A) für 0 ~ m :::; wund 0 < n< w explizit angeben und dalnit
ist der Beweis des Sat'zes B 'beendet.

Der Übersichlichkeit halber fassen wir die in diesem Paragraphen erzielten Ergebnisse
zusammen.Es gilt:

Hierbei ist 0 :::; m ::; w, 0 < n < w

_ (_1)f\-"+1 -w (w) _ - _ ._ N .. .
Ck,n,N - [r:ro(N)] 2 n 1r, W - 2k - 2 n - w - n MI .- (N,/'2 od) LI Losung der

I(ongruenz ,201 X = (8182 + '1(2)(moeIN) Mz := (N,~ 6'2) ) L2 Lösung der Kongruenz

818zx - ('1 82- '281)( mod N) M3 := (N N )' L3 Löslll1g der I(ongruenz ,1,2 X == ('182 -
./1/'2

,z81)( mod N), M4 := (N N 6 ), L4 Lösung der I(ongruenz ,1 82 X =(-,I,Z - 01 0Z)( mod N)
./1 '2

L: , (i = 1,2,3,4) ist Lösung der Li entsprechenden I(ongruenz, wobei ,I durch -,I zu
ersetzen ist.

ßr(X) = { (0-~:rl1 Br+1(X), wenn r ~ -1},
0, wenn r < -1

Bn(X) = Bn(X - [Xl) für n -11 oder X ft Z und B 1(X) = 0 für X E Z (Bn(X) ist
das n-te Bernoullische Polynom)
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{
I, k = I

Sk,1 = 0, k f:. I
und SI = { 1, wenn n =1 fiod 2

n 0, wenn n _ °fiod 2

AN(M; A, B, Ci, ß) := 2: J.l(t)AMt(Mt; A, B, a, ß)

tl~

mit

AM(M; A, B, 0:, ß) = \O(~1) ~ I' (~) S;(A, B, 0:, ß),

und

mit der Abkürzung

o ,,'P(d) ,,- (AS) - (BS)
S~(A,B;a,ß):= ~ -d- ~ B o+ 1 d Bß+l d

dlf omodd

wobei 'P die Eulersche 'P-F\mktion und fl die Möbiusche Funktion ist.

Benlerkung. Aus der Rationalität der Perioden ergibt sich nicht nur, daß die Spitzen
formen R~ A' °::; n ::; w, A E SL2(Z) den Q-Vektorraum S2k(N) und R;; A' 0 ::; n ~ tu)

A E SL2 (Z') den Q-Vektorraum Stk(N) erzeugen, sondern auch, daß Stk(N) und S2k(N)
dual bezüglich des Peters'sonschen Skalarproduktes sind, d.h.

F E Sik(N) -$==> (F, G) E Q für alleG E S2k(N)

Siehe auch [I(a-MiJ.
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§5. Ein Beispiel.

Wir betrachten jetzt den eindimensionalen Raum 54 (r°(5)). Die ersten 100 Fourierko
effizienten der (einzigen) Hecke-Eigenform f(z) E S4(ro(5)) findet man in [Co-Sko-Za]. Es
gilt:

wobei

E4(z) = 2~0 + L a3(n)qn
n2: 1

(q := e21riz
, zEH, a3(n) = L d3)

dln

und

E~5)(Z) = i+ L a;(n)qn
n2: 1

(a;(n) = L d)
dln

d;t:Omod~

Es ist r~,B(f) = (I, R~,B)' also R~,B = r~f~i() f und daraus folgt

Ein Repräsentantensystem der Nebenklassen f o(5)\SL 2(Z) bilden die Matrizen (~ ~)

und (~ j1) (j = 0,1,2,3,4). Im folgenden seien m = 0 und n = 1 (also in = 2 und

n= 1) festgesetzt. Für A = B = (~ ~) haben wir nach den Formeln am Ende von §4

C2,l,srt[(R1[) =C2,l,srt [(R1[)abcd=O + C2 ,1,5 rt [(R1[)abcd~O
" " , ,

7f 257f 127f 21T + _ 24
="6 - 2 . 3 . 13 2 . 3 . 13 = -13' also rO,I (R1 ,I) = - 13 .

FürA= (~ ~1) ist

C2,1,srri[(R1A) =C2 ,I,5 rt [(J!.; A)abcd=O + C2 ,l,5 rt /(R1A)abcd:#O'J " , J

-7r 477f -607r -47r + _ 48
= 15 - 3 ·5·13 = 3.5.13 = 1'3' also ro,I(R1,A) = -13'

Für A = 0 -;1 ) ist

117r 531T
= 3·5 - 3·5 ·13

901T 67r + _ 72
3.5 . 13 = 13' also rO,I(R1,A) = 13'
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Zur Kontrolle hat D.B.Zagier das Peterssonsche Skalarprodukt

(/, f) = 0,001451333508297818761409...

mit sehr großer Genauigkeit berechnet und für die Perioden, mit Hilfe des Computers,
folgende Tabelle aufgestellt:

Tabelle

A
rt,A (J) r~A (f) rtA (I) r~A (f) rt,A (J) r;,A (J)

W2 Wl Wl W2 W2 Wl

(~ n 10 0 0 -1 -2 0

0 -1
2 0 0 -1 -10 0

1 0
0 -1

10 2 0 -2 -10 2
1 1
0 -1

-16 -4 -13 3 16 4
1 2
0 -1

-16 4 13 3 16 -4
1 3
0 -1

10 -2 0 -2 -10 -2
1 4

Dabei sind: Wl = 0,0104325693222... , W2 = 0,00256828865034... und (/, f) = ~~WIW2.

Man kann auch einfach die Übereinstimmung der Perioden prüfen. Für eine interessante
Annäherung an die ganze Theorie von Modulformen mit rationalen Perioden über SL2(Z),
siehe [ZaJ.
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Anhang 1.

Für M E N, m, n E N, m ;::: 0, n > 0, L E (Z/MZ) und z E D-I definieren wir:

wennm>n

wenn m ::; n

I

Das Swnmationssymbol L: bedeutet,daß im Falle m ::; n und L _ O(modM) der Ternl
für .e = 0 bei der Summation nicht berücksichtigt werden soll. Wir symmetrisieren, indem
wir die Funktionen

F+(z) = F;;;,n(L, Mi z) := Fm,n(L, Mj z) + (_l)m+n+l Fm,n(-L, Mi z)

bilden.Für diese Funktionen beweisen wir nun den folgenden

Satz. Es existiert das Integral J~oo F;;;',n (L, Mi z )dz und sein Wert ist gleich

.m!Mm-nß ( L)
27rz-, m-n M 'n.

wobei

Bn(X) = Bn(X - [Xl) für n # lader X fJ. Z und B1 (X) = 0 für X E Z (Bn(X) ist
das n-te Bemoullische Polynom).

Beweis: Sei zuerst m > n.Mit Hilfe der Lipschitzformel ergibt sich:

Das Integral J~oo Fm,n(L, M; z)dz ist konvergent,weil Fm,n(L, M; z) exponential klein für
z --+ ioo und beschränkt für z --+ 0 ist.Wir dürfen Summation und Integration vertauschen:

, 'm+l ( 2 ') n+l 00 cl_ m. Z - 7rZ M m +1 """" ~ (c ~)
- (27r)m+l n! M f=t fm-n+l 1.,,:= e .
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I :hi(2t ( 21rit -
Unter Berücksichtigung der bekannten Relation L:lEl~ = - n! Bn(X)
(siehe z.B.[Apos ]) finden wir:

l
i~ 'L+ .m. m-n

Fm,n(L,M;z) = 21TZ-, M ßm-n(M)
o n.

(n 2 2)

Sei jetzt m = n. Es ist offensichtlich, daß F;;; n(L, M; z) _ 0 für m =n(mod2), falls
L _ O(modM) ist. Genauso wie beim ersten Fall findet man:

l
i~ 'n+l ( 2 ') n+l 00 el

Fn,n(L, Mi z)dz = _1.-,- -;;z Mn+l L f = -log(l - e)
o n. l=l

,1TL . L 1
= -10g(2 Sln M )-Z1T{ M - 2} (0 < L < M)

Zur Symmetrisierung ersetzen wir L rnitM - L und subtrahieren.So finden wir

Schließlich sei m < n. Die Lipscrntz-Summationsfonnelliefert nun:

m ( 2 ') n+1 ~ c. _ -=-- .=2: n l ~ UL,O
Fm,n(L, M, z) - n! M Lee e - zn+l-m'

l=1

wobei
ÖL 0 = {I, wenn L =O(modN)

I 0, sonst.

Einfaches Rechnen zeigt, daß

ist,

So ist ~ iF(~ it) der Ordnung O( fr ) für t -+ 00 und der Ordnung O(1) für t -+ o. (Es
sei noch erwähnt, daß die Ausdrücke in den eckigen Klammern holomorph für t = 0 sind)
Folglich existiert wieder das Integral

ri~ F (L M. )d = (-1)n(-21Ti)n_m r~tm~[~tl -lt_ bL I O]
) 0 m,n, 1 Z Z n! M } 0 dtn L....t ~ e t'

l=l
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Durch wiederholte partielle Integration ergibt sich nun:

1.
ioo

F (L M· z)dz = m! (21t"i )n-m 1.00

d
n
-

m
[~~le-lt _ bL'O]

m, n " n! M dtn-m L.J I:. t° 0 l=l

= _ m! (27ri)n-m d
n
-

m
-

1 [~~le-ft _ bL,O]
n! M dt n - m - 1 L.J t

l=l I! ..o

Andererseits ist, aufgrund der Definition der Bernoullischen Polynome

und daraus folgt:

. M

1.100 m! (-21t"i)n-m 1 r r

Fm,n(L, M; z)dz = --I M LBn-m(M)~
o n. n - m

r=1

Durch Symmetrisierung ergibt sich schließlich:

1;00 { 211";
p+ (L M'z)dz = nM'm,n l l 0o ,

- 25-
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Anhang 2.
Über die geschlossene Summation der Doppelreihe

... ",' (Ak + BR, N)
SN(A, Bj a, ß):= L.,; ka+1lß+1

Je,iEII:
( lI,i)""t

Dabei sind vorgegeben: A, B beliebige ganze Zahlen, N eine natürliche Zahl, a, ß na
türliche Zahlen von gleicher Parität mit a + ß = 2k - 2, k 2: 2. Zuerst belnerken
wir, daß sich der größte gemeinsame Teiler (m, n) zweier ganzer Zahlen m, 11 #- 0 als

(7n, n) = L:dln:eJP L:6modde~6 ausdrücken läßt. Mit Hilfe dieser Fonnel kann man
'nf h di ' h .. kt D l'h S (A B ß) ,,'00 ,,'00 (Ak+Bf,N)el ac e unelngesc ran e oppe rel e N , ; a, = L.Jk=-oo L.Jl=-oo ka+1lß+l

berechnen,wobei die Akzente an den Summationszeichen Auslaßen von k = 0 bzw.e = 0
andeuten sollen.

~ ~ 1 '" cp(d)" hi(Ak±Bt) 6
SN(A,Bja,ß) = LJ LJ k cr+1iß+l L.,;-d- LJ e Cl

k=-<Xll=-<Xl dlN Omodd

= '" cp(d) '" ~I e~k ~I ehifli-
t

LJ d L.,; LJ ka+1 LJ Rß+1
dlN omodd k=-<Xl l=-oo

(2rr?k(-1)k cp(d) - A8 - B8
= (a+l)!(ß+l)!L-d- L B a +1(d)Bß+1(d)

dlN omodd

Jetzt werden wir SN(A,B;a,ß) mit SN(A,B;a,ß) in Verbindung setzen.Mit (k,R) = t
ist:

S (A B· a ß) . _ ~ ",' (t(Ak + BR), N)
N , " . - L...J L..-J (tk)o+l (tR)ß+1

t=l lI,iEII:
(",i)_t

Sei nun (t,N) =: T ,also t = Tto, N = TNo und (to,No) = 1.
00

SN(A,Bja,ß) = L L
TIN to-t

(to,No)ct

Aufgrtu1d der Identität (Tto(Ak +Bi), TNo) = T . (Ak +Be, No) folgt nun weiter

,,~ T ,,' (Ak+BI!,No)
SN(A, Bj a, ß) = L.,; L.,; (Tto)2k LL.,;,iE_ ka+ 1.lß+1

TIN lOll::lt '" ..
(to,NO) .. t (k,i)t=ll

=" 1 (N)2k-1
L.,; N2k-1 T
TIN

1 I (Ak+Bl,N)
t 2k L ka+l eß+lo k,lEII:

(",i)=l
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So erhalten wir die Endformel:

N 2k
-

1 S (A B· Q ß) = "'" N 2k
-

1
N , J' L...J 0

NolN

Durch Anwendung der Möbiusschen Umkehrfonnel erhalten wir:

mit

Bekanntlich ist der Wert der Reihe

Ersetzen wir noch T mit ~, so erhalten wir den

Satz. Die eingeschränkte unendliche Doppelreihe SN(A, Bi 0', ß) ist konvergent und llat
einen rationalen Wert. Diese rationale Wert ist durch verallgemeinerte Dedekindsche SUlTI

men bestimmt. Explizit gilt:

mit der A bkÜIZung

o '" cp(d) ,,- (A8) - (BS
S~(A,B;Ci,ß):= L...J-d- L...J B a +1 d B p+1 d)·

dlf 6modd
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