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§1. Einleitung. Durch den Eichler-Shimura-Isomorphismus werden bekanntlich auf den
Réumen S2x(To(N)) der Spitzenformen vom Gewicht 2k zur Kongruenzuntergruppe I'g(N)
rationale Strukturen S (Io(V)) erklart, d.h. SE(To(N)) C S2x(To(N)) sind Vektorraume
iber © und ‘

S5:(To(IV)) ®g € = Sak(To(IV)).

Diese rationalen Strukturen wurden von Kohnen und Zagier fiir den Fall N = 1 in [Ko-
Za] studiert. In dieser Arbeit verallgemeinern wir die in [Ko-Za] entwickelten Methoden
um eine explizite Beschreibung der rationalen Strukturen fiir beliebige quadratfreie Stufe
N zu geben. Tatsachlich sind die meisten der hier dargestellten Ergebnisse fiir beliebige
Stufe N giiltig; die Einschrénkung N quadratirei wird zur Vereinfachung lediglich an einer
Stelle bendtigt (sieche Ende §4).

Zur Formulierung unserer Ergebnisse haben wir zuvor einige Notation einzufiihren.

Sei k eine im folgenden fest gewiahlte positive ganze Zahl. Wir ordnen jeder Spitzenform
f € S26(To(N)) und jeder Matrix A € SL2(Z) Polynome p(£)(X) und p7(f)(X) in der
Unbestimmten X zu, indem wir

PHANX) = 5 {pAUSNX) £ peac(FN=X)
mit

paN) = | T (FlarA) (2)(X — 2)dz

setzen. Hier ist ¢ = (-;)1 1 und wir vereinbaren ein fur alle mal w = 2%k — 2. Ferner ist

‘|ox” der ibliche ‘Strich-Operator’, d.h.

az + b
cz+d

(7o) (2) = (0 = 0)* ] (B0 ) (e )~

(A= (‘; 2) € GLy(R), ad — be > 0).
Wir setzen fur ¢ = %1

Sox(To(N)) = {f-€ S2k(To(NV)) | fiir alleA € SLy(Z) (pa(F)(X) € Q[X])}.
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Fiir jede natiirliche Zahln , 0 < n < w, A € To(N)\SL2(Z) und f € Sox(To(N))
definieren wir

roalh) = [ ()2
D) =55 al) + (21" Tneacl D),

rralf) =5 rm alf) = (<1 rueac ),
prA(X) =f0w°(f ok A)(ZHX — 2)¥dz

=§(~1)"(:)TH,A(f).¥w-",

a0 = 1 ()t

n=0
w

a0 = 30 (2 )X

n=0

Sei A € SLy(2) gegeben. Wir setzen
_(n/d b
M. "( 0 d)

~ fur gegebenen natiirliche Zahlen b,d mit 0 € b < d d|n, und bezeichnen mit 4, 4 diejenige
Matrix aus SLo(Z) so dal 4y 4M, 4A™! eine obere Diagonalmatrix ist. Ferner setzen wir

b' (—1)j+ld‘_1>
By o= | % S
b/d,; (dj (_1)J+ldj_1 3
wobei b; /d;, fir j = 1,2,...,7(b/d), die j-te Konvergente der Kettenbruchentwicklung b/d =
[0; a1, az, ...ap(5/a)] (mit aps7q) = 2) von b/d ist. ist.

Unser erstes Hauptergebnis ist dann

Satz A. Durch die Riume SZ (T'4(N)) werden Hecke-invariante rationale Strukturen auf
Sak(To(N)) erklirt, d.h. fir v = +1 enthilt der Q—Vektorraum S5, (I'¢(N)) eine Basis
von S2x(Lo(N)) und ist invariant unter den Hecke -Operatoren T(n) ((n, N} = 1) und den
Atkin-Lehner-Involutionen W, (¢|N, (¢, —1}) = 1). Fir die Aktion der Hecke-Operatoren
gilt explizit: » '

Pg:k,A(T(”)f)(X) =% Z dw{Pzik,A.,,(f)(Mb,d(X))
ad=n

a,d>0
o<b<d

r(b/d)

- Z Pzik.A.,.dexa.; (Bb/d,j-'l’fb,d(x)> (-deb,d(-\’) + bj) }

j=1
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Es seien nun R! 4 die Kernfunktionen zum n—ten Koeflizienten von p% beziiglich des

Peterssonschen Ska.la:rproduktes, d.h. R;, 4 ist definiert durch
fur allef € Sax(To(N)) : (f, Ry 4) = n — ter Koeflizient von piy(f)(X).

Das Peterssonsche Skalarprodukt (-,-) ist hierbei normiert durch

1 N, 2k—4 .
fig) = —m———— f(2)g(2)y dzdy z=2+4y).
.9 = FEem] oo 77 ( )
Im zweiten Teil dieser Arbeit geben wir explizite Formeln fir die Periodenpolynome der
R;, 4 an. Genauer zeigen wir

Satz B. Seien A, B € SLy(Z), ¢ € {&1}, und seien m,n ganze Zahlen mit 0 < m,n < w,
(m,n) # (0,0), (w,w). Dann sind die Zahlen

T:n,B(R;:Q)

rational. Sie kénnen explizit durch endliche Linearkompinationen von Bernoullische Poly-
nomen an rationalen Stellen und verallgemeinerte Dedekindsche Summen beschrieben wer-
den.

Die hier erwahnten Formeln fiir die Perioden r;, g(R, ") sind am Ende des §4 zusam-
mengestellt.

Danksagungen. W. Kohnen, N.-P. Skoruppa und Don B. Zagier mochte ich fur
die Anregung zur Beschéaftigung mit diesem Thema und fir-ihre stéandige Bereitschaft zu
zahlreichen Hinweisen und Ratschligen herzlich danken. Mein herzlicher Dank gilt auch
dem Max-Planck-Institut fiir Mathematik, dessen finanzielle Unterstiitzung diese Arbeit
ermoglichte.



§2. Der Eichler-Shimura-Isomorphismus. Fiir eine natiirliche Zahl N sei I'g(V) die
Kongruenzuntergruppe

Lo(N) = {(Z 3) € PSLy(Z): ¢ =0mod N}

und fiir ¥ € N, k > 2, bezeichne S2x(To(N)) den Vektorraum aller Spitzenformen vom
Gewicht 2k auf I'y(N) und H die obere Halbebene H = {z € C : §(z) > 0}.

Fiir jeden Unterkorper E von C sei jetzt Vg = {P(X) € E[X] : degP(X) < w},
w = 2k — 2 der Vektorraum aller Polynome mit Koeffizienten aus F und Grad kleiner oder
gleich w. Die Gruppe PGL2(E) operiert auf Vg vermoge

PGLy(E)x Vg — Vg
(4, P(X)) — A- P(X) = (P|-wA™ )(X)
wobei

aX+b)
ceX +d

(PlwA)X) = (eX +d)* P(

fiir A = (‘Z fi) ist.

Die erste parabolische Cohomologie von T'g(N) ist wie folgt definiert :

Cg={0c:To(N)—> Vg :(i)o(AB) =0(A)+ A - o(D) fir alle A,B €
To(N) und (ii) zu jedem parabolischen 4 € I'g(N) existiert ein
P(X) e Vg mit 0(A) = P(X)— (A P)X)} (1-Kozykel)

B ={o : To(N) — Vg : es gibt ein P(X) € Vg, so daB fiir alle
A€ To(N)gilt : o(A) =P(X)—-(A- P)X)} (1-Korand)
Hp(To(N),Vg) = %
E

Mit Hilfe von € = ( 0 1

) ist eine Involution

I:Hp(To(N),VE) — Hp(To(N), Vi)
o+ Bg+— o+ Bg,

wobel @ : To(N) 3> A 5(A4) = (e - o(ede))(X) € Vg , definiert, und demzufolge erhalt
man die Zerlegung

Hp(To(N),VE) = Hp(To(N), Ve)* & Hp(To(N), VE) ™.
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Der Satz von Eichler — Shimura liefert uns einen R-Isomorphismus zwischen den R-Vek-

torraumen Sox(To(N)) und Hp(To(N), Vg) beziiglich der Abbildung
®: Sk (To(N)) — H};(I‘U(N), R)
f— of+ Bg,

wobei gf(A) = iR (fOA(O) f(z)(X - z)"’dz) , und das Diagramm

S2(Do(N)) = Hp(To(N), Va)

I !

Sak(To(N)) —  Hp(To(N), V&)

ist kommutativ, mit
I": f— —f(-2).
und

I:iom (6:6(A)=o(cde)).

Sind S;'jc die Eigenraume der Involution I*, so induziert ® zwei Isomorphismen
% : SE — HL(To(N),Va)*
und nach dem Universellen Koeffizientensatz [MacL] induziert & C-isomorphismen
S21(To(N)) = S5 ®r C & H)(To(N), Ve)*.

Aus den obigen Bemerkungen ergibt sich die Richtigkeit der
Proposition 1. Die Abbildungen

1 ~
fr— g(ﬂf +7y)

und 1
fr— 5("7! —7y)

definieren Isomorphismen

&+ : Sy (To(N)) — Hb(To(N), Ve )

und
[ I Szk(Fo(N)) — H}lp(ro(N),Vc)_

-5



Hierbei ist
A(0)
7r(A) = / F()X - 2)¥dz
0

und

—A(0)
A= [ @+ s

Seien nun S35 (To(N)) 1= (8%) =1 ((Hp(To(N), Vg)*) .

Dann ist klar , daB Sox(To(N)) = Sf(To(N)) ®g C und genauso Sok(To(N)) =
S5 (Fo(N)) ®g €, daB also mittels der Isomorphismen

®* rationale Strukturen auf Sgx(T'o(N)) definiert sind. Wir werden jetzt diese ratio-
nalen Strukturen mittels Perioden ausdriicken.

Durch Identifikation von I'o(N)\SL2(Z) mit P!(Z/NZ) mittels der Abbildung

(* *) — (ymod N : § mod N)

v 6
kann man
PN ={PFa} o onsiay
als ein Element von C[X]ZI(I/NI) auffassen. So sind zwei Funktionen

pt,p™ ¢ Sak(To(N)) — C[X]5 @/ND

fr— o5 (f)

definiert. Mit Hilfe des sogenannten Manin-Tricks ([Man],[L]) kann man nun folgende
Proposition Beweisen:

Proposition 2. ([Sko]) p* und p~ sind injektiv.

Eine unmittelbare Folge des Beweises der Proposition 2 (loc. cit.) ist die folgende
Charakterisierung der Raume SZ (To(N)):

S (To(N)) = { f € S2k(To(N)) : 7 ,(f) € Q fiir alle n mit 0 < n < w und

Ae SLz(Z)}.

Als nichstes werden wir die Aktion der Hecke — Algebra auf SZ (I'g(N)) betrachten.
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Proposition 3. Die Vektorrdume Sgi(f‘o(N)) bletben invariant unter der Aktion der
Hecke-Operatoren T(n) ((n, N) = 1) und den Atkin-Lehner Involutionen W, (¢|N, (£,5) =
1.

Beweis: Sei A € SLy(Z), f € SE(To(N)), n € Nund (n, N) = 1. Fiir iede ganze Matrix

! !
(g Z) mit a,d > 0, ad = n, bmod d gibt es ein As4 € SL2(Z) so daB (C[‘} Z,) A=

Ap 4 (g 2) , mit geeignete ganzen a’,d' > 0,4, a'd' = n, gilt. Durchlauft hierbei (a, d, b)

die Menge aller ganzahlige Tripel mit ad =n 0 < b < d, so durchlauft (o', d’, d’) die gleiche
Menge.

Folglich ist:

P2k,A‘(T(n)f) (X) =
TL2k_1 Z d—2k Z / (f|2kAb,d) (az;— b)(X _ z)wdz'
ad=n bmodd V0

Ersetzen wir nun %" durch 2 , so finden wir:

par, a(T(R)F)(X) = n2k-1 Z d—“[;m(fluAb,d)(z)(X _Eo b)wédz

= a a
a.d>0
0<b<d
und weiter
p2i,a(T(n)f)(X) =
oo . w w41
2k~1 —2k aX +b dvt
n dz_: d [3 (f|2kAb,d)(Z)( y —z) aw+1dz=
@, d>0
0<b<d
y aX +b w [ aX+b  w
N e R M G
a.d>0 a.d>0
0<b<d 0<b<d

Mit Hilfe des Manin-Tricks wieder, kann man das letzte Integral wie folgt schreiben:

b r(b/d) .p - (0)

4 X+b  \w b/
Iya :=f (f|2kAb,d)(a T~ z) dz = E / (fl2rAp a)(2)(Mp a(X) — 2)*dz
0 =1

Byya,;(0)
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Hierbei sind By/q ; und My g die in die Einleitung definierende Matrizen. Folglich hat man

P2, a(T(M)F)(X) = D d¥pak,ay o (F)(Msa((X))J

ad=n
a,d>0
0<b<d
r{b/d)
- Z d* Z P2k, AbaByja; (F)((Boya, s My a)(X))(—dj My a(X) 4 b;)*.
oz
0<b<d

Entsprechend berechnen wir den zweiten Summanden von pgtk, A(F)X). Damit finden
wir
bl 1 w
AT =1 3
R
0<b<d

r(b/d)
{p;tk,Ab,d(f)(Mb,d(X)) — ) PR AvaBaa (Bb/d.j‘Mb,d(X))(—deb,d(X)+bj)w}-

i=1

Aus der letzten Formel ergibt sich die Invarianz der Riume S, (To(NV)) unter der
Aktion der Hecke-Operatoren T(n),(n,N) = 1 . Ganz analog kann man die Invarianz
unter der Aktion der Atkin-Lehner-Involution

1 { o
Wtfizf|2kW(N w)

eN, (6, %) =1,0,8€ 1,88 - %a = 1 beweisen. Man hat
prea(Wel1)) = [ (Flae(WeA) ()X = 2)dz,

schreibt W,A = Ab,d(

im obigen Bewelis.

8 Z) , wobei Ay g € SLe(Z) , ad = £, b mod £ und fahrt fort wie

Bemerkung: Man beachte daB mit den hier im Beweis berechneten Formeln fir die
Aktion der Hecke-Operatoren der Satz A vollstandig bewiesen ist.



§3. Kernfunktionen. Es seien nun R, a4 (O <n< wAdE FO(N)\SL?(Z)) die

Kernfunktionen zum n-ten Koeffizienten von pax a(f)(X) beziiglich des Peterssonschen
Skalarproduktes, d.h. die R, 4 sind eindeutig durch

(fa Rn,A) = Tn,A(f)

fur jedes f € S2x(T'o(N)) definiert. Die Kernfunktionen zum n-ten Koeffizienten von pgtk’A
sind dann

1 _ 1
Rj,A = _(Rn,A + (_1)an,sAe)a Rn,A = Q(Rn,A - (_1)an,eAs)-

Do

Zuerst werden wir R, 4 in “geschlossener” Gestalt angeben. Es gilt:

Proposition 4. Fir 0 < n < w ist R, 4(z) gegeben durch:

Rpa(2) = Ck—,::,N Z—(ﬁ+1)|2kA—1B
BeTo(N)

Dabei sind Cyp N = %2‘w(z)w,w =2k—~2und i =w —n.

Beweis: Zuerst ist es einfach zu sehen , daf die ( konvergente ) Reihe der Proposition 4
invariant unter Io(N) bleibt.

Mit T' = A~IT(NV)A ist:

Ana={f(2), Y, 2" A Birgw) =
BeTo(N)

= ((flaeA)(z), > 2z~ A7'BA)L =
BeT s (N)

= [r_l'r'] /F,\H(fluA)(z) > z,-il 26 BS(2)*

Ber’

dzdy
y?

wobei z = z + 1y. Aufgrund der Identitat

1
ga - -Z,TﬂthS‘(z)” =
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mit ga := fl2rA4 gilt nun weiter:

' . [T : To(V)] g2k dzdy
[[:To(N)]-Apa = N f Y (Q’A_,H_l) (B(2)) 77

= [ o) T

_ [T k2 ® ga(z +1y)
=t [ e
ga(z)
wdy/ d
/ Q(z)= y z_2zy)n+l

2m (")
= — y"” 21y)d
2w ee - . -
= (_éz)Tzr_fo g5V (2iy)y" Ny = ..

2m( 1)"w(1:)1'E2i))n {w+1-1) /Ong(Qiy)yw—ﬁdy

2mi(—1)* (¥ > 5
=Wi§jﬁ3]ﬂ 9a(wy)y” " dy

_ (‘:) 9=Wr(—1)R=k+1 L e A) ()2 de.

Also .
An.A = Ck,n,N . Tn,A(f)'
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§4. Explizite Berechnung der Perioden. Jetzt werden wir die Perioden Ti,B(R;,A)
fiir 0 < m,n < w=2k—2, (m,n) # (0,0), (w,w), und A, B € T'o(N)\SL2(Z) berechnen.

Wir kénnen folgende Identitdaten nachweisen:

(1) T Al 2 (COE_mas(H) =0 (f € Sa(To(IV)))
(2) T:E.,B(RTT,A) = r:f,A(Rm,B)
wobei “7” komplexe Konjugation bedeutet. Aufgrund dieser Identitaten konnen wir uns

im Weiteren bei der Berechnung der Perioden auf die Betrachtung des Falles 0 < m < w,
0 < n < w beschranken.

Seien nun

A:(al ﬁl), B
11 4

Nach Definition haben wir

(Otz ﬁz)
y2 b2 )

1

Cron, N B(Ri 4) = E{fm,B(Rn.A)

- (—1)nrm,B(Rn,eAz) -+ (—1)mrm,eBe(Rn,A) - (_1)m+nrm,53e(Rn,cAc)}

und

Ckn,N (BpaleB)(2) 2™ = Z _z ,

wobei T = {+I}\To(N) mit I=(1 0).

b

In der letzten Summe werden wir zuerst den Beitrag der Matritzen ((cl d

) € AT'TB
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mit abed = 0 betrachten. Dieser Beitrag ist gleich

zm
Z (az + b)A+1. (ez + d)nH!

( ::)EA"lFB
abed=0

zm
= Z 1)+l ntl
2 (D™ +10)
61‘72’5(5162+‘7173)(m0dN)

— "
+ (- > (e

+

i
6y 62!-—_"(']167—‘)‘:61)(1110(1 N)
m N

z
+ —_—t
(Ezz (Z + I)n+l
1 v2!l=(1162—426,)(mod N)

=1\

+ (_1)ﬁ‘l Z _(i__)__+

22 1 n-+1
el (l - Z)

71 621=(—~y1v2—6162)(mod N)

B {z"“ﬁ"'l, wenn A NFB} _ {z"““"’l, wenn AS NFB}

0, sonst 0, sonst

1
=(=1)"" Fp n(L1, My;2) + (—1)"“‘"“—2 i n( L2, Ma; —)+

-1
+an(L3,M3,Z)+( l)m mn(L‘hM‘h )

wobei die Funktionen F}, , im Anhang 1 definiert werden und M, := W, L; Losung

der Kongruenz y26,z = (8162 + 7 72)(modN) My = (N+625 L, Losung der Kongruenz
51621‘ = (7162—7261)(modN) M3 m ’
261 {( mod N), My := ﬁi L4 Losung der Kongruenz 162z = (—vy1y2 — 6162} mod N)
unter der Konvention, daBl der Term F(L,M;z) nicht beriicksichtigt (also gleich Null

gesetzt) werden soll , falls keine Losung L existiert. Durch Symmetrisierung bekommen
wir:

L3 Lésung der Kongruenz v17v22 = (7162 —

Ck,n,N{rm,B(Rn,A) + ("l)m+n+1rm,eBe(Rn,sAe)}
abed=0
‘I.OO 1

100
:(_1)"“/ F,;',',n(Ll,Ml;z)dz+(—1)’"+"+1/ ~—~—F (Lg,Mg, )dz+
1] 0

100 _ Iﬂx) 1 1
—f—f F:;,ﬁ(L3,M3;Z)dZ + (-—1)”‘] FI "( 4, My, — )a’
0 0

100

= (0 [ R My e + (e Fz,n<L2,M2;‘7)d(“71)+
0

0
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# [ Fh oL M)+ (-0 [ Fﬁ“-(L4,M4;->d(—>
0

L,

= 2mi{(-1 )"+1m M- "ﬁ,,,_,,(Ml)

(= 1)””’“’1 Mz "B n( )

m—n mﬁa’
+_M3 ,Bm-—ﬂ(M )_( 1) _|
nach dem Satz aus Anhang 1. Ahnlich ist

Ck,n,N{(_1)n+lrm,B(Rn,eAc) + (_1)'ﬁrm,eBe(Rn,A)}

M B n( )}

abed=0

= Ck,n,N(_l)n+l {rm,B(Rn,cAe) + (_l)m—ﬂ+1rm,EBE(Rﬂ,E(EAt)E)}
abcd= 0

= 2mi(=1)""{(~ 1)"+lmM'"""ﬁm (= Ll) (- 1)"“'"4'1 Mz ~" B n( )

m!
)

+“—Mm nﬂm—n( L3 )'—( 1)m Mm_nﬂm "( )}

L;, (z = 1,2,3,4) ist Losung der L; entsprechenden Kongruenz, wobei v; durch —vy; zu
ersetzen ist. Der Beitrag zur Berechnung der Perioden Ck n, Nr;:’ p(R, 4) mit der Summa-

tionsbedingung (i 3) € A~'TB und abed = 0 ist:
Cr,n, N7 (Ryy 4 )abed=0 =

n m! m=n m+n 1! m—n L
~ s{com g, - ﬁ,ﬁ_n(ﬁin

)
M () = () M ()
+3Mr-ﬂﬂm_n<fﬂ->+(—1)'“—‘M§‘-"ﬁﬁ_n(—2>+

o M~ (2 + (1) B (|
4

Jetzt werden wir den Beitrag der Summanden fir (2’ 3) € A7TB mit abed # 0
berechnen:
M dz
Ch m.B(R c -
L,ﬂ,NT ,B( n,A)ab d#o [ Z (az + b)n+1 (CZ+ d)ﬂ'+1
EA iTnp
abcd;&O

1 et oot ™ dt
2° 2 _ (lli‘% f,\ (ait + b)a+1 (cit + d)n+!
(:j)eA—ll‘B
abed£0
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Ahnlich ist mit A’ = ¢Ae und B' = eBe

Cra, (1) e 5(Rp 4 )abedso

1 b t™ dt
_{_1ym+n+l m-+1 -
=(-1) ©3 Z (.{l—o/:\ (a'it + b')P (it + d')nH ) '

'yl -
(:r ::)EA"IFB’
a'blcld! o

Wenn wir jede Matrix (“1 #2 ) € T mit (—,u] H2 ) und ¢t mit —t ersetzen, so finden
p3 fa B3 —pa
wir
Ck,n,N(_l)m+n+1rm,B’ (Rn,A’) =

_1om4 Z r /_A i dt
—2" 30 J_y (ait+ by (cit + )+t |-

( :3)544—1?3
abed7#0

Insgesamt 1st

1
CrnN {rm,B(Rn,a) + (=)™ 1 p(Ra,ar)} = 5 lim S)

> =im+] )eA ITB [/ -/_A] (a“f'i'b)”in:(iit%)"“'
+ Y +o0 +A -+ 00
Lelo=lo-L- 1)

und bemerken daBl nach dem Residuensatz das Integral von —oo bis +co gleich Null 1st
da & und & i auf der gleichen Seite der y -Achse liegen. In den Integralen von —co bis —5

Wir schreiben

und von A bis co ersetzen wir ¢ mit —— bzw. t mit 1 und finden
™ dt
Sy = — ‘lm+l
A Z / a (ait + b)At1(cit + d)nH!
EA iTp
abcd)o

t™ dt

‘41

(g ]
ZL; 1z, JA (bit — a)?+1(dit — c)»H?
abcd)U
=S, +5%.
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. . !
Jetzt konnen wir den ersten Term S, von Sy berechnen:

St = sm4-1 Z +2 i dt
A=TE _y (ait + byt (it + d)n
B

(28)ea=T
bd>0

— 1 =
(a ")EA-lFB —A (ait + b)“"“l(cit + d)n+1
cd
bd <0

— _mHl Z (1 +( 1)m+n+1) /'H ™ dt
T _x (ait + b)*+1(cit + d)+!

ab 17
(cd)EA TA
bd>0

Fiir m = n mod 2 ist offensichtlich, da S\ = 0 ist. Fiir m % n mod 2 ist

, 1 X t™ dt
— L
S =2 2 f_A (azt + b)*+1(cit + d)n+1

(2:)€A—1FB
bd>0

, +A ™ dt
——amtt 5 : .
—x (ait + b)) (cit 4 d)nt?

zg)eA—lFB

Wir ersetzen t mit Az und finden

1
I __ __g.m+1lym .
Sy=—4"TA §: pAtlgnti
b,d>0
(5,d)=1

Z A»/-l"l ™ dt
a,eck -1 (%'I'At + 1)ﬁ+1(.§iAt + 1)ﬂ+1
(::)EA-lFB

(3 2) € A~1TB ist Aquivalent mit
N|[82(m1a + é1¢) — v2(11b + 6:1d)] .

Wenn, fiir feste b,d € Z, keine Losung (a,c) € Z% mit ad — bc = 1 und
N[[82(m1a + b1¢) — y2(m1b + 61d))]

existiert, dann ist wieder S, = 0. Wenn aber Losungen existieren, dann wahlen wir eine

feste Losung (ag, o) € Z2 mit agd — beg = 1 und

N|[62(m1a0 + b1co) — ya(m1 b+ 61d))
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und stellen fest, dafl alle Losungen durch
a=as—b, c=cy—dl, €€, £=0mod N’
mit
N
(N, 62(711) + 51d))

gegeben sind. Da $ = & + % — € mit £ = 0(modN'), kénnen wir schreiben:

N' =

1
1 sm+1 § - - .
S\ = —4ATTmTEAT AT gt
(:::?:1

Z /\/H t™ dt
it ; n+1 ; n+1
#=£+%1€1NJ+_‘§20_ -1 (1 + bd + /-“}\t) (1 + Z,LLAt)

Der in eckigen Klammern enthaltene Term ist flir A — 0 eine Riemannsche Summe des
Integrals

1+izt)2k ~ N'(2k—1) N(2k - 1)

1 /+°° /+1 dtde  2m (N, 62(11b + 62d))27
N' -0 -1 ( .

Aus den obigen Uberlegungen ergibt sich, da8 fiir m s 0 wieder S} = 0 ist. Fiir m =0
und n = 1 mod 2 ist:

S, . (—2)27’” ] Z (N, 52("}’1b+ 51d))
A N(Qk _ 1) £ bﬁ.-}-ldn-}-l .
(b,d)m1

Aag,co€EX:agd=tcgml
N|62(v1a9+5120)-61(718+614d)

Ahnlich kann man

Ck,n,N {(_1)n+lrm,B(Rn,cAc) + (_1)mrm,eBc(Rn,A)}
:Ck,n,N(-l)n-H {Tm,B(Rn,eAe) + (—1)m+n+17‘m,eBz(Rﬂ,A)}
_.(__1)n+1

— lim (5§’ + S}"

in zwel Summanden analysieren, wobel S}’ = 0 gilt bis auf den Fall m =0, n =1 mod 2.
Im letzteren Fall ist

S — (—“2)27”: Z (Ny 62(715 + 6 d))
AT N(2k-1) gl

bd<0
(b,d)m1

Sna,c’oelmsd—bc"onlund

Nisa(—v10g+61ep)—72(71 4461 d)
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Wir bemerken, daf8 die Existenz von ag,co in S dquivalent mit der Existenz von afj und
cp ist. Folglich ist im Falle m = 0 und n = 1 mod 2

1 "o__ (—2)2ﬂ'i . > / (Ng 527117 + 51 52d)
S+ SN = N(2k-1) \ .«:.Z_w prdigntl
(b,d)m1

Jag,cg€R:agd—bep=lund
Nisa(viap+ér1e0)—v2(v1b4514)

Ahnlich beweisen wir, daf

 mel ™ dt
S =i ("1) Z / s (bt — a)"+i(dit — )+

EA 1TB
nbcd)O

immer gleich Null ist bis auf den Fall 72 = 0 (also w = m) und n = 1 mod 2. Im letzteren
Fall gilt

YT S DL g —

=, an+1cn+1
(a,c)ml
Z f“ t™ dt
ot 2idt — 1)A+1(E4A¢ — 1)
(“ b)eA—er
. (—4)271'2: Z (N 5271a +¢51520)
T N(2k-1) = aitlcntl

(a,c)=1
3bp,dgEX:adg—bpe=lund
Nls2(v1a+61c)—7v2(v1 bo+614dp)

Wir kénnen auch genauso SY" berechnen, und wir finden (fiir 2 = 0 und n = 1 mod 2)

v e _ (—2)2mi <V (N,v2(71a + 61¢))
S + S N(zk _ ]_) . C-Z-m aﬁ+lcn+1 :
{(a,e)=1

3bg,dg€EA:adg—bpcmlund
Nléz(yr1a+61c)-va(n1bo+614d0)

Insgesamt ist der Beitrag der Summanden (Cct d

) € A™'TB mit abed # 0

Ck.n,NTi,B(R;,A)abcdaéO

—5 sl {_ T i/ (N, 62‘)/1 b+ 6; 62d)
T\ T2N(2k - 1) L= pat1gntl
(b,d)m=1

Jag,cg€X:apd=-beg=lund
N|8z(v18p0+6120)—72(715+514)

il o (N, m1720 + b172¢)
[ FY i (P— S— _
om0 ( 2N (2k — 1)) 2. gitigntl

a,cm— oo
(a,e)=1
by, dpeXiadg—dpe=lund
Néz(v1a+8ye)=v2(1150+6140)
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wobei

P 1, k=1 nd 6 = 1, wennn =1 mod?2
B1=V0, k£1 " "=10, wennn=0mod?2"

Hier wird zum ersten mal die Voraussetzung N sei quadratfrei,benutzt. Unter der Voraus-
setzung, dafl die Kongruenz
N|82(v1a0 + b1¢0) — v2(711d + 6:1d)

b

_ ag
(b,d€Z, (b,d)=1 und (CO y

) € SL(Z)) eine Losung hat, ist

(N, 62) = (N, 62"{]b -+ 6162d)

Fur feste A, BeZ,a,f € Nmit a+ =2k -2,k > 2 sel nun

o0

’ 1
Am(t A, B, B) := Z LotipA+1-

k,lm— o0

(Ak+BE, M )mt
Fiir jede feste natiirliche Zahl M mit M|M|N 1Bt sich einfach zeigen, daB
Am(M; A,B,a,B) = Y An(Mt; A, B,a,B).
t|-ﬁ-

Folglich gilt
AN(M;A,B,a,B) = Y u(t)Am(Mt; A, B, o, B).
tl-ﬁ

Andererseits ist

1 M\ _,
Am(M; A, B,a,B) = 200 tIZM# (T) S¥(A,B,a,B)

mit der Funktion S} (A4, B, , 8) aus Anhang 2, deren expliziter Wert dort angegeben wird.

SchlieBlich ist der Beitrag der Summanden ((z 3) € A™'TB mit abed # 0

+ —
C'k!nerm,B(Rﬂ,A)ade¢0

=6, 06 [} (N, &) - _ 3

,0 n( 2N(2k—1)) (N, 2) AN((N,&Q),'f]ﬁz,fSl(Sg,n-}-l,n+]_)
651 61 _; . N ‘A . 6 . .

* 0 n( 2N(2k—1)) ( ’72) N((N172)171721 ]’)’2,n+1’n+1)

— 18 -



Ahnlich kann man r;,B(R:,A) fiir o < m < w und 0 < n < w explizit angeben und damit
ist der Beweis des Satzes B beendet.

Der Ubersichlichkeit halber fassen wir die in diesem Paragraphen erzielten Ergebnisse
zusammen.Es gilt:

Ck n Nri B(R;A)a.bcd—o =

{< 1>"+1"‘M"‘ "B ,,( =) - (- 1)m+"+lmM"‘ "ﬂm-n( 2 )+
+-,M;" "ﬂm—n( 5) - (- 1)”‘—M’“'“ﬂm-ﬁ(m)

+3M;"-"ﬂm_,.(i) + (-1)“—'M;ﬁ—"ﬂﬁl_n(ﬁ)+

L,

D T, () 4 1y T agpong, (L

1 .
-|-6,-,a,,,0(5.'11 (—m) . (N, (52) . AN((N, (52);7152, 6152,7’1 + 1,?1, + 1)
1 .
+6ﬁ1,06:; (-—“"‘""—'—N(2k — 1)) . (N,’)’Q) : AN((Na 72);7172,617‘2:” + 1,71 + 1)}

Hierbeiist 0 < m<w,0<n<w

_ {5 B _ (a2 ,32
= (5 8)e=(5 %)

Ckn,N = £I}%%:{%J{]I-2_"’('::)‘n',w =2k—-20=w-n M = W’ L, Lésung der
Kongruenz v261z = (616, + 7172)(modN) M, = TN_?IET L, Losung der Kongruenz

81822 = (7162 —v261)( mod N) My = T—T , L3 Losung der Kongruenz y1 v,z = (7162 —

Nmiv

261 )(mod N), My := m, L4 Losung der Kongruenz 11622 = (—vy1v2 — 6162)( mod N)

L: , (1 = 1,2,8,4) ist Losung der L; entsprechenden Kongruenz, wobei v; durch —v,; zu
ersetzen ist.

—~1 r4l ~

B (X):{ 1) B.11(X), wennr>_1}

0, wennr < -1

Bo(X)=Bu(X —[X]) fir n#1oder X ¢Z und By(X)=0fiir X € Z ( Bp(X) ist
das n-te Bernoullische Polynom)
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_J1, k=1 4 6 = 1, wennn =1mod2
u 10, wennn =0mod?2

An(M;A,B,a,B):= Y u(t)Ami(Mt; A, B, a, B)

t|ﬁ
mit
w(M; 4,B,a,8) = (M)”ZM;:( ) $i(4,8,0,5),
und
(2K)! 1

Sn(A,B; e, B) = ( + DHA+1)! Bor [T n(1 = 52 )

3 () == S (4, Bi . )

T|N

mit der Abkirzung

o( ~ Bé
SE(ABa,@) =%—d- mz a1 ( ﬂ+1(?)
wobel ¢ die Eulersche ¢-Funktion und g die Mébiusche Funktion ist.
Bemerkung. Aus der Rationalitit der Perioden ergibt sich nicht nur, da die Spitzen-
formen R:,A, 0 <n<w, A€ SLy(Z) den @-Vektorraum S;,.(N) und R4 0<n<w,
A € SLy(Z) den Q-Vektorraum 53, (N) erzeugen, sondern auch, daf S5, (N) und Sy (N)
dual beziglich des Peterssonschen Skalarproduktes sind, d.h.
F € SH(N) < (F,G) € Q fiir alleG € S;;(N)

Siehe auch [Ka-Mi].
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§5. Ein Beispiel.

Wir betrachten jetzt den eindimensionalen Raum S;(I(5)). Die ersten 100 Fourierko-
effizienten der (einzigen) Hecke-Eigenform f(z) € S4(T'o(5)) findet man in [Co-Sko-Za]. Es
gilt:

F(x) =13 ((Eé"’)(z)f Vb - 2—50E4(sz>)

wobei .
E4(Z) = 240 + 203 Tl.)q (q = e‘z"'z’z € H,Jg(n) = st)
n>1 d|n
und )
B (x) =5+ Y oi(n)g"  (eitn)= Y. d)
n>1 d|n
- dZ0modl
. rhelf)

Es ist v}, p(f) = (f, R',;'B), also R}, p = (fo) f und daraus folgt

ERm (£H
Ein Reprasentantensystem der Nebenklassen I'o(5)\SLy(Z) bilden die Matrizen ((1) ?)
und (2 _Jl) (1 =0,1,2,3,4). Im folgenden seien m = 0 und n = 1 (also ™ = 2 und

7 = 1) festgesetzt. Fiir A = B = (1 0) haben wir nach den Formeln am Ende von §4

01

C21,57g I( 1_1) =Cz,1,5T6tI(R1_’[)abcd_—.o + Cax 57'6}-](Ri-[)abcd#0

w 25T 127 2T 24
== = B.lSOT'O I(RI I) 13

6 2-3-13 2-3-13 13’
- 0 -1Y\.
FurA—-(1 1)15’0

C2,1,5T3:1(R1—,A) =CQ,1,5r(-)}:j(R1—,A)abcd=0 + CZ,],ST[-)*:[(RI_,A)abcd#O

T A —00m__ A + e 48
~15 3.5.13 3.5.13 13 , alsory (R] 4) = ——.

13
- 0 —-1Y\.
FurA—(l 2)151:

02,1,57'6"11(}31_“4) =C2,1,5T3:1(R1_‘A)abcd=0 + C2,1,5r(-]+:](R1—A)abcd;é0

_1171' 53w _ 90m _671' y R )= 72
3.5 3.5.13_3.5.13_131‘130"01( 1,4) = 13-
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Zur Kontrolle hat D.B.Zagier das Peterssonsche Skalarprodukt
(f, f) = 0,001451333508297818761409...

mit sehr grofler Genauigkeit berechnet und fiir die Perioden, mit Hilfe des Computers,
folgende Tabelle aufgestellt:

Tabelle

A r;f,::(f) r;h,:l(f) r?f‘:l(f) rfﬁn(f) r;f,;:f) r;;.l(f)
([1} ?) 10 0 0 -1 —2 0
? ‘01 2 0 0 ~1| -10 0
(1) ‘11 10 2 0 ~2j -10 2
> )| -8 -4f -3 3| 16 4
(1] )| -1 4l 13 3 16| -4
? "41 10 o] 0 -2/ =10 —2

Dabei sind: w; = 0,0104325693222..., w; = 0,00256828865034... und (f, f) = SBw,ws.

Man kann auch einfach die [“Jbereinstimmung der Perioden prifen. Fir eine interessante

Annéherung an die ganze Theorie von Modulformen mit rationalen Perioden uber SLy(Z),
siehe [Za).
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Anhang 1.

Fir M e Nym,n e Nym >0,n > 0,L € (Z/MZ) und z € H definieren wir:

m
F4
EtEL(modM) (z+ O+ wenn m >n
I

F(z) = Fm,n(L,M;z)z { e
¢=L(mod M) (z+6)"F1» wenn m < n
Das Summationssymbol E' bedeutet,daB im Falle m < n und L = 0(modM) der Term

fir £ = 0 bei der Summation nicht berucksichtigt werden soll. Wir symmetrisieren, indem
wir die Funktionen

F+(Z) = Fn-t,n(L, M; Z) = Fm,n(L;M; z) + (_‘1)m+ﬂ+1Fm,n(—Lv M; z)

bilden.Fir diese Funktionen beweisen wir nun den folgenden

Satz. Es existiert das Integral [ F} (L, M;2)dz und sein Wert ist gleich

ml L
ZWZEM ﬁm-n(ﬁ)g

wobei
~1 r+l ~

B(X) = { =y Bre1(X), wennr 2 _1}

0, wennr < —1

B (X)=Bn(X —[X]) fir n#1oder X ¢Z und By(X) =0 fir X €Z ( B,(X) ist
das n-te Bernoullische Polynom).

Beweis: Sei zuerst m > n.Mit Hilfe der Lipschitzformel ergibt sich:

i e LA MR Y 2mitsfk
Fnn(L,M;2) = T\ 71 ZE e .
) =1

Das Integral f(:oo Fmn(L, M; z)dz ist konvergent,weil Fy,, ,(L, M; z) exponential klein fur
z — to0o und beschrankt fur z — 0 ist. Wir dtrfen Summation und Integration vertauschen:

o i o\ &, [P s
-/; Fron(L,M;2)dz = ~ (M) ZE"g/ﬂ tMe T dt

=1

m! gt om\TH & ¢ ‘
- G ( M) M ; gy (€= ).
=1
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3::!3

Unter Berticksichtigung der bekannten Relation Etel —Q";';L”B,,(X ) (n > 2)

(siehe z.B.[Apos ]) finden wir:

jaad m! . L
A F;:,,,(L,M;z)=2mEM"* ﬂm_n(ﬁ)

Sei jetzt m = n. Es ist offensichtlich, da F,I,,,(L, M;z) =0 fir m = n(mod2), falls
L = 0(mod M) ist. Genauso wie beim ersten Fall findet man:

100 s+l . n+1 " 00 é._g
/0 Fn.n(LsM;z)dz= oy ( M ) M 272_109(1‘_5)

= —log(2sm—)—zfr{— - *} (0 <L < M)

Zur Symmetrisierung ersetzen wir L mitM — L und subtrahieren.So finden wir

/0 FY.(L,M;z)dz = —27rz'1§’1(%) = 2wig0(_ﬁ%)_

Schliefllich sei m < n. Die Lipschitz-Summationsformel liefert nun:

2™ —2mi\"T & npt 35its 8L
Fonn(L,M;2) = — D oengte™Ht —
) =1

M zntl-m ?

wobel
5 { 1, wenn L = 0(modN)
Lo =

0, sonst.

Einfaches Rechnen zeigt, da8
M Mt 1 —2m nm m - nel —Et (5[,’071!
(5 —;(M> [t Z“e ~ ol

_ ].)ﬂ —271'2 n—m m dﬂ ¢ _,0
n! ( M din [26 }

/—\

ist.

Soist 2iF(4£it) der Ordnung O(%) fiir t — oo und der Ordnung O(1) fiir t — 0.(Es
sei noch erwahnt, da8 die Ausdriicke in den eckigen Klammern holomorph fiir ¢ = 0 sind)
Folglich existiert wieder das Integral

oo =1)* , =27t n—m 5
Frovam o]
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Durch wiederholte partielle Integration ergibt sich nun:

i°° Minem [ d* ™ | _ Lo
M e t lt_ 3
[ st 2 [ o St

=1

m! 21 pem d*™ | 2 ¢t —tr Lo
=% (37) dt—m[;f !
- tm0

Andererseits ist, aufgrund der Definition der Bernoullischen Polynome

Zél - 614 0 — Zé-r —n 6[;,0

r=1

= (1Mt r K -
= 2 % (; I (H))tk

und daraus folgt:

m! (=2m)" ™™ 1 i T

Durch Symmetrisierung ergibt sich schliefilich:

ioo 2wt
Ft (L M:2)dz = 4 nh» Wennn=m + 1
A m’n( , M 2)dz {6, sonst.
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Anhang 2.
Uber die geschlossene Summation der Doppelreihe

. ! (Ak+ B¢, N
Si(A, Bia,f):= Y W

ktex
(b, 8)=1

Dabei sind vorgegeben: A, B beliebige ganze Zahlen, N eine natiirliche Zahl, «, § na-
turliche Zahlen von gleicher Paritat mit « + 8 = 2k — 2,k > 2. Zuerst bemerken
wir, dafl sich der groﬁte gemeinsame Teiler (m,n) zweler ganzer Zahlen m,n # 0 als

(m,n) = 5 djn d Zsmod dehﬂ'm ausdricken laflt. Mit Hilfe dieser Formel kann man

einfach die uneingeschrankte Doppelrethe Sy(A4, B;a, ) = Ek——oo E,__m%%}*%#
berechnen,wobei die Akzente an den Summatlonszemhen Auslafilen von £ = 0 bzw.l =0
andeuten sollen.

d 2xi(Ak$BL
Sn(4,B;a,B) = Z Z Laﬂeﬂﬂztp() T 5

k=—0o0t=—c0 émodd

,eﬂ—au 2, GAEAeL

d
D N P P S

d|N émodd k=—o00 {=—oc0
2m)2k(—1)* d
= (cf-{-)l)'(ﬂ-l-)l)' Z eld) > Ba+](_ Bﬂ+1(_)

a|N §modd
Jetzt werden wir SN(A, B;a, ) mit Sn(A, B;a,f) in Verbindung setzen.Mit (k,£) = ¢
1st:

> ' (¢(Ak + BO),N
SN(A,B;Q, ,B) L= ; ,‘lZE' ((Ek)a—:(tg))ﬂ-i-l)

(h,2)m1

1 (t(Ak + BE),N)
=2 12k Z fot1gA+1
t=1 h tex

(k,)y=1

Sei nun (¢, N) =: 7 , also t = 7tg, N = 7Np und (to, No) = 1.

SN(A, Bia,f) =" E (Tto)% Z (Tto(Ak + BE), 7No)

Lo+1p6+1
r|N toml k LEX
(to,Nog)e1 (k,2)m1

Aufgrund der Identitat (7to(Ak + B2),7No) = 7 - (Ak 4+ B¢, Np) folgt nun weiter

Ak + BL, Ny
SN(A,B;QHS) Z Z (‘rto)z" Z ' La+l.eﬂ+l )

tg=1
(to Np)ml (k l):ll
-3 ( )u_l f: 1 Zf Ak + B¢, N)
- 2k—1 \ . 12k La+1 pB+1
py N T o tt La R ¢8
(tg.Ng)ml (h,2)=1

— 96 —



So erhalten wir die Endformel:

oo

- 1 ..
N*-15\(A, B;a,B) = Z N2F-1 Z tOWSNo(A’B; a, )
NOIN (ta‘,?v‘z;-l

Durch Anwendung der Mobiusschen Umkehrformel erhalten wir:

o0

_ 1 ., N -
NN tOTSN(A,B;a,ﬁ) = Z#(?)r” 15.(4, B;a, B)
(tomy=1 : TIN
e 2m*(=1)* < old) 45, . B
_ 2 1 p A0, & Lo
Sf(A,B,a,ﬂ) ( +1 '(,B‘l‘l)' Z d an%;ldBa‘f'l( d )Bﬂ+1( d )
Bekanntlich ist der Wert der Reihe
= _(= )k+1(27r
(‘o?N)-l plN

Ersetzen wir noch 7 mit g, so erhalten wir den

Satz. Die eingeschrinkte unendliche Doppelreihe Sy (A, B; a, ) ist konvergent und hat
einen rationalen Wert. Diese rationale Wert ist durch verallgemeinerte Dedekindsche Sum-
men bestimmt. Explizit gilt:

(2k)! 1 _
(o +1)Y(B + 1)! Boy [T, v (1 — 52)

‘Z#(T)Tl_lsg;(A,B;a,ﬁ)

r|N

SR;(A,B,O.’,ﬁ) = -2

mit der Abkiirzung

4 Baf)= 2D T 5, (A5, ().

di.& dmodd
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