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En utilisant les invariants polaires on montre qu'une courbe
plane algebrique est réguliere & 1'infini si ( et seulement si )
le diagramme d'Eisenbud-Neumann de son l'entrelacs & l'infini est
régulier.C'est une conjecture de Neumann dans [N] et résolu par R:S|
de facon analytique en utilisant les nombres de Lojasiewicz &
1'infini,tout-d-fait differente d'ici.

Ce travail é&té fait en durant mon séjour au Bonn invité par le
Max-Planck-Institut filir Mathematik.Je lui remercie beaucoup pour
sa hospitalité.Mes remerciements vont aussi au J.Steenbrink,W.D.

Neumann .et C.Sabbah pour les fructueuses discussions.

Mots-clés:Régularité a l1l'infini,invariant polair,diagramme d4d'
Eisenbud-Neumann de l'entrelacs ( RPI splice diagramm ) & 1l'infini,

satellisation, (+k)Dehn Surgery.

1.RAPPELS ET L'ENOCE DU RESULTAT:

1.1 Soit P:C%C un polynome et V = P }(0).0n considére 1'intersec
tion de V avec une sphére S de rayon R et de centre & l'origine.
Pour R assez grand,le type d'isotopie de cette intersection ne
dépend pas de R. On note L(V,®)=:(S,Sn V) et l'appelle l'entrelacs
4 1'infini de Vv dans S .Les entrelacs que l'on obtient de cette
facon sont des entrelacs toriques itérés.

On dit que V ( et son l'entrelacs a 1l'infini ) est régquliére &
1'infini si le polynome P qui lui definit donne une fibration
triviale dans une voisinage de V & l'infini.

Dans [N] Neumann a construit le diagramme = Q.(L(V,w))représenté
L(V,o) de facon suivante :En considerant une compactification V
de V on a

v=vV - (Tar)ycrp-p' = c°
On peut supposer que " la droite de 1’ infini " m“ n'est pas une
composante de ?, donc elle coupe V en finit des points, dit %,...Yn

Soit. D« P une disque assez petite gqui contient Vn®', et D une
2-disque voisinage de D dans P> telle que son bord S = 3D coupe

- 1
transversalement VUVIP.
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Alors L,= ( S,(PvWV )N S ) est un entrelacs que on peut le rép

résenter par le diagramme (™ ) suivant ( cf. N ) :

() K 2 )

Ici, K est la composante lP nsS et chaque ‘__El est le diagramme
qui représente l'entrelacs local de tP vV en le point Y. et les nombres
indiques ( les poids ) soient les coefficients 4d' enlacement entre
les deux composantes correspondantes. Donc ([ ) c'est le diagramme
gui represente la satellisation des e—-‘:] (t-‘l ...n) lelong de K

Soit NP un voisinage tubulaire fermé de P! dans P tel gue
son bord S = 9 ( NP') est une " SPHERE i L'infini " et L'= ( §,5nV )

est l'entrelacs gui nous interesé.

4
Parceque NP est obtenu de D par en ajoutant une 2-cylindre
lelong de K, &S = 3D ,alors L” est obtenu de L,par (+1)Dehn Surgery

sur K (cf. [N] )et donc L’est représenté par le diagramme :
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olil (r{) n'est autre que (rl ) en remplacant les poids loins 8,

( en vue de K,) par q;)idv avec d} est le produit des poids proches

au sommet v et )N,est le produit des poids adjacents au ( mais

non sur ) chemin géodésique qui part de v et qui aboutit & K .
Finalement , pour voir de 1l'infini on inversent tous les poids

loins de (“) et pour simplicité on oublient l'aréte plus gauche

( ca veut dire que on identifie les origines KLavec Ko).En_résultat

on a le diagramme £} de L(V,®) comme suivant :

Q= (L(v=)

avec le sommet plus gauche comme " sommet original

Pour chaque sommet veSf on note &, le nombre d'ar8tes qui s'att.
achent & v et l'appelle la valance de v . On a trois types de
sommet : les fléches { qui correspondent aux composantes irréductibles
d 1'infini de la courbe donnee ),les feuilles ( gui ne sont pas des
fléches et ont les valances 1 ) , et les noeuds ( qui ont les valances
plus grand que 1 ).

Pour chaque fléche v on note S,, la composanteirréductible de 1°'
entrelacs L(V,®) qui lui correspondente, et pour chaque noeud (resp.
feuille ) on prende S,- une fibre typique ( resp. la fibre excep-
tionnelle ) de la structure de Seifert de l'entrelacs local corres.
pondent. et l'appelle une composante virtuelle de l'entrelacs L (V,o)

( cf. [N] p. 460 ).

Pour tout pair de sommets differents u , ve€Q on note 1l(u,v)
le coefficient d'enlacement de u et v. En particulier nous appelons
b,= 1(s,iK,) la " braid index " de v, 1,= 1(S,,L) (somme des coeff-
icient d'enlacement de S, avec toutes les composantes de L ) le
coefficient d'enlacement (total ) de v, et si veili, ft‘ =:I(SV,L1)
le coefficient d'enlacement local de v . Par exemple, si v = K,
alors 1 _est le dégré du polynome donné.Dans le cas local d'une sing

ularité,ce dégré c'est la multiplicité de la singularité.



1.2 Définition|N].

On dit que le diagramme (L = Q(L(v,0)) est réguliér si lva o
pour tous les sommets véfl qui ne sont pas des fléches. _

Dans [N] Neumann a démontré que si V est réguliére a 1'infini
alors le diagramme {1(L(V,®)) est régulier. Il a aussi conjecturé
que l'inverse est vrai. Dans cette note nous démontrons cette
conjecture:

1.3 Théoréme.

Une courbe plane algébrique V = Bl(o) est réguliére a4 1l'infini
si ( Et seulement si ) le diagramme d'Eisenbud-Neumann (L (V,))
de son l'entrelacs & 1'infini L(V,»o) est régulier, c'est-3a-dire
lva O pour tous Ve qui ne sont pas des fléches.

2. DEMONSTRATION:

2.1 Lemme:

Soit VeQi c L (L(V,%)). On a

o

1, lhx
= d —_ JEA VA
b b
v ‘ v

Preuve:
Par définition on a

1, = 1,(S,,K, );‘i‘i,l‘?-(Li’K°) +~§ﬁ.1;“(s"'w) .

(-
ol 1,(A,B) est le coefficient d'enlacement de A et B dans ft ; £2;

[

est l'ensemble des fléches du diagrammejy;de l'entrelacs local L%
au point YLa 1'infini.

D'apreés le lemme 3.2 de [N] ,1le coefficient d'enlacement de deux
composantes est égal au produit des tous les poids adjacents au
({ mais non sur ) le chemin géodésique gqui joint ces composantes,
on a

;n(sﬁ,svg = - lr(S%,S%} + lr(Sw,Kc)lr(Sv;Kb)

pour tous v,,v, ¥ K et

1a(K, ,S,) = 1_.(K,,S,) pour tout v# Ky -
( par (+1)Dehn Surgery sur K, et par inversement des signes des

poids loins ). Donc ,

L, = (SR T e (LK) S Tde(Syum) + 1e(S, K ) Ed o, K, )
- Loc®
= _ qloc
= 1p(5,K,).d - 1 .

od 4 =s; 1-(Ly,K]) est le dégré du polynome dans les coordonnées
<
gui donnent la représetation de fU(L(V,®)).Lle lemme est démontré .



2.2 Remarqgque :

Comme une corollaire de (2.1),pour obtenir le théoréme (1.3) il
suffit de montrer ceci :lorsque P'(o) est irréguliére 4 1'infini
il existe des coordonnées (x,y) telles que dans le diagramme de 1°'
entrelacs & 1'infini de P%(o) ( dans ces coordonnées ) il y a au
moins un sommet non fléche vest lel que ﬂ:°:> d.bV .

2.3 Lemme

Si la courbe P'(o)e= c? est irréguliére & 1l'infini,alors il

existe au moins une composante ¥ de la courbe polaire telle que

. V".}(Plx)< 0.

ol vA;(.) est la valuation naturelle ( & 1'infini ) des fonctions
holomorphes sur la partie non compacte de ¥ .
Preuve
Supposons par contrait que pour tous les composantes ¥ de la
red =P 432 - g. °°
courbe polalrej’—{dax +pby = 0;«,p) assez generalé on a Vx(P‘U) = 0.

Cette derniére condition signifie que pour tous 3’, P(x,y)‘(x vIeE
r
n'est pas vers.a zéro quand (x,y) vers a l1l'infini, donc il existe

& >0 tel gue pour R assez grand on a

=1 2
P(Aso)ﬂ(C-BR)an= 37/

ou A = § tec: 1t1< 8§

By = {zeczz iz <R} .

Maintenant le lemme (2.3) est evident parceque la champ de vecteurs

- P 2 . 9P AP — 4
W -(d_-g; ‘*’Ps;).(ﬁt-.s-;{— +P—,a-§')

nous donne une trivialisation de la
- Z

Pi(bao)n (C°-Bp ),

= p"40).

2.4 Fin de la démonstration du théoreme.

un voisinage a4 l'infini de V

On peut supposer que les coordonnées sont choisies telles que
la courbe polaire est donnée par:
2
{? :{(x’y)eC:a_Pa(;_'Yl=0}
et par ailleurs,la composante ¥<®P définie par le lemme (2.3) est
écrite sous la forme:
¥y = v}

o X) = = a, x* t P (X,yx(x = 0
yU( ) xe@ua™ © Y(x_ Yy (X))

On a v;( Ply) = v:( P(x,yv(x))).



D'autre part, soit E(z,y) d.P(%g%J alors on a

VIO PO,y () = d - Vi Pz,¥(2)))
o Y_(z) = z.yz(%) satifait P (z,Y_(z)) = Py(z,zyv(%)) = 0.
Ca veut dire gque ¥ =:{.y = z, YI(1/Z} =1 Y. (z)} est la compac-

tification de ¥ et est une composante de la courbe polaire locale
relativement & 1 = z de la germe de cocurbe iR (o) au point z=Y=0,
Mais dans la situation locale , on sait que
- =71
o, 3 _ (¥ .P0))
Vo ( P(2,Y2(2))) = —=—5=aTy

autrement dit v ( P(z, Y~(Z))) est une "quotient polaire relative

de P (o) Alors d apres LLMW] ( modifait un peu du théoréme C pour
le cas 1 = z n'est supposée pas générique,il ne faut que remplacer
les multiplicités en question par les nombres d'intersection avec

l1=2z=0). On a: v ( P(z,Y- (z))) c'est ou bien ({(z=0) ? (o)), ou

loc

bien 1/ / 1 (S Ky ) pour quel gue v de l'entrelacs local au point
z=Y=o0 a 1' lnflnl.

Mais d'aprés (2.3} v:’( P(x,yg(x))} < 0O on a vz( §(Z,Y?(Z)))
plus grand gue d, donc on a toujours gue

vg( §(Z,Y?(z)) ) = Ec"/ b

et le théoréme (1.3) sera résulte directement du lemme (2.1).

2.5 Corocllaires.

(i) Si V irréguliére a 1l'infini,alors en chaque point 4 1'infini
le cBne tangent de la compactification V de V n'a pas exactement de
deux droites distinctes.

(ii) V est régquliére a l1'infini si et seulement si pour tous les
composantes & l'infini ¥ de la courbe polaire on a v;( Plx) > 0.

Preuve:

(i} D'aprés LLMW]si 2.5(1) n'est pas vrais il existe une quotient
polaire égale a la multiplicité d'intersection de ?ﬂ{o) avec l=o
ce gu'il ne faut pas comme dans la démonstration précédante.

(ii) Dans la démonstration précédante nous avons:

L régulier = v ( PIK) Oy = P (o) réguliére & L'infini
D'autre part, d'aprés [N],51 (o) réguliére a 1'infini alors £L

est régulier. Donc on a (ii).
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