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DEMONSTRATION D'UNE CONJECTURE DE NEUMANN

SUR LfENTRELACS A L'INFINI

D'UNE COURBE PLANE ALGEBRIQUE.

Institut de Mathematiques

Hanoi-Vietnam

En utilisant les invariants polaires on rnontre qu'une courbe

plane algebrique est reguliere a l'infini si ( et seulement si )

le diagramme dfEisenbud-Neumann de son l'entrelacs a l'infini e~~

regulier.C'est une conjecture de Neumann dans (N] et' resolu par [H}

de fa~on analytique en utilisant les nombres de Lojasiewicz ä

l'infini,tout-a-fait differente d'ici.

Ce travail ete fait en durant mon sejour au Bonn invite par le

Max-Planck-Institut für Mathematik.Je lui remercie beaueoup pour

sa hospitalite.Mes remerciements vont aussi au J.Steenbrink,W.D.

Neumann,et C.Sabbah pour les fructueuses discussions.

Mots-cles:Regularite a l'infini,invariant polair,diagramme d'

Eisenbud-Neumann de l'entrelacs ( RPI splice diagramm) a l'infini,

satellisation, (+k)Dehn Surgery.

1.RAPPELS ET L'BNOCE DU RESULTAT:

1.1 Soit P:C'=-C un polynome et V = P- 1(o).On considere l'intersec·

tion de V avec une sphere S de rayon R et de centre a l'origine.

Pour R assez grand,le type d'isotopie de cette intersection ne

depend pas de R. On note L(V,~)=: (5,50 V) et l'appelle l'entrelacs

a l'infini de V dans S .Les entrelacs que l'on obtient de cette

facon sont ees entrelacs toriques iteres.

On dit que V ( et son l'entrelacs a l'infini ) est reguliere a
l l infini si le polynome P qui lui definit donne une fibration

triviale dans une voisinage de V a llinfini.

Dans (N] Neumann a construit le diagramme.fl.= Jl(L (V ,0Iil) ) represente

L(V,~) de facon suivante :En considerant une compactification V

de V on a
- - 1 21 1-

V=V- (vnJP)clP-lP = c.
On peut supposer que 11 la droite de l' infini 11 IP '\ niest pas une

composante de V, done elle coupe V en finit des points, dit ~' ••. Yn

Soit. D c \pi une disque assez petite qui contient V n'Pi
, et Dune

'"
2-disque voisinage de D

o
dans .1P2. teIle que son bord S = a0 caupe

- 1transversalement V U IP.
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Alors Lo = ( S, ( lPuV ) n S ) est un entrelacs que on peut 1e rep

resenter par 1e diagramme (r ) suivant (cf. N·)

lei, K
o
est la eornposante lP

1
t1 S et chaque~ est le diagramme

t-
qui represente 1'entrelacs loeal de WVV en 1e point Ytet les nornbres

indiques ( les poids ) soient les eoeffieients drenlaeement entre

les deux cornposantes correspondantes. Donc (r) c'est le diagramme

qui represente la satellisation des~ (i~1~~ .. n) lelang de Kö
Soit NP

1
un voisinage tubulaire ferme de F 1 dans ~~ tel que

son bord S = a ( Np 1) est une 11 SPHERE a LI infini n et L' = ( S,S n V

est l'entrelacs qui nous interese.
-1

Parceque NP est obtenu de J) par en ajoutant une 2-cylindre

le lang de Ko C S = () D , alors L/ est obtenu de Lo par (+ 1 ) Dehn Surgery

sur Ko (cf. [N J )et donc L/ est represente par le diagramme :



Oll (ri) niest autre que (r~) en remplacant les poids loins ~v
.%

( en vue de Ko ) par B; ~tfdy avec 0( v est le produit des poids proches

au sonunet v et A" est 1e predui t des poids adj acents au ( mais

non sur ) chemin geodesique qui part de v et qui aboutit ä K.
o

Finalement, peur veir de l'infini on inversent tous les poids

leins de (r/) et pour simp1icite on eub1ient I' arete plus gauche

( ca veut dire que on identifie 1es origines K.avec K ).En resultat
\,.. 0 .

on a le diagramme ..n de L (V.,m) comme suivant

1"( 0
o

avec 1e sommet plus gauche corrune 11 sammet original ".

Pour chaque sammet vEQ on note <Sv 1e nombre d'aretes qui s'att.;

achent a v et I'appelle la valanee de v . On a treis types de

sommet les fleches ( qui correspondent aux eomposantes irreduetibles

a l'infini de la courbe donnee ) ,les feuilles ( qui ne sont pas des

fleches et ont les valances 1 ) , et les noeuds ( gui ant les valances

plus grand que 1 ).

Pour chaque fleche v on note Sv la composanteirreductible de l'

entrelacs L(V,ro) gui lui correspondente, et pour ehaque noeud (resp.

feuille ) on prende Sv- une fibre typique ( resp. la fibre excep­

tiannelle ) de la structure de Seifert ee l'entrelacs leeal corres.

pondent.et l'appelle une carnposante virtuelle de l'entrelacs L(V,~)

cf. [N] p. 460 ).

Pour taut pair de sonunets differents u, v. e-n on note l(u,v)

le coefficient d'enlacement de u et v. En particulier nous appelons

b == 1(5 -K ) la fI braid index 11 de v 1 = l(Sv,L) (semme des eoeff-v v' 0 ' -v
icient d'enlacement de Sv avec toutes les composantes de L ) le

coefficient d'enlacement (total) de v, et si vE!li, l~~ =:l(Sv,L i )

le coefficient .d'enlacement loeal de v. Par exemple, si v = Ka
alors l~est le degre du polynome donne.Dans le cas loeal d'une sinq

ularit6,~e degr~ c'est la multiplicite de la singularitA.
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1 .2 Definition [N] .
On dit que le diagramme n = n (L (V ,00) ) est regulier si 1 ~ 0

v
pour tous les sammets v E.n. qui ne sont pas des fleehes.

Dans [N] Neumann a demontre que si V est reguliere a.l'infini

alors le diagramme ~(L(V,~)) est reguliere 11 a aussi conjecture

que l'inverse est vrai. Dans cette note nous demontrons eette

conjecture:

1.3 Theoreme.

Une courbe plane algebrique V = pi(o) est reguliere A 1'infini

si ( Et seulement si ) le diagramme "cl' Eisenbud-Neumann ..Q(L (V ,co) )

de son l'entrelacs a 1 1 infini L(V,~) est regulier, c'est-!-dire

Iv~ 0 pour tous vc~ qui ne sont pas des fleches.

2. D~MONSTRATION:

2.1 Lemme:

Soit v EU. c Q (L(V ,00)). On a
L
Q

Preuve:

Par definition on a

1 :;;; 1" (Sv' K ).L .1..QCL . , K ) + L ~1n. (Sv ' w )
v - c.. 0 l * lc l 0 oN E:-.n ..

let ~

Oll l.A(A,B) est le coefficient d'enlacernent de A et B dans ~ ; ~-
L.("

est l'ensernble des fleches du diagramrneSL. de l'entrelacs loeal L·
~ ~

au point Y~a l'infini.

D'apres le lemme 3.2 de [N] ,le coefficient d'enlacement de deux

composa~tes est egal au produit des tous les poids adjacents au

( mais non sur ) le chemin geodesique qui joint ces composantes,

on a

l..Q.(S't,'S,,{ = - lr(Sv
1

'S,,2.) + lr(Sv-1,Ko )lr(S"2.,Ko )

pour tous v 1 , v2..:F- K
ö
et

l ..L1,.{Ko 'Sy) = lr(Ko'Sv) pour taut v-=F Ko •

par (+1)Dehn surgery sur Ko et par inversernent des signes des

poids leins ). Donc ,

ou
qui

1 = lr(S" ,Ko ).z:.~lr (L. ,Ka )
v '\."'L" t.

= 1 r (Sv , K.... l.~. 1 r (L. , K..J
.... l40'o \... ....

= 1 r (5 , K ). d - 1Lee.v 0 v

d =~ lr(Li,Ko ) est le degre du polynome

donnent la represetation de ~(L(V,~)).Le

dans les coordonnees

lemme est demontre •
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2.2 Remarque :

Comme une coro11aire de (2.1) ,pour obtenir le theoreme (1.3) i1

suffit de montrer ceci :lorsque p-I(O) est irregu1iere 4 l'infini

i1 existe des coordonnees (x,y) teIles que dans le diagramme de l'

entrelacs a l'infini de P~(o) dans ces coordonnees il y a au

moins un sammet non f leche v E-.n le 1 que l~c > d. bv
2 . 3 Lerrune :

Si 1a courbe p-J (0) c: C
2 est irregu1iere ci 1 1 infini, alors il

existe au moins une composante ~ de 1a courbe polaire teIle que

v~ ( pi r) < 0 •

ou. v c; (.) est la valuation naturelle ( ci I' infini ) des fonctions

ho1omorphes sur la partie non campacte de ~ .

Preuve :

Supposons par contrait que pour tous les composantes t de la

courbe p01aire1':::::{o(:~ +~~ = O;Cl("assez general} on a v~(PIlf') '3; o.
Cette derniere candition signifie que pour taus o} P(X'Y)\(X,Y)E-~

niest pas vers·a zero quand (x,y) vers a l'infini, done i1 existe

S >0 tel que pour R assez grand on a
I::)

ou 61:1
0
= t

B R = i.
Maintenant

p-1 (.\S) n ( C2.- B
R

) () c:P ::::: ~
o

t E: c: , t' <: So }
2.

Z ~ C \Z , .( R 3 .
le lemme (2.3) est evident parceque la champ de vecteurs

w = (ci.2.. .". ~~ ) •
ox ~y

nous donne une trivialisation de la

(
. (}P
~-aX

- i.. 'Z.
P ( Abi n ( C - BR ) ,

un voisinage a I' infini de V = p-1(0).

2.4 Fin de la demonstration du theoreme.

On peut supposer que les co'ordonnees sont choisies teIles que

la courbe polaire est donnee par:

tJ = t (x, y) €" C2.: () Pl)(; ,Y ) = 0 }

et par ailleurs,la composante lc~ definie par le lemme (2.3) est

ecrite saus la forme:

d =: ~ y = .y o(x) }

ou y (x) ::::: 1: a x'-< et P (x,y~(x) :c 0
'2J' Cl(EQ,""l

ol Y -
On a vC'O( P("( ) = v OQ ( P(x'Yb'(x»)

'~ x



D'autre part, soit P(z,y) alors on a

6

OU y_(z):::::: z.Y y ( _1) satifait P (z,Y_(z» ::::: P (z,ZYy(z1» ;; o .
." 0 Z Y l' Y "

~a veut dire que i :::::: t y ::::: z.Y'l(1/z) :::::: Yj(Z)} est la cornpac~

tification de ~ et est une eornposante de la eourbe polaire loeale

relativement a 1 = Z de la germe de courbe P~(o) au point z=Y=O.

Mais dans la situation Ioeale , on sait que

- --1
v O ( p (z , y _ (z ) » = (ö". p (0»

z ~ ( i . (Z -0) )

o -autrernent dit v ( P(z,Y_(z») est une Itquotient polaire relative 11
z ~

de P~(o). Alors d'apres (LMWJ ( modifait UD peu du theoreme C· pour

le eas 1 = z nIest supposee pas generique,il ne faut que remplaeer

les muItipIicites en question par les nombres d'intersection avec

1 = z = 0 ). On a: v O
( P(z,Y_(z») c'est ou bien «z=o).P~(o», ou

~ Z.~

bien Iv / lr(Sv,Ko ) pour quel que v de l'entrelacs loeal au point

z=Y=o a 1 l infini.

Mais d'apres (2.3) v; ( P(x,Yt(x») < 0 on a v~( P(Z,Yi(Z»)

plus grand que d, done on a toujours que

v 0
( P(Z , Y_ ( z» ) = 1foc. / b

z i5' V v

et le theoreme (1.3) sera resu1te directement du 1emrne (2.1).

2.5 Corol1aires.

(i) Si V irreguliere a l'infini,alors en chaque point a l'infini

le eone tangent de la compactification V de V nla pas exactement de

deux droites distinctes.

(ii) V est reguliere a l'infini si et seulement si pour tous les

eomposantes a l'infini ~ de la eourbe polaire on a v;< pl~) ~ o.

Preuve:

(i) D'apres lLMWJsi 2.5(i) niest pas vrais i1 existe une quotient

polaire egale a la multiplicite d' interseetion de P-'(o) avec 1=0

ce qu'il ne faut pas comme dans la demonstration preeedante.

(i1) Dans la demonstration precedante nous avons:

..Cl. regulier ~ v~( pl~) ~ O~t =;> p-I(O) reguliere ci L t inf1ni

D'autre part, drapres (N),si P~(o) reguliere a l'infini alors Sl
est reguliere Done on a (ii).
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