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~s CYCLlQUES II 

(Autour du theoreme d t annulation de 
J. Kollar) 

Helene ESNAULT et Eckart VIEHWEG 

Dans 1a premiere partie de ce travail [4], nous avons discute une generalisa
tion du theoreme d'annulation de KOdaira aux diviseurs a. coefficients dans Q, 
obteIUle independalIJoont par Y. Kawamata et Ie second auteur. Nous avons essaye de 
mttre en lumiere Ie lien avec la theorie de Hodge de P. DeUgne [2] • 

Receum:mt, J. Kollar (7] a delOOl1tre une autre generalisation importante du 

theoreme d'annulation de KOdaira. II considere une variete algebrique projective 
X definie sur C ,un faisceau inversible semi-ample (1.8) L et un diviseur 
D associe a une puissance positive de L • Alors Ie morphisme d'adjonction 

Ifl(X~La ~ UX(D)) - ffl(D,La 
@ un) 

est surjectif pour q i:: 0 et a> 0 • En fait S.G Tankeev avait deja. deoontre 
[9] la meme assertion pour L engendre par ses sections globales, D une sec
tion lisse de L et a = 1 

Le but premier de cet article est de redonner une demonstration du resultat 
I de J. Kollar dans l'esprit de [41, c'est-a.-dire uniquement basee sur une inter

pretation de 1a theorie de I-bdge de P. De1igne [2] (voir § 1). En ce sens on fait 
Ie lien entre les deux points de vue presentes dans [7] et [4] • On ne surprendra 
pas les experts en annoncant que cette methode conduit a. une generalisation pour 
diviseurs a coefficients dans ~ de 1a surjectivite de l'application d'adjonction 
({l.ll) et (1.12)). 

Ainsi que tout theoreme d'annulation, celui-ci a des applications immediates, 
I par exemp1e a l'etude des varietes de grande dimension [6] • J. Kollar a lui-meme 
I realise que cela redemontrait Ie theoreme de positivite de l'image directe du 
I faisceau dualisant de FUjita-Kawamata [5] en en sirnplifiant considerablement 
t 1a deJoonstration. De plus, 1a "faible positivite" devient effective. Dans Ie § 2 



...------ - --- -

nous discutons ces points. Cc:lIIOin6s avec des JJJ!thodes inaugurees dans [11] , ils 

foumissent we fol.'JDe ex.plicite de l'additivite de la diDlmsion de Xodaira dans 

une famille sur IDle base de type general «2. 8. b) ) • 

Min d'@tre ~lets, nons til"als de ce qui precede, de meme que dans [7] , 

, une forme relative du theorllme d'amIllation (3.1). Enfin, nous faisons dans 

I (3.4) Ie lien entre les hypothz,ses de (1.12) qui semlent toober du ciel et cel

les, elles tres naturelles, devel~s tout receument par Y. Kawamata [6] • 

N:us kriVQIlS explicitement ce qui est deja contenu impliciteJJ8lt dans [6] , a 

savoir Ie th6orlloo d'annulation scus sa forme probablement la plus generale 

(3.5). 

Iul debut 1984, nous avons recu la premiere version du travail de J. Kollar. 

S'en est suivi un ecbange de lettres dans lesquelles sont discutes plusieurs 

points presentes ici, conme par exeq>le· (2.8. b)) sous une forme plus faible et 

avec une dellDIlStration bien trop ~li.qOOe ! CollIDe, dans Ie fol'lle definitive de 

I son travail, J. Kollar n 'y revient pas, nrus y reverons nous-m@mes. ltxls Ie 

remercions, ainsi que Y. Kawamata, pour l' eIWoi regulier de leurs travaux. 

1.- rnEoRfMEs D' ANlfJIATION 

Toutes les Yarietes considerees dans cet article sont projectives et d6finies 

sur C • OX <D> designe Ie coq>lexe des formes holOJ1l)rx>hes sur X a p61es 

logarithmiques Ie long d 'un. diviseur a croisements normaux D • 

I mfDRtME 1.1.- Soi.vtt X une. vaJfi.Ltt plWjec.:tive t...i6.oe, L un 6a..i..seeau ..inv~
i b.te e.ngtndltt paJt .oUt .oe.d-ionA globaLu, C et D deux di.v.i.6WJf.,.6 eb6ec.U6.o .oan6 
I c.ompo-OaJJ.tt. c.ol'JllftU1.e. Uh qu.e D .ooLt /fJ.duit: et C + D .ooli..4 CJto.i.6eme.n.t.6 no/f.mCU.U. 

I, On .ou.ppo.oe. qu.e. OeD) .ooLt eontenu daM u.ne. pU4.6a.nee po.6U:.i..ve. de. L • AlDJt.6 

. .t'~.ion~ 
I 
: If(X,C1 8 oi <D+C> (-D)) ----.,..If(X,C1 8 oi <c» 

I eA-t u.ne. b.ijec.:tion poWL tout q;:: 0 • 

Demonstration 

! De mftme que dans [41 , (2.1), et [10], (theorem III), an utilise les 

I argtnOOnts de F. Bogomlov [1]. 

I Considerons Ie mrphisne f: X -+ Y def:ini par L • em a L = f*H pour tm 

I faisceau inversible H tres ample. Si !f(Cl 8 ai <C» == 0 ) 1 'assertion est 

II' triviale. Sinon, il existe tme injection 8: L -...,. oi <C> dont on veut montrer 

I 

que l' image est contenue dans ai <D + C>( -D) • On a 

i f*d C (Y) '" 8( L) = 0 (*). • 

~\ 

I 
.t .... 



~ mntrer (*), prenons g = sIt dans C::(Y) ,ou s et t sont dans HOU) • 

D'apres Deligne [2], (3.2.13), les formes differentielles globales a pOles 10-
garithmi.ques sont fenOOes. Des lors on a ds = dgA t = 0 • 

Soit maintenant g € C::(Y) tel que D soit contenu dans l' image inverse par 

f du diviseur defini par g . On ecrit locaiement f*g = xm.u ,pour x un 

parametre local d tune cp¥sante "irreductible de D et u une unite. 

Cil a f*dg = m.xm-lu • Wo ,ou wo =dx+m-1.x.u-1.du est un generateur local ' 

de oi<c> sur Ox au point considere. 8i y est un generateur local de e (LJ , 
q-l on a CUo 1\ y = 0 , et done- y = 00

0 
1\ y' , 0)) y' € f2 X <C>. • Conme uu = x . 

(x-1.dx +m -l.u,du) est dans oi <C + D> (-D) , on a prouve que a(O est inclus 

dans ni <C + D>(-D) aUx points gener~ques de D ,et par suite sur X puisque 

les deux faisceaux sont localement libres. 

Rema.rques 

(1 .2) L' argument IOOntre en particulier que si If U-1 
Q ~ <C» est non nul, 

alors on a q c: dim Y • Autrement di t, dans ce cas on a q ~ K (0 ,au K (LJ est 

la d:iloonsion de Kodaira de L [ 1 ] • 

(1.3) L'hypothese "L est engendre par ses sections globales" peut etre affaiblie 

par les techniques de revetement que nous expliquons par la suite. 

(1.4) Posons 15 = lL Dj ,ou les Dj sont les composantes irreductibles de D, 

: et notons nrl <C> Ie faisceau des q-formes holomorphes a pales logarithmiques 

: Ie long de"ll Dj n C • Alors Ie conoyau de l'inclusion ~ <C + D>(-D) --+Qi <C> 

, est inclus dans nn <C> , et lui est egal si D = D • En un point ou D a pour 

equation locale Xl" ,xk = 0, C a pour equation locale Yk+i" 'Yk.+£. = 0 , pour 

un systeme local de coordonnees (xl "",xk'Yk+l""'Yk+£.,zk+£.+l""'Zn) 
ni <C+D>(-D) est engendre sur Ox par 

" dxI dYJ _ dxI dxi dxiv 
(Xl ••• xk) L aIJK - A_ 1\ dZK ou ~ = X-1A ••• A-

III+IJI+IKI=q XI YJ XI i1 Xiv 

I = Up ... ,i) , I II = v etc ••• 

Done nt<C> ~ 0ri<c> est donne par 
dy > b dx "~Adz 

III+IJI+IKI=q IJK I YJ K 

(1.5) Le theoreme (1.1) dit done que l'application naturelle 

If(X,C1 @ n.<!<c» ~If(X,L-l 9 O~<C» 
"-A D 

est nulle. 

..3 



mIDRBm 1.6.- Soielt.t X unl. U4Ifi..UI. p1UJje.cUvl. t..i6AI., L u,Jt 6aiAc.eau. .invfJL6i.

blL Utge.rul!rJ. p.tJL ~L\ ~u..tion4 g,tobalu, D W1 di.v.i.6fJJJt ,.6&e.c.t.i6 e:t Jttdu..it. 41 
CIlD.i6eme.n.t4 1I01UJaUX. On .&uppoAI. q&4.e. OeD) Aoi:t c.onte.nu dAN. UJlf. pui..6M11ef. po.6i.ti. 

VI. de. L • AlDu ht 1IOJr.ph.U.1Ie de, J&.Uw.ct.iDn 

fil(X,c i ) ---+ H'lro,ciln> 

ut nul poUJl;tou:t i > 0 e;t.tout q ~ 0 • 

~ 1.7. - Bien s1lr on peut refol1D.11er (1.6) COJIIre suit 

ifl(X,Ci(-D)) ,. fil(x.C i ) est surjectif pour tout i > 0 et 

tout q~O • 

fu bien, dualement 

I #(X'UX 8 L i) ---to If (X'''X 8 Li(D)) 

, est injectif pour tout p:: n-q ~ 0 et tout i > 0 • 
I I CAl bien encore, Ie lOOrphisme d t adjonction 

i 
i 
I 

I est surjectif pour tout i > 0 et tout p ~ 0 . 

Dans la suite, nous changerons SClIVent de l'une a l'autre notation. 

I)6JIl>DStration de (1.6) 

~sons N = i + 1 et choisissons tm diviseur lisse C sans collJlX>sante camvne 

avec D , tels que D + C soit un diviseur a croisements nonnaux et 1. N =: o(e) • 

On extrait la racine N-Ume de C [4] , (1. 7). Cil obtient les diagranmes 

I cOlllJl.ltatifs sui vants 
I 

j Z , ll" 
r A 

~1 1~' l~" 
X t D f D 

'oU fl = ~-lD et ?; est sa normalisation. ti>tons que fl est reduit. 

Considerons les deux diagraumes 

l 



lies par l' inclusion (: ---? 0 • 

Ona 
Ker j I * = Ker If I * 

C'est ce qu'explique P. Deligne dans Hodge II et III, et que nous reproduisons 

ici poor la colllOOdite du lecteur, qui peut deja remarquer que cela est triviale

ment vrai si A est lisse. 

D'apres [2]~ (8.2.2), j* et r* sont des morphismes de structures de Hodge 

mixtes, et en tant que tels conpatibles strictement aux filtrations par Ie poids 

et de Hodge [2], (2.3.5). 
Sachant de plus que Gr.wr* est injectif et que Ifl(Z,C) et Ifl(A,4::) 

portent en fait des structures de Hodge pures, on en deduit [2}, (8.2.7), que 

Ker '1'* = Ker j* • 

Utilisant maintenant que Ifl(O) est un terme extreme de Gr. F , on en deduit 

I que Kar '1"* = Ker j '* . 
N:>us renvoyons ici a J. Steenbrink [8], (§7), C§lS), pour une description plus 

explicite de ces resultats. 

Le groupe de Galois opere sur 1f, 1f t, 1f" et done les diagranuoos precedents 

sont ~mposables en espaces propres. En particulier, on a 

. j . * . 
Ifl(X, L -J.) 1.) Ifl(n,C1. ln) 

~l. 
I-fl(D,CJ. @ On) 

Ainsi qu'il est explique dans [4] , (1.10), 1fi* est par dualite de Hodge com

plexe conjugue de 

i If(X,ni<c> @ C l ) -If(t),n~<c> @ L-1) 
D 

; Cette application est nul Ie d'apres (1.1) et (1.5), et done ji est nulle 

\ d'apres ce qui precede. 

(1.8) On dit d'un faisceau inversible L sur une variete X qu'il est numerique

ment positif si son degre sur toute courbe r traeee sur X veri fie dgrL ~ 0 • 

en dit de L qu'il est semi-emPle si une de ses puissances positives est engen

dr6e par ses sections globales. 

5 



.------- ---
mfDRit.m 1.9.- (J. Kollar). So.i.tnt X 11M v4If.i.U.I. pItOjt.eil..ve .t..i..ue, L UJt 

,wc.e.au. .iJtveJt4.ibLe. be.rai-a.mpte, D WI di..v,ut.lJJr. e66e.cU6 .td que OeD) bOU. 

c.orate.nu dtur.I, u.ne p.t.ibbanc.e po4Ltive de L • AloIL6 if appU.c.a.ti..on ~ 

H't(X.L-i(-D)) ~1fl(X,ci) 

eb:t .6UJtje.eti..ve. poUlt tout. i > 0 e.t:tou:t q ~ 0 . 

DeDlmstration 

Nous rean.sans (1.9) a (1.6) de 1a f8§;on suivante : 

a) On peut supposer que LTl = O(A.D) pour deux entiers positifs A et Tl • De 
fait, on a LTl = oro + Df) • et il suffit bien sar de prouver 1 'assertion pour 

D + D' , II cause de la factorisation 

Ifl(ci(-D-D'D ----+Ifl(Ci ) 

\ / 
Ifl(L -i( -D» 

! b) Considerons la situation suivante 
: 

I 

I oil 'Jl' est lD1 reV@tement de X a singularites au plus rationnelles, et a une 

I des~larisation que1:onque. Posons L1 = f* L , D1 := f*D . Si 
H'tu11 (-D1)) ---+ Ifl(Ll1) est surject~ve pour tOO! i > 0 et tout q ~ 0 , alors 
Ie theoreme est demontre, puisque L-1 (resp. L-1 (-D» est lD1 facteur direct 

-i -i ! de f~L1 (resp. f*L1 (-D1)) et que f n'a pas de cohaoologie relative. 

: c) Posons 'Jl' = identi te et prenons palr C1 une desingularisation plongee de D. 

: On peut ainsi supposer que D est un diviseur a croisements normaux, avec nulti
! 

plicites. 

: d) Prenons pour 'fI" Ie rev@tement de Iawamata [5], (Theorem (1.7». On peut ainsi 

supp:>ser D = m.Dred . 

e) 11 suffit alors de prouver 1a surjectivite de 

: H't(L-i(-k.Dred)) ~ lflu-iC-Ck-l) .Drid) poor tout k ~ 1 f toot i > 0 et tout 

i q~ 0 • Mais alors, d'apres a), tme pdssance de Li ((k-1) .Dred) est egale a une 

: p.1issance de L • En d 'autres termes on peut supposer que D est reduit. 
i 
f) Premns maintenant une p.1issance L N de L qui soH engendree par ses sections 

globales. Preoons une base de celles-ci de sorte que les diviseurs associes Ci 



soient lisses et que les 

construit \.Dl rev6teJOOnt 

N-ieme des Ci • Alors 

reste r6duit et O(n- 1D) 

appltque alors (1.6). 

C, + D soient des diviseurs a croisernents normaux. On 
1 

n : X' --+ X COlllOO rev~ternent successif d 'extraction 

n*L est engendre par ses sections globales, n-1D 

est contenu dans une puissance positive de n*L • On 

(1.10) Nous generalisons maintenant Ie theoreme (1.9) de fa~on evidente aux 

rev6tements, ainsi que Kawamata [6], (3.2), I' a fait. On considere done L in

versible, B un diviseur effect if a croisements normaux et LN(-B) , pour 

i N €:N* ,sur X projective et lisse. On introduit alors les faisceaux 

! L(i) ::: Li(_[~]) [4], (1.8), et on etudie les applications ! I.'f 
(,)-1 (")-1 

<Pi ,q : Ifl(X, L 1 (-D)) ---:)0> Ifl(X, L 1 ) 

pour D un diviseur effect if tel que o (D) soit inc Ius dans une puissance de 
LNC-B) • 

o:>rollaires 

So.ient X, L,N,B et D c.ome da.n6 (1.10) 

! (1.11) On .6uppo.6e que LN(-B) e4t .6emi-ampte. A£a~ ~i,q ~t &U4jeetive pou~ 
: i>O et q~O • 

I (1. 12) On .6uppo.oe qu I il e'X-iAte un 6a..i.oc.e.au. inveMibte. hemi.-ampte. K c.ontenu datU 
l (LN(_B))b, POWL u.n bE N* ,tel. qu.e. (LN( -B) lb. YS K hoft &em,[-ampte pOWL tout 

; 'Y ~ 0 • Alo~ ~i,q ut hWLjec.Uve poWL i > 0 et q ~ 0 • 

Rema~e (1.13).- Une situation typique ou la condition de C1.12) est remplie est 

la suivante : il existe un JOOrphisme f: X ~ Z ,un faisceau inversible M , 

, IU.1Jl)6riquement positif et de dimension de Kodaira maximale, tel que f*M::: (LN( -B))'; 

pour un C1 > 0 . Alors K'= f*K', au Kt est un faisceau ample, dont on peut 

; supposer qu I il est contenu dans At • Bien sOr MY @ K' est ample pour tout 
I 

! 'Y >0 • 

! On remarque ainsi que (1.11) est un cas particulier de (1.12). 
I 
I 

! De:onnstration de (1.11) 

I Scrivons LN.kC-k.B) = M ,aU M est engendre par ses sections globales. 

~ Choisissons une section C lisse sans compos ante commune avec B telle que 

, B + C soit un diviseur a croisements nonnaux. Extrayons la racine (N.k)-ieme 

de C + k.B : 11': X' --+ X • On a 11'*M::: Wk •N ,pour un faisceau inversible 

U' ,et puisque n*M est engendre par ses sections globales, M' est semi

ample. D'apres (1.9), l'application 

ifl(X' ,M,-l 8 n*O( -D)) --.,.. lfl(X', M' -1) 



r------ -- -- .. -
est surjective pour twt q ~o . D'lI1tre part, par const.rul:;tian on a M'· O(C'), 

aU 11': c· --. C est un isamrpbiS8!t, pd.sque C est lisse et 'II' est totalement 

rwfie sur C. De la suite e.DCte 0 - ",-1 .......-... OX' -+- OCt ----to- 0 on d&luit 
1a suite exacte 0 -+ ,...",-1 -+.'11'. OX' -. 0c -+ 0 . Done 1r.M,-l:: M-1 Q V aU 

IN-l (")-1 
'11'* OX' = Ox i V • Dtapres [41, (1.8), an a V = iLl. • <il en deduit (1. 11) 

par f0l'1ll11e de projection. 1 

I Demnstration de (1.12) 

I Ecrivons (LN(_B))b = K(E) , pour E un diviseur effectif. Puisque les fais-

! ceaux L (i) sont compatibles aux unrphismes birationnels" [10], (2.3), on peut 

I
I supposer que B + E est un diviseur a cl'Oisements normaux. Coome 

(LN(_B))b.Cc-1) 8 K = LN.b,cC-b.c.B-E) est semi-~le pour tout c;;:2 J on a 

LCi) = Li(_[i.(b.c.B+E)]) = LiC-[iNB]), si c est tres grand. On applique alors N.b.c 
(1. 11). 

I 
! 2.- APPLICATIONS A LA SITUATION RFJ..ATIVE 

I Tout d'abord nous esquissons brievement comment l'on obtient a partir des 
1 

: theoremes d'annu1ation des theoremes de positivite pour les images du faisceau 
r 

: dualisant dans une famille. JIbus renvo)'Ons a J. Kollar [7] ~r plus de details 

sur ce point. 

(2.1) Soient Y une variete projective l15se et F un faisceau inversible. en 
· suppose que pour un point en position g.merale y ,on ait 1a propri6te suivante 

· Soit 0: Y' --+ Y l' eclatement de y et 1), la cOOlpOsante exceptionnelle. 

! Alors o*F( -m.~) est lll.11OOriqueuent positif et de dimension de Kodaira maximale 

m = dim Y • Si Y est \IDe courbe, ce1a signifie bien sar que Fe -y) est anple. 

I Rappe10ns que les faisceaux: L (1) sont introduits en (1.10). 

mOORSm 2.2. - So.ient. f: X ~ Y un II1OItphi6me. dornina.rl;t e.n.tJte dwx vaJUUiA ptw

I je.eti..vu LUAU, e.t F c.onme da.n4 (2.1) • Soi.en:l L un 6a.i6c.e.a.u .u..VeM.ibu et. 

i B un div'uewr. a CJW,Ueme.nt.o rwJumu.X.6Wt X :tel4 que. u.nt. pu.(4Aa.nee. poA.ui..ve 

i de. LN(-B) AOi.:t enge.ndJtte. paIL AU Ae.c.:UoYl4 gl.obalu AWl un ouvtM de. IA. 601U1tf. 

: f- 1 (U) , poult un N pDALti..6.Al.oIUJ f* (t»x/Y 9 L (i» ~ Wy 8 F u.t e.ngUtdlrl pair. 

· ~u Aec;tion6 gtob~ AU/[. un ouVfJLt, powr..tou.:t i;;: 0 • 

Demonstration . 

: 1bJs reduisons d' abord 1a situation au cas oil i:: 1 J et 1. N (-B) = Ox • 
I (pour i = 0 , prendre L::: Ox et B :: 0) • RJur cela, remarquons que 1 'on peut 

i supposer que LNC-B) est engendre par ses sections globales sur Wl ouvert 
~ - . 



de la forme £-1 (U) en remplacant tN(-B) par une puissance positive, et pour 

1a ~ raison, on peut supposer que i = 1 • Si C est une section genera Ie de 

tN(-B) , choisissons un rorphisJre birationnel 0: X' ---.,. X tel que C' =o*C 

soit a croisements nonnaux ainsi que B' + C' ,ou B I = o*B • Posons L' = 0* L 

. B'+C' B' <il a une inclusion L' (-[-- ]) ~ L' (-[-]) qui est un isomorphislOO au-des sus 
-1 N N N N 

de f (U) , et I 'on peut done travailler avec L' (-(B'+C')) au lieu de L (-B). 

I Prenons maintenant un point y €Y en position generale ; de sorte que 

'(2.1) soit verifie, que f soit lisse en y et que 8'*L (1) = o'*L(-[O;Bn dans. 

Ie diagramoo 

Posons 

Y'-rY . 
0= f'*(E ) <)J E x f-1 (y) y - y 

M = f' * 0* fC -m .D) 
= £'*(6*fC-m.lYJ) 

On a Wx,ot 6'* w.x«m-l) .D) , et donc M ~ wX' (D) 0.;: 6'*(f*F @ wx) 
Puisque 0* fC -m. Ey) est de dimension de Kodaira maximale, une puissance con

:tient un faisceau ample qui contient lui-m§me O(Ey) . Ainsi une puissance de M 

icontient 0(0) • Posons L' = M ~ 6* L et B' = o*B • On a bien sur 

it,N(-Bf) = ~ ~ o*(LN(-B)) = MN • D'apres 1a remarque (1.13), on peut alors 
I 

!app1iquer (1.12), et l'on obtient que l'application d'adjonction 
I B' B' 
i Ifl(X',L'C-[N D ~ wX,eD)) ~ ff!CD,L'C-[lf] ~ wn) 
I 

lest surjective. Mais on a ttl(X', L' (- [~]) ~ ~,(D)) = ifleX,f*F@ L (1) ~ wX) 

let dl(O,L,(_[B~]) 6 w
D

) = ttl(f-l(y), f*f i9 L(1) @wxl ) 
£-1 (y) 

Le point y etant dans Ie lieu plat de £ ,on a changement de base. Prenant 

maintenant q = 0 , on obtient la surjection cherchee 

• .0 (1) (1) 
ti (Y, f g £*(wx/y ~ L ) @ wY) ~ F 3 £*(wX/ Y (9 L ) {9 wY 0 4:y 

ou c::. est Ie corps residuel de 0 y Y,y 

;Remarque (2. 3) 

I L 'hypothese (2. 1) implique a fortiori que Fest nUlll6riquement positif et de 

dimension de Kodaira maximale. N:>us allons voir en (3.1)H) que cela implique 

I !flex, f* f" "'x 8 L(i)) = If' (Y, f II "'y S Rqf. ("'x/Y II i.(i)) 

L. 



i- ~-·meme argument que dans (2.2), aU 1 'onreqllace 1 'hypothese de fin de d6D0ns

tration q = 0 par q "" p prouve done que : 

RPf.(WX/Y 8 L(i)) 8 F i wy 
est engendr~ par ses sections globales sur 1.Dl ouvert. 

J. I<ollAr utilise me fonne t.m peu differente de (2.2) afin de donner une 

preuve facile du thoorene de positivite de Pujita-Kawamata. Sans vouloir entrer 

dans trap de d~tai1s concernant ce theoreme\ nous nous consacrons directement 

aux applications et introduisons pour ce 1a 

Definition 2.4.- So.ient f. ILK 6a...Uc.eau. .6411.0 tolUs.ion .oM une vaJrJ.J;tl. .U,ue Y eX. 

K u.n 6a.iAc.eau -inveJUs.ibie de ~.ion de. KodtU.lt.a. ~. AiDItb E ut cUt 

6cU.bLement p04.ui6 .oi. poWl tout:. Q > 0 ,i.l. ewte 8> 0 tel.4 qu.e 

(sel8CE) 8 Kt\vv 

40i.;t engen.c1Jri. palL .oU .6ew.on.o globatu .oWL un ouve/Lt non vide, oil vv dl.oi.gne 

i' ertvel.oppe. JLl.6truve. 

tine tel Ie definition ne depend pas de K (en particulier on peut prendre pour 

K un faisceau ample) puisque 5i K(K) ~ K(K'), alors on a 

KI C~CKlb ,pour deux entiers positifs a et b (voir par 

exemple [11],(6.3)). 

, \ 

TIffiOIIDiE 2. 5 • - Soi.ent. f: X ---+ Y ILK molLphi.ome .oWL j ec.:ti.6 entJLe vf1Jt.J..£:te4 pM j ecil-
vU fu.ou, F c.omme. cltut6 (2.1) e.t LN(-B) c.ormre cla.n6 (2.2). Ai.IJJt1:, 

i) POWl tou.;t s> 0 e:t tout it:O t ~(f*Wx/Y @ L (i)) 8 F 8 Wy e.ot engenclJl1 palL 

.oU .oec...t.ion.o gtobate.o .oM un ouvflJtt, 

H) paWL tout i ~ 0 , f * (WX/Y 8 L (i)) e.6:t 6ai.blement po.oili6 e:t 

iii) POWI. tout t t: 1 , f. (wi/~ e.o:t 6tU.bl.emen;t po.o.ui6. 

Demonstration en pointille 

Dans [11], (5.2) et (5.3), est expliqueeune astuce : comment deduire iii) de 

ii). Considerant I' application naturelle 9( ) - SS ( ) , on tire facilement 

ii) de la forme effective donnee en i) : 

Soient a et K conme dans (2.4). Pour a grand, on a une inclusion 

F 8 IUy --+ Ka , et pour 5 = a. a t on conclut a la condition exigee par (2.4). 

Soi t done a prouver i). Q.ti tte a remplacer X par un rev~teJOOnt, a 1'instar de 

(1.11) ru de [11], (5.1), il suffit de considerer i = 0 , et done de regarder 

f*(WX;Y) • Quitte a retrecir X et Y en vari~te5 lisses et quasi-projectives, 

toot en laissant f projective, on peut supposer que f est plat. Soit V une 

desingularisation de V':: Xx y'" xX (s £Cis) et g: V ---to Y et g': V' -y 



les morphismes correspondants. en a [voir [11], (3.5) et [7 J, (3.4)] une 

inclusion g*Wy/Y. ~g~Wyl /Y = ~ f*~/y' et done d 'apres (2.2), on sait que 
(i f*WX/Y.) 8 f 8 wy est engendre par ses sections globales sur un ouvert. 

/11 1 

(l)ROLLAIRE 2.6.- So..i.en.:t f , f c.omme Mno (2.2), ,Q, > 1 , et K ..i.nveM1.bR.e.oW!. 

Y de. ~-UJn de KochWta. ma~. MoM 

Cf*u{/y @ I( 0 f 0 uy) vv 

eM; e.nge.n.cilte paJt. .oeA .oec;ti.ono gtobai.eA .oW!. un ouveAt. 

DelOOnstration 

Le theoreme (2.5) est a fortiori vrai si X et Y sont quasi-projectives. Naus 

pouvons done supposer f: X ~ Y plat et projectif, Y quasi-projective et 
oublier les enveloppes reflexives. On peut ecrire 

Im(f*f*wi/Y~ wilY) = wi/yc-B I
) ,pour un diviseur Bf a croisements normaux, 

apres avoir eclate X • Posons alors L = u{~ @ f* K , N = 9.. et B = 0 .. -1) • B I . 
On a LN( -B) = (wilY ( -B')) 0.-1) @ f*KR. . D' apres (2.4), il existe S > 0 tel que 
sCt-l),SCf*wilY) @ ,,8.R. est engendre par ses sections globales sur un ouveTt 

U#0. Ainsi f*SC t -l).B(f*wi/Y) {9 f*1(8.9.. ::: sCR.-n,S(f*f*u{/y) ® f*KB.9.. 

est engendre par ses sections globales sur f- 1CU) , ainsi que son image 
s(1-1).a(wi (_Bl) 0 f*Ka.R.= cwi·(R.-l)C-CR.-l)BI) @ f*KR.)B . Appliquons alors 

(2.2). Le f~sceau f*CL(l) @ WX~) @ f 0 uy = f*cwi/yc-r(t-'2·B']) @ K @ F @ uy 
est engendre par ses sections globales sur un ouvert • .:vlais on a 

f*wilYc-BII) ::: f*~/y pour tout diviseur effect if B" verifiant B":;; Bf ,ce qui 
permet de conclure. 

lbtation (2.7).- Soil Z une vaJvi.Ue pMjecUve non .6inguliehe, de cU.men.6lon de 
KodaiJta. non negative. SoU neZ) Ie plu..o petU elttieJt pO.6ilin t te.t que 

it app.uca:.tum Jta:.ti..o nneLte 0..6.60 cJjie a w~ a.it une. -ima.ge. de. cume.n.6io n K (Z) • 

De C2.6) on tire Ie 

COROLLAIRE C2. 8) • - Soa f: X --'» Y un mOhph..i6me. bUhjec;ti..6 enu.e deux vaJlJ..i.:te.o 

p1WjedJ...vu non .obtguUehu, de 6..f..bhe geneltale Xy connexe.. 

~o.i;t de dlmeno..i.on de KochWta. maxJ..ma.te m • AlaJv!J on a 

a) K(X) = K exy) 
b) nex) ~ n~\) . 

DelOOnstration 

+ KCY) 
{(m+2).n(Y)+2} (au {*} = - [-*J) . 

nCXy) 

SUPP0-60n.6 que Y 

Soit q> l'application rationnelle <p : Y ---+ <p(y) '----+ ]1'1 associee a 

~(y) , dont on peut supposer apres eclatement que c'est un morphisme. Posons 



----- _. 

F • (I)-Op ((m+ 1» • Alors F satisfait aux conditions (2. 1). Posons -I 
1 • ~a; .{("'~l¢(y)+2 let TO t - (0a+2) .~(Y) + 1) ~ 1 • D'apres (2.6). on sait que 1 

I (f~ 8 ~+ 1 8 F) vv est engeJ'ldr6 par ses sections g10bales sur Wl ouvert u. I 
) Puisque Fest contem dans ~ (Y) , et egal a ~ (Y) sur un ouvert, on sait i 

; a fortiori que f~1Y 8 c{+l+11(Y) • (m+1) '" f~~ 8 u{-n(Y} est engendre par ses i 

itt t 
: sections globales sur Wl ouvert, de D6De que f*WxIY 8 ~ = f*Wx 

I En part~rulier, on a une inclusion i: J:f(Y,~(Y» ---+J:f(y,(f.wi)VY) • On 

Is' affranchit de cette enveloppe reflexive par 1a construction [111, (7.3), qui 

DDlltre que, pour X et Y bien choisis, on a 

Jf(y,(f.wi)VV) .. Jfex,wi) 

L'inclusion i definit alors Wl diagra:ume CODIIUtatif 

X J.. 'I'(X) '-+ Pz 

fJ 19 r 
y <P cp(Y) '"'- P 1 

ou 'I' est l'application rationnelle associee II ui ' et oil pr est Wle projec

, tion. CoDIne cp est generiquement finie, 'f I X _ ' pour Y general, est dominante 
sur lOle cODIpOsante de g -lep(y) • Y 

: CollIDe f*~ est engendre par ses sections globales sur lUl ouvert, 'i'IXv 
; est l'application ratiomelle associee a w.l ' et done, par definition d'e t , 

I on a dim 'i' (xy) '" K (\) • Ainsi, on a dim" (X) = K (\) + dim Y , et done 

K (X) ~ K (X)) + dim Y • D t apr~s l' inegali te d' Ii taka [3], (theoreme 4), on a alors 

: K(X) = K(\) + dim Y • 

! Remarque (2.9) 

En s'Y prenant avec un peu plus de soins, on peut sfireJOOIlt ruOOliorer «2.8)b»). 

3. - FIGK>LAGE EI' CDNENfAIRES 
! 

,'IHEORB.tE 3.1.- (voir [7], (2.1)). SoU f :X--+ Y un fItOJtplr.ilJme dornOuutt de 

vaJL.iUu pItOjeclivu, avec. X liA.6e et y ltI.du.lie. So.i.en.t L WI 6a..i6C.fAU .i.nVe/l.-

.6.ible. ~WL X , B un d.i.v.i..6ewr. eUeeti.& a e.to,u,enre.ntb noJUlWtx, K WI 6Wc.eau 
, .inve/U.ible. ~WL Y numllLique.me.nt po.6.ui., et de cLi.mVt6.t.on de KDda..i.Ito. mWntlle.. 

~ A) SuPPO~On6 que t
N

( -B) ut ~em.i.-ample. POWL un N € }l* • Alou POUlt tout. P > 0 

I tout q ~ 0 et tou.t i ~ 0 , on c1 

l HPCY,Rqf.CWX 8 L(i)) 8 K) • 0 



B) Suppo.60n.4 qu.e. LN( -B) = f*K pOWL un N E :N* • Alo46 pOWL tout P > 0 1 toat 
q ~ 0 e:t tout i > 0 t on a. 

HPCY,Rqf*CUX 8 L(i)) = 0 

C) VCUL6 tu deux c.tU Rqf* (Wx/Y 9 L (i~ eAt .6a.n6 .to11.A'<'on~ pOUlt toat q :: 0 e;t 

.tout i~O • 

D!JIalstration 

,.A) 5i i = 0 , on prend L = 0 et B = 0 • On se ramene a i > 0 • C?nsiderons alors 

I un diviseur lisse effectif en position generale C tel que LN.k.~ = O(i .k.B+C) 

~ a ti(_[~J B + N\ CD = L (i) et done on peut supposer que i::: 1 et 

tN( -B) = a . En. reJlllla!;ant alors L par L' = L @ f*K ,on voH que A) est un 

cas partiOllier de B). 
I 

iB) Choisissons A un faisceau inversible tres ample verifiant les deux proprietes 

! suivantes. Premierement, A tue la cohonologie 
, . ..D q (i) 

11'" (Y,R f. Cux 0 L ) 8 A) =.0 

I pour trot p > 0 et tout q l;: 0 • Deuxiemement f- 1 A = D est Usse, ou A est une 

,section reduite generale de A = OCA) • Considerons la suite exacte d'adjonction 
t 

I 0 ~ w.x 9 L (i) ~ w.x 9 L (1) 9 0(0) - un 9 L (i) - 0 

! CoDJDe A est en position generale, la nultiplication par A sur Rqf*(Wx @ L (i)) 

est injective. On a done 

Rqf*(Wo 0 L(i)) = Rqf*CUX 8 LCi)) 9 AlA • 

Considerons la suite exacte 

o = #(Rqf*(~ 8 L (i) @ A) --.,. 

#CRqf*Cun 8 L (i» --+ 

If+1 (Rqf*(Wx 8 L (i))) -+ 0 . 

Par recurrence sur dimension Y ,il suffit alors, pour ii), de prouver la nuilite 

de E~q = H1(Rqf.(WX 8 L(i» • Si (~-1) est Ie plUS grand indice q tel que 

~q sait nul, on a E~~ = E~~ ,et la F-filtration sur Hl~(WX 9 L(i») issue 

de la suite spectrale de Leray.verifie FZ = F3 = •.• = Fqo+2=O. Done E!% 
,est inclus dans Hl~(UX 8 L(l») • Par (1.12) et (1.13), on a l'injeetivite de 

: tf (w,x 8 L (i» --+ If (Wx 9 L (i) @ 0(0)) , pour tout q ~ 0 et tout 

! poor toot q c:: 0 et toot i > 0 • On a le diagramme cOlJJl1l.ltatif 
I 
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,-- - E!fb c ________ --+. H 1 +Qo (Wx 8 L (i» 

i o. H11.("'x II L (ill II Al • H1"'<1o(lll L (il IIO(D)) 

C) en peut ·reJltllacer L par n' importe quel faisceau L 8 f* A ,pour A tres 

! ample et inversible sur Y , de sorte qu Ion peut supposer que . 

I
I C = Ker(Rqf*Cw.x 8 L (i» .~ R~*(Wx 8t (i» 8 O(A') est enge~re par ses sectiO~ ! 
globales, pour A' 1m div1seur tres ample contenant 1a tors1on de Rqf.(w.x 8 L ( » r 
D'apres (1.12), on a, pour i > 0 , une inclusion I 

I-fl(Wx 8 L (i» -+ tflcwx 8 L (i) 8 O(f*A')) , C4':li, d'apres A) et B) est une inclu

sion HP(R~*(Wx 8 L(i») ~ HP(R~*(Wx 8-t(1» 8 O(A'» • Donc C = 0 . 
(Pour i:::: 0, faire COJIllOO dans A» • 

. COROlJ..AIRE 3.2.- Soie.nt f, L, B c.ontme cJanJ, (3.1) A) ou B). Soli g: Y - Z 

I un mDJtph..i4me gl.nlJU.queme.n.t 6hl, oil. Z eU:. plWjeeUve e:t JLI.duU:e. Al.iJ1U 

I RPg* R~* (Wx 6) L (i» = 0 POLLJr. tout P > 0 , tout q ~ 0 eX told i I: 0 • 
I i DelOOnstration 

I Soit H un faisceau inversible ample sur Z • Posons K:::: g*H . K veri fie 

les hypotheses de (3.1),B). Prenons H suffisamment ample pour que 

RPg* Rqf*(Wx.6) L(i» 8 H soit engendre par ses sections globales et que 

I 
! 

~(Z,Rlg*(R~*(w.x 8 L(i» 8 H» :::: 0 

I pour tout k> a , tout t ~ 0 • On en d6duit 

iHP(Y,Rqf*(Wx 6) LCi» 8 K) = HP(Z,RPg.(Rqf*(Wx 8 L(i») 6) H) 

I (3. 1) ,A) • 

I Remarque 3.3.-

. en conclut par 

Intuitivement, (3.1) et (3.2) signifient que les faisceaux R~.(Wx 6) L(i» 

. se cOJl1>Ortent COJllOO Wy, pour Y mn singulier. 

: (3.4) Les conditions posees en (1.12), qui forcent 1 'a.nrulation, parattraient 

I artificielles si lion n'avait pas en tete Ie concept suivant develo~ par 

! Y. Kawamata. 

Pour X projective et lisse. L inversib1e et numeriquement positif 

Y. Kawamata [6] definit 1a dimension lJ..IJDI§rique vel) de L canme Ie plus grand 

entier e tel que C1(L)e ne sa it pas numeriquemcnt nul. Puis i1 dit de 



L qu'il est numeriguement bon si vel) :: K(L) 

tence d'un diagramme 

. Dans ce cas, i1 prouve l' cxis-

ou Y et Z· sont deux varietes projectives lisses, nest birationnelle, at il 
existe a € Ii* et tID faisceau inversible numeriquement positif N sur Z 
verifiant v(N)= KeN)= dimZ tels que n*La = f*N • (En fait, utilisant Ia 

m&te construction, il montre d'me fa~on generale que vel) ~ K(L)) . Si on prond 

HI inversible et ample sur Z , l' contient HI pour e grand, et donc 

(1i* L)aea contient H = f*H' . Posons b = a- a . Puisque NY €9 H' est ample, 

pour tout y ~ 0 (n'" L) b-c. @ H est semi -ample pour tout c ~ 0 

COROLLAlRE 3.5.- Soient X une va.JLi...Ue. plLojec:Uve w.oe, L un oai.6c.eau inveJl.

lJ.ible, N € Ii* , B un divi.oeu.Jt e.66e.c:.t1.6 a c.JLo.u,e.me.n.t6 noJW!aU.x .tw que 
L N( -B) .ooU numeJr....i.queme.nt bon. Al.oM lu mOJtpwmu tPi ,q de. (1.10) .cont 

.oUltject..in.o pOUlt.tout q ~ 0 e:t.tou.t i > 0 . 

Demonstration : ColllOO nous venons de voir, on peut appliquer (1. 12) sur Y , 

a n*D et u*LN(-B) . n suffit alors de montrer que 1'on peut "redescendre" 

a X. On applique donc Ia compatibilite des faisceaux Wx @ L(i) aux eclate

ments [101, (2.3). 

I. 
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