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REVETEMENTS CYCLIQUES II

{Autour du théoreéme d'annulation de
J. Kollar)

Héléne ESNAULT et Eckart VIEHWEG

Dans la premitre partie de ce travail [4], nous avons discuté une généralisa-
tion du théorgme d'ammulation de Kodaira aux diviseurs a coefficients dans @ ,
| obtenue indépendamment par Y. Kawamata et le second auteur. Nous avons essayé de
mettre en lumiére le lien avec la théorie de Hodge de P. Deligne [2] .
| Récemment, J. Kollar [7] a démontré une autre généralisation importante du
; théorzme d'annulation de Kodaira. Il considere une variété algébrique projective
» X définie sur € , un faisceau inversible semi-ample (1.8) L et un diviseur
. D associé a une puissance positive de L . Alors le morphisme d'adjonction

HIX, 1% 8 wy () —H(D,1* & )

est surjectif pour q20 et a>0 . En fait S.G Tankeev avait déja démontré
[9] la mBme assertion pour L engendré par ses sections globales, D ume sec-
tion lisse de L et a=1

Le but premier de cet article est de redonner une démonstration du résultat
de J. Kollar dans 1'esprit de [4], c'est-a-dire uniquement basée sur une inter-
prétation de la thé€orie de Hodge de P. Deligne [2] (voir §1). En ce sens on fait
le lien entre les deux points de vue présentés dans [7] et [4] . On me surprendra v

i

pas les experts en annoncant que cette méthode conduit & une généralisation pour |
diviseurs & coefficients dans € de la surjectivité de 1'application d'adjonction
((1.11) et (1.12)).

Ainsi que tout théorémé d'annulation, celui-ci a des applications immédiates,
par exemple & 1'étude des variétés de grande dimension {6] . J. Kollar a lui-méme
réalisé que cela redémontrait le théoréme de positivité de 1'image directe du
| faisceau dualisant de Pujita-Kawamata [5] en en simplifiant considérablement
la démonstration. De plus, la "faible positivité" devient effective. Dans le §2




£,

nous discutons ces points. Combinés avec des méthodes inaugurées dans [11] , ils
fournissent une forme explicite de 1'additivité de la dimension de Kodaira dans
une famille sur une base de type général ((2.8.b)). _

Afin d'étre complets, nous tirons de ce qui précéde, de mféme que dans [7] ,
une forme relative du théordme d'anmulation (3.1). Enfin, nous faisons dans |
(3.4) le lien entre les hypothises de (1.12) qui semblent tomber du ciel et cel-
les, elles trés naturelles, développées tout récemment par Y. Kawamata [6] .
Nous écrivens explicitement ce qui est déja contenu implicitement dans [6] , &
savoir le théortme d'anmulation sous sa forme probablement la plus générale
(3.5).

Au début 1984, nous avons recu la premitre version du travail de J. Kollar.
S'en est suivi un échange de lettres dans lesquelles sont discutés plusieurs
points présentés ici, comme par exemple (2.8. b)) sous une forme plus faible et |
avec ume démonstration bien trop compliquée ! Comme, dans le forme définitive de l
. son travail, J. Kollir n'y revient pas, nous y revenons nous-mémes. Nous le i
i remercions, ainsi que Y. Kawamata, pour 1l'envoi régulier de leurs travaux.

" 1.- THEOREMES D'ANNULATION

| Toutes les variétés considérées dans cet article sont projectives et définies
sur € . QX <D> désigne le complexe des formes holomorphes sur X & pBles
. logarithmiques le long d'un diviseur 2 croisements normaux D

THEOREME 1.1.- Soient X une vanilté prwjective Lisse, L un faisceau inversi-
} ble engendné par ses sections globales, C et D deux divisewrns effectifs sans
composanie commune tefs que D soit adduit et C+D  sodit.d crodlsements nonmaux.
On suppose que O(D) s0it contenu dans une puissance positive de L . Alons |
L' inclusion naturelle

R, e ol wre (D) — K, 8o ©)

est une bijection pour fout qz20 .

Démonstration

De méme que dans [4] , (2.1), et [10], (theorem III), on utilise les
arguments de F. Bogomolov [1]. .

Considérons le morphisme f:X-—Y défini par [ . Ona L =f*H pour un
faisceau inversible H trgs ample. Si Ho(f."1 ] Q;l( <C>) =0 , 1'assertion est
triviale. Sinon, il existe une injection 6: L-—-——9n§‘( <C> dont on veut montrer
que 1l'image est contenue dans a?( <D+C>(-D) .Ona

| f*aC (Y) ~0(0 =0 (») .




Pour montrer (+), prenons g=s/t dans €(Y) , ot s et £ sont dans HO(L) .
D'aprés Deligne [2], (3.2.13), les formes différentielles globales & pbles lo- i
garithmiques sont fermées. Des lors on a ds=dgat =0 . ’i

Soit maintenant g€ €(Y) tel que D soit contenu dans 1'image inverse par
f du diviseur défini par g . On écrit localement f*g=xm.u , POUr Xx un
paramétre local d'une composante irréductible de D et u une unité.

Ona f*dg = n. ™ . w, » ol wo=cbc+m_1 W
de (2;(<C> sur Oy au point considéré. Si vy est un générateur local de (L) ,
ona wAy=0,etdonc y=uAy', op y'Eﬂ?{%C} . Comme g, =X .
(x'l.dx +m'1.u.du) est dans Q;( <C+D> (-D) , on a prouvé que ¢6(L) est inclus
dans Q% <C+D>(-D) aux points génériques de D , et par suite sur X puisque
les deux faisceaux sont localement libres.

Remarques
(1.2) L'argument montre en particulier que si H° (L'1 2] Q% <C>) est non nul,

‘alors on a q2dimY . Autrement dit, dans ce cas ona q2x(L) , o k(L) est
* 1a dimension de Kodaira de L [1] .

.x.u"1 .du est un générateur local

(1.3) L'hypoth&se "L est engendré par ses sections globaleé” peut &tre affaiblie
. par les techniques de revEtement que nous expliquons par la suite.

- (1.4) Posons D= J.LDj , ou les D. sont les composantes irréductibles de D ,

i et notons n% <C> le faisceau des q-formes holomorphes 3 pbles logarithmiques

- 1e long de 1L Dj NC . Alors le conoyau de 1'inclusion g;l( <C+D>(-D) --—»Q% <C>

- est inclus dans Q% <C> , et lui est égal si D=D . En un point ot D a pour
équation locale Xqe ..xk=0 » C a pour équation locale Yisiot Vs = 0 , pour
un systéme local de coordonnées (x1 NS U EPRRINS P R PETD »Zn) >

| n% <C+D>(-D) est engendré sur (g par

| d;  dyjy dxy dxy dx;
DXy eee Xy) a A2 Adz i — = —lAa,eoAa—
1 k ‘IQ’P’J!""K‘:C[ IJK XI )’J K XI X11 Xi\)
I={ix,...,i\’} y» Il =v  etc ...
Donc S‘L%C:» — Q%<C> est donné par
b deadag
IJK D SR
[1]+[3]+[K}=q Ly
, dy
4 > bIJK dXIA ---‘-J-AdZK
re{1,... k-1 !mt A

(1.5) Le théortme (1.1) dit donc que 1'application naturelle
X, e o) -, o n%<c>)

| est nulle,
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THEOREME 1.6.~ Soient X ume varidll profective Lisse, L um faisceau inversdi-
ble engendné par ses sections globales, D un diviseur effectif et néduit &
croisements nowmux. On suppose que O(D) s0it contenu dans une puissance positi-
ve de L . Alons fLe moxphisme de nesiriction

Hix, 1 —s #o, )
est nul pour tout i>0 et fout q20 .

Remarque 1.7.- Bien sfir on peut reformuler (1.6) comme suit :

X, L 0)— X, 1Y) est surjectif pour tout i>0 et
tout qz20 .
Ou bien, dualement

H (X,uy 8 11 — P X0y 8 L10))

est injectif pour tout p=n-q20 et tout i>0 .
Ou bien encore, le morphisme d'adjonction

WX,y 8 L1(0)) — BP0, 0 1Y)

est surjectif pour tout i>0 et tout p20 .
Dans la suite, nous changerons souvent de 1'une & 1'autre notation.

Démonstration de (1.6)

Posons N=i+1 et choisissons un diviseur lisse C sans composante commune
avec D , tels que D+C soit un diviseur 3 croisements normaux et LNaO(C) .
On extrait la racine N-iéme de C [4] , (1.7). On obtient les diagrammes
commutatifs suivants

X ¢ D < )

'p et X est sa normalisation. Notons que A est réduit.

Considérons les deux diagrammes
H(z,0—1—1@,0

N

HiX,0)

ot A=1mw




\Pl* r'*
Hq(X,Oz)

liés par l'inclusion €— 0 .
' On a

Ker j'*=Ker y'* . i
C'est ce qu'explique P. Deligne dans Hodge II et III, et que nous reproduisons
ici pour la commodité du lecteur, qui peut déjia remarquer que cela est triviale-
ment vrai si A est lisse.

D'apreés [2], (8.2.2), j* et r* sont des morphismes de structures de Hodge
mixtes, et en tant que tels compatibles strictement aux filtrations par le poids
et de Hodge [2], (2.3.5).

Sachant de plus que Gr."r* est injectif et que H3(Z,€) et HI(E,O)

: portent en fait des structures de Hodge pures, on en déduit [2], (8.2.7), que
| Ker ¥*=Ker j*

Utilisant maintenant que Hq(O) est un terme extréme de Gr.F , on en déduit
''que Ker ¥'*=XKer j'* .
\ Nous renvoyons ici & J. Steenbrink {8], (§7), (§15), pour une description plus
 explicite de ces résultats.

Le groupe de Galois opere sur w, 7', "' et donc les diagrammes précédents
sont décomposables en espaces propres. En particulier, on a

s ji* s
Hlx, ™ 2o,

*
¥

H@,1™ 8 o)
} Ainsi qu'il est expliqué dans [4] , (1.10), V¥;* est par dualité de Hodge com-
plexe conjugué de
H(X,05<> 8 'y — K@% e ™) .
D

: Cette application est nulle d'aprés (1.1) et (1.5), et donc j} est nulle
d'aprés ce qui précéde.

- (1.8) On dit d'un faisceau inversible L[ sur une variété X qu'il est numérique-
ment positif si son degré sur toute courbe T tracée sur X vérifie dgrLz(3 .
On dit de L qu'il est semi-ample si une de ses puissances positives est engen-
drée par ses sections globales.

Ly



méonms 1.9.- (J. xonar) Sowuc X une variété projective Lisse, L un

faisceau invensible semi-ample, D un diviseur effectif tel que 0(D) so0it
contenu dans une puissance positive de L ., Alons L'application naturelle

o, D)) — e, 1™ !
est sunjective pour tout i>0 ef fout qz20 .
Démonstration

Nous réduisomns (1.9) & (1.6) de la facon suivante :

a) On peut supposer que L" = O(A.D) pour deux entiers positifs Aetn . De
fait, ona L7 = 0(D+D') , et il suffit bien sOr de prouver 1‘'assertion pour
D+D' , 3 cause de la factorisation

i -p-pn)) — 1Y

\ L/

i 1))

b) Considérons la situation suivante :

z-—-\——»)iv

ol 7 est un revétement de X 2 singularités au plus rationnelles, et o une
désmgulansatmn quelconque. Posons L1 f*L , = f*D . Si

Hq(l.1 (-D )] -—--rﬂq(l_1 ) est surjectlve pour tout 1 >0 et tout qz20 , alors
le théoréme est démntré, puisque Lt (resp. L 1(-D)) est un facteur dlrect
de £ L1 (resp. £, L - -D, )} et que f n'a pas de cohomologie relative.

c) Posons w = identité et prenons pour ¢ une désingularisation plongée de D .
On peut ainsi supposer que D est un diviseur a croisements normaux, avec multi-
plicités.

. d) Prenons pour w le rev8tement de Kawamata [5], (Theorem (1.7)). On peut ainsi

supposer D= m‘Dréd

e) I1 suffit alors de prouver la surjectivité de

KL (-k.D 6d)) — HI(L 3 - k-1) .D_q) pour tout k21 , tout i>0 et tout

| qz 0 . Mais alors, d'aprés a), une puissance de L ((k-1).D d) est égale 3 une
f puissance de L . En d'autres termes on peut supposer que D est réduit.

|
f) Prenons maintenant une puissance LN de L qui soit engendrée par ses sections

L

globales. Prenons une base de celles-ci de sorte que les diviseurs associés ¢



Corollaires

-

soient lisses et que les C;+D soient des diviseurs & croisements normaux. On
construit un revétement 7w : X' -—> X comme revétement successif d'extraction !
N-itme des ¢ - Alors 7w*L est engendré par ses sections globales, w”’D
reste réduit et G(TI“TD) est contenu dans une puissance positive de 7w*L . On a
applique alors (1.6).

(1.10) Nous généralisons maintenant le théoreme (1.9) de facon évidente aux
revétements, ainsi que Kawamata [61], (3.2), 1'a fait. On considére donc L in-
versible, B un diviseur effectif & croisements normaux et LN(——B) , pour
NEN* , sur X projective et lisse. On introduit alors les faisceaux
= -5 141, (1.8), et on étudie les applications

b o ¢ #o, L D7 oy i, D7)

pour D um diviseur effectif tel que O(D) soit inclus dans une puissance de
N
£°¢-B) . |

Soient X,L,N,B et D comme dans (1.10)

(1.11) On suppose que LN(~B) est semi-ample. Alonrs @i a est sunjective poun
i>0 et q20 ’

(1.12) On suppose qu'il exisite un faisceau inversibfe semi-ample K contenu dans

j (LN(-B))b, powr un bEN* | Lef que (LN(-B))b‘YS K s0it semi-ample pour fout

Yz 0. Alors "’i,q est surnjective pour i>0 et q20 .

Remarque (1.13).- Une situation typique ol 1a condition de (1.12) est remplie est
la suivante : il existe un morphisme f:X-—> 7 , un faisceau inversible M ,

. numériquement positif et de dimension de Kodaira maximale, tel que £*M= (LN(—~B))°‘,

"pour un a>0 . Alors K= f*K', ob K' est un faisceau ample, dont on peut

supposer qu'il est contenu dans M . Bien sfr MY 8 K' est ample pour tout
¥>0 .
On remarque ainsi que (1.11) est un cas particulier de (1.12).

Démonstration de (1.11)
LN'k

Ecrivons (-k.B) =M , oi M est engendré par ses sections globales.

. Choisissons une section C lisse sans composante commune avec B telle que

"B+C soit un diviseur 2 croisements normaux. Extrayons la racine (N.k)-iéme

de C+k.B:7:X'—>X .Ona nM-= M’k'N , pour un faisceau inversible

M' , et puisque 7w*M est engendré par ses sections globales, M' est semi-
ample. D'aprés (1.9), 1l'application

- 1
Hiex M)

8 10(-D)) — Hix', M7 ")



est surjective pour tout q20 . D'autre part, par construction on a M’ =0(C'),
o w:C'— C est un isomorphisme, puisque C est lisse et 7w est totalement
ramifi€ sur C . De la suite exacte 0'-—--u"——~a»o —-—a-e -—> 0 ondéduxt
la suite exacte O — m,M' 1—-—-»‘1:.0 ,-——POC—'—*PO D:mc wﬂ' ‘=M eV oi

¥N-1 ,
Ta ox,eoxav . D'aprés [4], (1.8), ona V= @ LU‘) 7 . On en déduit (1.11)
par formule de projection. 1

Démonstration de (1.12)

Ecrivons (LN(-B))b = K(E) , pour E um diviseur effectif. Puisque les fais-
ceaux L(l) sont compatibles aux morphismes biratiommels, {101, (2.3), on peut
supposer que B+E est un diviseur 3 croisements normaux. Comme
( LN(-B) )b. (c- N.b.c

Dgg=1
(1.11).

(-b.c.B-E) est semi-ample pour tout ¢22 ,ona

= Li(-{-j%@]} si c est trés grand. On applique alors

2.- APPLICATIONS A LA SITUATION RELATIVE

Tout d'abord nous esquissons bridvement comment 1'on obtient & partir des
théorgmes d'annulation des théortmes de positivité pour les images du faisceau
' dualisant dans une famille. Nous renvoyons 2 J. Kollar [ 7] pour plus de détails
sur ce point.

(2.1) Soient Y une variété projective lisse et F un faisceau inversible. On
suppose que pour un point en position générale y , on ait la propriété suivante :
Soit &6: Y'—> Y 1'éclatement de y et Ey la composante exceptiommelle.
| Alors &*F(-m. Ey) est mmériquement positif et de dimension de Kodaira maximale
m=dimY . Si Y est une courbe, cela signifie bien sOr que F(-y) est ample.

| Rappelons que les faisceaux Lcl) sont introduits en (1.10).

i

THEORIME 2.2.- Soient f£:X—> Y un morphisme dominant entre deux variétés pro-

‘jwtéuu Lisses, et F comme dans (2.1) . Sodent L un faisceau inversible et

| B un diviseur & croisements nonmaux dur X tels que une puissance positive

da N (-B) 404t engendrée par ses sections globales sun un ouvert de la forme
T, powrun N positif. Alons £, Gy ,y @ 0 L) 0w, 8 F st engendrs pn

- sed AechnA globales sur un ouvert, pour fout iz20

Démonstration
'; Nous réduisons d'abord la situation au cas ol i »1 , et LN(—~B) = Ox

{ (Pour i=0, prendre L= 0}( et B=0) . Pour cela, remarquons que 1l'on peut
l supposer que L (-B) est engendré par ses sections globales sur un cuvert




W

de la forme :{E"1 () en remplacant LN(~B) par une puissance positive, et pour
la m8me raison, on peut supposer que i=1 . 81 C est une section générale de
LN(-—B) , choisissons un morphisme birationnel g¢: X'—> X tel que C'=0*C
soit & croisements normaux ainsi que B'+(C' , ol B'=g*B . Posons L' =g*

Ona une inclusion L['(- [B +C! 1) — L’(-—[-——-}) qu1 est un isomorphisme au—dessus

de £ (U) , et 1'on peut donc travailler avec L'N ~(B'+C"')) au lieu de N (-B).
Prenons maintenant un point y €Y en position générale ; de sorte que

le diagramme
x'——-ﬁ-'—y,x
ol e
! Y'——p—rY .
5 Posons D=£'*(E) E,x £y

M=£'*&F(-m.D)
=f'*(6*F(—m.Ey)) .

On a Wyy et &t mx((m—l).D) , et donc M@ wx,{D)—'! S1*{f*F B wx)

Puisque &* F(—m.Ey) est de dimension de Kodaira maximale, une puissance con-
}tient un faisceau ample qui contient lui-méme O(Ey) . Ainsi une puissance de M
contient (O(D) . Posons L'=M® §*L et B'=6*B . On a bien siir
%L'N(-—B') = MN %] 6*(LN(~B)) = MN . D'aprés la remarque (1.13), on peut alors
lappliquer (1.12), et 1'on obtient que 1'application d'adjonction

Hio, & e mx,(D)) — H@, -1 8w

est surjective. Mais on a e, L (-[———]) 8 “k'(DD Hq(X £*F8 L(U @wx)

t W, B euy =HE Ty, 27 8 (0 @y | )

Ty
le point y étant dans le lieu plat de f , on a changement de base. Prenant
maintenant q=0 , on obtient la surjection cherchée

M )
o, FO £y, @ L) Buy) —> FO £,y y 8 L) Buy 8L,

bﬁ cy est le corps résiduel de 0Oy y
i >

Ranarqye (2.3)
‘t L'hypothése (2.1) implique a fortiori que F est numériquement positif et de
dimension de Kodaira maximale. Nous allons voir en (3.1)ii) que cela implique :

" (i), _ q V(1)
‘ HIX, £ F 8 w, 8 L )-}P(Y,F@wY@Rf*Kmxﬁ@L )

L

¢

i

(2.1) soit vérifié, que f soit lisseen y et que 6’*1_(” §'*L(- (&8 B}) dans

]

i
3



Le méme argument que dans (2.2}, oli 1'on remplace 1'hypothése de fin de démons-

~ tration q=0 par q=p prouve donc que :

RPE, (ay y @ tereu

est engendré par ses sections globales sur un ouvert.

J. Kollér utilise une forme un peu différente de (2.2) afin de donner une
preuve facile du théortme de positivité de Pujita-Kawamata. Sans vouloir entrer
dans trop de détails concernant ce théoréme’, nous nous consacrons directement
aux applications et introduisons pour ce la

Définition 2.4.- Soient E un faisceau sans torsdion sur une varniété Lisse Y et
K un faisceau invernsibfe de dimension de Kodaira maximafe. Alons E est dit
faiblement positif si pour Tout a>0 , {iL existe B>0 <tels que

404t engendné par ses sections globales sun un ouvert non vide, ol vv désigne
£'enveloppe réflexive.

Une telle définition ne dépend pas de K (en particulier on peut prendre pour
K un faisceau ample) puisque si (K} = x(K'), alors on a

K'cKacK‘b , pour deux entiers positifs a et b (voir par
exemple [11],(6.3)). a

THEOREME 2.5.- Soient f:X—Y un monphisme surjectif entre variétés projecti-
ves Lisses, F comme dans (2.1) et LV(-B) comme dans (2.2). Afors

i) powr fout s>0 et fout 120 %(f*wx/y e L)) 8 Fou, est engendrs par
ses sections globafes sun un ouvert, '

iipowr tout 120 , f£,(wxyy ® L)) est gaiblement positif et

iii) pour tout 221, f,(w}% /‘{) est faiblement positif.

Démonstration en pointillé

Dans [11], (5.2) et (5.3), est expliquéeune astuce : comment déduire iii) de
ii). Considérant 1'application naturelle 3( } —> SS( ) , on tire facilement
1i) de la forme effective donnée en i) :

Soient o et K comme dans (2.4). Pour B grand, on a une inclusion
F® wy — k8 , et pour s=a.B , on conclut 2 la condition exigée par (2.4).

Soit donc & prouver i). Quitte 3 remplacer X par un revétement, & 1'instar de
(1.11) ou de [11], (5.1), il suffit de considérer i=0 , et donc de regarder
f*("“XJY) . Quitte a rétrécir X et Y en variétés lisses et quasi-projectives,
tout en laissant f projective, on peut supposer que f est plat. Soit V une
désingularisation de V* =Xxy... xX (s fois) et g:V—»Y et ‘g' A e §
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les morphismes correspondants. On a [voir [11], (3.5) et [7], (3.4)] une
inclusion g*wV/Y———;g"'wV'/Y = 3 f*mX/Y et donc d'aprés (2.2), on sait que
( f*wx /Y) 8 F8 wy est engendré par ses sections globales sur un ouvert.

COROLLAIRE 2.6.- Sodent £ , F comme dans (2.2), &>1 , et K inversible sun
Y de dimension de Kodaina maximale. Alosns
2 Vv
(f,,wx/Y@K®F@wY)
est engendns pan ses sections globafes sur un ocuvert.

Démonstration

Le théoréme (Z.5) est a fortiori vrai si X et Y sont quasi-projectives. Nous
pouvons donc supposer f :X-—>Y plat et projectif, Y quasi-projective et
oublier les enveloppes réflexives. On peut écrire

- o s
Im(f*f*m& YTy /Y) = Wy /Y( B') , pour ungc}%mseur B' 2 croisements normaux,
aprés avoir éclaté X . Posons alors L = Wy 7y ® f*K , N=2 et B={(2~1).B'.
ona N-B) - (wfw(-zzf))(“”” ® £k* . Dlapres (2.4), il existe 8>0 tel que
8(2-1) ‘8(f*m§‘ /Y) g kB-% est engendré par ses sections globales sur un ouvert
. (BB % sgB Al _ q(8-1).B e 2 xpBe L
U#P . Ainsi £*S (f*mx/Y)efK =S (f f*mX/Y)ﬁfK
est engendré par ses sections globales sur f_1 (U) , ainsi que son image
s(10-B,¢ (B 8 £r et (w‘f*{ﬁ"'”(-(g-ns') g £+ . Appliquons alors
. (m _ L . (-1.B
(2.2). Le faisceau f*(L, 8 wX/Y) QF8 wy = f*(‘”X/Y( {-———£——~]) BK®FB® Wy
est engendré par ses sections globales sur un ocuvert. Mais on a

2’ <t —_ 9’ 273 . - 1 St £ "SR! 1
£y /Y( B = f.uy /y Pour tout diviseur effectif B' vérifiant B"<B' , ce qui
permet de conclure.

Notation (2.7).- Soit 7 une varniété projective non sdinguliere, de dimension de
Kodaira non négative. Soit n(l) Le plus petit entien positif % Zel que
L application rationnelle associée d wyz“ ait une Amage de dimemsion «(Z) .

De (2.6) on tire le

COROLLAIRE (2.8).- Soit f:X—= Y un moaphisme surjectif entre deux vaniéiés
pro fjectives non singulidres, de fibre génénale Xy connexe. Supposons que Y
S04t de dimension de Kodaira maximale m . Alors on a

a) k(X) = k(X)) + k(Y)

b) n(0) SnCx ). {(m*g)(k;)m*’z }oGon s} = - [-4D) .

Démonstration
Soit ¢ 1'application rationnelle ¢ : Y— @(Y) <~ P. associée a

1
NQ(Y) » dont on peut supposer aprés éclatement que c'est un morphisme. Posons




r-w*op ((m+1)) . Alors F satisfait aux conditions (2.1). Posons l
“()Sr) {(““’2) n(Y)+2}et r=2-((m+2).nCY) +1) 21 . D'aprés (2.6), on sait qxe!

: 3

{

| (ffwm 6 u{,’” @ YV est engendré par ses sections globales sur un ouvert U .
3 Puisque F est contera dans mr;(Y) , et égal a m;(y) sur un ouvert, on sait

!
- a fortiori que f,,mf'( N 8 m?!m(y) - (e 1) est engendré par ses

sections globales sur un ocuvert, de mfme que f*“X/Y 8 w& = f,,m;

|
i

En paniwlier, on a une inclusion i :HO(Y; n.()')) M}F(Y,(f*wilw) .
s'affranchit de cette enveloppe réflexive par la construction [11], (7.3), qui
montre que, pour X et Y bien choisis, on a

0, Ean™) = P Xup .

L'inclusion i définit alors un diagramme commutatif :

X~ vy — P,

| kP

Y-("')* @(Y) e PI

ol Y est 1'application ratiomnelle associée a u& , et ol pr est une projec-

. tion. Comme ¢ est génériquement finie, \Pl , pour y général, est dominante
sur une composante de g_lcp()') . %

’ Comme f,,mfz est engendré par ses sections globales sur un ouvert,

i‘est 1'application rationnelle associée a % , et donc, par définition )c;)e' L,

‘!ona dim ¥(X)) = k(X)) . Ainsi, ona dim ¥(X) = k(X)) +dimY , et donc

i"(X) ZK()sr) +dim Y . D'aprds 1'inégalité d'Iitaka (3], (théortme 4), on a alors

iK(X) = K()S,) + dim Y

{ Remarque (2.9)

{  En s'y prenant avec un peu plus de soins, on peut slirement améliorer ((2.8)b)).

“ 3.~ FIGNOLAGE ET COMMENTAIRES

 THEORBME 3.1.- (voir [7], (2.1)). Soit £:X—> Y un monphisme dominant de
varnistés profectives, avee X Lisse et Y ndduite. Sodient L un faisceau inver-
4ible sun X , B un diviseun effectif a croisements monmaux, K un faisceau
dnvensible sun Y mmémuemmt positif et de dimension de Kodaira maximale.

| A) Supposons que N (-B) est semi-ample pour un NEN* . Alons pour tout p>0
ltauz q20 et tout i20 , ona

i PR,y 8 L) 00 =0



B) Supposons que LN(~B)=f*K pour un NeN* | Alors pour tout p>0 , tout
q20 et tout i>0, ona

I{P(Y,qu*(&x A

i e e, i

C) Dans Les deux cas R, (wy,y 8 LV est sans tonsion, poun tout q20 et
tout i20 .
Démonstration

A) Si i=0 ,onprend L=0 et B=0 . On se raméne 3 i>0 . Considérons alors:

un diviseur lisse effectif en position générale C tel que RS =0(i.k.B+C) .

Ona LJL(--[i‘k B+ ot ch = L(i) et donc on peut supposer que i=1 et

_ LN(—B) = 0 . En remplacant alors L par L' =L ® f*K , on voit que A) est un
cas particulier de B).

;B) Choisissons A un faisceau inversible tres ample vérifiant les deux propriétés
| suivantes, Premidrement, A tue la cohomologie

‘ HP(Y,RIE, (w, 8 1@y 84 =0
5pour tout p>0 et tout qz20 . Deuxieémement f'1A=D est lisse, ol A est une
isection réduite générale de A = 0(A) . Considérons la suite exacte d'adjonction

i . N .
! 0—>uy Lm—-—»wx@L(l)eO(D)-—-»mD@ (@ o

'Comme A est en position générale, la multiplication par A sur qu*(wx 8 L(l)) ‘
est injective. On a donc

R,y 0 LD) = R, 8 L)) 8 4y,
Considérons la suite exacte
0=HP i, (w8 L) & 4) —
HP (RO, (uy @ L)) —
P @, w8 1)) — 0
Par récurrence sur dimension Y , il suffit alors, pour ii), de prouver la nullité
de E;q = H (qu*(uﬁ( 8 L(i)) . 8i (gy-1) est le plus grand indice q tel que
E;q soit nul, on a E%qﬁ = E;% , et la F-filtration sur Hi%(wx 8 L(lj) issue

de la suite spectrale de Leray vérifie Fy=Fz=...=Fq =0 . Donc El%

iczsst inclus dans H“qO(wX & L(i)) . Par (1.12) et (1.13), on a 1l'injectivité de
i

Hp(wx 8 L(i)) —-—’»Hp(mx & L(i) ® 0(D)) , pour tout q20 et tout

!pour tout q20 et tout i>0 . On a le diagramme commutatif



4

‘ El%. » 1'%, 8 1)

| |

* | L s
| i

| 0=H' (1%, (w, 81) 0 1) H'*%(, 8 LD 8 00))

Donc E'% -0 .

C) On peut remplacer L par n'importe quel faisceau [ ® f*A , pour A trés l
ample et inversible sur Y , de sorte qu'on peut supposer que '
C = Ker(qu. (wx 8 L(l)) ——-—-»qu,,(wx OL(l)) ® 0(A') est engendré par ses section§ ;
globales, pour A' un diviseur trés ample contenant la torsion de qu*(“‘x 8 L(1 ))}
D'aprés (1.12), on a, pour i1>0 , une inclusion ' !
i, @ L)) — Hlwy 8 1D 8 0(£24")) , qui, d'apres A) et B) est une inclu-
sion H (R, (wy 8 LE))) — KR, (wy 0-1P) 0 0a")) . Donc c=0 .

(Pour i=0, faire comme dans A)). i

| COROLLAIRE 3.2.- Soient f, L, B comme dans (3.1) A) ou B). Soit g:Y—+1
un morphisme génériquement {ini, od 1 esl projective et néduite. Alors
RPg, qu,(mx 8 LWy =0 pour tout p>0 , tout q20 et tout iz20

Démonstration

Soit H un faisceau inversible ample sur Z . Posons K = g*H . K vérifie
les hypotheses de (3.1),B). Prenons H suffisamment ample pour que
Rpg,, qu, (“’x, e L(l)) ® H soit engendré par ses sections globales et que

H 2, R, (RO, (0, 8 L) e 1)) = 0
pour tout k>0, tout 220 . On en déduit

HP (Y, R, (o, 8 L)) 8 K) = HO(z,RPg, (R, (uy @ t@yy e #) . on conclut par
(3.1,A).

Remarque 3.3.-

Intuitivement, (3.1) et (3.2) signifient que les faisceaux qu,.(mx @ L(l))
'se comportent comme wy » pour Y npon singulier.

: (3.4) Les conditions posées en (1.12), qui forcent 1'anmulation, paraftraient
;artificielles si 1'on n'avait pas en t&te le concept suivant développé par

{ Y. Kawamata. .

| Pour X projective et lisse, L inversible et numériquement positif

Y. Kawamata [6] définit la dimension mmérique v(L) de L comme le plus grand
entier e tel que cl(L)e ne soit pas mumériquement nul. Puis il dit de

1
i
L



L qu'il est numériquement bon si v({) = x(L}) . Dans ce cas, il prouve 1'exis-
tence d'un diagramme

N

ot Y et Z2 sont deux variétés projectives lisses, n est biratiomnelle, et il

existe a€ N* et un faisceau inversible numériquement positif N sur 2
vérifiant V(N)= x(N)= dimZ tels que n*1® = £*N . (En fait, utilisant la
méme construction, il montre d'une fagon générale que v(l) 2x(L)) . Si on prend
H' inversible et ample sur Z , NE contient H' pour B grand, et donc
(ﬂ*L)a"B contient H = f*H' . Posons b=aef . Puisque NY 8 ' est ample,
pour tout Y20 , (n*L)b'C 8 H est semi-ample pour tout cz20

COROLLAIRE 3.5.~- Soient X une varilié projective fisse, L un faisceau Lnver-
sibfe, NEN* , B un diviseur effectif a croisements nommaux tels que

LN(~B) 604t numériquement bon, Alons Les morphismes q’i,q de (1.10) sont
sunjectifs pour tout q20 et fout i>0 .

Démonstration : Comme nous venons de voir, on peut appliquer (1.12) sur Y ,

& n*D et u*I_N(—B) . I1 suffit alors de montrer que 1l'on peut ''redescendre’
(1)
L

4 X . On applique donc la compatibilité des faisceaux Wy 8 aux éclate-

ments [10], (2.3).
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