
-.

Le Spectre d'une Singularite d'un germe

de courbe plane

Le Van Thanh and J.H.M. Steenbrink

Max-Planck-Institut
für Mathematik
Gottfried-Claren-Str. 26
5300 Bann 3

MPI/88-33



Le Spectre d'une Singularite d'un germe

, de courbe plane

Le Van Tbanh
Institute of Mathematics
P.O. Box 631 Bobo
10000 Banoi, Vietnam

Resume

J.B.M. Steenbrink
Mathematieal Insti tute
Catholie Universi ty
Toernooiveld
6525 ED Nijmegen 1 The Netherlancls

Comme applieation de la theorie des 5tructures de Bodge Mixtes (SHM) on donne dans cette note

un algoritbme pour ealeuler le spectre d'une singularite d'un germe de eourhe plane.

§o. Introduction

Le speetre d 'une singularite isolee cl 'bypersurface complexe est· une suite (01, ••. , 0 IJ) de nombres

rationnels qui est reliee au polynome earact.eristique de Ia monodromie de Ia fibration de Milnor par 1&

formule L\( t) = TI (t - exp 2,..;0; ), voir [5]. Le speetre peut etre construit eorrune une suite d 'exp08aDts
j=1

"caracteristiques" dans le developpement asymptotique de eertaines integrales oseillantes M, [M]. n est

eo relation avee les racines de eertains polynomes de Bernstein [M], [Y] et ave<: les pöles de eertaines

series de Diriehlet~Mellin [Cl.

n est done interessant d 'avoir un algorithme pour talculer le spectre. Ce probleme a ete resolu pour

les e88 non-degeneres ou quasi-homogenes dans [V] (en dimension 1) et [SI (en toute dimension, voir [Sa

2].et [KV]) et dans [Sa 1] pour le eas des eourhes irreductibles.

Dans cette note on donne une formule ponr le spectre dans le cas d'un germe de eourbe plane queleonque

reduit.

Les auteurs remercient le Max-Planck-Institut rur Mathematik a Bonn ponr BOn h08pitalite. Ils

remercient aussi E. Brieskorn qui sait creer clans BOn seminaire un libre eehange d'ideees.

§1. Notations et formulation du resultat

1.1. Soit V un espace C-vectoriel de dimension finie muni d 'une filtration decroissante finie Fo. Soit 1

UD automorphisme de V d'ordre fini eompatihle avec la filtration F, i.e. ,(FP) =FP pour tout p. On

Dote aussi, l'automorphisme induit sur le quotient FP/Fp+l = G~ et 8p = dimGr~. Alors pour tout
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entier n il existe des nombres rationnels Cipj, 1 :5 j :5 8 p, n - p - 1 < Qpj :5 n - p tel que

det(t. ld - I; Gr1-) =II(t - exp(-2'1"iopi »·
i::l

Nous definissons

SPn(V, F,1) := LL(O'pj)
p i

que nous interpretons comme element du graupe abelien libre engendre par Q. Si no- := #{(j, p)ICipi = 0'h
alors par definition SPn(V, F, 1) = Lo-EQ no-(O')'

1.2. Soit j : (C2 ,O) -+ (C,O) le germe en 0 d'une fonction analytique sans facteurs earres. On note

encore j un representant convenable de ce germe defini sur un voisinage ouvert 8B8ez petit B de 0 E (}2

tel que, pour tout." > 0 assez petit par rapport aB, la fondion j induit sur Bnj-l(8A.,,) une fibration

Coo-Iocalement triviale - la fibration de Mi/nor [Mi] • qui est encore denotee par f. Ici on denote par

.6." le disque de rayon." de centre 0 E C et par 8.6." soo bord. On denote par Boo la fibre de eette

fibration appeIee fibre de Milnor. La cohomologie des fibres de la fibration de Milnor definit un fibre

vectoriel complexe Bur 8.6." qui est un systeme loeal, appeIe la fibration de Milnor cohomologique de f.
La monodromie M de cette fibration cohomologique est appeIee aUBSi la monodromie de I.

1.3. Rappeions [5] que H 1(Boo ) porte une structure de Bodge mixte. On definit

ou M, est la partie semi-simple de M, qui agit comme un automorphisme de la SBM sur Hl(Boo ). On

appelle SP(/) le spectre de f. Remarquons que cette definition coincide avec ceile de [V].

1.4. Seit ?rl : Z -+ B la bonne resolution minimale du germe I. Par definition, le diviseur exception­

nel de '1"1 est l'ensemble ?r11(0) Qui a pour composantes irreductibles des droites projectives complexes

ElJ ••• ,Ern qui se coupent normalernent et ou EI est la comp06ante provenant du premier eclatement.

Le transforme strict Eo de 1- 1(0) dans Z est I'adherence dans Z de (f O 'l"I)-I(O)\ U E". nest constitue
,,>0

de r courbes disjoi~tes Ffai;), k =1, ... , r qui sont lisses et intersectent E' = U Eil transversalement en
,,>0

m

des points reguliere. On note E = U Eil et on dit que E" et E p sont voisineß si v 1= JJ et E" n E p 1= 0.
11::0

Pour chaque composante Eil, v> 0, on note 111 le nombre des voisins de Eil et on I'appelle la va/ence de

Eil' La composante Eil est appeIee une composante de rupture si "(" ~ 3.

Une chaine dans E est une sui te {EII(i)} de composantes de E tel que v = {1, ... , k} -+ {1, ... , m}

soit injectif et EII(i) et E II(i+l) soient voisins pOUl i = 1, ... ,k - 1. Pour chaque v> 1 il existe une Beule

composante Ep(,,), appelee son prldlceß&eur teile que Eil et Ep(,,) 80ient voisios et que la ehaine (unique)

de EI vers Eil passe par Ep(II)' A chaque branche I" de I on associe une chaine unique.qui part de
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EI et aboutit a E~k). Ces chaines son appelees les chaints glodl3iquts. Une chaine maximale situee 8.

I'exterieur des chaines geodesiques est appelee une chaint morlt. Une chaine morte a comme extremites

une comp08ante de rupture et une composante El1 , v > 1, avec 111 = 1, qui s'appelle une txtremiU morlt.

On note

C· = {v E {I, .... , m}lv = 1 OU El1 est une compoaante de rupture}

Nous demontrerons le

1.5. Theoreme. POSOnB dl1 = ordE..(f), 611 = P9cd(d", dp(l1») (v > 1). POUI chaque v E G" et

i = 1, ... 1 d" - 1 DOtOns

(i) mil1 = -1 +E~{~}
ou on BOmme sur les JJ tels que E~ soit voisin de E" (lee composantes de Eo inclues) et oit {Q'} est

la partie non-entiere de Q', definie par Q' - {Q'} E Z et 0 :5 {Q'} < 1.

(ii) Pour 0 < Q' < 1 posons

- n~ =#{v E C·lv > 1 et 6J1Q' E Z}i

- n~ = E(o) mi" OU dans L(o) on 80mme sur les (v, i) avec v E (]-, i E Z avec i/d" = 1 - Q'j

- n o = n~ + n:.
Finalement 80it no ="r - 1. Alors on a

§2. Rappels sur la structure de Bodge mixte de 1a cohomologie da la fibre de Milnor

2.1. NoUB exposoßs ici I'essentiel des notations et des resultats de [S] pour le cas des cOUfbes planes.

La SHM sur la cohomologie de la fibre de Milnor Boo de f est constituee de deux filtrations: une

filtration croissante W (filtration par le poids) sur HI(Brol Q) et une filtration decroissante F (filtration

de Hodge) sur H 1(BO:H C) qui, pour chaque 8 E Z, induit une structure de Hodge de poids 8 sur le

quotient Gr~ = W,/W,_I'

Pour avoir une SHM "utile", il faut construire ees filtrat ions de maniere fonctorielle et canonique.

L'idee essentielle de Deligne [D] est la euivante: on construit un espace X avec un eomplexe de faisceaux

bifiltre (K, W, F) tels que Hk(X, K') ~ Hk(Bro I Cl' et tels que F induise une strueture de Badge pure

de poids k + r sur Hk (X, Cr~K'). Pour realiser cette construetion dans notre eaB, iJ faut resoudre lee

singularites et definir le complexe K' associe BUX cycles evanescents.

2.2. Nous reprenons les notations du §1. Nous SUPP080DS pour simplifier que Tl = I, done DOUS avons
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avec ~ =f 0 "'1 et .6. le disque unite.

Soient d = ppcm{db ... 1 dm }, ~ une copie de ß et u : ~ -+ ß le revetement ramifie defini par

-u(t) =td
. NotonB Z la normalisation du produit fibre Z X,d Ä et n : Z -+ Z, i : ~ -+ ~ lea applications

naturelles. Alors D = i-l(O) est reduit (cf [S]) et on a le diagranune commutatif suivant

D C· Z n
--+ Z

! !i

o E ~ ~ ß

P060nB D", = n-l(E,,), v = 0,1, ... ,mo Alors D" -+ E" est UD recouvremeot cyclique rB.lIliße de degre ' ',:'

d".

L'espace Z n'est pas lisse: eo general i1 ades singularites quotients cycliques.

2.3. Remarque. Le groupe I'd des racines d-iemes d'unite agit sur .6. par C(, z) l-+ (z.' Cette action se

releve en une action sur Z qui permute lea fibres de n. Notons "y l'action du generateur exp 2ri/dde I'd.

sur Z et D.
. .

• ..'~ -,., .-~~'t. '.
2.4. D~flnition. Pour Y C Z l'inclusion d'un diviseur Y dans une variete lisse Z on definit le 'faiaceau .

n~(logY) des germes de p-formes w meronxuphes sur Z qui BOnt holomorphes sur $\Y. e~ ,teI,-que w' et _ .

dw aient au plus un pOle simple le Iong de Y. . .'

2.5. Definition. Soit ZO la partie regwi~re de Z et j : ZO -+ Z l'inclusion. On pose 'Oi'A(log D) =

i_ [O~o(log D)(i-Oi(log 0)]. On dispoee d'une differentielle

d: 01 -+ O~,a(log D).

2.6. Definition. On pose IY = UD", E' = U E", KO = n.On', K I = n.[O~'A(IogD) ~ On']
1'>0 ",>0

d: KO -+ K I Ia differentielle induite.

2.7. Theoreme. ([S]).

(i) Hk (Bex" C) !:!! H}(E', K');

(ii) Gr}HIc(Boo,C) e! Hk(E',KO) et

Gr}Hk(Boo , C) e! H"-I(E', KI);

(üi) I'action de Ia partie semisimpie M, de la monodromie comcide avec l'action "y du gener~teur de I'd.
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3. Demonstration du Theoreme 1.5.

3.1. ObservonB que si SP(f) = Lo- Ao- . (0'), alors Ao- = 0 si 10'1 ~ 1. Oe plus, Ao- = A-o-. Il s'en suit que

AO est egal a la multiplieite de la valeur propre 1 de M, done a r-l ou rest le nombre de branches de f

en o. De plus,

det(tl - M" Gr~Hl(Boo, C) = n (t - e(-0'».\"
0<0-<1

done la eonnaissanee de ee polynome et de r implique teile de SP(f).

3.2. Notons Pli =n-1(E" n Ep(,,», v> 1. C'est ~n ensemble de 61J points. Notons n", : D IJ -+ EIJ . Alors

on a une suite exacte de type Mayer.Vietoris

m m

0-+ KO -+ Ef)nlJ.OD.. -+ Ef)n.Op.. -+ 0
1J=1 1J=2

donnant une suite exacte de cohomologie

m m m

0-+ HO(E',Ko) -+ Ef)HO(E",nlJ.OD..) -+ E9Cp
.. -+ H1(E',Ko) -+ E9H 1(E",n"._OD..) -+ 0

1J=1 ,,:::2 lIa1

qui est equivariante pour I'action de 1 =M,.

3.3. D'apres [5] (lenuna 3.14) on a:

d ..-l

n".OD.. = EB OE..(-I- milJ)
i=O

et 1 agit sur (Ies sections de) OB.. (-1 - milJ) par multiplication avec e(i/dlJ )

Posons

Alors on obtient

Q,,(t) = det(tI- 1; H1(EIJ ,nlJ.ODJ) det(tI - 1; HO(E IJ ,nlJ .OD..»-1
R",(t) =det(tI - 1; C

p
.. ) (v ~ 1);

R1(t) = 1.

m

det(tI - MI! Gr~H1(BocnC» =(t - 1) nQIJ(t)R... (t)
1J=1

paree que 1 = I sur HO(E', KO) ~ C.

3.4. D'apres [5], 1 induit une permutation cyelique des points dans les fibres de n. Done

v = 2, ... ,m.

Oe plus, 3.3 implique que
d.. -l

QIJ(t) = rr (t - e(i/dlJ»-x....
i=O
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ou X."i est la earacteriBtique d'Euler-Poineare de OE..(-l - mi.,). Paree que E., !:! p\ on obtient

X."i =-mi." done
d.. -l

Q.,(t) = rr (t - e(i/d.,»m;....
i=O

3.5. Pour eontinuer la demonstration de 1.5, on verifie que les contributions des V fI. er soot negligeables,

e'est 8. dire
,

Lemme. Pour v rt. G-, on a Q.,(t)R.,(t) =1.

Preuve. Si v rt. er alors on ales deux cas 8uivan~:

(i) E., est une extremite morte. Alors d.. ldp(...), parce que 1e diviseur

E =Eo + E~=l d... E.. satisfait E· E.. == 0, dooe d" . E~ + dp(,,) == O.

On a ffii" = -1 pour i = 0•... ,d" -1 et Oll == dll donc RII(f) == fd.. -1 =

(ü)

La valence de E" est egale A deux. Alors les voiains de E" 80nt Ep(,,) et Ep avec v == P(p). (Parce

que Ia resolution de 1 est minimale, il est impossible que E" intersecte Eo clans ce C88.) On a

d"E~ + dp(lI) + dp =O. Done 0., == op et mi., == -1 si i divise dp/op et 0 sin~n. On entore obtient

Q.,(t)~(t) == 1.

3.6. Corollaire. det(tI- M., Gr'J.Hl(B«:I' C» == (t - 1) TI Q.,(t)R..'(t) .
...eG-

3.7. 11 s'ensuit que pour 0 < Q < 1, la multiplicite n a de Q dans 8P(/) est egale 8-

"0 == E{msll Iv E G., i E {I, .. otdll -I} avee 1- Q == i/dll}

+ #{v E ~\{1} /3j E {l" .. Oll} avee 1- Ct == j/oll}

Ceci termine la demonstration du Theoreme 1.5.

3.8. Example. f == (z~ - y~)(za - 11') : JJ == 27, r == 2.

------_._--.--- .-

,

~l)

~ 1S

On a er == {I, 2,3}.
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mi:l = 1

'Vi #- 8,11.13.14

i = 9,11,13,14.

E3 : d3 = 24,63 = 3, r71;3 = 1, i = 11,14,17,19,20,22,23 et mi3 = 0 sinon.

Done le spectre de f est

Oll chaque nombre a la multiplicite 1.
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