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PERIODES P-ADIQUES ET

LOIS DE RECIPROCITE

EXPLICITES

DENIS BENOIS

INTRODUCTION

Soit L un corps local de caracteristique 0, a corps residuel de caracreristique p. On note L une
clöture algebrique de Let on pose GL = Gal(LIL). Soit pp. le groupe des racines de l'unite d'ordre
divisible par pn. Si L contient pp., on definit le symbole de Hilbert comme etant l'accouplement

(, )p. : L· xL· ~ Jlp. ,

Oll PL : L* ~ Glb est I'application de roci prociw.
Les lois de reciprocite classiques donnent l'expression de ce symbole en termes du corps L. Des

resultats generaux dans cette direction ont ete demontres par H. Brückner [Br], S.V. Vostokov [V]
et S. Sen [S] . Rappelons le resultat de S. Sen.

Notons 0 L l'anneau des entiers de L et choisissons une uniformisante rr de 0 L. Soit rlL le
OL-module des Zp-differentielles de l'anneau OL et soit d : OL -t rlL l'application canonique.
On sait que rl L est engendre par drr et que son annulateur est la differente 'D L de l'extension
LJQp. Si a E OL et si da = adtr, on voit que a est bien defini modulo 'D L . On pose *= a et

D log(a) = a-1*. '
Fixons un generateur (p. de JLp.' Soit vp : L* -+ R la valuation de L normalisee par vp(p) = 1.

Theoreme (5. SEN). Soient a,ß E L* et suppejsons que vp(ß -1) > P:l' Alors on a

( ß)
_ (p\rTr (D~ol;~;l) log(ß»

0', p. - p. ,

ou Tr designe la trace de L sur Qp.

Remarquons aussi que R. F. Coleman [Col] a donne une formule complete poue le symbole dans
les corps cyclotomiques. Cette formule implique la loi de S. Sen pour L =Qp(p.). .

Soit maintenant F un groupe formel de dimension d et de hauteur finie h defini sur I'anneau
des entiers d'un corps local K. Soit EF,n le groupe de pn-torsion de F et soit LIK une extension
finie qui contient les coordonnees des elements de EF,n. On note VJeL l'ideal maximal de OL et
F(mL) Je groupe des 9J1L -points de F. On definit l'analogue du symbole de Hilbert comme etant
I'accouplement:

(, )F,n : L* X F(rotL) --t,EF,n,

(O,ß)F,n = 'j'pda) -F 'j',
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2 DENIS BENOIS

Oll 'Y est une racine de l'equation [pn](x) = ß. Si Fest le groupe multiplicatif, cet accouplement co
incide avec le symbole de Hilbert. A. Wiles [W] et F. Destrempes [D] ont donne la loi de nkiprocite
explicite pour les groupes formeis de Lubin-Tate, generalisant ainsi les resultats d'Iwasawa et de
Sen. L'approche de R. F. Coleman a ce contexte a ete developpee par E. de Shalit [dSh]. V.A.
Kolyvagin [Ko] a reHe les formules explicites acertains invariants galoisiens.

Le but de cet article est de demontrer une generalisation des formules de S. Sen pour tout les
groupes formeis p-divisihles. Soit MF le module de Dieudonne de la fibre speciale de F. On associe
a. F un module filtre (DF, D};.), ou DF = MF@K et ou D} C DF s'identifie a,l'espace des formes
differentielles F~invariantes (cf. [F], [C]). On peut donner une interpretation eIementaire de DF:
il s'identifie au quotient de l'espa.ce des F-formes differentielles de seconde espece par celui des
formes exactes.

Choisissons une hase Wb ..• , Wh de DF de sorte que Wb ... , Wd formentune hase de D~ (0K) et
posons AWi = JWi. On voit que les series AW1 ' ••• ,AWd sont des logarithmes de F. Le groupe EF,n
est isomorphe a (Z/pnZ)h. Fixons une hase el = (eP), ... ,dd»), ... ,eh = (eil), ... ,eid)) de EF,n et
posons

d' (k)

A' . (e -) d{j = '" 8Awi (e -) ~j
w, ) d1r W 8x J d1r

k;;;:l k

Introduisons la matrice suivante

8L,n.= pn A~d (el)!~· A~d (e2)~
AWd+1 (ed AWd+ 1 (e2)

AwA(el) AWh (e2) AWA(eh)
Posons XL,n = (Xij ) = SL,ln' Nou:.l obtenons le resultat suivant (cf. theoreme 2.5.1).

Theoreme. n existe une constante c(F) teile que, si vp(ß) = min{vp(ßd, ... ,Vp(ßd)} > c(F) I

alors

h d d
(a,ß)F,n = ?= ?=[Tr (Xija-1d; AWj (ß))](€i)'

I;;;: 1 );;;:1

Remarquons que c(F) ne depend pas de n. Si K est non ramifie , on a c(F) = P~I'

Dans le cas multiplicatif (de Luhin-Tate) cette formule coincide avec la loi de S. Sen (de A. Wiles
[W] et F. Destrempes [D]). Elle donne aussi une forme explicite des invariants de V.A. Kolyvagin.

Dans [BK] , S. Bloch et K. Kato ont demontre le theoreme de comparaison entre l'application de
Coates-Wiles et celle de Fontain~Messing. Leur resultat peut etre vu comme la loi de reciprocite
pour les motifs Z(r) (si r = 1, on retrouve le cas multiplicatif). K. Kato [K] a donne la loi de
reciprocite pour T~r generalisant le resultat de A. Wiles dans cette direction.

La methode de cet article est proehe de celle de K. Kato [K]. Au lieu des cohomologies cristallines
nous utilisons les cons'tr~ctions explicites des periodes p-adiques [Co2], [F4], [Cl. On peut utiliser
cette metode pour traiter le cas des varietes abeliennes.

Remarquons aussi que lastructure des formules de Brückner-Vostokov est absolument differentes
(mais cf. [Ku]). V.A. Abrashkin m'a communique qu'il a generalise leur resultat aux groupes
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formeis sur un corps non ramifie [A2] (cf. aussi [Al]). Dans son travail la construction des
periodes joue aussi un role essentiel.

Ce travail a ete fait pendant un sejour a. I'Universite Bordeaux I. Je voudrais remercier le
departement de mathematiques et informatique de l'universite et eIES pour leur hospitalite et
soutien financier.1 Une partie de cet article a ete ecrite pendant un sejour au "Arbeitsgruppe AG
und Zahlentheorie "(MPG, Berlin) que je remercie egalement. Je voud rais remercier aussi S.V.
Vostokov pour l'interet qu 'il a porte a. ce travail.

Notations principales.
K - un corps local de caracteristique 0,
1ro -une uniformisante de K,
[( - la clöture algebrique de K,
C - le compIete de K,
vp - la valuation discrete sur C teIle que vp(p) = 1,
DM - l' anneau des entiers du corps de valuation discrete M (M = K, L, C ),
Mo - la sous-extension maximale non-ramifiee de M,
OO1M - l'ideal maximal de 0 M,

1)M - la differente d'e M/Qp,
GM - le graupe de Galois absolu de M,
a = P:l + Vp (1)K),
JLp" - le groupe des racines pn-iemes de l'unite,
(pli - une racine primitive pfl-ieme de l'unite,
XM - le caractere cyclotomique de M,
L - une extension finie de K,
1r - une uniformisante de L,
r=max{k IPp" CL},
Tr - la trace de L Bur Qp,
F - un groupe formel p-divisible sur OK,
TF - le module de Tate de F,
tF - l'espace tangent de F.

1. PRELIMINAIRES

1.1. Symboles locaux (cf.[Se], ch.14). Dans ce paragraphe L est un corps local acorps residuel
fini de caracteristique p, L est une clöture separable de L et GL = Gal(L/L). Si M est un G L

module, on note Hi(GL , M), i E Nies groupes de cohomologie de GL acaefficients dans M. On
sait que HO(GL,L*) = L* et que Il1(GL,L*) = O. Le groupe de Brauer Br(L) = H 2 (GL,L*)
s'identifie a Q/Z.

On note Pm le groupe des racines m-iemes de f'unite de L. Si car(L) f m, on a une suite exacte

o~ JJm -+ L* ~ L* -+ O.

Elle induit une suite exacte de cohomologie

(1.1)

1 Pendant le travail BUr cet article j'ai beneticie aussi de 1'aide financiere de Volkswagen
FOI'8chung et de RFFI.
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d'ou H2(GL ,J-Lm) ~ Z/mZ.
Rappeions la. definition du symbole local. La suite exacte courte

o-+ Z -+ Q -+ Q/Z -+ 0

induit un homomorphisme

En composant 8 avec le produit cohomologique

on obtient l'accouplement

On peut considerer cet a.ccouplement comme UD systeme d'accouplement modulo m :

(,)m : L" X H1(GL,Z/mZ) ---+ Z/mZ.

Les applications (, )p. induisent, pa.r passage a. la. limite, un accouplement

ou H~ (GL, Zp) designe le groupe des ca.racteres conti nus dc GL. 0 n peut don ne rune interpretation
du (, )m en termes de la theorie du corps de classes. Soit

l'application de reciproeite. Le resultat suivant est bien connu (cf. [Se], chap. 14, prop. 3 ).

Proposition 1.1.1. Si a E L" et 1/J E H1 (CL, Z/mZ) on a

Supposons L de ca.racteristique O. Alors', pour tout m, Ia suite (1.1) induit un homomorphisme

En composant 8m avec Ie produit

on obtient un homomorphisme

On sait qu'il coineide avec le symbole (, )m •

On note OL l'anneau des entiers de L, et UL le groupe des unites de OL. On note DJ1L l'ideal
maximal de 0 L et on pose

1
IDtL,l={xeIDtL\vp(x) > p-1}'



PERIODES P-ADIQUES ET LOIS DE RECIPROCITE EXPLICITES

On sait que pour tout x E rotL,l la serie

00 m

exp(x) =:E~
1=0 m.

converge vers un element de UL. L'application

exp : rolL,t --+ UL

ainsi definie est un homomorphisme.
Soit

5

XL: CL --+ z;
le caractere qui donne l'action de GL sur les racines de l'unite d'ordre une puissance de p (le
caractere cyclotomique). Posons r = max{k IJLp-" CL}. On dispose d'un caractere additif:

Notons K.L,n la reduction de K.L modulo pn.

Proposition 1.1.2. Si 0' E rolL,1J on a

Remarque. Comme Qp((p") CL, on a Vp('DL) ~ vp('DQp((p"») = r - P:l' On obtient maintenant
a 11"\-1 d' ,Tr(a) Zque pr E ,lJ L OU pr E p'

Demonstration. Proposition 1.1.1 montre que

rPdexp(a))-t _ /,exp( -Tr(a»
,,",p. - ,,",p" •

On a alors,
XL(PL(exp(o))) = exp(-Tr(o)) ,

d 'ou la proposition.

Corollaire 1.1.3. Si 0 E rotL,t, on a

1
(exp(o), K.L)poo = - -Tr(o).

pr
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1.2. Le cas de caracteristique p. Soient [( un corps local de caracteristique p, f< sa clöture
separable, GK = GaJ(Kj[() et Rep(GK) la categorie de Fp-representations de GK. On montre
ici qu'il existe un analogue du symbole d'Artin-Schreier pour tout V E Rep (GK ) .

L'endomorphisme de Frobenius 4> opere sur f< :

On appele ~module sur K la donnee d'un [(-espace vectoriel M muni d'une application ~semi

lineaire :
4>: M--+M,

4>(Ax) = 4>(A)4>(x) ,A E K.

Soit Mr/J = K 0r/J M l'espace deduit de M par l'extension des scaJaires 4> K --+ K. Alors
I'application semi-lim~ai re ind uitune application lineai re

t1> : MtjJ --+ M, .

On dit que M est ~etale si t1> est bijective et si M est de la dimension finie.
On note <bMet la categorie des mod ules ~etaJes.

Proposition 1.2.1. i) Le foncteur

V f---t (V 0 K6~P)GK

induit une 0- equivalence de categories.
ii) Le foncteur

V : ~M~t -+ Rep(GK),

M f---t (M @ K d p)tjJ=l

est un quasi-inverse de D.

C'est un cas particulier de la Proposition 1.2.6 de [F5].
Soient M un module tj>-etaJe et V = V(M) .

Lemme 1.2.2. La suite

o-+ V -+ M ®K K ~-l~ M ®K j( -+ 0

est exacte.

Demonstration. On sait que la suite

(1.2)
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est exacte. En prenant le produit tensoriel de cette suite avec V on obtient la suite exacte

On a aussi M ®K K ~ V ® K, d'ou le lemme.

Soit LIK une extension finie separable. La suite (1.2) induit un homomorphisme

o - 1OM,L : M®K L = H (GL,M0K [() -t H (GL, V).

Si GL apere trivialement sur V, on a V = EB~=l Fpei et

En composant OM,L avec le symbole

on obtient l'accouplement
(, ]M,L : L * X (M ®K L) -t V .

Lemme 1.2.3. Si 0' E L* et ß E M 0K L, on a

(0', ß]M,L = ePL (0) - e,
f

ou e est une meine de l'equation (</J - l)(x) = ß.

Demonstration. On voit que OM,L(ß) a comme representant le cocycle

f: gl-7c9-e,

ou (4J - l)(c) = ß. D'apres la proposition 1.1.1 on a

7

Remarque. Si Mo = K est si 4> : Mo -+ Mo l'application naturelle A1-7 ,\P, on a V(M) = Fp et
le symbole (, ]Mo,L coincide avec le symbole d'Artin-Schreier. On sait que

da
(a, ß]Mo,L = Tr res(~ ß) ,

ou Tr est la tra.ce de L Bur Fp (cf. [Se], ch.14, prop.15). ,
On fixe une base ml, ... , mh de M et on note A la matrice de </J Bur cette hase. Soit B une

solution de l'equation ABrJJ = B et soit

On voit facilement que VI, ... , Vh forment une hase de V. Posons X = B- 1 . La proposition suivante
est presque evidente. .
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Proposition 1.2.4. Soit ß= E~=l ßjmj. Alors

ou TI- est la trace du corps residuel de L sur Fp.

Demonstration. Notons (, ]Mo,L le symbole d'Artin-Schreier. Puisque

h h h h

ß =Lßj (L ViXij) = L (LßjXij ) Vi,

j=1 i=1 i=1 j=1

1.3. Le cas de caracteristique o. Dans toute la suite de cet article on suppose !( de car
acteristique O. On note k une clöture algebrique de K. Soit F un groupe formel commutatif
detini sur OK de dimension d = dim(F) et de hauteur finie h = ht(F). On note EF,n le groupe
de pn-torsion de F, TF = lim EFn le module de Tate et si n E N on note [n] l'endomorphisme

.(-n I

multiplication par n de F. On a EF,n ~ TFlpnTF. Soit LIK une extension finie. La suite exacte
courte

induit un homomorphisme
OF,n : F(91tL) -+ H 1 (GL, EF,n) .

Proposition 1.3.1. Le compose de OF,n avec le symbole (, )p" donne l'accouplement

Si 0' E L· et ß E F(91tL ), on a
.f.

(O:',ß)F,n = ,pda) -F"

ou , E F(91tR) est une solution de l'equation [pn](x) = ß.

Demonstration. Nous repetons les arguments du lemme 1.2.3. On a

On voit que OF,n(ß) a comme representant le cocycle g....-+ ,9 -F ,. On a alors,

On appele cet accouplement le symbole de Hilbert attache au groupe F. Le but de cet article
est de trouver une formule explicite pour ce symbole.
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1.4.Formes differentielles sur F (cf. [Fl], [CD. Soit F un groupe formel sur OK, d = dim(F),
et h = ht(F). Posons X'= (Xl, ... ,Xd), Y = (YlI ... ,Yd) pour simplifier les notations. Une forme
differentielle w = g(X) dX sera dite de seeonde espece, si

i) Il existe Aw E K[[X]] tel que dAw = w.
ii) Il existe rEN tel que

pr Aw(F(X, Y)) == pr Aw(X) + pr Aw(Y) (mod OK[[X, Y]]).

On dit que w est exacte si elle est de seconde espece et si il existe r tel que prAw E 0 K [[X]].
Posons

DF = {farmes de seconde espece}/ {formes exactes}.

On dit que w est F-invariante si w(F(X, Y)) = w(X). L'espaee D~ de ees formes est un
sous-espace de DF . Il est clair, que si w est invariante, on a

done Aw est un logarithme de F.
Notons aussi que D F ~ K 0Ko MF, ou MF est le module de Dieudonne de la fibre speciale

de F. On identifie D~ al'espace eotangent tp.(K) de F et DF/D~ a. l'espace tangent tF- (K) du
groupe dual. Les modules t~(OK) et tF-(OK) sont des reseaux de D~ et de DF/D}.

Rappeions maintenant la definition de l'applieation exponentielle. Soit D~(OK) ~ t~(OK) le
sous-OK-module des differentielles invariantes a. coefficients entiers. Soient L une extension finie
de K et ro!L,1 = {x E Llvp(x) > P:I}' On sait que si a E F(DJtL,t} et w E D}(OK), la seri~ Aw(a)
converge vers un element de DJtL,l' Soit

I'applieation definie par

On sait que lF est un isomorphisme et on note

l'application inverse. En comp08ant eF avec 8F,n : F(91tL) --+ H 1 (CL, EF,n) on obtient l'appli
cation exponentielle:

Supposons que CL apere trivialement sur EF,n. Notans

le compose de eF avec le symbole de Hilbert (, )F,n : L* X F(91tL) --+ EF,n.
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Lemme 1.4.1. Si a E L- et ß E F(VJlL,d, on a

La demonstration est evidente.
Fixons {l"",{h une base de EF,n et WI, ••• ,Wd une base de tj;.(OK)' Soit wL...,w~ la base duale

a. Wl,. .. ,Wd •

Alors, si a E L- et ß= 2:1=1 ß;wj E tF(VJlL,l) , on a

d d h

(a, ß]F,n =L(a, ßjWj]F,n = L L(a, ß;]~~n(ei) ,
;=1 j=l i=l

ou
( ']~~n : L - X rolL,lWj ---+ Z/pnZ

sont "les coordonnees" de (, ]F,n. On peut ecrire.le lemme 1.4.1 sous la forme suivante

d h

(a, ß)F,n = L L(a, AWj (ß)]~~n(ei) .
j~l i=l .

1.5. Anneau BdR (cf.. (F2]). Dans ce no. K est un corps local de caracteristique O. On note
j( une clöture algebrique de K et C le compIete de f<. On choisit une uniformisante 7r0 de K.
Rappeions briEwement la construction des anneaux des periodes p-adiques. La limite projective

R = lim(Oc / pOc)
~

n

(la fleche est l'e1E~va.tion a. la. puissance p-ieme) est munie d'une structure naturelle d'anneau. Si

x = (xo,Xl1"') E R on definit les elements x(n) comme limx-+oo x~:m, DU Xk est un relEwement
de Xk dans Oe. On a x(n+1)p = x(n). Muni de la valuation v(x) = vp(x(O)), R est un anneau
de valuation complet et de caracteristique p. Le corps residuel correspondant est isomorphe a la
c1öture separable kdp de k.

Soit W(R) l'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans R. Pour tout x E R on note
[x] = (x, 0, ...) son representant de Teichmüller dans W(R). L'application

I

8 : W(R) ---+ Oe

00 00

L[xn]pn t---+ L x~O) pn
n=O n=O

est un homomorphisme des anneaux.
Posons WK(R) = !( 0oKo W(R). On a, ators, un homomorphisme

L [xn] 1ro~ L x~O) 7r~
n»-oo n»-oo

'"
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deduit de 8 par extension des scalaires. Son noyau JK est un ideal principal, engendre par un
element 'Y = 1To + u, u E 11'(R), tel que 8(u) =- 1To.

On pose

BtRIK = ~WK(R)IJK
" n

Alors B~RIK = ,EtRIK est un ideal maximal de EtRIK , le corps residuel est isomorphe aC.
L'anneau BtR est ainsi muni d'une valuation discrete.

Notons

o 0 +
BdRIK = 'Y'BdRIK .

Soit 1, (PI (p2, ... une suite des racines de l'unite teIle que (;A = (pA-i. Soit € E R tel que
€(n) =(pA. La serie

converge dans BtR/K vers un generateur de B~R/K. Le groupe GK opere sur ta l'aide du caractere
cyclotomique: tg = XK(g)t. On a l'isomorphisme canonique

B i IEi+l ti(B+ lEI ) - tiC ....... C( 0). dRIK dR/K = dR/K dRIK - - I

Le corps B dR/ K ne depend pas du choix de K : si K eLle plongement BdRIK C BdRIL est
un isomorphisme. On note, ainsi, BdR =BdR/ K pour K quelconque.

Sur la topologie de BdR cf. [F2]. Posons JO K = JK n (OK ®OK
o

W(R)).

Lemme 1.5.1. Soient LIK une e:dension finie totalement ramifiee, 1T une uniformisante de L et
'U E W(R) tel que 8(u) = -1T ,. donc 1T + U est un generateur de JoL • Alors l'element

rr (1r u+ u)
gEGal(LIK)

est un generateur de Jo K •

Demonstmtion. cf. [F2], 2.10.

CorollB.ire 1.5.2. Soi! f (x) un polynome. minimal de 1T sur !(. A lors (1r + U) /' (1r) est un
generateur de JOKIJbK.

Demonstration. Comme

rr (1ru+u) = (11" +u)f' (1I")(modJk)
gEGaJ(LIK)

cela resulte du lemme 1.5.1.
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Corollaire 1.5.3. L'image du plongement canonique JOK/JÖK dans B~R/B~R ~ C(1) est egal a
p-aOc (1) ,DU a = P~1 + Vp (1' K)

Demonstmtion. On sait que t = log[€] == c')'0 (mod B~R) ou ')'0 est un generateur de ker(B) et
vp(c) = P~I. Soit 7ro + u un generateur de JoK • Si f(:c) designe un polynome minimal de 7ro sur

Qp, on a vp('D K) = vp (!'(7ro)), d'ou le corollaire.

1.6. L'anneau Bcria et la suite exacte de Bloch et Kato (cf.(F3], [BK]). Soit ')'0 un
generateur de ker B C W(R). On pose

2 3

Atria = W(R) [( ~~, ~~, ...]] .

C'est un sous-anneau de BdR, muni de la filtration induite et d'une action du Frobenius 4>. On
note

B;;;'ia = Acria ® Q.
1

Bcri. = Btia('tl
On a la suite exacte de Bloch et Kato

o~ Qp -+ B:'i~ -4 BdR/BtR ~ 0 1

ou f(x) = x(mod BdR). Elle induit une suite exacte

O Q (B -l )~=1 f B- 1/B+ 0-+ p ~ cria ~ dR dR -+ ,

Nous avons besoin d'une version integrale de cette suite. Le resultat 8uivant est bien connu.

Lemme 1.6.1. Si x est un element de pA~ria + A~ria' La serie

co m

10g(1+x)= L(-l)m-l~
m=1 m

(1.3)

(1.4)

converge vers un element de pAtia + A~ri•.

Demonstmtion. La coovergeoce de 10g(1 + x) vers un EHement de BtR resulte de la description de

la topologie de B dR (cf.[F2] ). Soit x = pa +ß, ou Cl E Atia et ß E A~ia. 00 a

x m ( ß)m m m-l C k ßm
_ - pa + = Lam + """ ---!!lpkakßm-k + -.
m m m LJ m " m

k=1

11 m m c. m
Comme ~ E A~ria 1 ~ E pZp et '=;::'- E Z paur k 1= 0, m, on voit que xm E pAtia + A~ri-a l d'ou

log (1 +x) E pAtia +A~ia.

Soit rote,1 = {x E CI vp(x) > 1/(P - 1)}. On pose maintenant

-1 _ { """ log[ai]'1 . + (0)A cria - b +~ pt bt b, bt E A cria 1 ai E 1 + P9J!C,l }.
I .

11 est facHe de voir que A;r~a est un BOus-Zp-module da- B;~a. L'application f
B~~a/BtitJ = C(-l) induit une flkhe A~~. ~ C(-l).

B - 1
: cria
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Proposition 1.6.2. La suite

o-+ Zp -+ (A;'~6)tP:=1 -4 rote,l (-1) -+ 0

13

(1.5)

est exacte.

Demonstmtion. Si x E BtR' on a f(x/t) =O(x) ou on eonsidthe O(x) eomme un element de C(-1).
On voit done que f(log[a]/pt) =10ga(O) /p. Comme log: 1+prole,l -+ ProtC.I est une bijeetion
et log[a]/pt E (A;'~6)tP:=1 l'application f est Burjective.

Montrons maintenant que kerf = Zp. On sait que Bt~~ n BjR = Qp, done il suffit de verifier
que Qp n A~r~" = Zp.

Lemme 1.6.3. Soit a un element de R. On suppose que a(O) E 1 + P9J1e ,l' n existe, alors,
,,8 E ker 0 C W(R) et [z], a E W(R) tels que [al = 1 + pa + [z]8 + ,P et 0(0), z(O) E ro?e,l'

Demonstration du lemme. Si c = .qa E R, on a O([c]) = c(O) E 1 + rote,l. 11 existe , done, zER
et , E ker 0 tels que [cl = 1 + [z] +, et z(O) E ro?e.l. Alors

[al = (1 + [z] + ,dP == 1 + [zP] + ,P (modp).

Comme O([Z]P-I) E pro?e, il existe 0 E ker 0 tel que [ZP-I] =0 + p[x]. On en deduit que

[al == 1 + ,P + [z]8 (modp),

d'ou le Iemme.

Demonstration da ia proposition (suite). Supposons que b+IEi los[t1bi E Qp. Il resulte du Iemme
, p

1.6.3 qu'on peut ecrire les elements [ai] sous la forme [ai] = 1 + pai + (Zi]Oi + 'iP. Alors

On en deduit que

ou

log [ai] = Ai + Bi8i[Zi]
pt t pt'

00 rn-I rn ; 00

Ai = L(-l)m-IP mOi E W(R),Bi = L(_1)rn-Ipm-I uim-l E W(R).
m:=l m:=l

On a, done,

C r E BI ~ B,bi6,[1:,] B+ d" ~ Ajbj B+ 11' lt . t t damme Vi cri6' on a LJi pt E dR' ou LJi t E dR' resu e maIß enan u
eorrolaire 1.5.3 que O(Ei A~bi) E p-l/(P-l) Oe et que O(~) E p-l/(P-l) Oe. Comme z~O) E rote,l,

on a O(B;b~i[1:;)) E p- l 9Jte , done O(b+ Ei loSJ:olbd E p-l 9Jtc, Il en resulte que b+ Ei lo~;dbi E

Zp.
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1.7.Cohomologie continue (cf. [Tl], [T2]). Soit M un Zp-module topologique muni d'une
action lineaire et continue de GL. On note C(GL, M) le complexe des cochaines continues a
valeurs dans M. On peut definir le groupe des cocycles Z~(GL, M) et le groupe des cobords
B~ (GL, M) par les formules usuelles. On note H~ (GL, M) = Z~ (GL, M) / B~ (G L, M) les grou pes
de cohomologie continue. Soit C le complete de L.
Proposition 1.7.1 (TATE). On a H~(GL'C) = L. L'homomorphisme L* ~ H~(GL,C) qui
envoie a sur class(aKL) est un isomorphisme.

Demonstmtion. cf. [Tl], n.3

La suite exacte de Bloch et Kato

donne une suite exacte tordue

o~ Qp(l) ~ B:r~:(1) ~ BdR/BtR(I) ~ O.

On voit que (BiAIBtR)(I) ~ C et que l'application v : (B;.~,,)tP=1 (1) ~ (Bti")tP=P, v(x) = xt
est un isomorphisme. On obtient done la suite exacte ,

Elle induit un homomorphisme

Proposition 1.7.2. Si a E L, on a

1
Tc(a) = --Tr(a).pr

Rappeions la demonstration(cf. aussi [K], chap. 2). On verifie facilement que l'application Tc est
Qp-lineaire. 11 suffit donc demontrer la proposition pour a E pOc. Soit ä un element de R tel que
ä(O) = exp(a). Il est clair que 8(log[ä]) =a. Alors Tc(a) a comme representant le 2-cocycle

~h ~h

(h, g) ~ (log [ä]h - log [ä])KL(g) = log [a~ ] /';L(g) = log [a_ ] U /';L (g) .
, a a

Rappeions que la suite exacte courte

o~ J-lp'" ~ L-~ L- ~ 0

donne l'application 8p'" : L* ~ H 1(GL, /Lp'" ) • En passant a la limite projective on obtient 8poo

L* ~ H~(GL,Zp(l)).On voit que l'image du cocycle h ~ log[ä:] dans H~(GL,Zp(I)) coincide
avec 8poo (exp(a)). On obtient maintenant de la proposition 1.1.2 que

äh Tr(a) -
log[-=-] U KL(g) = 8poo (exp(a)) U /';L(g) = (exp(a),/';L(g))poo =---.

a ~
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(1.6)

La suite exacte (1.5) induit une suite tordue

o -+ Zp(l) -+ (A;,.~,,)tP;;;;l(1) -+ (A~r~,,/Atri.) (1) -+ O.

Il est facHe de voir que l'applieation ii : (A;r~,,/A~ri,,)(l) -+ rote,l , ii(x) = xt(mod A~ri") est un
isomorphisme. Soit ACri" l'image de l'injection v : (A;,.~.)tP;;;;1 (1) -+ (Ati")tP=P , v(x) = xt. On a
done la suite exacte

o-+ Zp t -+ Acria -+ rote,l -+ O.

En partieulier, on a une suite modulo pn:

o-+ IIp. -+ ACria/pnACri" -+ rotC,I/pn rote,l -+ O.

Elle induit une application

T : H l (GLI rote,l/pn rote,d --+ H7. (GL, IIp.) ~ Z/pnZ. (1.7)

Corollaire 1.7.3. Soit i : H 1(G L, rote,l /pn rote,l) -4 H I (GL, C/pn role,l) l'homomorphisme
naturei. Alors, si i(f) = class(a KL,m), on a

1
T(f) = - -Tr(a) (mod pn) .pr

Demonstmtion. On ale diagramme eommutatif:

o-~

1
o --4) (Qp/pnZp )(l)

1
---J.) (Bti")tP;;;;P /pn Acria

1
---t) 0

d 'au on obtient le diagramme

HI (CL, rote,l/pn OO'te,d

1
H'l(CL,llp.) ~ Z/pnz

1
Tc{mod p. rote d

H 1(CL, C/pn OO'te,I) . ~ H7. (CL, (Qp/pnZp)(l)) ~ Qp/pnZp

Il resulte de la proposition 1.7.2 que rc(i(f)) = - ;,. Tr(a) (mod pn), d'ou le eorollaire.

Remarque. On peut donner une interpretation de l'application r en termes des invariants de Sen
Tate. Pour € > 0 soit

i( : H 1 (CL, Oe/pn+~) ---+ H 1 (CLl C/pn+~-()

l'hamomorphisme naturel. Pasons ß = 'DLP-r+~. Alors pour taut fEHl (L, Oe/pn+ph) il
ex1ste un element unique inv(f) E pr'DLl /pn+p!y ß -lrr:' l tel que pour tout € > 0 on a

if:(f) = inv(f)KL.

Autrement dit, pour taut € > 0 il existe cE C tel que

f(g) =: inv(f) 10gXL(g) + d1- c(modpn+~-f:)
pr

(cf. [8], prop.1, et [Tl]). Alors, si a E OO'tL,I, on a r(af) = -;,. Tr(ainv(f)).
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1.8.periodes p-adiques des groupes formeIs et la decomposition de Hodge-Tate (cf.
[F4], [Cl, [Tl]). On conserve les nota.tions du nOlA. On pose a = p:l + vp('DK) OU 'DK est 130
differente de K/Qp.

Soit F un groupe formel p-divisible sur OK, d = dim(F), h = ht(F). Soit TF = lim EF,n
.(-n

le module de Tate de F. Soit W E DF et soit v = (e(k») E TF, [P]({(k+l l) = e(kl. Choisissons

les relevements ew E (OK 0o
Ko

W(R))d des elements {(kl par ra.pport a l'application BK :
OK 0oKo W(R) --t Oc. On definit l'application des periodes comme

C'est un accouplement bilineaire qui respecte les filtrations de DF et de BdR et commute a.
l'action de GK. En passant aux facteurs de ces filtrations on retrouve les periodes de J .-M.
Fontaine et de R. Coleman.

Periodes de Fontaine. On les definit comme la restrietion de < , > a D}:

..
(voir [F4] pour la construction remarquable de ces periodes ).,

Periodes de Coleman. On les definit par la foqnule suivante

<, >Co: DF/D} X TF --+ BdR/B~R ~ C,

< W, v >Co= 8 « ~', v » = - tim pm '\w({m) ,
m-+oo

Oll W = w(modD~). Fixons une base WI, .,.,Wd du module t~(OK) C D}.. et une base Wd+1 =
wd+dmodD~), ... ,Wh = wh(modD}) de tF-(OK) C DF/D}. Alors (cf. [F4]), < Wi,V >FoE
p-aOc(l) et < Wi, v >CoE Oc. Fixons maintenant une base VI, ••• ,Vh de TF et posons

< WI , VI >Fa < WI , V2 >Fa < WI,Vh >Fa

A=
<Wd,VI >Fa < Wd, V2 >Fa < Wd, Vh >Fo (1.8)

< Wd+l, VI >Co < Wd+I, V2 >Co < Wd+l, Vh >Co

< Wh, VI >Co < Wh, V2 >Co < Wh,Vh >Co
,

Les periodes de Fontaine et Coleman induisent leS applications

"lFo : TF --t tF(OK) ®p-aOc(l) ,

1/Co : TF --+ HOm(tF· (OK),OC)

(nous utilisons les isomorphismes tp(K) ~ D} et tF-(K) ~ DF/D}).
Ces applications nous donnent un homomorphisme injectif
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(1.8)

1] = 1]Fo ffi 1]eo : TF ® Oe -t tF(p-aOe(l)) ffi t~. (Oe) .

On sait (cf. [F4]) que·eoker 1] est tue par pa . Done, modulo pn-a , le noyau et le eonoyau de

sont tues par pa.
Soient Wl, ...Wd une hase de t~ (0K) et Wd+1t .•. , Wh une ha.se de tF· (0K) j notans wi, ... ,W~ et

Wd+i ' ""Wh les hases duales. On a

1](Vi, ... , Vh) = (W~, ...w~)A,

En applieant cette proeedure au groupe dual p-divisihle P*, on ohtient les applications duales:

1]Fo : TF· @ Oe -t tF. (P-aOe (l)),

1](;0 : TF • @Oe -t t~(Oe) ,

1]* : TF· ® Oe -t tF· (p- aOe (l)) ffi t~(Oe)

La dualite TF. :::: Horn (TF , Zp(l)) donne la ba.se vi, ...,vhde TF • , duale aVi, .•.Vh. On a., ainsi,

1]. (vt,,,,,Vh) = (Wi,,,,,Wh)A""

ou A* est la matrice A du groupe dual. En passant aux espaces duaux, on obtient

1].' : t~.(paOe) ® tF(Oe(l)) ~ TF ® Oe

et
1]*'(W~, ""wh) = (VI,"" vh)A*T(-l).

Proposition 1.8.1. Les applications 1] et 1]*' sont reciproques , donc A A*T(-1) = Ih .

Demonstmtion. C'est un resultat de J .-M. Fontaine (cf. [F4]).

Corollaire 1.8.2. Les matrices pa A et pa A -1 sont cl coefficients entiers.

Demonstration. On sait deja que pa A est a. coefficients entiers. On apO. A-l = pa A*T(-l) , d'ou
pa A -1 est acoefficients entiers.

Posons Y = (~j) = A*r (-1). L'application 1]*' ind ui t l'i njection

110 : tF(OL) ---t H2(L, TF ® Oe(-l)),

h

w/ t---+ LVi Yij.

i=l

Rappeions la description de I'application exponentielle en termes cristallines (Bloch-Kato). Le
prod uit tensoriel de la suite (1.5) avec TF ind uitun homomorphisme H~ (GL, TF 0 rote,t) --t

H~ (GL, TF ). Considerons l'application eomposee
6 0 ' 1

tF(9.JtL ,d -+ He (GL, TF 0 IDle ,1 (-1)) -+ 11 (GL , EF,n). (1.9)

Proposition 1.8.3. L'~pplication (1.9) coincide avec l'application eXPF,n.

Demonstration. S. Bloch et K. Kato ant demontre le resultat suivant. Le produit tensoriel de la
suite (1.4) avec TF donne un homomorphisme tF(L):::: H~(GL,TF0C(-1))-+ H~(GL,TF0Qp),

qui coincide avec eXPF 0 Qp. En perephrasant leur demonstration on obtient la proposition.
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2. LaIs OE RECIPROCITE EXPLICITES

2.1. Une suite exacte. On conserve les notations du paragraphe precedent. On note f'lL/K le
module des differentielles de OL sur OK et dL/K : OL --+ f'lL/K la derivation canonique. On
pose (cf. 1.1) WOL (R) = OL 0oLo W(R) et JOL = J Ln WOL (R). Soit

DL/K : WOL (R) --+ 01( 00K QL/K

l'application definie par
a 0 x t---+ 8 (x) ® da

Lemme 2.1.1. L 'application DL/K est une derivation, i.e.

Lemme 2.1.2. i) La derivation DL1K et triviale sur Jlh .

ii) La restrietion de DLIK Bur JOL est surjective.

Demonstration. Soit u un element de W(R) tel que B(u) = 1r. Alors on peut ecrire un element
y E Jb

L
sous la forme y = (rr - U)2 Y1, d'ou

La deuxieme assertion suit du fait que

et de ce que l'application B est surjective.

La derivation D L / K induit, ainsi, l'homomorphisme surjectif JoL/JbL --+ 0K ®OK QL/Kl que
nous noterons aussi par DL / K .

Rappeions 1 que J0 L / Jb L est unOc-mod ule libre, engen cl re par I'image de 1r - u. Le plongement
!( C L induit le plongement de JoK/JbK dans JOL/J'th .

Lemme 2.1.3. La suite

(2.1)
'.,

est exacte.

Demonstration. Soit D L IK(C(1r - u)) = c 0 d1r = O. On a alors, c = f'(rr)b, ou f(x) est un
polynome minimal de 1r sur K. Le corollaire 1.5.2 montre maintenant, que f'(1r)(rr -u) est congru
a.u generateur de JK modulo B~R , d'ou

c(1r - u) = b(1ro - v) E JO K / JbK

(ici v E W(R) est tel que 8(v) = 1ro).

Rappeions, que I'isomorphisme B~R/B~R ~ C(l) identifie JoK/Jb
K

ap- aOc (1) ou"a = 1':1 +
V1'('l)K)' 11 identifie aussi JoL/Jb L ap-a'l):LiKOc(l). On a, done, une suite exacte

(2.2)
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2.2. Un diagramme commutatif. On construit ici un diagramme qui lie les suites (2.1) et
(2.2) a l'applieation exponentielle.

Soit F un groupe formel JK1ivisible sur OK et 80it TF son module de Tate. Posons

F(rot) = tim F(rotJ( ) ,
~
m

oll la fleehe est la multiplication par (P] dans le module formel. Les elements x = (XO I Xl, ••• ) E

F(rot) tels que Xo E F(9JtL), forment un sous-Zp-module de F(9Jt) j nous noterons ce module par

F(9Jl) L. On a une suite exacte

Construisons maintenant le diagramme

---t) 0---t~ F(rotL) 0 D}(OK)

IDL
0k 0 f'lL/K

--*" F(9Jt)L0D}(OK)

19 I

---}-) TF 0 D~(OK)

1<, >po

o

o

-~~ 0
(2.3)

lci < , >Fo designe les periodes de Fontaine et les autres fleches sont donnees par les formules
suivantes:

DL : u0w ........... A~(U) da,

g : Ci' 0 w t----+ - lim pm A"",(am - F um)
m-+oo

Oll Öm E OK 0 W(R) est un relevement de ll'm. Comme

on a Aw(am - F ll'm) E JO K ,cri~. Pour demontrer la. convergenee nous repetons les a.rguments de
P. Colmez ([Cl, proposition 3.1). On a.

pm+lAw(&m+l -F um+d - pm Aw(&m -;F a m) = pm A"",((P] (&m+d - F &m).

Comme [P] (am+d -F am E JO K , le lemme 3.2 de [C) montre que

A",,([P] (&m+d - F am ) E 1ro -~ JOK ,cri~

Oll 8 ne depend que de K. Done notre suite converge.

Lemme 2.2.1. Le diagramme (2.3) est commutatij.

La demonstration est evidente.
Le diagramme (2.3) induit, ainsi, le diagramme

F(rotL) ~ D~(OK}

DLI
t!xp ) H 1 (L, TF ) 0 D~ (0K )

Iv (2.4)
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Si F =Gm est le groupe multiplieatif, on obtient le diagramme

UL

-dlog1
1/~ (GL, Zp (1))

1 (2.5)

Oll dlog(O') = dao et Oll fl L = OL/Qp .

Remarque. Pour le groupe multiplicatif le diagramme similaire a ete eonstruit par K.Kato [KJ a
l'aide des eohomologies eristallines.

2.3. L'application D.Lo On eonserve les notations du no. preeooent. Nous demontrerons
ici un resultat sur l'homomorphisme D.L. Soit 8(u) = 1r. Identifions C a BdR/BjR et pOBOUS
b = min{vp(~-:'U: modBjR)lg E GL}. Soit i : Hl(GL,OC/p2bOC) ~ Hl(GL,C/p2bOe)
l'applieation naturelle. .

Proposition 2.3.1. i) L 'application

1/JL : GL ---+, Oe /p'lbOC ,

g......-+ (11" - U)9 _ 1 (mod (B~R + p'lbW(R))) ,
1r-U

est un cocycle cl valeurs dans '.0 LOC'
ii) i(1/JL) = dass (pr KL ).

Remarque. D'apres le corollaire 1.5.3 on a (u - tLg)(modB~R) E p-;;!-rOc(l) et

On eu doouit que b~ vp('DL), done p2b E '.01.

Demonstmtion. i) Comme

on a

done I 'applieation 1/JL prend les valeurs dans '.0 L.
On a
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ii) Soit cER tel que
[c]-I: [c](1r-u)(modB~R)'

Mors
_ ([i] - 1)9 [cl _ ~ c(O) 1 1b

'f/;L(g) +1 = ([i] _ 1) [c]9 = XL(g) c<o)9 (mod (B dR +P W(R))).

En passant aux logarithmes, on obtient

On voit facilement qu'il existe Cl E L tel que

C(O) _ Cl 2b
log ~O)9 = log cf (mod P Oe).

21

L'application 9 1-----7 log.§t est un eocycle additif a valeurs dans L. Comme BI (GL , L) = 0 , il
Cl

existe C2 E L tel que
_R Cl C 2b
C2 - C2 =log-l} : log- (modp Oe).

Ci CO

On obtient, done,

d 'ou la proposition.

Posons 9Jle ,2 = 9Jl~,l' Le compose du eup-produit

Soit r : H 1 (GL, 9Jle ,l /pnrote,l) -+ Z/pnZ l'applieation definie au n.1.7. Identifions C(-1) ct

B;;A/BtR'
Proposition 2.3.2. Soit 1'r~U = 11'~u (rnod (BdR + pn9J1e,2 t -1)) un t§lement de
HO(GLI (9J1e,2/pn9J1e,2)(-I)). Supposons que x E 'DLl9J1L,l' Alors

Demonstration. On a
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On voit que ßL(d1l') a comme representant le cocycle

9 ~ (11' - u)U - (11' - u) = u - U U,

done on a

Mais on a

d'ou

ßL(d1l') U 11' : u = XVJL (modpnrotC,l)'

On deduit maintenant de la proposition 2.3.1 et du corollaire 1.7.3 que

2.4. Periodes p-adiques modulo pn. Soit F un groupe formel p-divisible sur 0 K. On fixe
n ~ 1 et on suppose que L contient les coordonnees des points de pn-torsion de F. Si {in) E EF,n,
on note {(n,i) (1 ~ i ~ d) les coordonnees de e(n). Rappeions que 1l' designe une uniformiaante de
L. Choisissons u E W(R) tel que 9(u) = 1l'. Soit w une forme de seconde espece. Pour aimplifier

. ..., () d$(·) ",d (), () d~·,i)les notatIOns, on eenra Aw(e n) 7f pour 4..-ti=l ~(e n) 'Ir'.

Lemme 2.4.1. Si w E D}(OK) et si v = (e(m») 'E TFJ on a

< w, v >Fa= pn ..\~(€(n») ~~) (... - u) (mod (B~R' pn-Ot)) .

Demonstmtion. Soit €(n) E W(R)d un reIfwement de e(n). Effectuona un developpement de
Aw({(n») au voisinage de {(n). Comme Äw(e(n») = 0, on obtient

pn Aw({(n») == pn A~(e(n»)(e(n) - ein») (mod B~R)'

Comme
dein) de(n)

DL/K(A~({(n»)({(n)- e(n»)) = -A~(e(n»)~ = -DL/K(A~(e(n»)~(1I' - u)),

on obtient, en utilisant le lemme 2.1.3, que
d{(n)

_>.~(e(n»)({(n) - ein») == >.~(e(n»)~(1I' - u) (modp-at).

On a, done,
..u(n)

_pn>'w({(n») == pnA~(e(n») ~1l' • (1l' - u) (mod (B~R' pn-at)) .

On peut montrer (cf. [Cl, lemme 3.2), que pn >.",,({(n») == pn+l Aw({(n+l») (mod (B~R' pn-at)), d'ou
le lemme.

Passons maintenant aux periodes de R.Coleman. Soit tF C DF/D} l'ensemble des elements
w(modD}) tels que

Lw E OK[[X))dX.
2. Aw(F(X, Y)) - Aw(X) - Aw(Y) E OK[[X, Y)).
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Lemme 2.4.2. tF est un reseau de DF/D}.

Demonstration. 11 est claire que tF est un OK-module sans torsion, done il est lihre. Pour tout
W E DF il existe r tel que prw (mod D}) E tF (cf.1.4), d'ou le lemme.

Lemme 2.4.3. Si w E tF et si v =:: ({(m») E TF, on a

< w, v >co= -pnAw({(n»)(modpn).

Demonstration. On a

pn Aw(€(n») _ pn+l Aw(e(n+l») = pn(Aw({(n) - pAw({(n+l»)) = pn(Aw([p](e(n+l))) - pAw({(n+I»)).

La condition 2 implique que Aw([p]({(n+l»)) - pAw({(n+l)) E 0 K, d'ou

pn Aw({(n») =pn+l Aw ({(n+l»)(mod pn).

Comme < w, v >co= -limm -.oo pm Aw(€(m»), le lemme est demontre.

Rappeions que 1ro designe une uniformisante de K. Posons

1 . k -
r(F) = e(I( : Qp) mtn {k 11l'o tF· (0K) C tF}.

Lemme 2.4.4. Si w E tF· (OK), on a

< w, v >co= _pn ..\w({(n»)(mod pn7""r(F») •

Soit s(F) = max{r(F),a} , ou a = P~I + tJp('DK)' Fixons une hase WI, .•• ,Wd du module

tF(OK) C D} et une hase Wd+I = wd+I(modD}), ,.. ,Wh = wh(modD}) de tF.(OK) C DF/D}.
Alors (cf.1.8 ), < Wj, v >FoE p-aOe (1) et < Wj, v >coE Oe. Fixons maintenant une haBe VI, ... , Vh

de TF et introduisons les matrices

A= < Wd, VI >Fa

< Wd+I, VI >Co

< Wd,V2 >Fo

< Wd+l, V2 >Co

< Wd,Vh >Fo
< Wd+ll Vh >Ca

et An = A (mod pn-6(F»).
Notons eIl"" eh une hase de EF,n teIle que ei = Vi (mod pny et posons

A~l (€d* ..\~1 ({2)~ ..\~1 (eh)~

A~d (ed~ ..\~d (e2 )!ft:
AWd+1 ({d AWd+ 1 (e2)

..\~d (eh)~
... ' AWd+1 (eh)

Il resulte des lemmes 2.4.1 et 2.4.4 que la matrice e L,n est hien definie modulo pn-6(F).
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Lemme 2.4.5. Soit n > s(F) +2a. ALors La matrice A~l est bien definie modulo pn-6(F)-2a.

Demonstration. Soit An un relevement de An, done An = An(mod pn-6(F) ). Alors A = An +
pn-6(F)B, Oll B E Mh(Oc). On a

A -1 {1 + pn-.(F) BA -1 + p2(n- ..(F)) (BA -1)2 + ...).

Comme (cf. Corollaire 1.8.2) pamA- m E Mh(OC), on a A~1 == A- l (mod pn-6(F)-2a), d'ou le
lemme.

Nous identifions t au generateur canonique de Oe(l). Pasons Y = (Yi;) = A*T(-1) et XL,n =
(Xi;) = SL,ln'

Proposition 2.4.6. Si J ~ d, L'iUment Xi; E p-~'DLI est bien defini modulo
n-6(F}-2a-;!-r '1)-1

p Jl L'

Demonstration. Il resulte du lemme 2.4.1 'et du lemme 2~4.4 que les premieres d colonnes de
la matrice ::::: (modBtR) coincident avec les colonnes correspondantes de la matrice A~l =
Y (mod pn-6(F)-2a). Comme Yi ; =< wj, vi >Co t- l E Oe t- I C BiAIBtR et t E p;-!-r'D L(ll' 

u)(mod B~R)' la proposition resulte du lemme precooent.

2.5. La formule explicite pour le symbole de Hilbert. On conserve les eonventions du no.
precedent. On note (DF, D}) le module filtre associe a. F est Tr la trace de L sur Qp. On fixe une
hase €l, ... ,€n de EF,n = TFlpnTFI une hase Wl, ... ,Wd de l'espace eotangent tF(OK)' ~ D}(OK)
et une hase Wd+l =Wd+l (modD}) 1"" Wh =Wh (modD~) de DF/ D}... Soit >'Wi = JWi; On pose

>'~l (6)~ >'~l (€2)~ >'~l ({h)~

aL,n = pn A~d(€d~ >'~d (€2 )!ff: >'~d (eh)~
>'Wd+l (ed >'Wd+l (e2) "'Wd+l (eh)

>'Wh (eI) "'Wh (e2) >'Wh (eh)

et XL,n = (Xi;) = 8 L,ln • On voit facilement que les elements Xij, j ~ d ne dependent pas du
choix des Wd+l, ... ,Wh. Il resulte done de la proposition 2.4.6.que ces elements appartiennent a
p-;;!-r'DL1 • Ils sont hien definis modulo pn-6(F}-2a-;-!-r 'D L1 • On pose c(F) = s(F) + 2a + P':"I'

Soit

le symbole de Hilbert.

Theoreme 2.5.1. Soient Q' E L· et ß E F(VJlL ) et supposons que vp(ß) > c(F). Alors on a
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Demonstration. Soit

25

(, ]F,n : L· x tF(rotL,d -7 EF,n

l'application definie au no. 1.4 et soit w~ 1 "'1 wd la base de tF(OK) duale a. Wb ""Wd. On voit que
demontrer le theoreme revient a verifier que si ß =2:1=1 ßjwj E tF(OK), tJp(ßj) > c(F), on a

Soit Opa : L· -t H 1 (GL, /-lpa) l'application ind uite par la Buite exacte de Kum mer (1.1) .. Posons
9JtC,2 = 9Jtb,l et 9JtL ,2 = (9JtC,2)GL. Soit T : H 1 (GL, rotC,l/pn9JtC,l) -7 Z/pnZ l'application (1.7)
et soit r son compose avec l'application naturelle

Rappeions (cf. 1.8) que la dEkomposition de Hodge.Tate induit l'homomorphisme

On note fjo le compose

Lemme 2.5.2. Le diagramme suivant est commutatif

L· X tF(VJlL,2) ( ,]p,.) EF,n

6p '-x."o1 1'7'xld

H 1(GLI/-lp"') X HO(GL,rotC,2 (-1)/pn rotc ,2 (-1) ® EF,n) cup) Hl(GL,rotC,t/pn9Jtc ,2) 0 EF,n

Demonstration du lemme. Soit

la. suite exacte (1.5). En prenant le produit de cette suite avec TF et avec TF(l) on obtient
des applications T~ : H~(GL,TF 0 9Jtc ,.(-l)) -7 H1(GL,TF) et TF : H1(GL ,TF 0 rotc,d -7

H: (GL, TF (l)) . Les a.rguments d'algebre homologique montrent que le diagramme

est commutatif.

cup I

1Tp

H: (GL , TF (l))
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Comme GL opere trivialement sur EF,n on voit que

et que TF(mod pn) = T ® id. D'apres le lemme 1.4.1 on a

La. proposition 1.8.3 montre que eXPF,n(ß) = T~(7Jo(ß)). On en deduit en utilisant le diagramme
precedent que

d'ou le lemme.

Demonstration du theoreme (suite). Le diagramme (2.5) danne le diagramme commutatif

UL X HO(GL,mtc,2(-1)/pn9Jlc,2(-1)) 6
p A

Xld) H 1(GLd j p.) X HO(GLlmtC,2(-1)/pn9Jtc,2(-1))

-d log xid1 1cup

QL X HO (GL, 9JlC,2 (-1)/pn 9Jtc,2 (-1)) 1) H 1 (GL, 9JtC,1 /pn 9Jtc,d ,

ou f(a, b) = ßL(a) U b. En composant ce diagramme avec le diagramme du lemme precedent on
obtient le diagramme commutatif:

UL.X tF(rotL,2)

-d logx~o1

Soient a E UL et ß E tF(9JlL,2)' D'apres (1.8) on a

EF,n

i 'Txid

1 ) H1 (GL,VJtC,I/pnVJtC,l) @EF,n

h d

fJo(ß) = L [L Yij ßj] (ed I

i=l j=1

OU Y = (Yij) = A·T(-l). Le lemme 2.4.5 et la proposition 2.4.6 montrent que si up(ßj) > c(F),
on a

h

~(ß) == L ~~~ (mod (p"!lltc.2(-1), B;jR»'
i=1

En utilisant la proposition 2.3.2 on obtient maintenant que
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Le theoreme est demontre pour 0' E UL. Pour 0' = 1r la demonstration est analogue (il faut prendre
la suite (2.2) , divisee par 1r).

Remarques. i) Posons Lm = K(EF,m) et soit

(, )F,m : L:n x F(rolL... ) -+ EF,m

le symbole de Hilbert, associe aLm. Si ß E F(rotL,n) et si O'm E L:n pour m ~ n, on voit que

(O'm, [pm-n] (ß))F,m = (Nm,n(am),ß)F,n,

ou Nm,n : L:n -t L: designe l'applieation "norme". Remarquons que vI' ([pm-n] (ß)) ~ c(F) pour
m suffisamment grand.

ii) V.A.Abrashkin [A1-2] doouit les formules de type de Brüekner-Vostokov apartir des formules
en eartacteristique p. Cette methode utilise le lien entre la theorie de Galois de L et eelle du
corps des normes de l'extension U:=1 L( P"\fi)/L (cf. [Win]). Il est interessant de donner la
demonstration analogue du Theoreme 2.4.1. C'est eonnu pour le groupe multiplicatif (et meme
pour les motifs Zp(r)) (cf. [F6]).

Considerons maintenant quelques cas particuliers.
i) 10i de reciprocite de S. Sen. Soit F = Gm = (1 + x)(1 + y) - 1 le graupe multiplicatif

formel sur Zp. On sait que h = ht(F) = 1, done dirn DF = dirn D~ = 1. La forme w = I~X

est Gm-invariantei on a Aw = log (1 + x) . On voit facilement que [pn] = (1 + x)1'''- - 1, done
EF,n = {z - 11 z E }-Lp.}. Soit (I'. - 1 un generateur de EF,n. Si L eontient EF,n, on a alors,

eL,n = pn (;..1 dJf et on retrouve la formule de S.Sen sous la forme legerement differente:

1 . D log (0') I

(0', ß)l;... ,n = [ pn Ti (D log ((1'.) log (1_+ ß)) ]((1'. - 1)

(comme DF = D}, on a r(F) = 0, d'ou c(F) = p~l' mais on peut montrer que cette formule reste

vrais si vp(ß) > 1'':'1)'
ii) Le cas non*mmijie. Supposons K non-ramifie sur Qp et soit q, le Frobenius absolu. Notons

K[[ß]] l'anneau des series formelles E~o aißi acoefficients dans !( avec la regle ßa = a~ß. On
peut munir le module DF d'une structure de K[[ß]]-module en posant

d d

ß (2: ai(xt, ... , Xd) d Xi) = 2: at(xf, ... ,x~) d xf .
i;:: 1 i;:: 1

On sait (cf. [Fl], chap. 4) que D~(OK) engendre DF comme ~([[ß]]-module. On voit maintenant
, h .. I 1.1' ~li:l ~''''-d d a'l ~kh-dqu on peut c msn es e ements Wi 1 , ••• ,Wi"'_d e sorte que Wl, ••• ,Wd,Wi 1 , ••• ,Wih_d

~orment une base de DF. On peut, donc, eonstruire la matriee eL,n a partir de la eonnaissanee
des logarithmes de F :

A~ ({dW- A~ ({2)!!J!1 A~ ({h) *"
...

8L,n = pn Ad({d* Ad({2)~ Ad({h)~
A~'l (6) A~'l ({2) A~'l ({h)

A~ '''''':d ({ ) ,\~ '''''':d (~ ) A~Jr"":d ({ )
'h-d 1 IIa-d 2 Ih-d h
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ou ~i = ..\.,; .

On sait que les elements GI;; = "";; (mod D}), (w E D}..(OK), i ~ 1) engendrent tF. (OK) (cf.
.6, i

[FL]). Comme wp E OK[[X]] dx, on a r(F) = 0, done c(F) = P~1.

Exemple. Supposons F de dimension 1. Notons w un generateur de D}..(OK) et posons ~ = Jw.
.6. .6.h-1

On voit que w, w , ... , w forme nt une base de DF, done on a

(

~'(el)~
~.6. ({t}

~ah-1 ({d

N(eh)~ )
~a (eh)

~ah-I ({h)

[Al]

[A2]

[Br]

[BK]

[Cl
[Co1]
[Co2]
[D]

[Fl]
[F2]

[Fa]

[F4]

[F5)

[F6]
[FL]

[K]

[Ko]
[Ku]

[S]
[Se]
[dSh]
[Tl]
[T2]

M
[W]
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