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PERIODES P-ADIQUES ET
LOIS DE RECIPROCITE
EXPLICITES

DENIs BENOIS

INTRODUCTION

Soit L un corps local de caractéristique 0, & corps résiduel de caractéristique p. On note L une
cléture algébrique de L et on pose G, = Gal(L/L). Soit up= le groupe des racines de 'unité d’ordre
divisible par p". Si L contient yip~, on définit le symbole de Hilbert comme étant ’accouplement

(y)pn : L* X L® = ppm

(@B8) = VB "B,
ot pr, : L* — G%® est I'application de réciprocité.

Les lois de réciprocité classiques donnent |'expression de ce symbole en termes du corps L. Des
résultats généraux dans cette direction ont été démontrés par H. Briickner [Br], S.V. Vostokov [V]
et S. Sen [S] . Rappelons le résultat de S. Sen.

Notons Op, 'anneau des entiers de L et choisissons une uniformisante n de Op. Soit §2f, le
Or-module des Z,-différentielles de I'anneau Oy, et soit d : O — Q, application canonique.
On sait que €, est engendré par dr et que son annulateur est la différente ©; de ’extension
L/Q,. Si @ € O et si da = adn, on voit que a est bien défini modulo ©y. On pose § -—-'2’- =aet
Dlog(a) = o142,

us
Fixons un générateur (p~ de ppn. Soit v, : L* — R la valuation de L normalisée par v,(p) = 1.

Théoréme (S. SEN). Soient o, 3 € L* et supposons que vp(3 — 1) > #. Alors on a

e (BTglony log(a))
(Q’, ﬂ)p“ - Cp" f

ot Tr désigne la trace de L sur Q.

Remarquons aussi que R. F. Coleman [Col] a donné une formule compléte pour le symbole dans
les corps cyclotomiques. Cette formule implique la loi de S. Sen pour L = Q,({»).

Soit maintenant F' un groupe formel de dimension d et de hauteur finie 2 défini sur I’anneau
des entiers d’un corps local K. Soit Ef,, le groupe de p™-torsion de F et soit L/K une extension
finie qui contient les coordonnées des éléments de Ef,. On note M, 'ideal maximal de Of, et
F(91L) le groupe des ZUIL -points de F'. On définit I’analogue du symbole de Hilbert comme étant
’accouplement:

(,)Pn:L* X F(‘JJTL) —»Epn,

(a:ﬁ)F,n = 7,01,(0) —F7,

Typeset by Ap4S-TEX
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ol 7 est une racine de I’éguation [p®](z) = B. Si F est le groupe multiplicatif, cet accouplement co-
incide avec le symbole de Hilbert. A. Wiles [W] et F. Destrempes [D] ont donné la loi de réciprocité
explicite pour les groupes formels de Lubin-Tate, généralisant ainsi les résultats d’Iwasawa et de
Sen. L’approche de R. F. Coleman 4 ce contexte a été développée par E. de Shalit [dSh]. V.A.
Kolyvagin [Ko] a relié les formules explicites & certains invariants galoisiens.

Le but de cet article est de démontrer une généralisation des formules de S. Sen pour tout les
groupes formels p-divisibles. Soit Mr le module de Dieudonné de la fibre spéciale de F'. On associe
a F un module filtré (Dg, D%), ot DF = Mp® K et ot D} C Dp #’identifie & ’espace des formes
différentielles F-invariantes (cf. [F], [C]). On peut donner une interprétation élémentaire de Dp:
il s’identifie au quotient de ’espace des F-formes différentielles de seconde espéce par celui des
formes exactes.

Choisissons une base wy, ...,w;, de Dp de sorte que wy,...,wq forment une base de DL (Ok) et
posons A, = fw;. On voit que les séries A,,, ..., Ay, sont des logarithmes de F'. Le groupe Er,
est isomorphe & (Z/p*Z)*. Fixons une base & = (¢{,...,¢),....&, = (€ m 6N de Ep, et
posons

df Y VN 3
(EJ - _k=l 623 (EJ) dﬂ'

Introduisons la matrice suivante

M@ NaE@E Noy (60) 52\

Opn=1p" c‘.’l)-f* AL 52) /\L,‘(E.h)%i,?'
™ Awd-}l (El) ’\wd+1 (E‘Z) v ’\'-v'd+1 (fh)

\ @) dnl€) o AnEr) /

Posons Xp n = (X;;) = 9};'1“. Nous obtenons le résultat suivant (cf. théoréme 2.5.1).

Théoréme. Il existe une constante c(F) telle que, si v,(8) = min{vy(B1),...,vp(8a)} > c(F),
alors

h d
da
(@, 8)F ;;—ZI[TF (Xijo' =X, (B))&)-

Remarquons que ¢(F) ne dépend pas de n. Si K est non ramifié , on a ¢(F) = pf—l.

Dans le cas multiplicatif (de Lubin-Tate) cette formule coincide avec la loi de S. Sen (de A. Wiles
[W] et F. Destrempes [D]). Elle donne aussi une forme explicite des invariants de V.A. Kolyvagin.

Dans [BK], S. Bloch et K. Kato ont démontré le théoréme de comparaison entre I’application de
Coates-Wiles et celle de Fontaine-Messing. Leur résultat peut étre vu comme la loi de réciprocité
pour les motifs Z(r) (si r = 1, on retrouve le cas multiplicatif). K. Kato [K] a donné la loi de
réciprocité pour T;?" généralisant le résultat de A. Wiles dans cette direction.

La méthode de cet article est proche de celle de K. Kato [K]. Au lieu des cohomologies cristallines
nous utilisons les constructions explicites des périodes p-adiques [Co2), [F4], [C]. On peut utiliser
cette métode pour traiter le cas des variétés abéliennes.

Remarquons aussi que la structure des formules de Briickner-Vostokov est absolument différentes
(mais cf. [Ku]). V.A. Abrashkin m’a communiqué qu’il a généralisé leur résultat aux groupes
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formels sur un corps non ramifié [A2] (cf. aussi [Al]). Dans son travail la construction des
périodes joue aussi un role essentiel.

Ce travail a été fait pendant un séjour & I'Université Bordeaux I. Je voudrais remercier le
département de mathématiques et informatique de 1'université et CIES pour leur hospitalité et
soutien financier.! Une partie de cet article a été écrite pendant un séjour au ” Arbeitsgruppe AG
und Zahlentheorie ” (MPG, Berlin) que je remercie également. Je voudrais remercier aussi S.V.
Vostokov pour 'intérét qu’il a porté a ce travail.

Notations principales.
K - un corps local de caractéristique 0,
7o -une uniformisante de K,
K - la cldture algébrique de K,
C - le complété de K,
vp - la valuation discréte sur C telle que vp(p) =1,
Op - I’ anneau des entiers du corps de valuation discréte M (M = K, L, C ),
M, - la sous-extension maximale non-ramifiée de M,
Mas - I'ideal maximal de Oy,
D - la différente de M/Q,,
G pr - le groupe de Galois absolu de M,
a= p_i—l + Up('DK)’
ipn - le groupe des racines p™-iémes de Funité,
(p» - une racine primitive p"-ieme de I'unité,
xM - le caractére cyclotomique de M,
L - une extension finie de K,
m - une uniformisante de L,
r=max{k|px C L},
Tr - la trace de L sur Qp,
F - un groupe formel p-divisible sur O,
Tr - le module de Tate de F,

tr - I'espace tangent de F.

1. PRELIMINAIRES

1.1. Symboles locaux (cf.[Se], ch.14). Dans ce paragraphe L est un corps local 3 corps résiduel
fini de caractéristique p, L est une cléture séparable de L et Gy = Gal(L/L). Si M est un G-
module, on note H'(G, M), i € N les groupes de cohomologie de G, & coefficients dans M. On
sait que H°(Gp,L*) = L* et que H'(G,L*) = 0. Le groupe de Brauer Br(L) = H*(Gy,L*)
s’identifie & Q/Z.

On note p,, le groupe des racines m-iémes de ’unité de L. Si car(L) { m, on a une suite exacte

0 pin = L* B L* 0. (1.1)
Elle induit une suite exacte de cohomologie
0 — H*(GL,ptm) — Br(L) = Br(L) = 0,

l1Pendant le travail sur cet article jai bénéficié aussi de l'aide financitre de Volkswagen
Forachung et de RFFI.
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d’od H¥ (G, pim) = Z/mL.
Rappelons la définition du symbole local. La suite exacte courte

02Z—-Q-Q/Z-0

induit un homomorphisme
§: H'(GL,Q/Z) — H*(G1,2).

En composant é avec le produit cohomologique
H°(GL,L*) x H*(GL,Z) =5 H¥ G, L")~ Q/Z

on obtient ’accouplement
(,): L*x H'(GL,Q/Z) — Q/Z.

On peut considérer cet accouplement comme un systéme d’accouplement modulo m :
(,)m : L*x HY(GL,Z/mZ) — Z/mZ.
Les applications (, ),» induisent, par passage a la limite, un accouplement
(,)pe : L* X H(GL,Zy) — Zy,

ol HY(G,Z,) désigne le groupe des caractéres continus de Gr.. On peut donner une interprétation
du (, )m en termes de la théorie du corps de classes. Soit

pL:L‘—}GEb.

Papplication de réciprocité. Le résultat suivant est bien connu (cf. [Se], chap. 14, prop. 3 ).

Proposition 1.1.1. Sia€ L* ety € H (G,Z/mZ) on a

(@, ¥)m = ¥(pL(a)) .

Supposons L de caractéristique 0. Alors, pour tout m, la suite (1.1) induit un homomorphisme
6m 1 L* = HY(GL,L*) — HY(GL, ftm) .
En composant §,, avec le produit
HY G, pim) X HY(GL,Z/mZ) — H¥*(GpL,pm) =~ Z/mZ
on obtient un homomorphisme
L* x H(Gr,Z/mZ) — Z/mZ.

On sait qu’il coincide avec le symbole (, )m.

On note Of, I'anneau des entiers de L, et Uy, le groupe des unités de Op. On note My, 'ideal
maximal de Of, et on pose

1
My = {z € My [vp(z) > pTl}'
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On sait que pour tout z € My, ; la série

O m

expla) = 30 2

m!
i1=0

converge vers un élément de Up. L’application
exp : My, — UL

ainsi définie est un homomorphisme.
Soit
xL:GL—Z,

le caractére qui donne P’action de G sur les racines de I'unité d’ordre une puissance de p (le
caractére cyclotomique). Posons r = max{k |u,» C L}. On dispose d’un caractere additif:

log x1L

Ky = :GL—QZP.

Notons kr, » la reduction de k1, modulo p”.

Proposition 1.1.2. Sia €My, 0ona

(exp(a), Kp,n)pr = —%Tr(a) (mod p™).

Remargue. Comme Qp((pr) C L, 0n a vp,(Dy) > vp(Deg,(¢,r)) =7 — 5—1—1. On obtient maintenant
que & €D dott Bl e 7,

Démonstration. Proposii:ion 1.1.1 montre que
1 n
(exp(a), KL n)pr = Flogxb(pL(exp(a))) (mod p™).

En utilisant le fait que (p= pey () = Cp.”-' , on vérifie facilement que
(exp{a))™" _ (=Tr{a))
C,f-’-' exp - C;ip r(e))

On a alors,
xz(pL(exp(a))) = exp(-Tr(a)),
d’oti la proposition.

Corollaire 1.1.3. Sia € My,, ona
1

(exp(a), KL)p“’ = —FTI'(Q).



6 DENIS BENOIS

1.2. Le cas de caractéristique p. Soient K un corps local de caractéristique p, K sa cléture
séparable, Gk = Gal(K/K) et Rep(Gk) la catégorie de F,-représentations de Gx. On montre
ici qu’il existe un analogue du symbole d’Artin-Schreier pour tout V € Rep(Gk).
L’endomorphisme de Frobenius ¢ opére sur K :
$: K— K,
Ar— A7,

On appele ¢-module sur K la donnée d’un K-espace vectoriel M muni d’une application ¢-semi-
lineaire :

¢: M — M,

$(Az) = $(N(z) A€ K .
Soit My = K ®y M D'espace déduit de M par I’extension des scalaires ¢ : K — K. Alors
’application semi-linéaire induit une application linéaire

Q:M¢—FM, -

B z) — A(z) .

On dit que M est ¢-étale si ¢ est bijective et si M est de la dimension finie.
On note ®M* 1a catégorie des modules ¢-étales.

Proposition 1.2.1. i) Le foncteur

1

D : Rep(Gx) — ®M*

Vi— (V@ K*7)C

induil une ®@- équivalence de catégories.
ii) Le foncteur
V : 8M* — Rep(Gk),

Mr— (M ® K*) 4=y
est un quasi-inverse de D.

C’est un cas particulier de la Proposition 1.2.6 de [F5].
Soient M un module ¢-étale et V = V(M) .

Lemme 1.2.2. La suile

04V aMex KR ZY Mok K =0 (1.2)

est exacte.

Démonstration. On sait que la suite

0-F, K Y K0
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est exacte. En prenant le produit tensoriel de cette suite avec V' on obtient la suite exacte

0V oaVeK2LYVeER oo0.

On a aussi M ® K ~ V ® K, d’ot le lemme.

Soit L/K une extension finie séparable. La suite (1.2) induit un homomorphisme
Smr: Mk L=H(GL,M®Kx K) — H'(GL,V).
Si G, opere trivialement sur V, on a V = @, Fe; et
HYGL,V)~ @ H (GL,Fp)ei ~ HY(GL,F,)® V.
En composant dys,7, avec le symbole
(1)p s L™ X HI(GLan) — F,

on obtient ’accouplement
(,]M,L : L™ x (M®K L) — V.

Lemme 1.2.3. Sioc L etfeMQ®@k L, ona

(a)ﬁ]M,L —_ CPL(G) —_— C,
F

ol ¢ est une racine de I’équation (¢ — 1)(z} = S.

Démonstration. On voit que dps,1.(fF) a comme représentant le cocycle
fig—cd~c,
ot (¢ — 1){(c) = B. D’aprés la proposition 1.1.1 on a

(o, Blm.r = f(6ar,L(B)) = P2 (). —¢.

Remarque. Si Mp = K est si ¢ : My — My ’application naturelle A +— AP, on a V(M) = F, et
le symbole (, ]as,,L coincide avec le symbole d’Artin-Schreier. On sait que

de
(@, Blase,. = Trres( B),
olt Tr est la trace de L sur Fy (cf. [Se], ch.14, prop.15).
On fixe une base my,...,my de M et on note A la matrice de ¢ sur cette base. Soit B une
solution de I’équation AB?® = B et soit

(v1y .y 0n) = (My,...,mp)B.

On voit facilement que vy, ..., v, forment une base de V. Posons X = B~!. La proposition suivante
est presque évidente. i '
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Proposition 1.2.4. Soit § = 2;-;1 Bjm;. Alors

h h
(o, Blm,L = ZTr res(%a— Zﬁj){”) v;
i=1 i=1

ot Ir est la trace du corps résiduel de L sur F,.

Démonstration. Notons (, |um,,L le symbole d’Artin-Schreier. Puisque

h A AA
B= Zﬂj( viXi;) = Z (Zﬂjxij) vi,
j=1 i=1 =1 j=1
et 1;° =v;, on a
h A A do &
(Bl =) (0, BiXiiluorvi = ZTr(rES(? > BiXis)) vi
i=1 j=1 i=1 i=1

1.3. Le cas de caractéristique 0. Dans toute la suite de cet article on suppose K de car-
actéristique 0. On note K une cloture algébrique de K. Soit F un groupe formel commutatif
défini sur Ok de dimension d = dim(F) et de hauteur finie h = ht(F). On note Ep, le groupe
de p"-torsion de F, Ty = l(iLnn Ern le module de Tate et si » € N on note [r] I’endomorphisme

multiplication par n de F. On a EF, ~ Tr/p*Tr. Soit L/K une extension finie. La suite exacte
courte

0 = Epn — F(Ig) £ Femg) — 0

induit un homomorphisme
5]:",, : F(DJTL) -— Hl(GL,EF‘n) .

Proposition 1.3.1. Le composé de b, avec le symbole (, ),» donne Uaccouplement
(, P+ L* X F(Q'RL) — HQ(GL,EF',, ®p.pn) ~FEpn.

Sia€eL*etf e F(M), ona b

(@, B)Fn =77 —p 7,
ot v € F(Mg) est une solution de I’équation [p™)(z) = B.
Démonstration. Nous répétons les arguments du lemme 1.2.3. On a

Hz(GL!EF'n ® “P") = HE(GL’F‘F-) ® EF:” ~ EF,ﬂ .

On voit que §r,(f) a comme représentant le cocycle g — 49 —p 4. On a alors,
(@,8)Fn =74 —py.

On appele cet accouplement le symbole de Hilbert attaché au groupe F. Le but de cet article
est de trouver une formule explicite pour ce symbole.
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1.4.Formes différentielles sur F (cf. [F1)}, [C]). Soit F un groupe formel sur Ok, d = dim(F),
et h = ht(F). Posons X = (z1,...,24), Y = (y1,...,ya4) pour simplifier les notations. Une forme
différentielle w = g(X) dX sera dite de seconde espéce, si

i) Il existe A, € K[[X]] tel que dA, = w.
ii) Il existe r € N tel que

P A(F(X,Y)) = prAu(X) + p"Au(Y) (mod Ok[[X, Y])).

On dit que w est exacte si elle est de seconde espéce et si il existe r tel que p™A, € Og|[[X]].
Posons

Dp = {formes de seconde espece}/{formes exactes}.
On dit que w est F-invariante si w(F(X,Y)) = w(X). L’espace D} de ces formes est un

sous-espace de D, Il est clair, que si w est invariante, on a

A(F(X,Y)) = A (X) + Au(Y),

donc A, est un logarithme de F.

Notons aussi que Dp ~ K @k, Mp, ot Mp est le module de Dieudonné de la fibre speciale
de F. On identifie D & I’espace cotangent t=(K) de F et Dp/D}% A I’espace tangent ¢p- (K) du
groupe dual. Les modulés t&(Ok) et tps (Ok) sont des réseaux de D} et de Dp/D}.

Rappelons maintenant la définition de I’application exponentielle. Soit D%(Ok) =~ t%=(Ok) le
sous-Og-module des différentielles invariantes i coefficients entiers. Soient L une extension finie
de K et My 1 = {z € L|vy(z) > 5_1‘1'} On sait que si a € F(My,) et w € DL(Ok), la série A, (a)
converge vers un élément de My, ;. Soit :

Ip : F(ML1) — tp(Mp,1) =~ Homo, (DR(Ok), My 1),

I’application définie par
Ir(e)(w) = Au(a).
On sait que [r est un isomorphisme et on note
er : tp(Mr1) — F(My,,1)
I’application inverse. En composant ep avec §pn : F(IML) — H'(GL, Ery) on obtient I’appli-

cation exponentielle:
exprn : tp(Py 1) — HI(GL,EF,,,) .

Supposons que Gy, opere trivialement sur Ef,. Notons
(, ]F'.ﬂ L' x tp(mt[,'l) — Ep'n .

le composé de e avec le symbole de Hilbert (, )gn : L* X F(My) — Epyp.



10 DENIS BENOIS

Lemme 1.4.1. Sia € L* et f € F(ML,), on a

(0, lF(ﬁ)]F,n = (Ct’, ﬁ) Fn

La démonstration est évidente.

Fixons &;,....£, une base de Ef, et wy,..,wq une base de t%-(Ok). Soit wi,...w} la base duale
A W1 yeenyWd - .
Alors,sia € L* et § = E,'=1 Bijw; € tp(My,1),0n a

(o, Blrm = E (, BiwilFm = ZZ(a Bl (&),

i=1 j=1i=1

(I3, L* x My w0 — Z/p"Z

sont "les coordonnées” de (, JFn. On peut écrire le lemme 1.4.1 sous la forme suivante

d h
(@, B)rm = 3 3 (o Ay () (6 -

jel i=1

1.5. Anneau Byp (cf.. [F2]). Dans ce no. K est un corps local de caractéristique 0. On note
K une cloture algébrique de K et C le complété de K. On choisit une uniformisante 7y de K.
Rappelons briévement la construction des anneaux des périodes p-adiques. La limite projective

R =1im(O¢/pOc)

n

(la fleche est I’élévation & la puissance p-idme) est munie d’une structure naturelle d’anneau. Si
z = (2o,21,...) € R on definit les éléments (") comme lim,_co §ﬁ+m, oll Z; est un relévement
de zx dans O¢. On a z("*1? = z(®_ Muni de la valuation v(z) = v,(z{?), R est un anneau

de valuation complet et de caractéristique p. Le corps résiduel correspondant est isomorphe a la
cléture séparable k*¢P de k.

Soit W(R) I'anneau des vecteurs de Witt & coefficients dans R. Pour tout z € R on note
[z] = (=,0,...) son représentant de Teichmiiller dans W(R). L’application

8. W (R) — Oc

(=]

> [znlp" — f: ) p"

n=0 n=0
est un homomorphisme des anneaux.
Posons Wk (R) = K ®ox, W (R). On a, alors, un homomorphisme
bk : Wg(R) — C

Y B S 2O

n>>—o0 n>>-—-0co
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déduit de @ par extension des scalaires. Son noyau Jg est un idéal principal, engendré par un
élément v = mp + u, u € W(R), tel que 6(u) = —mp.
On pose
BIR/K = MWK(R)/J}}

Alors Bip y = 7B3‘R/K est un ideal maximal de B:TR/K , le corps résiduel est isomorphe & C.
L’anneau B;*'R est ainsi muni d’une valuation discréte.

Notons
Bap/x = FfaC(BIR/K),
Bin/x =7'Bin/x -
Soit 1,¢,,{s2,... une suite des racines de I'unité telle que C:.. = (pu-1. Soit € € R tel que

™ = (pa. La série

[» o]

t= log[e] = Z(_l)n+l ([E] - 1)11

+ n
n=1 '

converge dans BIR/K vers un générateur de BcIIRfK‘ Le groupe G opére sur ¢ & I’aide du caractere
cyclotomique: t¢ = xk{g)t. On a I'isomorphisme canonique

Bir/k/Bihyx = t'(Bip/x/Biryx) = 1'C = C(i)

Le corps Bypr/x ne dépend pas du choix de K : si K C L le plongement Byr/x C Bypy1 est
un isomorphisme. On note, ainsi, Byr = Bgr/k pour K quelconque.
Sur la topologie de Byr cf. [F2]. Posons Jo, = Jx N (Ok ®ox, W(R)).

Lemme 1.5.1. Soient L/K une extension finie totalement ramifiée, © une uniformisante de L et
u € W(R) tel que 0(u) = —7 ; donc m + u est un générateur de Jo, . Alors Uélément

I[I =+
gEGal{L/K)
est un générateur de Joy .

Démonstration. cf. [F2], 2.10.

Corollaire 1.5.2. Soit f(z) un polynéme minimal de © sur K. Alors (m + u)f'(w) est un
générateur de Jo, [}, .

Démonstration. Comme

H (79 + 1) = (7 + u) f' (1) (modJ %)
9€GaI(L/K)

cela résulte du lemme 1.5.1.
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Corollaire 1.5.3. L’image du plongement canonique Jo, /J}  dans Bjp/Bip ~ C(1) est égal &
p7%0¢(1) ,ot a= p+1 + vp(Dk)

Démonstration. On sait que ¢t = logle] = cyo(mod B3g) ol 4o est un générateur de ker(8) et
vp(€) = oy~ Soit 7o + u un générateur de Jo, . Si f(z) désigne un polyndme minimal de mp sur
Q,, on a vu(Dg) = ve(f'(m0)), d’0ll le corollaire.

1.8. L’anneau B, et la suite exacte de Bloch et Kato (cf.[F3], [BK]). Soit v un
générateur de ker & C W(R). On pose

2 3
AL, =WRS, =1

C’est un sous-anneau de Bggr, muni de la filtration induite et d’une action du Frobenius ¢. On

note
Bjru - AC""U ® Q'

Bcru B+ [1]

cris t

On a la suite exacte de Bloch et Kato .
0 — Qp = BY5: 5 Bun/Blp = 0, (1.3)

ol f(z) = z(mod BJy). Elle induit une suite exacte

0— QP — ( cr:a)¢ 1 ;I%/BJR —0 * (1'4)

Nous avons besoin d’une version intégrale de cette suite. Le résultat suivant est bien connu.

Lemme 1.8.1. Siz est un élément de pAl.,, + Al..,, la série

log(1+2) = Z( ~1)™- I'T

converge vers un élément de pAT . + Al

cria cris °

Démonstration. La convergence de log(1+ z) vers un élément de BJp, résulte de la description de
la topologie de Byg (cf.[F2] ). Soit z = pa+ B, 0t a € AT et f ¢ Am, On a

cris

_(pa+B)™ _p" n = cCk k kam-k , D"
= o +Z mp'aﬂ +m

m m

Comme 'B— €Al B P ¢ pZy et —ﬂk € Z pour k # 0,m, on voit que =~ epAm,+Am', , d’on
log (1+2) € pA%, + Al

Soit M1 = {z € C|vy(z) > 1/(p—1)}. On pose maintenant

- log[a;
AL, =1{b+ Z “%Lt‘_]bi |6,b; € AT, aED) €1+pMe, }
; .

Il est facile de voir que Am, est un sous-Zy,-module de Bc,_lu L’application f : c,,ia -
B;},/BY., = C(-1) induit une flsche AZL, — C(-1).
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Proposition 1.6.2. La suite

0~ 2Z, — (AZ1)%=1 L ooy (—-1) > 0 (1.5)
est exacte.

Démonstration. Siz € Blg, ona f(z/t) = 6(z) ol on considére 6(z) comme un élément de C(—1).
On voit donc que f(log[a]/pt) = loga® /p. Comme log : 1+ pMc,1 — pM¢,1 est une bijection
et logla)/pt € (AZ,)?=! I’application f est surjective.

Montrons maintenant que kerf = Z,. On sait que B:;'” N BdR = Qy, donc il suffit de vérifier
que QuNAZL =1Z,.

cris

Lemme 1.6.3. Soit a un élément de R. On suppose que al® € 1+ pMc,. 1l existe, alors,
7,6 € ker@ C W(R) et [z],a € W(R) tels que [a] = 1 + pa + [2]6 4+ 7P et 8(e), 29 € M.

Démonstration du lemme. Sic= ¥a € R, on a §([c]) = % € 1 + M¢,. 1l existe , donc, z € R
et v € ker @ tels que [¢] = 1+ [2] + 7 et 2(®) € Mc,. Alors

fal = A+ [2]+ M) =14 [z} +~F (mod p) .
Comme 8({z]P~!) € pMc, il existe & € ker @ tel que [2P~!] = § + p[z]. On en déduit que
[a] =1+ 7" + [z]é (mod p),
d’oll le lemme.

Démonstration da la proposition (suite). Supposons que b+z 28hlb € Q,. 1l résulte du lemme
1.6.3 qu’on peut écrire les éléments [a;] sous la forme [a;] = 1 +pa. + [2:]6: + vi?. Alors

logla;] m—1 (P + [2]6; + 7:7)™
pt _,,,Zﬂ(_l) l pmt

o _ ma,'.m_l_m m—laim—l 2 5',
=3 (2 2 % (mod BY).

- pmt

On en déduit que

logfa:] _ Ai + Bid;[zi]
vt t pt
oll .
o0 m am ' [= ]
= ) E S e w Ry, Bi= Y () e € WR).
m=1 m m=1
On a, donc,

logla;], _ ~— Aibi B;b;é;[z)
b+ZTb,’ =Z.T+Z._Pt[—.+b(m0dB;R).
i i i

Comme §; € B!, ona ¥, &f{u—‘l € Bg, d'ot ¥, 4iti € B, 1l résulte maintenant du
corrolaire 1.5.3 que 8(3,; 4iki) € p~1/(P=) O¢ et que §(4) € p~1/P~1) O¢. Comme 2% e mey,

on a f(22:85l) € p=19mc, donc (b + T, “E2ilb) € p=! M. 1 en résulte que b+ 3, 28xlp, ¢
Z,.
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1.7.Cohomologie continue (cf. [T1], [T2]). Soit M un Z,-module topologique muni d’une
action linéaire et continue de Gr. On note C(GL, M) le complexe des cochaines continues &
valeurs dans M. On peut définir le groupe des cocycles Zi(GL, M) et le groupe des cobords
Bi(GL, M) par les formules usuelles. On note Hi(Gr, M) = Z:(G,M)/B(GL, M) les groupes
de cohomologie continue. Soit C le complété de L.

Proposition 1.7.1 (TATE). On ¢ H%(G,C) = L. L’homomorphisme L* — H(G.,C) qui
envoie a sur class(axy) est un isomorphisme.

Démonstration. cf. [T1], n.3

La suite exacte de Bloch et Kato
0= Qp = B*S! L Bap/Bin — 0
donne une suite exacte tordue
0 — Qy(1) = BE, (1) = Bar/Bip(1) — 0.

On voit que (Bjp/Bln)(1) ~ C et que 'application v : (B;},)*='(1) = (B1.,)*=?, v(z) = =t
est un isomorphisme. On obtient donc la suite exacte .

0= Q,(1) = (BX,)*" S ¢ oo,

cris

Elle induit un homomorphisme
Te : L=H)GL,C) — H}(GL,Qp(1)) = Q,.

Proposition 1.7.2, Sia€ L, ona

T.(a) = —%Tr(a) .

Rappelons la démonstration(cf. aussi [K], chap. 2). On vérifie facilement que I’application 7, est
Qp-linéaire. 1l suffit donc démontrer la proposition pour a € pOc. Soit @ un élément de R tel que
@®) = exp(a). Il est clair que 8(log[d]) = a. Alors r.(a) a comme représentant le 2-cocycle

~h &
(h,9) = Gog a1 ~loglal)es(6) = log 1 s (6) = log [ 51U 2 ).

Rappelons que la suite exacte courte
0= up = L* 51" >0

donne 'application é,» : L* — HI(GL,,u,p-)‘. En passant & la limite projective on obtient dpe :
L* = HYXGL,Zy(1)). On voit que I'image du cocycle & — log[%] dans H}(GL,Zp(1)) coincide

avec 8pe (exp(a)). On obtient maintenant de la proposition 1.1.2 que
Tr(a)
o

~h
log =] UL (9) = 8y (exp(a)) U K1 (9) = (exp(a), kL (9))p = ~
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La suite exacte (1.5) induit une suite tordue

0 _} ZP(I) - (Ac_f'lis)¢=l(1 ( CFIE/ACFII)(l) - 0'

Il est facile de voir que 1’application 7 : (A;'lla/Acr:s)(l) — Me,1, #(z) = zt(mod Al ,,) est un

isomorphisme. Soit A, I'image de Vinjection v : (AZ1,)#=1(1) = (AT ,,)*=?, v(z) =zt. On a
donc la suite exacte

0= Zyt = Appis = Mgy — 0.
En particulier, on a une suite modulo p™:
0 — pps — Ac,—g,/pnfic,-i, = Me1/p" My — 0. (1.6)
Elle induit une application
72 HY(GL, M1 /p" Mc,y) — HY(GL,pp) ~ Z/p"Z. (1.7)
Corollaire 1.7.3. Soit i : HYGL,Mc1/p" Me,1) = HYGL,C/p"Mc,) ’homomorphisme
naturel. Alors, sii(f) = class(akr,m), on a

(f) = —I%Tr(a) (mod p™) .

Démonstration. On a le diagramme commutatif:
0 — Bpn ——> Acrialpnficris — 9ﬁC,l/pﬂ mC,l — 0
0 —— (QP/PnZP)(l) — ( cru)¢ p/p Acru E— C/anCI _* 0,
d’oll on obtient le diagramme

HY (G, M, /p" M) — HYGpL,ppm) ~Z/p"Z

! !

<(mod p™ M
HY(G1,Clp"Mey) LT HYGL, (Qu/p ) (1) = Qu/27
I résulte de la proposition 1.7.2 que 7.(i(f)) = —FTr(a) (mod p™), d’ol le corollaire.

Remargque. On peut donner une interpretation de Papplication T en termes des invariants de Sen-
Tate. Pour € > 0 soit

H'(GL, Oc/p"™ #T) — H'(G1, C/p™*#77)

I’homomorphisme naturel. Posons A = D.p~"+5T. Alors pour tout f € HI(L,Oc/p"'*'FAT) il
existe un élément unique inv(f) € p"'D'l/p“+F£TA_lzr'"1 tel que pour tout ¢ > 0 on a

ie(f) = inv(f)xL.

Autrement dit, pour tout € > 0 il existe ¢ € C tel que
1
flg) = inv(f) == Og;f(g) + ¢ ~ ¢(mod p™* 571 7)

(cf. [S), prop.1, et [T1] ). Alors , si a € My, on a T(af) = — - Tr (ainv(f)).
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1.8.Périodes p-adiques des groupes formels et la décomposition de Hodge-Tate (cf.
(F4], [C], [T1]). On conserve les notations du n®1.4. On pose a = p_lT + v,(Dk) ol Dk est la
différente de K/Q,.

Soit F' un groupe formel p-divisible sur Ok, d = dim(F), h = ht(F). Soit Tr = l(iLnﬂ Ern

le module de Tate de F. Soit w € Dp et soit v = (™)) € T, [p)(€*+1)) = ¢¥). Choisissons

les relévements E(—’J € (Ok ®ok, W{(R))* des éléments £(¥) par rapport  I'application 8 :
Ok ®ox, W(R) — Oc. On définit I'application des périodes comme

<,>:DFXTF—)BIR,
<w,v>= ~ lim pFA,(E).
k=00

C’est un accouplement bilinéaire qui respecte les filtrations de Dr et de By et commute 3
l’action de Gg. En passant aux facteurs de ces filtrations on retrouve les périodes de J.-M.
Fontaine et de R. Coleman.

Périodes de Fontaine. On les définit comme la restriction de <, > & Dk:
<, >po: Dp x Tr — Byp/Big ~ C(1).

(voir [F4] pour la construction remarquable de ces périodes ).,
Périodes de Coleman. On les définit par la formule suivante
<, >co:Dp/Dk x Tp — BIR/B,&R ~ C,
<@, v>co=0(<dv>)= — lim p™A,(Em),
m—00

ot @ = w(modD}). Fixons une base wy,...,ws du module t%(Oxg) C DL et une base &gy =
wd,,.l(modD};-),...,EJh = w;,(modD}P) de tp. (Ok) C DF/D};- Alors (cf. [F4])1 < Wi, v D> Fy€
p7%0c(1) et < @i, v >co€ Oc. Fixons maintenant une base vy,...,v, de Tr et posons

< Wi,V >Po <wiv2 >Fo .0 <WLUR >F)
A= < w4, V1 > Fo < W4, Y2 >Fo < WeyUh >Fo (1 8)
< Wet1,V1 >Co < Wd41,V2 2Co -+ < Wd41,Vh >Co
< @Wh, V1 >co <@hV2 >0 -.- < Wh UL >C0

Les périodes de Fontaine et Coleman induisent les applications

o ! Tr — tp(Ok) @ p~%0c(1),
o : Tr — Hom(tp. (Ok},0Oc¢)

(nous utilisons les isomorphismes t%(K) ~ D} et tp. (K) ~ Dp/D}).
Ces applications nous donnent un homomorphisme injectif
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N =1Fo®DNco : Tr® Oc — tF(p_aOc(l)) (&) th. (Oc) .
On sait (cf. [F4]) que-coker 7 est tué par p* . Donc, modulo p"~° , le noyau et le conoyau de

¢ (Tr ® Oc)/p" — tr(p™°0c(1)/p"™*) & tp. (Oc/p" ")
sont tués par p®.

Soient wy,...wq une base de th(Ok) et @g41,...,0n une base de tp+ (Ok) ; notons wi,...,w} et
Wyypy W) les bases duales. On a

N(V1y ey Up) = (W1, .} ) A,
En applicant cette procédure au groupe dual p-divisible F*, on obtient les applications duales:
o ¢ Tre ® Oc — tpe (p7°0¢(1))
Moo ¢ Tre ® Oc — t=(0O¢) ,
7 Tpe @ Oc — tp-(p7°0c(1)) ® tp(Oc)

La dualité Tp- ~ Hom(Tr,Z,(1)) donne la base v, ...,v; de T'r. , duale & vy, ...v5. On a, ainsi,
7" (v],...,v}) = (wiy...,wn)A",
ol A* est la matrice A du groupe dual. En passant aux espaces duaux, on obtient
7 tr.(p°0c) ® tp(Oc(1)) —m Tr ®O¢
et
7" (W, ey wh) = (v, 0a)A*T(-1).
Proposition 1.8.1. Les applications 7 et n*' sont réciprogues , donc A A*T(—1) = I,.
Démonstration. C’est un résultat de J.-M. Fontaine (cf. [F4]).
Corollaire 1.8.2. Les matrices p® A et p®* A~ sont a& coefficients entiers.

Démonstration. On sait déja que p® A est  coefficients entiers. On a p® A™! = p® A*T(-1), d’ou
p® A~ est & coefficients entiers.

Posons Y = (Y;;) = A*T(~1). L’application n*’ induit I'injection
o - tF(OL) —F HB(L, TF ® Oc(—l)),

h
w_.,-’ — E v; Y;;. (1.8)
i=1

Rappelons la description de I’application exponentielle en termes cristallines (Bloch-Kato}. Le
produit tensoriel de la suite (1.5) avec T induit un homomorphisme HJ(Gr,Tr ® Mc, 1) —
H!(GL,Tr). Considérons 'application composée

tp(Mp1) 2 HYGL, Tr @ M1 (-1)) = H(GL,Epn) - (1.9)
Proposition 1.8.3. L’application (1.9) coincide avec Uapplication expr,n.
Démonstration. S. Bloch et K. Kato ont démontré le résultat suivant. Le produit tensoriel de la

suite (1.4) avec Tr donne un homomorphisme tr(L) ~ H(GL,Tr®C(-1)) —» HY(GL, Tr®Q,),
qui coincide avec expr @ Q,. En perephrasant leur démonstration on obtient la proposition.
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2. LoIs DE RECIPROCITE EXPLICITES

2.1. Une suite exacte. On conserve les notations du paragraphe précédent. On note Qp/x le
module des différentielles de Of, sur Ok et dpjx : Op — Qp/k la dérivation canonique. On
pose (cf. 1.1) Wo, (R) = Or ®0,, W(R) et Jo, = J. N Wo, (R). Soit

Drik : Wo,(R) — Og ®ox Q/x

I’application définie par
a®z+— 8(z)@da

Lemme 2.1.1. L’application Dy, est une dérivation, i.e.
Drx(zy) = 6L(z)Dr/x(y) + OL(¥) Dr/k (2).
Lemme 2.1.2. i) La dérivation Dy x et triviale sur J} .
#i) La restriction de Dy k sur Jo_ est surjective.
Démonstration. Soit u un élément de W (R) tel que 8(u) = =. Alors on peut écrire un élément
y € J, sous la forme y = (r — u)? y;, d’o
Dy/k(y) = Dryx((m — )*)8L(y1) = 0.

I.a deuxiéme assertion suit du fait que

Dk ([e}(m —u)) = 0([z]) @ dr
et de ce que I'application 8 est surjective,

La dérivation Dy /g induit, ainsi, ’homomorphisme surjectif Jo, /JE)L — Og Q0 /K, que
nous noterons aussi par D, /k.

Rappelons, que JOL/JE")L est un Oc-module libre, engendré par I'image de 7 —u. Le plongement
K C L induit le plongement de Jo, /J3, dans Jo, /J3 .

Lemme 2.1.3. La suite

D
est ezacte. '

Démonstration. Soit Dy jg(c(m — u)) = ¢®dr = 0. On a alors, ¢ = f'(m)b, ol f(z) est un
polynéme minimal de 7 sur K. Le corollaire 1.5.2 montre maintenant, que f'(7)(w — u) est congru
au générateur de Jx modulo By , d’ou

c(m — u) = b(mo — v) € Jo, /Jb,
(ici v € W(R) est tel que 6(v) = mp).
Rappelons, que I'isomorphisme Bjp/B3g ~ C(1) identifie Jo, /J}, 2 p~°Oc¢(1) oi'a = ;L5 +

p—-1
vp(Dk). 1 identifie aussi JoL/JéL Y p‘“DZ}KOC(l). On a, donc, une suite exacte

0= p™%0c(1) = p™*Dx0c(1) = Og @ Qryx — 0. (2.2)
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2.2. Un diagramme commutatif. On construit ici un diagramme qui lie les suites (2.1) et
(2.2) a I’application exponentielle.
Soit F' un groupe formel p-divisible sur Ok et soit Tr son module de Tate. Posons

F@) = jm F(OMg),

ou la fleche est la multiplication par [p} dans le module formel. Les éléments z = (2o, z1,...) €

F(9M) tels que 2o € F(IM), forment un sous-Z,-module de F(9N) ; nous noterons ce module par
F(901) .. On a une suite exacte

0>Trp— F(ON), — F(M,) = 0.

Construisons maintenant le diagramme

0 — TF®D};-(OK) — F(M)L®D};‘(Ox) _ F(EUIL)®D}¢(OK) — 0

[<:>r0 [o | oz

0 ——  Jog/Jd, — JOL/J(%L — Or ®Q/x — 0

(2.3)
Ici <, >F, désigne les périodes de Fontaine et les autres fleches sont données par les formules
suivantes: :

DL : a®w+— A (o) da,
g:a@wr—r — lim p"A,(Gm —F Om)
ol &m € Ox @ W(R) est un relévement de ¢,,. Comme
GL(AW(&YH -F 0"m)) = )‘W(gla(&m -F Ctm)) = 0!

on a A,(Gm —F am) € Joi eris- Pour démontrer la convergence nous répétons les arguments de
P. Colmez ([C], proposition 3.1). On a

P (Gmst —F @mt1) = P Au(bm = om) = P Au(P] (Gmi1) —F Gim) -
Comme [p] (&m+1) —F &m € Jo, , le lemme 3.2 de [C] montre que
Auo{[P] (&mt1) —F &m) € Mo~ "Jog cris
ou s ne dépend que de K. Donc notre suite converge.

Lemme 2.2.1. Le diagramme (2.3) est commutatif.

La démonstration est evidente.
Le diagramme (2.3) induit, ainsi, le diagramme

F(M.) ® DL(Ok) —2— H'(L,Tr) ® DL(Ok)
DLl lv ‘ - (2.4)

A
Qr/x 5 HY(L,p~*Oc(1)).
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Si F' = G, est le groupe multiplicatif, on obtient le diagramme

UL ——  HMGL,Z,(1)
_dl.,gl l : (2.5)
Qp —25 HYGL,p” 7 10¢(1)),

ol dlog(e) = 22 et ol Qy, =0y g, -

Remarque. Pour le groupe multiplicatif le diagramme similaire a été construit par K.Kato [K] &
P’aide des cohomologies cristallines.

2.3. L’application Ay. On conserve les notations du no. précédent. Nous démontrerons
ici un résultat sur ’homomorphisme Ay. Soit 8(u) = m. Identifions C & BJ,/Bly et posons
b = min{v,(¥=% modBlp)|lg € Gir}. Soit i : H'(GL,Oc/p*®Oc) — H'(GL,C/p**Oc¢)
I’application naturelle.

Proposition 2.3.1. i) L’application

¥ : GL — Oc¢/p**Oc,

(r — u)?

T—u

~ 1(mod (Bir + p**W(R))),

¥

gr—

est un cocycle a valeurs dans D O0c.
it) 1(¢r) = class (p"kL).

Remargue. D’apres le corollaire 1.5.3 on a (4 — u9)(modBl.) € p_#TOc(l) et
(7 — w)"}(mod B}g) € DLp7TOc(-1).
On en déduit que b > v,(DL), donc p** € D}.
Démonstration. i) Comme
(m—u)? — (r—u)=uv—uf € Dy(r—u)(mod Blg),

on a ( )g ’
T—-u u-—1u )
Tu_lzw—u GQL(TF—“)(IDOCIB;H),

donc I'application 11 prend les valeurs dans Dj,.
On a !

T — u)9h r—u)? (r—u
Pi(gh) = (r=w® ﬁ_u,)‘ -1= ((Tr:;)): (N_Jh
u—ud)(u - uh)
(m = w)*(m —u)

u—u?) P (u—uh .
Comme vp(ﬁgl(;wl) 2 2b, on en déduit que 1z est un cocycle.

-1=

((9) + D)MW (h) + 1) ~ 1 = p(0)" + pu(h) + & (mod Blz).
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ii) Soit ¢ € R tel que
[€] - 1= [¢] (m — u) (mod BiR).
Alors

~1efd - )
w0 +1= T =300) 555 (mod (Bl + W (R,

En passant aux logarithmes, on obtient

(0)
Yr(g) = logxr(g) +1log :((W (mod p*°O¢).

On voit facilement qu’il existe ¢; € L tel que

0 ¢
log 7 = log?; (mod p**0¢).

L’application g —— logfi} est un cocycle additif & valeurs dans L. Comme H'(Gp,L) =0 , il
existe ¢; € L tel que

c c

c§—cy = IogFE = logc—g (mod p**O¢ ).
On obtient, donc, l .
¥1(g) = logxr(g) + (cz - ¢]) (mod p**O¢ ),
d’ou la proposition.

Posons Mc¢, = MZ ;. Le composé du cup-produit

HYGL,p~7T0c(1)) x H(GL, (Mo /p"Me2) (1)) — HYGL, Mc,1/p* M)
avec I’application Ay : Qp — Hg(GL,p'#TOc(l)) donne ’accouplement

QL x HY(Gy, (Mc2/p"Mc2)(-1)) — H (GL,Mc1/p"Mc,1)
Soit 7 : HYGL,Mc1/p"Mc,1) — Z/p"Z application définie au n.1.7. Identifions C(-1) et
Bip/Bip.
Proposition 2.3.2. Soit = = ﬁ(mod(BIR + p"mC'gt_l)) un élément de

mT—u

HY(GL,(Mc2/p"Mc,2)(~1)). Supposons que z € DMy, 1. Alors

—r

T(Ap(dr) U ﬂ_zTu) = —Tr (z)(mod p"}.

Démonstration. On a

z z(u - uf)

(7 ~u)9(m — u)

(

) - (=)= = 0 (mod (p"Mc ot ™" + Blp)) -

T—1u
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On voit que Ap(dr) a comme représentant le cocycle

g (r—uw)f—(r—u)=u—-1u?,

donc on a
T (m — u)g "
L(dﬂ)Um 19—z — — 1) (mod p"Mc ).
Mais on a
vp(z) + 2b = min {v (z —uf) (v ))| heGL} 2
P - P ( _u)g( ) g L
. u—u 1 2 1 1
mm{vp(z(ﬂ_fu)g(w) |g€ L}—p—'—'i> +T1_T1 11+}T_—1,
d’ott

————

T Tl
AL(dﬂ') U m =z (modp D)Tc,l).
On déduit maintenant de la proposition 2.3.1 et du corollaire 1.7.3 que

r—

T(AL(dr) U ;r%—u) =7(z9) = r.(zp kL) = —Tr (z) (mod p™).

2.4. Périodes p-adiques modulo p”. Soit F un groupe formel p-divisible sur Og. On fixe
n > 1 et on suppose que L contient les coordonnées des points de p™-torsion de F. Si ¢(™ € Ep,,,

on note &(™ (1 < i < d) les coordonnées de ¢(™. Rappelons que 7 désigne une uniformisante de
L. Choisissons u € W(R) tel que G(u) = m. Soit w une forme de seconde espéce. Pour simplifier

les notations, on écrira A/ (E(“) —5— pour E.,1 'gg‘f'(f("))—‘él
Lemme 2.4.1. Siw € Dh(Ok) et siv=(£(™) € Tr, ona

de(®) 2
<, >p0= 2", (€) E (r - ) (mod (Bn, p0)
Démonstration. Soit €™ e W(R)? un reltvement de &), Effectuons un développement de
Ao (€™ au voisinage de £(™). Comme A, (¢(™) = 0, on obtient

P ALEM) = pm AL (€M) (E™ - €M) (mod Blp).
Comme

. (n) {n)
DucALEM)E™ = €M) = X6 = =~ Dy OL(E) F = - ),

on obtient, en utilisant le lemme 2.1.3, que

~ XL EP)E - €)= ()

(n)
di_ﬂ,(“' — u) (mod p™%t) .

On a, dong,

- (n)
P €)= 2 ALE) S~ ) (mod (B, 57°1)).

On peut montrer (cf. [C], lemme 3.2), que p" A, (€(™) = p™+1A, (€(**+1)) (mod (B3R, p"~%t)), d’ot
le lemme. :

Passons maintenant aux périodes de R. Coleman Soit i C DF/D1 I’ensemble des éléments
w(modD1L.) tels que

1w € Ok [[X])dX.
2. ’\w(F(X7 Y)) - ’\W(X) - Af--"(Y) € OK[[Xay]]'
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Lemme 2.4.2. tp est un réseau de Dp/D}.

Démonstration. 11 est claire que {r est un Og-module sans torsion, donc il est libre. Pour tout
w € Dp il existe r tel que p"w (mod DL} € {r (cf.1.4), d’ott le lemme.

Lemme 2.4.3. Siw €ty et siv= (E(m)) €Tr, ona
<w, v >co= ~p" A, (™) (mod p7).

Démonstration. On a
PP AL(EM) = pPHIAL(EHY) = pR(Au (€™ — pAL(EPTY)) = " (A (] ET)) — pAL(ETHY))
La condition 2 implique que A, ([p](€(*+1)) — pA,(¢(*tY)) € O, d’onr
O P"AE™) = pPHAL (6 Y) (mod 7).
Comme < w,v >co= — liMp_00 P™ Ao (£(™)), le lemme est démontré.
Rappelons que my désigne une uniformisante de K. Posons
r(F) = e(K—l:Qp—) min {k [rtm (Ox) C ir). (2.6)
Lemme 2.4.4. Siw €tp-(Ok), on a
< W, v >co= —p" AL (€™)(mod pn (M)

Soit $(F) = max{r(F),a} , ol a = ;{—1 + v,(Dk). Fixons une base wy,...,ws du module
t%(Ok) C Df et une base @g+1 = wgy1(modD}), ..., 08 = wr{modDL) de th. (Ox) C Dr/Dk.
Alors (cf.1.8), < wi, v > o€ p~%0¢ (1) et < @4, v >¢o€ Oc¢. Fixons maintenant une base vy, ..., v
de Tr et introduisons les matrices :

<Ww,V1 >Fo < Wy, V2 >Fo s < w1, Uh >Fo
A= <Wwge, V1 >Fo <We,V3 >Fp ... < W4 VL >Fo
< Wi+, V1 >Co < Wd414Y2 >Co  --- < Wd41,Vh >Co

< Why 1 >co < Whp,¥2 >00  +vs L WhUR >0

et A, = A (mod p*~*(F)),
Notons &, ...,&, une base de Ef,, telle que §; = v; (mod p™) et posons

(AL.(&)%%& YN (Y F- R Y (I8

o= | Mu€)E N @) ()
" AUJ.'.‘[(&].) ’\Ud+|(52) et A‘-l"ci-l-:(fh)

\ M) MA@ o M) /

1] résulte des lemmes 2.4.1 et 2.4.4 que la matrice © , est bien définie modulo p""(F-).
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Lemme 2.4.5. Soit n > s(F) + 2a. Alors la matrice A7! est bien définie modulo p™~2(F)-1e,

Démonstration. Soit /in un relévement de A, donc A, = A,.(mod p“"’(F] ). Alors A = /i,, +
p*=*(F)B, ot B € My(O¢). On a

A;l = (A _ pn-a(F')B)—l = A-l(l _pn—s(F)BA—l)—l =

AT (14 pr I BAT! 4 PPN (BATY) ).

Comme (cf. Corollaire 1.8.2) p*™A™™ € M,(Oc¢), on a A;' = A~ (mod p"~*(F)=23) d’ol le
lemme.

Nous identifions ¢ au générateur canonique de O¢(1). Posons ¥ = (Y;;) = A*T(-1) et X1, =
(Xij) = O -

Proposition 2.4.6. Si j < d, lélément Xi; € p #1D' est bien défini modulo
pﬂ.—s(F)—Qa—;l-rtnzl'

Démonstration. 1l résulte du lemme 2.4.1 et du lemme 2:4.4 que les premiéres d colonnes de
la matrice %':7 (modBJg) coincident avec les colonnes correspondantes de la matrice A7 =
Y(modp""(F)‘a“). Comme Y;; =< w W >cot™l € Oct ! C B /B et t € p?l'T’DL(Tr -
u)(mod B3%g), la proposition résulte du lemme précédent.

2.5. La formule explicite pour le symbole de Hilbert. On conserve les conventions du no.
précédent. On note (Dp, D}) le module filtré associé & F est Tr la trace de L sur Q,. On fixe une
base £1,...,&n de Ep, = Tp/p"Tr, une base wy,...,wq de 'espace cotangent t7(Ok)’' ~ DL(Ok)
et une base @g41 = wyt1 (modD}), ..., @y = wh (modD}) de Dp/Dk. Soit A,; = [w;: On pose

(X (es,giL L, Ez) (Eh =\

e e A :
OLn=p"{ W& w @y Am,(ef.)

\da6) @ o )

et Xpn = (Xij) = e;}n. On voit facilement que les éléments X;;, j < d ne dépendent pas du
choix des wyyy,...,wy. Il résulte donc de la proposition 2.4.6.que ces éléments appartiennent a
p'u_l'f’DEl. Ils sont bien définis modulo p™~*(F)1-28= 52T D;'. On pose ¢(F) = s(F) + 2a + ;3_—1.
Soit

(y)Fn : L* X F(ML) — Epy

le symbole de Hilbert.
Théoréme 2.5.1. Soient « € L* et B € F(IM) et supposons que vp(B) > c(F). Alors on a

d
(o B)m = 3 D[ Tr (Xisa™ 55 0y (060
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Démonstration. Soit
(,1Fm : L* X tp(Mp1) — EFn

I’application définie au no. 1.4 et soit w},...,w); la base de tz(Ok) duale & wy,...,wq. On voit que
démontrer le théoréme revient & vérifier que si § = ZLI Biw} € tr(Ok), vp(B5) > c(F),on a

hod
_,da
(a,Blpn = ZZ[Tr (Xij 0" ——B;) 1 (&)-
i=1 j=1
Soit 8p= : L* — H'(GL,tp=) Papplication induite par la suite exacte de Kummer (1.1) . Posons

Mea = 9)120'1 et Mp o = (ﬂﬁclz)G". Soit T : HY(GL,Mc,1/p"Mc,1) = Z/p"Z Papplication (1.7)
et soit 7 son composé avec I’application naturelle

HY (G, M, /p"Me) = H (G L, De 1 /p"Mey) -
Rappelons (cf. 1.8) que la décomposition de Hodge-Tate induit I’homomorphisme
o : tr(OL) = H°(GL,Tr ® Oc(-1)).
On note 7 le composé
tr(Mr ) = H (G, Tr @ Mo (~1)) = HY(GL,Mc2(~1)/p"Me2(-1)) @ Epn.

Lemme 2.5.2. Le diagramme suivant est commulatif

L* x tp(imL,z) M) Egrg

5,.'an1 T?xld
HY (G ppr) x HYGr,Me2(=1)/p"Me 2 (~1) ® Epp) ——2s HY(GL, Mo /p"Te) ® Er,p
Démonstration du lemme. Soit
0= Zy, = (AZ5,)°"1 5 Mea(-1) =0
la suite exacte (1.5). En prenant le produit de cette suite avec Tr et avec T'»(1) on obtient

des applications 7p : H2(GL,Tr ® Mc,1(-1)) = HXGL,Tr) et 77 : H{Gp,Tr ® Mg,) —
H}(Gp,Tr(1)). Les arguments d’algébre homologique montrent que le diagramme

HY (G, Zp(1)) x HY(GL, Tr @ Mcp(-1)) —=2 HY(GL,Tr @ Mc,y)

idx-r,‘ll l'rr

H (GL,Zp(1)) x H(GL,TF) —  HYGL,Tr(1)

est commutatif.
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Comme G, opére trivialement sur Er, on voit que
HY(GL,(Tr ® Mc2)/p"Tr @ M) ~ HY(GL, Mca/p"Me2) ® Eppn
et que Tr(mod p™) = 7 ®id. D’aprés le lemme 1.4.1 0n a
(2, Bl = (@, er(B))Fin = 8p= (@) USpn(er(B)) = bpn(a) U exprn(f) -

La proposition 1.8.3 montre que expr,»(8) = 7%(7p(B)) . On en déduit en utilisant le diagramme
précédent que

(@ Blrn = 85 () U TR (70 (B)) = 75 (8p= (@) Ui (8)) = (7 ® id) (§p (@) U i (8)) (mod p™) ,
d’ol le lemme.
Démonstration du théoréme (suite). Le diagramme (2.5) donne le diagramme commutatif

nxid

UL x HY (G, Mca2(-1)/p"Me2(-1)) —— HY(GL,pp) X HYGL, Mc,2(-1)/p"Mc2(-1))
—dlogxidl lCUP
Qp X HO(GL,ﬂﬁc‘g(—l)/p"m.c,g(—l)) —“'!—) H! (GL,mc.lfp"fmC,l) ,

ou f(a,b) = Ap(a) Ub. En composant ce diagramme avec le diagramme du lemme précédent on
obtient le diagramme commutatif:

U X tp(Mp2) RSN Epn

—dlogxﬂol Trxid

Qp x H(GL, Mop(~1)/p"Mc(=1) ® Br,n) —1o HY(G1, Mo /p"Mey) ® Epn
Soient o € Uy, et § € tp(Mr3). D’aprés (1.8) on a
h d
=2 Do Yiub)),
i=1 j=1
ou Y = (¥;;) = A*T(-1). Le lemme 2.4.5 et la proposition 2.4.6 montrent que si v,(3;) > ¢(F),

on a

”ﬁ’ (mod (p"Mg2(-1), BiR)) .

En utilisant la proposition 2.3.2 on obtient maintenant que

h d

(e = [~ 3 (e & dwuZX""’ 1E) = Y03 [Te(a~ T2 Xi58) (6.

i=1 i=1 j=1
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Le théoréme est démontré pour & € Uy,. Pour & = 7 la démonstration est analogue (il faut prendre
la suite (2.2) , divisée par ).

Remarques. i) Posons L, = K(EFp,n) et soit
(y)Frm ¢ Loy x F(ML,.) = Epm
le symbole de Hilbert, associé & Ly,. Si 8 € F(My, ) et si a,y € L}, pour m 2 n, on voit que

{am, [Pm_n] (ﬂ))F,m = (Nm,n(am);ﬁ)F.n '

olt Npp . ¢ L2, — L désigne ’application "norme”. Remarquons que vy, ([p™~"] (8)) > ¢(F) pour
m suffisamment grand.

ii) V.A.Abrashkin [A1-2] déduit les formules de type de Briickner-Vostokov 4 partir des formules
en cartactéristique p. Cette méthode utilise le lien entre la théorie de Galois de L et celle du
corps des normes de l’extension U, _; L(*/7)/L (cf. [Win]). Il est interessant de donner la
démonstration analogue du Théoreme 2. 4 1. C’est connu pour le groupe multiplicatif (et méme
pour les motifs Z,(r)) (cf. [F6]).

Considérons maintenant quelques cas particuliers.

i) Loi de réciprocité de S. Sen. Soit F = G, = (1+ 2)(1 +y) — 1 le groupe multiplicatif

formel sur Z,. On sait que A = ht(F) = 1, donc dim Dp = dim DL, = 1. La forme w = l‘f*_—"":

est G -invariante; on a A, = log(1 + ). On voit facilement que [p"] = (1 + z)*" — 1, donc
Epn = {z— 1|z € pp=}. Soit {p» — 1 un générateur de Ef,. Si L contient Er,, on a alors,
Opn=p" C‘l dc et on retrouve la formule de S.Sen sous la forme légérement différente:

(@) = [5TY (&g(é")—)log 1+ 8] - 1)

(comme Dp = D%, on ar(F) =0, d% ¢(F) =
vrais si v,(8) > pfl ).
i) Le cas non-ramifié. Supposons K non-ramifié sur Q, et soit ¢ le Frobenius absolu. Notons

K[[A]] Panneau des séries formelles 320 a;A' & coefficients dans K avec la régle Aa = a®A. On
peut munir le module Dp d’une structure de K[[A]]-module en posant

p =27, mais on peut montrer que cette formule reste

d
A(Z ("511 zd)dzl) —zad‘(’:l! ﬂ)d:ﬁ?.
i=1 t=

On sait (cf. [F1], chap. 4) que DL(Ok) engendre DF comme I [[A]}module. On voit maintenant
qu’on peut choisir les éléments w;, 4 ah Wi ‘,Ah de sorte que wy, .. ,wd,w.,A L ey Wiy d‘ﬁk" -4
forment une base de Dr. On peut, donc, construire la matrice ©p, , a partir de la connaissance

des logarithmes de F :

J e we® . e

OLn =7 e e M) |

8% e aanae) L aaniee )
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oll A\j = Ay, -

On sait que l&s éléments ﬂ = Ef; (mod D}), (w € D} (OK), i > 1) engendrent tp- (Ok) (cf
[FL]). Comme “— € Ok[[z]] d:r:, on a r(F) =0, donc ¢(F) =
Ezemple. Supposons F de dimension 1. Notons w un générateur de DL(Ok) et posons A = fw.

h=1
A ..., w3 forment une base de D, donc on a

(€D NE)F2 ... NE)P

" (fx) A(&) ... A%(&)
eL'n=p . .

On voit que w, w

. . .

.

ey AT L g
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