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Abstract: Let 6 an irrational quadratic > 0, and P,Q € R[ X}, X3].
Set s — Zo(P,Q;s) = o2, S Q(my,mg)P=5(m1,mg). n 1930, K.Mahler
proved, under strong assumptions on P (P elliptic), the existence of a meromorphic
continuation to the complex plan of such series . The goal of this paper is:

e To generalize this result under more general assumptions on P which are prob-
ably optimal and obtain, as an application, a new prove to a theorem of Hecke-
Hardy&Littlewood;

e To give a weak version of Mahler's result when 6 is irrational algebraic (not
necessary quadratic) and P very general.

Résumé: Soient 6 un irrationnel quadratique positif et P,Q € R{X1, Xo].
On pose s — Zyp(P,Q;s) = m1-1 E,[,g;n__’.}l (rmy,ma) P%(my, mae)
En 1930, K.Mahler a démontré sous des hypothéses assez fortes sur P {ellipticité) un
théoréme d’existence de prolongement méromorphe au plan complexe de telles séries.Le

but de ce travail est:

o Généraliser ce résultat & une classe de polynomes trés générale (et dans un sens

optimale)} et obtenir, comme application, une nouvelle preuve d’un théoréme de
Hecke-Hardy&Littlewood,;

e Prouver une version faible du théoréme de Mahler dans le cas ou # est irrationnel
algébrique (non nécessairement quadratique) et P trés général.

Pauteur remercie le Max-Planck-Institut fiir Mathematik de Bonn ot il a complété ce travail



1 Introduction, Notations et Enoncés des
résultats:

1.1 Introuduction:

Suite aux travaux de E.Hecke([6],1922), de G.H. Hardy et J.E. Littlewood([5],1924 ) sur
le prolongement méromorphe de s — Y+ !ﬂ_"_"_l ou 8 est un irrationel quadratique
et By(t) = t—{t]— 1 la premidre fonction de Bernoullh, K.Malher a démontré le résultat
suivant:

Théoréme (K.Mahler [7],1928)
Soit 8 un irrationel quadratique > 0.
Et soient P et Q € R(X, X3 de degrés respectifs m et n. On note By, la partie homogéne
de plus grand degré de Petr = P — P, et soitd=2sir =0 et d = 1 stnon.Et on
suppose que P est elliptique c’est a dire:

1. P(x)>0Vx € [1,+oo[*;
2. Pn(x) >0 ¥x € [0,+oo[*\ {(0,0)}.
Alors la série de Dirichlet:

+oo [fmu]

s+ Zg(P,Q;8) = Y > Q(my,ma)P%(my,my)

mi=1mp=1

posséde un prolongement méromorphe 4 C avec des poles simples et contenus dans un
ensemble de la forme: I' = {2t2=k|k € N} U {222 4 %Uz ENK* €Z}

ou 7 est une unité positive de Z|[0). '
En outre Yoy, 09 € R vérifiant 0 < 09,Ve > 0 et V8 > 0,
il existe C = C(o01,09,6,P,Q,0) > 0 tel qu'on ait: |Zy(P,Q;8)| < Cefl™l uniformément
en s = o + i1 vérifiant 0y < o < oy et d(s,T) > 6 .

Si on note Ap = {(z1,22) € R?|z; > 3 Loetl 5 < T2 < Bz}, alors Ay est un semi-
algébrique ouvert de R? et:

+oo0 [0mi]
o(PQis)= D > Q(mi,ma) [Plm,my)]™ = ) Q(m) P~*(m)
mi=1ma=1 meAgnz?

Dans [4], nous avons étudié de telles séries dans le cas ol A est un semi-algébrique ouvert
quelconque tres général, ) = 1 et P vérifiant des hypothéses tres faibles. Il est facile de
se convaincre que prendre Q polyndme trés général (par exemple non dégénéré sur dA)
ou méme guelcongue dans certain cas comme A = Ay ol § quadratique, n’introduit pas
de difficultés serieuses et les résultats énoncés dans [4} s’étendent & ce cadre . Il découle
donc des résultats de [4] que la série de Dirichlet associée & un tel semi-algébrique
posséde un demi plan de convergence et d’holomorphie {R(s) > oo} , ou ogp est son
abscisse de convergence et qu’elle posséde un prolongement méromorphe & un demt
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plan de la forme {R(s) > oo — 8} (8 > 0) avec ¢ comme seul pole (d’ailleurs d’ordre
1 ou 2). Pour aller au dcla de ces résultats (i.e obtenir le gtme 5l 38MEpAle otc, - - )
cela dépend des effets arithmétiques de la frontiere de A . Nous avons traité dans [4]
le cas d’une classe out cet effet est absent et nous avons montré alors que les séries de
Dirichlet associées 4 de tels ensembles possédent des prolongements méromorphes 4
tout C qui vérifient les propriétés standardes notamment le fait que les pdles forment
une suite discréte décroissante de réels. Les secteurs Ay étudiés par K.Mahler (et en
dehors des raisons qui ont motivé son travail) constitue pour nous la premiére classe
de semi-algébriques dont les effets arithmétiques des frontiéres sont non négligables et
pour laquelle on sait exhiber des prolongements méromorphes & tout C des séries de
Dirichlet associées. Le point essentiel ici est évidement les répartitions non standardes
des poles .

Les hypothéses imposées par Mahler au polynome P (ellipticité) étant trés restrictives
et le résultat de Hecke-Hardy&Littlewood (voir corollaire 1 de ce papier) ne découle
pas de son théoréme. Le but de ce papier est d’une part de généraliser (en précisant)
ce théoreme, les hypotheéses que nous imposerons & P sont tres générales et le résultat
obtenu contient ceux de Mahler et de Hecke-Hardy&Littlewood . D’un autre c¢6té nous
donnerons une forme faible du théoréme de Mahler qui reste valable dans le cas d’un
nombre algébrique irrationel quelconque {non nécessairement quadratique) chose que
les méthodes classiques comme celle de Mahler, adaptées au cas quadratique, ne pou-
vaient faire.

1.2 Notations:

Dans toute la suite les symboles:
fhyx) <, gx) (xeX, AeA)

f(AaY7x):0y(g(x)) (XEX: ’\‘GA)

ont le méme sens et signifie qu'il existe A = A(y) > 0, ne dépendant ni de x ni de A,
malis pouvant A priori dépendre de tous les autres parametres du probleme considéré
en particulier de y, tel qu’on ait:

VxeXetVAe A |f(Ay,x)| < Ag(x)
Le symbole f < g signifie qu'on a 4 la fois f <« g et ¢ < f. On note en fin, pour s € C,
s =0 +ir oo = R(s) et 7 = F(s).
1.3 Enoncés des résultats:

Théoréme 1 Soient P,Q € R[X,, Xy, 0 un irrationel quadratiqgue > 0. On pose Ag =
{(z1,72) € R¥|zy > § et § < 73 < Oz} .On suppose que P vérifie les hypothéses
suivantes:

1. P(x) — +00 quand ||xi| — 400 ,x € Ay;

2. d(Ag, Z(P)) > 0 ot Z(P) = {z € C?|P(z) = 0};
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3. P est non dégénéré sur Sp = {(z,,0z1)|z, > %}(C 0Ayp)

i.e si P(X) = ¥ ,eoupp(p) @aX® et 51 on pose P*(x) = 3 coupp(p) X", alors
P(x) = P*(x).

On a alors:

1. Il existe B > 0 tel que s —> Zy(P,Q;s) converge absolument et est holomorphe
dans le demi plan {R(s} > pB}. Le meilleur 8 possible est appelé abscisse de
convergence et noté op = ao(8, P, Q);

2. s — Zy(P,Q; 8) posséde un prolongement méromorphe a C avec des poles con-
tenus dans un ensemble de la forme
Ty ={o0— % + Qﬁ::;i (k,k*) e Nx Z}
ot M = M(8,P,Q) € N* et j une unité positive de Z[0]
De plus st s est un péle de Zy, alors Uordre de s est < 2 si s est réel et Uordre
de s est <1 sinon;

8. Si en plus le polynéme Q werifie Ym € N*2 Q(m) > 0 alors l'abscisse de
convergence og = ao(8, P, Q) est effectivement un péle de Zy et appartient a Q.

4. Le prolongement méromorphe Zg de Zy vérifie : il existe D = D(0,P,@Q) > 0 tel
que ¥ ,8, N >0, 1l eziste C = C(¢,4,0, P,Q) > 0 tel que
1Zo(P, Q)| S C (1 +]r|P0mo0¥)
uniformément en s = ¢ + i1 vérifiant 0 > 09 — N et d(s,y) > §;

5. Si en plus le polynéme Q(x) = 3, bax® verifie la condition:

) ! 520°7H 0 et ¥m e N Q(m) > 0
laj=au +oa=deg(@) “2 T

Alors dans le demi-plan {Rs > o9 — %}, o9 est le seul pole de s —> Zy(P,Q; s).

Corollaire 1 (théoréme de Hecke -Hardy&Littelwood ) Soit 8 un irrationnel quadra-

tigue > 0 et posons s — Lg(s) = 31 E‘;E—f—ﬂ ot By(t) =t —[t] — §, la premiére

fonction de Bernouilli. Alors s — Lg(s) verifie les conclusions 1, 2 et 4 du théoréme
laveecog=0et M =1.

Théoreéme 2 Soit § algébrique irrationnel positive (non nécessairemnent quadratique)
Et soient P,Q € R[X, X3 tel que P verifie les hypotheses du theoreme 1 et Q(x) =

L aesupp(Q) bax® verifie Uhypothese suivante: 3 |4\, +as=deg(Q) #baﬁ"""l #0
n a alors:

1. Il eziste a > 0 tel que s — Zp(P,Q;s) converge absolument et est holomorphe
dans le demi plan {R(s) > a}. On notera oy = 09(6,P,Q) son abscisse de
convergence.

2. Il existe 8 > 0 tel que s — Zy(P, @Q;s) posséde un prolongement méromorphe
au demi-plan {R(s) > o9 — B} avec gy comme seul candidat péle dans ce demi
plan;



3. Sien plus Q verifie Vm € N**  Q(m) > 0 alors oo € Q4. et il est effectivement
un péle d’ordre 1 ou 2;

4. Le prolongement méromorphe Zg de Zy vérifie: il existe D = D(6,P,Q) > 0 tel
queV g,8 > 0, il eziste C' = Clg,6,6, P, Q) > 0 tel que
1Z5(P,@Q;s)| S C  (1+|r|Pr0mn)e)
uniformément en s = 0 + it vérifiant o > op— P et [s—og| > 6 .

1.4 Remarques

e Si P vérifie les hypotheéses de Mahler (i.e. P elliptique), alors il est évident que P
est non dégénéré sur {1, —1-00[2 ce qui est plus restrictif que nos hypothéses (voir

8]);

e Les hypothéses (1) et (2) des théorémes 1 et 2 sont dans un sens optimales pour
les mémes raisons que celles que nous avons données dans [3] (le cas ol Ap est
remplacé par un quadrant de la forme [B, +oo[%). Quant & I'hypothese (3), elle
n’est pas tres restrictive, puisque presque tous les polynémes sont non dégénérés
a l'infini sur une demi droite donnée .

e Dans la démonstration du théoréme2 on n’utilise que le faite qu’un algébrique
s'approxime mal par les rationnels plus précisement on utilise le faite qu’il existe
deux constantes c,d > 0 tel que Vg €EQ 60— -§| > ﬁ;. Et le théoréme est

valable pour tout les irationnels qui verifient cette propriété donc en plus des
algébriques bien sur le resultat reste valable pour certains transendants commme
m, In(r) Vr € QN|1, +o0], etc...

¢ Pour obtenir les résultats ci-dessus nous avons utilisé essentiellement, en plus des
idées de Mahler dans [7], une nouvelle formule sommatoire {construite & partir
de celle de Bochner-Martinelli) et la désingularisation des courbes planes.

2 Construction d’une formule sommatoire:

Soient # un algébrique irrationnel positif et P€ R[X}, Xo]qui vérifie les hypothéses
(1)et(2)du théoréme 1. On pose Ag = {x = (z1,22) € R? | z; > % et % < 1y < 011},
Ag est un semi-algbrique, ouvert et connexe de R%. Alors d’aprés ([4], lemmes 1 et 4
page 4-5) on a:

3¢, B > 0 tels que Yz € Ag P(z) > (1 + ||=))? (1)
et
P (x)

P(x)

(En fait il n'y a qu’un nombre fini de conditions car 8°P = 0 si |a| > degP) , en
particulier, il existe R > 0 tel que ¥x € Ay, Yo € N* | 9°P(x)| < RP(x). Soient

Va € N2, lafonction x — est bornée sur Ay (2)



D=deg(P), et eg = Jinf (3, ﬁ}j‘_ﬂ') €]0,1[. On a alors ¥x € Ay, et ¥z € C* vérifiant
llzll < 2eq :

Poctn) - PRI=1 Y TP o) < maP PGl < LP(x)
lej<D, a0 %

= R(P(x +2)) 2 P(x) ~ |P(x +2) - P(x)| > 3 P(x)

Ce qui permet de voir facilement d’aprés (1) qu’il existe €y, ¢, ¢’ > 0 ne dépendant que
de P et de @ tel que sur ’ensemble
{z =x+iy € C? | d(x, Ag) < o et sinh?(zy;) + sinh?(ry2) < €02}, on a

R(P(z)) = R(P(x +iy)) > (L +[Ix])? > ¢'(1+ |z]})” (3)
Ceci étant, nous poserons Ve €]0,e0[ et VN € N*:
Uen ={z=x+iy € CC | x € Ag, |11| + |z2| < V2N et sinh?(my;) + sinh?(rys) < €2}

Alors, U, v est un domaine de C?, borné et & frontiére C! par morceaux. En plus,
OUen = Fen' UF NP U Fe 8°, ol

FEI,N = {z =x+iy €C® | x € 8Ap,|x1|+|z2| < V2Net sinh?(my; )+sinh?(mys) < €2}

F:N ={z=x+iyeC? | x€ZAy|m|+|z2] = V2Net sinh?(ry;)+sinh?(rys) < 2}
Fly={z=x+iy €C | x €4y |oi|+|za| < V2Net sinh®(my1)+sinh?(mryy) = €%}
On fixe s € C et nous poserons pour z = (z1,2z3) € C? et j € {1,2}:

h(z) = Q(z)P~*(2) , f;(z) = sin(wz;) et 5;(z) = sin(nZ)

On a évidement d’aprés (3) h est continue sur m et holomorphe sur U 5. En plus,
f = (f1, f2) est holomorphe au voisinage de U, y ct s = (s1,s2) est de classe C! au
voisinage de OU, n.

Mais comme U y N Z?2=QalorsVz=x+1y € OUg N on a:

2 2 2
(f(z),s(z)) = Z |sin(1’rz‘,-)|2 = Esinz(‘fm:j) + E sinh?(my;) > 0
Jj=1 j=1 j=1

Ce qui permet de justifier I'utilisation du corollaire de la formule de représentation
intégrale de Leray ([2],p.56, 1.10.1, 1.10.2 et 1.10.3) (elle aussi consequense de celle de
Bochner-Martinelli) suivant:

Théoréme([1],p.34)
Soit U un domaine borné de C* a frontiére C' par morceauz. Soient f1,..., fu n fonc-
tions holomorphes dans un voisinage de U et sy ...s, n fonctions de classe C* sur un
voisinage de &U. On pose f = (f1,..., fn) et s = (51,...,5:)



On suppose que Vz € OU  (f(z),s(z)) = Ly fi(z)si(z) # 0. Alors:
Z(U, f) = {z_e U|fi(z) ... fa(z) = 0} est discret dans U (donc fini) etV h: U — C
continue sur U et holomorphe sur U, on a:

=) -y Pt (=15 sy (z) dspy A df
2. Ma) = o @) T, s@)"

acZ(U,f)

ot pour chaque k € {1,...,n}, dspy=dsi A...Adsg_1 Ads AL Adsy

Nous obtenons donc que: Vs € C,Ve €]0,¢p[ et VN € N*

_ 1 _ so(z) dsy Adf — s1(z) dso A d
Z Q(m)P S(m) — - '2. / Q(Z)P s(z) 'Z( ) 1 f ‘:1(2) 2 f
mGAgf‘IZ’,|mlL+1m2|<\/§N ( 'm) e, N (f(z)as(z))
j=3
1 _ss S1{z)dss Adf — s9(2)ds1 N d,
= Zm/_, Q(Z)P S(Z) 1() 2 f 2(2) 1 f(4)
j=1 Fln (f(z),s(z))
3 - .
car QU v = U Fi ~ et les Fg' ~ sont & des ensembles de mesures nulles pres, deux
j=t

4 deux disjoints.
De plus il est facile de vérifier que:

d

Ve €]0,e0[,3d = d(8,€) > 0ety=v(6) > 0 tel que Vz € U, v (f(z),s(z)) = 1+ |z)7
(5)

En effet: Vz = x+1iy € 0U, v

(f(z),3(2))? = sin®(nz,) + sin®(mzy) + sinh®(7yy) + sinh?(7ry,)

et:

1
1+ |zl

(i1) SurFel,N (f(z),s(z)) > sin’(rz)) +sin?(rzz) > d(x,29)

(4) sur Fs3,N (f(z),s(z)) > sinh®(mwy)) + sinh?(mys) = €2 >,

Maissiz =x+1iy € F;N alors x = (z1,29) € 94 d'oli z; = % ouzy = -é- ou Iy = 0x,.
Siz = —% ou g = % alors d(x,Z) > % Sinon alors o2 = 8z, nous poserons alors
Vj=1,2 n; = entier le plus proche de z; et u; =xz; —n; € [—%, %] on a alors:

0 =29 —0z1 = (ng +ug) — 8(n; +u1) = (n2 — Oy} + (u2 — Buq)

= |u]+|ug] >, |ua—0u(| = |ng—bn1| >, # pour une constante y = y(6) > 0
La derniére inégalité découle du théoréme de Liouville sur I'approximation diaphanti-
enne des nombres algébriques.

On obtient donc:

1 1

d06,25) =l + fwl >, T+ > T

w1



(iii)SurFf’N (F(2),8(2))* > sin(rz))? +sin(rze)? > d(x,2%)

Or z = x +1iy € F2y = |71 + |z2| = vV2N. Nous posons alors comme dans le cas
précédent V5 = 1,2 n; = l'entier le plus proche de z; et u; = z; —n; € [—%, %] on
pose aussi &; = i € {~1,+1} on a alors

V2N = |z1|+]z2| = e1z1+€222 = €1(n)+ur)+ea(natug) = (1nr+egne)+(e1uy +equs)

1
= |ui] + |u2] > e1u +eaug)| = |e1my + e9ma — VIN| > N

La derniére inégalité découle toujours du théoréme de Liouville cité précédement. D’ol:

1 V2 1 1

dx,2%) = ||+ |u| » ==————m—ou" » — >, —
(6,27 = fa| + o] N @it e =l > 157

En conclusion la relation (5) est démontrée.C.Q.F.D.
De plus Vs = o + ir € C verifiant ¢ > 0 on a d’aprés (4):

3 =(6,P) > 0et f=0(0,P) > 0tel quevz e Uy RP(z) > (1+ || z |))?
=Yz €Uy |P(z)] 21+ |z )’ Do
|P_s(z)| = |e—sln P(z)l — |e—(a+i1')(ln(|P(z)|)+iarg(P(z)))I < er|‘r|lp(z)|—a
et par suite:

|P=5(z)| < el + |2f]) 7 (6)

Nous en déduisans que: Iy = no(6, P, Q) > 0 tel que: s — Zy(s; P, Q) converge ab-
solument et holomorphe sur le demi-plan {R(s) > no}.

Nous rappelons les notations:

Ag={x=(z),22) ER | 21 > L et L <xy <Oz} et Sp={(x1,0z1) | z1 > 3}

Et nous posons:

Vo={x=(z1,20) € Ag | 21 = %} et Wo = {x=(z1,22) € Ap | 22 = %}

Nous posons aussi Ve €]0, gg]

Ul = {z =x +1iy € C? | x € Ag et sinh®(iry1) + sinh®(my2) = £2};

U2 ={z=x+1y € C? | x € S et sinh?(ny;) + sinh?(7ys) < €?};

Ud={z=x+iy € C? | x € Vj et sinh®(ny;) + sinh?(mys) < €2}
o Ul={z=x+iy € C? | x € W, et sinh®(ry;) + sinh*(rys) < €2}

o Et
s1{z)dsa A df — so(z)ds; A df

Klz)= ((a),5(2))?




Alors avec ces notations et en utilisant ce qui précéde nous déduisons que:
Ve €]0,e9[ , Vs = o +ir € C vérifiant o > 7p:

Zo(P,@Qss) = > Q(m)P73(m) = Zj(P,Q; s)+Z}H P, Q; s)+Z3(P, Q; )+ Z2 (P, Q; 5)
me AgNZ2?
(7)

ol
Vi=1234 Z(PQ9) =17 [ QWP (K ()
4r? Ju; |

Pour obtenir (7) nous avons fait tendre N — 400 par valeurs entiéres (ie N € N* )
dans (4) en tenant compte de (5) et (6) pour justifier cette opération.
D’ou, vu les définitions des s; et des f; on verifie facilement qu’il existe des polyndmes
universels Hy, Hy,Go,G3 et G4 € R[X1,...,X3) tels que si pour R € R[X1,..., Xg] et
X,y € R? on pose:

R(x,y) = R(cos(mz,), cos(nzy),sin(mz ), sin{nxy), cosh(my; ), cosh(nya), sinh(wy ), sinh(rys.))
Alors:

Hi(x,y)dx Adys + Ho(x,y)dx Ady,
[sin?(7zy) + sin?(wz2) + 62]2 '

xVz=x+iye U} K(z)=K(x,y)=

Go(x,y)dz, A dy

xVz = x+iy € U2 K(z) = Ka(x,y) = ;
‘ [sin?(mz1) + sin?(mq) + sinh?(my;) + Si11]12(7ry2)]2

éj(x, y)dzy A dy
[1 + sin?(7z;) + sinh?(my; ) + sinh? (wyg)]2

xVj=3,4 Vz=x+iy€eU! K(z)=K;(x,y)=
oul=2sig=3etl=1s15=4.

En conclusion et avec ces notations on obtient alors la proposition suivante:

Proposition 1 (Formule sommatoire) Il existe g = (0, P, Q) €]0,1[ et 19 =
(8, P,Q) > 0 tel que:

1. s — Zg(P,Q;5) = ¥ nea,nz: @m)P~*(m) converge absolument et est holo-
morphe dans le demi-plan {R(s) > no};

2. Vs €]0,e[ et Vs € C vérifiant R(s) > gy on a: Zy(P,Q;s) = 23%:1 Zg,E(P,Q; s)
ot

vi=1234 ZPG9= [ QP @K@ = [ QP @K, xy)

les U ainsi que les K; (§ = 1,2,3,4) sont définis ci-dessus.

Remarque:
Dans la suite de ce travail, nous n’avons pas besoin des expressions explicites des
polynomes Hy, Hs, G2, G3 et G4, mais il est evident que 'on peut obtenir ces expressions
par un calcul facile & partir des fomules des pages précedentes. 11 va de soi que ceci
peut s’averer utile si ’'on veut rendre effectifs les résultats de ce papier.



3 Démonstrations des théoréemes 1 et 2:

Soient # un algébrique irrationel > 0
et P,Q € R[X;, X3] qui vérifient les hypothéses du théoréme 1. Alors d’aprés la
propositionl il existe eg = €o(#, P, Q) €]0,1[ et 19 = n9(8, P, Q) > 0 tel que:

1.
s — Zp(P,Q; s) (8)

converge absolument et est holomorphe dans le demi-plan {R(s) > ng}
2. Ve €]0, g9 etVs € C vérifiant R(s) > 1, on a:
Zo(P, Qs s) ZZE;'EPQ, s) (9)
J_
ou les Zf,', . sont définis dans la proposition 1.

Donc il suffit d’étudier chacun des termes ZJ

3.1 Etude de s — Zj (P, Q;s):

On remarque d’abord que nous pouvons supposer sans restreindre la généralité du
probléme que:

1. Vz=x+1iy € C? Q(z) = Q(x)y* out Q € R[X, Xo] et p € N?

2.
R(x)G(y)dx A dir

[sin?(7z) + sin®(mz2) + 62]2

Vz=x+iy €U} K(z) = Ki(x,y) =
ot R(x) est un mondme en {(cos(nzy),cos(mzs),sin(mer),sin{mz,)) et Gly) est
un mondme en (cosh(my;), cosh(mys), sinh(my; ), sinh(rys,))

Nous supposerons désormais que c¢’est le cas. Soit D le degré total de P,nous définissons
®1,...,0q € N2 par ag = 0 et {o,...,00} = {a € ¥ | |a| < D} les o sont deux &
deux distincts.On a alors:Vz = x + iy € U}

7 ilogl
P(x+iy)= Z J“P(x (zy) ZI—B"J'P(X) y
|a|<D j=1 ’
Or d’apres (2) on a:
IZ 8“11’ ¥ < Pyl <« eP(x)

Donc quitte & diminuer g9 = £9(8, P, Q) E]O, 1[ nous pouvons supposer que

1
Va=x+iy €U IZ Gyl < 5P

J
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Et comme:

-8

q_ slajl
P™(z) = P (x +iy) = | P(x) + 5 0% P(x)y®
j= Otj!
En développant on obtient: Vs € C, Vz = x + iy € U]}
Pz)=P°(x) Y (W) H"S" (10)
ueN9, u;=0
ol ol ™
J*: P(x) g% P(x), . izl il%
H = . = @
Et

_s —s(—s—=1)...(-=s—|u|+1 u s+1)...(s+ul—1
(= =em ool ) gyt oot D)okl o Y

et avec convergence uniforme sur tout compact en s.
On en déduit que Ve €]0,&9[ et Vs € C vérifiant o = R(s) > no:

ZBI,E(P$ & 3) = Z (‘-us) Gu(e) /;l Q(X)P_S(X)H(x)u I?(x) dx

UENT, 11 =0 o [sin?(7z;) + sin(naq) + 52]2

ol
Gule) = [ Gly)y*5" d
u(€) {sinh(ryn)?-+sinh(rya)me?) )y d
En particulier on a: Gyu(e) << ¢/¥l uniformement en u € N et £ €]0, e[ Mais par
definition de R(x) et en utilisant la théorie des séries de Fourier & plusieures variables,
on a.

R(x) z : - 221 1 ll,x

avec convergence uniforme sur R? (donc sur Ay ) et ou

Vhez? Chle) =

1 / R(x) e~ mi<hx> gy
(-1 +1]? [sin(nz,) + sin?(nzy) + €2]°

Nous obtenons donc que Ve €]0,gp[ et Vs = o +i7 € C vérifiant o >

Zi (P@Qisy=> Y (&) Gu(E)Ch(g)/;l O(x) P~ (x) H (x)" ™ <Bx> dx

hezZ? ueN?, u;=0 8

Et si on pose Yh € Z% et Vu € W

YP!Q,U(h,U;S) =fA Q(X)P_S(X)H(x)u e‘1n'<h,:uc> dx

11



IL en découle que:

(PQs)=3 > (W) Gule)Chle)Ypg(h,u;s) (11)

hez? ueNY, u1=0

Mais d’apres un théoréme que nous avons donné dans ([4),th.6,p.6) dans le cas ot Q = 1

et qui se généralise sans aucune difficulté au cas ot Q € R[X], X3) quelconque nous
savons que:

305 = 04(0, P,Q) > 0tel que YheZ’ VueN s— Y,q,(hus)  (12)

converge absolument et est holomorphe dans le demi-plan {R(s) > o}.

YheZ? Yue N 8 +— Yp 5 o(h,u;s) (13)

poséde un prolongement méromorphe a € avec des podles d'ordres au plus deux et
contenus dans un ensemble de la forme S = oy’ — 24N ot 0y’ = 0¢'(8, P,Q) € Q. et
M= M(8,P,Q) € N* ne dépendent pas de h et u

Il existe 8 = B(6,P,Q) > 0 et K = K(6,P,Q) > 1 tel que: vh € Z% et Yu € N le
prolongement méromorphe YP 8 de YP 0 verifie: Ve', 6, N >0

il existe C' = C(¢/,4, N, P, Q, 93 >0 (mdependant de h et u) tel que: Vs =a+it € C
vérifiant o > oy’ — N et d(s,8) > § on a:

t}-,.P,(-':),ﬂ(ha u;s)| <C Kl (1+ |T|‘8(“0"‘")+5‘) (1+ ||h”ﬁ(ao’—a)+s’) (14)

Soient maintenant N > 0 et § > 0 fixés. D’aprés ce qui précéde on a: Vs = o+ir € C
vérifiant o' +1 > 0 > o' — N et d(s,8) > &

R=73% 3 () Gule)On(e)Ypge(h,u;s)]

heZ2ueN?, u;=0
- 28N - 2 !
Kivsran 2 2 1EHHGWE!Cale)] KM (+[R|| V) (14{r| ~Fo+2000")
hez? ueN?, u;=0

Or nous savons que Gu(e) <« &M
Et des intégrations par parties faciles montrent que:

g—4-8(BN+1)

28N +-2

Ch(E) <<N,5

uniformément en h € Z?% et € €]0, ¢g[. D’ol:

R <, SO Kol glul=4=BN+1) () 4 |7 |—fo+2600
uENY, uy=0
Casl 3 ()| (Ke)lHly g74-80N+Y) (1 4 7| Bot2Boo’y
ueN?, u;=0

Or comme o € [0¢' — N,0p’ + 1] est bornée alors:

< lsllsl+1). -;l(!ISI +lu—1)
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[7llr + 1) (] + Jul = 1)

&N '
u!
D’ou
—8 u ]- ey - ].
Z |(u)|(K5)| I &L, Z 7l(I7] +1) E|T|+|U| )(Ks,...,Ke)“
u€N?, u1=0 u€eN?, u;=0 u:
&y (1-Ke-...—Ke)"l=(1-qke)I"
Donc:

R <<N,6 E‘S(ﬂN+2) (1 — qKE)—ITl (1 + |T|_ﬁg+2ﬁgor+l)

et quitte & diminuer ey €)0, 1], il est facile de voir que nous pouvons supposer que
Ve €]0,e0[ (1L — qKe) Il < 2aKelr]
Il découle de ceci que:

sv= Z (PQis) =3, 3. (W) Gule)Chle)Vp g p(h,u;s)

hez?ueN?, u;=0

existe en tant que fonction méromorphe sur C avec des poles d’ordres au plus 2 et
contenus dans § = oy’ — 47N définis dans (13). En outre elle vérifie: VN > 0,¥6 > 0
il existe C = C(N,6,P,Q,0) > 0 tel que Vs = o + i1 € C vérifiant 0 > o' — N et
d(s,8) > §on a:

1Z3(P,Qis)l < € eBBNI (14 |g|mPokEhou ) gitelr
De plus il est évident que Vs € C vérifiant o = R(s} > o¢’ on a:
Z5,.(P,Q;8) = Z4 (P, Q; 5)
En couclusion nous avous:

Lemme 1 Avec les notations de la proposition 1 et quitie ¢ diminuer

g0 = £0(f, P,Q) €]0,1[ on a: s — Z&)E(P,Q;s), qui converge absolument et est holo-
morphe dans le demi-plan {R(s) > 7o}, posséde un prolongement méromorphe & C avec
des péles d’ordre au plus deur et contenus dans un ensemble de la forme Sy = ! _7'}_1N
ot 0! = 0ol (8, P,Q) € Q. et My = M(6,P,Q) € N*. En outre, le prolongement
méromorphe qu’on note

5 — Z&)E(P,Q;s) vérifie: il eziste f1 = (1(0,P,Q) > 0, et 1 = n(0,P, Q) > 0 tels
que YN > 1 et V6 > 0 on a uniformément en o0 = R(s) > op'! = N et d(s,8,) > :

Zl‘},e(P: Q; S)<<N.5.P.Q,a e~ PN gmel7]

3.2 Etude de s — Z} (P,Q;s) et de s — Z; (P,Q;s):
3.2.1 Etude de s+— Z;,(P,Q;s):

Comme dans le paragraphe ( 3.1) nous pouvons aussi supposer_sans restreindre la
généralité du probleme que Q est de la forme Q(z) = Q(x)y* o Q € R[X, X2]
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1€ N et Gy(x,y) = R'(x)G'(y) olt R(x) est un mondme en (cos(mz; ), cos(mzs), sin(nz,), sin(xzs))
et G(y) est un mondéme en (cosh(mwy;), cosh{ny,),sinh(wy;), sinh(ryz)) On a donc:
R'(x)G'(y)dz) A dy

K4(x: Y) = . 9 . 19 2 )
(1 + sin“(7zy) + sinh®(myy ) + sinh?(7y2)]

D’apres la proposition 1 on a: Ve €]0,¢q[ et Vs € C vérifiant R(s) > ny:

R(x)G'(y)dz A dy
[1 + sin?(nz;) + sinh?(ry;) + sinh?(mryz)]”

Z34P,Qi9) = [ QP
D’ol en utilisant (10) et avec les notations de cette relation on obtient

P = S (D] Qe (Heny) R px

2ENT, 1 =0 2

(/ G'(y) 3" y* dy ) dz,
{sinh?(ry1)+sinh®(my2) < €2} [1 + si112(7r:n1) + si11112(7ry1) + sinhg(ﬂryg)]2

Or quite & diminuer g9 on peut supposer que g9 < 2 onaalorse < 3 L d’ott uniformément
enz = (z1,3) +iy € U on a:

1 1
[1 + sin?(mz)) + sinh?(7ry; ) + sinhz(vr‘_t,;z)]2 - 1+ Sil‘12(7r:v1)]2 1+ Sillh’(ﬂy1)+8inh2(wyz}]2

1+8in® (w3 )

[th (my1) + sinh? (ﬂ'yz)]
- Z [1+ sin (1r:n1)][+2

D’ou Ve €]0,e0{ et Vs = o +ir € C vérifiant o > 7p on a:

Z5e(P,Qss) = ) Z (3) (=1 +1)Cu(e)x

u€EN?,u1=0 {=0

oo 1 1 1\Y Rz, 1) dx,
Qe )P (@1, 5) (Hr, ) 2

/g 2 2 2°] 1 +sin?(xzy)]

ol

Guile) = / G'(y) 5" y*isinh?(my1) + sinb®(my2)] dy
{sinh?(mwy; )+sinh?(ny2) < 2}

on a en particulier Gy (e) << elul+2 yniformément en u, ! et ¢.
En outre en développant en séries de Fourier la fonction:
PP

R’(Ila %)

(1 + sin?(wz,

)]£+2
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on obtient uniformément en z; € R

R'(z1, 1) .
= E dh(l) ™
[1 + sin2(7r:c1)]1+2 hez

ouVheZetVieN:

/+1 l t —mht
dt
T2 (1 + sin®(nt )]I+2

D’ol Ve]0,ep[ et Vs = o + i € C vérifiant o > 1y on a:

P9 = T S5 () (<1 DG Vg (o)

u€N9,u;=0I=0 hez

ol Y (h u; 3) = e Q(GC E)P—E(‘T l) H(:E l) " earih:cl dz
P Yo X ASRE Rt P 1 1; 2 1> D) 1, 9 i
2

Et comme dans le paragraphe (3.1), le théoreme ([4],th.6,p.6) implique que les YP 3, gl 15 s)
vérifient les mémes conclusions (ie les points (12),(13) et (14)) que les Y, 5

Or nous savons que Gy () << elu+2 yniformément en u, € et 1. Et des intégrations
par parties faciles permettent de voir que:

VaeNVheZetVIeEN dy(l) <, (Q+|h)"

Donc le méme raisonnement que celui utiliser pour conclure dans le paragraphe (3.1)
permet de conclure ici. Plus précisement on obtient:

Lemme 2 Avec les notations de la proposition I et quitte & diminuer ¢ = (0, P,Q) €
10,1[ on a: Ve €]0,e0: s —> Z3 (P, Q;s) qui converge absolument et est holomorphe
dans le demi-plan {R(s) > ‘I]g}; poséde un prolongement méromorphe ¢ C avec des
poles d’ordres au plus £ et contenus dans un ensemble de la forme Sy = of — AIT‘N ot
of = a§(0,P,Q) € Q. et My = My(0,P,Q) € N*. i

En outre ce prolongement méromorphe qu’on notera s — Zg,E(P,Q;s) vérifie: il ex-
iste By = By(8,P,Q) > 0 et y4 = 148, P,Q) > 0 tel que: VN > 1 et Vs > 0 on a
uniformément en 0 = R(s) > of — N et d(s,S4) > 6:

Zg,e(PaQ;S) <<N.6.P,Q,a g_ﬁdN 874£|1'|

3.2.2 Etude de s+— Zj (P, Q;s):
On sait d’aprés la proposition 1 que pour R(s) > 0

2P0 = [ QP EKE) = [ Q)P @)Ks(x)

00 U3 = {z=x+iy € C* | x € {3} x |}, §[ et sinh?®(my,) + sinh?(my2) < €2} et

G3(x,y)dzo A dy
[1 4 sin?(rzq) + sinh?(my, ) + si11112(7'ry2)]2

Vz=x+iy €U} Ki(x,y)=
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Si# < 1alors U2 = il n y’a rien & démontrer.
Sinon, alors d’aprés (2) on a, Ve €]0,eq] et Vz = x + iy € U2:

ilel
|P(z) — P(x)| = > 9" P(x)—y* < eP(x)
aeN?1<a|<dey(P) @

En en déduit que:
Ve €]0,e0[ et Va=x+y € U |arg (P(2))] < eP(x)

ol arg est la détermination principale de Pargument (i.e €] — 7, +[).

Et comme U_g est compact et P ne s’annule pas dans son voisinage alors il est facile de
voir qu’il existe trois constantes M, K et v strictement positives et qui ne dépondent
que de P et 6 tel que, pour tout z € U2 et tout s = o +i7 € C on a:

il

IQ(Z)I |P—(a+iT)(ln(P(z)+i arg(P(z))) |
< elllag(P@N| p(z)|=7
< MKl

Q(z) P~*(2)|

En en déduire alors facilement que:

Lemme 3 Avec les notations de la proposition [ et quitte ¢ diminuer € = (6, P,Q) €
10,1[ on a: Ve €]0,e9[: la fonction s +— ZS,E(P,Q;S) est holomorphe dans le plan
compleze C. En outre celte fonction vérifie: il existe y4 = v4(0,P,Q) > 0 tel que:
VN > 1 on a uniformément en 0 = R(s) > —N:

ZS,E(P, Q;S) <<N.P,Q,8 CT4E|T|

Ce qui termine I'étude de Z,",’,E(P,Q; s) et ZSJE(P, Q; s).

3.3 Etude de s +— Zg’E(P,Q;s) et fin des démonstrations
des théorémes 1 et 2:

Commengons d’abord par des préliminaires. Soit D=deg(P) on pose:
VzeEC Pa)= Y anz®, P'@= Y 2%, L=(1+6%"" S
a€supp(P) a€supp(P) acsupp(P), |a|l=D

et V6 €]0,1[ Bs={z € C? | d(z,Sp) < 8} C C? olt Sy = {(z1,071) | 71 > 5}
Ceci étant nous remarquons d’abord facilement que:
Vaoe @ Vz=x+1iy € By

2% = 0 2l® 4 0, 5(217) = 6% 21 4 04 50(]12]|1 ) (15)
Et ceci permet de justifier que:
L=@+6%)7" ) o 6°2 >0 (16)

a€supp(P), |a|=D
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En effet sinon, alors L = 0 et ceci plus (15) implique que:

Vx €Sy P(x)= Z aq x* = (14+ 6L ,° +0(z, P « 2,77}
aesupp(P)

Or sur Sp: P*(x) = Loesupp(p) X* X x1P ce qui contredit le fait que P est non
dégénéré sur Sp. Donc L # 0 et par suite P(x) ~ (1 + 6%)L z;P quand ||x|| —
+00,x € Sp. Bt comme P{x) — +00 quand ||x]| — +o00,x € Sy, alors L > 0 et (16)
est démontré.

Soit maintenant z = x + iy € By (§ €]0, 1] assez petit et fix¢) on a:

P(z) = Z aq 2% = Z aq 2" + Z aq 2% (D = deg(P))

acsupp(P) le|=D la|<D
= L(8z2+21 + Z Qo [Z (922+21 ]+ Zaa
laj=D (1+6%)° la|<D
= L(fzp+2)° + L H(z)

02

Ou
1 . go py 1 o
H(z):-i Z (78 [Z —( OQ)D(922+21) ]+E Z Qo Z € R[21, 22]
|lal=D la|<D
Mais d’aprés (15) on vérifie facilement qu’on a uniformément en z = (z1, 22) € By:
H(z) 1

—————5 =0pse(—r (17)
(922 + Z])D “ “

D’ou VN € N* et Vz € Bs on a:

El

P™(z) = L7 [0z +21)" +H(2)] =L (022 +2)7°" ll + _{f"@‘fﬁ] _

(022 + 2
N-1
= L7 Y (71) (022 + 2)"CPH @) + 0p o s((sl + D2 7Y) (18)
{=0

De la méme facon il est facile de voir que:
K= Y a,6%>0
a€supp(P)
Et que le polynéme:
1 ) 1
R(z) = 1% > aa [z - 07 P 4 % z G 7
la|=D la|<D
Vérifie uniformement en z = (z1, z2) € By:

R(z) 1

WD OP,J,a(m)
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En particulier on a, YN € N* et Vz € Bj:

-3
P2 = K [2” +R@)] " =K~ =P |1+ ‘—R]( 7)]
N=1
= K—s (_?) Zl_(S“H)DR(z)I +0P,0,N,J((|S| + 1)N”Z”_N) (19)
=0

Les préliminaires étant terminer maintenant nous allons démontrer le lemme suiv-
ant:

Lemme 4 On suppose que 8 est quadratiqgue > 0.

Alors Avec les notations de la proposition 1 et quitte & diminuer g9 = €0(6, P, Q) €]0, 1|
on a Ve €]0,&[:

8 — de(P,Q;s), qui converge absolument et est holomorphe dans le demi-plan
{R(s) > 7'70}, posséde un prolongement méromorphe a C avec des poles d’ordes au
plus 2 et contenus dans un ensemble de la forme:

k 2k* 1

= fpd - =g
82 = {0'0 M2 + 111(1'])

| (k,k*) € NxZ}

ot 0 = 03(0,P,Q) € Qp, My = My(0,P,Q) € N* et 7 est une unité positive de Z[0] .
En outre ce prolongement méromorphe qu’on notera s — Zg'e(P,Q;s) vérifie:

il eziste By = (2(6,P,Q) > 0 et vo = 7(0,P,Q) > 0 tel que: VN > 1, V6 > 0 on a
uniforrnément en s = o + it € C vérifiant 0 > 03 — N et d(s,Sz) > 6:

Z&,E(P’Q;s) <<N'6-P.Q.9 E_IBQN e’)‘gEl'r[
En plus les poles non rélles de 292.9 s =0 + i1 avec (7 # 0) sont d’ordres au plus 1.

Démonstration du lemme 4:
1
On sait que pour o > 1g: Z¢ (P, Q;8) = o) / Q(z)P~%(z) K(z)
3 T U?
Or d’aprés (5) on déduit facilement que:

d

Ve €10, c0l, 3 = d(6,€) > Oet 7 =(6) > Otel queVa € U, (/(2),5(2)) 2 oo

D’oti vu l'exprésion de K (z) on a pour z € UZ:

K(z) <, (1+][a)*

L1

Et ceci en plus de la relation (18) permet de justifier qu’il suffit de démontrer le lemme 4
pour P(z) = Fy(z) = 0z + 2.

En outre Q peut s’ecrire Q(z) = Y1, QW (z) o n = deg(Q) et VI = 1,...,n QW est
la partie homogeéne de degré { de Q.

De plus si §' désigne le conjugué de § (0 irrationne! quadratique) il est facile de voir
que: Yk € N la famille (fzq + £,)*™" (#'zy + ;)" (1 =0,...,k) engendre Pespace des
polyndmes homogenes de degré k.

En conclusion on peut donc supposé sans réstriendre la généralité du probléme que:
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)
2) = Qo(z) = (Bzo+ )" (@'zo+ 1) ol n = deg(Q) et | € N vérifiant

Désormais on supposera que c’est le cas. Mais la proposition 1 appliquée cette fois ci a
Py et Qo montre que: pour R(s) >> 0, on a Ve €]0,e|:

Zj ¢(Po, Qo; s) = Zp(Po, Qo3 ) — Z ¢ (Po, Qo3 8) — Zj (Po, Qo 8) — Zg o (Po, Qo; 5)

Et comme d’apres les lemmes 1, 2 et 3: Vj € {1,3,4} s+— Zg’e(Po, Qo; s) vérifie les
conclusions du lemme 4. Alors pour terminer la démonstration il suffit de démontrer
que s — Zg( Py, Qo; 5) vérifie les conclusions du lemme 4. Pour ceci nous allons utiliser
une idée du a Mahler[7] et qu’on peut trouver aussi sous une forme equivalente dans
les traveaux de Hardy&Littlewood notamment dans [5}, qui consiste a exploiter le fait
que le développement en fraction continue d’un quadratique est périodique.

Plus précisement comme 6 est quadratique alors % aussi et on peut ecrire:

é = [ag,ay,...] son développement en fraction continue. On pose aussi

1
Yn € N 0n='[“(;T]

En particulier on a: 83 = 6 et pour tout n € N:

1
Op= ——— 20
an + Ont1 ( )

On definit ensuite les deux suites (pn)n>0 et {gn)n>0 par:

{ pp=ag, pr=aa;+1 YneN(n> 2) Pn = GuPn—1 + Pn-2 (21)

=1 qg=a YMENNM2>2) q,=angn_1+qn-2

On a alors les quelques relations, classiques en théorie des fractions continues, suivantes:

P0>0,g0>1, ¥n € N'pp,gn 2 1 et pugn_i1 — gupn—1 = (=1)* L. (22)

Bt

QH—20n + Gn—-1
pn—26ﬂ + Pn-1
Ensuite 1] est facile de verifier I'identité suivante:

VneN 0= (23)

Z..—J.:(P’ Q;8) = Z (Plaz) + z2,71), Qaz) + z2,71); $)—Zo (Plaz) + 22,71), Q(az1 + T2, 21); 8)
(24)
Valable pour tout a € N, « € B}, \ Q@ P, Q € R[X,, Xy] P ctant a coeficients positives
et R(s) > O:
ou par convention Y3 € R}, :

400 [m1if] +00 400
Zg= 3. 2. etZ=3 )
mi=1mge=1 mi=1ma=1
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On définit ensuite pour tout n € N P,,Qn € R[X;, X3 par:

4

Pu(z1,72) = Po(Pn-1Z1+qn-122, Pn-2T1+qn—222) et Qu(z1, 32} = Qo(Pn-171+gn 122, Pn—2T1+gn-222)
(25)

avec la convevtion p_; = 1,9-1 = 0.

Or d’apres la relation (20) onavVn e N 6, = ET,T]ﬂﬁ et ceci en plus de la relation

(24) permet de voir facilement que:

¥n € N on a pour R(s) > O

ZL?,, (Pn: Q@n; 3) = Z(Pn+1) Qn+1; 3) - ZG,,.H (Pn+lg Qn-i—l; 3)
Et une recurence facile implique alors que pour tout n € N:

n

PO:QU! Z J 1Z PJ:QJ) ) ( l)nzﬂn(PnsQﬂ;S) (26)

Comme 8 est quadratique alors 7 aussi et par conséquent son développement en fraction
continue est périodique. En en déduit que:

Ar,k) ENXN telqueVmeNmM>r Oppp =04,

Mais la relation (26) permet de voir qu’il suffit de traiter le cas ot ¥ = 0. On supposera
désormais que c’est le cas. On a alors en particuliers

O, =86 ouh=2ke2N (27)
Ce qui d’apres la relation (26) unplique que:

h '
Zy(Po,Qo;s) = > (=17 Z(Py, Q55 8) + Zo( P, Qi ) (28)

i=1
De plus comme 8, = @ alors d’aprés la relation (23) on a:

_ qrh—20 + gr_1

29
Pr—20 + phr_1 (29)

Donc le conjugué &' de @ vérifie aussi:

_ qr—20" + qn—1
P20’ +pr_1

On en déduit que: Vx = (z),z2) € R? on a;

Py(z1,22) = Po(ph-1Z1 + qu_1T2, ph—2%1 + qr—272)
= (pa-171 + gh—122) + (Pr—2Z1 + qr—272) 0
= (pnr—1 + Pr—20) 1 + (gh-1 + gr—20) z2

qh—1+ Gn_20
s ) (4 B0
(Pn—1 pr—20) |21 + Phot + Phzl

= n(z; +60z2) ol 1= (pnr-1 +Ph—29)
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D’ou
Pp(z1,22) = nPo(z1,22) ol = (ph~1 + pr—26) (31)

Et par un calcul analogue:

Qn(z1,22) = 1" Qo(1,72) 0l ) = (Phy + pr2b) €t @ = (pr_1 + prst’) (32)

Et comme d’aprés les relations (29) et (30), 6 et & sont les solutions (distinctes) de
I’équation:
_ -1t gn-2%
Ph—-1F Ph—2T

alors:

Ph—2 Ph-2
Et par suite il est claie que 7, € Z[§] et

9 = (ph=t +Pr—28) (Pa-1 + pr-2t')
= Ph-19n-2 — Qh-1Ph—2
= (=1)"% dapres la relation (22)

= 1 car h est pair
En particulier 1 est une unité positive de Z[f)] et
Pu(z1,2) = nPo(z1,%2) et Qu(z1,z2) = "4 Qo(z1, 72)
Et ceci plus la relation (28) implique que: pour R(s) > 0
h
Zo(Py, Qo; 8) = (1 —n~*+hn=%) (Z Z(P;, Qj3 5 )) (33)
j=1

Et comme pour tout j € {1,...,h} P; € R[X1, X>] et est & coefficients positives alors
Iétude de s — Z(P;, Q;; s) est classique et le résultat découle par exemple de ([8],th.
1.1, 1.2 et 1.4). Ce qui termine la démonstration du lemme 4. C.Q.F.D.
3.3.1 Démonstration des points 1, 2 et 3 du théoréme 2:

Démonstrations des points 1 et 2 du théoréme 2:

En utilisant les lemmes 1, 2 et 3 on voie facilement qu’il suffit de démontrer les
points 1 et 2 du théoreme 2 pour la fonction s —» Zg’E(P, Q; s)
Mais d’aprés la relation (19) il suffit de le faire pour P(z) = Fy(z) = 2 Or la proposition
1 implique que, pour R(s) > 0 on a:

Z¢ (Po,Q;8) = Zo(Po, Q3 8) — Z4 . (Po,Q;8) — Zj o (Po, Qs 8) — Z3 (Po, Qs 5)
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Et une fois encore les lemmes 1, 2 et 3 permettent de voir qu’il suffit de d’étudier
s — Zg(Po, @ ).
On pose alors Q(2z) = e aupp() Yoz et 1 = deg(Q), alors pour R(s) > 0 on a:

+oo [Bmi]

Zge(Po,Q5s) = > 3 Qm)m,~*

mp=1lme=1
+oo [fmi]
= Z b Z Z m? mg -
a€supp(Q) mi=lmz=1
+oo [Bm1]

= Z Do Z Z 7’7'&1_"]-'-&177?.20’2

aEsupp(Q) mp=1mg=1

[#m1]
= Z ba Z my 8t Z mo™?
acsupp(Q) m1=1 mz=1

+oo agz+1
= Y b 3w (P o)
a€supp(Q) =1 az

+o0 (0"]1)(!2-}'1
= D ba JL T (S 4 0(m®™) car [a] = 2+ 0(1)
aEsupp(Q) ™=l az+

g+
= ¥ b;fﬂ g(s—|a|—1)+o( > bl C(ER(s)—IaI))

acsupp(Q) aesupp(@) 2 T 1
by 002+1
( ag +1

) (s = = 1) + 0 (C(R(s) — 1))

acsupp(Q),|al=x

Et comme par hypothese 3 e supp(Q),ja|=x Qﬂcia_l_;l“ # 0 alors il est clair que,

s — Zy( Py, Q; s) verifie les points 1 et 2 du théoréme 2, ce qui d’apreés ce qui précéde

termine la démonstration des points 1 et 2 du théoreme2. C.Q.F.D.
Démonstrations du point 3 du théoréme 2:

La démonstration est en tout point analogue a celle que nous avons donné dans ([3],

p.35) dans le cas olt Ag est remplacé par un quadrant de la forme [B, +oo[®. Et ceci

termine la démonstration des points 1, 2 et 3 du théoreme 2. C.Q.F.D.

3.3.2 Fin des démonstrations des théorémes 1 et 2:

Il est claire que les points 1, 2, 3 et 5 du théoréme 1 découlent de facon evidente des
lemmes 1, 2, 3 et 4 ainsi que de la partie du théoréme 2 que nous avons démontré dans
le paragraphe précédent (i.e. points 1, 2 et 3 du théoréme 2). Donc il ne reste plus que
le point 4 des théorémes 1 et 2 a démontrer. Mais comme la méthode est la iméme dans
les deux cas (méme plus simple dans le cas du théoréme 2) nous allons nous limiter ici
au cas du théoréme 1.
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Démonstration du point 4 du théoréme 1

Les lemmes 1, 2, 3 et 4 montrent que le prolongement méromorphe
s+— Zg(P,Q; s) de s — Zy(P,Q; s) vérific:
Il existe 8 = B(B,P,Q) > 0 ety = (0, P,Q) >0 tel que, VN > 1let ¥V§ > 0ona
uniformément en o = R(s) > o9 — N et d(s,Sp) > &

Ve €]0, eo Za(P,Q;s) Ly ros g=AN el (34)

ou oy = 0p(8, P, Q) est 'abssice de convergence de s —3 Zg(P, Q; s) (qui est effective-
ment un pole d’apré ce qui précéde) et oli Sy est ’ensemble des candidats pdles définis
dans Penoncé du théoréme 1.

Et Puniformité de la relation (34) en £ €]0, e[, nous permet d’optimiser € en y prenant
€0

E= ———

2(1 +7)

VN > 1 et ¥é6 > 0 on a uniformément en o = R(s) > o9 — N et d(s,Sp) > &:

€]0, eg[. Ce qui implique alors que:

Zo(P,Q8) Kppgs (1+171PY) (35)

Maintenant si pour s € C vérifiant o = R(s) < o¢g + 1 nous prenons N = 09 — o + 2
alors N > 1, et ¢ > 09 — N. On en déduit alors d’aprés la relation (35) que:

Zs(P,Q;5) <npas (1 + ]Trﬁ"*ﬁ("““))
De plus il est facile de voir que pour o = Re(s) > op+ 1 on a:
Zo(P,Q;8) = Zg(P,Qis)  <<pq, 1

Nous en déduisons que si on pose B = B(og -+ 2) = B(0, P,Q) alors: YN > 1 et V6 > 0
on a uniformément en o = R(s) > g9 — N et d(s, Sp) > é:

Zo(P,Qss)  <<ppges (1+I7I777FF) (36)

Nous définissons en suite YN € N*:

(14 N)M

2
5 — HN(S) = H (1 _ ns—ao+ﬁ>
k=0
On vérifie alors facilement que:
[}
s +— Hy(s) est une fonction entiére (37)
L ]
k 2mk*

les s = 0g — (k=0,....,(N+1)M et k" € Z) (38)

M ()

sont des zéros doubles de Hy(s) d’ailleurs c’est les seuls zéros de Hy.
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Hy(s) <, 1 (39)
Uniformément en s = o + 17 € C vérifiant g — (N +1) <o <op+1

o Il existe c=¢(N) > 0 tel que Vs € C\ Sy on a:

|Hn(s)] > c [d(s, Sp))FI+MM+D) (40)

On pose enfin: N :
Zon(P,Q;s) = Hn(s) Zg(P,Q;8)

ot s — Zp(P,Q; s) est le prolongement méromorphe de s — Zg(P, Q; s).
Alors le théoréme 1 et la propriété (38) implique que:

8 ZU'N(P, Q; s) est holomorphe dans le demi-plan {§(s) > g — (N + 1)}
En outre les propriété (36), (38) et (39) imlique que ¥é > 0 on a:

Zon(P,Qs) ypaes (1+I717P7F) (41)
uniformément en s = g + i7 € C vérifiant ¢ > o9 — (N + 1}
en particulier on a uniformément en 7 € R:
Zg,N(P, Q;00 — N +ir) Ln.r06s (1 - |T|ﬁ(N_U°)+B) (42)

Soit mantenant ¢’ > 0 fixé quelconque on a, Vr € R:

|29,N(P,Q;00+5'+i'r)| = IHN(00+E’+?;T)| |23(P,Q;00+E'+'i’r)l
= [Hn(og + €' +1i7)| | Zo(P, Q; 00 + € +iT)]
<, |Hn (oo + &' +i71)|
L,y 1 (43)

La derniére relation découle de (39)

Les trois dernitres relations (i.e (41), (42) et (43)) implique d’aprés le principe de
Phragmen-Lindelof (voir par exemple [9],8242) que:
Ve > 0 on a uniformément en s = o + 17 € C vérifiant o — N <o < og + ¢

(1 + |T|k(N,5’;J))

ou o +— k(N,¢'; o) est la fonction affine qui vérifie:
k(N,e';00+€)=0¢et k(N,e';00 — N) = B(N — gp) + B. D’ott

ZG,N(PaQ;S) <

N,P.Q,8,8.c

ﬂ(N—Jo)-I—B

N+¢ (0 -0 =€)

Vo € [og — N,og +€'] k{N,e';0) = —

Ce qui permet de voir que, pour o ¢t &' fixés on a:

k(N,e';0) ~ Bloo —o +€') quandN — +co

24



En particulier on a: k(N,¢';0) < B(0g — o + 2¢’) pour N > 0 assez grand.
D’olt comme pour s = ¢ + i1 € C vérifiant: ¢ € [gg — N, 09 + €'] et d(s,Sp) > § on a:

Zo(P,Q;s) = "fawl_m‘Z”-”(P’ Q; )

Et vu la relation (40) on obtient facilement le résultat.
Ce qui termine les démonstrations des théorémes 1 et 2. C.Q.F.D.

4 Démonstration du corollaire 1:

On vérifie d’abord facilement que V& € R on a: By(t) =t — [t] — 3 € [=1,+1]. Il en
découle imédiatement que:

s+— Ly(s) = -io Bi(m9)

m=1

ms

converge absolument dans le demi-plan {R(s) > 1}. Et que dans ce demi-plan on a:

+00
B] (mﬁ)
L = T
o(s) mz=1 o
1 =X [mo)
= 0 -1)-= -
o= 1) =5 ¢l = X 05
ou ((s) = T+ # est la fonction zéta de Riemann. Mais une propriété classique de

cette derniére est ’existence d’un prolongement méromorphe & € avec s = 1 comme
seul pble d’ailleurs simple et de résidu 1.11 en découle donc que pour terminer la
démonstration du corollaire il suffit de prouvé le lemme suivant:

Lemme 5 S:i l'on pose pour s € C vérifiant R(s) > 1:

20 [mé]
Ly(s) =
=3
Alors on a:
1 s — Lj(s) posséde un prolongement méromorphe a C (que nous noterons

s — Lj(s)) avec des poles simples et contenus dans un ensemble de la forme:
2mik*
In(n)

ou 1 est une unité positive de Z[6);

sg'={—k+ |kENetk*eZ}U{1,2}

2. Le résidu de s — f}b(s) en s =2 (resp. s = 1) est égale & 6 (resp. —%),‘
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3. 38 =Po(8) tel que VN > 1, Y5 > 0 et Ve’ > 0 on a uniformément en
s=0+17 € C vérifiant 0 > 09 — N et d(5,S¢') > 6

Ly(s) €opn (14 |rfloote),

Démonstration du lemme 5:

Les trois points du lemme § découlent facilement du théoréme 1. En effet il est facile
de voir que, Vs € C vérifiant R(s) > 2 on a:

+00
L =y md

m=1 mps
+00 {f#m1]

= Z (Z 1)
mi= l mo=1
+oo [0mi]

my=1my= 1
+o0 [mi]

= 3 3 Qulmi,mg) Py*(mi,ma)

my=1mg=1
= Zy(Po,Qo; 8)
ou Py, Qo € R[X, X,] sont définis par:
Vz = (z1,2) €ECC Py(z) = 2 et Qolz) =1
De plus les hypothéses du théoréme 1 sont vérifiés. En effet:

eVxecAg={x€eR |z >Fetl <a:2<9:1:1}011a

Py(x) =21 2 — \/— VZ1T2
D’oli Py(x) — +00 quand |x|| — +o0, x € Agp;
o Z(Py) ={z € C? | Py(z) =0} = {0} x C. D'out d(Ag, Z(Fp)) >}

En outre comme F; et (Jg sont trés simples nous n’avons pas besoin de les désingulariser
(ils le sont deja) et tous les calculs qui ont permis de démontrer le théoréme 1 sont
cette fois-ci effectifs ce qui par conséquent permet de vérifier sans difficulté les trois
points du lemme 5 pour s — Zp(Fy, Qo; 3) et donc pour s — Ly{s). Et ceci termine
la démonstration du lemme 5 et aussi celle du corollaire 1. C.Q.F.D.

Remarques:

e Le polynéme Py ne vérifie pas les hypothéses de K.Mahler {éllipticité) car il est
égale & sa partie homogene de plus grande dégré et Pyp(x) = z; peut s’annuler
pour x = (z1,72) € R4 \{(0,0)}. Donc, contrairement au théoréme 1, le théoréme
de K.Mahler ne s’applique pas a la série de Dirichlet s — Zy( Py, Qo; 5} et ne
permet done pas de retrouver directement le résultat de Hecke-Hardy & Littlewood
(i.e. le corollaire 1);
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e Il n'existe pas de quadrant [B,+oo[2
plicité) vérifie 'hypothése:

sur lequel le polynéme Fp (malgré sa sim-

P(x) — 400 quand ||x]| — +o0, x € [B,-i—oo[2

Ce qui constitue un exemples parmi d’autres qui montre les limites de la théorie
classique des séries de Dirichlet (i.e & support dans un quadrant} et justific le
point de vue que nous avons adopté dans [4], c’est & dire celui des séries de
Dirichlet & support dans un semi-algébrique quelconque. Point de vue, qui en
plus des nouvelles applications arithmétiques qu’il permet de trouver (problémes
de comptages des points & coordonnées entiéres dans des domaines trés générals},
fourni d’une part un cadre qui contient le cadre classique (un quadrant n’est qu’un
semi-algébrique particulier) et induit surtout une souplesse dans les hypotheses
imposés (les hypothéses ne concernent que le comportement du polynéme P au
dessus du semi-algébrique et pas ailleurs) et permet par conséquent de prendre
en considération une classe plus large de polynémes et donc de probléemes.

Je tiens a remercier Daniel Barlet pour ses conseils le long de la réalisation de ce travail.
Je remercie également Ben Lichtin qui en me mettant au courant des travaux de
K.Mahler a été a lorigine de ce papier.
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