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STRUCTURE COMPLEXE NON COMMUTATIVE ET SUPERCONNEXIONS.

PAULA BEAZLEY COHEN

U.R.A. 7 47 au CNRS
Co llege de France
- 3, rue d'Ulm
F-75005 Parls

France

L'autr1ce remercie 1'Institut des Hautes Etudes Scientlflques, Bures-sur-Yvette,

ou ces recherches ont ete poursu iv ies pendant l'annee un ivers I ta ire 1985/86 et

1'Instltut-Max-Planck für Mathematik, 'ou elles ont ete redigees pendant 1992,

pour son acceui I. L' idee qU'un cri tere d'existence d'une structure complexe sur un

fibre hilbertien pourrait se formuler en se servant des superconnexions,

introdui tes par D. Oui lIen [OL a ete suggeree a I'autrice par A Connes qui 1'a aussi

encouragee en 1986 de preparer ces notes. Au sens de l'autrice, la notion qui sera

proposee dans cette prepub I icat ion est pert inente ma is pas plus que prepubHab le,

Je but y etant de presenter des idees peut-etre utiles aune notlon plus mure.

Le cas des courbes

Soit M une variete complexe de dimension I et C;'(M) l'algebre des fonetions

lisses a valeurs complexes et support compact sur M. Soit T*(M) le fibre

cotangent complexifie de M. La structure complexe sur M induit sa decomposltion

T*(M)=T*(M)1.°e T*(M)O" en deux sous-espaces reels relies par la conjugaison

complexe: r*(M)1.0=T*(M)O.,. Le module des l-formes 01(M)=C~(M,T·(M» est

muni d'une decompos i t ion 0 1(M)=O l,O(M)eOO' \M) en formes de type (1,0) et

(0,1) ou 0 1.0(M)=OO·~(M), ce qui correspond a I'ecriture d=B+B de 1a

differentielle de de-Rham en termes des operateurs de Dolbeault sur M. On

introduit un f ibre hi lbert ien LZ/2-gradue E=E+ $E- sur M. On n'exclut pas la

possibilite que les fibres soient de dimension infinie. En particuller, comme chaque

fibre est un espace de Banach, on peut cons iderer Je module OO(M,E) des sections

lisses asupport compact sur M avaleurs dans E, qui porte une LZ/2-graduation
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decompos1tion correspondante du produ1t scala1re <, >=< , >+ +< , > _ sur

OO(M,E) a valeurs dans C~(M). L'applicat10n I:. 1- 1<1:.,1:.>1'/2 def1n1e une

norme et 1ndu1t une structure d'espace de Banach sur OO(M,E), On des1gne par

o1(M,E)=C~(M,E0(T·(M» les l-formes lisses avaleurs dans E, et on remarque

que le produit scalalre <, > peut etre etendu de fayon naturelle a
0' (M,E)xOo(M,E) et a OO(M,E)xO' (M,E) ou 11 prend ses valeurs dans 0' (H),

Par une connex10n \} sur OO(M,E) compatible a 1a graduation, on entend un'e

app11cation l1nea1re sur ([, definie sur un ensemble dense Dom(\]) de OO(M,E),

et avaleurs dans 0 1(M,E) sat1sfaisant pour tout b€C~(M) et tout E.€Dom(\])

a,
\}(~b)=(\]E.)b ... ~(~)0db,

Dans cette formule les elements de C~(M) agissent a dr01te dans OO(M,E) et

0' (M,E) et 1e produi t tensor1 e1 est pr1 s sur C~(M), ou on ut 111 se son ac ti on a
gauche dans 0 1(M), Par rapport a1a decompos1 t10n def1n1e par ~ on peut ecrire

\] de 1a forme,

Les connexions \] + et 'V _ sont des connexions a graduation tr1vfale sur

OO(M,E+) et OO(M,E-) respectlvement. Par une super-connexion (sufvant [Q])

'V(S)=\] ... 1L sur OO(M,E) on entend 1a somme d'une connex10n \I sur nO(M,E)

compat1ble a la graduat10n et un element impair L de l'espace Op(E) des

operateurs C~(M)-11neaires definis sur un ensemble dense de OO(M,E), On a done

les 1015 de commutat fon \7~=E:\} et L~= -~L, ou on entend l'extensfon evidente de

E cl 0' (M,E), On remarque que chaque element de Op(E) peut etre etendu par

o l(M)-linearite d'agir sur O'(M,E), On a une decomposftfon

O'(M,E)=Ol,O(M,E)(!.lOo"(M,E) induite par 1a structure complexe sur Met, de

la meme man1 ere que pour d, une deeomposlt1on correspondante de 'V en une

composante de type (1 ,0) et une eomposante de type (0,1), que 1'on ecrH de 1a

forme \1=91.°+\7°,', Les sous-ensembles sufvants de Op(E) agfssent sur
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1o (M,E),

Op1,O('\7)={ffEOP(E)1 ['\70,1 ,ff}=O}

Op0,1 ('\7)= {$'EOp( E)l [\7 l,O,5']=O},

ou les commutateurs sont gradues, On ecrH,

Op1(\7) = Opl,O(V')-j. OpO,1(\7),

ou en generale 11 ne s'agit pas d'une somme d1recte, Oe plus, on ecrit Op1.1(\7)

pour les elements de Op(E) qu1 sant des sommes de termes de 1a forme

$19'1+92$'2 avec :1'j E Op1,0('\7) et ~i E OpO,l('\7), 1=1,2. Paur LE Op(E), soH

L" l'endomorphisme de OO(M,E) dont la valeur a XEM est l'adjo1nt L; de Lx'

On fabr1que 1es espaces IR - vec tori e1s Op 1('\7)*, engendre par 1es FEOp 1('\7) de

1a forme F=$+$'*, et Opl,1(\7). engendre par les elements de Op1.1(\]) de 1a

forme ff$'*-j.ff·S: ou 5'EOpl,O('\7) et S:*EOPO,l('\7). Par construct1on les

elements de ces deux espaces sont des operateurs auto-adjo1nts. On propose la

def1n1t1on su1vante.

Oer1n1t1on:

Une superconnexlon \7 =\7.iL sur OOU'1,E)=Oo(M,E+)eOo(M,E-) est

ho1omorphe lorsqu'elle sat1sfait aux cond1t1ons sulvantes:

(1) l'operateur pair \7 = v•• v_ est compatible avec le produH scala1re,.a

savo1r, pour tout cx.,~E Dom( v±) dans OO(M,E±) on a

d<o:.,~>±=<V' cx., ß>±+<cx.,\7 ß>±,

= < v ±cx, ß>+ <C<., v± ß>.

(2) pour chaque XEM, l'operateur L)( est un operateur impa1r:'" ferme, densement

2def1ni sur l'espace de hilbert E)( , tel que (1 +L)( ) soit invers1ble en un operateur

compacL

(3) pour chaque xEr'1,l'operateur [\7 ,L])( est un element de ~(E)()@[ T;(M) ou

~(E)() desi gne I'ensemb Je des operateurs bornes sur E)(.

(4) on aLE 0D1( \7 ).. et L2 E0P1,1 ( \7 )' .
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Le cas des varl~tes complexes,

Solt M une variete complexe de dimension complexe n et m=C~(M) l'algebre

commutative des fonctions IIsses asupport compact s~r M. Soit T·(M) le flbre

cotangent complexifle de M et ;\rT·(M) son r-ieme produit exterieur,

r= 1,,,,,2n. La structure complexe sur M induit une decomposltion des r-formes

({(M)=C~(M};\rT·(M)) en formes de type (Plq), p+q=r, qui s'ecri t de Ja forme

({(M)=ep+Q=rOP,Q(M), r= l, ... ,2n. La conjugaison complexe lnduit la relation

OP·Q(M)=OQ,P(M). Chaque OP,Q(M) porte la structure d'un m-bi-module. On

introduit un fibre hilbertien 7l/2-gradue E=E+eE- auquel on permet des fibres

de dimension inflnie, et le at-module adroite associe (:=e;+ee- de sections lIsses

asupport compact, avec l'automorphisme f.: qui definit la graduation. Pour la

definition d'une fonction lisse avaleurs dans un espace de Banach voir par exemple

[L]. Le prodult scalaire hllbertien deflni flbre par flbre sur Eindult un prodult

scalaire <1>=<'> + <,> sur e avaleurs dans ~ qul satisfait a
+ -

(ii) <cx.I~>=<~ICX>,

(ili) <cx}ex.> ~O,

(iv) <cx.,~b> = <cx,~>b CX,~E&, bEat,

(v) e est un espace de Banach pour la norme CX 1-.. 1<0:.10:.>1 112
.•••

Ces conditions sur le couple (e,~) sont celles de Ja definition d'un C·-module

hi Ibert ien.

On designe par Q(M,E)=e0~Q(M) le Q(M)-module des formes differentielles

sur M avaleurs dans E. Par rapport a la graduation induite par le degre, O(M)

est une algebre commutative 7l/2-graduee. Le module O(M,E) est 7l./2x71·

gradue par un automorphisme " et peut etre vu comme un module 7l./2-gradue

sur O(M) (pour un tra Itement de ces algebres graduees, et en part icul ier de leur

generalisation au cadre de la cohomologie cyclique, volr par exemple (C).{K]). Soit

Op(e) l'ensemble des operateurs at-lineaires densement definis sur e~ qui se

decompose en elements pairs et impairs selon leur commutatlon ou non a f.:. Soit
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OP(&)0
fa

0(M) l'algebre 7l/2-graduee des formes differentielles a valeurs dans

Op(e:). On des igne par ~.t:) I'algebre des operateurs fa-l inea ires bornes sur &1

d'ou la sous-algebre 7l/2-graduee ~e:)0fa0(M). Par un operateur densement

defin I sur O(M,E) on entend un operateur T def In j sur Dom oT°~O(M) ou

DomoTest dense dans & et ferme sous l'actlon de fa. On peut etendre le produit

scalaire <, > sur e: a O(M,E) ou i 1prend ses valeurs dans O(M).

Definition: Une connexion \7 sur e:, compatlble a la graduation, est un

operateur densement defini sur O(M,E) qui augmente Je degre par 1 et qu1

satlsfait ala relat1on,

\7 (cx.w)= \7 (cx.)w + G(cx.)dw.•••

Tenant compte des remarques ci -dessus, on verifie faci lement que la differenee de

deux super-eonnexions est un element de OP(.t:)0
fa

0(M). En partieulier,

D.Qu j 11 en [Q] a Introdu i t 1a not i on de supereonnex Ion (on pourra i t auss i proposer

l'etiquette "eonnexion graduee") d'etre une somme 'V+iL ou 'V est l'extension a
O(M,E) d'une eonnexion sur C:, compatible a la graduation, et ou Lest l'extension

a O(M,E) par O(M)-linearite d'un element impair de Op(&). En particulier,

par rapport a la decomposition O(M,E)=O(M,E+)eO(M,E-), la connexion 'V

s'ecrit de la forme,

ou 'V
t

est une connexion sur O(M,E t
) pour Ja graduation triviale. La

decomposition de O(M) en formes differentielles de type (p,q) induit une teIle

deeompos i ti on de O(M,E). En partl cu 1Ier, 'V augm ente par 1 1e degre des form es

done, pour p,q=O, ... ,n- 1, l'operateur \J restreint a OP+Q(M,E) a pour image dans

OP+Q+1(MJE) un sous-espace de Op,Q+l(MJE)eOP+l·Q(MJE). On a donc une

decomposition 'V =\71,0+\70, t en une eomposante de type (1,0) et une composante

de type (0,1), induite par la decomposition de la differentielle de de-Rham en

dlfferent1elles de OolbeauJt d=8+8. On definit les sous-ensembles de la

sous-algebre Opo=Op(e)0 I de Op(e)0~O(M) que voiei:
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les commutateurs sont gradues. On pose Opl CV')=Op1,OCV')+OP°.1 CV'), la somme

n'etant pas forcement une somme directe, et on ecrit Op 1.1 CV') pour les elements

de OPo qui sont des sommes de termes de 1a forme C$l 9'1+9'2 $2)01 OU

$j01EOP"oCV') et 9j01EOpO,l CV'), i=1,2, On introduit 1e lR-sous-espace

vectorlel de Op \V'). compose des FEOp1CV') de la forme F=!F01 +$·o1 OU

$01 EOp1.° CV') et $·01 EOPO,1 CV'), et celul Op"l CV')· engendre par les

expressions dans Op,,1 CV'), de type Laplaclen, C$$·+$·$)01 avec

$ 0 1EOp 1.0CV') et $- 0 1EOp0.1 CV'). Par construct j on, 1es elements de Op' CV').

et Op"'C'\7)· sont auto-adjoints. Le ~-module OplCo)=opCe)0~Q1CM) des

1-formes a valeurs dans OpCC: ) se decompose suivant

Op1 C{))=Opl,OC{))eOpO,1 C{)) avec Opl,OC{))=opCe)0~{),·oCM) et

opO.1Co)=opCe)0~{)O·'CM).On peut aussi fabriquer les ~-modules a droite

op 1.
1C(1 ) =0 pC~ )0 ~ {1 1,1(M ) et End 1, 'c Q)=~( e )o fa {) 1,'cM). Par exemp1e, 0 n v0 i t

facilement que 1a courbure '\72 de \J est un element de OPCe:)0~02CM), et si ron

compare les degre.s, on volt que \Jl'0'V0,1+V'0.1'V 1,0 est un element de Op1·'C{)). On

propose la definition suivante.

D~fln1tlon:

Une cannexlon graduee 'VCS)='V+iL, 'V='V ++'V_ ,sur OCM,E)=OCM.E+)eOCM,E-)

est holomorphe si

Cl) paur tout cx.,~E OomC'V ±)nOCM,E±) on a

d<cx,~ >±= <'V±cx,~>+ <cx, 'V ±e >,

(2) LEOp'C"])· est un operateur impair, densement deflnl, ferme, auto-adjoint

tel que CI +L2) soit inverslble en un operateur compact. En particulier, on peut

ecrire L=~+~· ou ['V,L]=['Vl.0,~]+['V0.1,~.].

C3) 0 n a ['V ,L]E~( t: )0 ~ 0 1CM), 'V 2E0 P1. 1C{) ),et L2
E0 P1•1C'V ).. 0 n d i t que V'

est de courbure bornee si V'2E End 1,1 (0). Notons que

Op1.°cc:)n OpO'\C:)=(!FE Opl(e) I [V',!F] = 0].
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Rem arque: On observe avec [B - G-S] que pour un f i bre vector ie 1 comp 1ex sur M,

afibres de dimension finie, 11 y a' une correspondance biunivoque entre structures

holomorphes et connexions hermltiennes holomorphes, une fois que celles-ci

existent. ('est une consequence d'un theoreme de Newlander-Nirenberg

[A-H-S,Theoreme 5.1]. (es methodes ne s'etendent pas au cas de dimension infinie.

Image d1recte de G111 et et Sou1eet superconnex ions ho 1omorphes

On commence par rappeller 1a definition d'une connexion holomorphe dans le cas

d'un fibre hermitien de rang fini. Soit M une variete complexe aflbre cotangent

complexlfie .T*(M)=T*(M) l.°e T·(M)o.l et different lelle de de-Rham d=d
M

. Sur

un fibre vectoriel F sur M) un d-connexlon \]:(~(M,F)--~(~(M,F0(T·(M))

est munle d'une decompositlon naturelle \]=\]1.0+\]0,1 indulte par la structure

complexe sur M et dEHerminee par les restrictlons de \] que voic1,

'V 1.0.(OO(M F)-_~(oo(M Fe r.(M) 1,0)
. c' c' [

'V°.1:C~(M,F)--~C~(M,F0(T*(M)0.1).

Oe plus, si Fest un fibre holomorphe hermitien de rang flni, il existe une

connexion qui satisfait aux proprietes suivantes,

(i) pour tout ensemble ouvert U de M et tout CX,~ECoo(U,F),

d<cx,e > = <'V cx,e > +<CX, 'V e>

ou <, > est l'extension nature lle aux formes avaleurs dans F de la metrique

definie fibre par fibre sur F,

(11) 1'0perateur aM donne par 1a composante (0,1) de la differentIelle de

de-Rham a une extens Ion 'V0
.
1 a (~(M,F). C'est 1a cand j t ion d' 1ntegrab i I ite de la

structure comp lexe grace a la possibi 1ite de choisir un systeme de coordonnees

locales tel que les fonctions de transition soient holomorphes.•••

Ce t te cannex ion ho 10m orphe sur F determ Ine 1es secU ons ho 1amorphes

r(M,F)=Ker'V 1.0 sur M a valeurs dans F ( dans le cas dima:M= I, une fois qu'une

connex Ion satisfasse a(i) e11 e determ ine une struc ture ho Iomorphe sur F de ce tte

fa~on). La connexion peut etre etendue de fa~on naturelle aune application

'V:C~(M,F0[A ·T*(M))-+ C~(M,F@( A ·r*(M)),
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dont la courbure '\)2 est dans C~(M,End(F)0[Al,l r -(M)). Considerons I'exemple

sulvant de C.Souh? et H.Gillet [G-S]. On part de deux varietes complexes X et Y,

avec X localement compacte et Y compacte (et de plus Käh lerienne pour 1es

applications dans [G-S]) a forme differentielle de volume bJy. On se donne un fibre

herm j t1 en ho lomorphe Eo sur Xx Y ametri que ho' Soi t Tl:XxY-+X la pro j ect i on

sur la prem iere composante. Pour tout XEX, la restrlct Ion Eo.x de Eo a (xlxY

es t un f Ibre herm it ien ho Iomorphe sur Y dant 1es secti ons r(yJEo,,,) seront

supposees d'etre le f Ibre a x d'un fibre Herrn It ien ho lomorphe n.Eo sur X, a

metrlque n_ho donnee par

(n.ho)(o ,0')= Jyho(o(y)10'(y) )bJy(Y) pour °10 'Er(y,Eo,x)'

On note par ~ une connexion holomorphe qui definit la structure holomorphe sur

Eo' En partlculier, on a une appllcation

~: C~CXxy,E00(/\ -r-cXxY)) ---+ C~CXxy,E00[A-r-cXxY))

qui satisfait a Cl) et Cil) avec M=XxY et F=Eo . Pour CX,y)EXxY, l'espaee

eotangent r-(x,l,l)CXxY) est Isomorphe de faGon naturelle a Ja somme externe

r ;CX)$ r ~CY). Done, si Fest un f ibre vectorie I sur XxV on peut cons iderer une

appl icat ion,

L:C~CXxY,F) - - -+C~CXxY ,F0(r-CXxY))

comme une somme L=Lx4IlLy avee

Lx:C~CXxY ,F)- --+C~CXxYIF0(r-cX))

Ly:C~CXxY,F) - - -+C~CXxY,F0[r-cy)).

Oe plus, on peut interpreter /\ -r;CX) et /\ *r~CY) comme des sous-espaces de

/\ *r*,x,y) CXxY) et done former les sous-fibres F0(/\ *r*cX) et /\ -r*CY)0(F de

F0(/\"r-CXxY). lei, camme dans la suite, les formes differentielles sur Y sont

eer i tes agauche dans ee produ it, pour respecter une eonvent ion d'apres Iaque 11 e

ract ion de l'algebre s:l=C~CY) sera agauche, et de l'algebre ~=C;CCX) adroi te.

Ces deux algebres peuvent €otre eonslderees de sous-alge.bres de C;CCXxY). En

partieu1ier, ~ agit par restrietion sur C;CCXxY,/\-r-CY)0a:Eo) et on peut

prendre 1a composante de cette restrictlon dans la direction de X:

~ x: C~CXxY,/\ -r*CY)0(Eo) - --+ C;CCXxY ,/\ *r*CY)0(E00( r*cX)).

Pour taut VETCX), 11 existe un seul vErCXxY) dont 1a projeetion sur TCY) est
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l'element zero. Pour un ensemble ouvert U de X, et une section

OECoo(UxY,/\ -T-(Y)0 c Eo) on observe que pour (X,Y)EUxY on a

~x (O)(v)(x,y) = ~(O)(v)(x,y) .

Les proprietes sulvantes de ~x decou1ent des proprietes correspondantes pour ~,

(cx) ~ x(Ob)= (~x(O))b + 00dxb, bEm,

(~) dx(ho(O,O'))(V) = ho (~x(o)(v)/O')+ho(O/~x (O'(V)),

- 01 -
(y) \] x' est I'operateur ax , qui peut etre vu comme une composante de ax•y ,

(0) ~x s'tHend aux sections de XxV avaleurs dans /\-T-(Y)0[E00[/\-T-(X) et

9 x2 de f in i t un element de C;C(Xx Y,End(/\ - T-(Y)0[EO)0[ /\ 1,1 T-(X )) •••

Si Fest un fibre holomorphe hermitien sur Y, i1 existe une fac;on evidente de

construire un coup Je d'espaces hi 1bertiens dans lesque Is opere 1'aIgebre .sQ.=coo(Y),

et un operateur de Fredho1m entre ces espaces: On ecrit s="=Coo(Y,F) pour le

$l-module a gauche de sections lisses sur Y a valeurs dans F, Le A-module a
gauche de (0, I) formes OO,1(Y,F)=COO(Y,/\0.1 T-(Y)0(F) avaleurs dans Fest

isomorphe a OO.l(V)@ dJ,$, ou OO.l(y) est le ß-bi-module de (0,1 )-formes sur

Y. Comme Fest holomorphe, la differentielle de Oolbeault sur Y a une extension
- 01 - 01

naturelle a: $ ---+ 0 . (Yh~ dJ,~' Pour tout aEß, on a aa dans 0 . (V) qui

definit par le produit tensoriel agauche une appl ication entre s: et OO.l(y)@ß$ .

Les fibres vectorlels Fo=F et F1=/\O"T-(Y)@(F sont munis d'un produit scalaire

herm i t i en f ibre par f ibre / qu i rend une def in i ti on intri nseque des produ i ts

scalaires sur ~0=S: et ~1= OO"(Y/F) vus comme espaces vectorie1s complexes

par 1a re lat ion

<CX,ß>j = Jy <CX(Y)'~(Y»F. bJy(Y) CX/~E!fj )j=O, I.
J

Solt Hj le L
2

-comPlete de $j par rapport a <, >j; j=O/l. L'operateur a est

muni d'une extension unique cant inue en operateur O:H o -+H 1 d'adjoint

O-:H 1-+H o' L'espace Hilbertien ?l/2-gradue H=Ho$H 1 est donc muni d'un

operateur impair ~, dont la matrice par rapport acette decomposition s'ecrit

~ =[ : 0
0
']
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et ce lle de son carre ,

2 _ [0.00]
f) - .

o 00·

Les deux operateurs 0 et O· sont des operateurs non-bornes densement definis. Oe

plus, aest un operateur e11 Ipt lque et donc les deux espaces KerO et KerO· sont

de d imens ion f in ie (0 est un operateur de Fredho Im). Les opera te urs I +O· 0,

1+00· sont auto-adjolnts sur Ho,H t et inversib1es cl inverses compactes.

Clairement, chaque aEcS4 defin1t, par extension continue de 1a multiplication cl

gauche, une representation comme element pair de l'algebre des operateurs ~H)

de H. Oe 1a meme faGon, (O,a] : Ho -+ Ht redonne 1a tensorisation cl gauche par aal

et definit un element impaire de ~H). En utllisant la formule pour < , >j,j=O, 1,

on verH le que la representa tion de $l dans H est une representat i on eto i 1e

compatible a 1a conjugaison complexe dans J4 et a l'application adjointe pour ~H).

Par exemple, en ecrivant a=a·, I'adjointe de [O,a] est [a,0·]:H 1-+H o, un

element impair de ~(H). On observe que i[O,a] = (i[0· ,a·])·, Oe cette faGon, on a

assocle a la projectlon naturelle du fibre F sur 1a variete Y et a l'operateur

ä:dJ.-+oO.1
(y), dJ, = Coo(Y), les objets suivants,

( 1) un espace hi lbert ien H muni d'une 7l/2-graduat ion a automorph 1sme de

graduation c,

(2) une act ion de dJ, agauche dans H q ui fournit une representat ion etoi 1e de dJ.

dans ~H) qui commute a c,

(3) un operateur auto-adjolnt .iö sur H qui satisfait cl

(a) cf)=-f)c,

(b) 5ö est ferme et densement defini,

(c) I'operateur 1+5ö 2 est inversible et, pour tout aE31, a( 1+0 2
)-1 est un

operateur compact,

(d) pour tout aEal, l'operateur [i),a] est defini sur le domaine de i) et s'etend a
un operateur borne sur H,

(e) il y a un operateur impaIr 0 sur H tel que 21=0+0· et .02=00.+0.0.•••
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En part1cu11er, le couple (H,D) fournit un representant non-borne [B-J] de

l'e1ement du groupe de Kasparov bi-variant KKC,l1l)[),. et

~ =[ ~ 00']

remp11t 1a cond1tion d'~tre une connexion graduee assoc1ee aun tel element (vo1r

par exemple [B-J]), Pour revenir a l'exemple eHe dans [G-S], on a pour tout

XEX, un fi bre ho10m orphe herm H1en Eo.x' et les fibres associ ~es !\ o,PT* (Y)0[ Eo.x'

p ~o, Pour p ~o, on note par ~ le module agauche de formes de type (O,p) sur

Y avaleurs dans Eo,x' On a done !J~=Coo(YJEo,x),5:=Oo,p(y)@ $l.$~ . So1t n=dim(Y,

et 1ntrodu1sons 1e complexe acyelique suivant

j ~o Ö~l"O ä tr.'n
O-r(y,Eox)- i7"x - i7"x - ... - i7"x-O

ou j est une 1nclus10n. Pour chaque p~O, on peut app l1quer 1a construct1on

precedente avec $=!J~ (ou on remp lace, pour p ~ 1, le produi t tensor1e1 Gi gauche

par !\ 0.1 T*(Y), par 1e produ1t exteri eur, l' anneau de base etant un corps) pour

obtenir un couple d'espaces Hilbert1ens HP, HP+1 avec 1es operateurs

Dp:HP_HP+l,D;:HP+l_ HP lnduits de ay:s:~_s:~+1 et ay:s:~+1_$~

respect ivement. Comme on a commence avec un comp lexe acyc11que on ales

app1ications suivantes pour chaque P) 1:

Hp (0 1)- HP- 1 (0 1) HP et HP (D) HP+1 (D) - HP- P- ~ - P- ~, - P~ - P ~

et 1es relations DpDp_1 =(Dp_ 1 )-(Dp Y=O.

Donc (Op+(Op_l)-)«Op)·+Dp_1)=D p(Op )*+(Dp_1 )*Op_l

(Op_l+(Op )*)(Op+(OP_l )*)=Dp_t(Op_l )*+(Op )"'Op .

Maintenant, on 1ntrodu1t les sommes finles d'espaces Hilberti ens

H; =~m~O H2m+
t

(ou on pose HP = 0, p>n), et les operateurs

Fx=em~0(D2m+(D2m_l)·):H; -- H;,

(Fx)*=em~0«D2m)·+02m_l):H;-- H;

(ou on pose Dp=O,p >n,p< 0), Sur l'espace Hllbert1en ~/2-gradue Hl(=H;~H;

on definH un operateur impair Ol( par,

[ :, (F~l,]
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L'operateur Ol( se deeompose en une somme de deux operateurs 1mpa1rs

0x=Px+(P*)x ,ou Px et (P*)x sont respeet1vement,

[
0 (P)l,x], et [ .0 (P*)o.x]

(P)o.l( 0 (P*)l.x 0

On voit faeilement que l'on a une somme fin1e mais pas d1reete d'espaees de Hllbert,

Hx = +(p ~O) (HP+HP+1) et une deeomposHion assoeiee de l'operateur,

Ol( = +(p~O) (pp+(p*)p)' Oe plus, l'aeye11e1te du eomplexe 1ntrodu1t au debut entraine

que, par rapport a la deeomposttlon Hx=H;+H~ , on a pour Dl('

2
et done pour 0x '

Pour tout XEX le couDle (Hx,Dl() est un representant non-borne du foncteur

bi-variant de Kasparov KK(A.,[). Le flbre ?l/2-gradue a f1bres de dimension

1nf1nie E=UXEXHl( a une decompos1 tton E=E+ eE-, ou E+ =UxExH; et E- =UxExH; , et

on note par E.: l'automorph1sme qui def1nit la graduation du OJ=C~(X)-mOdule a
droHe correspondant e=c~(X,E)=e+ee- ,ou e+ =C~(X,E+ ),e- =C~(X,E-).
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Sott Op(C:) l'anneau des operateurs densement def1n1s sur ~. L'appl1cat1on 0, dont

1a valeur a x est l'app11cation linea1re 0x' est un element impair de Op(e) ql:li

s'etend convenablement a un element impa1r de l'algebre 7l/2-graduee

OP(~)@aJ0(X)J ou O(X) est le aJ-bl-module C~(X,I\*T*(X)) de formes

different1elles 11sses a support compact sur X. La decompos1t10n DI(={)I(+(Px)* a
chaque XEX 1ndu1t une decompos1t1on O=p+p· I

p=[OP1].
Po 0

On defln1t une connexion '1 sur e, compat1ble ä la graduation E. , de 1a facon

suivante.So1t U un ensemble ouvert de X et 0 une sect10n sur UxY telle que

pour chaque XEU I O~xJ:o:Y donne une sect 1on sur Y, dont 1a va1eur a yEY est un

element de 1\ o.P(X)T~(Y)0[Eo,(x.y). Oe cette manlere on peut considerer 0 comme

un element de Coo(UxY,I\O'*T*(Y)0a:EO)' vu camme sous-ensemble de

Coo(UxY,1\ *T*(Y)0[Eo)' Sott '1(0) l'1mage de E.O par la cannexion deJa cl notre

portee 9 x def1nie le lang de X, et Qui s'etend a un operateur 'V densement def1n1

sur l'espace de Banach e. ou 11 est pa 1r . La propr 1ete (cx:) de Q x entra 1ne 1a

propr1ete suivante d'une connex1on graduee

(cx)s V' (~b) =( V' (~)b+€(~)0dxb, ~EDam('V), bE&a.

C'est clalr que par rapport ala decomposlt1on eCle+ee-. 1a cannexlon '1 s'ecr1t

de 1a farme

[:. :-1
OU '1 + ,'V _ sont des dx-connexlons pour la graduation trivlale sur e+ ,e­
respectivement. Solent eO,'l°=e±,'V±, U un ouvert dans X et

0',0"Ec:onCoo(UxY,A*T*(Y)0a:Eo)' La propriete (ß) de 9 x entra1ne que

dx(ho(0' I 0' ' ) )=ho( 'V °(0 ) ,0' ' )+ho(0' , 'V °(IJ' ' ) ).

Paur tout (X,y)EUxY an a

dx(I yho(0' (X,y), 0" (x, y») ~ y(y» = Jy ho('V ° ( 0') (x, y), 0" (X, y) b.I y(y) +

fyho{O'{X,Y), \70(O")(X,Y)l)y(y)
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d'ou dx<0,0' >0= < \7°(0 ),0'>0+ <0, \]°(0' »0

pour <, >OIe produit scalaire sur eo avaleurs dans ~I qui se specialise aux

.metri ques herm i t i ennes de ja constru i tes sur les ~~ , XEX. Cette re 1at ion reste

vraie pour la completlon L
2

, et <, >0 Indult des produits scalaires <, >+ et

< , > _ sur e+,~- a valeurs dans ~. Ce sont les metriques induites par les

metriques hermitiennes par rapport auquel chaque fibre de E+, E- est complet. La

somme directe E=E+eE- est un fibre hilbertien 7l/2-gradue a fibres de

dimension infinie.. La relation suivante de compatibilite de \7[. avec 1a metrique

est donc c1aire

(ß)s dx< O,o'>=<\7(c(o»,o'> + <O,\](c(o'))>, o,o'EDom('v).

L'algebre ~ est une C· -a1gebre et le ~-modu1eadroite 7l/2-gradue e=e+ee-"

munI du produit scalaire < , >, un (*-module. En particulier, si I'on designe par *

l'operation de conjugaison complexe dans al, et par 11 lI
al

sa norme, on a

I)' <cx,ß>=<ß,cx>*, CX,ßEC:,

2)' <CX,CX> est un element pos i t if de Sb, pour tout CXEC: J

3)' <cx,ßb> = <cx,ß >bI CX,ßEC:, bEa:l,
1

4)' e: est un espace de Banach pour la norme cx 1--. lI<cx,cx>1I2~ .

Oe plus, les proprietes 3 )(a), ... ,3 )(d) sont parm I ce lIes de l'operateur al-I inea ire

0, lorsque I'on remp lace H par C:. Par construct ion e porte la structure d'un

3!1-~ bi-module (action a gauche par $1 et a droHe par an, Le couple (e,D) est

un representant non borne du groupe de Kasparov KK(a1,an, qui comprend une

famille d'elements (HlC,Dx)J XEX.

Pour revenir a 1a connexion graduee \], qui s'etend de fa<;on evidente a e0~O(X),

et qui satisfait au regle de Leibnitz

\7 (-LW) = \)( L ).W +C'( L ).dxW

ou C' designe I'automorphisme de la 7l/2 x 71-graduation de e:09jO(X). C'est clair

- 2de la propriete (6) de \] x' que la courbure 'V est I'extenslon d'une sect Ion sur
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XxV a va 1eurs dans End( /\ *T *(Y )®[ Eo)@[ /\ 1.1 T* (X). La var 1et e Y etant de

d1mens1on f1n1e, et le f1bre Eo de rang f1ni, 1es e1ements de End(/\ *T*(Y)@(Eo)

sont bornes, ayant un doma1ne de dimension fin1e. So1t ~e) l'algebre des

endomorph1smes bornes ~-lineaires du C*-module e sur ~,alors 1a eourbure

\72 tombe dans UC::>0~o 1,1 (Xl Apropos, \72 est 1a eourbure du f1 bre du depart

Eo le long de X, et malgre le fa1t que E est a f1bres .de d1mension infin1e, \72 ne

s'annule pas foreement. Pour resumer, on a

(Y)s \}2 EVe)®~o1.1(X).

La construetion de 1a eonnexion graduee \7+10 sur eCle+e~- est done aehevee, et

s'eerit par rapport acette deeomposHion

[

\}~.o ... V'~,l 1P1+ 1po ]

if'l*'" 1f'1 _\71,0 _ \70,1
~1 ~o - -

Pour term 1ner eette d1scuss1on des propr1etes ho lomorphes de eette connexion

graduee 11 reste a exam1ner le terme de couplage donne par 1e eommutateur gradue

[\7,0] . On ver1f1e d'abord que [\70,1,0]=0. La propr1ete (y) de Q~.l, et les

eonstruct1ons de \7 et de p rammenent cette re laUon au fa1t evident donne par 1a

relation (oXOy-OyOx)(O)=O, pour 0 une seet10n sur XxV a valeurs dans
- - -

EO®[/\ *T*(XxY), ou 0x et Oy sont des composantes de 0x.y. 11 sera eommode

pour 1a suite de remarquer que pour ~EOp(e), les relat10ns [\71,O,~]=O et

[\70,1 ,~*]=o sont equ1va1entes. C'est une consequence de 1a eompat1bllite de \7€- a

< , >. Pour 1e voir, on a pour taut veT(X) et o,o'ee.

<[\7 ,~]< 0')( v), 0' > = < \7 (~( 0 )(v) ,0' > - <~(\7 (0 ))(v) ,0' >

= - <~«(.O), \7 (o')(v) >+ dx<~(f.( 0)) ,O">(v)- < \7 (0' )(v),~*( 0'»

= - <f.( o),~ "'(\7( o'))(v»+ <f.(O), V'(~ *(o'))(v»

= <c(o),[V',~"'](o')(v»,

d'ou 1a remarque. car 'T 1
.
O(X)= TO

,l (X). Pour l'exemple courant, on aura1t pu

raisonner plus d1rectement. On ales relat10ns de commutatian suivantes

(\lO,l,p] = [\71,O,p"']=O.

11 reste ci verHier que [\ll,O,p] appartient ci ~(e)®~ol,O(X), et que [V'0,1,p*]

appartient a ~(e)0~OO,l(X) . On peut 1e voir directement en utl1isant un
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argument de d1mens1ona11te de la meme fa<;on que pour \72, On observe que 1a

courbure de la connexion graduee \7+10 est de la forme

[

\7 1.0 \7 0.1 +\7 0,1 \7 1.0 _ il ... il _ il il ... 1{ \7 1.0 il _ il \7 1.0 +\7 0.1 il'" _ il'" \7 0.1) ]
+ + + + t'0t'0 t'W1 + t'1 t'1 _ + t'0 t'0 -

1( - \7 1,0 il +il \7 1,0 _ \7 0.1 il. +il'" \7 0.1 ) \7 1.0 \7 0,1 +\7. 0 ,1 \7 1.0 _ il il • _ il· il
- t'0 t'0 + _ t' 1 t' 1 + - - _ _ t'0 t' 0 t' 1 t' 1

Bien entendu, si l'on oubl1e l'action de l'algebre ~ agauche, le eouple (e,D) est

un representant nonborne du groupe bivariant de Kasparov KK«([,~), assoe1e au

f1bre Hllbert1en 7l/2-gradue E=E+eE- et l'operateur de Fredholm impair D:E-+E.

La d1seuss1on que l'on vient de suivre montre que l'exemple t1re de [G-S] fournit

une eonnexion graduee \7+10 sur E qut est holomorphe suivant 1a def1n1tion

proposee, et qu1 mun1t E d'une strueture holomorphe.

11 faut cependant eiter quelques differenees: D'abord dans [G-SL 11 n'y a pas

ment10n des C"'-modules et le eomplete des flbres par rapport au prodult scalalre

n'est pas prts. Le f1bre n*Eo 1ntroduit au debut est inclus dans la somme d1recte,

done pour chaque XEX, i1 faut eons1derer le eomplexe acycl1Que
j a:'0 Ö Ö a:'no -+ r(Y,Eo 11) - 11 ff

ll
-+ ... -+ ff

ll
-+ O.

Dans l'exemple de [G-S], apres completton, a chaque XEX on tombe sur l'espaee de

d1mens1on infinie HII=H:eH; ,ou H:=H: et H;=H;er(Y 1Eo.II ), et l'operateur

impa1re ÖII '

[
0 po.x+ ~; + P1.x] ,

Po ,11 + J11 + P1,11

On peut ma1ntenant fabriquer le fibre Hl1bert1en 7l/2-gradue correspondant

E=E+ e'E-, ou 'E+ =E+, et 'E-= E-en... Eo ' avee 1a metrique < I > -= < , > + n. ho et

l'operateur impai r Ö donne par,

[

0 PO+P
o
1+J*]

Po + pi + J
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En rea11te, on n'a 1ntroduH aueun element nouveau au module e en rajoutant n.Eo

a E. De plus. 0 est de la forme D+ A avee A l'operateur borne auto-adJotnt

[: jo']
et (e,O) est un representant non-borne du meme groupe de Kasparov Que (~,D).

F1nalement, 51 ron designe par 9 n.E
o

la eonnex1on holomorphe assoc1ee au f1bre

herm H ien de rang fini n.Eo de la faGon Que l'on a decr1 te au debut, on dedu1 t

facllement Que 9+9 n. E
o

+10 est une super-eonnexion ho1omorphe selon notre

dtH1n1t1on, et done Que le couple (E,O) est munl d'une strueture holomorphe. Cette

derniere super-connex1on correspond Gi la super-connexion introdufte dans [G-S].

On le eonsidere comme etant molns commode, ne ver1f1ant pas la propriete

supplementa1re 3) sat1sfafte par le representant on a constru1t de KK(..it,([) et

par 1a suHe de KK(.sS.,93). Un autre point a remarquer dans [G-S] est 1'1ntervention

d'un parametre complexe. (Ce trait ne paraitraft pas au niveau du foncteur

blvar1ant de Kasparov Qu1 ne mesure pas les varlations dans les classes d'homotopfe

operatorie lle,) Plus exp l1cHement, on 1ntroduft une dependence d'un parametre

complexe z dans le complexe elliptique EI chaque point x de X:

o-.r{y E )_ zj ~o -. zä~1 _ zÖ _ zÖ ~n_O
, O.x x x H. x'

et pour 1a construction su1vante le fibre gradue hllbertien sera deflni sur Xx([. A

chaque (x, Z)EXx ([ on a l' espace hl1berti en Hx=H; $ H; (au pour l'exem p1e de [G- 5],

f\=~-(eH;) et l'app11cat1on lmpa1re D(x.z)=ZP+zp", (OU O(x,z,=zp+zp·+zJ+Zj"'). 11

suffit maintenant de remarquer que la connexion Qx est remplacee par

9~'>l1a:=ax+az avec 0z=oloz, de 1a maniere deJa decrite pour le produft de deux

var1etes, pour voir que les superconnex1ons correspondantes. avec D(x,zl au lieu de

Dx et O(x.z) au lieu de Dx' restent holomorphes. 11 s'aglt done d'une variation

holomorphe d'une super-connexion holomorphe dans sa elasse d'homotop1e. Si une
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generalisat10n convenable du prem1ere probleme de variation pour les applications

harmon1ques a comme solut1on dans le cas complexe une superconnexion

holomorphe, c'est probable qu'une notion de var1at1on holomorphe de cette

super-connex1on 1nterv1endra1t dans le deux;eme probleme de variat1on.
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