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L'autrice remercie I'institut des Hautes Etudes Scientifiques, Bures-sur-Yvette,
ou ces recherches ont été poursuivies pendant 1'année universitaire 1985/86 et
I'institut-Max-Planck fur Mathematik, ou elles ont éte rédigées pendant 1992,
pour son acceuil. L'idée qu'un critere d'existence d'une structure complexe sur un
fibré hilbertien pourrait se formuler en se servant des superconnexions,
introduites par D. Quillen [Q], a été suggérée a l'autrice par A Connes qui 1'a aussi
encouragée en 1986 de préparer ces notes. Au sens de l'autrice, la notion qui sera
proposée dans cette prépublication est pertinente mais pas plus que prépubliable,

le but y etant de présenter des idées peut—@tre utiles a une notion plus mure,
Le cas des courbes

Soit M une variété complexe de dimension | et C::”(M) "algébre des fonctions
lisses a valeurs complexes et support compact sur M. Seoit T*(M) le fibré
cotangent complexifié de ™. La structure complexe sur M induit sa décomposition
T*M=T* 0% T*(M%" en deux sous-espaces réels reliés par la conjugaison
complexe: T P=T+@1%" Le module des i -formes Q'(M):C?(M,T'(M)) est
muni d'une décomposition O'(M):O]‘O(M)®Q°‘1(M) en formes de type (1,0) et

©.1) ou 0 OMy=0°"

(M), ce qui correspond & l'ecriture d=8+3 de la
différentielle de de-Rham en termes des opérateurs de Dolbeault sur M. On
introduit un fibré hilbertien Z/2-gradué E=E'®E”~ sur M.Onn'exclut pas la
possibilité que 1es fibres soient de dimension infinie. En particulier, comme chaque
fibre est un espace de Banach, on peut considérer le module OO(M,E) des sections

lisses a support compact sur M avaleurs dans E, qui porte une Z/2-graduation



QO(M,E)=Q°(M,E*)eQO(M,E‘) associée & un automorphisme & et une
décomposition correspondante du produit scalaire <, >=<, > +<,>_sur

0%(M,E) a valeurs dans Co (M. L'application  E - |<E,E>|'"

definie une
norme et Induit une structure d'espace de Bﬁanach sur QO(M,E). On désigne par
Q’(M,E):C;"'(M,E%T'(M)) tes 1-formes lisses a valeurs dans E, et on remarque
gue le produit scalaire < , > peut &tre étendu de fagon naturelle a
Q'(M,EQME) et a Q%(MExQ'(ME) ou il prend ses valeurs dans Q' (M),
Par une connexion € sur Q°(M,E) compatible a la graduation, on entend une
application linéaire sur C, définie sur un ensemble dense Dom(¥V) de 0%M,6),
et 4 valeurs dans 0'(ME) satisfaisant pour tout beC (M) et tout E€Dom(V)
a,
V(Eb):(?é)b + £(E)odb.

Dans cette formule les éléments de C°(M) agissent & droite dans Q%(ME) et
0'(ME) et le produit tensoriel est pris sur C. (M), ou on utilise son action a
gauche dans Q'(M). Par rapport a 1a décomposition définie par ¢ on peut écrire

Vv de laforme,

v, ©

0 9.
Les connexfons ©_ et V_  sont des connexions a graduation triviale sur
0%M,EY) et Q%(MET) respectivement. Par une super-connexion (suivant [Q])
V{S)=V+iL sur QO(M,E) on entend 1a somme d'une connexion ¥ sur QO(M,E)
compatible a la graduation et un élément impair L de l'espace Op(E) des
opérateurs C;"’(M)-Hnéaires définis sur un ensemble dense de OO(M,E). On a donc
les lois de commutation Ve=eV et Le=-€l, ot on entend I'extension évidente de
e a Q'(ME). On remarque que chague élément de Op(E) peut &tre étendu par
o't -linéarite d'agir sur o (M,E). On a une décomposition
a'm,B=0""M,Ee0% (ME) induite par 1a structure complexe sur M et, de
la meme maniére gue pour d, une décomposition correspondante de ¥ en une

composante de type (1,0) et une composante de type (0,1), que I'on écrit de la

forme ¥=v'%9%' Les sous-ensembles suivants de Op(E) agissent sur



a'm, ),

0p' (V)= (Feop(EN (V% #]=0)

0p ! (7)=(FeopEN (V0. #]1=0),
ol les commutateurs sont gradués. On écrit,

0p' (%) = 0p" @2+ 0p%'(Wy,

ou en générale il ne s'agit pas d'une somme directe. De plus, on écrit op' ()
pour les éléments de Op(E) qui sont des sommes de termes de la forme
F.5,+5,%, avec F c0p"%¥) et 5§, 0p" (), 1=1,2. Pour Le Op(E), soit
L* I'endomorphisme de Q°(M,E) dont lavaleur a xeM est I'adjoint Ly de L,
On fabrique les espaces R~ vectoriels Op'(V)‘, engendré par les FeOp1(V) de
la forme F=F+&F*, et op" (V) engendré par les éléments de op" (V) de 1a
forme FF+F*F ou Feop'%v) et Freop®' (V). Par construction les
élements de ces deux espaces sont des opérateurs auto-adjoints. On propose 1a

définition suivanté.

Définition:
Une superconnexion ¥ =v+iL sur Q°(M,E)=0°%M.ENeQ®(ME™) est
holomorphe lorsquelle satisfait aux conditions suivantes:
(1) T'opérateur pair ¥V =V _+V_  est compatible avec le produit scalaire, a
savoir, pour tout «,pe Dom(¥, ) dans QO(M.E*) on a

d<,p>, =<V «, B>, +<x,V B:-t‘

=<V & B>+<x,V, B>

(2) pour chague x€M, V'opérateur L, est un opérateur impair, fermé, densément
défini sur T'espace de hilbert E , tel que (1 +L)‘2 ) soit inversible en un opérateur
compact.
{3) pour chaque x&€M, I'opérateur [V L] estunélément de &(EJe T (M) ol
£(E,) désigne I'ensemble des opérateurs bornés sur E, .
(Hona Leop'(@) et Lcop"(v),



Le cas des variétés complexes.

Soit M une variété complexe de dirﬁension complexe n et SB=C:'°(M) I'algébre
commutative des fonctions lisses a support compact sur M. Soit T*(M) le fibré
cotangent complexifté de M et A'T*(M) son r-iéme produit extérieur,
r=1,.,2n. La structure complexe sur M induit une décomposition des r-formes
Q"(M)=C7(M,ATT*(M)) en formes de type (p,q), p+q=r, qui s'écrit de 1a forme
Q" (M=o, .0, r=1,.,2n. La conjugaison complexe Induit la relation
QPI(M)=0%P(M). Chaque QP%M) porte la structure d'un B-bi-module. On
introduit un fibré hilbertien Z/2-gradué E=E*®E~ auquel on permet des fibres
de dimension infinie, et le @B-module a droite associé &=8"@&  de sections lisses
a support compact, avec l'automorphisme € qui définit la graduation. Pour la
définition d'une fonction lisse a valeurs dans un espace de Banach voir par exemple
[L] Le produit scalaire hilbertien défini fibre par fibre sur E induit un produit
scalaire <,>=<,> + <,>_sur & avaleurs dans @ qui satisfaita

(1) <o,fp>(x) = <x{x),B(x)>, x€M, x,ped,

(ii) <o,B>=<B, x>, o,pe 8,
(i1i) <o x> 20, xeg,
(iv) <o,Bb> = <o,B>b o,BES, beB,

172
(v) & est un espace de Banach pour la norme o |— [<0,x>| " “.aus

Ces conditions sur le couple (&,9) sont celles de la définition d'un C*-module
hilbertien.

Cn désigne par Q(M,E):G@QQ(M) le Q(M)-module des formes différentielles

sur M avaleurs dans E. Par rapport a la graduation induite par le degré, Q(M)
est une algebre commutative Z/2-graduée. Le module Q(M,E) est Z/2xZ-
gradué par un automorphisme @ et peut étre vu comme un module Z/2-gradué
sur Q(M) (pour un traitement de ces algébres graduées, et en particulier de leur
généralisation au cadre de la cohomologie cyclique, voir par exemple [CLIK]). Soit
Op(&) I'ensemble des opérateurs B-linéaires densément définis sur &, qui se

décompose en éléments pairs et impairs selon leur commutation ou non a €. Soit



Op(&)eﬁQ(M) 1'algébre Z/2—graduée des formes différentielles a valeurs dans

Op(&). On désigne par £L8) 1'algébre des opérateurs B-linéaires bornés sur &,
d'ol 1a sous-algébre Z/2-graduée 3(&)@550(!“1). Par un opérateur densément

défini sur Q(M,E) on entend un opérateur T défini sur DomoTer(M) ou
Dom,T est dense dans & et fermé sous l'action de 9. On peut étendre le produit

scalaire <, > sur & a Q(M,E) ou il prend ses valeurs dans Q(M).
Définition: Une connexion ¥V sur &, compatible & la graduation, est un
opérateur densément défini sur Q(M,E) qui augmente le degré par 1 et qui
satisfait a la relation,

V(xw)=V (cw + C(o)dW.ene
Tenant compte des remarques ci-dessus, on vérifie facilement que la différence de

deux super-connexions est un élément de Op(&)@QQ(M). En particulier,

D.Quillen [Q] a introduit 1a notion de superconnexion {on pourrait aussi proposer
I'etiquette "connexion graduée™) d'_étre une somme V+iL ou V est I'extension a
Q(M,E) d'une connexion sur &, compatible a la graduation, et ou L est I'extension
a Q(M,E) par Q(M)-linéarité d'un élément impair de Op(&). En particutier,
par rapport a la décomposition Q(M,E)=Q(M,EN)eQ(M,E™), la connexion ¥
s'écrit de la forme,

v, 0

0 V.
ou V, est une connexion sur Q(M,E®) pour la graduation triviale. La
décomposition de Q(M) en formes différentielles de type (p,q) induit une telle
décomp‘osition de Q(M,E). En particulier, ¥V augmente par 1 le degré des formes
donc, pour p,q=0,..,n-1, l'opérateur ¥ restreint a Q"*%(M,E) a pour image dans
QP**Y(ME) un sous-espace de QP (M EYeQP*"%M,E). On a donc une

décomposition 7=9'0,¢%!

en une composante de type (1,0} et une composante
de type (0,1), induite par la décomposition de la différentielle de de-Rham en
différentielles de Dolbeault d=9+d. On définit les sous-ensembles de 13

sous-algebre Op,=Cp(&)e ! de Op(&)@wo(m) que voici:



op' %) =({Fe 1c0p,:[9" Fo1]=0), 0p*'(V)=(Fe1€0p,:[9'°. Fo1]=0), oU

les commutateurs sont gradués. On pose Op'(V):Op"o(V%Opo"(V), la somme
n'étant pas forcément une somme directe, et on écrit Op”(V) pour les éléments

de Op, qui sont des sommes de termes de la forme (F,§,+G, F,)@1 ou

$i91€Op1'°(V) et §i®1€Op°"(V), i=1,2. On introduit le R-sous-espace
vectoriel de Op'(¥)* composé des FeOp'(V) de la forme F=Feo1+F el ou
Fo1cop'2v) et Fro1€0p®(V), et celui 0p''(V)* engendré par les
expressions dans Op ' ''(¥), de type Laplacien, (FF*+F*F)e! avec
57®I€Op1‘°(V) et 5‘®IEOp°‘1(V). Par construction, les é1éments de Op’(v)'
et Op' (V)" sont auto-adjoints. Le @-module Op'(O)zOp(&)ewoi(M) des

|-formes a valeurs dans Qp(&) se décompose suivant

op'tar=0p'%(re0p® Q) avec op'%qy=op(&re.0'’M) et

7]
Op°'1(Q)=Op(&)®wQ°‘1(M). On peut aussi fabriquer les @-modules a droite

0p‘-'<o)=0p(é:)esao‘-‘(m et End“‘(Q):i(&)aﬁo‘-‘(m. Par exemple, on voit
facilement que la courbure % de 7 est un élément de Op(8)®w02(r1), et sil'on

compare les degrés, on voit que 70922190 st un é1ément de Op1'1(Q). On

propose la définition suivante.

Définition:
Une connexion graduée V(S)=V+iL, V=Y +V_, sur Q(M,E)=Q(M,E")e@Q(M,E7)
est holomorphe si
(1) pour tout «,Be Dom(V INQ(ME®) ona

d<x B>, =<V x,f>+<x,V B>, _
(2) LeOp‘(V)' est un opérateur impair, densément défini, fermé, auto-adjoint
tel que (I+L2) soit inversible en un opérateur compact. En particulier, on peut
écrire L=2+2" ot [v,L)=[v'?2](v%" 2"
(3) ona [V,L]e2(8)eg0' (M), Ve0p' (@), et Lcop'(¥)*. On dit que @

est de courbure bornée si V3¢ End”(Q). Notons que
op' &N 0p%'(&)=(Fe 0p'(&) | [V, F] = 0).



Remarque: On observe avec [B-G-S] que pour un fibré vectoriel complex sur M,
a fibres de dimension finie, il y a une correspondance biunivoque entre .structures
holomorphes et connexions hermitiennes holomorphes, une fois que celles-ci
existent. C'est une conséquence d'un theoréme de Newlander-Nirenberg

[A-H-S,Théoréme S.1). Ces méthodes ne s'étendent pas au cas de dimension infinie.
Image directe de Gillet et Soulé et superconnexions holomorphes

On commence par rappeller ia définition d'une connexion holomorphe dans le cas
d'un fibré hermitien de rang fini. Soit M une variété complexe a fibré cotangent
complexifié T*(M=T*(' % T*¢®' et différentielle de de-Rham d=d,, . Sur
un fibré vectoriel F sur M, un d-connexion V:CS’(M,F)—--»C:’(M,F@IT'(M))
est munie d'une décomposition naturelle 7=9'0.¢%! induite par l1a structure
complexe sur M et déterminée par les restrictions de ¥V que voici,

M0CP (M) - - CMFo TN 0)

VOl MF)- - CMFo T ).
De plus, si F est un fibré holomorphe hermitien de rang fini, il existe une
connexion qui satisfait aux proprietés suivantes,
(i) pour tout ensemble ouvert U de M et tout o,BeC™(UF),

d<x B>=<VX,B>+<x, VB>

ou <, > est I'extension naturelte aux formes & valeurs dans F de la métrique
définie fibre par fibre sur F,
(if} 'opérateur 5»4 donnée par la composante (0,1) de la différentielle de
de-Rham a une extension 9% a C:’(M,F). C'est la condition d'Integrabilité de 1a
structure complexe grace a la possibilité de choisir un systéme de coordonnées
locales fel que les fonctions de transition soient holomorpheS.ass
Cette connexion holomorphe sur F détermine les sections holomorpheé
1'(M,F)=Kervl'° sur M avaleurs dans F (dans le cas dimgM=1, une fois gu'une
connexion satisfasse a (i) elle détermine une structure holomorphe sur F de cette
fagon). La connexion peut etre étendue de facon naturelle a une application

VCMFe AT (M= CE(MFec A*TT(M),



dont 1a courbure V¥ est dans C?(M,End(F)ec/\"'T‘(M))‘ Considérons I'exemple
suivant de C.Soulé et H.Gillet [G-S] . On part de deux variétés complexes X et Y,
avec X localement compacte et Y compacte (et de plus Kahlerienne pour les
applications dans [G-S]) a forme différentielle de volume yy . On se donne un fibré
hermitien holomorphe E, sur XxY ameétrigue hy Soit T:XxY—X 1a projection
sur la premiere composante. Pour tout xeX, larestriction E,, de E, a [x]xY
est un fibré hermitien holomorphe sur Y dont les sections I'(Y,Eo‘x) seront
supposees d'étre le fibre @ x d'un fibré Hermitien holomorphe T.E, sur X, a
metrique m.h, donnée par
(Mhg)0,0%)= [ ho(a(y),0'(yDyly) pour o,0'€l(Y,Ey ).
On note par ¥ une connexion holomorphe qui définit la structure holomorphe sur
Eo- En particulier, on a une application
VI CP(XxY,Eg@ g ATT(XxY)) === CI(XxY,Eq@c AT (XxY))

qui satisfait a (i) et (ii) avec M=XxY et F=E, . Pour (x,y)eXxY, l'espace
cotangent T'(x_u,(xxY) est isomorphe de fagon naturelle a la somme externe
T;(X)eT;(Y). Donc, si F est un fibré vectoriel sur XxY on peut considérer une
application,

L:CT(XxY,F) == C 2 (XxY,F@® T*(XxY))
comme une somme L=l oL  avec

L Co(XxY,F)--—=C(XxY,F@T*(X))

LCo(XxY,F) == C7(XxY,Foc T*(Y)),
De plus, on peut interpreter AT (X) et /\'TJ(Y) comme des sous-espaces de
AT (XxY) et donc former les sous-fibrés FocATT™(X) et ATT'(Y)ecF de
FecATTT(XxY). lci, comme dans la suite, les formes différentielles sur Y sont
écrites a gauche dans ce produit, pour respecter une convention d'aprés laquelle
laction de I'algébre #=C7(Y) sera a gauche, et de 1'algébre @=C "(X) adroite.
Ces deux algébres peuvent étre consldérées de sous-algébres de C:’(xxY). En
particulier, v/ agit par restriction sur CE"(XxY,/\‘T‘(Y)@CEO) et on peut
prendre la composante de cette restriction dans la direction de X:

Ty COXxY, AT (V)@ cEg) - == COXxY, AT (V)@ Eq@ T*(X)).

Pour tout veT(X), il existe un seul VeT(XxY) dont la projection sur T(Y) est



I'élément zéro. Pour un ensemble ouvert U de X, et une section
g€CT(UxY, AT (Y)®¢ E;) on observe que pour (x,y)eUxY on a

Ty (@XDKy) = T(@O@NX,y) .
Les propriétés suivantes de ¥, découlent des propriétés correspondantes pour ¥,
() Vy(ob)= (V4(0))b + c@dyb, beR,
(8) dy(he(0,0" (V) = hy (V,(0)(v),6)+ho(0, T, (0'(V)),
(y) "V:'1 est I'opérateur 5,( , Qui peut etre vu comme une composante de 5xxv .
(8) ¥, s'étend aux sections de XxY & valeurs dans A*T*(Y)®cE,@cAT*(X) et
V2 détinit un élément de C(XxY,ENd(A” T*(V)@cEgeg A" T*(XJuna
Si F est un fibré holomorphe hermitien sur Y, il existe une fagon évidente de
construire un couple d'espaces hilbertiens dans lesquels opére I'algébre s=C™(Y),
et un opérateur de Fredholm entre ces espaces: On écrit F=C™(Y,F) pour le
#A-module a gauche de sections lisses sur Y avaleurs dans F.Le s&-module a
gauche de (0,1) formes 00'1(Y,F)=C°°(Y,/\°'1T'(Y)ecF) a valeurs dans F est

isomorphe a Q°"(Y)®£9’, ou 0%'(y) est le #-bi-module de (0,1)-formes sur

Y. Comme F est holomorphe, la différentielle de Dolbeault sur Y a une extension

naturelle 8: % --— Q°"(Y)e£9. Pour tout acs, ona da dans Q%'(Y) qui
définit par le produit tensoriel a gauche une application entre & et Q°"(Y)®£9"

Les fibrés vectoriels Fy=F et F1=/\°'1T'(Y)®CF sont munis d'un produit scalaire
hermitien fibre par fibre, qui rend une définition intrinséque des produits
scalaires sur F,=F et F,= 0%(YF) vus comme espaces vectoriels complexes
par larelation

<oB>; =y <0((y),5().f)>Fj byly) ; oBe F,,j=0,1.

Soit H; le Lz—complété de .‘?'j par rapporta <, >, J=0,1. L'opérateur 3 est

muni d'une extension unique continue en opérateur D:Hy —H, dadjoint

D*:H,—H,. L'espace Hilbertien Z/2-gradué H=H,eH, est donc muni d'un

opérateur impair &, dont la matrice par rapport a cette décomposition s'écrit
0D*

D=
D 0
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et celle de son carre

92 i D*D O

0 DD*

Les deux opérateurs D et D* sont des opérateurs non-bornés densément définis. De
plus, d est un opérateur elliptique et donc les deux espaces KerD et KerD* sont
. de dimension finie (D est un opérateur de Fredholm). Les opérateurs 1+D*D,
1+DD* sont auto-adjoints sur Hy,H, et inversibles a inverses compactes.
Clairement, chaque aesf définit, par extension continue de la multiplication a
gauche, une représentation comme élément pair de V'algébre des opérateurs EAH)
de H. De 1a meme facgon, [D,a] : H, = H; redonne la tensorisation a gauche par 3a,
et définit un é1ément impaire de &£(H). En utilisant la formuie pour <, >j,j=0,1,
on vérifie que la representation de s dans H est une répresentation étoile
compatiblie a la conjugaison complexe dans & et a i'application adjointe pour &(H).
Par exemple, en écrivant §=a’, I'adjointe de [D,a] est [E,D‘]:H,»Ho, un
élément impair de &£(H). On observe que i[D,a] = (i[D*,a*])*. De cette fagon, on a
associé a la projection naturelle du fibré F sur lavariété Y et a l'opérateur
5:&1—»00’1(\(), A = CT(Y), les objets suivants,
(1) un espace hilbertien H muni d'une Z/2-graduation a automorphisme de
graduation ¢,
(2) une action de & a gauche dans H qui fournit une représentation étoile de &
dans &ZAH) qui commute a ¢,
(3) un opérateur auto-adjoint & sur H qui satisfait a
(2) eD=-De¢,
(b) @ est fermé et densément défini,
(c) V'opérateur 1+82% est inversible et, pour tout ac, a(1+22)7" est un
opérateur compact,
(d) pour tout aed, l'opérateur [8,a] est défini sur te domaine de £ et s'étend a
un opérateur borné sur H,

(e) ily aun opérateur impalr D sur H tel que @=D+D* et 2%=DD*+D D.nna
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En particulier, le coupte (H,D) fournit un représentant non-borné [B-J] de
I'é1ément du groupe de Kasparov bt-variant KK(&,C), et

oD*

D O

D=

remplit 1a condition d'étre une connexion graduée associéé aun tel él1ément (voir
par exemple [B-J]). Pour revenir a I'exemple cité dans [G-5S], on a pour tout
x€X, un fibré holomorphe hermitien E,,, et les fibrés associees /\°"’T'(Y)®CE0J,
p 20. Pour p 30, on note par F¢ le module & gauche de formes de type (0,p) sur
Y avaleurs dans Eg,. On adonc .‘i«"f:cm(Y,EO‘x),9’5’:00‘”(‘{)@ﬂ.‘}f . Soft n=dimgY,

et introduisons le complexe acycligue suivant
igd g1 3 3 gn
0—l(Y,Ey, )~ F, - F - " F -0

ot j est une inclusion. Pour chaque pz0, on peut appliguer la construction
précédente avec F=F! (ol onremplace, pour p > 1, le prodult tensoriel & gauche
par /\°'1T‘(Y), par le produit extérieur, I'anneau de base étant un corps) pour
obtenir un couple d'espaces Hilbertiens H",H"+1 avec les opérateurs

) p+ 1 w . yp+1 P . : ~ .ah p+ s, e P+l p
D H = H™ ", DytH™" "> H induits de 3y:F,—~&F, et 9y F .7 - F,
respectivement, Comme on a commencé avec un complexe acyclique on a les

applications suivantes pour chague p > 1:

} (D )+
p

H-Coot " T 0 P et WP et ->H

)

et les relations DpDp-1 =(Dy_y )7(D, )"=0.
Donc  (Dy+(Dy )" (D, )"+D,_1)=Dy(D, 1*+(D _, )0,
Dy 1+ (D, )" UD, (D, )*)=D,_{(D,_, )*+(D, 1D, .

p-1

H2m

Maintenant, on introduit les sommes finies d'espaces Hilbertiens H, = , et

m20
— 2m+ 1

Hy =@ 0 H (ou on pose H” = 0, p>n), et les opérateurs
Fe=®ms0{Dam* (Dpm_ 1) 2Hy — Hy
(FO*=@,0((D,, )7 +D,5 0 XH, = H

(ou on pose D,=0,p >n,p< O). Sur V'espace Hilbertien Z/2-gradué H,=H oH,

on definit un opérateur impair D, par,
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L'opérateur D, se décompose en une somme de deux opérateurs impairs
D,=p,+(p*), ., ou p, et (p*), sont respectivement,
0 (p)y, o ‘0 (0%)g

(0)y, © (0*),, O

1.,x

On voit facilement que 1'on a une somme finie mais pas directe d'espaces de Hilbert,
He = *(p50) (H+H*) et une décomposition associée de I'opérateur,
D, = *(p20) (0p*(07),). De plus, Facyclicité du complexe introduit au début entraine

que, par rapport  la décomposition H,=H;/+H, , onapour D,,

0 (0% (0,
(9)0,x+ (p'),‘, 0

et donc pour Df ,
®m:,"O(O].)2r:'|(p}2m+(o)2n'|-1(p‘)2n'|--1 0

0 ®m30(0)2m(p‘)2m+(p')2m-1(p)2m-1

(P'o,x)(Po,x) + (pu)(p‘u) 0
0 (Oo,x)(O'o,x)*(P'1,x)(91,x)

Pour tout xeX le couple (H,,D,) est un représentant non-borné du foncteur
bi-variant de Kasparov KK(&,C). Le fibré Z/2-gradué a fibres de dimension
infinie E=U,4H, aune décomposition E=E"®E™, 00 E"=U, 4H: et E =U,,H, , et
on note par £ l'automorphisme qui définit la graduation du @=C_ (X)-module a

droite correspondant &=C°(X,E)=8"e8&™, ot &"=C(X,E"), & =C (X E7).



13

Soit Op(&) T'anneau des opérateurs densément définis sur & L'application D, dont
lavaleur a x est l'application linéaire D, est un é1ément impair de Op(&) qui
s'étend convenablement a un élément impair de 1'aigébre Z/2-graduée

0p(8§)® 4 Q(X), ol Q(X) est le B-bi-module C:’(X,/\‘T‘(X)) de formes

%
différentielles lisses a support compact sur X La décomposition D =p,+(p,)* 2

chaque xeX induit une décomposition D=p+p*,
0 p,
P 0

p:

On définit une connexion ¥ sur §, compatible a 1a graduation g, de 1a fagon
suivante. Soit U un ensemble ouvert de X et o0 une section sur UxY telle que

pour chaque xe€U, 0[[ y donne une section sur Y, dont la valeur a yeY est un

x}x
élément de /\O'p("’TJ(Y)%EO‘h_g). De cette maniére on peut considérer o comme
un élément de C“(UxY,/\D“T‘(Y)@cEO), vu comme sous-ensemble de
CZ(UxY,A*T*(Y)®cEy). Soit V(o) 1'image de €0 par la connexion déja a notre
portée ¥, définie le long de X, et qui s'étend & un opérateur ¥ densément défini
sur T'espace de Banach &, ou i1 est pair . La propriété («) de ¥ entraine ia
proprieté suivante d'une connexion graduée
(x)g V(ED) =(V (E))b+e(E)ed b, EEDOM(V), beRB.
C'est clair que par rapport & la décomposition &=&%e87, la connexion ¥ s'écrit
de la forme

v, 0

0 Vv._
ou V, ,V_ sont des d -connexions pour la graduation triviale sur &*,&87
respectivement. Sofent &°,9°=&*,¥_, U un ouvert dans X et
0,0'€8°NCT(UxY, AT (Y)®E,). La propriété (B) de ¥, entraine que

dy(hg(0,0" ) =hy(V°(0),0')+hy(0,V°(5')).

Pour tout (x,y)eUxY on a
dy ([yhg (o (x,y),0"(x,y Ny (YN =]y ho(V°C0)(x,y),0'(x,y Ny, (y) +
[yNotoCx,y), 22 (@) %,y Dy (y)
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d'ou dx<o,0'>o=<V°(o),0">o+<0,9°(0‘)>0

pour < >, le produit scalaire sur &° avaleurs dans 4, qu.iﬂ se gpecialise aux
‘métriques hermitiennes déja construites sur les .‘r’f, X€eX . Cette relation reste
vraie pour la complétion L2, et <, >, Iinduit des produits scalaires <, > et
<, >_sur &%,87 avaleurs dans 8. Ce sont les métriques induites par les
métrigues hermitiennes par rapport auquel chaque fibre de E*, E™ est complet. La
somme directe E=E'®E~ est un fibré hilbertien Z/2-gradué a fibres de
dimension infinie..La relation suivante de compatibilité de V& avec la métrique
est donc claire

(B)g dy< 0,0'>=<V(e(0)),0'> + <0,V(e(0))>, 0,0°€Dom(V).

L'algébre B est une C*-algébre et le @-module a droite Z/2-gradué §=&"9&",
muni du produit scalaire <, >, un C*-module. En particulier, si I'on designe par *

'opération de conjugaison complexe dans 9, et par || "SB sanorme, on a

I)' <aJB>=<B:(X>-J CX.JBGG,
2) <o, x> est un élément positif de B, pour tout xeg,
3) <o,Bb>=<x,B>b, x,Be8, beB,

1
4) & est un espace de Banach pour ta norme o |- e, 0x>l12g

- De plﬁs, les propriétés 3)(a),..,3)d) sont parmi celles de l'opérateur B-linéaire
D, lorsque I'on remplace H par &. Par construction & porte lé structure d'un
#A-B bi-module (action a gauche par # et a droite par 8). Le couple (&,0) est
un représentant non borné du groupe de Kasparov KK(&,8), qui comprend une

famille d'éléments (H,,D, ), x€X.

Pour revenir a 1a connexion graduée ¥, qui s'étend de fagon évidente a Geﬁo(X),

et qui satisfait aurégle de Leibnitz
V(T.Ww)=V(1).w+O(T).dyw

ou U désigne l'automorphisme de la Z/2xZ-graduation de 8@5800(). C'est clair

de la propriété (8) de ¥, que la courbure v? est I'extension d'une section sur
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XxY & valeurs dans End(A*T*(Y)ecEdeeA "' T*(X). La variété Y étant de
dimension finte, et le fibré E, de rang fini, les éléments de End(A*T*(Y)®gE,)
sont bornés, ayant un domaine de dimension finie. Soft &££&) V'algébre des
endomorphismes bornés @-linéaires du C*-module & sur %, alors la courbure

72 tombe dans 2;(&)@5501"%. A propos, % est la courbure du fibré du départ

Ey lelong de X, et malgre le fait que E est a fibres de dimension infinte, 7% ne
s'annule pas forcément. Pour résumer, on a

2 1.1
(¥)s v? et o g0 ).

La construction de la connexion graduée V+1D sur &=8%e&” est donc achevée, et
s'écrit par rapport a cette décomposition

I 9 o i

fpf+ 1y -9!0- @
Pour terminer cette discussion des propriétés holomorphes de cette connexion
graduée il reste a examiner le terme de couplage donné par le commutateur gradué
[V,D] . On vérifie d'abord que [¥'D]=0. La propriéte (y) de VI, et les
constructions de ¥ et de p rammenent cette relation au fait évident donné par 1a
relation (EXEY—EYEX)(U)zo, pour ¢ une section sur XxY @ valeurs dans
Eg®c AT (XxY), oU 3, et 3, sont des composantes de dy.y. |1 sera commode
pour la suite de remarquer que pour £€0p(&), les relations [v'?,2]1=0 et
[V°‘1,2E,‘]=0 sont équivalentes. C'est une conséguence de la compatibilité de V¢ a
<, > Pour le voir, on a pour tout veT(X) et 0,0€&,
<[V, &0 V),0'>=<V(L(0NV),0'>-<L(T(0)V),0'>
= -<&(£0),T(0)V) >+ dy<RAE(0)),0'>(V)-<V(0)HV), L (0)>
= <E(0), LHT(END>+<E(0), T (L TNV
= <£(0),[V, & (6)V)>,
d'ou la remarque, car T%=1""0. Pour I'exemple courant, on aurait pu
raisonner plus directement. On a les relations de commutation suivantes
(9% 0] = (9" 0*]=0.

Il reste & vérifier que [91'0,91 appartient a &E,(&)®5,301'°(X), et que [V°‘1,p‘]

appartient a i(&)@sBOOJ(X) . On peut le voir directement en utilisant un
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argument de dimensionaliteé de 1a meme fagon gue pour 02. On observe que la
courbure de la connexion graduée V+iD est de la forme

10 50,1 501510 . . 1.0 1.0 001 4 xey0.1
VoV eV TV T -0000-040 1 V.70 =00V_ 7+ 7 0g-06V )

+ +
1,0 0,1 « 0.1
SmVIeTeel VU

i(-91%04+0,9 v 92900 05-01 0,

Bien entendu, si I'on oublie I'action de I'algébre & a gauche, le couple (&,D) est
un représentant nonborné du groupe bivariant de Kasparov KK(C,%), associé au
fibré Hilbertien Z/2-gradué E=E*®E" et 1'opérateur de Fredholm impair D:E—E.
La discussion que 1'on vient de suivre montre que I'exemple tiré de [G~S] fournit
une connexion graduée V+iD sur E qui est holomorphe suivant la définition

proposée, et qui munit E d'une structure holomorphe.

1 faut cependant citer quelques différences: D'abord dans [G-5], 11 n'y a pas
mention des C*-modules et le complété des fibres par rapport au produit scalaire
n'est pas pris. Le fibré 1*E, introduit au début est inclus dans la somme directe,
donc pour chaque x€X, il faut considérer le complexe acyclique

0=V E,) k& P Pgn_o
Dans I'exempie de [G-S], apreés complétion, & chaque x€X on tombe sur 'espace de
dimension infinie F,=HfeR;  ou RI=H' et H =H ol (Y,E, ), et Topérateur

impaire D, ,

0 95,:: * ]; + ol,x
90,x+ Jx+ pl‘x 0
On peut maintenant fabriquer le fibré Hilbertien Z/2-gradué correspondant

E=E'eE~ ou E'=E", et E"=E7@M. E,, avec lamétrique <, >= <, > + . h, et

l'opérateur impair D donné par,
0 g+ 04+ )"
Po + 91‘ + 0
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Un catcul simple montre que le carré D? de D est egal a

g00*0107~j"] 0
0 Colo*0701+]"
Enréalité, on n'a introduit aucun é1ément nouveau au modute & en rajoutant .E,
4 E.Deplus, D est de 1a forme D+ A avec A 'opérateur borné auto-adjoint
0]’
j O
et (&,D) est un représentant non-borné du meme groupe de Kasparov que (&,D).

Finalement, si 1'on désigne par V la connexion holomorphe associeé au fibré

T.E,
hermitien de rang fini n.E, de la fagon que 'on a decrite au début, on dédult

facilement que ‘V+VTT E +iD est une super-connexion holomorphe selon notre
=50

définition, et donc que le couple (E,D) est muni d'une structure holomorphe. Cette
derniere super-connexion correspond a la super-connexion introduite dans [G-S].
On le considére comme étant moins commode, ne vérifiant pas la propriété
supplémentaire 3) satisfaite par le représentant on a construit de KK(&,C) et
par la suite de KK{s,%). Un autre point a remarquer dans [6-5] est l'intervention
d'un parametre complexe. (Ce trait ne paraitrait pas au niveau du foncteur
bivariant de Kasparov qui ne mesure pas les variations dans les classes dhomotopie
opératorielle.) Plus explicttement, on introduit une dépendence d'un parameétre
complexe z dans le complexe élliptique a chaque point x de X
IR NPECE ALY MG I LN}

et pour ta construction suivante le fibré gradué hilbertien sera défini sur XxC, A
chaque (x,z)€XxC on & I'espace hilbertien H =H;®H, (ou pour 'exemple de [G-S],
F=F oM ) et I'application impaire Dy, ,=20+20" (ou Dy, ,y=2p+zp*+zj+2]*). |1
suffit maintenant de remarquer que la connexion ¥, est remplacée par
”Vg':¢=gx+5z avec 5;6/’62, de 1a maniére déja decrite pour le produit de deux
variétés, pour voir que ies superconnexions correspondantes, avec D, , au lleude
D, et D(,'z, au leu de D, restent holomorphes. 11 s'agit donc d'une variation

holomorphe d'une super-connexion holomorphe dans sa classe d'homotopie. 51 une
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généralisation convenable du premigre probléme de vartation pour les applications
harmoniques a comme solution dans le cas complexe une superconnexion
holomorphe, c’est probable qu'une notion de variation holomorphe de cette

super-connexion Interviendrait dans le deuxiéme probléme de variation.
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