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Opérations sur les algébres de Hopf.

F. Patras

Ce travail reprend et développe les résultats du premier chapitre de [P].

La théorie de Galois classique montre comment une extension de corps K’'/K
peut étre décrite par l'intermédiaire des K-automorphismes de K’. Nous allons
voir ici comment décrire, au moins partiellement, la structure d’une algébre de
Hopf graduée H, commutative et connexe (resp. cocommutative et connexe) aux
termes de propriétés d’éléments du "groupe de Galois” des K-automorphismes
d’algébre (resp. de coalgébre) de H. Nous verrons en particulier comment obtenir
un décomposition en poids de toute algébre de Hopf de ce type.

Cet article est le résultat de recherches entreprises sous la direction de Pierre
Cartier. Ses indications et ses conseils sont & l'origine de ce travail. Je souhaite
une fois de plus ’en remercier.

Le plan est le suivant:

. Opérations sur les algébres de Hopf.

. Logarithme et représentations unipotentes.

. Opérations en caractéristique nulle.

. Structure des algébres de Hopf graduées en caractéristique nulle,
. Algébres de Hopf tensorielles.

. Opérations et décompositions en caractéristique p.

(= =L

1. Opérations sur les algébres de Hopf.

Pour ce qui est des définitions et propriétés élémentaires des algébres de
Hopf, nous renvoyons & [M-M)]. Les algébres de Hopf que nous considérons sont,
par hypothése, associatives et coassociatives, mais pas nécessairement graduées.

Dans ce chapitre, H désigne une K-algébre de Hopf de produit II, de co-
produit A, de morphisme unité n, de morphisme coiinité ¢, ou K est un corps
commutatif. On note I le morphisme identité de H.

Si f et g sont deux endomorphismes linéaires de H (compatibles avec la grad-
uation si H est une algébre de Hopf graduée), on appelle produit de convolution
de f et g et on note f » g le morphisme:

feg:=To(f®g)oA.

Ce produit munit ’ensemble L£(H) des endomorphismes linéaires de H d’une
structure d’algébre associative unitaire, d’unité noe.
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Définition 1,1. On appellera k-iéme opération caractéristique sur H, et on
notera ¥* (resp. ¥°) endomorphisme linéaire de H défini par:

¥ =TI xl=0"
(resp. ¥° :=noe).

On remarquera que, si on note I*} (resp. Al*l) I'itérée k-i2me du produit
(resp. du coproduit), on a:

ol . ygex g Al g __, goF
et:
wE = ikl o Al

Ces opérations sont appelées dans [P] "opérations d’Adams”. La terminologie
"opérations caractéristiques” de [G-S] semble i 'usage plus pertinente, aussi c’est
cette derniére que nous avons adoptée ici.

Proposition 1,2. Les opérations caractéristiques satisfont aux relations:

Uk gl = i

Proposition 1,3. [G-S]. Si H est une algébre de Hopf commutative (resp. co-
commutative), les opérations caractéristiques sont des endomorphismes d’algébre
(resp. de coalgébre) de H et satisfont en outre aux relations:

¥k o0l = k!,

Corollaire 1,4. Dans le cas particulier ot le corps K est de caractéristique
nulle et ot H est une algébre de Hopf commutative non graduée, les opérations
caractéristiques définissent sur H une structure de A-anneau.

D’aprés 1,3., les opérations caractéristiques sont, sous les hypothéses du
corollaire 1,4., des endomorphismes d’algébre commutative de H satisfaisant aux
relations:

¥i=1d, ¥*o¥ =¥t
Ces opérations sont donc des opérations d’Adams au sens de la théorie des A-

anneaux [A-T}. Les A-opérations pour la structure de A-anneau associée a ces
opérations d’Adams sont définies par récurrence par les relations:
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2. Logarithme et représentations unipotentes.

Un monoide est, par définition, un ensemble muni d’une loi de composition
associative et unitaire. Dans tout ce chapitre, M désigne un monoide d'unité
notée 1 et K un corps commutatif de caractéristique nulle ou au moins égale d
k, ol k est un entier fixé.

On appellera K-représentation de M tout morphisme d’ensemble de M dans
une K-algébre unitaire (A4,+, x), qui soit un morphisme de monoide de M dans
(A, x). Une K-représentation p est dite unipotente de rang k si on a pour tout
m € M I'égalité suivante dans A:

(p(m) — p(1))* = 0.

On ne demande pas ici que k soit minimal pour cette propriété.

Il va de soi que toute représentation linéaire unipotente de M dans un K-
espace vectoriel V définit une K-représentation unipotente de M dans D’algébre
des endomorphismes linéaires de V.

Remarquons tout d’abord que toute K-représentation
p:M-— A
induit un morphisme d’algébres:
p: K[M]— A.

Le produit de 1’algébre K[M] et le coproduit défini par I’application z «— z®z
permettent de munir K[M] d’une structure d’algébre de Hopf cocommutative
non graduée. L’algébre de Hopf duale [S] est commutative; notons-la K[M]°®. Si
K est un corps de caractéristique nulle, les endomorphismes caractéristiques de
K[M]® permettent de munir cette algébre de Hopf d’une structure de A-anneau
(corollaire 1,4.).

Les constructions qui vont suivre sur les représentations unipotentes sont en
un certain sens duales de celles que I’on peut effectuer sur le A-anneau K[AM]°
dans le cas ou le corps de base est de caractéristique nulle.

Nous supposerons donnée une représentation unipotente de rang k:
P M— A

Nous noterons log; (resp. ezp:) le morphisme d’ensemble de M dans A défini par:

k-1 i
log;,(z) - Z(_l)n-i-lgﬂ(u'
n=1 n
(resp. I'endomorphisme -non linéaire- de A défini par:

k-1
ezpi(y) = 3 %-)

n=0



Lemme 2,1. On a:
expg o loge = p.

Le lemme résulte immédiatement de ce que p est une représentation unipo-
tente de rang k et des propriétés des morphismes log et exp.

Définition 2,2. Sii < k, on appellera projecteur de poids i et on notera '
le morphisme de M dans A défini par:

VzeM, e(z) = @;

avec e(z) =1 Vz € M.

Notons maintenant " le n-i¢me endomorphisme caractéristique de I’algébre
de Hopf cocommutative K[M].
Par définition des endomorphismes caractéristiques, on a:

" (z)=z" VYzeM.

Proposition 2,3. Les endomorphismes caractéristiques de K[M] et les pro-
Jecteurs de poids i associés a la représentation unipotente p de rang k sont liés
par les relations:

k-1
pod" = Zn‘ -€t.

i=0

La proposition résulte immédiatement des propriétés des morphismes log et

ezp.
k=1
Nous appellerons "décomposition en poids” la décomposition p(z) = Y £'(z).
=0

3. Opérations en caractéristique nulle.

Les résultats et méthodes des paragraphes 3 et 4 sont, a leur présentation
prés, ceux de [P}, chapitre L

On note H une algébre de Hopf graduée, commutative ou cocommutative
connexe sur un corps K de caractéristique nulle. L’ensemble £ des endomor-
phismes caractéristiques ¥* de H est un monoide pour le produit de convolution,
d’apreés 1,2.

n
Notons L(H), Pensemble des endomorphismes linéaires de (P H: compati-

1=0
bles a la graduation, ou H; désigne la composante de degré i de H. Notons p,
I’homomorphisme de restriction de £(H) dans L(H),.
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L’ensemble L(H), muni du produit de convolution est une algébre asso-
ciative unitaire, d’unité le morphisme p,(n o ¢). Nous noterons encore p, la K-
représentation canonique de E dans L({H),.

Lemme 3,1. La K-représentation p, est unipotente de rang n +1.

Le lemme résulte de I’hypothése de connexité effectuée sur H.

Sous cette hypothése, on a en effet: po(¥* — ¥°) = 0 pour tout £. On a par
ailleurs:

[Pn(‘yk _ wO)]t(n-l-l) = pn[n[n-l—l] ° (Wi _ WO)@WH ° A[n+1]]_
La restriction de Al**1 3 H,, est A valeurs dans Y H,®..®H;,,,, ol

'.I.A--r"u-l-l
(i1, ..., in+1) parcourt ’ensemble des (n+ 1)-uplets de somme m. Le lemme résulte
alors de ce que po(¥* — W) = 0 et de ce que, si m < n, pour tout tel (n+ 1)-uplet,
il existe au moins un coefficient j tel que i; = 0.

Le point délicat pour I’étude de la K-représentation unipotente p, est que
deux structures d’algébre de Hopf apparaissent simultanément: on a d’une part
I’algébre de Hopf H, graduée, connexe, commutative ou cocommutative, dont
les endomorphismes caractéristiques sont les ¥* et, d’autre part, 1'algébre de
Hopf K[F], commutative (puisque E est commutatif) et cocommutative, dont
nous noterons &* les endomorphismes caractéristiques, et qui est, en tant que
K-espace vectoriel, I’espace vectoriel sur les endomorphismes caractéristiques de
H. On remarquera que ¥* = ®*(I).

Nous noterons ¢, le projecteur de poids i associé & la K-représentation unipo-

tente p, (déf. 2,2.). Le morphisme ¢}, est donc un morphisme de E dans £(H),.
On notera enfin ¢!, (resp. ¥¥) la restriction de £, (7) (resp. de ¥*) & H,.

Proposition 3,2. On a:

La proposition résulte de 2,3. et de ce que p,(¥*) = pa(®*(1)).

Définition 38,3. On appellera projecteur de poids i associé a I'algébre de
Hopf H et on notera ¢' I’élément de L(H) dont la restriction & H, est donnée par
le morphisme ei,.

Proposition 3,4. Les projecteurs de poids i associés & H satisfont aux
relations suivantes:

eoe =6;- e,
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ot on note §; le symbole de Kronecker, et:

e ael = (,' ) et
t4)

La proposition résulte du corollaire 3,2 et des propositions 1,2. et 1,3., par
identification des coefficients polynomiaux dans les formules ¥% » ¥/ = ¥*+ et
¥Eow! = Wkl

Théoréme 3,5. Soit H une algébre de Hopf graduée, commutative ou co-
commutative et connexe sur un corps K de caractéristique nulle. Cette algébre
de Hopf se décompose en sous-espaces propres sous 'action des opérations car-
actéristiques W*.

Plus précisément, si n > 0, il existe une famille de projecteurs orthogonaux
(€} )iep,n) dans Endg(H,) tels que:

H, = éHE),
i=1

ot HY := ¢! - H,. En outre V5 opére comme k' sur HY.
On posera: H® = @ HY.
_neEN
Les projecteurs e}, sont les composantes de degré n des endomorphismes
linéaires de H définis par les séries formelles:

ci = g_ngI)"

Le théoréme résulte des différents résultats établis précédemment. La série
formelle ¢' se réduit & une somme finie de termes en chacun des degrés et est
donc convergente.

Corollaire 3,8. Si une algébre de Hopf graduée connexe H est commutative
(resp. cocommutative), la décomposition du théoréme 3,5. permet de munir H
d’une structure d’algébre (resp. de coalgébre) bigraduée.

Le corollaire résulte de ce que les endomorphismes caractéristiques ¥* sont
des endomorphismes d’algébre (resp. de coalgébre) de H (Proposition 1,3.).

Définition 3,7. Soit ¢ un élément de K*. On appellera {-iéme opération
caractéristique généralisée sur H et on notera ¥¢ I'élément de L(H) dont la re-
striction & HY est la multiplication par (i.

Il va de soi que, si { est entier, ¥¢ n’est autre que la {-iéme opération car-
actéristique usuelle sur H. Si H est commutative (resp. cocommutative), ¥¢ est
un endomorphisme d’algébre (resp. de coalgébre) de H d’apreés 3,6.



Proposition 3,8. Les opérations caractéristiques généralisées satisfont aux
relations:
¥ o ¥ = Pl

W e @7 = gl

La premiére égalité est immédiate.
La seconde est légérement plus délicate. Par définition, on a:

W ¥ =Moo (¥ Q¥ )oA;

oll A et I sont des morphismes linéaires, respectivement de H dans H @ H et de
HQ®H dans H.

Le morphisme ¥ + ¥] s’interpréte donc comme un polynéme de degré au
plus n en les variables { et v, & coefficients dans £(H),. 11 s’agit de vérifier que
ce polyndme n’est autre que celui définissant ¥$+7. Il suffit finalement de vérifier
cette identité pour ¢ et y entiers. La proposition 1.3. permet de conclure.

Corollaire 3,9. Pour tout { € K*, ¥¢ est un automorphisme d’algébre (resp.
de coalgébre) de H si H est commutative (resp. cocommutative).

Le corollaire résulte de 3,8. et de ce que ¥! = I.

Pour finir cette étude des propriétés des opérations caractéristiques sur les -
algébres de Hopf graduées commutatives ou cocommutatives, étudions leur com-
portement au regard de la dualité.

Considérons pour cela une algebre de Hopf H, commutative (resp. cocom-
mutative) et connexe sur un corps de caractéristique nulle. On supposera H de
type fini (i.e. on supposera que chacune de ses composantes H, est un K-espace
vectoriel de dimension finie). Il est alors possible d’associer & H une algébre de
Hopf duale H*, dont les composantes sont les espaces vectoriels HY (ol H} est
le dual de H,), le morphisme produit étant ’adjoint du morphisme coproduit
sur H et le morphisme coproduit ’adjoint du morphisme produit sur H. Cette
algébre de Hopf H* est cocommutative (resp. commutative) connexe.

Si 'on remarque que les opérations caractéristiques sur H et H* sont deux i
deux adjointes, la proposition 3,10. est immédiate.

Proposition 3,10. Soit H une algébre de Hopf graduée commutative ou
cocommutative connexe de type fini sur un corps K de caractéristique nulle
et H* lalgébre de Hopf duale. Les opérations caractéristiques, les opérations
caractéristiques généralisées et les projecteurs de poids i sur H et H* sont alors
deux a deux adjoints et on a:

(HOY: = @) B,
j#i



4. Structure des algébres de Hopf graduées en caractéristique nulle.

Les résultats de [M-M] permettent de décrire la structure d’algébre graduée
des algébres de Hopf graduées commutatives ou cocommutatives et connexes. La
question se pose de chercher A relier ces résultats & ceux du paragraphe 3. Les
constructions qui suivent sont décrites de fagon détaillée dans [P)]. La plupart du
temps, elles ne présentent pas de difficultés particulitres, aussi nous nous con-
tenterons ici d’indiquer les résultats auxquels on aboutit, en esquissant seulement
les arguments des preuves.

Rappelons que, si H est une algtbre de Hopf, sa partie primitive, Prim H
est 'ensemble des éléments de H satisfaisant a:

A(z)=z@1+1®=z.

Lemme 4,1. Soit H une algébre de Hopf graduée cocommutative connexe
sur un corps de caractéristique nulle, on a alors:

Prim H = HO),

Rappelons par ailleurs [M-M] que, sous les hypothéses du lemme 4,1., si on
note [, ] le crochet de Lie gradué sur H induit par la structure d’algébre graduée
de H, Prim H est une sous-algébre de Lie graduée de (H,[,]). En outre, H,
considérée comme algébre graduée est alors isomorphe 3 'algébre enveloppante
de Prim H.

Proposition 4,2. Si H est une algébre de Hopf graduée cocommutative
connexe sur un corps de caractéristique nulle, H est isomorphe en tant qu’algébre
graduée & I’algébre enveloppante de Palgébre de Lie graduée H(1).

La proposition 4,2. sur la structure des algébres de Hopf cocommutatives
connexes sur un corps de caractéristique nulle résulte des résultats de [M-M] que
nous avons rappelés.

Elle peut étre démontrée en utilisant seulement les propriétés des opérations
caractéristiques, sans avoir recours aux méthodes de [M-M]. Les détails de cette
démonstration sont laissés en exercice, on peut les trouver daans [P].

Des résultats symétriques sont obtenus dans le cas commutatif. On a en
particulier la proposition 4,3.

Proposition 4,3. Soit H une algébre de Hopf graduée commutative connexe
sur un corps de caractéristique nulle; alors H est isomorphe en tant qu’algébre
graduée, & ’algébre gradude commutative libre sur H,



Cette proposition peut se déduire des théorémes de structure de [M-M] ou
bien, 14 encore, directement des résultats du paragraphe 3, sans avoir recours aux
méthodes de [M-M].

5. Algeébres de hopf tensorielles.

A titre d’exemple, nous allons voir comment les constructions que nous
venons d’effectuer permettent de décrire les structures d’algébres de Hopf as-
sociées & 1’algébre tensorielle. On renvoie 3 [R] et {G-S] comme références sur le
sujet.

Considérons une famille d’objets X = {z;,...,2,}. On notera T(X) (resp.
Tg(X)) l'algébre tensorielle sur K associée 3 X, ou K est un corps de car-
actéristique nulle (resp. I'algébre tensorielle considérée comme algébre graduée).

Il existe sur l'algebre T'(X) (resp. sur P’algébre graduée T¢(X)) une unique
structure d’algébre de Hopf cocommutative (resp. cocommutative au sens gradué)
pour laquelle les éléments z,,..., z, soient primitifs. Cela résulte immédiatement
de ce que ces éléments engendrent Valgébre T(X) (resp. Tg(X)).

On remarquera qu'il est possible de considérer 'algébre de Hopf T'(X) comme
une algebre de Hopf graduée paire pour laquelle les éléments de X sont de degré
2. Cette remarque permet de lui appliquer les résultats des paragraphes 3 et 4.
On notera également que l'algébre de Hopf duale (au sens gradué) de ’algébre
T(X) est munie d’une structure de A-anneau par 'intermédiaire de ses opérations
caractéristiques (corollaire 1,4.).

I est possible d’expliciter une formule pour les coproduits sur les algebres
de Hopf T(X) et Tg(X) en termes de battages. Le coproduit sur T'g(X) est par
exemple donné par:

A(:B,’, ®..9 z,-,_) =
2 2 89O (Figy ® @ Tingy) ® (Figpesy ® - @ Tiggyyy);
p+e=k B
ou g parcourt ’ensemble des battages d’indices p et q.

On rappelle qu’un battage d’indices p et g est un élément o de Spy, tel que:

e (1) < ...< e (p)

et
o lp+1)<...<o Y p+9q).

Faisons maintenant opérer S, sur les produits tensoriels z;, ® ... ® z;, par:

o(zi, ®..9z;, )= ®..9¢z;

-1 e=1(n)’

Si I’on applique & 1’algébre de Hopf cocommutative graduée Tg(X) (resp. graduée
paire T(X)) les différents résultats des chapitres 3 et 4, il est intéressant de
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remarquer que les restrictions en degré n (resp. 2n) des opérations caractéristiques
et des projecteurs de poids i de cette algébre de Hopf peuvent s’interpréter comme
des éléments de I’algebre Q[S,] grace a la description des coproduits en termes
de battages.

On notera ¢' (resp. f*) les projecteurs de poids i associés & 1'algébre de Hopf
graduée Tg(X) (resp. a 'algébre de Hopf graduée paire T(X)). On remarquera
que les opérateurs de poids i sur T(X) sont nuls en degré 2n dés que i > n. On
notera enfin par abus T,(X) la composante de degré 2n de 1'algébre de Hopf T(X)
(par contre Tgn(X) désigne évidemment la partie de degré n de Tg(X). Le fait
que ’on soit amené, pour pouvoir utiliser les résultats de 3 et 4, 2 munir 7(X)
d’une structure d’algébre graduée paire conduit & de telles ambiguités dans les
notations.)

Proposition 5,1. La famille de projecteurs de poids i, (¢}, )1<i<n, Sur Tgn(X)
(resp. (fi)i1<i<n sur T,(X)) s’interpréte comme une famille d’idempotents orthog-
onaux de somme 1 de P’algébre Q[S,].

Les idempotents ¢!, et f. de 'algébre Q[S,] se déduisent les uns des autres
par linvolution d’algébre de Q[S,]:

Q[Sn] — Q[Ss]

o+ sgn(c) - 0.

Tous ces résultats ne présentent pas de difficulté et sont obtenus facilement
en explicitant les formules pour le produit et le coproduit dans T(X) et Tg(X)
en termes d’opérations de battage. '

On trouvera dans [R] et [L] une description combinatoire explicite de ces
idempotents en termes de descentes.

La structure d’algébre associative de T(X) (resp. d’algébre graduée de Tg(X))
induit sur T(X) (resp. Tg(X)) une structure d’algébre de Lie (resp. d’algébre de
Lie graduée). Par définition, l'algébre de Lie libre (resp. graduée) est la plus
petite sous-algébre de Lie (resp. graduée) de T(X) (resp. de Tg(X)) contenant X.

Lemme 5,2. La partie primitive de T(X) (resp. de Tg(X)) est 'algébre de
Lie libre (resp. graduée).

Le lemme 5,2. est classique, il résulte du théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt
et de la proposition 4,2.

Nous allons voir comment ces constructions permettent par exemple de
généraliser au cas gradué un théoréme de Ree (cité dans [R], introduction).

On note Tg*(X) l'algébre de Hopf graduée commutative duale (au sens
gradué) de Tg(X). On notera z}, ® ... ® z}, les éléments de la base duale a la
basge z;, ® ... ® z;, de Tg{X).

Considérons alors le produit tensoriel complété:

T := Tg*(X)®Tg(X);
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et considérons dans 7 1’élément:

Ti= ) (2},©..92)® (2, ®..®2);

[CTTPR Y|

ou k parcourt N* et (iy, ..., i), '’ensemble des familles & k éléments d’éléments de
Pensemble [1,n]. Posons enfin: S:=191+T.

Le logarithme de S est bien défini dans 1’algébre graduée 7, la somme des
termes étant finie en chacun des degrés. On peut le décomposer sous la forme:

—_1yn-1
log S= E g—lr%—T“

m>1

= Z Z (z':l ®_,,®Z:‘)®Qi1,...,in

E>1 dp,..ik

olt @i, ..., est un élément de degré k de Tg(X).

Proposition 5,3. Pour tout k-uplet ordonné (i, ...,i;) d’éléments de [1,n),
Pélément Q;,,... i, de degré k de Tg(X) appartient & Prim Tg(X), 'algébre de Lie
libre graduée sur X.

Plus précisément, on a:

Qir,ia = €1(2i, @ ... @ 23,).

Il s’agit de prouver que:

Qit.-n.ib = 109(1)(31'1 ®..8 zih):

ou log(I) désigne le logarithme du morphisme identité de 1'algébre associative
unitaire £(Tg(X)); soit encore que:

Qiyyin = E L:I—J)i——l(I —n0€)¥(z;, ®...02;,)
i>1

ol n et ¢ sont les morphismes unité et coiinité de Tg(X).
Supposons m < k et calculons le coefficient QE:")“ dans la décomposition:

™= ¥ (@e.e)eqm™ .

Izm (j;,...,jl)

On note Al™ (resp. A*™, . ) I'itérée m-iéme du coproduit dans Tg(X) (resp.
du produit dans Tg¢*(X), etc...).

Par définition du produit dans T¢g*(X) et du coproduit dans 1’algébre de Hopf
duale T¢(X), z}, ®...®z} apparait dans la décomposition canonique dans T'¢*(X)
de:

AI(2h 1) ® . @ 25,0,y @ . ® (75, (1) ® - ® Th _q.))]
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si et seulement si le produit tensoriel:
(2a,(1)® - ® Zay(1,)) @ . ® (2o (1) ® - ® Za 1))

apparait affecté du méme coefficient dans la décomposition de Al™l(z;, ®...®z;,)
dans la base canonique de Tg(X)®*.
On a finalement:
QM =M o(I-goe®m oAz, 0.0 z;,)

[ TR0 §%

=(I-n0e) (2, ®...82;,). CQFD.

6. Opérations en caractéristique p.

Ce paragraphe étudie le comportement des opérations caractéristiques en
caractéristique p. On notera H une algébre de Hopf graduée de type fini, commu-
tative ou cocommutative connexe sur un corps commutatif K de caractéristique
p.

On note, comme dans 3, E le monoide commutatif des endomorphismes car-
actéristiques de H, p, la K-représentation canonique de E dans L(H), et ¥f
la restriction de ¥* 3 H,, composante de degré n de H. On note H* l'idéal
d’augmentation de H et Q(H) le K-espace vectoriel des indécomposables [M-M]:

QH) := H*/T(H* @ H*).

Lemme 6,1. La K-représentation p, est unipotente de rang n+ 1.
L’argument est celui du lemme 3,1.

Proposition 6,2. Soit H une algébre de Hopf graduéde, commutative ou
cocommutative connexe sur un corps de caractéristique p. Pour n < p les com-
posantes H, de cette algébre de Hopf se décomposent en sous-espaces propres
sous ’action des opérations caractéristiques.

Plus précisément, il existe une famille de projecteurs orthogonaux (e )ie(1,n)
dans Endg(H,) telle que:

Ho=@HE,
i=1

ott HY) := ¢! - H,. En outre, ¥* opére comme k sur H{.
La vérification de cette proposition est identique a celle du théoréme 3,5.

Dés que n est supérieur ou égal A p, on ne dispose plus du logarithme pour
étudier la K-représentation unipotente p,.

L’étude des propriétés des algébres de Hopf de caractéristique p # 0 en degrés
supérieurs ou égaux & p passe vraisemblablement par une étude détaillée des pro-
priétés des K-représentations p,, n > p (propriétés associées a celles de I'algébre
de Hopf commutative et cocommutative K{E]).
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Nous n’entreprendrons pas ici une telle étude, et nous nous contenterons de
montrer, en développant certains résultats de (K], comment il est malgré tout
possible d’exhiber en degrés supérieurs ou égaux a p une décomposition "en
poids” de I’algebre de Hopf H.

Lemme 8,3. Pour tout k, k # 0 [p), le morphisme \Pﬁ'“' satisfait a I’égalité:

(w:uﬂ )P_l = pﬂ(I)-

Nous poserons: ¥ := ¥t” "

Le lemme se démontre par récurrence sur n.

Comme les opérations caractéristiques sur une algébre de Hopf cocommuta-
tives sont adjointes aux opérations correspondantes sur 1’algébre de Hopf com-
mutative duale, il suffit de prouver le lemme dans le cas ou H est commutative.

Supposons donc H commutative et, par récurrence, supposons que

(‘Fk uicy )p_ = pn-1(1).

Comme les endomorphismes caractéristiques de H sont des endomorphismes
d’algébre, on a: (¥En~1)-! = p (1) sur I(H* ® H*) N H,.

Par ailleurs, on vérifie immédiatement que, pour tout entier /, la restriction
de ¥' & Q(H) est bien définie et opere sur ce K-espace vectoriel comme [, ol on
note / la classe de ! dans le corps a p éléments F.

Considérons maintenant z € H,. On a:

\y'k""'l(z) —k-z + 1,
ouyell(H*®H*); dol:
(FEP-1yP=1(z) = Bl z4z=z+z,

ol z est un élément de (H* ® H*)N H,.
Finalement, on a:

((¥En-1y-1¥(2) =z +p.z=2. CQFD.

Proposition 6,4. Soit k € N, k Z0 [p], k¥ # 1 [p]. Soit H une algébre de Hopf
graduée de type fini, commutative ou cocommutative, connexe sur un corps K
de caractéristique p. L'algébre de Hopf H se décompose en somme directe:

H=HVg .. @HFD,

ot HY) := H, N H® est le sous-espace propre de H, associé i Ia valeur propre k'

!—l

de I'opération caractéristique ¥*’
Si H est commutative (resp. cocommutative), cette décomposition est com-
patible i Ia structure d’algébre (resp. de coalgébre) graduée de H, au sens oi:

n:H® @ HG) —, g+
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(resp.:
A:H® @ HO @ H®)Y),
[ +k)=i

ot si (a,b) € [1,p—1}?, on pose [a+b] = a+bsia+be[l,p—1] et [a+b] = a+b—-p+1
sinon.

Le polynéme minimal de ¥%" divise en effet d’aprés 6,3 le polynéme (P~ -1,
scindé dans F;, dont les racines sont les éléments de F,. Ces racines sont simples,
W5 est donc diagonalisable. Le reste de la proposition en résulte immédiatement.
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