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Operations sur les algebres de Hopf.

F. Patras

Ce travail reprend et developpe les resultats du premier chapitre de (P].
La theorie de Galois classique moutre comment une extension de corps K' / K

peut etre decrite par l'intermediaire des K-automorphismes de K'. Nous allons
voir ici comment decrire, au moins partiellement, la structure d'une algebre de
Hopf graduee H, commutative et connexe (resp. cocommutative et connexe) aux
termes de proprietes d'elements du ngroupe de Galoisn des K-automorphismes
d'algebre (resp. de coalgebre) de H. Nous verrons en particulier comment obtenir
un decomposition en poids de toute algebre de Hopf de ce type.

Cet article est le resultat de recherches entreprises sous la direction de Pierre
Cartier. Ses indicatioßs et ses conseÜs sont a l'origine de ce travail. Je souhaite
une fois de plus Pen remercier.

Le plan est le suivant:
1. Operations sur les algebres de Hopf.
2. Logarithme et representations unipotentes.
3. Operations en caracteristique nulle.
4. Structure des algebres de Hopf graduees en caracteristique nulle.
5. Algebres de Hopf tensorielles.
6. Operations et decompositions eu caracteristique p.

1. Operations Bur les algebres de Hopf.

Pour ce qui est des definitions et proprietes elementaires des algebres de
Hopf, nous renvoyons a. (M-M]. Les algebres de Hopf que nous considerons sont,
par hypothese, associatives et coassociatives, mais pas necessairement graduees.

Dans ce chapitre, H designe une K-algebre de Hopf de produit II, de co­
produit ä, de morphisme unite '], de morphisme coünite f, ou K est un corps
commutatif. On note I le morphisme identite de H.

Si f et 9 sont deux endomorphismes lineaires de H (compatibles avec la grad­
uation si H est une algebre de Hopf graduee), on appelle produit de convolution
de f et 9 et on note f. 9 le morpmsme:

! • 9 := n 0 (f @ g) 0 ä.

Ce produit munit l'ensemble J:.(H) des endomorphismes lineaires de H d'une
structure d'algebre associative unitaire, d'unite '70 f.
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Definition 1,1. On appellera J:-ieme operation caracteristique sur H, et on
notera ~} (resp. ~O) 1'endomorphisme lineaire de H defini par:

.,Ir := I ..... I =r lr

(resp. 11'0 := " 0 l).

On remarquera que, si on note n[i] (resp. 8[k]) l'iteree J:-ieme du produit
(resp. du coproduit), on 30:

n[k] : HO} _ H, ~[.] : H _ HOl:,

et:
'l)i = n[i] 0 8[kl.

Ces operations sont appeloos dans [P] "operations d'Adams". La terminologie
"operations cara.cteristiques" de [G·S] semble al'usage plus pertinente, aussi c'est
cette derniere que nous avons adoptee ici.

Proposition 1,2. Les operations caracteristiques satisfon t aux relations:

q,i • q,' = "i+l.

Proposition 1,3. fG-S1. Si H est une algebre de Hopf commutative (resp. CD­

commutative), les operations caracteristiques sont des endomorphismes d'algebre
(resp. de coalgebre) de H et satisfont en outre aux relations:

1I'i 0 -W' = 1I'k.'.

Corollaire 1,4. Dans le cas particulier ou le corps K est de caracteristique
nulle et ou H est une algebre de Hopf commutative non graduee, les operations
caracteristiques definissent sur H une structure de >.-anneau.

D'apres 1,3., les operations caracteristiques sont, sous les hypotheses du
eorollaire 1,4., des endomorphismes d'algebre commutative de H satisfaisant aux
relations:

1111= Idj 1111: 0.' =1111:·'.

Ces operations sont done des operations d'Adams an sens de 130 theorie des >.­
anneaux [A-Tl. Les >.·operatioßs pour 130 structure de A-annean associee a. ees
operations d'Adams sont definies par recurrence par les relations:
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2. Logarithme et representations unipotentes.

Un monoide est, par definition, un ensemble muni d'une loi de composition
aBsociative et unitaire. Dans tout ce chapitre, M designe un monoide d 'unite
notee 1 et K un corps commutatif de ca.racteristique nulle ou au moins egale a
1:, ou I: est un entier fixe.

On appellera K -representation de M tout morphisme d'ensemble de M dans
une K -algebre unitaire (A, +, x), qui soit un morphisme de monoide de M dans
(A, x). Une K-representation p est dite unipotente de rang I: si on a pour tout
mE M l'egalite suivante dans A:

(p(m) - P(l»l =o.
On ne demande paB ici que I: soit minimal pour cette propriete.

TI va de soi que toute representation lineaire unipotente de M dans un K­
espace vectoriel V definit une K .repreaentation unipotente de M dans l'algebre
des endomorphismes lineaires de V.

Remarquons tout d'abord que taute K -representation

p:M---.A

induit UD morphisme d'algebres:

p : K[M] --. A.

Le produit de l'algebre K[M] et le coproduit defini par l'application Z 1-+ Z@Z
permettent de munir K[M] d 'une structure d 'algebre de Hopf cocommutative
non graduee. L'algebre de Hopf duale [S] est commutative; notons-Ia K[M]o. Si
K est un corps de caracteristique nulle, les endomorphismes caracteristiques de
K[M]O permettent de munir cette algebre de Hopf d'une structure de ..\-anneau
(corollaire 1,4.).

Les constructions qui vont suivre sur lea representations unipotentes sont en
un certain sens duales de celles que l'on peut effectuer Bur le ..\-anneau K[M]O
dans le CaB ou le corps de hase est de ca.racteristique nulle.

Nous supposerons donnee une representation unipotente de rang k:

p: M --. A.

Nous noterons logl (resp. eZPl) le morphisme d'ensemhle de M dans A defini par:

log.(z) =~(_1)"+1 (p(z)n- I)",
n=l

(resp. l'endomorphisme -non lineaire- de A defini par:

l-l t/'
eZPl(U) = ~ -;;-.)

n=O
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Lemme 2,1. On a:

Le lemme resulte immediatement de ce que pest une representation unipo~

tente de rang k et des proprietes des morphismes log et ezp.

Definition 2,2. Si i< k, on appellera projecteur de poids i et on notera Ei

1e morphisme de M dans A d6fini par:

\.J M i() (Iogez)i
vz E ,E z = .1 j

t.

Notans maintenant c)" le n-ieme endomorphisme caracteristique de l'algebre
de Hopf cocommutative K[M].

Par definition des endomorphismes cara.cteristiques, on a:

cI"(z) = zn Vz E M.

Proposition 2,3. Les endomorphismes caracteristiques de K[M] et les pra.
jecteurs de poids i associes ä. 1a representation unipotente p de rang k sont lies
par les relations:

1:-1

P 0 cl" = L:: n i
. EI.

i=O

La proposition resulte immediatement des proprietes des morphismes log et
ezp.

1:-1
Nous appellerons "decomposition en poids" la decomposition p(z) = L: Ei(Z).

i=O

3. Operations en caracteristique nulle.

Les resultats et methodes des paragraphes 3 et 4 sont, a leur presentation
pres, ceux de (P), chapitre I.

On note H une algebre de Hopf graduee, commutative ou cocommutative
connexe sur un corps K de caracteristique nulle. L'ensemble E des endomor·
phismes caracteristiques 'JA: de H est un monoide pour le produit de convolution,
d'apres 1,2.

n
Notons l(H)n l'ensemble des endomorphismes lineaires de $ Bi compati­

i=O
bles a. la graduation, ou H i designe la composante de degre i de H. Notons Pn
l'homomorphisme de reatriction de f:,(H) dans r.(H)n'
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L'ensemble r.(H)n muni du produit de convolution est une algebre asso­
dative unitaire, d'unite le morphisme Pn(f] 0 !). Nous noterons encore Pn la K­
representation canonique de E dans .c(H)n.

Lemme 3,1. La K -representation Pn est unipotente de rang n + 1.

Le lemme resulte de l'hypothese de connexite effectuee sur H.
Sous cette hypothese, on a en effet: Po(w· - '1'0) = 0 pour tout k. On a par

ailleurs:
[Pn(li'} - ,,0)].(n+1) =Pn[u[n+1] 0 ( •• _ ~0)~n+1 0 ~[n+l]].

La restriction de ~[n+1] a. Hm est a. valeurs dans L Hi
l

0 ... 0 Hi.+p ou
il, ... ,i.+1

(i1, ... ,in +1) parcourt l'ensemble des (n+ l)-uplets de somme m. Le lemme resulte
alors de ce que Po(wl: - WO) = 0 et de ce que, si m :5 n, pour tout tel (n + l)-uplet,
il existe au moißs un coeffident j tel que ij =O.

Le point delicat pour l'etude de la K-representation unipotente Pn est que
deux structures d 'algebre de Hopf apparaissent simultanement: on a d 'une part
l'algebre de Hopf H, graduee, connexe, commutative ou cocommutative, dont
les endomorphismes caracteristiques sont les "J: et, d 'autre part, l'algebre de
Hüpf K[E), commutative (puisque E est eommutatif) et eoeommutative, dont
nous noterolls lJ'= les endomorphismes earacteristiques, et qui est, en tant que
K -espaee vectoriel, l'espaee veetoriel sur les endomorphismes caracteristiques de
H. On remarquera que ,,'= = «)1:(1).

Nous noterons c:~ le projecteur de poids i associt~ ala K -representation urupo­
tente Pn (def. 2,2.). Le morphisme c:~ est done ~n morphisme de E dans .c(H)n'
On notera enfin e~ (resp. q,:) la restriction de !~(l) (reep. de "I:) a. Hn •

Proposition 3,2. On a:

n

li'~ =E ki
. e~ .

i=1

La proposition resulte de 2,3. et de ee que Pn(lIf'=) =Pn(c)'=(I)).

Definition 3,3. On appellera projecteur de poids i associe a. l'a1gebre de
Hopf H et on notera ei l'eJement de l(H) dont 1a restriction ci Hn est donnee par
Ie morpbisme e~.

Proposition 3,4. Les projecteurs de poids i associes ci. H satisfont aux
relations suivantes:
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ou on note 6j le symbole de Kronecker, et:

La proposition resulte du corollaire 3,2 et des propositions 1,2. et 1,3., par
identification des coeflicients polynomiaux dans les formules q,~ * q,~ = q,~+l et
.Ttk 0 ,TIl _ .T,t·l
Y n Y n - Y n •

Theoreme 3,5. SoU H une algebre de Hopf graduee, commutative ou co­
commutative et connexe sur un corps K de caracteristique nulle. Cette algebre
de Hopf se decompose en sous-espaces propres sous l'action des operations car·
acteristiq ues "k.

Plus precisement, si n > 0, il existe une famille de projecteurs orthogonaux
(e~)iE[l,n] dans EndK(Hn ) tels que:

n

H - ffiH(i)
n-'l7 nl

i=l

DU H~i) := e~ . Hn. En 0 utre w~ opere comme ki sur H~i).

On posera: H(i):= EB Hii ).
nEH

Les projecteurs e~ sont les composantes de degre n des endornorphismes
lineaires de H definis par les series formelles:

,.i '= (log I).i
... , 'I

I,

Le theoreme resulte des differents resultats etablis preeedemment. La serie
formelle ei se reduit a. une somme finie de termes en ehaeun des degres et est
done eonvergente.

Corollaire 3,6. Si une algebre de Hopf graduee connexe H est commutative
(resp. cocommutative), la decomposition du theoreme 3,5. permet de munir H
d'une structure d'algebre (resp. de coalgebre) bigraduee.

Le eorollaire resulte de ee que les endomorphismes earacteristiques wk sont
des endomorphismes d'algebre (resp. de eoalgebre) de H (Proposition 1,3.).

Definition 3,7. SoU <un element de K·. On appellera '-ieme operation
caracteristique generallsee sur H et on notera .' l'eJement de .c(H) dont la re­
striction ä. Hii ) est la multiplication par (i.

TI va. de soi que, si , est entier, w' n'est autre que la (-ieme operation ear­
acteristique usuelle sur H. Si H est eommutative (reep. cocommutative), w' est
un endomorphisme d'algebre (resp. de eoalgebre) de H d'apres 3,6.
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Proposition 3,8. Les operations caracteristiques generalisees satisfont aux
relations:

~< 0 '1)'" = ",...,

.< ."'.., = '1)' +"Y •

La premiere egalite eat immediate.
La seconde est legerement plus deI.icate. Par definition, on a:

'J< • W'''' =II 0 (W'< 0."') 0 ä;

ou ä et II sont des morphismes lineaires, respectivement de H dans H @ H et de
H@H dans H.

Le morphisme ,,~ .,,~ s'interprete done eomme un polynome de degre au
plus n en les variables< et "'{, a. coeflicients dans L(H)n. TI s'agit de verifier que
ce polynome n'eat autre que celui definissant .~+..... TI Buflit finalement de verifier
cette identite pour < et 'Yentiers. La proposition 1.3. permet de conclure.

Corollaire 3,9. Pour taut< E K·, '\If' est un automorphisme d'algebre (resp.
de coalgehre) de H si H est commutative (resp. cocommutative).

Le corollaire· resulte de 3,8. et de ce que ,,1 = I.

Pour finiT cette etude des proprietea des operations caracteristiques sur les
algebres de Hopf graduees commutatives ou cocommutatives, etudions leur com­
portement au regard de la dualite.

Considerons pOUT eela une algebre de Hopf H, commutative (resp. eoeom­
mutative) et cannexe sur un corps de caracteristique nulle. On supposera H de
type fini (Le. on suppasera que chacune de ses composantes Rn est UD K-espace
vectoriel de dimension finie). TI est alors possible d'associer a. H une algebre de
Hopf duale H*, dont les composantes sont les espaces vectoriels H~ (au H~ est
le dual de Hn ), le morphisme produit etant I'adjoint du morphisme coproduit
Bur H et le morphisme coprorluit l'adjoint du morphisme produit sur H. Cette
algebre de Hüpf H* est cocammutative (resp. commutative) cannexe.

Si l'on remarque que les operations caracteristiques sur H et H* sont deux a.
deux adjointes, la proposition 3,10. est immediate.

Proposition 3,10. Soit H une algebre de Hopf graduee commutative ou
cocommutative cannexe de type fini sur un corps K de caracteristique nulle
et H* l'algebre de Hopf duale. Les operations caracteristiques, les operations
caracteristiques generalisees et les projecteurs de poids i sur H et H* sont alors
deux a. deux adjoints et on a:

(H(i»)J. =EB H*<j).
j~i

7



4. Structure des algebres de Hopf graduees en caracteristique nulle.

Les resultats de [M·M] permettent de decrire 180 structure d 'algebre graduee
des algebres de Hopf graduees commutatives ou cocommutatives et connexes. La
question se pose de chercher a. relier ces resultats a. ceux du paragraphe 3. Les
constructions qui suivent sont decrites de f~on detaillee dans [P]. La plupart du
temps, elles ne presentent pas de difficultes particulieres, aussi nous nous con·
tenterons ici d 'indiquer les resultats auxquels on aboutit, en esquissant seulement
les arguments des preuves.

Rappeions que, si H est une algebre de Hopf, sa partie primitive, Prim H
est l'ensemble des elements de H satisfaisant 30:

~(%) = z 1&11 + 11&1%.

Lemme 4,1. Soit H une algebre de Hopf graduee cocommutative connexe
Bur un corps de caracteristique nulle, on a alorB:

Prim H =H(1).

Rappeions par ailleurs [M-M] que, sous lea hypotheses du lemme 4,1., si on
note [ I ] le crochet de Lie gradue sur H induit par 180 structure cl 'algebre graduee
de H, Prim H est une sous-algebre de Lie graduee de (H, [,]). En outre, H,
cODsideree camme algebre graduee est alors isomorphe a. l'algebre enveloppante
de Prim H.

Proposition 4,2. Si H est une algebre de Hopf graduee cocommutative
connexe Bur un corps de caracteristique nulle, H est isomorphe en tant qu'algebre
graduee al'algebre enveloppante de l'algebre de Lie graduee H{1).

La proposition 4,2. sur 180 structure des algebres de Hopf cocommutatives
connexes sur un corps de caracteristique nulle resulte des resultats de [M-M] que
nous avons rappelea.

Elle peut etre demontree en utilisant seulement les praprietes des operations
caracteristiques, sans avoir recours aux methodes de [M-M]. Les details de cette
demonstration sont laissea en exercice, on peut les trouver dans [P].

Des resultats symetriques sont obtenus dans le cas commutatif. On 80 en
particulier 180 proposition 4,3.

Proposition 4,3. Soit H une algebre de Hopfgraduee commutative connexe
Bur un corps de caracteristique nulle; alors H est isomorphe en tant qu 'algebre
graduee, a l'algebre graduee commutative libre sur H(1).
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Cette proposition peut se deduire des theoremes de structure de [M-M] ou
bien, la. encore, directement des resultats du paragraphe 3, sans avoir recours aux
methodes de [M·M].

5. Algebres de bopf tensorielles.

A titre d'exemple, nous allons voir comment les constructions que nous
venons d'effectuer permettent de decrire les structures d'a.1gebres de Hopf as­
sociees a. l'algebre tensorielle. On renvoie a. [R] et [G-S] comme references sur le
sujet.

Considerons une famille d'objets X = {Zl, ... , zn}. On notera T(X) (resp.
Tg(X)) l'algebre tensorielle sur K associee a. X, ou K est un corps de car·
acteristique nulle (resp. l'a.1gebre tensorielle consideree comme algebre graduee).

TI existe sur l'algebre T(X) (resp. sur l'algebre graduee Tg(X)) une unique
structure d'algebre de Hopfcocommutative (resp. cocommutative au sens gradue)
pour laquelle les elements Zl, "'J Zn soient primitifs. Cela resulte immecIiatement
de ce que ces elements engendrent l'algebre T(X) (resp. Tg(X»).

On remarquera qu'il est possible de considerer l'algebre de Hopf T(X) comme
une a1gebre de Hopf graduee paire pour laquelle les eJements de X sont de degre
2. Cette remarque permet de lui appliquer les resultats des paragraphes 3 et 4.
On notera ega1ement que l'algebre de Hopf duale (au sens gradue) de l'algebre
T(X) est munie d'une structure de ,;\-anneau par l'intermediaire de ses operations
cara.cteristiques (corollaire 1,4.).

TI est possible d'expliciter une formule pour les coproduits sur les algebres
de Hopf T(X) et Tg(X) en termes de battages. Le coproduit sur Tg(X) est par
exemple donne par:

L L 8gn(ß)(zi~(I) @ ... ® Zi~(p») ® (Zi~(P+l) 0 ... ~ Zi'(rh);

P+9=~ ß

ou ß parcourt l'ensemble des battages d'indices p et q. .
On rappelle qu'un battage d'indices p et q est un element tr de Sp+9 tel que:

et

Faisons maintenant aperer Sn sur lea praduits tensariels Zi 1 ® ... 0 Zi. par:

Si 1'0n applique a.l'algebre de Hopf cacommutative graduee Tg(X) (resp. graduee
paire T(X)) les differents resultats des chapitres 3 et 4, il est interessant de
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remarquer que les restrictions eo degre n (resp. 2n) des operations caracteristiques
et des projecteurs de poids i de cette algebre de Hopf peuvent s'interpreter comme
des elements de l'a.lgebre Q{Sn] gra.ce a. la description des coproduits en termes
de battages.

On notera ei (resp. f) les projecteurs de poids i associes al'algebre de Hopf
graduee Tg(X) (resp. a. l'algebre de Hopf graduee paire T(X». On remarquera
que les opi!rateurs de poids i sur T(X) soot ouls en degre 2n des que i > n. On
notera enfin par ahus Tn(X) la composante de degre 2n de l'algebre de Hopf T(X)
(par contre Tgn(X) designe evidemment 1& partie de degre n de Tg(X). Le fait
que 1'on soit amene, pour pouvoir utiliser les resultats de 3 et 4, a munir T(X)
d'une structure d'algebre graduee paire conduit a. de teiles ambiguites dans les
notations.)

Proposition 5,1. La famille de projecteurs de poids i, (e~h<i<n, Bur Tgn(X)
(resp. (FnhSiSn sur Tn(X») s'interprete comme une famille d'idernpotents orthog­
onaux de somme 1 de l'algebre Q[Sn].

Les idempotents e~ et fn de l'algebre Q{Sn] se deduisent les uns des autres
par ]'involution d'algebre de Q[Sn]:

Q[Sn] - Q[Sn]

U t-+ sgn(u) . u.

Tous ces resultats ne presentent pas de difficulte et sont obtenus facilement
en explicitant les formules pour le produit et le coproduit dans T(X) et Tg(X)
eo termes d'operations de battage. .

On trouvera dans [R] et [L] une description combinatoire explicite de ces
idempotents en termes de descentes.

La structure d'algebre associative de T(X) (resp. d'algebre graduee de Tg(X»
induit sur T(X) (resp. Tg(X» une structure d'algebre. de Lie (resp. d'algebre de
Lie graduee). Par definition, l'algebre de Lie libre (resp. graduee) est la plus
petite sous-algebre de Lie (resp. graduee) de T(X) (resp. de Tg(X» contenant X.

Lemme 5,2. La partie primitive de T(X) (resp. de Tg(X») est l'algebre de
Lie libre (resp. graduee).

Le lemme 5,2. est classique, il resulte du theoreme de Poincare-Birkhoff-Witt
et de la proposition 4,2.

Nous allODS voir comment ces constructions permettent par exemple de
generaliser au cas gradue un theoreme de Ree (cite dans [R], introduction).

On note Tg*(X) l'algebre de Hopf graduee commutative duale (au sens
gradue) de Tg(X). On notera zr

t
® ... @ zr.. les elements de la base duale a. la

base Zi l @ ... ~ Xi .. de Tg(X).
Considerons alors le produit tensoriel compIete:

T := Tg*(X)~Tg(X);
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et considerons dans T l'eIement:

T := E (zr,0 ... 0 zt.> ~ (Zi1 0 ... 0 Zi.) i
(i 1,', "i.)

ou k parcourt N· et (i1, ... , i,t), l'ensemble des fa.milles a. k elements d'elements de
l'ensemble [l,n]. Posons enfin: S := 1~ 1+T.

Le logarithme de S est bien defini dans l'a.lgebre graduee T, la somme des
termes etant finie en chacun des degres. On peut le decomposer sous la forme:

( l)m-l
log S =}: - m rn

m~1

=E E (zt ~ ... 0zr.)0Qil"",i"
,t~1 i l ''''li.

DU Qil,,,,, i, est un element de degre k de Tg(X).

Proposition 5,3. Pou r tou t k- uplet ordonne (iI, "', i,t) d 'eIemen ts de [1, n),
l'eIement Qil"",i, de degre k de Tg(X) appartient a. Prim Tg(X), l'algebre de Lie
libre graduee sur X.

Plus precisement, on a:

TI s'agit de prouver que:

ou log(!) designe le logarithme du morphisme identite de l'algebre aBsociative
unita.ire C(Tg(X»j soit encore que:

ou '1 et l sont les morphismes unite et coünite de Tg(X).
Supposons m ~ k et calculons le coefficient Q~~:",i' dans la. dtkomposition:

T'"=E
I~m

L (z71 0 ... 0 zjJ 0 Q)~!.. J"
(i!, .. ,J,)

On note ß[m] (resp. ß*[m] , ... ) l'iteree m-ieme du coproduit dans Tg(X) (resp.
du produit dans Tg*(X), etc...).

Par definition du produit dans Tg*(X) et du coproduit dans l'algebre de Hopf
duale Tg(X), zr,@ ••• @zr, apparait dans la decomposition canonique dans Tg*(X)
de:
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si et seulement si le produit tensoriel:

apparait affecte du meme coefficient dans la decomposition de d{m](Zi l 0 ..·0 Zi,.)

dans la base canonique de Tg(X)~i 0

On a finalement:

Q~m) . = n[m] 0 (1 - '1 0 c)@m o.ö,(m](Zi @ ... @ Zi )
11, •.. ,1,. 1.

6. Operations en caracteristique p.

Ce paragraphe etudie le comportement des operations caracteristiques en
caracteristique p. On notera H une algebre de Hopf gra.duee de type fini, commu­
tative on cocommutative conneXe sur un corps commutatif K de caracteristique
p.

On note, comme dans 3, Eie monoide commutatif des endomorphismes car­
acteristiqnea de H, Pn la K-representation canonique de E dans J:.(H)n et 9'~

la restriction de \)i a. Hn , composante de degre n de H. On note H t l'ideal
d'augmentation de H et Q(H) le K-espace vectoriel dea indecomposables [M-M]:

Lemme 6,1. La K -representation Pn est unipotente de rang n + 1.

L'argnment est celui du lemme 3,1.

Proposition 6,2. SoU H une algebre de Hopf graduee, commutative ou
cocommutatjve connexe sur un corps de caracteristique p. Pour n < p les com­
posantes Hn de cette algebre de Hopf se decomposent en sous-espaces propres
sous l'action des operatjons caracteristjques.

Plus predsement, jJ existe une famjlle de projecteurs orthogonaux (e~)ie[l,n]

dans EndK(Hn ) teIle que:
n

H - ffiH(i)
n - "l7 n I

i=l

La verification de cette proposition est identique a. celle du theoreme 3,5.

Des que nest superieur on egal a. p, on ne dispose plus du logarithme pour
etudier la K-representation unipotente Pno

L'etude des proprietes des algebres de Hopf de caracteristique p i= 0 en degres
superieurs ou egaux a. p passe vraisemblablement par une etude detaillee des pro­
prietes des K -representations Pn, n ~ p (proprietes associees a. celles de l'algehre
de Hopf commutative et cocommutative K[E]).
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Nous n'entreprendrons pas ici une telle etude, et nous nous contenterons de
montrer, en developpant certains resultats de (K], comment il est malgre taut
possible d'exhiber en degres superieurs ou egaux a. p une d«komposition "en
poids" de l'algebre de Hopf H.

.-1
Lemme 6,3. Pour tout k, k ~ 0 [P], le morphisme ~~' satisfait al'egalite:

.-1
Nous poserons: 'I'~,n := lJ'~' •
Le lemme se demontre par recurrence Bur n.
Comrne les operations caracteristiques sur une algebre de Hopf cocornmuta­

tives sont adjointes aux ·operations correspondantes sur l'algebre de Hopf com­
mutative duale, il suffit de prouver le lemme dans le cas DU H est commutative.

Supposons donc H commutative et, par nkurrence, supposons que

(,y,k,n-l\p-l (1)
"'n-l r = Pn-l .

Comme les endornorphismes caracteristiques de H sont des endomorphismes
d'algebre, on a: ('i'~,n-l)p-l = Pn(1) sur D(Ht 0 H t

) n Hn•
Par ailleurs, on verifie immediatement que, pour tout entier I, la restriction

de '1" a. Q(H) est bien definie et opere sur ce K -espace vectoriel comme i, ou on
note i la classe de 1 dans le corps ap elements Fp •

Considerons maintenant zEHn. On a:

'i'~,n-l(%) = k .%+ y,

ou y E O(Ht 0 H t
); d'ou:

(",~,n-l)p-l(%)=kp - 1 . %+% = Z +%,

ou % est un element de O(Ht @ Ht
) n Hn •

Finalement, on a:

Proposition 6,4. Soit k E N, k ~ 0 [P], k ~ 1 [P]. Soit H une algebre de Hopf
graduee de type !ini, commutative ou cocommutative, cannexe sur UD corps K
de caracteristique p. L'algebre de Hopf H se decompose en somme directe:

H = H(I) EB ••• EB H(p-l),

OU H~i) := Hn n H(i) est le sous·espace propre de H n associe a1a valeur propre fi.-1
de l'operatioD caracteristique 'l'k' .

Si H est commutative (resp. cocommutative), cette dtkomposition est com­
patib1e a1a structure d'algebre (resp. de coalgebre) graduee de H, au sens DU:

n : H(i) 0 HU) _ H([i+i])
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(resp.:
~ : B(i) - EB H(j) @ HO:),

U+k)=i

DU si (a,b) E [1,p-l]2, on pose [a+b] =a+b si a+b E [l,p-l) et [a+b] =a+b-p+l
sinon.

Le polynome minimal de '1I~,n divise en effet d'apres 6,31e polynome (p-l -1,
scinde dans Fp , dont les racines sont les elements de F;. Ces ra.cines sont simples,
'i~,n est done diagonalisable. Le reste de la. proposition en resulte immediatement.
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