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Sur une conjecture sur les points de torsion
rationnels des jacobiennes de courbes

Franck Leprévost

1 Enoncé d’une conjecture de Flynn

Flynn formule, en p. 264 de [F-1], la

Conjecture : [l existe une constante & telle que, pour fout entier ¢ > 1, et pour tout entier  tel que
1 <1 < kg, il existe une courbe hyperelliptique définie sur Q, de genre g, dont la jacobienne est munie d’un
point rationnel d’ordre [.

Le but de cet article est de démontrer de fagon constructive cette conjecture, avec la constante x = 3. Plus
précisément, nous montrons ici les résultats suivants, la notion de famille étant définie plus loin :

Théoréme 1.1 Soit g un entier > 1. Pour fout entier | tel que 1 <1 < 2¢ + 1, i existe une famille
géométrique a un parameétre de courbes hyperelliptiques définie sur Q, de genre g, dont la jacobienne posséde
un point rationnel d’ordre [.

Théoréme 1.2 Soient g > 1. Sil est un entier pair tel que 2942 <1 < 3y, il eziste une famille géométrique
& un paramétre de courbes hyperelliptiques de genre g définies sur Q, dont la jacobienne posséde un point
rationnel d’ordre I. Sil est un entier impair tel que 29+ 1 <1 < 39 — 1, 1l existe au motns une courbe

hyperelliptique de genre g définie sur Q, dont la jacobienne posséde un point rationnel d’ordre {.

Les démonstrations de ces théorémes sont effectives, comme on va le voir dans les sections suivantes.

Remarque : On n’a A ’heure actuelle guére de renseignements sur la valeur maximale de %, ni sur I'ordre
maximal d’un point rationnel de la jacobienne d'une courbe définie sur Q, hyperelliptique ou non, en fonction
du genre g de celle-ci, le record actuel étant, & notre connaissance, 2¢(2g + 1) (¢f. [L-2}, voir [L-1} et [F-2]
pour les records précédents). De méme, on ne sait pas, pour g > 2, 8’il existe des entiers ! qui ne peuvent
pas éire l'ordre d’un point rationnel de la jacobienne d’une courbe de genre g définie sur Q.

Afin de définir la notion de famille géométrique & un parameétre de courbes hypereiliptiques, il est nécessaire
de rappeler les notions suivantes {(cf. [M]).

Soit
F=aX"+a, X" 'Y+ . . +a,¥Y"

une forme binaire de degré n, a coefficients dans un corps K de caractéristique 0. Un invariant de F est une
expression polyndmiale [(ag,...,a,) telle que

I{af,...,a,) = (det M)~*I{ay,...,an),
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si ’on fait subir & F une transformation

/Y = 1")\" + SY’
Y =tX'4uY’

ros
t
Vindice de /. Un invariant absolu de F est un quotient de deux invariants de méme degré.

ol M = ) de GLa(K). Le degré de I est le degré total de I relativement & (ap,...,as), et k est

Soit y* = f(z) I’équation d’une courbe hyperelliptique, ol f(z) = aoz®9*? 4 a12?9t! + ... 4 agg49 est un
polyndme & coefficients dans K, de degré 2g + 1 ou 2¢ + 2, sans racines multiples. On lui associe la forme
binaire F définie par

X
F(X,Y) = Y92 ().
Un invariant (resp. invariant absolu) de f est entendu comme étant celui de la forme binaire F' associée.

Par exemple, nous avons le discriminant de la forme binaire F, D(F), qui est un invariant de degré 2(2g + 1)
et d’indice (2¢g+2)(2g+1). Un autre invariant, de degré 2, d’indice 2¢ +2 et noté ici A, s’obtient de maniére
explicite, avec les notations précédentes, par

2g+2 % + -1
A(F) = Z (—-l)k ( & ) 02g+2_kﬂk.
k=0
Ainsi, la quantité
A29+1(F)

définit un invariant absolu de f.

Nous dirons ici qu'une équation y° = f(z) ol f(x) est un polynéme de degré 2g + 1 ou 2g + 2, & coefficients
dans Q(t) sans racines multiples, définit une famille géométrique ¢ un paraméire de courbes hyperelliptiques
de genre g sur Q si 'image de la courbe dans la variété de modules des courbes de genre g est non con-
stante. C'est le cas si et seulement si I'un au moins de ses invariants absolus est une fraction rationnelle non
constante. Une telle famille permet, par spécialisation du paramétre en des valeurs rationnelles, d’obtenir
une infinité de courbes hyperelliptiques de genre g deux & deux non Q-isomorphes.

2 K=2

Nous établissons dans cette section le théoréme 1.1. Remarquons tout d’abord que si, pour tout entier {
tel que g+ 1 <! < 2g+ 1, (C}) est une famille géométrique & un parameétre de courbes hyperelliptiques de
genre g dont la jacobienne posséde un point rationnel d’ordre {; alors, pour tout entier m tel-que 1 < m < ¢,
la jacobienne de 'une de ces courbes posséde un point rationnel d’ordre m. En effet, tout tel m admet un
multiple I compris entre g+ 1 et 2g + 1, et la courbe (C}) convient.

Soit maintenant K un corps de caractéristique 0, g un entier > 1, et f un élément unitaire de K[z} de degré
2g + 2, tel que I’équation y*> = f(z) définisse une courbe (C), hyperelliptique et de genre g. Notons +co et
—o0o les deux points rationnels de {C) & I'infini. Avec ces notations, nous avons le lemme général suivant :

Lemme 2.1 Sotent! un entier > g+ 1, et P et Q deuz éléments unitaires de K[z] de degrés respectifs | et
l—g—1, tels que

P%(z) — Q*(z) f(z) = constante # 0.
Alors le diviseur Doo = (+00) — (—00) définit un point rationnel de la jacobienne de {C) d’ezposant I, ef
d’ordre différent de 1.



En effet, le diviseur de la fonction P(z) — y@Q(z) étant égal & I D, la classe de Do, dans la jacobienne de
{C) est d’exposant {. De plus, si 'ordre de cet élément était égal a 1, (C') serait de genre 0, ce qui est absurde.

Fixons [ tel que ¢ + 1 <1 € 29 + 1. Solent @ et R deux éléments unitaires de K [z] de degrés respectifs
[~g~let2g+2—1 Alors P=Q?R—tet f=(QR - 2t)R sont des éléments unitaires de K (t)[z] de
degrés respectifs ! et 2¢ 4 2, et vérifient I’équation :

P(z) — Q*(z)f(z) = 1*.

Notons (Cg r) la courbe d’équation y* = f(z) obtenue avec un tel f. Afin de montrer qu’une telle construc-
tion définit une famille & un parameétre de courbes hyperelliptiques de genre ¢ dont la jacobienne est munie
d’un point rationnel d’ordre {, nous spécialisons @ et R en :

(g0 =
R(z) =z¥t-Y(z41)4a

Notons f; q4(z) le polynéme et (C) ) la courbe obtenus avec ce choix.

Lemme 2.2 Pour tout g > 1 et tout entier | tel que g+ 1 <1 < 2g+ 1, le discriminant D(f; 4.1) est non
identiquement nul.

Fixons [ dans l'intervalle considéré, et notons f(t,a,z) = fiau(z) pour la démonstration de ce lemme.
Supposcns que f(2,a,z) ait une racine multiple en z : il existe alors deux éléments Pi{t,a,z) et Pa(t, a,z)
de Q[t,a, ], ol Py(t,a, ) est sans facteur carré, tels que ’on ait Pidentité

ft,a,2) = Pi(t,a,z)Pa(t,a,z).

L’on montre aisément que le degré de P; en a et ¢ est nul. On déduit de I'identité ci-dessus, en notant plus
simplement Py(z) = Py(t, a,z), que PZ(z) divise toutes les dérivées partielles de f(t, a, z) par rapport a ¢ ou a.

Alnsi

3} _ 3}
gf(t,a,a:) =229 r 4 1)~ 2a = Pf(m)-é?Pg(t,a,:r),

Py(z) est donc constant, et la courbe (C) ;) est hyperelliptique de genre g.
Notons 8§ = {2,3}, §» = {3,4}, Sa = {5,6}, Sa = {7}, S5 = {9} et Sy = @ pour g > 6. Le calcul montre :

Lemme 2.3 Pour tout g > 1 et tout entier! tel que g+ 1 <1 < 2g+1, Iinvariant A(f; o) est un polynéme
en a et en t, non identiguement nul. Plus précisément, notons, pour tout entier n tel que 0 < n < 2g + 2,
-1
tp;g: (—1)'(29,'"2) . On e A(fi,a1) = —4at(l + 2p1) + i ot py est donné dans le tableau ci-dessous pour
Sg.

i g>letligs, |
l L p |
29 41 —4t(1 -+ 2p1)
2 —at(2p: + £2)
g — 1 —dtp,
g+2 2a%(pa + 2pg41)
g +1 2(12 -+ 4((12 + tz)Pg.t1
lg+3<i<29-2 H |
s13l =4g+4 4a’p
13 =4g9+5 da’p;_4
si2A=3g9+3 a*pgyt
sinon 0




Remarque : Les expressions de A pour 1 < g <5 et ! € &, s'obtiennent aisément et n’affectent en rien les
résultats qui suivent.

Lemme 2.4 Pour tout g > 1 et!l tel que g+ 1 <1< 2g+1, la courbe (Cy ;) définit une famille géométrique
d un paramétre de courbes de genre g.

Le lemme 2.2 montre que I'invariant absolu ¥(ft,4) est un élément bien défini de Q{¢, a).

Les cas 1 < g < b se traitent directement a 1'aide d’un ordinateur. Supposons ¢ > 6 dans la suite de la
démonstration de ce lemme.

Remarquons tout d’abord que :

2 _ 2
fO,a,!(z) = (zl—g—l(z-g-l-? i+a)+39) ,

et
frogz) = (z 4+ D229 (Y + 1) - 2t),

donc, pour tout { tel que g+ 1 <1< 2941 (resp. g+ 1 <! < 2g~—1), une puissance strictement positive de
t (resp. a) divise le discriminant D(f; 5;). Ceci établit le lemme pour les { € [g + 1,2¢ — 1] tels que A # pat
ou e Q.

Notonsici N = {{ €[9+3,29—2); IueQ", A=pat}U{2g,29+1}. Supposons g+2 <1< 2g,t#0,et
soit zo tel que fi o 1(Z0) = f 5 1(z0) = 0. De I’équation

Ptg,a.l(m) - Q?—g»l(x)ff.ﬂ,f(m) =t?,

on déduit le systéme

{ Ptz,a,t[xﬂ) =1?
Pt’,a,lfxﬂ) =0

Réciproquement, si 2y # 0 est solution de ce systéme, g est racine multiple de f; 44(z). Ceci est le cas avec
o = —%g—j:;—j et ag = —zgg“-'(mo + 1), donc a — aq divise D(fe,0,1). 1l est clair que ap # 0, ce qui, en vertu
du lemme 2.3, montre que ¥(f;,4) est non constante pour [ € N — {2g,29 + 1}.

Pour [ = 2g, ag = W:zgﬁ_a équivaut a ¢ = 1, cas que nous avons déja traité.
Enfin, supposons l = 2g+lett#0. Ona

{ frazgri(z) =(z+a+1) (::39(: +a+1)— 2t)
flaagr (@) =z (z+a+1) -2+ (c+a+ 1)z’ (29(z +a+ 1)+ z)

Soit z¢ tel que xgg"'l +4tg=0et ag = _Qgﬂ;:u&’g. Le calcul montre que

ft.a0.2041(20) = fi 40,2941 (%0) =0,

si bien que a — ap divise le discriminant par rapport & z de f; 5 2541. Comme zg # 0, ap # ~1, donc a — aq
ne divise pas A(ft,a,2¢+1) €t le lemme 2.4 est démontré.

Lemme 2.5 Pour tout g > | et tout entier ! tel que g +1 <1< 2g+ 1, lordre de la classe de Dy, dans la
Jjacobienne de (Cy,) est égal a .

Sil est premier, ce lemme est démontré. Supposons donc | = mn, oll m et n sont deux entiers > 2, et soit
P(z,y) = U(z) —~ yV(2) avec U et V deux éléments de Q(a, t)[z] premiers entre eux en la variable z, telle
que

(¥) =mDy.



Par suite, il existe A € Q" tel que ¢ = AY™.

Supposons g + 2 <! < 2g + 1, et montrons que, nécessairement, n = 2. Pour cela, choisissons ¢ = 1'4"3 et

a = z7=7. Les deux points Rg = (0,1) et Ry = (l,v%) sont des points rationnels sur la courbe et I’on a
v -1 (v-1)3

o(Ro) = et p(Ri)= GrY

Donc ’équation

(o) _ ('ﬁ(Ro))n
w(Ry) Y()
s’éerit
W(R1) (v + 1)? = ¥(Ro)* (v - 1)2.

On peut supposer cette identité dans Q[v] et ¥(Ro) et ¥(R,;) premiers entre eux sans nuire a la généralité
du probleme. Il existe alors un élément non nul xo de Q[v] tel que ¥(Rg) = (v+ 1)xo0, et 'on a :

Y(R)" = (v = 1)*(v + 1) *x3,

ce qui impose n = 2,

Par suite
MU (2) + fraa(z)VEiz) = 29U (2)V(z)) = ' + /71 4 az¥ 72972 — ¢ — gzl lo4h))
soit encore
AU (2)V (z) = 2!~ {o+1)
et
(E) A(UH) + frop(2)Vi(@)) = &' + 271 4 a2~ (20+2) g,

Le degré du membre de droite de I’égalité (E) est égal a {. [/ et V étant premiers entre eux, supposons
dans un premier temps U(z) = ugz!~+1) (ug # 0) et V(z) = 2u10,\' En ce cas, le degré du membre de
gauche de (E) est celui de fi o1 i-e 2¢ + 2. Si maintenant V(z) = voz!~(8%1) (vg £ 0) et U(z) = 5;15, le
degré du membre de gauche de (E) est > 2g+ 2. Dans 'un et |’autre cas, on aboutit & une contradiction, et
done, si g4+2 <! € 2g+41, laclasse du diviseur D, définit un point rationnel de la jacobienne de C ; d’ordre !l

Supposons maintenant ! = g + 1. L’expression de f; o est donnée par :
fragni(z) = (2 (z + 1) +a=1t)° =%

Prenons ¢ = (&=tle*u) oy 4 est une indéterminée. On a alors ft.ag+1(0) = u® si bien que Ry = (0, u) est

2qg
2
un point rationnel sur la courbe. De plus p(Ry) = L"—'z'—:)—, et ’on a ’identité suivante dans Q(a, u) :

2Xay™ (Ro) = (a — u)?.
Soient donc R, S € Q[a, u] premiers entre eux, tels que ¥(Rp) = g{%&%. 11 vient
2XaR™(a,u) = (a — )25 (a, u).

Par conséquent a divise S(a,u), ce qui impose n = 1 et donc D, définit dans ce cas également un point
rationnel de la jacobienne de (Ci;) d’ordre !, ce qui achéve la démonstration du lemme 2.4 et donc du
théoreme 1.1. En particulier, la conjecture est établie avec la constante & = 2.

Remarque : Soit ¢ > 2 et [ tel que g+ 1 <! < 2¢g+ 1. La courbe (Cg ) définit vraisemblablement une
famille en les paramétres de @ et R, dans un sens convenable, de courbes hyperelliptiques de genre g, mais
nous n’avons pas de preuve de ce fait en toute généralité.



3 Les résultats de Flynn

Considérons les deux suites d’éléments de Z{x] définies par les relations :

fi(z) = di(z) =1
et, pour z > 1,
Bi1 (&) = (2 +2):(x) + 2z + Dilz),
Yit1(z) = 20i(z) + (= + 2)i(x).

Nous montrons dans cette section le théoreme 1.2. Pour ce faire, nous rappelons ’énoncé suivant de Flynn
([F-2], Result 1, p. 435) :

Théoréme 3.1 Pour tout g > 1 et tout entier r tel que 1 <r < ,
(a) la classe du diviseur rationnel D = {(0,0), (g — 1).00} dans la jacobienne des courbes hyperelliptiques de
genre g de la famille & (g — 2r + 2) paramétres définies par :

g=2r+1
A @y = 6:(2)2%). Y wazt =2 4%,
k=0
ott wo # 0 ou =477, est d’ordre il = 29+ 2r — 1;
(b) la classe du diviseur rationnel D = {{0,0), (g ~ 1).c0} dans la jacobienne des courbes hyperelliptiques de
genre g de la famille @ (g — » + 1) paramétres définies par :

g—r
ST )

k=0
oti wy # 0, est d’ordre l = 29 + 2r.

Dans son article, Flynn montre que ’ordre de la classe du diviseur D dans la jacobienne des courbes définies
ci-dessus est égal 4 I. En revanche, il ne vérifie pas que le genre de ces courbes est égal & g, ni que ces courbes
sont non constantes. Nous montrons dans cette section que le genre des courbes du théoréme 3.1 est bien le
genre apparent g et, dans le cas (b), que ces courbes définissent une famille géométrique 4 un parametre de
courbes hyperelliptiques sur Q. Nous n'avons pu établir ce dernier résultat dans le cas (a).

Cas (a) :

Notons Sypi—2e(z) = 912 w2k, La courbe considérée est Q-isomorphe & la courbe notée ici C{%)
gt k=0 2,85

d’équation

(A) P = 458 1 459 4 4290, (2)S 1120 (2) + UE(2) 211 (2).

Choisissons Sgt1-2(z) = az9%1~* ¢ ; notons alors Céf',_) la courbe ainsi obtenue, et k, 4 () le membre de
droite de (A).

En considérant le degré en a de k; 4. (z), il est aisé d’établir le

Lemme 3.2 Pour tout g > | et tout entier r tel que 1 <r < %, le discriminant D(k, 4 ) est non identique-
ment nul.

Cas (b) :

Notons Ry, (z) = 102" wyz*. La courbe considérée est Q-isomorphe & la courbe notée ici C{'), d’équation

(B) Y = 4229 —4gT Ry (2) + (2971 4 Ry ()"

Comme r < g — r, il est licite de choisir Ry, {2) = az" + ¢ dans I’équation (B). Notons avec ce choix C'éb)
la courbe ainsi obtenue, et k¢ 4 () le membre de droite de (B).



Lemme 3.3 Pour tout g > 1, et tout entier r tel que 1 < r < %, le discriminant D(h; o) est non iden-
tiguement nul.

Sir=1,ona
ht,O,l(I) = —31729-“ - 4Ig+l + 2!29 + tz,

et,sig>det2<r<g/2,
heop(z) = —429%1 — qig9¥7 4 g30H2720 L g0t 1o 42,
Il est alors aisé de montrer, par des techniques similaires a celles de la section 2, que D(h; ) # 0, ce qui
établit le lemme 3.3.
Par ailleurs,
hoar(z) = =429t — 4a9tr 4 2042700 4 9qg9H] o 257
Le calcul montre alors :

Lemme 3.4 Pour tout g > 1 et tout entier r tel que 1 <r < £, linvariant A(ho 4 ) est égal a

2g+ 2\ 29 + 2\ ™! 833! sigpo=4
2 _ 11841 _ a” (5] st g+ r
2a (( 2r ) +2-1) (g+l 0 sinon.

29+i h! a,r

Le lemme 3.3 montre que Vinvariant absolu y(h; 0.} = "WT‘(:_-T-)- est un élément bien défini de Q(t, a).
On a alors le -

Lemme 3.5 Pour tout g > 1 et r tel que 1 <r < %, la courbe C:(z',}}l définit une famille géométrigue 6 un
paramétre de courbes hyperelliptiques de genre g.

En effet, d’une part, pour tout entier r tel que 1 < r < £, 0 est racine multiple de hoq(z), et, d’aprés le
lemme 3.4, A(hg,a,r) # 0, donc
Y(hoar) = c0.

D’autre part, le lemme 3.3 montre que, pour tout entier r tel que 1 < r < %, il existe (¢, a,) tel que
D(hs. a, ) # 0. Par conséquent
‘T(h‘r.“ru") € Q)

si bien que ¥(h, o) est non constant, ce qui établit le lemme 3.5.

Le théoreme 1.2 découle immédiatement de la démonstration de [F-2], Result 1, p. 435, et des lemmes 3.2
et 3.5.

Remerciements : L'auteur tient a remercier Don Zagier pour son intérét et ses remarques.
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Sur certains sous-groupes de torsion de jacobiennes
de courbes hyperelliptiques de genre g > 1

Franck Leprévost

Introduction

Soient g et d deux entiers > 1 et A une variété abélienne de dimension g définie sur un corps de nombres K
de degré d. La conjecture forte de la borne de l'ordre de torsion des variétés abéliennes stipule que |A(K )iorsl,
le cardinal du sous-groupe des éléments d’ordre fini de A(K), est majoré par une borne B, ne dépendant
que de g et d {dans une version affaiblie, B ne dépend que de g et du corps K). 51 g = 1, cette conjecture a
été établie pour d < 14 sous I'impulsion des travaux de Mazur, Kamienny, Abramovich ([12], [5], [6], [1}) et
finalement, pour tout d > 1 par Merel ([13]). Pour une description des méthodes employées par Kamienny
et Mazur, ’on pourra consulter le rapport de Edixhoven ([2]). En revanche, & ’heure actuelle, pour aucun
g 2> 2 et aucun d > 1 (resp. aucun corps de nombres), la conjecture de la torsion forte (resp. faible) n’est
démontrée ou infirmée. Il est donc naturel de chercher une minoration de la borne conjecturale correspon-
dant aux jacobiennes des courbes hyperelliptiques de genre g, qui sont les variétés abéliennes généralisant en
dimension supérieure de la maniére peut-étre la plus naturelle les variétés abéliennes de dimension 1 i.-e. les
courbes elliptiques. Nous considérons ici le cas d = 1, et convenons de noter B{g) le majorant conjectural de
I’ordre des sous-groupes cycliques de torsion des jacobiennes des courbes hyperelliptiques de genre g définies

sur Q.

Notons, si g > 1, Cy ¢ et Cy les courbes d’équations respectives y* = fi ¢(z) et y° = f,(z), ol
fie(z) = [x((z = 1) = 29} + t{(z = 1)9 + 29))? + 4tz?9*!

et

fo(z) = [20g+3)(22 — g = 3)=* — (z — )77 (4(g + 3)=” + 2(9 - 5)(9 + 3)2*
+(g* = 29+ 9)(g + 3)z ~ 8))° — 8(g + 3)(g + 1) =9z — 1)97 L.

Nous montrons dans cet article les résultats suivants :

Théoréme 1 Pour tout entier g > 1, la courbe C\, définit une famille géométrique a un paramétre de
courbes hyperelliptiques de genre g définies sur Q, et dont la jacobienne posséde un point rationnel d’ordre
2¢(2g + 1).

Théoréme 2 St g > 2, le genre de C, est égal a g. Si de plus g est pair, sa jacobienne posséde un point
rationnel d’ordre | = 2¢g® + 5g + 5.

Plus généralement :

Théoréme 3 Si g > 2, il existe une courbe Cs,, définissant une famille géométrique ¢ un paramétre de
courbes hyperelliptiques de genre g dont la jacobienne est munie d’un point rationnel d’ordre divisantl. Sig
est pair (resp. ¢ = —1 mod 4, resp. ¢ =1 mod 4), cet ordre est égal a I (resp. multiple de ‘5, resp. multiple
de %).

Ces théorémes admettent les corollaires suivants :



Corollaire 4 Pour tout entier g > 1, 1l extste une infinité de courbes hyperelliptiques définies sur Q, deuz-
d-deuz non Q-isomorphes, et dont la jacobienne posséde un point rationnel d’ordre 2g{2g + 1).

Corollaire 5 Pour tout entier pair g > 2, il existe une infinité de courbes hyperelliptiques définies sur Q,
deuz-ad-deuz non Q-isomorphes, et dont la jacobienne posséde un point rationnel d’ordre 2g% + 59 + 5.

Corollaire 6 Pour tout entier g > 1, B(g) > 29(2g + 1).

Le corollaire 4 (resp. 5) s’obtient par spécialisation du parameétre dans le théoréme 1 (resp. 3), et le corol-
laire 6 en considérant ’'une des courbes vérifiant les propriétés du corollaire 4.

Cet article est structuré de la maniére suivante : dans une premiére partie, nous rappelons brievement la
théorie des invariants de formes binaires (¢f. [14)]), et définissons la notion de famille géométrique, i.-¢, d
module non constant, de courbes hyperelliptiques. Dans la deuxiéme partie, nous décrivons la méthode de
construction de la courbe Cy ;. Nous calculons dans la troisiéme partie les invariants de C; et démontrons
le théoreme 1. Nous décrivons, dans la quatrieme partie, la méthode de construction des courbe Cy et Cs 4,
qui est commune jusqu’a un certain point. Nous démontrons le théoréme 2 dans la cinquiéme partie. L'objet
de la derniére partie est de donner une équation de Cs 4, et de montrer le théoreme 3. Terminons cette
introduction par les remarques suivantes :

1} A notre connaissance, jusqu’alors, I'ordre le plus élevé au regard du genre d’un sous-groupe de torsion
cyclique de la jacobienne d’une courbe (hyperelliptique ou non) de genre g était 2% +4g + 1 (cf. (8]). Il est
également établi, dans [3] et [7], que certains entiers, inférieurs 4 2g% 4 4g + 1, mais néanmoins quadratiques
en le genre g, sont ordres de torsion de points rationnels de jacobiennes de certaines courbes hyperelliptiques
de genre g définies sur Q. Les courbes données ict, ne provenant en outre d’aucune de celles décrites dans
ces travaux, sont donc les “meilleures” connues actuellement pour ce type de probléme.

2) La courbe C2,,, généralise celle obtenue par Ogawa ([15]) en genre 2. En revanche, la courbe Cj ne semble
avoir été étudide auparavant pour aucun g > 2. En particulier, Cy, d’équation y* = —3240z% 4- 8865z —
795022 + 4009z — 848z + 64, fournit un nouvel exemple de courbe de genre 2 dont la jacobienne posséde un
point rationnel d’ordre 23. En effet, cette courbe n’est pas Q-isomorphe & un élément de la famille d’Ogawa
([15]), ni a celle obtenue dans [9] (voir également [10] pour une étude plus détaillée des courbes données dans
[9]), comme le montre une étude des invariants d’Igusa ([4]) de ces courbes.

3) Pour aucun g > 2, on ne sait 8’il existe un { > 1 qui n’est ordre de torsion d'un point rationnel d’aucune
variété abélienne de dimension g définie sur un corps de nombres. Néanmoins, on peut montrer ([11]) que,
pour tout entier ¢ > 1 et | < 3g, 1l existe une famille géométrique & un parametre de courbes hyperelliptiques
définies sur Q, dont la jacobienne est munie d’un point rationnel d’ordre {.

Remerctements : 'auteur tient a remercier Michael D. Fried, Jean-Frangois Mestre, Michel Waldschmidt et
Don B. Zagier de leur intérét pour ces questions, ainsi que le Max-Planck-Institut fiir Mathematik de son
hospitalité.

1 Invariants de courbes hyperelliptiques
Soit
F=aX"+a, X" 'Y +.--+a,¥Y"

une forme binaire de degré n, a coeflicients dans un corps K de caractéristique 0. Un invariant de F est une
expression polyndmiale I(aq,...,an) telle que

I{ay, ...,a}) = (det M)"*I(aq, ..., an),

si ’on fait subir & F une transformation

z =rz’ +sy
y =iz’ +uy



; f; ) de GLo(K). Le degré de I est le degré total de / relativement & (ao,...,a,), et k est

I'indice de I. Un invariant absolu de F est un quotient de deux invariants de méme degré.

ou M =

Soit maintenant y* = f(z) ol f(z) = agz9t? 4 g 2?9t 4.+ @2g4+2 €st un élément de K[z], de degré
2g + 1 ou 2g + 2, sans racines multiples. On lui associe la forme binaire F définie par

F(X,Y)= Y"’g""f(%).

Un invartant (resp. invariant absolu) de f est entendu comme étant celui de la forme binaire F associée.
Deux équations non homogenes y* = f(z) et y'> = f'(z') correspondent a deux courbes K —isomorphes si et
seulement si ’on déduit 'une de ’autre par une transformation

ar +b uy
cz +d’ (cx + d)s+!

(=4} = ( h

a,b,c,d,u€ K, ad— bc et u non nuls. Pour tout invariant /, de degré s des formes binaires de degré 2¢g + 2,
on a alors [,(f) = M°1,(f') avec M = (ad ~ bc)9*+'u=2. Réciproquement, s’il existe r € K* tel que, pour
tout invariant I, de degré pair s des formes binaires de degré 2g+2, 1,(f) = r*I,(f’), les courbes d’équations
y° = f(z) et y* = f'(z) sont K-isomorphes.

Nous considérons dans cet article exclusivement 'invariant absolu v(f) défini par

_ A29+1(f)
1) =55

ol D(f) désigne le discriminant de la forme binaire F (lequel est égal, lorsque ag = 0, & aA(f), out A(f)

est le discriminant de f), A(f) = Zif{f -(C:—ll:akazg.,.g_k (cf. [7], p. 305) et C% désigne le nombre de
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combinaisons & & éléments d’un ensemble & n éléments (= 0si k > n ou si k < 0). D(f) (resp. A(f)) est un
invariant de degré 2(2g + 1) (resp. 2) et d’indice (2g + 2)(2g + 1) (resp. 2g + 2).

Nous dirons ici qu’une équation y*> = f;(z) ou f;(z) est un polyndme de degré 2¢ + 1 ou 2¢g 4+ 2, i coefficients
dans Q(t) sans racines multiples, définit une famille géométrique ¢ un paramétre de courbes hyperelliptiques
de genre g sur Q si I'tmage de la courbe dans la variété de modules des courbes de genre g est non con-
stante. C’est le cas si et seulement si I’'un au moins de ses invariants absolus, par exemple Y(f;), est une
fraction rationnelle non constante. Une telle famille permet, par spécialisation du parameétre en des valeurs
rationnelles, d’obtenir une infinité de courbes hyperelliptiques de genre g deux & deux non Q-isomorphes.

2 Construction de la courbe Cj;
Fixons g un entier > 1, et soient t € Q* et A un élément de degré < g de Q[z] tels que la courbe C' d’équation
v* = f(z) = A%(c) + 4tz29H!

soit hyperelliptique et de genre g. Notons co son unique point a Pinfini, Py = (0, A(0)) et Do le diviseur
(Po) = (00).

Lemme 2.1 §'il existe un diviseur rationnel D, tel que 29D, ~ Dq, alors Dy définit un point rationnel de
la jacobienne de C d’ordre divisant 2g(2g + 1).

Il est en effet clair sur I’équation définissant C que le diviseur de la fonction ¢ = y — A(z) est

(0) = (29 + 1) Do.



Par conséquent Dy définit un point rationnel de la jacobienne de C d'ordre divisant 2g + 1. En fait, on
montre trés aisément que cet ordre est égal & 29 + 1. Considérons alors la fonction y de diviseur

{x) = 29Dy — Do.
1l vient alors
(ex**1) = 29(2g + 1) Dy,
ce qui termine la preuve de ce lemme. On peut de plus remarquer que 'ordre de la classe de Dy est > 2g+ 1.
Notons P; = (1, 11) (le calcul montre que ’on peut supposer 1’abscisse de Py égale 4 1, son ordonnée sera fixée

ultérieurement). La stratégie adoptée ici consiste & déterminer C de sorte que le diviseur Dy = (P} — (o0)
vérifie les hypothéses du lemme 2.1, dont nous conservons les notations.

Le diviseur de la fonction ) = zy est
(¥) = 29(~1) + (Fg) — (29 + 1)(0),

ol ¢ désigne I'involution hyperelliptique. En particulier ¢ € £({2g + 1}(oc)). Par le théoreme de Riemann-
Roch, cet espace vectoriel est engendré par les fonctions {1,z,...,z9, y}, si bien qu’ll existe un élément U
de Q[z] de degré < g, tels que ¥ = y — U. La condition sur le diviseur des zéros nécessite ’équation

(A= U)A+U) = 4tz((z - 1)9 - 29)((z — 1)? + 29).

Comme ¥(Pg) = 0, il vient le systéme (on vérifie a posteriori que 'on peut procéder & une factorisation de
la sorte sans restreindre la généralité du probléeme)

{ A-U = 2(z-1)9+29]

A4 U 2z[(z — 1)9 - z9].
D’ou
U = z[(z—-1)9-z9 - t[(x = 1) + z9)
{ A = z(z-1)7 =2+ t{(z - 1) + 29).
Si bien que

Frele) = [2((z = 1)9 = 29) + t((z — 1) + 29))? + 41229+,

Or P; est un zéro de ¥, ce qui impose 3 = —(¢ + 1), compte tenu de ce que U(1) = —1 —t. Comme
f1.e(1) = (& + 1)2, il est désormais clair que Dy = (Py) — (co) définit un point rationnel de la courbe Ci
d’équation y* = f(z). Réciproquement, comme on le vérifie aisément, la fonction x ainsi obtenue a bien
pour diviseur 2g); — Dy.

3 Preuve du théoréeme 1

Lemme 3.1 Le discriminant A(f,,) est un élément de Q[t] non identiquement nul, et divisible part + 1.
Supposons que A(fy ) soit identiquement nul. Il existe alors Py(t, x) et Py(t, z), éléments de Q[t, z], tels que
f]‘t(I) - Pl (t, I)Pg(i, .’.'.‘)2.

Comme d°(f; ;) = 2, (d°(P1),d°(P2)) = (0,1) ou (2,0). Supposons (d°(Py),d’(Pz)) = (0,1). Alors P(z) =
Py (t, z) divise tous les coeflicients de ¢ dans f; ((z). 1l existe donc @, et @, éléments de Q[z], tels que

{ (z—-1)9+ 27 P(z)Q1(z)
z[(z - 1)9 - z9] Pa(z}Q2(z),

Donc Pi(z) = az pour un a € Q". En particulier P (0) = 0 = f,,(0), ce qui est impossible dés que ¢ # 0.
De fagon similaire, on montre que (d°(P,),d%(P,)) = (2,0) est absurde. La seconde assertion découle de
ce que f1,—1(z) = (z — 1)*[(z — 1)*9 — 229(z - 1)97 (2 + 1) + %9}, ce qui termine la preuve de ce lemme.
Remarquons que f o(z) = [z(z — 1)9 — z9t1]2| et ¢ divise également A(f ;).

imnn



Lemme 3.2 Sig > 3, alors A(fy -1) = 15%);1—— En particulier, t + 1 ne divise pas Uinvariant A(f1 ).
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On vérifie aisément que tel est le cas si ¢ = 3. On suppose g > 4 dans la suite de la démonstration de ce
lemme. Avec les notations de la premiére partie, on a, si 0 < & < 2¢g + 2,

ag = (—1)"[6’-;9 +ug — 2v;¢C-,g 4 (C’ 24w )t?),

oty =2etve=1sik#1, etol

-1 s k=0,
Up = —QC; sl 1<k<y,
0 si g+ 1<hk<29+2,

3 s k=2,
we =4 2057%  si 3<k<g+2,

0 sinon.
II vient
~ (=* —~1)g+! "
A(fl't) - QZ E;'2g+‘4.’ Okdagta-k + (Cﬂ?".:z g+1
g
S(Qi -1) 2 2 . , .
= t 4t* — 4gt 2g — 1)t° —4dgt + 1
g+1 +(9+1)(2g+1)[ gt +g°lg(29 - 1) gt + 1]
g=1 (_.1)k . 2 . . ) )
-1 - - _ _
+2E Clora [Coat” = 203"t + C371[(2C5 ™2 + Co ")t — 20557t 4y — 2C]
=3
( 1)¢ ) ]
ngn T (C +200)e* - 208}t + €, — 2[(CY, + 2t* - 205, 't + CL 7]
—1)o+!
(cﬂ)+1 [(20 + G35 e ~ 2085t + G4
29+2
On remarque que
Cy+2 +2C2 + 2Cy+1 _9 = Cf;fg . 26‘2 .y
& +2+20 Cg— = Cipy1+2

2g+C"'+1 c +c

et,siJ<k<g-—-1,

{ Ck +2CK 1+ C572 = Chya
2Ck- =’-+c!.‘92+2c L4 Ck —2Ck = 20%-2-2Ck 4 Ck L,
Par conséquent
g-1
Alfi-1) = 29(g+4)+2d (~1)*[2C52 - 2Ck + CF, 4]
k=3
W e Loz opeg,+ 1+ C oty
C"g+2 - Cg;-+2

Par ailleurs, un calcul aisé montre
2k oa(- 1y
2 Tioa(~1)Ce
2 Zk:a(_l)kcgg+2

(—1)99(3 = g) = 2(1 + (—1)9),
(9= 102 —g) +2(-1)9%1,
—1)9[C3 5, - 2C5, 0] ~ 29(29 + 1).



Donc
Alfi-1) = 2(- 1)9“ 2+ 6(-1)% (—1)9[05;*:2—20 m]

[62g+2 +2)[CsHE, +2C2 - 2] + [cg;;Z + 2g)2,

g, G
$01t encore
g+ 1
A = Al eg 200 -2 - CLET -1y
g
(=)ot g+ g+2
42 g
e C"?;ig [ g+2 C2g+2+c2g+2]:
et donc
(=1)**'(g +1) (=1)t!
Alfi-i) =1 =16 ,
! (9 + Q)ngq-z ng-:z

et le lemme est démontré.
Lemme 3.3 D, définit un point rationnel de la jacobienne de Cy, d’ordre 2g(2g + 1).
D’aprés le lemme 2.1, dont nous reprenons les notations,

29(29 + 1)Dy = (L),

ou L = %"’5:—:: Supposons que ’ordre de la classe de Dy soit I’entier { tel que Im = 2¢g(2¢ + 1) pour un
m € N*. 1l existe alors une fonction N telle que {D| = (N}, et donc un élément a € Q™ tel que L = aN™.
Evaluons L en les points Py = (0,(—=1)92) et @ = (—t,0). Le calcul montre que L(Py) = 229F+2129+1 ¢t
LQ) = —212':—_1)1. On obtient par conséquent 1’identité suivante

(1) 2IHINT QI = —N™(Po)(t + 1)7,

dans laquelle on peut supposer N{(Py) et N(Q) €léments de Z[t]. D’une part, la considération de la valuation
en t + 1 des deux membres de (I;) montre que m divise g. D’autre part, une rapide étude de la valuation
en 2 du contenu des deux membres de (/1) impose que m doit également diviser 2g + 1, ce qui est nécessite
m = 1, et termine la démonstration de ce lemme.

Nous sommes en mesure de démontrer le théoréme 1. Nous supposons g > 3, lescas g = 1 et g = 2 se
traitant aisément par ordinateur. Le lemme 3.1 montre que C; est génériquement de genre g, que ¥(f1 )
existe et, joint au lemme 3.2, que ¥(f_1) = oo. Si l'on considére un {g € Q en dehors de ’ensemble fini des
zéros de A(fi.:), alors v(fe,) est un élément de Q (en effet, avec les notations de la premiére partie, a; = 4t,
et donc les ensembles des racines de A(f, ;) et de D(Fy ;) coincident), en particulier y{fi,) # 0o : v(f1,:) est
donc un élément de Q(t) non constant. Ceci, joint au lemme 3.3, termine la preuve du théoréme 1.

4 Meéthode de construction de C, et Cy,

Dorénavant g désigne un entier > 2. Soient ¢ € Q* et A un élément de degré < g de Q(z] tels que la courbe
C d’équation

y* = f(z) = A%(z) - 4zt (2 — 1)97!
soit hyperelliptique et de genre g. Notons oo son unique point a Vinfini, £y = (0, A(0}), A = (1, A(1)) et Do
et Dy les diviseurs respectifs (Pg) — (co) et (P1) — (o0). La démonstration du lemme suivant est similaire &
celle du lemme 2.1.



Lemme 4.1 51 —(g + 1)Dg + (g + 3) Dy est le diviseur d'une fonction x, alors la jacobienne de C posséde
un point rationnel d’ordre divisant 2g° 4 59 + 5 et différent de 1,

La stratégie adoptée ici consiste & déterminer C de sorte que les hypothéses du lemme 4.1, dont nous
conservons les notations, soient vérifiées. Remarquons pour ce faire, que le diviseur de la fonction ¢ = z9+1yx
est

(¥) = (9 + 1)(P5) + (g + 3)(P1) — (29 + 4)(00),

ou o désigne I'involution hyperelliptique. En particulier ¥ € £((2¢ + 4){c0)). Par le théoréme de Riemann-
Roch, cet espace vectoriel est engendré par les fonctions {1,z,...,z9+2, y, 2y}, si bien qu'il existe des éléments
U de degré < 1 et V, dont on peut supposer le coefficient dominant égal & 2, de degré g + 2 de Q[z], tels
que ¥ = yl/ — V. La condition sur le diviseur des zéros nécessite I’équation

(Eo) (AU = V(AU + V) = 429t (2 = 1)97 [tzU? - (z = 1)4).

On montre aisément que z9%* (resp. (z —1)9~!) divise AU + V (resp. AU — V). Nous construisons dans les
parties suivantes des éléments p et ¢ de Q[z], respectivement de degrés 1 et 3, tels que

(E) tzU*(z) ~ (z = 1)* = p(z)q(z),
selon que U/ est de degré 0 ou 1. L’équation (Fg) admet alors pour solution le systéme

AU -V = 2z -1)9"14(z),
(%) {AU+V = =2z9+1p(z%.z

Réciproquement, si U et V sont solutions de (S), alors le diviseur de x est égal & —{g + 1)Do + (g + 3)D;.

5 Construction de C; et preuve du théoréme 2

Nous supposons dans cette partie que U est de degré nul. Quitte 3 modifier ¢, on peut supposer I/ = 1, et
4

p(z)=z—v Sit= L'#L, Péquation (E) admet la solution ¢(z) = —z + (4 — v)z® — (v — 4v+ 6)z + 1.

Du systéme (S), on déduit

A=zp(z) + (z - 1) ¢(z) = (g + 3 — 20)27* + a(z),

ou a(z) est un élément de Q[z] de degré < g. Comme le degré de A est < g, il vient v = 9-.2L3 Nous
considérons, dans la suite de cette partie, I’équation de C; donnée en introduction, laquelle s’obtient aisément
a partir des quantités précédentes. Le théoreme 2 découle des deux lemmes suivants.

Lemme 5.1 Le genre de Cy est égal 6 g.

Notons t = 2(g + 3)(g + 1)* et Ay(z) = z9t!p(z) + (¢ — 1)9=1¢(z), o p et ¢ se déduisent de maniére
évidente de ’équation de C, donnée dans I'introduction. Il s’agit de montrer que f; est sans racine multiple.
Supposons donc 'existence d’une telle racine multiple, zg, nécessairement différente de 0 et 1 comme le
montre un rapide calcul. De fy(zo) = f;(z0) = 0, nous déduisons I’équation

2zo(zo — 1)Ag(zo) = [(29 + 1)z0 — (9 + 2)}Aq(20),
soit encore 231G (z0) = (2o — 1)9-1 H(zo), o

G = (9+3)zp-2g+ Up+8(g+3)z(zx 1)

H = 3zg—{g+ 2)g— 2z(z - 1)q".

L’unique racine entiére positive du résultant de G et H par rapport & z est g = 1. Par conséquent, G et H
+1

sont sans racines communes {car g > 2), et H(zo)G(zo) # 0. Il vient alors {zq — 1)9-! = igmg;(:r”)‘ Notons

Fy et Fo les éléments de Q[z] définis par



(2 —1)2F(z) = (Hp+ Gq)? — 4tzGH

et

(z-1)Fy(z) = (Hp+Go)l((g — g+ (z-1)¢")zG + ((g+ 1)p +4(g + 3)z)}(z — 1) H]}
—2tGHz[(29+ 1)z - (g + 2)].

Le calcul montre que les équations fy(zo) = fy(zo) = 0 équivalent & Fi(zo) = Fa(zo) = 0. Le lemme découle
de ce que le résultant de F| et F; par rapport & r est un polynéme en g, n’admettant pour racine aucun
entier positif.

Lemme 5.2 Si g > 2 est pair, U'ordre de la classe de Dy est égal a 2¢% + 59 + 5.

943 ,(g=1)(g+1)

Le diviseur de L = %1— est égal & {Dg, ou ! = 2g% +5g +5 et p = y — A,. Sil est premier, le
lemme est trivial. Supposons donc ! = mn, pour deux entiers m,n > 2, et l’ordre de la classe de Dy égal &
n. Par conséquent, il existe une fonction M de diviseur nDy. De maniére similaire & la démonstration du
lemme 3.2, on évalue L en P¢ = (0,8(—1)9"!) et en PY = (1,-2(¢g + 3)(g + 1)). On obtient ainsi I’égalité
suivante, que I’on peut supposer dans Z :

(12) (94 1)*(g +3)77 M(PF)" = £7H M(PD)",

Supposons g pair. D’'une part, [ est impair, et donc m et n également. D’autre part, 2 ne divise ni ¢ 4+ 1, ni
g+ 3, et 'étude de la valuation en 2 des deux membres de (/2) montre que n divise 2(3g + 1), donc n divise
3g + 1. Le lemme découle de ce que { et 3g + 1 sont premiers entre eux.

6 Construction de Cs, et preuve du théoréme 3

Nous supposons désormais que U est de degré 1 et, quitte & modifier ¢, on peut supposer I/ = z — u. Si
4
p=z—-vett= ;((‘HV, Péquation (E) admet la solution

24 2uv 4 (6 — 8u — u?)e? + 4(u? - Vv + l:cz u?v? +4(1 — u?)v? + (6u® - 8u— v+ 2um 1

v(v — u)? v(v — u)? v

g=-

Notons R = z9t!p 4 (z — 1)9~ 4. Le calcul montre que
(u—v)R(u) = u9tv? — 2u9¥2y 4 y¥73 — (y — 1)9+3,
et le discriminant réduit par rapport & v du second membre de 1’égalité ci-dessus est

§ = udt(u— 1)+,

2
Si g est impair, § = [utﬁtx'(u - 1)"#] ,et lon a

wt? £y (u— 1)

v= ugtl

2
Si g est pair, on pose u = 2, auquel cas § = [(IT‘:,?,—.F;] ,et Pon a

[l est clair qu’avec ces choix A = % est, dans les deux cas, un élément de Q[z]. Nous choisissons dans 'un et
'autre cas, la fraction rationnelle v avec le signe — entre les deux membres du numérateur. Une équation de
la courbe Cs ., de I’énoncé du théoréme 3 est donc y2 = fa 4 (z) = A% — 4tz9+2(2 — 1)9-1, oul le paramétre w
est égal & u si g est impair, et & z si g est pair. Le théoréme 3 se déduit du lemme 4.1, et des trois lemmes
suivants.



Lemme 6.1 Le genre de Ca,y, est égal a g.

La démonstration de ce lemme est analogue a celle du lemme 5.1, en montrant que 'unique racine multiple
de h(z) = f(z)U?(x) est, génériquement, u, dont on vérifie qu’elle n’est pas racine multiple de f.

Le lemme 6.1 montre, en particulier, que 4{f2 ) est un élément bien défini de Q(w).

Lemme 6.2 Si g est pair, ['ordre de la classe de Dy dans la jacobienne de Ca 4, est égal ¢ | = 292 + 59 + 5.
St ¢ = —1 mod 4, cet ordre est un multiple de % Sig =1 modd, cet ordre est un multiple de i—.

Nous conservons les notations et la méthode de la démonstration du lemme 5.2. Nous supposons | = mn,
avec m,n > 2, la classe de Dy d’ordre m, et évaluons L en les points P§ et P{. Il vient alors

L(Pg) _ (=111 —u)9t3

L(P7) — ud+3p2a+2(] — )t~

Si g est impair, on a l'identité suivante dans Z[u] :
(~)H D (1 - ) A (PY) = [0 (u - )RR (- )M (PY).
Il est alors clair que » divise 4. 81 ¢ = —1 mod 4, ! n’est pas divisible par 4 et donc n divise 2.

Si g est pair, on a 'identité suivante dans Z[z] :
(13) (1— 2?22 DM (PF) = (1 - 297y (1 = 2943) 2042 pm(Py).

Les entiers g + 1 et ¢ + 3 étant impairs, z + 1 ne divise ni 29T1 — 1 ni 2973 — 1. Par conséquent, 1’étude de
la valuation en z + 1 des deux membres de (/3) montre que n divise 2(g + 3). Soit p un nombre premier
divisant n. Comme dans ce cas { est impair, p # 2, et donc p divise g + 3 et, comme ! = 2¢(g + 3) — (g = 5),
p divise g — 5, si bien que p divise 8 = (g + 3) — (g — 5), ce qui est absurde, et le lemme est démontré.

Lemme 6.3 La fraction rationnelle y(f2 ) est non constante.

Supposons g impair. Le calcul montre que f2 ,, tend vers f2; = [z91! — (z — 1)9+1]? lorsque w = u tend vers
1. Par conséquent u — 1 divise A{f2). Par ailleurs, un calcul similaire & celui du lemme 3.2 montre que

A(fan) =2 {1 + Mjl .

g+1
CZQ-I-Z

Par conséquent I'invariant ¥(f,) est un élément de Q pour tout v € Q sauf un nombre fini, et égal &
oo quand u = 1. Donc v{f2) est non constante dans ce cas. Si g est pair, on se raméne 2 la situation
précédente en faisant tendre = vers 0, ce qui achéve la démonstration du lemme, et donc du théoréme 3.
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