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Sur une conjecture sur les points de torsion
rationnels des jacobiennes de courbes

Franck Leprevost

1 Enonce d'une conjecture de Flynn

Flynn formule, en p. 264 de [F-l], la

Conjec t ure: Il existe une constante K, teile que.. pour taut entier 9 2: I, et pour taut entier l tel que
1 :5 L< "'9, il existe une courbe hyperelliptique definie Bur QI de genre 9, dont La jacobienne est munie d'un
point rationnel d'ordre l.

Le but de cet article est de demontrer de fa~on constructive cette conjecture, avec la constante K =3. Plus
precisement, nous montrons iei les resultats suivants, la notion de famille etant definie plus loin :

Theoreme 1.1 Boit 9 un entier 2: 1. Pour taut entier I tel que 1 ~ I ~ 29 + 1, il existe une familie
geometrique a un pammetre de courbes hyperelliptiques definie sur QI de genre g, dont la jacobienne possede
un point mtionnel d'ordre l.

Theoreme 1.2 Soient 9 ~ 1. Bi lest un entier pair tel que 29+2 ~ I ::5 39, il existe une familie geometrique
a un pammetre de courbes hyperelliptiques de genre 9 definies sur Q, dont la jacobienne possede un point
mtionnel d'ordre l. Si lest un entier impair tel que 29 + 1 ~ l ~ 39 - 1, il existe au moins une courbe
hyperelliptique de genre 9 definie sur Q, dont la jacobienne possede un point rationnel d'ordre l.

Les demonstrations de ees theoremes sont effectives, comme on va le vair dans les seetions suivantes.

Remarque : On n'a a l'heure actuelle guere de renseignements sur la valeur maximale de "', ni sur l'ordre
maximal d'un point rationnel de lajacobienne d'une eourbe detinie sur Q, hyperelliptique ou non, en fonction
du genre 9 de celle-ci, le record actuel etant, a. notre connaissance, 29 (29 + 1) (cf [L-2], voi r (L-l) et (F-2]
pour les records precedents). De meme, on ne sait pas, pour 9 ~ 2, s'il existe des entiers I qui ne peuvent
pas etre l'ordre d'un point rationnel de la jaeobienne d'une eourbe de genre 9 definie sur Q.

Afin de definir la nation de familIe geometrique aun parametre de eourbes hyperelliptiques, il est necessaire
de rappeier les notions suivantes (cf. [MD.

Soit
F = aoxn + a1Xn-1y + ... + anyn

une forme binaire de degre n, acoefficients dans un corps f{ de caracteristique O. Un invariant de F est une
expression polynömiale I (ao, ... , an) teile que

l(a~, ... , a~) =(det A1)-k I(ao, ... , an),

• Adresse: Universite Paris 7, Departement de ~\'tßthematiques,tour ·15-55, Seme etage, 2 place Jussieu, 75252 Paris cedex
05, France. E-mail: leprevotOmathp7.jussieu.fr
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si l'on fait suhir a F une transformation

{
X
y

= rX'+sY'
=tX' + uY'

00 M = (~ :) cle GL,(I<). Le degre cle I est Je clegre total cle I relativement a (ao, ... , an), et k est

l'indice de I. Un invariant absoLu de F est un quotient de deux invariants de meme degre.

Soit y2 = f(x) Pequation d'une eourhe hyperelliptique, Oll f(x) = aox2g+2 + alx2g+1 + ... + a2g+2 est un
polynome a coefficients dans f{, de degre 2g + 1 ou 2g + 2, sans racines multiples. 0 n Iui associe Ia forme
binaire F definie par

F(X, Y) = y2g+2 f( X ).
y

Un invariant (resp. invariant absoLu) de f est entendu comme etant eelui de la forme binaire F assoeiee.

Par exemple, nous avons le discriminant de la forme binaire F, V(F), qui est un invariant de degre 2(2g +1)
et d'indice (29 +2)(29 + 1). Un autre invariant, de degre 2, d'indiee 29 +2 et note ici A, s'obtient de maniere
explieite, avec les notations preced.entes, par

2g+2 (2 2)-1
A(F) =L (_1)1c g: a2g+2-1c ak.

k;::O

Ainsi, la quantite

definit un invariant absolu de f.

Nous dirons ici qu'une equation y2 = f(x) ou f(x) est un polynome de degre 29 +1 ou 2g + 2, aeoefficients
dans Q(t) sans racines multiples, definit une familIe geometnque cl un parametre de courbes hyperelliptiques
de genre 9 SUT Q si I'image de la eourbe dans la variete de modules des eourbes de genre 9 est non eOil
stante. C'est le cas si et seulement si I'un RU moins de ses invariants absolus est une fraction rationnelle non
constante. Une teile famille permet, par specialisation du parametre en des valeurs rationnelles, d'obtenir
une infinite de eourbes hyperelliptiques de genre 9 deux adeux non Q-isomorphes.

2 1'\,=2

Nous etablissons dans cette section le theoreme 1.1. Remarquons tout d'abord que si, pour tout entier I
tel que 9 + 1 ~ L :s 2g + 1, (Cl) est une familie geometrique a un parametre de eourbes hyperelliptiques de
genre g dont lajacobienne pos.sede un point rationnel d'ordre L, alors, pour tout entier m tel'que 1 ~ m :$ g,
la jacobienne de l'une de ces eourbes possooe un point rationnel d 'ordre m. En effet, tout tel m admet un
mul tiple_l eompris entre 9 + 1 et 29 + 1, et Ja eourbe (CI) eonvient.

Soit maintenant f( un corps de caracteristique 0, 9 un entier '2: 1, et f un element unitaire de K[x] de degre
2g + 2, tel que I'equation y2 = f(x) definisse une eourbe (C), hyperelliptique et de genre g. Notons +00 et
-00 les deux points rationnels de (C) aI'infini. Avee ces notations, nous avons le lemme general suivant :

Lelnlne 2.1 Saient L tm entier '2: 9 + 1, et P et Q deux elements unitaires de f{ [x] de degres respectifs I et
L - 9 - 1, tels que

p 2(x) - Q2(x)f(x) =constante =j:. O.

ALors Le diviseur DOCJ = (+00) - (-00) defin it un point rationneL de La jacobienne de (C) d'exposant L, et
d'orore different de 1.
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En effet, le diviseur de la fonetion P(x) - yQ(x) etant egal a l Drx:n la c1asse de Doo dans la jacobienne de
(C) est d'exposant l. De plus, si I'ordre de cet element etai t egal a 1, (C) serai t de genre 0, ce qui est absurde.

Fixons I tel que 9 + 1 ::; I ::; 2g + L Soient Q et R deux elements unitaires de f{[x] de degres respeetifs
I - 9 - 1 et 29 + 2 -I. Alors P = Q2R - t et f = (Q2 R - 2t)R sont des elements unitaires de [{(t)[x) de
degres respeetifs I et 2g + 2, et verifient I'equation :

Notons (CQ,R) 1a courbe d'equation y2 = f(x) obtenue avec un tel f. Afin de montrer qu'une teIle construc
tion definit une familie a un parametre de courbes hyperelliptiques de genre 9 dont la jacobienne est munie
d'un point rationnel d'ordre 1, nous specialisons Q et R en :

{
Q(x) = x l - g- 1

R(x) = x29+1-/(x + 1) + a

Notons ft,a,z(x) le polynome et (C1,t) la courbe obtenus avec ce choix.

Lemme 2.2 Pour taut 9 ~ 1 et tout entier I tel que 9 + 1 ::5 I ::5 29 + 1, le discriminant V(ft,a,d est non
identiquement nul.

Fixons I dans l'intervalle considere, et noton8 f(t, a, x) = ft,a,z(x) pour la demonstration de ce lemme.
Supposons que !(t, a, x) ait une racine multiple en x : il existe alors deux elements Pdt, a, x) et P2 (t, a, x)
de Q[t, a, xL ou P2(t, a, x) est sans facteur carre, tels que 1'0n ait l'identite

L'on montre aisement que le degre de PI en a et t est nuI. On deduit de l'identite ei-dessus, en notant plus
simplement Pt (x) = P1(t, a, x), que P? (x) divise tou tes les derivees partielles de f (t 1 a, x) par rapport a t ou a.

Ainsi
a 29+1-/ 2 aBi f(t, a, x) =-2x (x + 1) - 2a = PI (x) Bi P2 (t, a, x),

PI (x) est done constant, et la courbe (CI ,t) est hyperelliptique de genre 9.

Notons SI = {2,3}, S2 ={3, 4}, S3 ={5, 6}, S4 ={7}, S5 ={9} et Sg =0 pour 9 2: 6. Le calcul montre :

Lemme 2.3 Pour tout 9 ~ 1 et taut entier I tel que 9 + 1 ~ I ::5 2g + 1, l'invariant A (ft ,a ,I) est un polynöme
en a et en t, non identiquement nul. Plus prtkisement, notans, pour taut entier n tel que 0 ::5 n :5 2g + 2,
PI = (-1)1eg,+ 2) -1. On a A (ft ,a ,I) = -4at (1 + 2pt) + jjl ou jjl est donne dans le tableau ci-dessous pour
I fI. Sg.

9 > 1 et I fI. Sg

2g+ 1 -4t(1 + 2pd
2g -4t(2pl + P2)

2g - 1 -4tP2
9+ 2 2a2 (p2 + 2pg+d
g+l 2a2 + 4(a 2 + t2 )PfJ+l

I 9 + 3 < I < 2g - 2 ~ jjl

si 31 = 49 + 4 4aJ pI
si 31 =4g + 5 4a;:ipI_l
si 21 = 39 + 3 a4 pg+I

slllon 0
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Remarque : Les expressions de A pour 1 ~ 9 ::; 5 et I E 5g s'obtiennent aisement et n'affeetent en rien les
resultats qui suivent.

Lenlllle 2.4 Po ur tout 9 ~ 1 et I tel que 9 + 1 :S I ::; 2g + 1, Ia courbe (C1,1) deji Tl it une farn iIIe geornetriqu e
cl un parametre de courbes de genre g.

Le lemme 2.2 montre que l'invariant absolu 'Y(!t,a,t} est un element bien defini de Q(t, a).

Les eas 1 ~ 9 :5 5 se traitent directement a l'aide d'un ordinateur. Supposons 9 2:: 6 dans la suite de la
demonstration de ce lemme.

Remarquons taut d'abord que :

et
!t,o,J{::t) = (x + 1)::t 2g+1

-
1

(X
I
-

1(x + 1) - 2t) ,

done, pour tout I tel que 9 + 1 ~ I :5 2g + 1 (resp. 9 + 1 :5 I :5 2g - 1), une puissanee strictement positive de
t (resp. a) divise le diseriminant V (!t ,a ,I), Ceci etabli t le lemme pour les I E [g + 1, 2g - 1] tels que A "# jJat

Oll jJ E Q".

Notons ici N = {I E [g + 3,2g - 2] ; 3p E Q", A = pat} U {2g, 29 + I}. Supposons 9 + 2 :5 I :5 29, t '# 0, et
soit Xo tel que !t,a,z(XO) = !:,a,I(XO) =O. De I'equation

on deduit le systeme

{
Pt~a,l (::to) = t

2

P:,a,I(XO) = 0

Reeiproquement, si xo i 0 est solution de ee systeme, Xo est raeine multiple de ft,a,l(X), Ceci est le cas avee

Xo =- ;:t;:~ et Go = _x~9+1-1 (xo + 1), done a - ao divise V(!t,a,l). Il est clair que ao i= 0, ee qui, en vertu

du lemme 2.3, montre que 'Y(!t,a,t} est non eonstante pour I E JV - {29,2g + 1}.

Pou r I = 29 I ao = 2g') ';5
9

+3 equivautag = 1, eas que nous avons deja trai te.

Enfin, supposons I = 29 + 1 et t i O. On a

{
ft,a,2g+1(X)
f:,a,2g+d x )

= (x + a + 1) (x 2g (x + a + 1) - 2t)
=x 2g(x + a + 1) - 2t + (x + a + 1)X29 -

1 (2g(x + a + 1) + x)

Soit xo tel que x~g+l + 4t9 =0 et ao = - (29+1J;0+22. Le cnleul montre que

ft,ao,2g+1 (xo) =f:,ao,29+ 1 (xo) =0,

si bien que a - Go divise le discriminant par rapport a x de /t, a,2g+ I' Comme Xo '# 0, Go :j:. -1, done a - ao
ne divise pas A(!t,a,2g+d et le lemme 2.4 est demontre.

Lemme 2.5 Pour toul 9 2: 1 et loul entier I tel que 9 + 1 $ I :5 2g + I, I'ordre de la cIasse de Deo dans Ia
jacobienne de (G1 ,t) est egal cl l.

Si I est premier, ee lemme est demontre. Supposons done I = mn, Oll m et 71 sont deux entiers 2:: 2, et soit
1/J (x, y) = U (x) - yV (:c) avec U et V deux elements de Q (a I t)[x] premiers entre eux eil la variable :c, teIle
que

(1/J) = mDeo .
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Par suite 1 il existe >. E Q'" tel que rp =>'1/1".

Su pposons 9 + 2 ::; I ::; 29 + 1, et montrons que 1 necessairement, n = 2. Pour cela, choisissons t = 1-4v'J et

a = v:l:' l' Les deux points ~ =(0 1 1) et R 1 =(1, vV;! ~) sont des points rationnels su r Ia courbe et l'on a

rp(~) = v
2

- 1
4

et
(v - 1)3

rp(Rt) = 4(v + 1)'

Done l'equation

s'ecrit

rp (Ro) _ (1/1 (Ra) ) n

rp(Rt} - 1/1(Rd

1/1(R1t(v + 1)2 = 1/1(Ra)"(v - 1)2.

On peut supposer cette identite dans Q[v] et t/J(~) et t/J(RtJ premiers entre eux sans ouire a la generalite
du probleme. Il existe aIors un element non nul XO de Q[v] tel que t/J(~) = (v + I)Xo, et I'on a :

1/J (R 1t = (v - 1) 2 (v + 1t -2x~ J

ce qui impose n = 2.

Par suite

soit encore
2>.U(x)V(x) = xl-(g+l)

et

(E)

Le degre du membre de droite de l'egalite (E) est egal a 1. U et V etant premiers entre eux, supposons
dans un premier temps U(x) = tlOXI-(g+l) (uo ::j:. 0) et V(x) = 2ulo>" En ce cas, le degre du membre de

gauche de (E) est celui de ft,a,1 i-e 29 + 2, Si maintenant V(x) =voXI-(g+l) (vo "# 0) et U(x) = v.,lvo' le
degre du membre de gauche de (E) est 2:: 29 +2, Dans Pun et l'autre cas, on aboutit a une contradiction J et
donc 1 si 9+2 ::; I ::; 29+1, laclasse du diviseur Deo definit un point rationnel de lajacobienne de GI,1 d'ordre l,

Supposons maintenant I = 9 + L L'expression de ft,B,1 est donnee par:

Prenons t = (a-uJia+u ) J ou U est une indeterminee. On a alors ft,a,g+l (0) = u2 si bien que Ra = (0, u) est

un point rationnel sur la courbe. De plus rp(Ro) = (a;~,r'J Jet l'on a l'identite suivante dans Q(a, u) :

Soient done R, SE Q[a, u] premiers entre eux, tels que t/J(Ro) = ~. Il vient
~

2>'aR"(u, u) =(a - u)2S"(u, u).

Par eonsequent a divise 5(a, u), ce qui impose n = 1 et done Deo definit dans ce cas egalement un point
rationnel de la jaeobienne de (GI,t} d'ordrc I, ce qui acheve Ia demonstration du lemme 2.4 et donc du
theoreme 1.1. En particulier, la conjecture est etablie avee Ia constante '" = 2.

Remarque : Soit 9 ::::: 2 et I tel que 9 + 1 ::; I ::; 2g + 1. La eourbe (GQ,n) definit vraisemblablement une
famille en les parametres de Q et R, dans un sens convenable, de courbes hyperelliptiques de genre g, mais
nous n'avons pas de preuve de ce fait eo toute generalite.
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3 Les resultats de Flynn

Considerons les deux sui tes d'e1ements de Z[x] detinies par les relations :

et, pour i 2:: 1,
Oi+dx) = (x + 2)B;(x) + 2(x + 1),p;(x),

tPi+dx) = 20i (x) + (x + 2),pdx).

Nous montrons dans cette section le theoreme 1.2. Pour ce faire, naus rappeions l'enonce suivant de Flynn
([F-2], Result 1, p. 435) :

Theoreme 3.1 Pour tout g 2:: 1 et tout entier T tel que 1 ~ T ~ ~ I

(a) Ja classe du di viseur ration nel D ={(0, 0), (g - 1).00) dans la jacobien ne des courbes hyperelliptiques de
genre 9 de Ja familie ci (g - 2r + 2) parametres definies par :

g-2r+l
y2 + (t/Jr(Z)Y - Br(x)xg). L Wk xk = z29+1 + x 2g ,

k=O

ou Wo -I 0 ou _42- r,est d'ordre I = 2g + 2r - 1;
(b) la classe du diviseur rationnel D = {(O, 0), (g - l).oo} dans La jacobienne des eourbes hyperel/iptiques de
genre 9 de la familie ci (g - r + 1) parametres definies par :

(
g-r)

y2 = (y _ x g+r ) zg-r+l +L Wkxk ,
k=O

ou Wo -I 0, est d'ordre l = 29 + 2r.

Dans san article, Flynn montre que l'ordre de la classe du diviseur D dans lajacobienne des courbes definies
ci-dessus est egal aL. En revanche, il ne veri fie pas que le genre de ces courbes est egal ag, ni que ces courbes
sont non constantes. Nous montrons dans cette section que 1e genre des courbes du theoreme 3.1 est bien le
genre apparent 9 et, dans le cas (b), que ces courbes definissent une familie geometrique a un parametre de
courbes hyperelliptiques sur Q. Nous n 'avons pu etablir ce dernier resultat dans le cas (a).

Cas (a) :

Notons Sg+1-2r (x) = L~~~-2r Wkzk. La courbe consideree est Q-isomorphe a. 1a courbe notee ici ctl,
d'equation

(A)

Choisissons Sg+1-2r(X) = ax9+1- 2r +t ; notons a10rs ct} 1a courbe ainsi obtenue, et kt,a,r(x) 1e membre de
droite de (A).

En considerant 1e degre en ade ke,a,r(x), il est aise d'etablir Je

Lemme 3.2 Pour taut 9 ~ 1 et tout entier r tel que 1 ~ r :5 ~, le discriminant V(kt,a,r) est non identique
ment nu/.

Cas (b) :

Notons Rg_r(x) = L:%~~ Wk zk . La courbe consideree est Q-isomorphe a la courbe notee ici c~~1, d'equation

(B)

Comme r ~ 9 - T, il est licite de choisir Rg_r(x) = azr + t dans l'equation (8). Notons avec ce choix C~~;
1a courbe ainsi obtenue, et ht,a,r(x) le membre de droite de (B).
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Leturne 3.3 Pour toul 9 2: 1, et tout entier r tel que 1 ::; r ::; ~' le discr1 m inant V (ht,a, r) esl non iden
tiquement nul.

Si r = 1, on a
h (x) = _3x2g+1

- 4x9+1 + 2lx9 + t2t,O,1 ,

et! si 9 2: 4 et 2 ::; r :5 9/2,

ht,o,r(x) = _42g+1 - 4tx9+r + x2g+2-2r + 2tx9+1- r + t 2.

11 est alors aise de montrer, par des techniques si milaires a celles de la section 2, que V (h t ,0, r) #- 0, ce qui
etablit le lemme 3.3.

Par ailleurs,
ho,a,r(x) = _4x29+1 - 4axg+2r + x2g+2-2r + 2ax,,+1 + a2x 2r .

Le calcul montre alors :

Lenlme 3.4 Pour toul 9 2: 1 et toul entier r tel que 1 :5 r ::; ~' L'invarianl A(ho,a,r) est egaL a

si 9 + 2 = 4r
sinon.

A~ ...+l(h )
Le lemme 3.3 montre que l'invariant absolu ,(ht,a,r) = V(h;,ql,~"( est un element bien defini de Q(t, a).
On aalars le

Lemme 3.5 Pour tout 9 2: 1 et r teL que 1 ::; r :5 ~ I La courbe ct1 definit une familIe geometrique ci un
parometre de courbes hyperelliptiques de genre 9.

En effet 1 d 'une part! pour tout entier r tel que 1 ::; r ::; ~' 0 est racine muItipIe de ho,a,r (x), et, d'apres le
lemme 3.4, A(ho,a,r) i= 0, done

,(ho,a,r) =00.

D'autre part, le lemme 3.3 montre que, pour tou t entier r tel que 1 < r < ~' il existe (tr, ar) tel que
V(ht .. ,a .. ,r") #- O. Par consequent

,(ht .. ,a .. ,r) E Q,
si bien que ,(ht ,a ,r") est non canstant, ce qui etablit le lemme 3.5.

Le theoreme 1.2 decoule immediatement de la demonstration de [F-2], Result 1, p. 435, et des lemmes 3.2
et 3.5.

Remerciemenls : L'auteur tient a remercier Don Zagier pour son interet et ses remarques.
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Sur certains sous-groupes de torsion de jacobiennes
de courbes hyperelliptiques de genre 9 > 1

Franck Lepn§vost

In troduction

Soient 9 et d deux entiers ~ 1 et A une variE~te abelienne de dimension 9 definie sur un corps de nomhres ]{
de degre d. La conjecture forte de la borne de Fordre de torsion des varieles abtHiennes stipule que IA( J()tor" L
le eardinal du sous-groupe des elements d'ordre fini de A(J(), est majore par une horne B, ne dependant
que de 9 et d (dans une version affaiblie, B ne depend que de 9 et du corps K). Si 9 = 1, cette eonjecture a
ete etablie pour d ::; 14 sous l'impulsion des travaux de Mazur, Kamienny, Abramovieh ([12]' [5L [6L [1]) et
finalement, pour tout d ~ 1 par Merel ([13]). Pour une description des methodes employees par Kamienny
et Mazur, l'on pourra consul ter le rapport de Edixhoven ([2]). En revanche, a. l'heure actueHe, pour aucun
9 ~ 2 et aucun d ~ 1 (resp. aUCUD corps de nombres), Ia eonjeeture de la torsion forte (resp. faible) n'est
demontree ou infirmee. 11 est done naturel de chercher une minorotion de la borne conjeeturale eorrespon
dant aux jacobiennes des eourbes hyperelliptiques de genre g, qui sont les varietes abeliennes generalisant en
dimension superieure de la maniere peut-etre la plus naturelle les varietes abeliennes de dimension 1 i.-e. les
eourbes elliptiques. Nous eonsiderons ici le eas d = 1, et convenODS de noter B(g) le majorant conjeetural de
l'ordre des sous-groupes cyc/iques de torsion des jaeobiennes des eourbes hyperelliptiques de genre 9 definies
sur Q.

Notons, si 9 2:: 1, G1•t et Cg les eourhes d'equations respectives y2 =h,t(x) et y2 = fg(x}, Oll

et

/9(X) [2(g + 3)(2x - 9 - 3)X9+1
- (x - 1)9- 1(4(g + 3)x3 + 2(g - 5)(g + 3)x2

+(g2 _ 2g + 9)(g + 3)x - 8)F - 8(g + 3)(g + 1)4 x 9+2(x _ l)g-I,

Naus montrons dans cet article les resultats suivants :

Theoreme 1 Pour tout entier 9 ~ l , la courbe G1 ,t definit une familIe geometrique d un parametre de
courbes hyperelliptiques de genre 9 definies sur Q, et dont la jacobienne possede un point rotionnel d'ordre
2g(2g + 1).

Theoreme 2 Si 9 ~ 2, le genre de Cg est egal d g. Si de plus gest pair, sa jacobienne possede un point
rationnel d'ordre I = 2g1. + 59 + 5.

Plus generalement:

Theoreme 3 Si 9 2:: 2, il eriste une courbe C2 ,w definissant une familIe geometrique d un parometre de
courbes hyperelliptiques de genre 9 dont la jacobienne est munie d'un point rationnel d'ordre divisant l. Si 9
est pair (resp. 9 == -1 mod 4, resp. 9 == 1 mod 4), cet ordre est egal d I (resp. multiple de t resp. multiple
de t). -
Ces theoremes admettent les corollaires suivants :

1



Corollaire 4 Pour tout entier 9 ;::: 11 il eriste une infinite de courbes hyperelliptiques definies sur QI deux
a-de ux non Q-isomorphes1 et dont La jacobienne possede un point rationnel d'ordre 2g (2g + 1).

Corollaire 5 Pour tout entier pair 9 ;::: 2, il eriste une infinite de courbes hyperellipliques definies sur Q,
deux·a~deux non Q-isomorphes, et dont La jacobienne possede un point mtionnel d'ordre 2g2 + 5g + 5.

Corollaire 6 Pour tout enlier 9 ~ 11 8(g) ~ 2g(29 + 1).

Le eorollaire 4 (resp. 5) s'obtient par speci alisation clu paramHre dans le theoreme 1 (resp. 3L et le eorol
laire 6 en eonsiderant l'une des eourbes verifiant les proprietes du eorollaire 4.

Cet article est structure de la maniere suivante : dans une premiere partie, !lOUS rappeions brievement la
theorie des invariants de formes binaires (cf. [14]), et definissons Ia notion de farn ille geometrique, i. -e, a
module non constant , de courbes hyperelliptiques. Dans la deuxieme partie, nous dtkrivons la methode de
eonstruction de la courbe C l,t. Nous calcuIons dans Ia troisieme partie les invariants de Cl ,t et demontrons
le theoreme 1. Nous decrivons, dans 1a quatrieme partie, la methode de construetion des courbe Cg et C2 ,Wl

qui est eommunejusqu'a un certain point. Nous dernontrons le theoreme 2 dans la cinquieme partie. L'objet
de la derniere partie est de donner une equation de c2,w, et de montrer le theoreme 3. Terminons eette
introduction par les remarques suivantes :

1) A notre eonnaissance, jusqu'alors, l'ordre le plus eleve au regard du genre d'un sous-groupe de torsion
cyclique de la jacobienne d 'une eourbe (hyperelliptique ou non) de genre 9 etait 2g 2 + 4g + 1 (cf. (8]). Il est
egalement etabli, dans (3) et [7]' que certains entiers , inferieurs a 2g2 + 4g + 1, mais neanmoins quadratiques
en le genre g, sont ordres de torsion de points rationnels de j acobiennes de certaines courbes hyperelliptiques
de genre 9 definies sur Q. Les courbes donnees ici, ne provenant en outre d' aucune de celles decri tes dans
ces travaux, sont donc les "meilleures" connues actuellement pour ce type de probleme.

2) La courbe C2 ,w generalise celle obtenue par Ogawa ([15]) en genre 2. En revanche, la eourbe Cg ne semble
avoir ete etudiee auparavant pour aucun 9 2:: 2. En particulier, C2 , d'equation y2 = -3240x5 + 8865x4 

7950x3 + 4009x2
- 848x + 64 , fournit un nouvel exemple de courbe de genre 2 dont la jacobienne possooe un

point rationnel d'ordre 23. En effet, eette courbe n'est pas Q-isomorphe aun element de la familie d'Ogawa
([15]), ni aceHe obtenue dans [9] (voir egalement [10] pour une etude plus detaillee des courbes donnees dans
[9]), comme le montre une etude des invarianls d'Igusa ([4]) de ces courbes.

3) Pour aucun 9 ~ 2, on ne sai t s 'il existe un I ~ 1 qui n'est ordre de torsion d' un point rationnel d' aucune
variete abelienne de dimension 9 definie sur un corps de nombres. Neanmoins, on peut montrer ([11]) que ,
pour tout entier 9 ;::: 1 et l < 3g, il eriste une familie geometrique a. un parametre de courbes hyperelliptiques
definies sur Q, dont Ia jacobienne est munie d'un point rationnel d'ordre l.

Remerciements : l'auteur tient a. remercier Michael D. Fried, Jean-Franc;ois Mestre, Michel \Valdschmidt et
Don B. Zagier de leur interet pour ees questions, ainsi gue le Max-Planck-Institut rur Mathematik de son
hospitalite.

1 Invariants de courhes hyperelliptiques

Soit
F = aoXn + atXn-1y + ... + anyn

une forme binaire de degre n, a. eoefficients dans un corps f{ de earaeteristique O. Un invariant de F est une
expression polynömiale I(ao l ••• , an) teile que

I(a~, ... , a~) = (det M)-k I(ao, ... , an),

si Pon fait subir a F une transformation

{~
= rx' + s1l
= tx' + uv'
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ou 1\1 = (~ :) de GL,{I{). Le degre de I est le degre total de I relativement a (ao, ... , an), et k est

I' indice de I. V n in variant absolu de F est UD quotien t de deux invariants de meme degre.

Soit maintenant y'J. = f(z) ou f(z) = aox 2g+2 + alz 2g+1 + ... + a2g+2 est un element de f-([x], de degre
29 + 1 ou 29 + 2! sans racines multiples. On lui associe la forme binaire F definie par

F(X, Y) =y2g+2 f(X ).
Y

Vn invariant (resp. invariant absolu) de f est entendu comme etant celui de Ia forme binaire F associee.
Deux equations non homogenes y2 = f (z) et y'2 = f' (x') correspondent a. deux courbes f{ - isomorphes si et
seulement si l'on deduit Pune de I'autre par une transformation

(
I ') (az+b uy

x,y = cX+d'(cx+d)g+l)'

a, b, c, d, u E K, ad - bc et u non nuls. Pour taut invariant 1$ de degre s des formes binaires de degre 29 + 2,
on aalars I,(J) = 1\1 6 /$(f') avec M = (ad - bC)g+IU- 2 . Rb:iproquement! s'il existe r E R* tel que, pour
tou tinvariant 1, de degre pair s des formes binaires de degre 29 +2, I, (f) = r$ I, (1'), les courbes d 'equations
y2 = f(x) et y2 = f'(x) sont R-isomorphes.

Nous considerons dans eet article exclusivement l'invariant absolu '*'((J) defini par

ou V(J) designe le discriminant de la forme binaire F (Iequel est egal, lorsque ao = 0, a aiß(f)' ou Ll(f)

est le diseriminant de f), A(f) = L:Z~"t2 t;,I)· a"a2g+2-k (cf. [7], p. 305) et C~ designe le nombre de
. 2g+2

combinaisons a k elements d 'un ensemble a n elements (= 0 si k > n ou si k < 0). V (1) (resp. A (I)) est un
invariant de degre 2(2g + 1) (resp. 2) et d'indice (2g + 2)(2g + 1) (resp. 29 + 2).

Nous di rons iei qu 'une equation y2 = ft (x) ou ft (x) est un polynome de degre 29 +1 ou 2g +2, aeoeffieients
dans Q(t) sans raeines multiples, definit une familie geometrique cl un parametre de courbes hyperelliptiques
de genre 9 sur Q si I'image de la eourbe dans la variete de modules des eourbes de genre 9 est non eon
stante. C'est Je eas si et seulement si I'un au moins de ses invariants absolus! par exemple ,(ft), est une
fraction rationnelle non eonstante. Une teile familie permet, par specialisation du parametre en des valeurs
rationnelles, d'obtenir une infinite de courbes hyperelliptiques de genre 9 deux adeux non Q-isomorphes.

2 Construction de la courbe Cl t
!

Fixons 9 un entier 2: 1, et soient t E Q* et A un element de degre ~ 9 de Q[x] tels que Ia eourbe C cl'equation

soi t hyperelliptiq ue et de genre g. Notons 00 son unique point a I'infini, Po = (0, A (0)) et Do Je cl iviseur
(Po) - (00).

Lemme 2.1 S'il existe un diviseur rationnel D1 tel que 2gD1 '"'" Da, alors D 1 definit un point rationnel de
La jacobienne de C d'omre divisant 2g(2g + 1).

II est en effet clai r sur I'equation definissant C que le diviseur de la fonetion I{) = y - A (x) est

(lp) = (29 + 1)Do.
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Par consequent Da definit un point rationnel de la jacobienne de C d'ordre divisant 29 + 1. En fait, on
montre tres aisement que cet ordre est egal a 2g + 1. Considerons alors la fonction X de diviseur

(x) = 2gD I - Da.

11 vient alors
(<PX 2U+1

) = 2g(2g + 1) D1 ,

ce qui termine la preuve de ce lemme. On peut de plus remarquer que I'ordre de Ia classe de D1 est 2: 29 + 1.

Notans PI = (1, Yl) (Ie calcu I montre que I'on peut supposer l'abscisse de PI egale a1, son ordonnee sera fixee
ulterieurement). La strategie adoptee ici consiste a determiner C de sorte que le diviseur D 1 = (Pd - (00)
verifie les hypotheses du lemme 2.1, dont nous conservons les notations.

Le diviseur de la fonetion 1/; = xx est

(1/;) =2g(Pd + (Pt) - (2g + 1)(00),

Oll u designe I'involution hyperelliptique. En particulier TjJ E .c (( 2g + 1)(00)). Par le theoreme de Rieman n
Roch, cet espace vectoriel est engendre par Ies fonetions {I, x, ... , xu, y}, si bien qu 'il existe un element U
de Q[x] de degre :5 g, tels que TjJ = y - U. La condition sur le diviseur des zeros necessite l'equation

(A - U)(A + U) = 4tx((x - 1)9 - x9)((x - 1)9 + XU).

Comme TjJ (Po) =0, il vient le systeme (on verifie aposteriori que l'on peut proceder a. une faetorisation de
Ia sorte sans restreindre la generalite du probleme)

{
A - U = 2t[(x - 1)" + XU]

A + U = 2x((x - 1)9 - x g ].

x[(x - 1)9 - xU] - t((x - 1)9 + x9]

x((x - 1)9 - x9 ] + t((x - 1)9 + xg].

Si bien que
h,dx) =(x((x - 1)9 - x9 ) + t((x - 1)9 + x9 )]2 + 4tx 29+1.

Or P1 est un zero de TjJ, ce qui impose Yi = -(t + 1), compte tenu de ce que U(I) = -1 - t. Comme
fI, d1) = (t + 1)2 , il est desormais clair que D1 = (Pd - (00) definit u TI point rationnel de la courbe CI ,t

d'equation y2 =fI,e(x). Reciproquement, comme on le verifie aisement, Ia fonction X ainsi obtenue a bien
pour diviseur 2gDI - Do.

3 Preuve du theoreme 1

Lemme 3.1 L-e discriminanl ß(h,t) est un element de Q[t] non identiquement nul, et divisible par t + 1.

Supposons q'!e ß (fI ,d soi tidentiquement nul. 11_existe alors Pdt, x) et P2(t, x), elements de Q [t 1 x], tels que

h,t(x) =P1(t, x)P2(t, x)2.

Comme dO(fI,d =2, (~(Pl), cfO(P2 )) =(0,1) ou (2,0). Supposons (cfl(P1 ), cfO(P2 )) = (0,1). Alors PI{x) =
Pd t, x) divise taus les coefficients de t dans fI ,t (x). Il existe donc Q I et Q2 elements de Q [x], tels que

{
(x - 1)9 + x{} = Pdx)Qdx)

x[(x - 1)9 - x9 ] = P2(X)Q2(X),

Done PI(x) = ax pour un a E Q •. En partieulier PI (0) = 0 = fI,dO), ee qui est impossible des que t # O.
De fa<;on si milaire, on montre que (cfÜ (Pd, dO (P2 )) = (2, 0) est absurde. La seconde assertion decouIe de
ee que fI,-I(X) = (x - 1)2[(x - 1)29 - 2x9(x - 1)9- 1 (x + 1) + x29], ce qui termine Ia preuve de ce lemme.
Remarquons que h,o(x) =[x(x - 1)9 - x9+1]2, et t divise egalement f1(fl,t}.
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Lemme 3.2 Si 9 2:: 3, alors A(ft,-d = 16(~~ri+l. En particulierl t + 1 ne divise pas l'invanant A(fI,d.
'v+'

On verifie aisement que tel est le cas si 9 = 3. On suppose 9 ~ 4 dans 1a suite de la demonstration de ce
lemme. Avec les notations de la premiere partie, on a, si 0 ~ k ::5 2g + 2,

0k = (-1}k[C~9 + Uk - 2VkC;g-lt + (C~;2 + Wk)t 2
],

OU VI = 2 et Vk = 1 si k f. 1, et ou

Uk ={
-1 SI k = 0,

-2Ck SI 1 ~ k:::; g,[}

0 SI 9 + 1 :::; k ~ 29 + 2,

Wk ={
3 SI k =2,

2Ck - 2 SI 3 ~ k $ 9 + 2,9
0 sIllon.

Il vient

On remarque que

et, si 3 :5 k ~ 9 - 1,

{
Ck + 2Ch

-
1 + Ch

-
2 Ch

2g 29 20 = 29+2'
2Cgk-2 + C,k

9
-Z + 2C2

k
g
- 1 + C2

k
g

- 2C
g
k = 2Ck - 2 2Ck + C k

- ~ - 9 - 9 2g+2'

Par consequent

g-I

A(fI,-d = 2g(g + 4) + 2 I)-1)k[2C;-2 - 2C; + C~9+2J
k;3

2(-1)9 [C g+2 2C2 2][C9 ] (_1)9+
1

[ 9+ 1 J2+~ 29+2 + 9 - 29+2 + 2 + 9+ 1 C29+2 + 29 .
29+ 2 C29+2

Par ailleurs , un calcul aise montre

= (-1)9g(3 - g) - 2(1 + (-1)9),
(g - 1)(2 - g) + 2(-1)9+1,

(-1}g[C~:~2 - 2C~9+J] - 2g(29 + 1).
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Done

A(fI,-d = 2(_1)9+ l g2 + 6(-1)9g + (-1)9[C~:~2 - 2C~9+2]

2 (-1)9 [Cg 2] [C9+2 2C2 2] (-1 )g+1 [cg+ 1 2]2+ -Cg 2g+2 + 2g+2 + 9 - + g+ I 2g+2 + 9 t

2g+2 C2g+2

soit eneore

A(fI,-d

et done

et le lemme est demontre.

(-1)9+ 1(9 + 1) (_1)9+ 1

A(fI,-I) = 16 ( 2)Cg = 16 g+1 I

9 + 2g+2 C2g+2

Lemme 3.3 D I definit un point rationnel de La jacobienne de GI,t d'ordre 29(29 + 1).

D'apres le lemme 2.1, dont nous reprenons les notations ,

2g(2g + I)D1 = (LL

ou L = ~~::~I. Supposons que l'ordre de la classe de D I seit l'entier I tel que im = 2g(29 + 1) pour un
m E N·. II existe alors une fonction N teile que LD1 = (NL et done un element a E Q'" tel que L = aNm .

Evaluons L en les points Po = (0, (-l)gt) et Q = (-t, 0). Le calcul montre que L(Po) = 22g+2t2g+1 et

L(Q) = -2 (~~2t. On obtient par consequent }'identite suivante

Ud

dans laquelle on peut supposer N(Po) et N(Q) elements de Z[t]. D'une part, la consideration de la valuation
en t + 1 des deux membres de Ud montre que m divise g. D'autre part, une rapide etude de la valuation
en 2 du contenu des deux membres de Ud impose que m doit egalement diviser 2g + 1, ce qui est necessite
m = 1, et termine la demonstration de ce lemme.

Nous sommes en mesure de demontrer le theoreme 1. Nous supposons 9 2: 3, les cas 9 = 1 et 9 = 2 se
traitant aisement par ordinateur. Le lemme 3.1 moutre que Gi,t est generiquement de genre 9, que ,(fI,tl
existe et, joint au lemme 3.2, que ,(I-d =00. Si 1'0n eonsidere un to E Q en dehors de I'ensemble fini des
zeros de Ll(ft,t), alors ,(Ito) est un element de Q (en effet, avec les notations de la premiere partie, Ul =4t,
et done les ensembles des raeines de Ll(ft,d et de V (F1,t) cOlncidentL en partieulier ,(It0) =f. 00 : ,(ft, t) est
done un element de Q(t) non constant. Ceci, joint au lemme 3.3, termine la preuve du theoreme 1.

4 Methode de construction de Gg et C2,w

Dorenavant 9 designe un entier ~ 2. Soient t E Q. et A un element de degre $ 9 de Q[x] tels que Ia eourbe
C d 'equation

y2 =I(x) =A 2 (x) - 4txg+2 (x _ 1)9- 1

soit hyperelliptique et de genre 9. Notons 00 son unique point a I'infini, Pa = (0, A (0)) t PI = (1 t A( 1)) et Da
et D1 les diviseurs respectifs (Po) - (00) et (Pd - (00). La demonstration du lemme suivant est similaire a
celle du lemme 2.1.
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Lemme 4.1 Si -(g + I)Do + (g + 3)D I eslle diviseur d'une fonetion X, alors la jacobienne de C possede
un point ralionnel d'ordre divisant 2g2 +5g + 5 et different de 1.

La strategie adoptee ici consiste a determiner C de sorte que les hypotheses du lemme 4.1, dont BOUS
conservons les notations, soient verifiees. Remarquons pour ce faire, que le diviseur de la fonctioB t/J = x 9+1X

est
(t/J) = (g + I)(P;) + (g + 3)(Pr) - (2g + 4)(00),

ou (j designe l'involution hyperelliptique. En partieulier t/J E .c((2g + 4)(00)). Par le theoreme de Riemann
Roch, eet espace vectoriel est engendre par les fonctions {I, x, ... , x 9+2 , y, x y} , si bien qu' il existe des elements
U de degre :5 1 et V, dont on peut supposer le coefficient dominant egal a 2, de degre 9 + 2 de Q[x], teis
que t/J =yU - V. La condition sur le diviseur des zeros necessite I'equation

(Bo)

On montre aisement que x9+I (resp. (x - 1)9- I ) divise AU +V (resp. AU - V). Nous construisons dans les
parties suivantes des elements p et q de Q[x], respectivement de degres 1 et 3, tels que

(E) txU 2 (x) - (x - 1)4 =p(x)q(x),

selon que U est de degre 0 ou 1. L'equation (Eo) admet alors pour solution le systeme

(8) {
AU - V = 2(x - l)g-lq(x),
AU + V = 2xg+1p{x).

Reciproquement, si U et V sont solutions de (8), alors le diviseur de X est egal a -(g + I)Do + (g + 3)D1 ,

5 Construction de Cg et preuve du theoreme 2

Nous supposons dans cette partie que U est de degre nuI. Quitte a modifier t, on peut supposer U = 1, et

p(x) =x-v. Si t = (V:l)", l'equation (E) admet la solution q(x) =_x3 + (4 - v)x2 - (v 2 - 4v + 6)x + ~'
Du systeme (8), on deduit

A =X 9+1p{x) + (x - l)g-1 q(x) = (g + 3 - 2V)X9+1 +a(x),

ou a(x) est un element de Q[x} de degre ~ g. Comme le degre de A est ~ g, il vient v = ~' Nous
eonsiderons, dans la suite de cette partie, l'equation de Cg donnee en introduction, laquelle s'obtient~aisement
a partir des quantites preeedentes. Le theoreme 2 decoule des deux lemmes suivants.

Lemme 5.1 Le genre de Cg est egal cl g.

Notons t = 2(g + 3)(g + 1)4 et Ag(x) = xg+1p(x) + (x - 1)9- 1q(x), oir p et q se deduisent de maniere
evidente de l'equation de Cg donnee dans l'introduction. Il s'agit de montrer que fg est sans racine multiple.
Supposons done l'existenee d 'une teBe racine multiple, Xo, necessairement differente de 0 et 1 comme le
montre un rapide ealcul. De fg(xo) = f~(xo) = 0, nous deduisons l'equation

2xo(xo - 1)A~(xo) = [(2g + l)xo - (g + 2)]Ag (xoL

soit eneore xg+1C(xo) =(xo - l)g-1 H(xo), ou

{
G =
H =

(g + 3)xp - 2(g + l)p + 8(g + 3)x(x - 1)
3xq - (g + 2)q - 2x(x - l)q'.

L'unique raeine entiere positive du resultant de G et H par rapport a x est 9 = 1. Par consequent, G et H

sont sans raeines communes (ear 9 ~ 2), et H(xo)G(xo) i= O. 11 vient alors (xo - l)g-l = X~;l(~~)O). Notons

F I et F2 les elements de Q[x] definis par
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et

(Hp + Gq)[((g - l)q + (x - l)q')xG + ((g + l)p + 4(g + 3)x)(x - 1)HJ

-2tGHx((2g + l)x - (g + 2)].

Le cakul montre que les equations fg(xo) = f;(xo) =0 equivalent a F1(xo) =F:!(xo) =O. Le lemme deeoule
de ee que le rbmltant de F1 et F2 par rapport a x est un polynome en g, n'admettant pour raeine aueun
entier positif.

Lemme 5.2 Si 9 2: 2 est pair, ['ordre de la classe de Do est egal ci 292 + 59 + 5.

L d·· d L \p'1+
3

;e('1-
1
)('1+

1
j ; I' [D 'I 2 2 5 5 A S' [ . Ie IVlseur e = '!J,-I est ega a 0, ou = 9 + 9 + et 1.p =Y - g' I est premter, e

lemme est trivial. Supposons done [ :;:; mn, pour deux entiers m, n 2: 2, et I'ordre de la classe de Da egal a
n. Par eonsequent, il existe une fonction M de diviseur nDo. De maniere similaire a 1a demonstration du
lemme 3.2, on eva1ue L en Po =(0,8(-1)9- 1

) et en pr =(1, -2(g + 3)(g + 1)). On obtient ainsi l'egalite
suivante, que I'on peut supposer dans Z :

Supposons 9 pair. D'une part, I est impair, et done m et n egalement. D'autre part, 2 ne divise ni 9 + 1, ni
9 + 3, et l'etude de la valuation en 2 des deux membres de (/2) montre que n divise 2(39 + 1), done n divise
39 + 1. Le lemme decoule de ee que [ et 3g + 1 sont premiers entre eux.

6 Construction de C2,w et preuve du theoreme 3

Nous supposons desormais que U est de degre 1 et, quitte a modifier t, on peut supposer U = x - u. Si

p = x - v et t = v1tJu-=.IJ)5' l'equation (E) admet la solution

3 2uv3 + (6 - Bu - u2
)V

2 + 4(u2
- l)v + 1:1 u2v3 + 4(1 - u2 )v2 + (6u 2

- Bu - 1)v + 2u 1
q ::::; -x + ()2 X - ()2 X + -.vv-u vv-u v

Notons R =x g+1P + (z - 1)9- 1q. Le ealeul montre que

(u - v)R(u) =u9+1 v2
- 2u9+2 v + uQ+3

- (u _ 1)9+3 ,

et le discriminant reduit par rapport a v du seeond membre de l'egalite ei-dessus est

0= u9+1 (u - 1)9+3
.

Si 9 est impair, 5 = [u~(u - 1)~]2, et 1'on a

2 tl! .9.H.u 9+ ± U J (u - 1) J

V = - U 9+1

•. 1 [ :'1+3 ] 2 ,SI 9 est paIr, on pose u = T'="i"5" auquel cas J = (1_~1),+5 ,et Ion a

1 ± z9+3
v = 1 _ z2 .

Il est clair qu'avee ees choix A = ~ est, dans les deux cas, un element de Q(x]. Nous ehoisissons dans I'un et
I'autre cas, la fraction rationnelle v avec le signe - entre les deux membres du numerateur. Une equation de
la courbe C2, w de l'enonee du theoreme 3 est done y2 =12,w (x) ::::; A 2 - 4t x9+2 (x - 1)g-1, OU le parametre w

est egal a u si 9 est impair, et a z si 9 est pair. Le theoreme 3 se deduit du lemme 4.1, et des trois lemmes
suivants.
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LemUle 6.1 Le genre de C2,w est egal d g.

La demonstration de ce lemme est analogue aeelle du lemme 5.1, en montrant que l'unique raeine multiple
de h(x) = f (x) U'l (x) est, generiquement, u, dont on verifie qu'elle n'est pas raeine multiple de f.

Le lemme 6.1 montre, en partieulier, que ,(12,w) est un element bien defini de Q (w) .

Lemme 6.2 Si gest pair, I'ordre de la classe de Da dans la jacobienne de C2,w est egal cl I = 2g2 + 5g + 5.
Si 9 :::; -1 mod 4, cet ordre est un multiple de ~. Si 9 :::; 1 mod 4, cet ordre est un multiple de ~.

Naus eonservans les notations et la methode de la demonstration du lemme 5.2. Nous supposons I = mn,
avee m, Tl ~ 2, la classe de Da d'ordre m, et evaluons L en les points Pö et Pf. Il vient alors

L(Pö)
L(Pi)

(_1)9+ 1 (1 - U)9+3

u9+3V29+2(1 - V)4 .

Si 9 est impair, on a l'identite suivante dans Z[u] :

Il est alors clair que n divise 4. Si 9 =-1 mod 4, 1 n'est pas divisible par 4 et done n divise 2.

Si 9 est pair, on a l'identite suivante dans Z[z] :

Les entiers 9 + 1 et 9 + 3 etant impairs, z + 1 ne divise ni zg+l - 1 ni Z9+3 - 1. Par eonsequent, l'etude de
Ia valuation en z + 1 des deux membres de (J3) montre que n divise 2(g + 3). Soit p un nombre premier
divisant n. Comme dans ee cas 1 est impair, p 1:- 2, et done p divise 9 + 3 et, eomme 1=2g(g + 3) - (g - 5),
p divise 9 - 5, si bien que p divise 8 = (g + 3) - (g - 5), ce qui est absurde, et le lemme est demontre.

Lemme 6.3 La frnction rntionnelle ,(h,w) est non constante.

Supposons 9 impair. Le eakul montre que h,w tend vers h,1 = [x9+1 - (x _1)9+1]2 lorsque w =u tend vers
1. Par consequent u - 1 divise ß(h,u). Par ailleurs, un ealcul similaire aeelui du lemme 3.2 montre que

A(h.l) = 2[1 + 2(-:1:+ 1

] •

C2g+2

Par consequent l'invariant ')'(h,u) est un element de Q pour taut u E Q sauf un nombre fini, et egal a
00 quand u = 1. Done ')'(h,w) est non eonstante dans ee eas. Si 9 est pair, on se ramime a la situation
pnkedente en faisant tendre z vers 0, ce qui acheve Ia demonstration du lemme, et done du theoreme 3.
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