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Introduction

Soit z une variable complexe et notons E(z) 1'exponentielle usuelle de 2?ri z , de

sorte que

E(O) = 1 et cl lO~zE(zl = 2ri .

Le prepes de ce texte est de pronver ponr la fonction <p aBsociee a. une base d'un

reseau complexe (que 1'on definit precisement au debut du n0 1) la formule de distribution

(15) du 0
04. La fonction r qui y apparait est elle-meme definie par la formule (8) du nOS

completee par la formule (14) du 0
0 4.

La preuve en est elementaire. On notera 1'analogie du resultat (15) avec l'identite

n .
(1 - E(nz)) = Tl (1 - E(z + ~))

J=l

ou n designe un entier > 0 , et ou les nombres rationnels j/n, 1 ~ j ~ n , forment un

systeme complet de representants de II modulo III , ainsi qu'avec des formules den

distribution comparables satisfaites, en caracteristique positive, par les fonctions

exponentielles attachees aux modules de Drinfeld de rang quelconque. Toutefois, si comme

d'habitude on note sin r z la fonction ~E(z/2) - E(-z/2)) , l'analogie la plus proche est

donnre par l'identite suivante entre fonctions cyclotomiques

. d
sJn K n ) =~ i i))

1 Kdu Uiej Kd(z + 1)
n
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Oll l'entier d > 0 est suppose impair.

Bien sftr, le cas ou les reseaux possMent des multiplications complexes necessite un

traitement particulier. Celui~ n'est pas aborde dans ce texte, exception faite pour

l'obervation du n012 final. Les numeros 1 A3 sont introductifs. Nos resultats Bont enonces

an n04, et prouves au nOll. Le corps du travail est contenu dans les numeros 5 A10.
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1) Soit L C[ un reseau eomplexe, et (wl'W2) une base de eelui-ci, choisie de fa~on

que Im(w2/w1) > 0 .

Lorsque t parcourt le plan complexe, on note cp(t;wl'w2) la fonetion definie par le

produit infini

(1)
lD

)( (1- E(T» I:I (1- E(T + dW»(l- E(- T + dW»

Oll Pon designe par T (resp. W) le quotient t/w1 (resp. w2/w1 ).

n8'agit de la fonction tp classique aBsociee ala ba.se (wl'w2) de L; ses zeros

(simples) sont les points t de llw1 + llw2 = L . Ses valeurs, lorsque t represente UD

point de torsion du tore (/L, sont des fonctions modulaires tres remarquables cf. C.L.

SIEGEL [10] et les references incluses, ainsi que plus rkemment K. RAMACHANDRA

[4], G. ROBERT [5], [6], H.M. STARK [11], D. KUBERT & S. LANG [3], R.

SCHERTZ [8] et bien d'autres. AU88i, depuis G. FALTINGS [1] § 7, lemme p. 417, on

sait que la restrietion a [tL )( {O} de lila fonetion de Green de (tL 11 (dont la definition

peut etre rendue precise, cf. loc. cit. § 3) coincide avec le logarithme du module de tp.

En partieulier la fonction

(2)
dfn

Itpl{tiL) = lfP<t;w1,w2)I
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ne depend pas du choix de la base (wl'w2) de L, et est une fonction pCriodique de t de

reswu de periode L. II resclte des nroprietb des fonctiomde G:~U:!bie de [5] prop. . .....

_, aue rour to t wUh:ieau L' de L 0 a 0wLW:v. Cv1. <oWJLu ~.Jc.~~

(3)
[L~

ICI' I(t jL) = ~ = ! ICI' I(Hzi L')

ou les nombres complexes Zj' 1 ~ j ~ [L:L'] , parcourent un systeme complet de

representants du quotient L/L'. Bien sftr, on dCsigne ici par [L:L'] l'indice de L' dans

L . On retrouvera aussi l'identite (3) ci-dessus en appliquant les techniques du present

travail, cf. nOS, remarque.

A vrai eliIe, pour u un point de L et si on pose U = u/w1 ' on deduit

immediatement de (1) l'identite

(4)

{

1 ,si u E 2L
avec f (u) =

L -1 ,si u EL \ 2L

l'affirmation (2) en resulte.

Par ailleurs, il peut '@tIe pIouve cf. A. WEIL [12] Chap. VI que l'equation

fonctionnelle (4) determine tp a. une constante non nulle pres. Par suite tp est la seule

fonction verifiant (4) pour laquelle



(5)
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Oll suivant l'identite (1) on a pose
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2) Avant de poursuivre nous avons besoin de preciser deux autres faits concernant la

fonction f{J.

i) On peut ecrire

(6)

Oll 1a fonction de Klein K(t; L) ne depend que du nombre compl~e t et du reseau

L = llw1 + llw2 ' et non du choix d'une base particuliE~re (wl' w2) de L.

En effet, l'aire de (/L definie par

ne depend pas du choix de la base (w1' w2) de L. Or, cf. [12] loc. cit., 1e facteu!

2ri UT - uT
W-w

de (4) peut etre re--ecrit en fonction de t = W1T et u = w1U comme

dfn
avec HL(v,v') = r vv'/a(L) . TI s'ensuit que K(t; L) est l'unique fonction verifiant (4)

ponI1aquelle
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limK(t;L)/t=I.
t-+O
t+O

ü) La puissance 12--ieme de ,,(2)

ne depend egalemeht que du reseau L et non de la base particuliere (w1Jw2) de L.

Ce {ait auda! est deIicat aetablir. Pour une preuve nous renvoyons a
F. HIRZEBRUCH & D. ZAGIER [2] § 7; dJautres rMerences peuvent y etre trouvees.

n sJensuit que si M E SL2(11) est une matrice carree acoefficients entiers de

determinant IJet si }Jon definit le couple (;1' ;2) par l'identite matricielle

il existe une racine 12--imne de l'unite p(2)(M) ePJ.2 telle que

(2) N N (2) (2)
11 (w1, w2) =p (M)" (wl' w2) .

,

~~~
En.fait J on sait apre. Dedekind d. [2] loc. cit. definir ur besezeephhwe de SL

2
(1l)

dans le groupe ~4 'des :r8.cinea 24--imne de 1Junit~ dont 1'homomorphisme

est le carre.
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3) Fixons pour tout le reste de ce texte une matrice B E Gt~O(ll) a. coefficients

entiers et de determinant >0. On suppose que ce dernier disons det(B) , est impair. On

definit le couple (w1'~) par l'identit~matricielle

et on note 1 le reseau engendre par ~1 et ~. Par definition, l'indice [1:L] du reseau

L dans 1 est egal a. det(B).

On considere &lors la fonction

(8)

d'apres l'identite (6) du n0 2, cell~i peut encore ihre ecrite

(9)
!(z· L)~:L]

K(z, fJ

Le quotient des deux fonctions de Klein dont celle relative a. Lest eIevee ala

puissance [L:L] est, comme 1& fonction FB elle-meme, une fonction meromorphe
- w1'w2

de la variable complexe z de rCseau de periode L. Cela tient a. deux {aits: i) comme

[L:L] est impair, la racine de l'unite
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vaut 1 ; de plus ii) on a

a.(L) = ~:L] a (!J

de sorte que HL = (1:L] HL ' si bien que la puissance [~:L] de l'exponentielle qui

apparait dans l'identite (4) pour L n'est autre, lorsque u appartient a. L, que

l'exponentielle qui apparait dans (4) pour 1. En fait, si les nombres complexes t i I

1 ~ i ~ [~:L] ,forment un systeme complet de representants du quotient 1./L, le cliviseur

commun (non reduit) de ces fonctioDB est

(10)

[L: L]

det(B)(O)L - l (ti)L

i=l

ou (ti)L designe le point du tore (/L associe a. t i .

D'apres l'identit~ (5) du nOl, on a

(11)

de meme, lorsque z ---+ ti pour ti point de 1 n'appartenant pas a L, on a
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(12)

avec EL(ti ) egal a. 1 ou -1 suivant que ti appanient a. 21 ou non.
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4) L'objet de ce texte est de prouver, pour chaque matrice B E Gt~O(ll) de

determinant premier a6, l'existence d'un nombre complexe non nul p(B) tel que les

proprietes (a) ei (b) ci~essous soient verifiees.

(a) Le quotient

(13)

ne depend que des reseaux L ei L ei non du choix d'une base de ceux-ci.

(b) Posons

(14)

D'apres l'ideniiie (9) du n03, il resulie de (a) que, paur z fixe, ce quotient ne depend aussi

que des reseaux L ei 1. et non du choix d'une base de ceux-ci.

Supposons l'existence de deux autres reseaux

L' et l' tels que le diagramme ci-rontre soit

satisfait. Autrement dit, on demande i) les inclusions

L' ( L (1 et L' ( l' ( 1, ii) l'isomorphisme des

quotients 1/L et l'/L' d'une part et des quotients

1/1' et L/L' d'autre part, et iii) la disjonction linCaire de L ~ l' au-dessus de L' ,

Le. l'egalite
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l' n L = L' .

Vu la condition d'isomorphisme ii) ci-desSU8, on sait qu'alors 1. est le plus petit reseau

contenant ala {ois l ' et L.

Alors, chaque fois qu'une telle situation existe, on a l'egalite

(15)
~,]

r(z; L, 1.) = (-1 r(z + Z'; L', 1.')
J=1 J

oilles nombres complexes Zj' 1 ~ j ~ [L:L'] 1 parcourent un systeme complet de

representants du quotient L/L'.

Remargue 1. Ces conditions sont tres fortes. En effet, designons par II une matrice

de passage de L a. L'. En appliquant ces conditions aux matrices II = n Id avec n

entier >0, premier a. det(B), on voit que l'unicite de p(B) est assuree.

En effet, soit p'(B) un autre nombre complexe non vul verifiant (a) et (b). Soit p

son quotient par p(B). Alors, d'apres (15) il est clair que p verifie les identites

paur taut entier n > 0 1 premier a. det(B) . Celles--ci imposent p = 1 .

(c) TI resulte de l'unicite prouvee ci-dessus que l'on a pour toutes matrices B,

D E Gl~0(7Z) , de determinant premier a. 6, la formule de multiplicativite

(16) p(BD) = p(B)det(D)p(D) .
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En effet, celle-ci resulte de 1'identite

(17)

entre fonctions meromorphes.

(d) En fait, on verra au n011, remarque, que p(B) est une racine 12-ieme de l'unite;

on en donnera alors un moyen de calcul.

(e) D'ailleurs, lorsque B E SL2(1l) , la relation (a) impose l'egalite

(18)

ou p(2)(B) est la racine .12-ieme de l'unite definie par l'identite (7) du n0 2.

Remargue 2. Reclproquement, ce dernier fait (e) joint Ala formule de

multiplicativite (16) de (c) &Ssure la veracite de (a).

En effet, pour M et N elements de SL2(1l), on a d'apres (16) I'egalite

p(MBN)/ p(B) = p(M)det(B)p(N)

or, lorsque Pon passe des bases respectives (wl' w2) et C~l' l!2) des reseaux L et 1

aux bases respectives (;1' ;2) et (i1' i 2) des memes reseaux, celles--ci etant definies

par les identitcs matricielles
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on constate que la definition (7) du n02 pour l'invariant p(2) impose au quotient

,.,(2)(wl' w
2

)det(B)1,.,(2)(Yll' :\!.2) le facteur p(2)(M)det(B)p(2)(N) . On conclut par

l'egalite (18) de (e).

Nota. La puissance 12-ieme de l'identite (15) ci-des8us est "presgue" connue.

Certes, lorsque les quatre reseaux possMent des multiplications complexes par l'anneau des

entiers d'un meme corps quadratique imaginaire, elle resulte de la relation de distribution

prouvee dans le livre [9] de Ehud de SHALIT, § 2.3 p. 50 (la relation citee est valable

meme si det(B) n'est pas premier a6).

Les assertions de ce numero seront prouvees au n01l. Les numeros intermediaires 5 a
10 sont employes arigidifier la situation evoquee plus haut, puis a. en tirer certaines

consequences. Enfin, le n012 prouve, dans le C&8 de multiplication complexe, une relation

particuliere satisfaite par ;;(2)(L,1).
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5) Soient done 1.,1.' , L' et L quatle Iesea.UX definis comme dansie n04 (b), et soit

(w1' w2) une base de L telle que Im(w2/w1) > 0 . On impose B comme matrice de

passage de L a L d'une part, et de L' a L' d'autre part. De plus, on ehoisit la matrice

de passage 11 de L a L' de fa~on que les identites matricielles ei-dessous, ou (wl' w2) I

(:~i, J!i) et (wi, wi) sont respectivement des bases de 1., l' et L', soient verifiees

D'un cote,il existe dO,ne:

i) deux matriees U et V de S~(ll) teIles que la matrice U n V fasse passer de la

base (w1, w2) de 1. ala base (wi' wi) de l' ; autrement dit, on suppose que l'identite

(19)

est verifiee par la matrice 11 (la matrice Betant supposee donnee). D'autre part, on

rappelle que:

ü) les reseaux l' et L sont 8uppOses lineairement disjoints au-dessus de L';

autrement dit, on suppose l'egalite

l' nL = L'

si l'identite (19) ci-desSU8 est vraie, cette derniere eondition est certainement satisfaite des

que les determinants respectifs det(B) et det(II) des matrices B et n sont premiers

entre eux.
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Definition. On appelle elfB l'ensemb1e des matrices TI gui satisfont AUX deux

conditions i) ~ ii) ci-dessus.

Nota. L'ensemble #B C Gt~O(ll) n'est pas stable par multiplication.

Cependant, soit n un entier f 0 premier a. det(B) ; alOIS, on a

n Id E (//B '

et le produit nTI d'une telle matrice avec un element TI de (//B appartient encore a.

W'B'

On a la remarque suivante:

Lemme. Soit II E eilB ; on note Zj E ( , 1 ~ j ~ det II un systeme complet de

representants du Quotient L/L'. Alors. il existe une constante non nulle

teIle aue Pon ait l'egalite

(20)

entre fonctions meromorphes de la yariable z.

Preuye: Comme ils'agit de comparer deux fonctians meramorphes admettant le

reseau de periodes L' CL, il suffit de camparer leurs diviseurs relativement a. L' .
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Pour le membre de gauche de (20), son diviseur relativement A L s'ecrit

de t (B)

det(B) (O)L - l (ti)L

i=l

ou les ti E( , 1 ~ i ~ det(B) , parcourent un systeme complet de repr&entants de 1./L cf.

identite (10) du n03. Relativement A L', ce diviseur peut donc etre re--ecrit

de t (TI) de t (B) de t (TI)

det(B) l (Zj)L' - l l (ti + Zj)L' .
j=l i=l j=l

Par ailleUIs, pour le membre de droHe de (20) le diviseur de son j-ieme terme s'ecrit

det (B)

det(B) (Zj)L' - l (ti + Zj)L'
i=l

ou les ti E ( , 1 ~ i ~ det(B) , parcourent un systeme complet de representants de l' /L' .

L'egalite des deux diviseurs sera done etablie si Pon s'assure que les nombres t! ,
1

1 5i ~ det(B) , forment un systeme camplet de representants de 1/L . Vu l'inclusion

l' ( 1 , il suffit pour cela de verifier que la difference tk-ti de deux quelconques d'entre

eux ne peut appartenir a L que si k = l . Or si tk - ti appanient AL, comme cette

difference appartient deja. a l' , il resulte de la disjonction lineaire de l' et L au-dessus

de L' que t k - ti appartient a L'; d'ou l'egallte demandee.

On a aussi Pobservation eIementaire:
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Remargne. On suppose les matrices B et TI fixees. Alors, la constante

C (TI,B) ne depend que du quotient W = w2/w1 des deux nombres complexes w1wl'w2

gi w2 (supposes tels que Im W > 0 ).

En effet J pour tout nombre complexe ;\ f 0 , on a
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6) Plus generalement, pour chaque couple (w1, w2) de nombres complexes tels que

Im W > °J fixons une fonction

avaleurs complexes, non identiquement nulle, periodique de reseau de periodes

L = 7l.w1 + 7l.w2 .

Je precise que je demande seulement Ala fonction F d'etre definie sur une
wl'w2

partie non yide de (, invariante sousles translations de L, et d'etre non nulle en au

moins un point.

On dira que l'ensemble des fonctions F W (faiblement) multiplicatif s'il
wl'w2

existe une familIe c!/ de matrices, elements de GtiO(71.), telle que les trois proprietes i),

ii) et iii) ci-dessous soient satisfaites:

i) TI existe un entier d # ~ 1 ne dependant que de c!I, tel que la matrice n Id ,

avec n entier >0, appartient a c!/ des que n est premier a. d fit' •

ü) Pour taute matrice 11 E r!/ , il existe une constante complexe (non nulle)

C (TI) teIle que
wl'w2

(21)
deti!!)

Fw w' (z) = Cw w (ll) l 1 Fw' w'(z + zJ')
l' 2 l' 2 J=1 l' 2
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ou le couple (wi, w2) est defini par l'identit~ matricielle

[ :~] =n [::] .

Ici comme precedemment, pour L' le reseau engendre par wi et w2' on suppose que les

nombres complexes Zj' 1 ~ j ~ det(TI) , forment un systeme complet de representants du

quotient L/L'.

iii) Si TI E r.!/ et n Id E aI, avec n entier > 0 premier a. d rJI ' alors le produit nll

des matrices n Id et TI de rJI appartient aussi a dI.

Ecrivons alors la relation (21) pour la matrice nII de r.!/ des deux facons suivantes:

d'une part en faisant d'abord TI puis n Id , et d'autre part en faisant n Id puis TI. On

trouve que la constante C (n TI) est identique al'un et a.l'autre des deux produits
wl'w2

ci~essous

dont l'egalite est ainsi demontree.

Hypothese. Pour chaque element n de dI, on suppose desormais que, lorsque les

parametres complexes w1 et w2 varient, la constante C (TI) ne depend que de la
wl'w2

valeur du quotient w2/w1 .
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La relation ci-desSU8 se re-ecrit alors:

(22)

[ Ww21', ] -- ß [ WW
2

1
] .Oll (Wi'w:p est dcfini par

Appliquons ceci a C (ß,B) ,la matrice Betant fixee. On trouve que
wl'w2

l'ensemble des fonctions

dfn
est faiblement multiplicatif; en effet, il resulte du nOS que # = (f/ B verifie les

conditions i), ii) et ili) ci-dessus, l'entier d dI pouvant etre choisi egal a. det(B) .

Comme d'apres la remarque ala fin du nOS, la constante C (ß,B) verifie
- wl'w2

l'hypothese encadree ci-dessu8 on peut lui appliquer la relation (22). On en deduit done:

Remargue. Si, pour un entier n ~ 2 premier a det(B), les constantes

C (n Id,B) et C , ,(n Id,B) sont des r&eines de l'unite, alors il en va de meme de
wl'w2 wl'w2

la eonstante Cw w (II,B) .
l' 2
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7) Soit n UD entier ~ 2 fixe. L'etape suivante consiste ä. evaluer le produit

pour J = {(i,j) I 0 5 i, j 5 n-l , (iJ) :/; (D,O)} ; on utilise pour cela le produit infini

convergent donne par la formule (1).

On notera d'abord que le produit

D (1 - E(i/n)) ,
1515n-l

egal ala limite quand X --+ 1 du quotient (1 - Xn)/(1 - X) ,vaut n. D'autre part le

produit

n-l n-lTJ TJ (1 - E(i/n + jWIn)) ,

egal a. D (1 - E(jW)) ,est precisement l'inverse du produit
I~J~n-l

(23) TI TI (1 - E(i/n + (j + dn)WIn))
(i,j)EJ d~i

(1- E(-i/n + (-j + dn)WIn))

En effet, ce dernier produit, s'il etait pris sur ton~ les entiers i et j compris entre 0 et

n-l , serait egal an produit
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n-1 mo D (1 - E((j + dn)W))(1 - E((-j + dn)W))

soit apres changement d'indices

n-1
rT(l-E(j'W)) TI(1-E(d'W))2 .

j;=Ö d'~n

Mais le terme correspondantA (i,j) = (0,0) vaut

:GI (1- E(dW))2

de sorte que le prodnit (23) vaut en fait

n-1
1/ jW (1 - E(j'W)) .

Reste Aevaluer le produit correspondant aux quatre premiers termes de (1).

Commen~ons par l'exponentielle de la forme quadratique j. [T - TI . Comme pour
W-WJ

T = i/n + jW/n on a (T - T)/(W - W) = j/n , on trouve asommer

La premiere somme du membre de droite va.ut aussi
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1 i 1
2" ( l ii) ( l n)'

O~iSn-l O~~n-l

soit ~n-l)2; quand Ala seconde vu l'identit~

~ .2 _ In "1lt'2n 1)
L J - ,

O~~n-l

eile vaut (n-l)(2n-l)W/12 . En tout, on trouve done

a) E(~n-l)2 + (n-l)(2n-l)'i2) .

D'autre part, le troisi~me terme E(-T/2) fournit

-~ l i
O~i~n-l

dlon

Pour les deux premiers termes Hs fournissent

2 2
e) E(y + n121W)

~ l jW

O~~n-l

Developponsle produit de a), b) et e): on venfie facilement que le coefficient de W

vaut O. Quant aux termes constants, ils fournissent E((n2-1)/8). On a ainsi prouve:
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Lemme. S2i1 n un entier ~ 2 fixe. AloIS, le produit

est ind~pendant du choix de 13 base (wl' w2) (teIle oue Im(w2/w1) > 0) du Ieseau

L = llw1 + llw2 ; il vaut

2
n E(n

S
1)
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8) Appliquons ce lemme (du n07) au calcul de C (n Id, B) . On a:
wl'w2

Proposition. fuill n un entier ~ 2 premier a. det(B) . Alors. il existe une racine de

l'unitC

d'ordre un diyiseur de 2n telle gue

2
C (n 1d, B) = , (B; w1, w2)/E((!;;:!)(det(B) - 1))

wl'w2 n 0

cn particulier C (n 1d, B) est une raOne de l'unitC.
wl'w2

Avant de prouver ce resultat, enon~ons quelques unes de ses consequences:

Corollaire 1. Pour taute valeur de 1& matrice B (supposee de determinant impair) la

constante

est une raeine 4-ieme de l'unitC.

Joignant ce resultat ala remarque de la fin du nOa, on obtient:
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Corollaire 2. Pour tout B comme ci-dessus et tout TI element de cD'B ' l.L

constante

est une ratine de l'unite.

TI s'ensuit:

Corollaire 3. La constante C (TI, B) ne aepend pas des valeurs de w1 et w2 .
wl'w2

Preuve: Puisque la fünction

a ete definie (cf. nOS, lemme) comme quotient de fonctions continues non nu11es en le

parametre w2/w1 sa valeur, contrainte a. etre une racine de l'unite, est necessairement

constante.

TI nous reste a. prouver la proposition:

Preuve de la proposition: POUl comparer les fonctions

il suffit de voir si le quotient de chacune d'e11es par zdet(B)-1 possede la meme limite

(non nulle) quand z --+ 0 . Or, la premiere limite vaut

1'](2)(W w )det(B)/1'](2)(w w)
l' 2 -1'-2
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quand Ala. seconde eile est egale au produit

Mais alors, d'apres le lemme du n07 applique an resea~ nL, on a

(24)

en effet, on sait apriori que '1(2)(nw1' nw2) =k'1(2)(w1, w2) . D'autre part, Ia. formule

(4) du n0 1 assure 1'egalite

= 'n TI cp(i'Wl + j'w2i nw1, nw2) ,
(i',j')EJ

dfn
ou 'n = 'n(Bi Wl' w2) est une certaine racine 2n-ieme de Punite: en effet, comme n

est premier a. det(B), les eh~ments iWl + jW2 ' 0 ~ i, j ~ n-1 , fournissent bien un

systeme camplet de representants du quotient IJn1. En appliquant alors le lemme du n07

au reseau n1., on trouve

(25)
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Elevant (24) ala puissance det(B) et divisant le tout par (25), on obtient apres

simplification

2
C (n Id, B) = , (Bj w1' w2)/E((n8-1)(det(B) - 1)) .w1,w2 n

La proposition est demontree.

Remaraue. On peut aussi deduire du lemme du n071a stricte multiplicativite des

fonctions I'P I(t, L) , Le. l'identite (3) du nÖl.

Voici une esquisse de la preuve. Poar wl' w2 des nombres complexes tels que

Im W > 0 , considerons l'application

avec L = llw1 + llw2 . On verifie d'abord que les fonctions I'PI (t, L) sont faiblement

multiplicatives; commes les constantes associees par ailleurs rCelles >0, disons

IC I (TI) , satisfont aI'hypothese encadree du n061a relation (22) asaure qu'elles
wl'w2

verifient I'identite

(26)

pour tout TI E Gt~O(ll) et tout entier n > 0 . Mais, d'apres le lemme du n07, on a
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quelques que soient les nombres complexes w1 et w2 ' et l'entier n > 0 . Vu (26) la

stricte multiplicativite des fonctions It.p I(t, L) en resulte.
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9) Au vu du corollaire 3 du nOS, adoptonsla d~finition suivante:

D~finition. On DOse

DOn! un choix arbitraire des valeurs des narametres complexes w1 m. w2 ' tels gue

Im(w2/w1) > 0 .

Suivons aloral'un et I'autre diagrammes ci-dessous.

I)

L

LJ~I

1""""""'1 B t
B

I B t .J<1tLr L'
LII~

TI)

Dans le cas de I, on trouve la fonnule

(27) C(Qß, B) = C(Q, B)det(ß)C(ß, B)

pourvu que les troia tennes aient un sens, c'est-A-dire que TI, Q et Qß appartiennent a.

#B . Dans le cas de TI, on trouve la fonnule
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C(II, BO) = C(II, B)dei(O)C(B-1IIB, 0)

pourvu que les deux termes du membre de droiie a.ient un sens, c'est-ä.-dire que II (resp.

B-1II B ) appartienne a. #B (resp. afO )'

Tandis que la premiere formule resulte d'un calcul direct Apartir de la definition de

C (II, B) (n°5, egalite (20)), la derniere formule resulte de l'egalite (17) entre
wl'w2

fonetions meromorphes, dejä. utilisee au n04. Dans ce numero ei le suiyani, ces fonnules

vont nous permettre d'obtenir de precieux renseignements sur C(II, B) . Appliquons

d'abord (27); on trouve:

fi:i11. i) La constante C(II, B) est une racine 12-ieme de Punite.

ü) Oe plus. si (det(B), 6) = 1 , alors on a

(29) C(TI, B) = ((B)det(II)-l

Oll ((B) est la racine 12-ieme de l'unite definie par

(30) ((B) = C(2 Id, B)3/C(3 Id, B) .

Preuye: En ecrivant 2II comme le produit de 2 Id et de II de deux manieres

differentes, et en appliquant la formule (27) on trouve

C(II, B)3 = C(2 Id, B)det(TI)-l
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ür, on sait dejA par le corollaire 1 du nOS que C(2 Id, B) est une racine Heme de l'unite,

d'ou i).

Si de plus (det(B), 3) = 1 , alors on verifie de meme par la formule (27) l'identite

C(ll, B)B = C(3 Id, B)det(ß)-l

et i1 resulte de la proposition du nOS que C(3 Id, B) est une radne 6-ieme de l'unite.

TI s'ensuit que ((B) = C(2 Id, B)3/C(3 Id, B) est bien une racine 12-ieme de l'unite

dont la puissance deg(ß) -1 est egale A C(ß, B) , d'ou ii).

Ce resultat est complete par:

EMl2. Si B E SL2(1l) alors. pour la definition (30) de ((B), on a

2M p(2)(B) est 1& racine 12-ieme de l'unite dCfinie par 1& formule (7) IDl n02 .

Preuve. TI suffit de prouver l'identite

(31)
f

C(ß, B) = p(2)(B)1-deg(ß)

En effet, appliqure aux termes du quotient definissant ((B) , celle-ci asaure bien le fait 2.

Or, pour calculer le membre de gauche de (31), il 8'agit de comparer d'une part .
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et dJautre part

en effet, les fonctions de Klein ne dependant que du reseau L (resp. L' ) n'apparaissent

pas dans les expressions respectives ci-dessus de FB et du produit des FB , J' qui
wl'w2 wl'w2

proviennent l'une et l'autre de l'identite (9) du nOg. Bien sftr, les bases (wl' w2) ,

C~i, ~2) et (wi, w2) sont definies par la base (w1' w2) comme au debut du nOS.

Comme B est la matrice de passage, d'une part de C!:l' ~2) a. (wl' w2) et d'autre part

de (wi, w2) a. (wi, w2), les deux expressions en question sont respectivement egales

d'apresla formule (7) du n02 a. p(2)(B) et p(2)(B)det(ll) , d'ou l'identite (31).
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10) POUl pouvoir utiliser efficacement la formule (28) du n09, enoncons d'abord le

lemme bien connu suivant:

Lemme. Soient n ~ p deux entiers ~ 1 . On supoose n impair. Alors, on a

C( [~ ~ ] ' [~ ~ ] ) = 1 .

Preuye: Ce lemme est bien connu. Rappe10ns sa preuve: Hs'agit de comparer les

deux fonctions de la variable complexe z

d'une part, et

d'autre part. Comme elles ont meme diviseur, il suffit de voir si le quotient de chacune de

ces deux fonctions par zn-l possede la meme limite (non nulle) quand z --+ 0 .

Autrement dit, on veut comparer

d'une part, et
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d'autre part. Pour cela, il suffit de verifier 1'identite, independante des valeurs de w1 et

(32)

La verification de cette derniere identite est immediate: il suffit de se reporter au

developpement en produit (1) de rp(t; wl' w2) . En effet i) la forme quadratique

i< T -~) vaut zero sur les points T = j/p, 1 5 j Sp-l , consideresj de plus ii) la
W-w

p-l

Bomme - ~ 1: ~ = - ~ provenant de E(-T/2) annihile exactement le coefficient

j=l

(i)p-l =E(~) qui provient du premier terme du developpement en produit de

rp(tj wl' w2) t et en.fin ili) le facteur p supplementaire dans le membre de droite de (32)

tient Ace que

ü Pi-x
(l-E(j/p)) = tim I-x = p

J= x--+l

De ce fait, il reste Acomparer d'un cote

TI (1- E(dW))2~ TI (1- E(1. + dW))2
d~i J=l d~i p

et de l'autre
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g (1 - E(pdW»2

leur egalite resulte de

er .
(1- E(dW)) (1- E(J. + dW)) = (1- E(pdW))

J= p

deja. mentionnee dans l'introduction.

Corollaire. SQil n un entier impair ~ 1 , et soient a § b des entiers dont le

produit est ~ 1 . Alors. si les entiers a ~ n sont etrangers. on a

C([~~J. [~~J)=l.

Freuve: On devcloppe de deux facoll8 differentes la matrice [~2g] comme

produit des matrices [~ ~ ] et [~ ~ ] • et on applique la formule (27): vu le leIUIUe

ci-dessus l'identite du corollaire suit.

On en deduit:

Fait 3. fuill. n un entier ~ 1 , et soient c ~ d des entiers (impairs) tels que

cd ~ 1 .

Mors. si 1'on suppose n etranger a cd, 2n..i

C(nld, [~ ~J) = 1 .
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Preuve: Vu le fait 2 appliqu~ a. B = -Id et la formule (28) du nOg, on peut 8upposer

que les entiers c et d sont positifs.

De plus, vu le corollaire ci-dessus, on peut aussi supposer que c = 1 . Or, on a

[ 1 0 ] _ [0 -1 ] [d 0 ] [0 1 ]o d - 1 0 0 1 -1 0

et d'apres le fait 2

2
C(n Id, [~-~ J) = (_l)l-n .

Comme n Id commute avec toutesles matrices de Gt.~O(71) ,la formule (28) s'applique:

pour passer de C(n Id, [g ~ J) a C(n Id, [~ ~ J) le fait 2 fournit un facteur

2
(_1)(1-n )(l-d) ,

identiquement egal a. 1 vu l'hypothese de primarite faite entre n et d.
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11) Noua voici AmGme de prouver les assertions proposees dans le n0 4.

NQa. L'idee elef de ce numero a dcjA ete publiee Dar K. RUBIN (il s'agit, dans son

travail sur le groupe de Tate-Shafarevitch [7] J d'un appendice consacre aux Itunites

elliptiques")j celui-ci l'attribue a. E. de SHALIT, cf. loc. cit. § 12 p. 554. Dans l'appendice

cite, les reseaux L et 1 sont supposes amultiplications complexes par l'anneau des

entiers d'un corps quadratique imaginaire, de nombre de classes 1.

Soit f un entier ~ 1 . Si (6f, det(B)) = 1 , on pose

p(B) = C(6f Id, B)

il resulte donc de l'identite (28) du nOg que la formule (16) de multiplicativite du n04, ä.

savoir

p(BD) = p(B)det(D)p(D) ,

est satisfaite par toutes les matrices B et D de determinant premier a. 6f.

On prouve dans ce numero que l'invariant p(B) introduit ci-dessus satisfait les

assertions (a) et (b) du n04. L'affirmation d'unicite qui en resulte (cf. n04, remarque 1)

8.Ssure que p(B) est independant du choix de l'entier f.

Prollvans d'abord (a): comme 12 divise (6f)2 = det(6f Id) , il resulte des faits 1 et 2

du nOg que, si B E SL2(7Z) , alors on a
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autrement dit, l'egalite (18) de (e) est satisfaite.

Comme nousl'avons alors fait voir (no4, remarque 2), puisqu'il satisfait aussi la

fonnule (16) de (c), ceci aBsure que l'invaraint p(B) verifie la propriete (a).

Remargue. Ces deux identites (16) et (18), jointes au fait 3 du natO, rendent possible

le ealeul de la racine 12-ieme de l'unite p(B). Voici le resultat:

On cherche deux matrices M et N de SI2(1l) teUes que

MBN = [~ ~] I

avec c et dentiers, de sorte que (61, cd) = 1 . 11 resulte alors des faits cites que l'on a

fonnule qui etablit directement l'independance de p(B) vis-a-vis du choix de f.

Reste a. prouyer (b): on pose

La fonction (wl' w2) .........-.. rB satisfait aux conditions du n06: en effet, pour les
wl'w2

fonctions rB qui sont de ce fait faiblement multiplicatives, la familie dI = #B des
wl'w2

matrices introduites dans le nOS venfie les conditions i), ii) et iii) du n06j comme
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preeedemment, pour d eil on peut choisir l'entier det(B) .

Soit ~(TI, B) la constante qui apparait dans la formule (21) du nOa relative aux

fonetions rB : comme on a
wl'w2

(33) e(TI, B) = C(TI, B)p(B)det(ß)-1 ,

il s'agit d'une racine 12-ieme de l'unite independante du choix des parametres complexes

w1 ·et w2 . A fortion, eette eonstante satisfait done l'hypothese encadree du n06, et par

suite on peut lui appliquer la formule (22) du dit numero; eette derniere s'eerit dans notre

cas

(34)
2

Ö(Il, B)n -1 = e(n Id, B)det(Il)-l

paur tout entier n > 0 premier a det(B), et tout ß E #B .

Or, pour n = 6f , on a d'apres (33)

Ö(6f Id, B)

= C(6f Id, B)p(B)det(6f ~d)-1

36r= C(6! Id, B) = 1 .

Par suiteJcomme Ö(llJ B) E"2 'on deduit de (34) pour n = 6f l'egalite

Ö(IlJ B) = 1

paur tout ß E ctfB ; l'assertion (h) est prouvee.
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12) Soit K UD corps quadratique imaginaire, et revenons sur les hypotheses du n04

en imposant de plus aux reseaux L et L les deux conditions suivantes:

i) On suppose que les reseaux L et 1 possMent des mUltiplications complexes par

l'anneau des entiers "'K de K j on note b l'unique ideal de "'K tel que

L= bL .

Cela impose en particulier au determinant de la matrice de passage det(B) = Nb ,

deja. suppose premier a6, la restriction d'etre la norme d'un ideal entier (non null de K.

En particulier, si PJ< designe le graupe des unitcs de t'K et w(K) son ordre, la

difference

det(B) -1

est UD multiple de w(K).

ü) On suppose de plus que les sommes

g2(L) = 60 l' (nw1 + nw2r-4
n,m

et

nJm
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OU (w1, w2) designe une base de L teIle que Im(w2/w1) > 0 , et ou la somme est prise

sur les points (n,m) de y.)( 7l exception faite du point (n,m) = (0,0) , appartiennent au

corps de classes de Hilbert H de K.

TI n'est pas besoin de rappeler ici que ~(L) et g3(L) sont les constantes qui

apparaissent dans l'equation differentielle

satisfaite par la fonction 9'(z,L) de Weierstrass, caracterisee par le fait que (O)L est son

seul pale (double) sur (/L et que l'on a

tim (9'(z, L) -~) = 0
z-.+O z

COInDle on le sait, le determinant 4(L) de L defini au n02 comme la pwssance 12-ieme

de 1J(2)(wl' w2) s'exprime aussi rationellement en fonction de g2 et g3 par

L'hypothese i) aBsure que H = K(j(L)) , ou l'invariant modulaire

ne depend que de la claBse d'homothetie du reseau L.

On a alors:

Proposition. Sousles hypotheses precCdentes. le quotient
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defini par 1'~dentite (13) IDL!!°4 appartient a H.

Preuye: Vu 1'identite (9) du n03, on a

(35) r(z; L, 1) = 'q(2)(L, 1)K(z; L)det(B) /K(z; 1)

ou le membre de gauche est defini par la fonnule (14) du n04.

Soit f un ideal entier (non null de K , f f 0K ' et notOnB 9J(w/2)(z, L) 130

puissance w(K)/2-ieme de 9J(z, L) . Aussi, disons d'un point z de ( qu'il est un point

"primitif de f~vision" du tore (/L si 1'on a1'egalite

{A E 0K I AZ EL} = f .

On sa.it que, si z est UD tel point primitif de f-division du tore (/L, a.lors §Q]!§.

1'hypothese ii) ci-dessus le corps

H( ,9(w/2)(z, L))

est le corps de classes Hf de rayon modulo f de K.

Or, vu l'hypothese i), on peut ecrire
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. det(Bl
K

) 1
K(z, L)det(B)/K(z, L) = [ 1 ] W

- jD(W!2)(z, L)

n (1 - ,9(w/2)(J., L)/ ,9(W/2)(z, L))-1 ,

I;<).CYL
).fO

ou le produit est pris sur les points non nuls de JJL modulo l'action transitive du graupe

Px sur ceux-ci.

Par suite, lorsque ). parcourt les points non nuls de 1/L module llK ,les

coefficients 9J(w/2)()., L) du membre de droite de (36) sont permutes par le groupe de

Galois Gal(Hb/H). Ainsi, si Pon regarde le membre de droite de (36) comme une fraction

rationnel1e en 1/ ,9(w/2)(z, L) les c0ef:6cients de son developpement appartiennent a H.

Soient alors f1 et f2 deux ideaux entiers de K, premiers a 6b, etrangers entre

eux, et distincts de 0K' Soient de plus zi des points primitifs de fC-division du tore

(/L, i = 1, 2 . Appliquons l'identite (15) du n04 Ala matrice TI = 2 Id (resp. 3 Id ); panr

prouver la proposition, il suffit de yoir qu'en evaluant les deux membres de (15) en zr '
puis en z2' on trouve via la formule (35) ci-des8usle rau gue

appartient a. H = H
f1

n H
f2

.

Or, sous 1'hypothese ii), le groupe de Galois Gal(H2f,/Hf) permute les nombres
1 1

•
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lorsque fJ) parcoun un systeme complet de repr~tants de L/2L. De meme, le groupe

de Galois Gal(H3f./Hf.} permute les nomhres
1 1

lorsque !il. parcoun un systeme complet de representants de L/3L. Bien sftr, ceci est vrai

paur i = 1 comme ponr i = 2 . Vn l'identite

valable des que n= n Id ,avec n entier f 0 premier a det(B}, on trouve ·bien le fait.
precedent et par suite l'assenion de la proposition.

Remarque. La proposition ci-desSUB peut etre consideree comme une description

explicite de la racine 12-ieme de

dans HX
, lorsque l'ideal entier b de tJK est premier a. 6, dont l'existence sous les

hypotheses precedentes resulte de G. ROBERT [6] appendice A, p. 349.
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