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Introduction

Soit z une variable complexe et notons E(z) I’exponentielle usuelle de 2#i z, de

sorte que

E0) =1 et $IBE(E_ 5y

Le propos de ce texte est de prouver pour la fonction ¢ associée a une base d’un
résean complexe (que I'on définit précisément au début du n°1) la formule de distribution
(15) du n°4. La fonction ¥ qui y apparait est elle—méme définie par la formule (8) du n°3
complétée par la formule (14) du n%.

La preuve en est élémentaire. On notera I’analogie du résultat (15) avec I’identité
n .
(1-E(nz)) =T 1I (1-E(z + 1))
J =

ol n désigne un entier > 0, et ot les nombres rationnels j/n, 1< j<n, forment un
systéme complet de représentants de Z modulo %ﬂ , ainsi qu’avec des formules de
distribution comparables satisfaites, en caractéristique positive, par les fonctions
exponentielles attachées aux modules de Drinfeld de rang quelconque. Toutefois, si comme
d’habitude on note sin xz la fonction %{(E(z/2) — E(—z/2)) , l'analogie la plus proche est

donnée par I’identité suivante entre fonctions cyclotomiques

. ind
(2sin 7 nz [d _ _li'(llsm 7(z + n))
2510 7 dnz

- j=12sin 7d(z + ﬂ-)



ou ’entier d > 0 est supposé impair.

Bien sfir, le cas ou les réseaux possédent des multiplications complexes nécessite un
traitement particulier. Celui—ci n’est pas abordé dans ce texte, exception faite pour
I'obervation du n°12 final. Les numéros 1 & 3 sont introductifs. Nos résultats sont énoncés

au n04, et prouvés au n°11. Le corps du travail est contenu dans les numéros 5 3 10.



merciemen

Je tiens A témoigner ici de la confiance que m’ont faite, malgré mon absence
apparente de travail, mes collégues de I’Institut Fourier auprés de 1’Université de Grenoble.
Certes, je me dois aussi de remercier la section mathématique du C.N.R.S. francais pour
labri qu’il m’offre durant cette année (universitaire) 1988/89. Enfin, c’est avec un profond
plaisir que je rend grace au professeur F. Hirzebruch pour son acceuil cordial au M.P.I. de
Bonn o1 ce travail a été congu.

Pour conclure, je ne saurais trop citer MM. K. Rubin et E. de Shalit qui par leur
travail ont, chacun de leur coté, relancé le mien (cf. aussi fin du n°4 et début du n°11).

Plus obscure, mais non moins certaine est la part de R. Schertz [8].



1) Soit L C € un réseau complexe, et (wl,w2) une base de celui—ci, choisie de fagon
que Im(w2/w1) >0.
Lorsque t parcourt le plan complexe, on note ga(t;wl,wz) la fonction définie par le

produit infini

iy wy) =i BB~ PEGE )

(1)

x (1 - E(T)) ﬁ (1—E(T + dW))(1 —E(=T + dW))

ot I'on désigne par T (resp. W) le quotient t/w; (resp. w,/w, ).

1l s’agit de la fonction ¢ classique associée A la base (wl,wz) de L ; ses zéros
(simples) sont les points t de Ow, + Iwy = L . Ses valeurs, lorsque t représente un
point de torsion du tore C/L , sont des fonctions modulaires trés remarquables cf. C.L.
SIEGEL [10] et les références incluses, ainsi que plus récemment K. RAMACHANDRA
[4], G. ROBERT [5], [6], H.M. STARK [11], D. KUBERT & S. LANG [3], R.
SCHERTZ (8] et bien d’autres. Aussi, depuis G. FALTINGS [1] § 7, lemme p. 417, on
sait que la restriction & C/L x {0} de "la fonction de Green de €/L " (dont la définition
peut étre rendue précise, cf. loc. cit. § 3) coincide avec le logarithme du module de ¢ .

En particulier 1a fonction

dfn
(2) lel(tL) = [o(tiwy,wo)l



ne dépend pas du choix de la base (wl,wz) de L, et est une fonction périodique de t de
réseau de période L . Il résulte des propriétés des fonctions de Gfien Qbien de [5] prop. —
1, que pour tout sous—réseau L’ de L ona [‘U'):“O'&”M Qe courler ‘u“}‘k"if
[L:L°
3 lol(s1) = ol (s+251)
J =

ol les nombres complexes Z; 1 € j< [L:L'] , parcourent un systéme complet de

représentants du quotient L/L’. Bien siir, on désigne ici par [L:L’] I'indice de L’ dans
L . On retrouvera aussi 'identité (3) ci—dessus en appliquant les techniques du présent
travail, cf. n°8, remarque.

A vrai dire, pour u un point de L et si on pose U = u/w1 , on déduit

immédiatement de (1) 'identité

i _ 1{UT-UT )
(4) ﬁa(t + u; wl: W2) - 6L(u) E [2’[ W—W ]] V’(t, wl’ w2)
W 1,5 u€?2L
avec er(u) = ;
L -1,8i u€L \ 2L
l’affirmation (2) en résulte.

Par ailleurs, il peut 8tre prouvé cf. A. WEIL [12] Chap. VI que I’équation
fonctionnelle (4) détermine ¢ 3 une constante non nulle prés. Par suite ¢ est la seule

fonction vérifiant (4) pour laquelle



(5) Lim gf3; wy, wa)/t = 1 Dw, w,)
t$0

ot suivant I’identité (1) on a posé

O, w.) = 22 5y 2T (1_(aW))?
1wy, wp) = FTECp) T_T (-5 (aw))?



2) Avant de poursuivre nous avons besoin de préciser deux autres faits concernant la
fonction ¢ .

i) On peut écrire
(6) olt; Wy, wo) = 1w, w)K(t; L)

ot la fonction de Klein K(t; L) ne dépend que du nombre complexe t et du réseau
L =17w, + Iw, , et non du choix d’une base particuliére (w,, w,) de L.
En effet, I'aire de €/L définie par

— — e 2
a(L) = (wow; — W W,)/2i = | w; | “Im(W)
ne dépend pas du choix de la base (w,, w,) de L. Or, cf. [12] loc. cit., le facteur

w-W

de (4) peut étre re—crit en fonction de t =w,T et u=w,U comme

H; (u,t) — Hy(t,0)

dfn
avec Hy(v,v’) = xvv'/a(L).Ils%nsuit que K(t; L) est Punique fonction vérifiant (4)

pour laquelle



limK(t; L)/t=1 .
t=0
t$0

ii) La puissance 12—iéme de n(z)
ML) = 1B)(wy, wy)'2

ne dépend également que du réseau L et non de la base particuliére (wl, wo) de L.

Ce fait crucial est délicat 4 établir. Pour une preuve nous renvoyons 4
F. HIRZEBRUCH & D. ZAGIER [2] § 7; d’autres références peuvent y étre trouvées.
Il s’ensuit que 8i M € SL,(Z) est une matrice carrée 3 coefficients entiers de

déterminant 1, et si I’on définit le couple (31, 32) par 'identité matricielle

w w
1 1

il existe une racine 12—iéme de I’unité p(2)(M) € pyo telle que

(7) 7A@, ¥,) = /A M)r Dy, wy) -

URR 'La}ﬂm
En.fait, on sait aprés Dedekind cf. [2] loc. cit. définir un:-hamomesphisme de SL2(H)

dans le groupe p2 4 des Tacines 24—iéme de I'unité dont I’homomorphisme
2
A SLy(T) — py

est le carré.
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3) Fixons pour tout le reste de ce texte une matrice B € GE;O(H) 3 coefficients
entiers et de déterminant >0 . On suppose que ce dernier disons det(B), est impair. On

définit le couple (w,, w,) par l'identité matricielle

2wl

et on note L le réseau engendré par ¥, et W,.Par définition, I’indice [L:L] du réseaun
L dans L est égal 3 det(B).

On considére alors la fonction

§0(Z; w1’ wz)det(B)

9z Wi ¥o) ;

B
®) Py ()
d’aprés 1’identité (6) du n°2, celle—i peut encore éire écrite

0(2)("1» W2)det(B) K(z; L) [L:L]
ﬂ(2)(l';1| Eg) 8z, L

(9)

Le quotient des deux fonctions de Klein dont celle relative 3 L est élevée & la

B
V1%

de la variable complexe z de réseau de période L . Cela tient & deux faits: i) comme

puissance [L:L] est, comme la fonction F lle-méme, une fonction méromorphe

[L:L] est impair, la racine de ’unité

er(E /e ), ver,



vaut 1 ; de plusii) on a

a(L) = [LL] a (1)

de sorte que Hy = [L:L] Hy , si bien que la puissance [L:L] de I’exponentielle qui

apparait dans I'identité (4) pour L n’est autre, lorsque u appartient & L, que
I’exponentielle qui apparait dans (4) pour L . En fait, si les nombres complexes t
1<i< [L:L] , forment un systéme complet de représentants du quotient L/L , le diviseur

commun (non réduit) de ces fonctions est

[L:L]

(10) B - Y )y
i=1

ou (t;);, désigne le point du tore €/L associéd t, .
D’aprés I'identité (5) du n°1, on a

(11) lim FB _ (z)/z9¢(B}-1
=0 Y1V
z30

_.(2) det(B),,(2) .
- ﬂ{wl,wz ) /ﬂgﬂliﬂz) !

L n’appartenant pas 3 L,ona

de méme, lorsque z — t, pour t, point de
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(12) lim (z—t )F w (2)
z—-»tl W1¥9
7t |
ﬁtlv wl: w2)det(B)
- el‘.(ti) (2)(w Ww,)
-1’ =2

avec eL(ti) égal & 1 ou -1 suivant que t, appartient & 2L ou non.
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4) L’objet de ce texte est de prouver, pour chaque matrice B € G!L;O(Il) de
déterminant premier A 6, ’existence d'un nombre complexe non nul p(B) tel que les

propriétés (a) et (b) ci—dessous soient vérifiées.
(a) Le quotient
(13) HEALL) = p(B) ™ 1wy, wy) 2B 0w, wy)
ne dépend que des réseaux L et L et non du choix d’une base de ceux—ci.
(b) Posons

(14 Fai 1, L) = p(B) " Py o (a) -

Draprés I’identité (9) du n°3, il résulte de (a) que, pour z fixé, ce quotient ne dépend aussi
que des réseaux L et L et non du choix d’une base de ceux—ci.

Supposons l'existence de deux autres réseaux

L’ et L’ tels que le diagramme ci—contre soit L’ /I/%
satisfait. Autrement dit, on demande i) les inclusions 11? /}/ L
L'CLCL et I’ CL’ CL,ii) I'isomorphisme des L’

quotients L/L et L’/L’ d'une part et des quotients

L/L’ et L/L’ d’autre part, et iii) la disjonction linéaire de L et L’ au—dessus de L’,
i.e. I’égalité
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L'nL=L.

Vu la condition d’isomorphisme ii) ci—dessus, on sait qu’alors L est le plus petit réseau

contenant 4 la fois L' et L.

Alors, chaque fois qu’une telle situation existe, on a 1’égalité

(15) ¥z L, L) = Uf—llf] Ba+ 251, 1)
J=

ol les nombres complexes z i 1< j< [L:L'] , parcourent un systéme complet de

représentants du quotient L/L’.

Remarque 1. Ces conditions sont trés fortes. En effet, désignons par II une matrice
de passage de L & L’. En appliquant ces conditions aux matrices Il = nId avec n
entier >0 , premier & det(B), on voit que 'unicité de p(B) est assurée.

En effet, soit p’(B) un autre nombre complexe non vul vérifiant (a) et (b). Soit p

son quotient par p(B) . Alors, d’aprés (15) il est clair que p vérifie les identités

pour tout entier n > 0, premier & det(B) . Celles—ci imposent p=1.

(c) 1 résulte de 1’unicité prouvée ci—dessus que I’on a pour toutes matrices B,

D€ Gl;o(ﬂ) , de déterminant premier & 6, la formule de multiplicativité

(16) p(BD) = p(B)2HD) (D) .
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En effet, celle—ci résulte de I’identité

_ ydet(B) pD
4 Y1 ’W (FBsz FEl'Ez

entre fonctions méromorphes.

(d) En fait, on verra au n°11, remarque, que p(B) est une racine 12—iéme de 1’unité;

on en donnera alors un moyen de calcul.
(e) Drailleurs, lorsque B € SL,(Z) , 1a relation (a) impose I'égalité
(18) o(B) = o12)(B)
ot p(2)(B) est la racine 12-iéme de Iunité définie par Iidentité (7) du n°2.
Remarque 2. Réciproquement, ce dernier fait () joint & la formule de
multiplicativité (16) de (c) assure la véracité de (a).
En effet, pour M et N éléments de SLz(H) , on a d’aprés (16) 1’égalité
A(MBN)/ p(B) = p()**B)p() ; ;
or, lorsque 1’on passe des bases respectives (wl, w2) et (311, 32) des réseaux L et L

aux bases respectives (?vl, \';2) et (il, ﬁz) des mémes réseaux, celles—ci étant définies

par les identités matricielles
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g] e (][] (2] < [3)-(2)
w ¥1 1 ¥1 %1 !

on constate que la définition (7) du n%2 pour l'invariant p(2) impose au quotient
r)(2)(w1, wz)det(B)/ r)(z)(gl, ¥,) le facteur p(2)(M)det(B)p(2)(N) . On conclut par
1’égalité (18) de (e).

Nota. La puissance 12—iéme de l'identité (15) ci—dessus est "presque" connue.
Certes, lorsque les quatre réseaux possédent des multiplications complexes par I’annean des
entiers d'un méme corps quadratique imaginaire, elle résulte de la relation de distribution
prouvée dans le livre [9] de Ehud de SHALIT, § 2.3 p. 50 (la relation citée est valable

méme si det(B) n’est pas premier 4 6).

Les assertions de ce numéro seront prouvées au n°11. Les numéros intermédiaires 5 A
10 sont employés & rigidifier la situation évoquée plus haut, puis & en tirer certaines
conséquences. Enfin, le n°12 prouve, dans le cas de multiplication complexe, une relation

particuliére satisfaite par %(2)(L,L) .
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5) Soient donc L, L’,L’ et L quatre réseaux définis comme dans le n°4 (b), et soit
(W), Wo) unebasede L telle que Im(w,/w;) > 0.Onimpose B comme matrice de
passagede L 4 L d’une part,et de I’ & L' d’autre part. De plus, on choisit la matrice
de passage Il de L & L’ de fagon que les identités matricielles ci—dessous, ol (El, Ez) .

L’ et L’, soient vérifides

-] < )-l2)

i) deux matrices U et V de SL(Z) telles que la matrice UII'V fasse passer de la

(wj, ®5) et (wj, w)) sont respectivement des bases de L

D’un coté,il existe donc:

base (El, E2) de L 2 la base (Ei, Eé) de L’; autrement dit, on suppose que l'identité
(19) B NB=UNV,U et VESL(T) ,

est vérifie par la matrice II (la matrice B étant supposée donnée). D’autre part, on
rappelle que:

ii) les réseaux L’ et L sont supposés linéairement disjoints au—dessus de L’ ;

autrement dit, on suppose 1’égalité
L'nL=L;
si I'identité (19) ci—dessus est vraie, cette derniére condition est certainement satisfaite dés

que les déterminants respectifs det(B) et det(IT) des matrices B et Il sont premiers

entre eux.



—18 —

Définition. On appelle aVB P’ensemble des matrices II qui satisfont aux deux
conditions i) et ii) ci—dessus.

Nota. L'ensemble o/p C GQ;O(H) n’est pas stable par multiplication.

Cependant, soit n un entier # 0 premier & det(B) ; alors, on a
nld € 7 »

et le produit nll d’une telle matrice avec un élément II de de appartient encore 3

oy

On a la remarque suivante:
Lemme. Soit M € &g ; on note 2; €C,1<j<detl unsystéme compiet de
représentants du quotient L/L’. Alors, il exigte une constante non nylle

C= Cwl’wz(H,B)

telle que I’on ait 1’égalité

2 FB det (II FB
( ) wl,w2(z) - J= wi'wé(z + zj)
nire fonctiong méromorph 1 riable z .

Preuve: Comme il s’agit de comparer deux fonctions méromorphes admettant le

réseau de périodes L’ C L, il suffit de comparer leurs diviseurs relativement 4 L’ .
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Pour le membre de gauche de (20), son diviseur relativement & L s’écrit

det (B)
det(B) (0), — 2 (t)L,

i=1

olles t, € €, 1< i< det(B), parcourent un systéme complet de représentants de L/L cf.
identité (10) du n%3. Relativement 3 L’ , ce diviseur peut donc étre re—écrit

de t (IT) det (B) det (1)
det(B) 2 (@p— 2 2 %+%M

j=1 i=1  j=1
Par ailleurs, pour le membre de droite de (20) le diviseur de son j—iéme terme s’écrit

det (B)
det(B) (i), = ) (4 +2p,

i=1

oules t1€C,1 <i < det(B), parcourent un systéme complet de représentants de L’/L’ .
L’égalité des deux diviseurs sera donc établie si I’on 8’assure que les nombres t,

1 i< det(B), forment un systéme complet de représentants de L/L . Vu l'inclusion

L' C L, il suffit pour cela de vérifier que la différence it de deux quelconques d’entre

eux ne peut appartenir 3 L quesi k= £ . Orsi tp—t§ appartient & L, comme cette

différence appartient déji 3 L', il résulte de la disjonction linéaire de L’ et L au—dessus

de L' que t; —t; appartient a L’; d’ou 1’égalité demandée.

On a aussi ’observation élémentaire:
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Remarque. On suppose les matrices B et II fixées. Alorg, la constante
C“’p‘”z(n’B) ne dépend que du quotient W = w,/w, nombres complexes w,

et w, (supposés tels que Im W > 0).

En effet, pour tout nombre complexe X #0,o0n a
W(Az; Aw,, Aw,) = ofz; W , Wo)

. B B
et par suite F Az) =F z).
Awl,/\wz( ) wl,w2( )
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6) Plus généralement, pour chaque couple (wl, w2) de nombres complexes tels que
Im W > 0, fixons une fonction

F

t——-wa W (2)
1'72

Z
W{,Wo
A valeurs complexes, non identiquement nulle, périodique de réseau de périodes
L= le + lwz .

Je précise que je demande seulement & 1a fonction Fw W d’étre définie sur une
1'72

partie non vide de €, invariante sous les translations de L , et d’étre non nulle en au

moins un point.

On dira que I'ensemble des fonctions F_ _  ¢st (faiblement) multiplicatif sl
1'72

existe une famille ¢ de matrices, éléments de Gﬂ;o(ﬂ) , telle que les trois propriétés i),

ii) et iii) ci—dessous soient satisfaites:

i) 1 existe un entier d & 2 1 ne dépendant que de o, tel que la matrice nId,

avec n entier >0, appartient & o/ dés que n est premier & d &

ii) Pour toute matrice Il € o/, il exi ngtante complexe (non nulle)
C (IT) telle que
Wl,w2
det (II
21 F (2) = II F , -
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ou le couple (wi, wé) est défini par I'identité matricielle

Ici comme précédemment, pour L’ le réseau engendré par Wi et W, , on suppose que les
nombres complexes Zj ) 1 < j < det(IT) , forment un systéme complet de représentants du

quotient L/L’.

iii) Si 1€ et nId € ¢/, avec n entier > 0 premier 3 d , , alors le produit nll

des matrices nId et Il de o appartient aussid <’ .

Ecrivons alors la relation (21) pour la matrice nll de o des deux facons suivantes:
d'une part en faisant d’abord II puis n Id, et d’autre part en faisant n Id puis II. On

trouve que la constante C_ (n IT) est identique & 1'un et & 1’autre des deux produits
72

1
ci—dessous

2
(m"

W W

det(Il) _
C 2(H) CWiawﬁ(n Id) = Cwl’w2(n 1d) anl’nw2

dont 1’égalité est ainsi démontrée.

Hypothége. Pour chaque élément Il de &, on suppose désormais que, lorsque les

paramétres complexes w, et W, varient, la constante C_ _ (II) ne dépend que dela
172

valeur du quotient w,/w, .
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La relation ci—dessus se re—écrit alors:

2
(22) Cwl,wg(“)n -1 - Id)det(n)/Cwl’wz(n 1d)

w2 2
ol (wj,w)) est défini par =1l .
1 1

Appliquons ceci & C‘W (I1,B) , 1a matrice B étant fixée. On trouve que
2

v

I’ensemble des fonctions

B

(W) wo) —— le,w2

din
est faiblement multiplicatif; en effet, il résulte du 1% que & = o B vérifie les

conditions i), ii) et iii) ci—dessus, 'entier d ,, pouvant étre choisi égal & det(B).

Comme d’aprés la remarque 3 la fin du n°5, 1a constante C,. w (ILB) vérifie
172

P’hypothése encadrée ci—dessus on peut lui appliquer la relation (22). On en déduit donc:

Remarque. Si, pour un entier n 2 2 premier & det(B), les constantes
C (nId,B) et C_, _,(nId,B) sont des racines de ’unité, alors il en va de méme de
2 1%

W W
la constante C_ ’WZ(H,B) .

1
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7) Soit n un entier 2 2 fixé. L’étape suivante consiste & évaluer le produit
P(iw, /n + jw,/0; Wy, W)

pour J = {(i,j) | 0<i, j€n-1,(i,j) # (0,0)} ; on utilise pour cela le produit infini
convergent donné par la formule (1).

On notera d’abord que le produit

T.T (-E(i/n),

1€1<n—1

égal & la limite quand X — 1 du quotient (1 ~X")/(1 —X), vaut n.D’autre part le

produit

n—1 n—1

=$ =1 (1 -E(i/n + jW/n)) ,

égal & <'[?[‘ (1 — E(jW)) , est précisément 'inverse du produit
1€j<n~-1

(23) (i‘ga Elr (1 -E(i/n + (j + dn)W/n})
(1-E(H/n + (=j + dn)W/n)) .

En effet, ce dernier produit, 8'il était pris sur tous les entiers i et j compris entre 0 et

n—1 , serait égal au produit
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n—1

g g (1 —E((j + do)W))(1 — E((—j + dn)W)

soit apres changement d’indices

n—1 ) _ ’ 2
j-!:E (1-E@G'W)) d]; (1-E(d'W))" .

Mais le terme correspondant 3 (i,j) = (0,0) vaut

_ 2
H (1 —E(dW))

de sorte que le produit (23) vaut en fait

n—1

1 1-E(jW)) .
T} a-EGwW)

Reste & évaluer le produit correspondant aux quatre premiers termes de (1).

Commengons par I’exponentielle de 1a forme quadratique %‘- [T — W
W —

T=i/n+ jW/n ona (T -T)/(W—-W)=j/n,on trouve & sommer

. Comme pour

1 1 i
5 Y GHiWg
Oﬁi,.iﬁn—l
. .2
i 1
F+y ) Lw.
0<i,j<n-1" 0<j<n—1

La premiére somme du membre de droite vaut aussi
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1 i i
Y DY 4,
0<i<n—-1  0£j<n-1

soit é(n—l)2 ; quand 3 la seconde vu l’identité

2 j2 — (n=1)n(2n-1) ’

0<j<n—1
elle vaut (n—1)(2n—~1)W/12 . En tout, on trouve donc
3)  E(gn-1)® + (a-1)20-1)%r) .

D’autre part, le troisiéme terme E(—T/2) fournit

1 . 1 .
-3 Yy i-g3 ) W,
0<i<n~1 0<j<n-1

d’ou

b)  E(-2E=L 2@ty

Pour les deux premiers termes ils fournissent

2 2
o EEE+I7w) .

Développons le produit de a), b) et ¢): on vérifie facilement que le coefficient de W

vaut 0. Quant aux termes constants, ils fournissent E((nz—l)/s) . On a ainsi prouvé:
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Lemme. Soit n un entier 2 2 fixé. Alorg, le produit
iw, /o + jwo/n; w., w
(T egtmafa + dwg/ai wy, ws)

est indépendant du choix de 1a base (w,, w,) (telle que Im(wy/w,) > 0) du réseau
L= lwl + sz ; il vaut

2
n B .
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8) Appliquons ce lemme (du n°7) au calcul de C‘W w (nId, B). On a:
72

1

Proposition. Soit n un entier 2 2 premier 3 detA(B) . Alors, il existe une racine de

I*unit

Co(Bi wys Wo) € gy

d’ordre un diviseur de 2n telle que
C Id, B) = ¢_(B; E n’~1 det(B .
W1’W2(n d, B) = {,(B; wy, wo)/E((Fg—)(det(B) — 1)) ;

en particulier C (nId, B) gst une racine de I'ynité.
1%

Avant de prouver ce résultat, énongons quelques unes de ses conséquences:

Corollaire 1. Pour toute valeur de la matrice B (supposée de déterminant impair) la

constante

C (21d, B)
V¥

est une racine 4—iéme de ’unité.

Joignant ce résultat & la remarque de la fin du 096, on obtient:
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Corollaire 2. Pour tout B comme ci—dessusg et tout II élément de eVB ,1a
constante
Cy_ (T B)

est une racine de ’unité.

11 s’ensuit:
Corollaire 3. La constante C_ _ (IT, B) ne dépend pas des valeurs de w, et w,.
1'72

Preuve: Puisque la fonction

(Wl: W2) -— CWI,W2(H’ B)

a été définie (cf. n%5, lemme) comme quotient de fonctions continues non nulles en le
paramétre w2/ W, 83 valeur, contrainte 3 étre une racine de 1’unité, est nécessairement
constante.

Il nous reste a prouver la proposition:

Preuve de la proposition: Pour comparer les fonctions

B B . .
F (z) e¢ T F (z +iw, + jw,) ,
W1Wy 0<1,j<n—1 BV10¥g 17772

det(B)-1

il suffit de voir si le quotient de chacune d’elles par z posséde la méme limite

(non nulle) quand z—— 0. Or, la premiére limite vaut

0(2)(“'1’ Wz)det(B)/ﬂ(z)(Ela Ez) )
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quand i la seconde elle est égale au produit

n(2)(nw1,nw2)d8t(B) iw +jwy; nwy, nw2)det(B)

2 L A )
7 )(nzl 0W,)  (1,j)€)  p(iw +jwy; nw;, nw,)
Mais alors, d’aprés le lemme du n%7 appliqué au réseau nL ,on a

(24) n(z)(nwl, nw,) (iHGJ go(iw1+jw2;‘nw1, nw,)

n2—1

= EC) 7wy, wy) 5

en effet, on sait a priori que n(z)(nwl, nw2) = % q(z)(wl, W2) . D’autre part, la formule

(4) du n°1 assure 1’égalité

p(iwy + jwo; nW,, DW,)
(ime P 2 0¥y, D¥y

=C,  TT o'W + Wy nwy, nw,) ,

n (l’ ’ j y )EJ 1 2 1 2
din

o ¢ = (. (B; Wl w2) est une certaine racine 2n—iéme de 1'unité: en effet, comme n
est premier & det(B), les éléments iw, + jw, , 0 <1, j € n—1, fournissent bien un |
systéme complet de représentants du quotient L/nL . En appliquant alors le lemme du n°7

au réseau nL , on trouve

(25) ’7(2)(11311’ ]1}[2) -I—'{EJ qa(iwl + jwy; 0wy, nﬂz)
. yJ

2
= ¢ BCY nP(w,, w,)

(i



Elevant (24) A la puissance det(B) et divisant le tout par (25), on obtient aprés

simplification

2
Crp e, (810, B) = € (B wy, wo)/B((Pg=)(det(B) —1))

La proposition est démontrée.

Remarque. On peut aussi déduire du lemme du n°7 la stricte multiplicativité des
fonctions |¢|(t, L), i.e. Pidentité (3) du n°1.
Voici une esquisse de la preuve. Pour Wy, Wo des nombres complexes tels que

Im W > 0, considérons ’application
(W W) —Fy o (0= l0l (4, 1)

avec L =1w, + IIw, . On vérifie d’abord que les fonctions |¢|(t, L) sont faiblement
multiplicatives; commes les constantes associées par ailleurs réelles >0, disons

|Cl,, . (1), satisfont & 'hypothése encadrée du n%6 Ia relation (22) assure qu’elles
| R

vérifient ’identité

(26) ol @ = 1], . @1%®MW/c) (1)
1'2 1'2

wl,w2
pour tout I € G£>2'0(Zl) et tout entier n > 0 . Mais, d’aprés le lemme du n°7, on a

1Cly (8 10) =1

1
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quelques que soient les nombres complexes w; et w,,etlentier n>0.Vu (26) 1a

stricte multiplicativité des fonctions || (t, L) en résulte.



—33—

9) Au vu du corollaire 3 du n°8, adoptons la définition suivante:
Définition. On pose

c(, B) = prwz(n’ B)

ur un choix arbitrair aleur I mplexes wlg_th,j;elsgue
Im(wy/w;) > 0.

Suivons alors I’un et 1’autre diagrammes ci—dessous.

L L
L T
n L }B 4]3 m g/ Ip
jfB AT D* :
L 4q L

Dans le cas de I, on trouve la formule
(27) c(Qu, B) = ¢(q, B)¥Mc(, B)

pourvu que les trois termes aient un sens, c’est—d—dire que II, Q et QII appartiennent &

eﬁ’B . Dans le cas de II, on trouve la formule
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(28) c(, BD) = c(m, B)4 Pz, D)

pourvu que les deux termes du membre de droite aient un sens, c’est—a—dire que II (resp.
B 1B ) appartienne 3 ¥y (resp. op ).

Tandis que la premiére formule résulte d’un calcul direct & partir de 1a définition de
C w2(II, B) (n°5, égalité (20)), 1a derniére formule résulte de I’égalité (17) entre

w
1)
fonctions méromorphes, déja utilisée au n°4. Dans ce numéro et le suivant, ces formules

vont nous permettre d’obtenir de précieux renseignements sur C(II, B) . Appliquons

d'abord (27); on trouve:

Fait 1. i) La constante C(II, B) est une racine 12-iéme de 'unité.
ii) De plug, gi (det(B),6)=1,alorsona

(29) c(n, B) = ¢(B)detM-1
ou ¢(B) estla racine 12—iéme de ’unité définie par
(30) ((B) = C(214, B)®/C(3 14, B) .

Preuve: En écrivant 2II comme le produit de 2 Id et de II de deux maniéres

différentes, et en appliquant la formule (27) on trouve

c(m, B)® = c2 14, B)det(M-1 |
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Or, on sait déj par le corollaire 1 du n°8 que C(21d, B) est une racine 4—ié¢me de I’unité, '
d’ou i).
Si de plus (det(B), 3) =1, alors on vérifie de méme par la formule (27) 'identité

c(m, B)® = ¢(3 14, B)det(M-1

et il résulte de la proposition du n°8 que C(31d, B) est une racine 6—iéme de I'unité.
1 s'ensuit que ((B) = C(2 1d, B)®/C(3 1d, B) est bien une racine 12—iéme de l'unité
dont la puissance deg(Il) —1 est égaled C(II, B), d’ou ii).

Ce résultat est complété par:
Fait 2. §i B € SL,(¥) alors, pour la définition (30) de ¢(B),ona

((8) = 1/oD(®)
ot p(2X(B) est la racine 12-igme de 'unité définie par 1a formule (7) dy n°2 .
Preuve. Il suffit de prouver 'identité
(s1) ofm, B) = o) (g)-des® |

En effet, appliquée aux termes du quotient définissant ((B) , celle—ci assure bien le fait 2.

Or, pour calculer le membre de gauche de (31), il s’agit de comparer d’une part

7wy, wy)/ 1wy, wy)
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et d'autre part
[ﬂ(z)(Wi, wy)/ 0(2)(ﬂi, ¥3)] deg(Im) |

en effet, les fonctions de Klein ne dépendant que du réseau L (resp. L’ ) n’apparaissent

pas dans les expressions respectives ci—dessus de Fg et du produit des FE y » qui

1'¥2 1'72
proviennent I'une et 1'autre de l'identité (9) du n°3. Bien sar, les bases (W), %,) ,
(%}, ®5) et (wj, wy) sont définies par la base (w,, w,) comme au début du n°%5.
Comme B est la matrice de passage, d’une part de (El, 312) a (wl, w2) et d’autre part
de (Ei, Eé) a (wi, wé) , les deux expressions en question sont respectivement égales

d’aprés la formule (7) du n®2 3 p(z)(B) et p(2)(B)det(H) , d’ol l'identité (31).
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10) Pour pouvoir utiliser efficacement la formule (28) du n°9, énoncons d’abord le

lemme bien connu suivant:
Lemme. Soient n et p deux entiers 2 1. Qn suppose n impair. Alors, on a

(48, (3 )1

Preuyve: Ce lemme est bien connu. Rappelons sa preuve: il s’agit de comparer les

deux fonctions de la variable complexe z

oz WI/P: Wg)n/‘/’(zi Wl/p, Wz/n)
d’une part, et

—1 S ln ¥y
[ e + By W)k i wy, /)

d'autre part. Comme elles ont méme diviseur, il suffit de voir si le quotient de chacune de

n-—1

ces deux fonctions par z posséde la méme limite (non nulle) quand z — 0 .

Autrement dit, on veut comparer
2 2
B w,/p, wo)/ 1B (w /b, w,/n)

d’une part, et
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77(2)(‘71: Wz)n Fi, ‘P(jwllp; W1s wg)n
7](2)(‘71: Wg/n) 3= ‘P(jwllpi Wi Wg/n)

d’autre part. Pour cela, il suffit de vérifier 'identité, indépendante des valeurs de Wy et

Wo
1
(32) 7wy, wy) Elr oliwy /93 Wy, wo) = 12w, [p, w,) .

La vérification de cette derniére identité est immédiate: il suffit de se reporter au

développement en produit (1) de ¢(t; w;, w,) . En effet i) la forme quadratique

%(T —?‘;) vaut zéro sur les points T = j/p, 1< j< p-1, considérés; de plus ii) la
W —
p—1
somme —% 2 1-_ Pil provenant de E(—T/2) annihile exactement le coefficient
P
j=1

(i)p"1 = E(%l) qui provient du premier terme du développement en produit de
©(t; w1, W,) , et enfin iii) le facteur p supplémentaire dans le membre de droite de (32)

tient & ce que

Fro-sum= im =2 -
]= P —x—-ol =< ~ P

De ce fait, il reste & comparer d’un coté

E (1 - E(dW))? ﬁ H (1- E(i‘;- + dw))?

et de ’autre
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1;[(1 — E(pdw))? ;

leur égalité résulte de

1 .
(1 - E(dW)) F{ (1 - E(3 + dW)) = (1 - E(pdW))
J =
déji mentionnée dans I’introduction.

Corollaire. Soit n un entier impair > 1, et soient a et b des entiers dont le
produit est 2> 1. Alorg, si les entiers a et n gont éirangers.ona

Preuve: On développe de deux facons différentes la matrice [ 3 2% ] comme
produit des matrices [ g g ] et [ [1) g ] , €t on applique la formule (27): vu le lemme

ci—dessus 1'identité du corollaire suit.

On en déduit:
Fait 3. Soit n un entier > 1, ¢t soient ¢ et d des entiers (impairs) tels que
cd21. '

18, 8i l’on n étrangerd cd,ona

C(n Id, [3 g])=1 .
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Preuve: Vu le fait 2 appliqué 3 B = —Id et la formule (28) du n°9, on peut supposer

que les entiers ¢ et d sont positifs.

De plus, vu le corollaire ci—dessus, on peut aussi supposer que ¢ =1.Or,on a

et d’aprés le fait 2

C(n 14, [‘1’ 3 ] )= (_1)1-n2

Comme nId commute avec toutes les matrices de Gt;o(ﬂ) , 1a formule (28) s’applique:

pour passer de C(n Id, [g g ]) a C(n1d, [ (1} g ]) le fait 2 fournit un facteur
2
(_l)(l—n )(1-d) ,

identiquement égal a 1 vu I’hypothése de primarité faite entre n et d.
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11) Nous voici & m€me de prouver les assertions proposées dans le n°4.

Nota. L'idée clef de ce numéro a déjd été publiée par K. RUBIN (il s’agit, dans son
travail sur le groupe de Tate—Shafarevitch [7], d’un appendice consacré aux "unités
elliptiques"); celui—ci 'attribue & E. de SHALIT, cf. loc. cit. § 12 p. 554. Dans I’appendice
cité, les réseaux L et L sont supposés & multiplications complexes par I’anneau des

entiers d’un corps quadratique imaginaire, de nombre de classes 1.
Soit f unentier 2 1.Si (6f det(B)) =1, on pose
p(B) = C(6{1d, B) ;

il résulte donc de l'identité (28) du n°9 que la formule (16) de multiplicativité du n%, &

savoir
o(BD) = p(B)%D) (D) ,

est satisfaite par toutes les matrices B et D de déterminant premier & 6f .
On prouve dans ce numéro que l'invariant p(B) introduit ci—dessus satisfait les
assertions (a) et (b) du n°4. L'affirmation d’unicité qui en résulte (cf. n%4, remarque 1)

assure que p(B) est indépendant du choix de I'entier f.

Prouvons d’abord (a): comme 12 divise (6f)2 = det(6f Id) , il résulte des faits 1 et 2
du n° que, si B € SL2(H) ,alorson a
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o(8) = /) ;

autrement dit, I’égalité (18) de (e) est satisfaite.
Comme nous I’avons alors fait voir (n°4, remarque 2), puisqu’il satisfait aussi la

formule (16) de (c), ceci assure que 'invaraint p(B) vérifie la propriété (a).

Remarque. Ces deux identités (16) et (18), jointes au fait 3 du n®10, rendent possible
le calcul de la racine 12—iéme de I'unité p(B) . Voici le résultat:
On cherche deux matrices M et N de Sly(Z) telles que

MBN = [3 g] ,
avec ¢ et d entiers, de sorte que (6f, cd) = 1. Il résulte alors des faits cités que l’on a
1/0(8) = /P B, By
formule qui établit directement l'indépendance de p(B) vis—4—vis du choix de f.

Reste 3 prouver (b): on pose

B -1..B
O O -OD

La fonction (w;, W) — FE . satisfait aux conditions du n°6: en effet, pour les
172

fonctions FE qui sont de ce fait faiblement multiplicatives, la famille o = d’B des

%2
matrices introduites dans le n%5 vérifie les conditions i), ii) et iii) du n°6; comme
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précédemment, pour d o On peut choisir I’entier det(B) . |
Soit C(TI, B) la constante qui apparait dans la formule (21) du n%6 relative aux

fonctions FB : comme On a
W1, Wq

(33) &(m, B) = c(, B)p() 21 |
il s’agit d’une racine 12—iéme de 1’unité indépendante du choix des paramétres complexes
Wy et W, A fortiori, cette constante satisfait donc I’hypothése encadrée du n°6, et par

suite on peut lui appliquer la formule (22) du dit numéro; cette derniére s’écrit dans notre

cas

(34) &(m, 13)’12'1 — 8(a 14, B)det(M-1

pour tout entier n >0 premier & det(B) , et tout T€ o/ .
Or, pour n = 6f, on a d’aprés (33)

g(sf 1d, B)
= O(6£ 14, B)p(B) (61 1d)-1

= C(6f1d, B)%® £,
Par suite, comme C(II, B) € ps;, , on déduit de (34) pour n = 6f Iégalité
g, B) =1

pour tout I € &' ; 'assertion (b) est prouvée.
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12) Soit K un corps quadratique imaginaire, et revenons sur les hypothéses du n%4

en imposant de plus aux réseaux L et L les deux conditions suivantes:

i) On suppose que les réseaux L et L possédent des multiplications complexes par
I'anneau des entiers Jy de K; onnote b 1'unique idéal de Ok tel que

L=bL .

Cela impose en particulier au déterminant de la matrice de passage det(B) = Nb,
déja supposé premier & 6, la restriction d’é€tre 1a norme d’un idéal entier (non nul) de K .
En particulier, 8i B désigne le groupe des unités de Ok et w(K) son ordre, la
différence

det(B) — 1

est un multiple de w(K).

ii) On suppose de plus que les sommes

, —4
go(L) = 60 2 (nw; + nw,)
n,m

et

g5(L) = 140 2’ (ow; + nwz)_6 ,

n,m
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o (w;, w,) désigne une base de L telle que Im(w,/w;) > 0, et oil la somme est prise
sur les points (n,m) de Z x Z exception faite du point (n,m) = (0,0) , appartiennent au
corps de classes de Hilbert H de K.

I1 n’est pas besoin de rappeler ici que g2(L) et 53(1') sont les constantes qui

apparaissent dans I’équation différentielle

#2=4 9% g, 9-g,

satisfaite par la fonction #(z,L) de Weierstrass, caractérisée par le fait que (0)L est son

seul pdle (double) sur C/L et quel’ona

lim (.?(z,L)—i2)=0 .

Comme on le sait, le déterminant A(L) de L défini au n®2 comme la puissance 12—idme

de 0(2)(w1, w2) s’exprime aussi rationellement en fonction de g, et g, par
3 2
A(L) = gy(1)° - 27 gy(1)?
L’hypothése i) assure que H = K(j(L)), ol l'invariant modulaire
oy 1ad 3
J(L) =127 g,(L)"/A(L)

ne dépend que de la classe d’homothétie du réseau L .

On a alors:

Proposition. lesh h I n 1 ien
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73w, L)

défini par l’identité (13) du n°4 appartient 3 H .

Preuve: Vu l’identité (9) du n%,ona
(35) ¥(z; 1, L) = %L, LKz 1)HB)/k (5 L)
ot le membre de gauche est défini par la formule (14) du n°4.

Soit f un idéal entier (non nul) de K ,f{# Ok » €t notons 5’(‘"/2)@, L) la
puissance w(K)/2—iéme de #(z, L). Aussi; disons d’un point z de € qu’il est un point
"primitif de f—division" du tore C/L sil’on a 1’égalité

{A€0oy | €L} = .

On sait que, si z est un tel point primitif de f—division du tore €/L , alors sous
I’hypothése ii) ci—degsus le corps

1(2(¥/2)(5, 1))

est le corps de classes Hf de rayon modulo f de K.
Or, vu ’hypothése i), on peut écrire
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det(B) -1
] W

(36) K(z, 1)3B)/k (s, 1) = [ y(w/2§(z L)

TT (-2020,1) 2/, 1™,

pygACL/L
A#0

ou le produit est pris sur les points non nylg de L/L modulo I’action jrangitive du groupe
By sur ceux—ci.

Par suite, lorsque A parcourt les points non nuls de L/L modulo by les
coefficients 5,,(w/ 2)(/\, L) du membre de droite de (36) sont permutés par le groupe de
Galois Gal(Hy/H) . Ainsi, si I'on regarde le membre de droite de (36) comme une fraction
rationnelleen 1/ .9’(“'/ 2)(2, L) les coefficients de son développement appartiennent 3 H .

Soient alors f; et fy deux idéaux entiers de K , premiers & 6b , étrangers entre
eux, et distincts de Oy . Soient de plus z, des points primitifs de f,—division du tore
C/L, i=1, 2. Appliquons lidentité (15) du n®4 4 la matrice I1 =21d (resp. 3 Id ); pour
prouver la proposition, il suffit de voir qu’en évaluant les deux membres de (15) en z
puis en z, , on trouve via la formule (35) ci—dessus le fait que

1 ]

7w, 1)® (resp. 721, L)?)

appartient 3 H = Hf n Hf .
1 2
Or, sous I'hypothése ii), le groupe de Galois Ga.l(H2 : /Hf.) permute les nombres
i 4

2%/ 2)(zi +w,2L) ,
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lorsque w parcourt un systéme complet de représentants de L/2L . De méme, le groupe

de Galois Gal(Haf./Hf.) permute les nombres
il

.9"(w/2)(zi + , 3L)

lorsque @ parcourt un systéme complet de représentants de L/3L . Bien sfir, ceci est vrai

pour i =1 comme pour i = 2. Vu lidentité

FAw, 1) = G2 ®) ~ 153, 1)

valable dés que Il =n Id, avec n entier # 0 premier & det(B), on trouve bien le fait

précédent et par suite 1’assertion de la proposition.

Remarque. La proposition ci—dessus peut etre considérée comme une description

explicite de la racine 12—iéme de
A@)N®) a1y

dans H* , lorsque I'idéal entier b de Oy est premier 4 6, dont I'existence sous les

hypothéses précédentes résulte de G. ROBERT [6] appendice A, p. 349.
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