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A. Gurevich, S. Vostokov

Uber explizite Reziprozitatsgesetze in
lokalen Korpern verschiedener Charakteristik

Einfithrung

Gegenwartig besteht ein erhohtes Interesse fiir das Verstandnis der Einord-
nung expliziter Reziprozititsgesetze in der Zahlentheorie und gleichfalls fir
den Zusammenhang dieser Gesetze in Koérpern mit verschiedenen Charak-
teristiken. Diesem Problem sind Arbeiten von Fontaine und Abrashkin ge-
widmet. Nachdem die Normkérper (Fontaine-Wintenberger) Eingang in die
Folklore der Zahlentheorie gefunden haben (siche [FW]), ist eine natirliche
Moglichkeit enstanden, lokale Korper verschiedener Charakteristik mit per-
fekten Restklassenkorpern in Zusammenhang zu bringen. Dieser Umstand
gestattet eine neue Sich auf die Natur expliziter Formel fiir Normpaarungen
in verschiedenen Korpern. Es handelt sich dabei darum, da8 in einem lokalen
Korper der Charakteristik p die Formel fiir die Witt’sche Normpaarung eine
ziemlich einfache Gestalt und einen vergleichsweise einfachen Beweis hat
(siche z.B. [S]). Dagegen hat die analoge Formel fiir die Hilbert’sche Norin-
paarung in lokalen Korpern der Charakteristik 0 eine keinesfalls triviale
Gestalt und natirlich einen schwierigen Beweis (siehe [V]).

Vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit der Aufklarung des Zusammen-
hangs dieser Formeln, wobei dies zugleich flir die formalen Lubin-Tate-Grup-
pen erfolgt. Den Anstofl zum Erscheinen vorliegender Arbeit gab ein Auf-
satz von Abrashkin (siehe [A]). In thm vollzieht der Autor mit Hilfe von
Normkorpern und kristallinen Darstellungen den EJbergang von Wittpaa-
rungen in der Charakteristik p zur Hilbertpaarungen in der Charakteristik 0
fir Einheiten aus der Schafarewitsch-Basis. Wir gehen in entgegengesetzter
Richtung vor. Ausgangspunkt sind bei uns die Kummer’schen Gleichun-
gen des vorgegebenen Korpers der Charakteristik 0. Wir erhalten dabei die
Artin-Schreier’sche Gleichung im Normkorper. Das gibt uns die Moglichkeit,
unter Verwendung der einfachen Formel fir die Wittpaarung die vollstandige
Formel fir die Hilbertpaarung von Grad p zu bekommen. Im ersten Teil der
Arbeit wird explizit die Kummer’sche Erweiterung (oder ihr Analogon in
formalen Lubin-Tate-Gruppen) eines lokalen Kérpers der Charakteristik 0
mit der Artin-Schreier’schen Erweiterung des entsprechenden Normkdrpers



in Zusammenhang gebracht. Das gestattet es, die Hilbertpaarung im lokalen
Ausgangskorper der Charakteristik 0 mit der Wittpaarung im Normkérper
zu verbinden (siehe Satz 1 und la). Im zweiten Teil der Arbeit gelingt es
dann unter Benutzung von Satz 1 aus dem ersten Teil, etwas elegantere ex-
plizite Formeln fiir die Hilbertpaarung zu erhalten, als die in der Arbeit [V].
SchlieBlich wird im dritten Teil der Arbeit der multiplikative Fall betrachtet,
und aus den friheren Formeln werden die klassischen Formeln von Artin-
Hasse abgeleitet.

Vorliegende Arbeit wurde in Arbeitsgruppe ” Algebraische Geometrie und
Zahlentheorie” ausgefiihrt, und wir sind Herrn Prof. H. Koch sehr dankbar
fir die gewahrte Gastfreundscharft.

I. Hauptsatz

1. Es liege folgende Situation vor:

K sei ein lokaler Korper der Charakteristik 0;

O der Ring der ganzen Elemente von K;

7 eine Uniformisierende von K

k der Restklassenkorper von K, mit der Charakteristik p;

¢ die Anzahl der Elemente von k;

F' die dber der Reihe fr konstruierte formale Lubin-Tate-Gruppe tiber
O, wobei fr(z) = vz mod z? und fr(z) = 27 mod 7 (siehe [LT]) ist;

v € K8 ein Element mit [x]r(7) =0, v # 0;

Ko C Ky C Ky C...ein Turm von lokalen Kérpern der Charakteristik 0;

Es existiert ein Element ¢ in K8 derart, daf§ der Grad von Ko(¢)/Ko
relativ prim zu ¢ und daB fiir beliebiges n die Erweiterung K, (¢)/Kn-1(¢)
eine Galois-Erweiterung ist;

T, sei eine Uniformisierende von Kj;

Nk /Koy (Tn) = Taa;

Tp—1 = T3 mod 7.

Auflerdem nehmen wir an, dafBl folgende Bedingung (*} erfillt ist: p ist
keine Uniformisierende in . Ohne diese Bedingung bleiben die weiter unten
bewiesene Ergebnisse richtig, allerdings in etner schwacheren Form.

2. Wir wollen zwei besonders wichtige Beispiele solcher Situationen anfiih-
ren.



1. K, sei ein beliebiger Korper, der K () enthalt, g eine Uniformisierende
von Ky, T = ¢Fnu-1, Kn = Ko(mn), ( eine primitive Einheitswurzel
von Grade gq.

2. Wir betrachten Elementey; in K*# ( = 1,2,...) derart, da8 [r]p(y;) =
Yie1, 11 = 7 erfillt ist. & > 1, Ko = K(v¢), Tn = Yetn, Kn = Kol(7s),
¢=0.

3. Wir fiihren folgende Bezeichnungen ein:
v sei eine Normierung in K*8 mit v(r) = 1;
¢n das Minimalpolynom von m, Uber K, _y;
O, der Ring der ganzen Elemente von K, ({);
po eine Uniformisierende von Ko(();

= U K.

n=1

Wegen Nk, /k,_,(Tn) = ®n_1 ist die Erweiterung K, /K,_, vollverzweigt,
und mithin besitzen alle K, ein und denselben Restklassenkarper, den wir
mit kg bezeichnen.

R sei die Menge der multiplikativen Reprasentanten von kg in K.

Wir nehmen an, da W (ko) in Ky eingebettet ist.

U sei die Eineinheitengruppe von Kj;

M sei das maximale Ideal von Kjy;

e =1/u(ro); d = e/(g ~ 1).

Wegen #,_y = 7, mod 7 sind alle Koeflizienten g, mit Ausnahme des
ersten und des letzten durch 7 teilbar. Deswegen gilt v(m,—y — 7T'q) > 1.

Es sei g1(z) = 2 + cg12?7' + ... + 12 — mo und ¢ = E TmJW(J)+ die

Entwicklung von ¢, nach den Potenzen von mo, wobel r,, ; € R gelte.

4. Wie oben bemerkt sind alle Koeflizienten g,(z) mit Ausnahme des ersten
und des letzten durch 7 teilbar. Mithin hat g, (7, + z) dieselbe Eigenschalft.
Der erste Koeflizient von g,.(7, + z) ist gleich 1 und der letzte gleich 0.
Daraus schlieBen wir, daBl die Normierung einer beliebigen Nullstelle des
Polynoms gn(7n + z) grofer oder gleich 1/q ist. Es gilt also fiir beliebiges
o € Gal(K,(()/Kn-1()): vlom, —m,) > 1/q. Weiter ist es moglich, eine
Uniformisierende p, von K,(¢) derart auszuwahlen, daB p, = =% pl* gilt
(an,bn € Z,), da ja der Grad der Erweiterung von Ko(()/ Ko relativ prim zu ¢



ist. Dann haben wir fir beliebiges o € Gal(K,({)/Kn-1(C)): v(opn — pa) =
v((0Tn — mn) (0T + omin~2n, + ..+ 78 b)) > 1/ — v(m,) > 1/¢%
Folglich gilt fiir beliebiges z € O,: v(oz —z) > 1/¢*. Daraus schliefen wir,
dafBl die m-te Verzweigungsgruppe G (Kn(¢)/Ku-1({)) im Falle m > eg"~?
mit der ganzen Gruppe Gal(K,(¢)/Kn-1(¢)) zusammenfallt. Das bedeutet,
daB es sich bei K(¢)/Ko(¢) um eine APF-Erweiterung handelt (siche [F'W]).
Folglich ist K/ I, eine APF-Erweiterung. Diese APF-Erweiterung bestimmt
einen gewissen Normkorper K. Es sei ¢ die Folge (7,,), die die Rolle der Uni-
formisierenden von K spielen wird. Bekanntlich ist X kanonisch isomorph zu

ko((1))-

5 Lemmal

Fs qilt
aa-1) 5 & gGive)tm 4
a) v(n§ — 7" — aw| PO DT )> 5 im Fallea > 1;
m=1 j=0

b) v(7® — I8 > 55 im Falle a > qd oder q | a;
¢) v(ng® — x70" ) > 0.
Beweis. a) Es ist

g—1
7o = (n]+ 3 el
m=1
Wegen v(c,) > 1 gilt also
g—1 g
y(re - 71 = a2V Z Cnml —
q
Nun ist aber it
v(emny = 3 rmgmi ) =
3=0

d—1
e i+e j4-e q
((em = Zrm 7+ S = ) >

b)a>qd: Es gllt dann

v —md ) = vl ) (e T T R T ) >
q —



g|a: Es gilt dann

a g"le a LT: % qn_I% q q
v(rf —mf f) = vl — (7] — (7 —m 7))T) > ——.

¢) Dies wird beweisen wie b), ¢ | a. D

Es sei L ein lokaler Korper der Charakteristik 0, dessen Restklassenkorper
den Korper k enthilt; a € L, v(a) > ;ETV(P)3 &, ..., &, die Nullstellen des
Polynoms f(z) = 27 —  — a. Unter diesen Bedingungen gilt daf

Lemma von Artin-Schreier
o) (&) = v(@)/;

b)&—& €L

c)v(€—¢&)=01in Falle v # j;

d) L(&)/L ist eine Galois-Erweiterung;

e) Fir alle o € Gal(L(&)/L) gilt o&; — & = ob; — &;.

Beweis. a) ist klar. Da z? — z die Reduktion des Polynoms f(z + &) =
(z+&)—(z+&)—a=21+ X0 CréPrat ™+l —s~§—a=2" -+
L Créra?™™ im Restklassenkorper L(&;) ist, und z? —z sich in k in ver-
schiedene Linearfaktoren zerlegen 1a8t, folgen aus dem Henselschen Lemma
die Behauptungen b) und c). d) und e) sind triviale Konsequenzen aus b). O

Fir das folgende Lemma 2 moge erfillt sein: eq,...,e0-1 € L, v(e;) >
—iv{a)/q; € sei eine Nullstelle des Polynoms fi(z) = £7 — z — a; 5 eine Null-
stelle des Polynoms fp(z) = 294+€,-129" ' + ...+ €12 —z + €0 — a. Dann gilt

Lemma 2
a) L(§) = L(ﬂ);

b) Fur alle o € Gal(L(£)/L) gilt 06 — & = aq — 1.

Beweis. Es ist v(f2(¢)) > 0, folglich gibt es eine Nullstelle ' von f; mit
v(n’ — &) > 0. Weil f1 und f; die gleiche Anzahl von Nullstellen besitzen,
existiert eine Nullstelle ¢ von fi mit v(n — ¢') > 0. Dann folgt aus dem
Lemma von Krasner L(n) = L(¢'), und auBerdem ist o7 —5 = of’ — ¢
evident. Es bleibt zu bemerken, daB L(¢') = L(£), 06’ — &' = o — € gilt. D

Fiir das folgende Lemma 3 moége erfillt sein: a,b € L, v(a) > —v(p)/q,
v(b) > —v(p); € sei eine Nullstelle des Polynoms fi(z) = 29—~z —a—b; 5 eine
Nullstelle des Polynoms fa(z) = 29 — z — a? — b. Dann gilt

Lemma 3
a) L(§) = L(n);

b) Fir alle 0 € Gal(L(£)/L) gilt c€ — € =0n —7.




Beweis. Anwendung von Lemma 2 auf die Polynome fi(z) und f3(z) =

fz((l} + (1). O

6. Auf dem maximalen Ideal eines beliebigen vollstandigen Korpers, der K
enthalt, 138t sich die Struktur eines O-Moduls mit Hilfe der formalen Gruppe
F einfihren: z 4+py = I(z,y), a -r z = [a]pz. Es sei C der von v erzeugte
Untermodul von M.

Wir definieren die Hilbert’sche Paarung (-,-) : M x Ky —- C C M
auf folgende Weise (u,v) = 7y —p y, wobei [r]ry = u, 7 = ¥, (v), ¥x,
die Reziprozitatsabbildung fiir Kj ist. Man bestatigt unmittelbar y € K2°,
(u,v) € C, daB (u,v) nicht von der Wah! von y abhangt und da8 (-, ) bilinear
1st.

Wir definieren die Witt’sche Paarung (-,-) : Kt X K™ — k£ C kg C K*
auf folgende Weise (s,w) = 7z — 2z, wobel 27 — z = s, 7 = Yr(w), ¥i ist
dabei die Reziprozitatsabbildung fir den Kérper K. Wieder verifiziert man
einfach z € K**, (s,w) € k, daB (s,w) nicht von der Wahl von z abhéngt
und die Bilinearitat von (-, ).

Bemerkung 1. (u,v) = 0, wenn v eine Norm im Erweiterungskorper
Ko(y)/ K ist, [7lpy = u; {s,w) = 0, wenn w eine Norm im Erweiterungs-
korper K(z)/K ist, 2 — z = s.

Bemerkung 2. (s,w) = 0, wenn s im maximalen Ideal von K liegt.

Bemerkung 3. Fur die Wittpaarung gibt es eine sehr einfache explizite
Formel (siehe [Witt]), namlich (s, w) = Try, /s Res (s 0logw).

7. Wir definieren die Normabbildung A : K" — K durch N ((z,)) = z,.
Sei [y die formale Lubin-Tate-Gruppe iiber O, die mit Hilfe der Reihe
fr(z) = mz + 27 definiert ist. Der Isomorphismus von F in Fj sei .
Es folgt das Hauptresultat dieses Teils der Arbeit.
Satz 1
Esseiue€ M, we K. Dann gilt

(1, o) = [((wf;;g)(t) N (tc 6J(Fﬁou t))q "Z’ "ergw Jaitm .w>L7.

m=1 j=0

Dabei sei u(z) € zW (ko)|[z]], u(mo) = u, H(z) € zW (ko)[[z]], H(mo) = 7.
Wenn man auf die Bedingung (*) verzichtet, so 1aBt sich lediglich ein
schwacherer Satz beweisen, namlich



Satz la
Es seiu e M*, we K. Dann gilt

(u’N»w)z[<(‘Pf;q18)(t)+(t°81(:ﬁou )qqfrg,otm >

m=1

v-
F

Dabei sei u(z) € z4W (ko)[[z]), u(mo) = u, 25(0) € R, H(z) € z*W (ko)[[z],
H(mo) =~

Der Beweis von Satz la unterscheidet sich im wesentlichen nicht vom
Beweis des Satzes 1. Deshalb werde er hier nicht ausgefihrt.

Wenn u(z) € %W (ko)[[z]] in den Siizen 1 und la gilt, dann ist der
zweite Summand in der Formel Element des maximalen Ideals von K, und
folglich kann man ihn wie oben bemerkt fortlassen.

8. Beweis von Satz 1. Bekanntlich existiert ein kanonischer Isomorphismus
w: Gal(K**/K) — Gal(K**/K). In Arbeit [L] wurde bewiesen, daf fiir ein
beliebiges w € K~ der Automorphismus ¥k, (A w) mit der Einschrankung des
Automorphismus w™! (c(w)) auf Kg® zusammenfillt. Deshalb geniigt es zu
zeigen, daB fiir beliebiges 7 € Gal(K**/K) 7y —py = [w(7)z — 2]py gilt,
dabei ist [rlry —u, 29—z = ‘(%’;“();()ﬂ + (i%%‘j‘nﬂ)q L - ¥ AP LAk

Fiir eine Reihe f € W (ko)[[z]] bezeichne f diejenige Reihe, die man aus f
erhalt, wenn man alle Koeffizienten durch ihre multiplikativen Reprasentan-
ten substituiert. f® sei die Reihe, die man aus f erhalt, wenn man alle
Koeflizienten zur q ten Potenz erhebt. Es ist klar, daf dabel f=fmodp
und fi(z) = f(29)? gils

Wir wahlen b € k so, daB Ty —p y = [b]ry gilt, wobei [r]ry = u ist.

Es gilt also [7]pyy = u, Ty1 = y1 +r [D]Fy.

Wir fihren die Substitution y, = ¢(y1) durch und erhalten [7]py, =
w(u), Ty2 = y2 +r, [B)Re(y). Wir schreiben die letzte Gleichung in der
Gestalt

vz + 792 = (u(7o)).
Auflerdem gilt Tys = ya + (bp(7) + ©(7)*61) + y2(bio(7) + ¢(7)%6;)62, wobei
v(81),v(6) > 0. Also ist =iz = p20) 4 pellg, 4 gy (pel) 4 pell5)5,,
und wegen ,,(2(111 — 1) > 0 folgern wir y(H=2) > 0 und 22242 = b,

Wir machen die Substitution y3 = ¥ und erhalten Y3 + Erys = w(u(;ro)),
Tys — y3 = b. Wir definieren A(z) € W (ko)[[z]]" so, daB H(z) = z?h(z) gilt.

7



Wir schreiben die letzte Gleichung in der Gestalt

s = (ip 0 u)(mo) h4(mo) w3 ™

¢ s
Yz + -

Aus der Gleichung

— —— d

yi — ya = (v 0 u)(mo) h™(mo) 7o

erhalten wir wegen Lemma 2 und v(=Z ) > q+1 als Krgebnis, daB aus

dieser Gleichung dieselbe Erweltcrung Ko resultiert wie aus der vorangegan-
genen. Dabei ist 744 — y4 = b.
Aus den Lemmata la) und 2 folgt, daBl die Gleichung

o o g—1 d—1 ) o
ye —ys = ((w ou)(nf) +d(pou)(n]) Y . Tm.i’ff(m)m) h=9(mo) w5
m=] 3=0

dieselbe Erweiterung des Korpers K ergibt wie die vorige und da 7ys — ys = b
gilt.
Wir betrachten die Gleichung

3z, =
= ezl d-1 n— "
m--lg"'O

Die Lemmata 1b),c) und 2 zeigen, dafl sie dieselbe Erweiterung des Korpers
K, ergibt wie die vorangegangenen. Auflerdem gilt 7z, — Z, = b.

Wenden wir das Lemma 3 einigemal auf die letzte Gleichung an, so er-
halten wir die Gleichung

— _A=P

2zl —2n = (pou) (nn)lﬁA (mp) w7 4

AR g=ld-1 e A=D1 2
d(pou)  (nf) 3o dorml miGTIMA=T T (rd) e,
m=1 ;=0

die die gleiche Erweiterung von K, ergibt wie die vorige, und auBerdem ist
Tzp, — 2, = b. Wir schreiben diese letzte Gleichung in folgender Gestalt:

-1

2l -2z, = ((,o'-_c;‘t.f,)A (7n) T (ma) w79 +

8



A g—1 d-1 . — AT 2
7% (8 (p o 1) 7r,,) SN )T R AT (7)) w0l
m=1 j=0
Die Norm jedes Summanden auf den rechten Seiten der Gleichungen fiir
z,, ist gleich der Norm des entsprechenden Summanden auf der rechten Seite
der Gleichung fir z,_;. Folglich bilden die rechten Seiten dieser Gleichungen
eine [olge, die Element des Normkorpers ist. Also bilden auch die Nullstellen
dieser Gleichungen eine Folge (z,), die Element des Normkorpers der APF-
Erweiterung von K (y)/K (y) ist. Dabei geniigt dieses Element der Gleichung

g—1 d—1

29—z = (pou)(t) h™9(t) t=9+1%° (8 (pou))¥( 2 DN G Eachiial i (3 TRt

m=1 ;=0

w(r) tiberfihrt z in die Nullstelle, die der Folge (72,) entspricht. Es gilt also
w(t)z — z = (T2, — 2,) = b. Das vollendet den Beweis von Satz 1. O

9. Wir machen die Bemerkung, daf die Formel in Satz 1 bei fixierter formaler
Gruppe F' und festem Korper Ko vom Korper K abhangt, aber nicht von
K,, Ks3... Die Rolle, die K, spielt, macht man sich an folgendem Beispiel
klar. Es sei F' = Fy, Ko = K(7), 70 = 7§ = 7, v = 7. Dann ist ¢(z) = =,
d =1, H(z) = , u(z) = . Wir wahlen 7, so, daB ¢ = =,_; gilt. Die
m, seien so gewahlt, daB 7. + 77, = =, _; gilt. Es werde K, = Ko(r,)
und K], = Ko(r,) gesetzt. Beide Korpertarme (K,) und (K7}) genﬁgen den
angegebenen Bedingungen. Weiter ist g1(z) = 2?9 — 4 und 7,0 = 0 fir
beliebiges m. Ebenfalls gilt g.'1 = 2%+ 7z — v und r; o = 0 fir beliebiges
von 1 verschiedenes m und r{, = —1. Die Anwendung von Satz 1 auf den
Turm (K,) ergibt (y,Nw) = [(t 9*1 w)]py, was nicht immer gleich Null ist,
weil die Gleichung 29 — 2z = t79%! eine nichttriviale Erweiterung des ](6rpers
K definiert. Folglich existiert ein w € K mit (t~7*' w) # 0. Wenden wir
wiederum Satz 1 auf den Turm (KJ) an, so ergibt sich (y, Nw) = [(t77+! —
t=9*1 w)]py = 0. Die Verschiedenheit der Resultate findet ihre Erklarung
in der Tatsache, dafi die Mengen A(K') und NQIC") nicht identisch sind.
Der Umstand, daB (v,v) = 0 im Falle v € AM(K') gilt, wird dadurch klar,
dafl in diesem Fall v € Nk k(K1) gilt und folglich ¢Ko(”)|}(; = idk:. Die
Nullstelle der Gleichung [7]Fy = + gehort aber dem Kérper K| an.



II. Eine explizite Formel

1. Es mogen dieselben K, O, =, k, q, F, v, Ko, 7o vorliegen wie in I 1).
Wir wihlen 7, so, dal 7 = m,_y gilt. Es werde K, = Kqo(m,) gesetzt.
Dann belinden wir uns in derselben Situation wie in Teil [. Es mogen v, K,

ko, R, U, M, e, d, K, t, N, Fy, ¢ dieselbe Bedeutung wie in T haben.

2. Lemma 4 .
Essei0€ R, p )i Dannist N(1+6t')=1+0x}.
Beweis. Das Element (—Oq-"vr") ist eine Nullstelle des uber K,_; ir-

reduziblen Polynoms z¢ + 69" x! __ weswegen Nip/Kpoy (L4 07"1) =

H o(l469"r) = H(l —o(=07"7)) = 1 + 9"V ri | gilt, woraus die
Behauptung folgt. =

Lemma 5
a) Esseiue M, v(u)2 &, veU. Dann gill (u,v)r, =0.

b) s seiue M. Dann gilt (u,u—7+1)g =0.

Beweis. a) Wir wihlen ein Element v, € K% mit [7]g,(70) = 0, Yo # 0.
Wir fihren in der Gleichung y? + #y = u die Substitution § = L durch
und erhalten die Gleichung 39 — 3 = —q, deren Reduktion im Restklassen—
korper keine mehrfachen Nullstellen besitat. Folglich ist nach dem Hen-
selschen Lemma Ko(y)/Ko eine unverzweigte (mdglicherweise triviale) Er-
weiterung, und es gilt folglich wegen v € U, daB ¢x,(v)|x ) = 1dKo(y) ist.
Somit gilt (u,v)r, = 0. b) Wir zerlegen das Polynom 2% — 7z — u in ir-
reduzible Faktoren z? — 7o — w = fi(z)... fm(z). Es sei y; eine Nullstelle
von f;. Die Korper Ko(y;) fallen wegen [r]gy; = 0 und v, € Ky zusammen.
Weiter ist Noy)/6.(—1 —vi) = HO’( l—y) = H( 1—o(y)) = fi(—1).
Daraus folgt Npy(y)/80(— T2 (— 1 - ¥i)) = _H.—-1 fil-1)=1-74u, so
daB (uv,u — 7+ 1)g, =0 gilt. O

Lemma 6

Esseive M, veU, v(v—1)2 L. Dann ist (u,v) = 0.

Beweis. Da ¢(u,v) = (p(u),v)r, gilt und ¢ bijektiv ist, geniigt es,
(u,v)R, = 0 zu zeigen. Nach Lemma 5b) gilt einerseits (u, (v — 7 + 1)v)gz, =
(u,v)R,. Andererseits gilt im Falle u = (u+ (u — 74 1)(v — 1)) +x § die
Identitdt v(6) = v(v—1). Mithinist (u, (u—7+1)v)g, = (6, (v — 7 + 1)V) g+ 5,
(u+ (v —7m+1)(v—1),(u =7 +1)v)g. Der erste Summand rechts ist nach

10



Lemma 5a) gleich 0, und der zweite verschwindet nach Lemma 5b) ebenfalls,
und wir haben (u,v)g, =0. O

3. Satz 2
FEsseiue M, vel. Dann gilt

(u:v) =

Treo/k Res (% 0log v(m))] LT

ou)(z
(u, 7o) = [Trko/k Res %]F'y.
Dabei sei u(z) € aW (ko)[[z]], u(mo) = u, v(z) € 1+ W (ko){z]}, vo(mo) = v,
H(z) € W (ko)|[z]], H (o) = 7.

Beweis. Wir beginnen mit dem Nachweis der ersten Formel und zeigen
zuerst, daB es zu beliebigem v € U eine Reihe vo(z) € 1 + aW(ko)[[z]],
vo(mo) = v gibt, so daB die gesuchte Formel gilt. Dazu geniigt es, diese
Eigenschaft fir die erzeugenden Elemente von U nachzuweisen, d.h. fir
die (1 + 0x), wobei § € R, p J i oder i = -5 5%(% ist. Wegen Lemma 4,
Satz 1 und der expliziten Formel von Witt fir die Paarung (-,-) haben wir

im Falle p J ¢ also

(u,1 + 015) = (u, N (1 + 0t')) = [<(—%189’1 + 9t*’>L7 =

[Trko /k Res ((—‘%I%@ dlog (1 + 093*'))L 5.

Weiterhin ist nach Lemma 6

(u,1+0:c5577ug%) =0.
Wegen dlog (1 + Ozt 7?'%) = 0 mod p gilt aber

[Trkolk Res (% 8log (1 + 0z77 %%))LAY =0.

Jetzt sei v(z) € 1 4+ zW(ko)[[z]] eine beliebige Reihe mit v(mg) = v. Wegen
gl € z179W (ko)|[z]] folgt, daB nur die Glieder der Reihe &logv(z)

11



mit Exponenten, die kleiner als qd — 1 sind, auf obiges Residuum Einflul
nehmen kénnen. Deshalb gentigt es, sich von der Richtigkeit der Kongruenz
dlogv(z) = Glogvo(z) mod (p,z%"") zu iiberzeugen. Wegen v(mp) = v(m)
gilt v(z) = v(z) mod (p, z*11), was

du(z) uo(z) _ d(v(z) — wo(z)) | (volz) = v(z)) Dvo(z) _ 1o
@) wla) @ (o

impliziert. Das ist der Beweis der ersten Formel. Die zweite folgt unmittelbar
aus Satz 1, aus der expliziten Witt’schen Formel [ir die Paarung (-,-) und
der Beziehung N (t) = m. O

Verzichtet man auf die Bedingung (), so 1aBt sich der folgende Satz
beweisen, wenn man wie beim Beweis von Satz 2 (wobei man allerdings
anstelle von Satz 1 den Satz la benutzt) vorgeht.

Satz 2a

Es seiu € M?, v € U. Dann gilt die Formel aus Satz 2, dabei ist
u(:z:) € IdW(kU)[[E]]I u(‘i’fo) =u, %:él([]) € RJ U(T") € 1+$W(k0)[[$”, vO(WD) =
H(z) € 2W (ko)[[z]}, H(mo) = 7.

(p,2*)

4. Wir betrachten jetzt einen Spezialfall unserer Situation, namlich Ky =
K (), wobei v; € K®8 Elemente mit [r]Fy; = -1 und v, = 4 sind.

Satz 3

Essetue M, veU. Dann gilt

(u,v) = lgioaes ((i‘l:)(——) dlogv(z ))]F'y,

x

(, mo) = [iRes M] K

00 E'?"i"l

Dabei sei u(z) € sW(k)[[z]], u(mo) = u, v(z) € 1 + zW(k)[[z]], vo(mo) = v

und 8y ein Reprdasentant ~./mg.
Beweis. Es sei 7, = fomo A mit A € U'. Dann gilt X7 = —Lr A" 077
To Tr

"= K=1

Wegen v(A"7 — 1) > v(n} ) und V(“‘Q:F -1) 2 qll > v(rg )
besteht die Moglichkeit der Wahl eines h( ) € W(k)[[z]] mit den Eigen-
schaften h(mo) = —=r und A(z) = 03 ™ mod 27", Dann folgt h7(z) = 0o

mod (p,z?"). Wenn wir H(z) = 29" h(z) nehmen, dann sind die Glieder

12
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der Reihe h%(z) mit Potenzen, deren Exponenten grofler als ¢* — 1 sind, ohne
EinfluB auf die Formel aus Satz 2, und daraus folgt die Behauptung. O

Bei Verzicht auf die Bedingung (*) gilt der folgende

Satz 3a

Fs seiue M7, veU. Dann gilt die Formel aus Satz 3, dabet ist
u(z) € 7 W(R)[[el], u(ro) = u, H2-(0) € R, v(z) € 1+ 2 W (k)[[2]),

K=1

q
vo(mo) = v und Oy ein Reprasentant /7.

TII. Der multiplikative Fall

1. Wir betrachten eine Situation, die ein Spezialfall der Situation aus Teil 11
ist, ndmlich, daB K = Q,, O = Z,, 7 = p, k = I}, ¢ = p und F die multi-
plikative formale Gruppe ist, d.h. daB F(z,y) =z +y+zyund y=( -1
gilt, wobei ( eine primitive p-Einheitswurzel ist. Ky sei ein lokaler Korper
der Charakteristik 0, der @,({) enthalt, und 7 sei schlieBlich eine Uniformi-
sierende von Kp. Wir bemerken, dafl die Bedingung (%) in diesem Fall nicht
erfallt ist.

2. Es sei ly der Logarithmus der formalen Gruppe Fp. Dann gilt p(z) =
I5'(log(1 4 z)). Im betrachteten Fall kann Satz 2a auf folgende Weise umfor-
muliert werden:

Satz 2m

Es seiu,v € U, v(u—1) 2 5. Dann gilt

! log u{z)
Tryg /Fp Res (_D_HFE)_ dlog v(z)

(u’v) =( s

ity log u(z)

(u, mg) = ¢ Triq/pp Res Loy ,
wobei u(z) € 1+ z¢W (ko)[[z]], u(mo) = u, “E1(0) € R,

v(z) € 1+ W (ko)[[2]], vo(mo) = v, H(z) € z°W (ko)[[z]], H(mo) = —1 ist.

Wir machen die Bemerkung, daB Satz 2m (folglich auch die Satze 2a
und la) in gewissen Sinn maximal allgemein ist. Es gilt namlich folgende
Behauptung: Es gibt keine Formel, die nur arithmetische Operationen, Kom-
position, Ableitung und Spur enthalt und fiir eine beliebige Reihe u(z) €
1 + z*W (ko)[[z]] den Wert (u(mp), ™) durch die Reihe u(z) selbst ausdriickt.
Gabe es namlich eine solche Formel, so ware fiir Reihen, die in der selben
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Restklasse mod p liegen, der Wert, den die Formel liefert, gleich. Aber im
Falle Ko = Qp({) und mo = ¢ — 1 sowie der Reihen u,(z) = (1 + z)?,
uz(z) = 1 + 2? gilt u; = uy mod p, wahrend (u1(mo), mo) = 1 # (ua2(m0), 7o)
ist, da die Nullstelle der Gleichung y* = ({ — 1)? + 1 eine nichttriviale un-
verzweigte Erweiterung des Korpers Q,(¢) liefert.

3. Zu Satz 2m haben wir das folgende
Korollar ‘
Es seiu,ve U, vu—1)2> p%l' Dann gilt

(u1v) — CT"RUIFP Res(’° “: Slogv(m))

(‘U., 11'0) = C“kole(-%%gl(o)"P H_T.:%-_I(O)P-PRGB ]:E u?:e ))

wobei u(z) € 1+ z*W (ko){[z]], u(mo) = u, i%)3-—1(0) € R,
v(z) € 14 W (ko)[[z]], vo(mo) = v, H(z) € W (ko)|[z]], H(mo) = —1 ist.
Bemerkung. Die Reihen in diesen Formeln haben i.a. keine ganzen Ko-
effizienten, wahrend die Spur einen "ganzen Ursprung” hat.
Beweis. Bekanntlich gilt lo(z) = z — ;2 mod «?*. Folglich ist
15" log u(z) = log u(x) mod z°,

1
7' logu(z) = logu(z) — ;logpu(:c) mod zPt!,

Wir erhalten also aus der ersten Formel von Satz 2m und der Tatsache,
daB erstens log u (z) — I5" log u (z) € zP*W (ko)[[z]] und zweitens §logv(z) €
W (ko)[[z]] gilt, die erste gesuchte Formel. Aus der zweiten Formel von
Satz 2m und wegen logu (z) — ;jlog’J u(z) —I5" logu (z) € zPW (ko)([z]] er-

halten wir
log u(z)—LlogP u(x)

(u, mo) = (Trorm R ——mby——

Nach Berechnung des Residuums des zweiten Summanden erhalten wir nun
die zweite gesuchte Formel. O

4. Lemma 7
Es sei f(z) € zQp[[z]]. Dann gilt

Res 12

TP

1
= S Trau0/@,¢ (¢ = 1) mod p.

14



Beweis. Es geniigt offensichtlich zu zeigen, daf die Beziehungen
Tr(¢(¢ — 1)') = p,_, mod p

gelten, wobei &} das Kronecker-Symbol ist.
Im Falle ¢ > 2(p — 1) gilt p? | (¢ — 1)* und folglich

Tr(¢(¢ = 1)') = 0 mod p*.

Im Falle s < p— 1 gilt wegen Tr(¢™) = —1 fiir p Jm
THC(C — 1)) = 3 CH-1) T T = 0.
=0
Im Falle p—1 <1 < 2(p — 1) gilt die lolgende Gleichungskette:
THC(C — 1)) = 30 (-1 TH() =
=0

(_1)i—P+1 01?_1 + (_l)i—p-l-l C,P_l rlwr(Cp) — p(_l)i—p+IC'p—l = 0 mod pz,

weil p | CP™! gilt.

SchlieBlich gilt Tr(¢(¢ —1)7) = pC2Z{ = p. O

Benutzt man jetzt Lemma 7, so lassen sich die klassischen expliziten
Formel von Artin-Hasse erhalten (siehe [AH]).

Satz von Artin-Hasse

Es sei Ko = Qp({), 7o=C(—1, u,v € U. Dann gilt

(u, v) = g‘pL“Qp(C)/opClosu 31051;’
(u, C) = C%T}‘QP(O/QP lOS“,

(u, ‘I['D) = C}l_iTer(C)/Qpcl?o_s_% .

Beweis. Auf Grund der Folgerung aus Satz 2m und aus Lemma 7 wissen
wir, da8

(u,v) = CR""(IO 7 Dlogu(z)) C%Tr%(()/op“%“““) Blogu((-1)
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gilt. Auf diese Weise erhalten wir die erste Formel. Die zweite folgt unmit-
telbar aus der ersten. Wegen der Folgerung aus Satz 2m gilt

(u, 11'0) = C-%%——](O)chs 13.:}_;‘;&2)..

Nach Lemma 7 ist

z-llogu(z) 1 logu(¢ —1) logu(z)
Res — = Trasoral |\~ — (0)) =
1 logu(x) logu
rae UM Trcp(c)/opC -1
Somit gilt

-] lo:
(u, wo) = (:-*5-)3—(01+ iy 2O+ Tru0)/ap CEET _ (:pTrop(c)/QpCc 1
was die letzte Formel beweist. O

5. Wir betrachten jetzt den spezialfall unserer Situation {iir Ko = @Q,((x),
wobei (4 eine primitive p*-Einheitswurzel sei. Satz 3a laBt sich dann folgen-
dermaflen formulieren.

Satz 3m

Es seiu,v € U, v(u—1) > ﬁ. Dann gilt

log u (

1
a—- ("D—"—g— 8105‘[)(5':))
(uav) =( ’ 3

-1
1 Res lu log u (=)
(ua“TO) = CBD SRR

wobei u(z) € 1+ 37 W (ko)[[z]], u(mo) = u, “E=1(0) € R,
v(z) €1+ :z:W(ko)[[:c]] vo(mo) = v und Oy ein Reprdsentant v, /g ist.
Es sei l,(z) = E 55,; und ¢(6,%) = exp l,(6r). Mit Hilfe von Satz 3m
=0

1aBt sich jetzt fur 2 > p*~! der Ausdruck (c(e,z),¢(8,7)) berechnen. In der
Tat ist

la(as’) ; ; N o
(c{ayi), ¢(B,5)) = gl R"s( e Olalbe ’) C%ones(g, i 05571}
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e

Es seiz=p*i/, p J ¢’. Dann gilt

(c(a,i),¢(B,5)) = (%
fiir den Fall p®3 + 1 = p®, und

(c(a,z’),c(ﬁ,j)) =1

sonst.
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