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0. Einleit

Sei X ein algebraisch abgeschlossener Unterkorper der komplexen Zahlen. Fiir n>1,
N 21 sei G eine kommutative, zusammenhingende algebraische Gruppe der Dimen-
sion n, die iiber X definiert ist und wie in [Se1] oder [Fa-Wii] in einen projektiven
Raum PN offen eingebettet ist. Mit G(XK) bezeichnen wir wie iiblich die X -rationa-
len Punkte von G und mit X, ..., Xy projektive Koordinaten vom projektiven

Raum [PN. Ohne die Allgemeinheit einzuschrinken konnen wir G mit dem Bild unter
dieser Einbettung identifizieren. Ferner sei T eine Untergruppe von G(X) vom
Rang 1, die durch die m Elemente y,, .., ¥, erzeugt wird.

(0.1) Wir konnen davon ausgehen, daB T die durch X, =0 definierte Hyperebene in
PN(X) nicht trifft; denn ersetzen wir X, durch eine Linearform X, in X, ..., Xy
mit Koeffizienten in X, diein T nicht verschwindet, so dndert dies die Einbettung
nur um einen projektiven Automorphismus (siche ([Ha], II. Example 7.1.1). Wir
werden nun die Existenz einer solchen Linearform nachweisen. Dazu wihlen wir
zunichst projektive Koordinaten von T so, da8 sie in einer endlichen Erweiterung X
von @ liegen (siche Bemerkung 2.2). Da K algebraisch abgeschlossen ist, ist der
Grad von X iber K unendlich. Somit existieren Zahlen w, ..., xy aus X, die
linear unabhiingig iiber X sind. Die Linearform X'o=gXg + ... + oyXy ver-
schwindet dann in keinem Punkt von T. ’

Fiir reelle Zahlen S = 0 bezeichnen wir nun mit T'(S) die Menge aller Punkte von T
der Form s,¥, + ... + ¥y, WObEi S, ..., S, nichtnegative ganze Zahlen kleiner
gleich S sind. SchlieBlich definieren wir ganze Zahlen p, (0sr<n) wie in [Ma-Wii1]
auf die folgende Weise.

Falls G keine algebraische Untergruppe der Codimension r enthilt, setzen wir

P, =1, ansonsten sei p, der minimale Corang einer Untergruppe von T, die in einer

iber K definierten algebraischen Untergruppe von G der Codimension r liegt.



Wir setzen nun
. b
pL=p(T,B) =min -;_1
1<sr<n
und
l-p,
- gy N -— ——
p*=p*(T,G) = max — .

Osr<n

Der Index p(T,G) hingt mit dem Grad von homogenen Polynomen aus ’

R =K[X,, ... Xy] zusammen, die auf T verschwinden. D. Masser und G. Wiistholz
[Ma-Wii1] bewiesen, daB eine positive reelle Konstante c existiert, die nur von G
abhingig ist, so daB jedes homogene Polynom P aus R, das auf T'(S) verschwindet
und dessen Grad kleiner als ¢(S/n)* ist, auf ganz G(X) identisch verschwindet. Der
Index p* dagegen, hiingt mit dem Problem zusammen, ein Polynom mit vorgegebe-
nen Werten in T(S) zu finden.

(0.2) Seinun AN der affine Teil von PN, der durch X,# 0 definiert ist. Fiir alle
Punkte g aus G'(X):= (@G n AyN)(K) bezeichnen wir affine Koordinaten in Bezug
auf diesen Teil durch x(g) = (X,/Xp > ...» Xn/Xo)(g). Ferner setzen wir R gleich
KX, /Xy ... Xp/Xol- Fiir homogene Polynome P aus R bezeichnen wir von nun ab
mit P’ das enthomogenisierte Polynom von P aus R. Dann gilt folgendes Resultat:

Theorem (Masser, [Ma1]): Es gibt eine positive reelle Konstante c*, die nur von
G und y,, ...,¥, abhdngig ist, so daB das folgende gilt:
Zu jeder positiven reellen Zahl S und zu jedem Element e aus KT'® = Hom(T'(S).X

existiert ein homogenes Polynom P aus R vom Grad héchstens c*S**, so daf
P'(x(¥)) =e(¥)

fiiralle y aus T(S).

D. Masser und G. Wiistholz zeigten auch, daB diese Ergebnisse “bis auf Konstante”
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optimal sind (siehe [Ma-Wii1] und [Ma1]). Die Exponenten f und p* kdnnen somit

nicht verbessert werden.

Im ersten Teil der Arbeit werden wir zunichst Einbettungen von G in projektive
Réume niher beschreiben (siehe z. B. [Fa-Wii]). Ferner werden wir die in [Ma-Wii1]
definierten Translationsoperatoren E(g) und E(g) fiir X-rationale Punkte g aus
G’ mit ihren Eigenschaften darstellen und auch shnlich wie in [Wii1], Abschnitt 2 und
[Ko], Kapitel V, § 18 und 20, X-Vektorriume D(G) bzw. D(A), die zu G bzw. zu
einer iiber X definierten analytischen Untergruppe A von G gehoren, einfiihren.
Dann kénnen wir den Trick von Masser-Anderson, den G. Wiistholz auf kommutative
algebraische Gruppenvarietiten ausdehnte (siehe [Wii2]), in modifizierter Form
darstellen. Mit Hilfe von diesem Trick erhilt man lokal sehr gute Schranken fiir den
Grad von abgeleiteten Polynomen aus R und auch fiir den Grad gewisser Ideale I in
R. In Verbindung mit einer Arbeit von Ju. V. Nesterenko [Ne] kann man dann
Hilbertfunktionen gewisser Familien von Idealen in R sehr gut abschitzen (siche
Lemma 13).

In Kapitel 5 werden wir die Multiplizititsabschitzungen [Wii1] in allgemeiner Form
und dann - in dem fiir die Tranzendenz interessanteren Fall - fiir die eingangs definier-
ten Mengen T'(S), S(20)eR, darstellen. In diesem Fall wurden die Ergebnisse
kiirzlich von P. Philippon [Ph] verallgemeinert. Die Optimalitit der Ergebnisse in
Kapitel 5 im Sinne [Ma-Wii1] werden wir in Kapitel 6 zeigen. Der Beweis basiert
im wesentlichen auf Eigenschaften von Hilbertfunktionen,

Im zweiten Teil der Arbeit werden wir D. Massers Interpolationsergebnis verall-
gemeinern. Bevor wir dieses Resultat angeben, miissen wir noch einige Begriffe ein-
fiihren. Sei nun A eine iiber K definierte analytische Untergruppe von G der
Dimension d und T - wie schon erwihnt - eine endlich erzeugte Untergruppe von
G(X) vom Rang 1.
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Fiir jede (iiber X definierte) algebraische Untergruppe H von G definieren wir wie

in [Wii1] “Exponenten” o(H) =g 4 3 3) und pH) = prg (), die die Lage von T
und A in Bezug auf H beschreiben, durch

ocH)=cody AnH
und

p H) = corang T n H(X).

(0.3) Das Paar (T',-A) heiBt dann fiir vorgegebene reelle Zahlen S>0, T20 nicht-
ausgeartet in G, falls

1 d pah a0
Q" (D= min (3) =¥ (L) ottt

wobei das Minimum iiber alle echten, zusammenhéngenden (iiber X definierten) alge-
braischen Untergruppen H von G liuft.

Um die Notation zu vereinfachen, definieren wir fiir positive reelle Zahlen T Teil-
mengen INT) in INY durch

NT)= g
bzw.

NI = {T=(T,,..., TPl Ty +...+T, <T) (d>1)

Istnun A,, ..., Ay eine Basis des X-Vektorraumes D(AA) von Differentialoperatoren
auf A, dann gilt folgendes Resultat:

Satz 1: Es gibt eine reelle Konstante c* >0 mit folgenden Eigenschaften:

Zu beliebig vorgegebenen reellen Zahlen S >0 und T >1 und zu jedem Element e
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aus KN xT(E) gibt es eine positive reelle Zahl D und ein homogenes Polynom P
aus R vom Grad hochstens D, so daf3
lat)  garsg

1) D<c*max S 4m¥ T dm#
H

wobei das Maximum iiber alle von Null verschiedenen (iiber X definierten) algebra-
ischen Untergruppenvarietiten H von G liuft,

2) (A ... A PR)P) =e(Tp)
fiir alle (T,) aus NYT) x T(S).

Die Konstante c* hingt von einer endlichen Menge von analytischen Gruppen H,
ihren Einbettungen in projektive Riume und Punkten aus H ab (siche Bemerkung
11.5.13).

In Kapitel II.1 werden wir zunichst einen Zusammenhang zwischen Losbarkeit von
Interpolationsproblemen, dem Verschwinden gewisser Linearformen in Translations-
und Differentialoperatoren auf gewissen Untervektorriumen von R und gewissen
Werten von Hilbertfunktionen herstellen. Dann kénnen wir den Satz 1 im Fall n
gleich 1 schon beweisen und auch die Optimalitit des Ergebnisses im allgemeinen Fall
‘herleiten. Der Beweis des Satzes fiir gréBere Zahlen n zerfillt in mehrere Teile. Wir
werden ihn zunichst in dem Fall beweisen, da8 m gleich 1 und das Paar (T,A) fiir
c,S° ¢,T im obigen Sinne nichtausgeartet ist (c, wie in Kapitel 11.3). Wichtigstes
Hilfsmittel fiir den Beweis sind die Multiplizititsabschitzungen und zwar in der von P.
Philippon angegebenen Form und die in Kapitel 111 gefiihrten Uberlegungen.
Dieses Interpolationsergebnis LBt sich leicht auf den Fall m =1 iibertragen, falls T
torsionsfrei ist und das Paar (T',A) fiir ¢,c,S und C,T nichtausgeartet ist (c, wie in
Kapitel 11.4).
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Mit Induktion iiber die Dimension algebraischer Gruppen, folgt daraus das allgemeine
Interpolationsergebnis. Dies 148t sich auf endlich erzeugte Untergruppen, die

Torsionselemente enthaiten, ausdehnen.

Fir die Moglichkeit in der angenehmen, anregenden Atmosphiire im Max-Planck-
Institut fiir Mathematik in Bonn arbeiten zu diirfen, méchte ich mich bei Hermn
Professor F. Hirzebruch herzlich bedanken. Hermn Professsor G. ‘Wiistholz danke ich
fir die Stellung des Themas, die vielen anregenden Diskussionen und die Betreuung

dieser Arbeit.



Es ist bekannt (Satz von Chevalley, siehe z. B. Theorem 16 in [Ro]), daB G eine
Gruppenerweiterung

0—>L—56135.4—0

einer abelschen Varietit -4 durch eine lineare Gruppe L ist, die beide iiber K
definiert sind.

Die lineare Gruppe L kann wie in [Se1] oder [Fa-Wii] fiir ein kel offen und
equivariant in einen projektiven Raum Pk eingebettet werden. Bezeichnen wir mit
G=G x L]Pk

eine Kompaktifizierung von G ([loc. cit.]), dann kann G offen in G wie in [Set]
oder in [Kn-La] und G projektiv in den PN eingebettet werden (siehe [Set],
[Fa-Wii]). Dies induziert eine offene Einbettung i von G in den PN Da G auf G
operiert, ist G glatt. G und i(G) sind isomorph. Sind X, ..., Xy projektive
Koordinaten von PN, so setzen wir Y;=1i*X;, O<isN. Dies sind dann projektive
Koordinaten von G.

(1.1) Ist g ein K-rationaler Punkt von &, dann stimmen die projektiven Koor-
dinaten (Y,, ..., Yy )(g) von g mit den projektiven Koordinaten (Xg» om0 X Xi(E))
von i(g) iiberein. Wir werden in allen folgenden Kapiteln mit Ausnahme von Kapitel

3 die Gruppe G mit der Gruppe i(G) identifizieren.



2. Translationsoperatoren

(2.1) Zur Vereinfachung der Notation bezeichnen wir mit & ein weiteres Exemplar
von G mit projektiven Koordinaten Xy, ..., Xy .G soll mit Gund X, mit X,
Osi<N, iibereinstimmen. Ferner setzen wir X = (X, ..., Xy ) und x=X,/X,, ...,
Xn/Xg) bzw. X =&,, ..., Xy) und £=(1,%,/X,, ..., XX,). Der Additions-

morphismus
LGx G —G

kann dann lokal durch bihomogene Polynome beschrieben werden. Zu jedem Element
g aus G(X) konnen wir somit eine offene Umgebung W von g und bihomogene
Polynome Ay(X.X), ..., AN(X.X) aus X[X,X] finden, so daB fiir jedes Element (g,h)
aus U mit projektiven Koordinaten g, ..., gy, hy, ..., hy die Elemente

Ai(ggs ---» 8y By -, hy) (0<i<N)
projektive Koordinaten der Summe von g und h bezeichnen.

Sind die Polynome Ay, ..., Ay homogen in den Variablen X,, ..., Xy vom Grad a

und in den Variablen X,, ..., Xy vom Grad 3, (a, 2€ N), dann nennt man
A=(Ay,.... AY)

eine Additionsformel vom Bigrad (d,a) auf G. Die offene Menge O in G(K) X
G(X) , die durch
O={((gh)Imax 1A R(@@XM0) =0 )

definiert ist, heiBt die zu A assozierte offene Menge. Auf dieser Menge stimmen A

und | iiberein, da sie auf U iibereinstimmen (siche Lemma 1.4.1 in [Ha]).
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Lemma 1: Auf G gibt es eine Additionsformel vom Bigrad (a, a), deren asso-
zierte offene Menge O die Menge T x T enthiilt.

Beweis: Siehe Beweis von Lemma 1 in [Ma-Wii1].

Wir kénnen nun eine Abbildung E(Z): R —> R, Ze G’(K), angeben. Das Bild Q
eines Polynoms P aus R unter E(Z) sei gegeben durch

QX) =P-A(X(2),X).

Diese Abbildung ist ein Homomorphismus vom Grad a. Fiir alle Polynome P, Q =0
aus R und Elemente Ze G'(X) mit Ay(&(2),X) =0 setzen wir nun:

E(2)P
E@N Q) =Ry -

Dadurch kénnen wir E(£) zu einem Homomorphismus auf XX, ..., Xy) fort-

setzen. Speziell fiir homogene Polynome P aus R vom Grad D erhalten wir dann:

A
E(Z)P'(x) = P( 2—1-0 K-: MR (2).X)

= E(Z)PX)- AgP(R(2).X).

Die Funktion E(£)P’(x) ist in der Regel eine rationale Funktion auf G~ Ihr Nenner
ist stets eine nichtnegative Potenz von Ay (E(&),x). Fiir £ aus T verschwindet die-

ser Nenner in keinem Punkt von T (siche Lemma 1).

Fir & aus G(X) definieren wir nun eine Menge O € G( X) durch

0B =(geB(K) | AyX(2)X(g))=0).
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Ist & aus G'(X), dann stimmen fiir alle homogenen Polynome P aus R auf O® die
Werte E(Z)P’(x(g)) mit den Werten P(x((&,g))) iiberein. Bezeichnen wir mit
M&R), & € G(X), die Linkstranslationen, die durch

M2):G—> (2} X G —> G

gegeben sind, dann gilt

M(2)P(X(g) = E(2)P(X(g)) , LeBG'(X), ge 0,
und

P-ARK(2).X(g))
QAX(2).X(g)

p .
A2 ( a)(X(g)) = ( &€ G(K), ge0® -(-2+V(Q).

Hierbei ist mit V(Q) die Nullstellenmenge von Q in X bezeichnet.

(2.2) Die in (0.1) erwidhnte Korpererweiterung K von @, kann z. B. durch eine
feste Wahl von projektiven Koordinaten von ¥1,---» ¥y und den Koeffizienten von

Ay, ..., Ay erzeugt werden.

(2.3) H. Lange und W. Ruppert zeigtenin [La-Ru] und in [La], daB man eine Ein-
bettung von G so konstruieren kann, daB die Homomorphismen E(Z): R —> R,Z
aus G°(KX), den Grad 2 haben.

Bevor wir weitere Eigenschaften der Translationsoperatoren angeben, wollen wir erst
noch einige Definitionen einfiihren. Fiir jede Teilmenge S SR setzen wir E(2)8 =

{(E(Z)P | Pe8)}.Ist M das multiplikative System in R., das aus allen Polynomen

besteht, die in keinem Punkt von T verschwinden, dann bezeichnen wir fiir jedes
Ideal I in R mit I*, die kontrahierte Extension von I in Bezug auf M. I*° ist dann
die Menge aller Polynome P aus R, zu denen ein Polynom Q aus M existiert, so daB
P-Q in I liegt. Bezeichnen wir mit (@) € R. das definierende Ideal von G, dann
sdgen wir ein Ideal 1 € R sei speziell, falls I(@) S 1 und I=1I* ist. Somit ist ein
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Primideal P in R, daB I(G) umfaBt, genau dann speziell, wenn P in einem Punkt aus
T verschwindet. Fiir die Menge M und das Ideal I(G) haben wir insbesondere

(2.4) E(ZOMSM und E(QIG) S I1(G)

(siche Lemma 2 in [Ma-Wii1]). SchlieBlich definieren wir fiir jedes & aus T einen
Operator E(Z): (Ideale von R) — (Ideale von R) durch

E(2)I=(1@), E(2) D= ( I(ER) Ideal).
Dann gelten folgende Resultate:

Lemma 2: Sind y, & Elemente aus T undist 1 ein homogenes Ideal in R, dann
gile: i
E(y+2)I=E(y)E(2)L

Lemma 3: Ist 1 ein spezielles, nichttriviales homogenes Ideal in R und sind Y. &

Elemente aus T, dann gelten folgende Aussagen:

a) I=E@O)I

b)  Verschwindet das Ideal 1 im Punkt ¥,dann verschwindet das Ideal E(2)I
im Punkt -Z+Y.

c)  E(Q)I ist ein nichttriviales spezielles homogenes Ideal vom gleichen Rang wie 1.

d) Ist I prim,dannistauch E(2)I prim.
Beweis: Siehe Lemmata 3 und 4 in [Ma-Wii1].

Sei nun P ein spezielles Primideal und V(P) das Nullstellengebilde von P in G(K),
dann gilt folgendes Resultat:
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Lemma 4: Sei & aus T, dann haben wir
VEZ)P) =-Z + V(P).
Beweis: Siche Lemma 2 in [Ma-Wii2].

(2.5) Seinun y ein Element aus V(P)n T, dann gilt Lemma 4 fiir alle Operatoren
E(&), die in Bezug auf eine endlich erzeugte Gruppe T'",die ¥ und & enthiilt,
definiert sind. Dies impliziert, daB die Operatoren E(Z) nur von & und einem

Element aus V(P)n T abhiingig sind.

3. Differential

Mit Z,, ..., Zy bezeichnen wir algebraisch unabhingige Variablen iiber C. Zur

Vereinfachung der Notation setzen wir
31 x; = X{/X; | 0<l,j<N.

Ist AN, OSj<N, ein affiner Teil von PN, der durch X;# 0 definiert ist, dann ist

[AjN((E) isomorph zu AN (C) vermdge der Abbildung tp; mit

(3.2) w;(8) = (Xgjs -+ 14 Kjrge oo Xnp(8)s ge AjN((E).

Der Raum AMNC) kann wie iiblich mit einer komplexen Mannigfaltigkeitsstruktur
versehen werden. Auf kannonische Weise erhalten dann die Riume d\jN((E), 0<j<N,
komplexe Mannigfaltigkeitsstrukturen, so da8 die Abbildungen (p; analytische

Isomorphismen werden.

Wir wollen zunichst die Differentialoperatoren auf AjN((E) etwas niher beschreiben.
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Bezeichnen wir mit r = (r,, ..., ry) Koordinatenfunktionen auf dem affinen Raum
AN(T), dann ist eine Basis der Differentialoperatoren auf AN(C) durch die partiellen
Ableitungen 9d/dr, , ...,0/dry gegeben. Da die Funktionen Xoi" @55 cos Xyt auf
ANC) mit den Funktionen r,, ..., 4+ 1:Tj ..., Ty libereinstimmen, gelten fiir alle

homogenen Polynome P und Q aus C[Z,, ....Zy] vom gleichen Grad die folgenden

Gleichungen:

P(X) PX ;1)
3.3 dy, "(—) w; We) —-—-(—————)( ), 1<i<N,ge ANC
(3.3 6(_}5( g TS g geAN(T)

d P(r,....T. ,A0,.., T N )
= —( XNg)-
or; Qryy ey Ty, 1T, e, Ty)

Durch die Karten (Aj"(ﬂ:), W), 0<j<N, wird auf PN() eindeutig eine komplexe
Mannigfaltigkeitsstruktur festgelegt (siehe [Se2], Proposition 2). Als algebraische
Gruppenvarietit im projektiven Raum PN ist i(G) eine glatte Untervarietit, d. h. die
Dimension der Tangentialriume von i(G) in jedem Punkt ist gleich n. Somit ist
LG(@)), id)yg(r))) mit der induzierten analytischen Topologie eine Untermannig-
faltigkeit vom projektiven Raum PN(C).

Durch den Isomorphismus i wird auf G(C) auf kannonische Weise eine komplexe
Mannigfaltigkeitsstruktur induziert. Die Differentialoperatoren auf G(C) sind Bilder
der Differentialoperatoren von i(G)(C) unter der Abbildung di-'. Mit G, , OsjsN,

bezeichnen wir nun den affinen Teil von G, der durch X;# 0 definiert ist. Dieser
stimmt mit dem Bild von i(G) n AN, 0<jsN, unter i iiberein. Da Y, =i*X,,0<
J <N, gelten fiir alle homogenen Polynome P und Q aus C[Z,, ...,Zy] vom gleichen
Grad und fiir alle Elemente g € ﬁi((C) - V(Q), O<j<N, die folgenden Gleichungen

(3.4) D0 X) )(»(g» it () o2 YY) )(g)
' Q Xy - Q(Yo’ N M

Hierbei sind mit D* Differentialoperatoren auf i(G)(C) n AMNC) bezeichnet.
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Da jede in einem Punkt g aus G(C) regulire Funktion f sich auf einer offener
Umgebung von g als Quotient zweier homogener Polynome P und Q aus
C[Z,, ....Zy] vom gleichen Grad darstellen 148t, ist f im Punkt g holomorph. Dies
impliziert, daB jeder Morphismus ® zwischen einer glatten Varietit V(C) und G(C)
holomorph ist; da die "Koordinatenfunktionen" Y;'m, OSj<N, regulir sind. Daraus
folgt, daB8 die Additionsabbildung p und die Inversenabbildung v auf G(C) ho-
lomorph sir}d. Somit sind G(C) und die zu G(CT) isomorphe Gruppe i(G)(C)
Liegruppen.

Wir wollen nun wie in [Ko], Kapitel V, § 18 und 20 Differentialoperatoren auf G(X)
algebraisch beschreiben. Mit K(G) bezeichnen wir nun den Korper der K -rationalen
Funktionen auf G. Dieser ist gegeben durch

3.5 K@) = (P(Y)/Q(Y)!P,Q homogene Polynome vom gleichen Grad}.

Ferner bezeichnen wir mit O,q den Ring dererime der reguldren Funktionen auf
G im Punkt g und mit Der, (K(G)) den Ring der X-Derivationen von X.(G) nach
K(G). Wir sagen ein Element D aus Dery (X(G)) ist holomorph in einem Punkt g
aus G(X), falls das Bild von O, unter D wiederin O, liegt. Dann gilt:

Lemma 5: Jede Derivation D aus Dery (K(G)) ist auf einer offenen nichtleeren
Menge in G(X) holomorph.

Beweis: Es sei D ein Differentialoperator aus Dery(K(G)) beliebig vorgegeben. Da
Gy(X) eine Zariski-offene Menge in G(X) ist, haben wir

X(@G(XK)) =K(G(X)).

Der Kérper X(Gy(X)) stimmt mit dem Korper K(Y,/Y, 0 ---» YN/Y) tiberein. Zu je-
der Funktion y,=Y/Y,, 1<j<N, gibt es Polynome P;", Q" aus Kly,, ..., yy], sodaB
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P (e oenr Vi)
Qj’()’y s YN) ’

D(y) = 15j<N.

auf Gy(X) - V(Qj "), wobei mit V(Qj ") die Nullstellenmenge von Qj’ bezeichnet ist.
Da D eine K-Derivation ist, haben wir, da

) |
DEIGs 0= ZD)( EPI Gt (PeKiyy .y
= J

N
in jedem Punkt g aus U= GyX)- V(Q,") reguldrist. Ist Q “ein Polynom aus
1
X[y, ..., ¥nl » dann ist

P° Q' D'(P)-Q D(P
D,(__’)=Q Q" D(P?)
Q Q?

reguldr in jedem Punkt g aus U - V(Q°). Daraus folgt aufgrund des obengesagten
sofort

DO,z) S O » geU.
Damit ist D holomorph auf U. Somit ist das Lemma bewiesen. i

Wir interessieren uns speziell fiir die linksinvarianten Differentialoperatoren auf G.
Wir betrachten zunichst die Linkstransiationen Ag), geBR(X). Diese induzieren Ab-

bildungen

M(@E): 0,5 — 0,5 (peG(K))
bzw.

M(g): K@G) — K@G)
vermoge

f —FNg).
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Ein Differentialoperator D aus Dery (X(G)) heit linksinvariant auf G, falls
A¥(g) D) =D(A*(g) )

fiir alle f aus X.(G). Daraus folgt mit dem obigen Lemma sofort, daB alle linksin-
varianten Differentialoperatoren holomorph auf G sind. Denn ist D(O,g ) <0,
fiir ein g“e G(X), dann gilt fiir alle veO,q,8eGX),

D(w) = (g™~ g) DOV (g - £)w) S A*(g™- g)(0,.5) S O,
Die Teilmenge Dy (G) von Dery (X(G)), die durch

Dy (G)={De Dery (K(G)) | D linksinvariant}
definiert ist, ist ein Untervektorraum von Dery (K(G)). Mit der bilinearen Abbildung

[, ]: D(G) x Dy (G) —> Dy (G), [D;,D,] =0 wird Dy (G) zu einer Liealgebra iiber
K. AuBerdem wird durch

D——Dj I (DeDy (G),geBG(XK))

ein Vektorraumisomorphismus zwischen Dy (G) und

Dyx(@)=(Djg_; | DeDy(G))

definiert. Der Raum D, , (G) ist isomorph zum Tangentialraum T,(G) =
Derx(Og'a,K), geG(X). Somit ist Dy (G) eine Liealgebra von G.Da G glatt ist, ist
die Dimension der Tangentialriume von G in jedem Punkt gleich n ((Ha]).

Wir wollen nun die Differentialoperatoren aus Dy (G) noch etwas genauer beschreiben.
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Lemma 6: Sei D ein Differentialoperator aus Dy (G ), dann gil:

D(x{)’v s YND SKyps o0 Y0

Beweis: Sei D ein Differentialoperator aus Dy (G). Zu jedem g" aus Gy(X) und zn
jedem j mit 1<j<N gibt es Polynome P, Q5" aus Kly,, ..., yy] und eine
Umgebung U,.von g mit den Eigenschaften: |

1) Q,-;” verschwindet in keinem Punkt von u,.

’s

P..c
2) D(Yj)(¢,) = Qg : — (Y40 o0 YNH(Z) (e ug’).
g4

Somit sind die Funktionen D(yj), 1<j<N, regulédr auf Gy(X). Da nach Theorem 1.3.2
in [Ha] der Ring der reguldren Funktionen auf Gy(X) gleich X[y4s ---s Yn] ist,
existieren Polynome Rj' aus K[y, ..., ynl, 1<j€N, mit D(y) = Rj'(y1, e YN )-
Daraus folgt fiir alle Polynome P* aus Kly,, ..., yy]

N
. Jd ..
D@1 -+ W)= Z R Wrr o YN 55 PG s 10
i= j
Damit ist das Lemma bewiesen.

(3.6) Die Derivationen D aus Dy (G) sind somit auf G, durch linksinvariante

X-Derivationen von X{yj, ..., yn] nach Xy, ..., yy] eindeutig festgelegt.

(3.7) Auf analoge Weise kénnen wir Dy (i(G)) definieren. Die Differentialoperatoren
auf i(G) konnen wir auch durch Derivationen D aus Dery (X.(X)) darstellen, die die
folgenden Eigenschaften besitzen:

9D, € Dery (K(Xg, ..., Xy)) (O<j<N)
AN niGyxK)

b) D linksinvariant auf A,N XK)n i(G)XK)
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¢) D(f) =0 fiir alle rationalen Funktionen f aus K,(xoj, xNj), 0<j<N, die identisch
auf i,(ﬁj)(il(,) verschwinden.

N
)
d) D, =2 R; Xgj -0 Xpp)
aNooyni@pay =t v ax;
¥

fiir gewisse Polynome R,e K[xoj, ees xNj], 0<i<N.

Bemerkung: Eine Derivation aus Dg(Gi) heiBt X-Derivation, falls fiir alle ganzen
Zahlen iund j mit 1 <i,j <N die Bilder der Funktionen x;;in X{xy, ..., xy;] liegen.

Wir wollen nun eine Basis von Dg(G) bestimmen. Dazu betrachten wir zunichst die

Exponenentialabbildung
expg : T(G) —> G(T)

vom Tangentialraum T(G) von G(C) im neutralen Element 0 in G(C) ([Wa], 3.31).
Der Tangentialraum ist eine komplexe Mannigfaltigkeit, denn die Basis z, , ..., z, des
Dualraumes Hom(T(G),C) bildet ein globales Koordinatensystem von T(G) und legt
auch eindeutig eine differenzierbare Struktur auf dem Tangentialraum fest (siehe [loc.
cit.], 1.5(b)). Die Abbildungen

d
8— : T(G) —> Tangentenbiindel (T(®)) (1<i<n)

Z;

sind Vektorfelder auf T(G). Sie sind linksinvariant in Bezug auf die kanonische
Linkstranslation, die durch

Ib)z, =z (b) + z (beT(G), 1<i<n)

definiert ist. Fiir holomorphe Funktionen fvon T(G) nach T(G) setzen wir wie iiblich
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1*(b)f(z) = f(1(b)(z)), be TG),
wobei z gleich (z, , ) ist. Dann kann die Exponentialabbildung
iexpg : TG) —> iG)(CT)

durch holomorphe Funktionen fy(z,, ...,z)), ..., fy(z,, .--sZy) gegeben werden, die
keine gemeinsame Nullstelle besitzen (siehe [Se1], Proposition 8). Diese Abbildung ist
ein analytischer Gruppenhomomorphismus und ist lokal homeomorph. Da i(T) die
durch X,= 0 definierte Hyperebene in PPN(C) nicht trifft, ist fo(z,, ...,z) fiir alle
(24, ...,z) € (i*expg)'(i(T)) von Null verschieden. Die assozierte Differential-
abbildung d i expg bildet die Liealgebra von T(G) auf die Liealgebra Dg(i(G)) von
i(G) vermoige

o P d P
{ =N =M@, ..., (@) = —(=(i 1
d i expg ( azi){ }J(fo(2) N(2) 3 (= (iexpg (2)) (1<I<n)

ab. Hierbei sind P und Q homogene Polynome aus C[X,, ...,Xy] vom gleichen Grad

und z ein Element aus T(G).

Nach Lemma 6 gibt es Polynome R, aus C[Z,, ....Zy],1<I<n,1<j<N  die folgende
Differentialgleichungen l6sen:

a f.l f1 fN .
TZI —f(;(Z) = l{ﬂ( -f;, ceey E) (Z) (1Sl$ﬂ,1 S_]SN)

Die Differentialoperatoren D,, ..., D, , die durch

= X XN, 9
D=3 Ry(=, .= 1<i<n,
VX TR, 9x
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definiert sind, bilden dann eine Basis von Dg(i(G)). Der Vektorraum D¢(G) wird
dann durch Differentialoperatoren d,, ..., d, erzeugt, die durch

N Yl
al=j§1le(§—,...,-§_—-)m, 1.<_l_n,

0 0
gegeben sind.

(3.7) Daraus folgt fiir alle C-rationalen Punkte aus G~ (siche 0.2) und alle
Polynome P aus C[Z,, ...,Z\]

DPx))i(g)) = OP(y))Xg) . 1<I<n.
Wir identifizieren von nun ab wieder G mit i(G).

Seinun A eine analytische Untergruppe von G der Dimension d. Wir wollen nun
den Raum D(-A) beschreiben. Per Definitionem ist A(T) das Bild eines Liegruppen-
homomorphismus ¢ von C¢ in G(C). Der Tangentialraum T(A) von -A(C) im neu-
tralen Element 0 von G(C) kann durch eine lineare Abbildung L in den Tangential-
raum T(G) von G(C) eingebettet werden (sieche [Wii1]). Bezeichnen wir mit

(& ..., &y globale Koordinaten auf T(AA), dann kénnen wir L darstellen durch

(3.8) Zi = Li(Cl, cesy :d)’ 1.<.i$n.
Hierbei sind L,, ..., L, Linearformen in den Parametern Z . &4. Da die
Dimension von A gleich d ist, gibtes n-d linear unabhiingige Formen M, ..M 4

mit

(3.9) MLy, ..., L) =0 1<j<n-d.
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Den Tangentialraum T(AA) in T(G) kénnen wir daher auch auf die folgende Weise

definieren

T(A) =(zeT@), My(2) =... =M_,(z) = 0}.

Die Bilder der Differentiale 9/9Z,, ..., 3/0&; auf T(-A) unfer L sind gegeben durch

n

d ) d :
dI.(—a-éJ-)= z a:[:l(cl, ceny “:d) az—l, 1S_]Sd.

=1

Dabei sind (3/0Z)Ly( &}, ..., £4), 1<j<d,1<I<n, Elemente aus T, die wir von nun ab
durch llj bezeichnen. Dann bilden die Differentialoperatoren Aj , 1<5j<d, die durch

(3.10) A=3S 13

i
JHJJ

(1<j<d)

definiert sind, eine Basis der linksinvarianten Differentialoperatoren auf A, den wir
mit Dg(A) bezeichnen.Ist A iiber X definiert, dann besitzt Dg(-A) auch eine

Basis von K-Derivationen. Den durch K-Derivationen aus erzeugten K-Vektor-
raum bezeichnen wir mit D(A) (loc. cit.]).

\. Der Trid M - And : Wiistholz

G sei wie in (2.1) ein weiteres Exemplar von G. Die zu G bzw.zu A gehorigen
Differentialoperatoren bezeichnen wir mit g, , ..., 3, bzw. A, ... A4 . Diese sind

auch translationsinvariant.

Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir fiir alle o = (o, , ..., o) aus IN¢

(41) ol=oc,!...-gy
(4.2) N=Ay - A

a U_'1 U’d
(43) X=X, ... X .
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AuBerdem definieren wir fiir positive ganze Zahlen D bzw. reelle Zahlen D’ Unter-
vektorrdume Rp aus R bzw. R,. aus R durch Ry={Pe R | P homogen vom
Grad D} und Rj.= (P’e RIP’(x) =P(1,x) fiir ein homogenes Polynom P aus R
vom Grad hochstens D7}.

SchlieBlich bezeichnen wir mit A = (A,,..., Ay) wie in Lemma 1 eine Additions-
formel vom Bigrad (a,a) auf G, deren assozierte offene Menge O die Menge I’ x T
enthilt. Dann gibt es zu jedem j mit 0 <j<N und zu jedem Paar (s = (Sy, ...,5y), t =

(tgs ---oty)) € NP2 mit s+ ... +5y =ty+... + ty=a Zahlen a(j,s,t) aus K mit
A&X) =X a(j,s.nXsxt,

wobei die die Summe iiber alleVektoren s,t mit sg+... +sy=ty+... +ty=a luft.
Wir ersetzen nun in den bihomogenen Polynomen Aj(f(,X) , 0<j<N die Vektoren X
durch X und den Vektoren X durch X und erhalten so bihomogene Polynome
A(X X), 0j<N. Mit anderen Worten:

(4.4) ARX) =X a(js.nXXs, 0<j<N.

Somit gilt fiir alle Polynome P’ aus R, alle Vektoren T aus IN9 und alle Punkte (Z,g)
aus G'(X) xG'(K):
A A, A
~T N Tp- N, =
(4.5 (A "P( T T OEX@))E2) =B P —, ..., — XX (@) X)(D).
( ( A, Ay JEX(ENNZ) Ay A,
Durch A= (A, ..., Ay) wirdauf G eine weitere Additionsformel definiert, deren
assozierte Menge O auch die Menge T x T enthilt.

Da die Derivationen A, , 1<i<d, translationsinvariant sind, gelten fiir alle Polynome P
aus Ry, (DeNN), fiir alle T aus IN¢ und alle Punkte € G'(K) und g e 0®n G'(K)
die folgenden Gleichungen:
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(4.5) (ATPO))R(Z.) = ME)ATP X))

= E(2)(ATP (x))(g)

= AV E@P X))

A
= (AP f‘_ 7[: HE(2),X))g)

-~

Ay

T
y soey "'X
A NEX(2)))(e)

P(

[}

(

t ébzl_;bt &

=(A(

:x>t| ’V

S ) @X(2))(g).

Da G kommutativ ist und da A auch eine Additionsformel auf G ist, konnen wir in
den obigen Gleichungen A und A und auch & und g vertauschen. Bezeichnen wir
ninmit M die multiplikative Menge der Potenzprodukte von X, und Ay (%(Z),X)
mit nichtnegativen Exponenten, dann gelten folgende Identitiiten:

4.6) E@(ATPYx) = (AT E(2)P) (x) mod 1(G)N-,
= (AT (P-A)APD) K(2).X) mod IG)M:-".

Jeder Term in den Gleichungen ist eine rationale Funktion auf G mit einem Nenner

aus M.

Lemma 7 (siehe auch Proposition 2 in [Wi2]): Sei P ein Polynom aus R;,
& ein Element aus G'(K) und T ein Vektor aus N9, dann gelten folgende
Gleichungen:

@) ATE AR = I ZL (AT APEX))NE)EE)ATP)x)

o+0 =T

4.8) (AT(E (2)P)(x) = 2 S (ATAGD(R(2),X))E(Z)(ACP)(x)

o+o =T 0' 0’
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4.9 E@)A%P)x) = = I A0 ADEX))(Z) (ATP AYEX))Z)

sig=t OIO ]

(4.10) E(2)AP)(x) =3 ZL_ (ATAGDE(2),%)) (AT (E(Z) P)' (%)

o=t OIC T

modulo dem Ideal 1(G)M-" .

Beweis: Wir wenden zunichst den Operator A T auf die Funktionen

P AEX) =(ALEX) (P A/APHEX)
und

(P *A/ARP YEX) = P -AEX) -AgPEX)

an und erhalten mit der Leibnitzregel

BTEARXNR) = 2 FHor BTAP ATEA/AP HEE).X)

bzw.

ATEAVAPYEE@)X) = 2 I (ATAGD AT(P-A)EX))Z).

o+0°=T c!
In den beiden Gleichungen ersetzen wir die auftretenden rationalen Funktioner
AT(P-A)/APLYE.X)(Z), ceN 4,0<T, durch die dazu modulo dem Ideal I(G)M-
kongruenten Funktionen E(£)(APP‘(x)). Damit sind die Formeln (4.7) und (4.9

bewiesen.

Um die iibrigen Formeln zu beweisen, wenden wir den Operator AT auf die

Funktionen

E@P)(x) =A;P&(&2).X) (E(2)P)(x)

und
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(E@)P)x)=(E()P)'(x) - Ay P(&(Z),%)
an und erhalten

ATE@P@= I I (ATAPRE)X)AT E@P ()

o+0 =T

(ATER)P)x) = X FTF'FF(AG'AO'-D(i(c),x))- AT (E (2)P)"(x)

C+0 =T
Analog zu oben ersetzen wir die auftretenden Terme (AT (E (&) P) (x), durch die
dazu modulo dem Ideal I(G)M- kongruenten Funktionen (E (&) A(P’(x)). Damit
sind die Formeln (4.8) und (4.10) verifiziert.

Corollar: Sei P ein spezielles Primideal und P’ das enthomogenisierte Ideal P.
Schlieflichsei P aus Ry, & €T und i eine ganze Zahl mit 1 <i < d. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

a) E(Z)(ACP’(x)) e PM™ fiiralle o aus Ni(T).
b) (AT P-A)EX))(Z) € P fiir alle & aus Ni(T).
c) (AS(E(2)P)'(x)) € P’ fiir alle o aus Ni(T).

Ist & =0, dann sind die obigen Aussagen auch dquivalent zu
d) (ACSP’(x)) €P’ fiiralle & aus Ni(T).

Beweis: Da P speziell ist, liegt I(@) in P. AuBerdem ist M in M enthalten. Somit
ist I(G)M-' in P M enthalten. Aus a) folgt mit (4.7) und (4.8) sofort

0=(AT(P-A)EX))(Z) (mod PM-") fiir alle T aus Ni(T)
und '
0=AT(E(Z)P)(x) (mod PM-") fiir alle ¢ aus INi(T).
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Mit anderen Worten: es existiert ein Polynom Q aus M, so da8 die Polynome

Q (AT P-A)EX))(Z) und Q AT(E(Z)P)(x), T aus NT),in P liegen. Da P
speziell ist, folgt daraus sofort , daB die Polynome (Z&T(P°A)(§,X))(?:) und die
homogenisierten Polynome AT(E(C) P)’(x), T € Ni(T), in P liegen. Damit sind die
Aussagen b) und c) verifiziert. Umgekehrt, gelten die Aussagen b) und c), danr
haben wir aufgrund der Formeln (4.9) und (4.10) sofort

E(Z)(ACP)(x) =0 (mod PM 1), T e N{(T).
Damit ist die Aquivalenz der ersten 3 Aussagen gezeigt.
ad d) Ist & gleich 0, dann gilt fiir alle g aus O©® und alle Polynome P aus Ry,:
E(0)(ATP (x))(g) = (ATP (x))(g).
Somit ist

(ACP'(x)) =E(0)(AT P’(x)) (mod PM).

Daraus folgt sofort, daB die Aussagen d) und a) #Aquivalent sind.

5. Multiplizititsabscha

Wir definieren als erstes die Ordnung ordg(A,P) eines homogenen Polynoms P aus
R lings A ineinen K-rationalen Punkt g aus G,.Ist mit P’ das enthomogenisier-
te Polynom P bezeichnet, dann setzen wir ord, (AAP) = oo, falls P auf A(K) iden-
tisch verschwindet. Ansonsten sei mit ord, (AP) die groBte ganze Zahl T > 0 be-
zeichnet, so dal

(ATP(x))g) =0

fiir alle T e INYT).
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Dann definieren wir einen weiteren Parameter, der die Lage von A in G in Bezug
auf eine (iiber KX definierte) Untervarietiit V von G beschreibt. Diese ist in R
durch ein Primideal I(V) definiert, das aus den Elementen in R besteht, die auf
V(K) identisch verschwinden. Bilden die homogenen Polynome P, , ..., P, ,keN,
eine Basis des Ideals I(V), dann erzeugen die Polynome P; = Pi(Xg; s ---s X 1<K,
das definierende Ideal I(V;) von V;= V nG;,0<i<N.Falls V,# @, 0<i<N,

ist, bezeichnen wir mit

[ A(Py) ... Ay(Py) )

I(Py, r Py D(A)) = : : |(mod I(Vy).

\ ARy ... AP /

die Jacobi-Matrix von I(V)) beziiglich D(A). Ihr Rang iiber dem Quotientenkérper
des Ringes K[xg;, ..., Xy /I(Vi) ist von der Wahl der Basis von I(V;) unabhingig
(siche Bemerkung 6.2), und wir bezeichnen ihn mit p (V) =pg(V). Ist v ein
Element aus V,(K), dann bezeichnen wir mit J(P,,, ..., P; . DGA))(v) die Jaco-
bi-Matrix von I(V;) beziiglich D(-A) im Punkt v. Ihr Rang iiber K ist stets kleiner
oder gleich pg(V,) und wir bezeichnen ihn mit p(V,V,) = pg(v.V,; ). Wir sagen nun
ein Punkt v aus V;(X) istin Bezug auf D(A) regulir, falls

p(v,V;)=p(V;).
Dann gilt folgendes Lemma:
Lemma 8: 1) Die Menge der in Bezug auf D(A) reguliren Punkte in V.(X),

0<i<N, ist offen und nichtleer.
2) Fiir alle Elemente ve V(X) n Vj(](,) , 0<i<j<N, gilt: p(v,V,) = p(v,V;).
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3)Falls 8= V(K), 8#VK),0<i<j<N, ist, gilt p(V;)=p(V;).

Beweis: ad 1) Ein Punkt v aus V,(X), 0<i<N, ist in Bezug auf D(-A) genau dann
nicht regulir, wenn die Determinante jeder p(V,)xp(V j) Matrix von

J(Py;» ..o Py DGA))(V) Null ist. Somit ist die Menge der in Bezug auf D(-A) nicht
reguldren Punkte eine echte abgeschlossene Menge von V,(X). Damit ist die erste
Aussage bewiesen. '

ad 2) Seinunv ein Element aus V,(K)n Vj(](.) fiir ein Paar ganzer Zahlen (i,j) mit
0<i<j<N.Mit D, 1<t<k, bezeichnen wir nun die Grade der Polynome P, Auf-

grund der Definition der Variablen x, ..., Xy; und der Polynome P,,, ..., P, gilt:

D
Rang J(Py;, -, Py, DGA)(v) =Rang J(Xy/X;) ' Py ..o (XX yE P DGA)(Y)

Da die Polnome P, ..., P,; im Punkt v verschwinden, folgt

.
Dt
Rang J(Py;, ..., Py, DA))(v) =Rang {Xy/X)(V) ~ AP (M) } g 1k -

Ohne die Allgemeinheit einzuschrinken kénnen wir annehmen, daB die Untermatrix

D, '
X./X. AP,
{( V) hPlJ ) 1sh< p(v,V; ) ,1s1< p(v, V)

invertierbar ist. Da (Xj/ X, )(v) von Null verschiedenen ist, ist auch die Matrix

{ AhP[j(v)]

1<hs p(v,Vl ) ,15‘5 p(v,Vi)
invertierbar. Somit gilt:

JASETIAAE

Vertauschen wir in der obigen Argumentation j mit i, so erhalten wir die umgekehr-

te Ungleichung. Damit ist die zweite Aussage bewiesen.
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ad3) Aufgrund der ersten Aussage ist die Menge der in Bezug auf D(AA) reguliren
Punkte aus V(K) bzw. Vj(](.) in V,(X)n Vj(il(,) nichtleer. Mit Hilfe der zweiten
Aussage folgt dann die dritte.

(5.2) Sei V eine (iiber X definierte) Untervarietiit von G. Dann existiert eine gan-
ze Zahl j mit O<j<N, sodaB V(K) die affine Menge ﬁj(K) trifft. Wir setzen nun

P(V) =pg(V) =p (V).

Wir wollen nun die Multiplizititsabschétzungen zunichst fiir allgemeinere endliche
Mengen als die speziellen Mengen T'(S) angeben. Dazu seien Q und Q* zwei end-
liche Teilmengen aus G(X). O sei in Q* enthalten. Fiir jede Untervarietit V
bezeichnen wir mit S(V)(K) = {geGX)Il g+ V(X) S V(K)} die Menge der K-
rationalen Punkte des Stabilisator S(V) von V und mit 1(V) die maximale Anzahl
der modulo S(V)(X) inkongruenten Elemente von Q*. Dann definieren wir fiir gan-
ze Zahlen r mit 1< r<n Mengen durch
= pe(m)o* (-9

wobei mit (r-1) O* die Menge der Linearkombinationen von jeweils r Elementen
aus (2* bezeichnet ist. Dann gilt das folgende Resultat:

Theorem 1((Wii1l): Es gibt eine effektiv berechenbare Konstante c >0, die nur
von G abhdngig ist, mit folgenden Eigenschaften:

Seien D20 und T 21 reelle Zahlen und sei P ein homogenes Polynom vom Grad D
mit

i) min ord, (AP) 2T

7€Q)
ii) P=0 auf G(X).

Dann haben wir die folgende Abschiitzung fiir den Grad von P
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1 20 i L
(5.3) ¢D>min (min (V) ¢V (T/n) 4V ,1Q | ®(T/m) ® ),
v

wobei das zweite Minimum iiber alle nichttrivialen algebraischen Untervarietdten \

von G lduft und mit 1Q) | die Anzahl der Elemente von (), bezeichnet ist.

Die Zahlen I(V) sind im allgemeinem nicht leicht zu berechnen. In den meisten An
wendungen in der Transzendenz sind die Mengen QQ und Q* sehr einfach. Sie sind i1
der Regel die eingangs fiir endlich erzeugte Untergruppen T" von G(X) eingefiihrter
Mengen T'(S/n), S(20)€RR (s. Seite 1). In diesem Fall definieren wir Zahlen q(V), die
die Lage von T in Bezug auf eine algebraische Untervarietit V beschreiben wir folgt.

Mit q (V) = qg(V) bezeichnen wir den minimalen Corang aller Untergruppen " vor
T, die im Stabilisator S(V)(X) einer (iiber K definierten) Untervarietit V liegen,
d.h. T+ V(®X)< V(). Dann ist (V) = 16+(V) groBer gleich (S/n)3™ und 10|
groBer gleich (S/n)! (sieche Lemma 5 in [loc. cit.]).

Der Parameter q(V) ist translationsinvariant, da die Stabilisatoren von g + V
geG(X), mit dem Stabilisatoren S(V) von V iibereinstimmen. Fiir algebraisch
Untergruppenvarietiten 3 ist q (H) gleich dem in der Einleitung definierten Para-
meter p(}H), da der Stabilisator von H gleich H ist.

Dann gilt das folgende Resultat:

Theorem 2 ([loc. cit.]): Es gibt eine effektiv berechenbare Konstante c > 0, die
nurvon G abhdngig ist, mit folgenden Eigenschaften:

Seien D20,5S20 und T21 reelle Zahlen und sei P ein homogenes Polynom vom
Grad D mit

i) min  ord, (AP) 2T

vel(S)
ii) P=0 auf G(K).
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Dann haben wir die folgende Abschitzung fiir den Grad von P

) a4
(5.9 cD> n{/iﬂ (S/n) «dV  (T/n) cdV

wobei das Minimum iiber alle echten (iiber X definierten) algebraischen Unter-
varietiten V von G lduft.

(5.5) Ist mit a die Konstante in Lemma1 bezeichnet, dann kann man erreichen, da
c2a"deg G ist (siehe § 5in [loc.cit.]). Hierbei ist mit deg G, der Grad des homogenen
Ideal I(G) bezeichnet (siehe IV,§ 2,(IV) in [Gr]).

(5.6) G. Wiistholz bemerkte auch, daB eine endliche Menge H'= H(T',4,G) von
Untervarietiten von G existiert, iiber der das Minimum in (5.4) fiir alle
nichtnegativen reellen Zahlen S und T angenommen werden. Mit anderen Worten:
fiir alle nichtnegativen reellen Zahlen S und T haben wir

V) av) ' 0] aM
min (S/n) 4V (T /n) cdV = m‘i,n (S/n) «dV (T/n) cdV

VeH*
wobei das zweite Minimum iiber alle echten (iiber X definierten) Untervarietiten V
von G lduft.

(5.8) P. Philippon [Ph] verbesserte kiirzlich Wiistholz Ergebnis, indem er (5.4)
durch

A B 1)) oah
c-D>n}1£in(deg}£) cod¥ (S /n) cdH (T/y) codH

ersetzte, wobei das Minimum iiber alle echten (iiber X definierten) algebraischen
Untergruppenvarietiten 3 von G liduft. Hierbei ist ¢ = a"deg G. Eine analoge
Abschidtzung gibt er auch fiir multihomogene Polynome an.
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Das Minimum in (5.8) ist i. a. leichter als das in (5.4) zu berechnen, da in der Regel
die Anzahl der zusammenhingenden algebraischen Untergruppen kleiner als die
Anzahl der algebraischen Untervarietiiten von G ist. Aufgrund der Optimalitiit des
Theorems 2 (sieche Kapitel 6) existiert ein positive reelle Konstante c¢’, die nur von

H’ abhingig ist, so daB

1i_ 23D a3f) ¥ a0
mip (deg H) cod ¥ (S/n) cod ¥ (T/n) codi < ¢’min (S/n) 4V (T) <4V,

(5.9) Wir haben unterschiedliche Parameter eingefiihrt, die die Lage von T und von
A in Bezug auf Untervarietiiten von G beschreiben. Eigenschaften von p und q
haben wir schon angegeben. Dies wollen wir nun fiir die Parameter p und o

nachholen.
Lemma 9: p ist linksinvariant.

Lemma 10: Fiir alle (iiber X definierten) algebraischen Untergruppenvarietdten H
von G gilt: p(H)=oc@H).

Beweis von Lemma 9: Es sei ein Punkt & aus G(X) und eine (iiber X definier-
te) Untervarietit V von G beliebig vorgegeben. Wir kénnen ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit annehmen, daB & in Gy(X) liegt und daB V(K) die affine Menge
Gy(X) trifft. Mit P,, ..., P, bezeichnen wir eine homogene Basis des definierenden
ideal I(V) SR von V.Femnersei v aus Gy(K) ein in Bezug auf D(-A) regulirer

Punkt von V(X), d. h. p(v,V) =p(V). Dann gibt es eine Zahl j mit0<j<N, so da8§
X(g+v) =0 ist.

Nach Lemma 1 existiert dann eine Additionsformel A =(A,, ..., Ay) auf G, die
nicht im Punkt (-Z,Z +v) verschwindet. Bezeichnen wir nun mit T ’ die durch &

und v erzeugte Gruppe und mit M" die Menge aller Polynome, die in keinem Punkt
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von T’ verschwinden, dann ist nach Lemma 4 das definierende Ideal I(Z + V) von
& + V die kontrahierte Extension von (I(G),P,*A(Z(-&),X), ..., P,A(X(-Z2),X)) in
Bezug auf M". Aufgrund der Translationsinvarianz der Differentialoperatoren gilt:

P-A(X(-2),X))
AP.’ =A. (-2 z , 1<i<d1<j<k
P, (x)(v) ; ( AFPE(2)X) W& + V) <i<d, 1<

A, (PrA(R -&)X. 9 osey Ag
_ i (P, ()f( Wi -2 K & +V), 1<i<d1<j<k.
AFHP(R(-2) X0 .00 X))

Dies impliziert, daB der Rang der Jacobi-Matrix J(P,, ...,P,, D(A))(v) kleiner oder
gleich dem Rang der Jacobi-Matrix

(P AR (-2)Xigs oo Xp))s -2s PAR(-2)Xigr--.. X)), DANE +v)

ist. Da die Polynome P,*A(X(-&),X), ..., P,"A(X(-Z),X)) ein Teilerzeugendensystem
von I(£+V) bilden, folgt sofort

p(v,V) < p( Z+v,Z+V).

und somit, da v in Bezug auf D(-A) regulir ist,

p(V)<Sp(Z+V).
Damit ist,da V beliebig vorgegeben war, das Lemma bewiesen.

Beweis von Lemma 10: Sei d/9&,, ..., 9/0Z, eine Basis der Liealgebra des
Tangentialraumes von T(-A) wie in Kapitel 3. Diese kénnen wir ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit durch die partiellen Ableitungen 9/9z,,,, ..., 9/dz, zu einer Basis
der Liealgebra des Tangentialraumes T(G) von G(C) im neutralen Element von
G(C) erginzen. Ferner seien H eine algebraische Untergruppenvarietit von G und
P,, ..., P, eine homogene Basis des definierenden Ideals I(H) SR von H. Der
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Tangentialraum T(A) von AA(C) im neutralen Element sei wie in (3.9) durch linear
unabhiingige Linearformen M,(z), ...,M, 4(z) definiert. Mit O bezeichnen wir nun das
neutrale Element von T(®&). Zur Vereinfachung der Notation setzen wir schlieB8lich

f fy
f'= (=, ..., =)
fO fO

Wir betrachten nun die Matriz J, die gegeben ist durch

( a—-M1(0) i—-M1<0).' a——M1(0) a——-M1<0) )
0z, 0Zy | 9Zng dz,
: : |
3 | 3
a—_:Mn-d(O) : a—a::MM(O), é-Z-MMN(O) — M40
] = S
|
—P,f0) ... —P,f(0)' o P,f(0) ... —P,f(0)
1 024 | 9Zyq
-
a—-Pkf’(O) : kf'(O): ° Pf0) ... ?-—Pkf'(O)
z ) )

\ 92, 9%y Zng z, /

Wir wollen den Rang von J berechnen. Im linken oberen Block der Matrix stehen nur
Nullen, da die Formen M,(z), ..., M _4(z) auf T(A) verschwinden und die
Operatoren 0/0Z,, ...,d/0Z  einen Basis der Liealgebra von T(A) bilden. Da die n-d

Formen M,(z), ...,M,_4(z) linear unabhingig sind, ist somit der Rang des rechten
oberen Blockes gleich n-d.

Da einerseits
a— (P’(Y)(f’(O)) = [&((P’)( —0 .e ——N ))(O) 1 <j<k 1<i<d
aci J l J } (0’ " }(0 ’

und andererseits 0 ein reguldrer Punkt in 3{(X) ist, ist der Rang des linken unteren

Blockes von J gleich p(H). Insgesdmt erhalten wir



-35-
(5.9) Rang J)=n-d +p®H).

Wir konnen den Rang von J auch auf eine andere Art und Weise bestimmen. Mit
Forar bezeichnen wir nun den Ring der holomorphen Funktionskeime, die auf einer
offen Umgebung von 0 in T() verschwinden. Einen Basis dieses Ringes ist z. B.
durch die Keime der Linearformen H,, ..., H, 44 inden Variablen z,, ..., z,
gegeben, die den Raum T(H) definieren. Somit sind die Funktionskeime von Pt
..-s Pf” von den Keimen der Linearformen H, , ..., H 44 analytisch abhingig ; d. h.
sie konnen lokal durch holomorphe Funktionen in den Parametern H, , ..., H_ 4

dargestellt werden. Daraus folgt:

Rang (J) <Rang (J(M, , ..., M, 4, H, , ..., H_, 4 )(0)).

Da die Polynome P, ..., P," das Ideal I(H) erzeugen, bilden ihre Keime ein Erzeu-
gendensystem von F, 4 (siehe Proposition 4 in [Se2]). Dies impliziert, da die Expo-
nentialabbildung in einer Umgebung U von 0 zu ihrem Bild expg(U) diffeomorph
ist, daB die Keime der Funktionen P,f’, ..., P,'f” denRing ¥ 14 erzeugen. Daher
gilt auch:

Rang (JM, , ..., M4, H, , ..., H,_43)(0)) < Rang (J) .

Da A und H Gruppensind, sind A nH und TR nH) glatt. Der Rang von
IM,,...M4,.H,, ..., H 4 )O) ist dann gleich der Codimension von T(AnH) in
T(G) (siehe z. B. Theorem L.5.1. in [Ha]) und dies ist gleich der Codimension von
A nH in G.Insgesamt haben wir gezeigt, daB

Rang(J) = codg AnH
=n-d+ codAAn!{.

Wir setzen dies in (5.9) ein. Dann erhalten wir, daB p(H) gleich o (H) ist. Damit ist

das Lemma bewiesen.
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Mit P bezeichnen wir in diesem Kapitel stets ein spezielles Primideal aus R vom
Rang r,1<r<n, und mit V = V(P) das Nullstellengebilde von P in G(K). Ferner be-
zeichnen wir mit P° das enthomogenisierte Ideal P und mit p den Rang der zuge-
hérigen Jacobi-Matrix von P’ in Bezug auf D(A). Fiir positive ganze Zahlen T 21

bezeichnen wir schlieBlich mit P(T) das Ideal, das durch homogene Polynome P aus
R erzeugt wird, die lings »AA in jedem Punkt von V(P) mindestens mit der Ordnung
T verschwinden. Eine Basis dieses Ideal ist durch

{PeR IP homogenund ATP’(x) € P~ fiir alle T aus NY(T))

gegeben. Das Ideal P(T) ist daher im Primideal P enthalten. Bevor wir die Opti-
malitiit der Multiplizititsabschitzungen beweisen, werden wir diese Ideale etwas néher

betrachten.
Lemma 11: P(D) ist ein Primdrideal von P.
Beweis: PT istin P(T) enthalten. Daraus folgt die Behauptung.

Lemma 12: Es gibt ganze Zahlen i(j),1<j<p, mit 1<i(1)<i(2)< ... <i(p)<d, so daf
das Ideal P(D) durch folgende Mengen erzeugt wird:

T T
a) (PeRIPhomogen, Ay, ... A, P'(x) eP’ firalle Taus NP(T)) bzw.

T T
b) (PeRIPhomogen, A} ... 8f (PA®X))0)eP firalle Taus NP(T)).

Beweis: Nach dem Corollar zu Lemma 7 sind die beiden Aussagen #quivalent. Es
reicht also die Aussage a) zu beweisen. Seinun P, ..., P_’, ke, eine Idealbasis von
P~. Wir betrachten nun die Jacobi-Matrix '
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[ AP, ... AP )Y

J(P,",...P. " D(A)) = : : |(mod P).

\ A(P) ... Ay(P) /

Da ihr Rang iiber den Quotientenkdrper L des Ringes R /p- gleich p ist, konnen
wir ohne Beschréinkung der Allgemeinheit annehmen, da die d ersten Spalten dieser
Matrix iiber X linear unabhingig sind. Somit existieren Elemente a; aus L, 1<i<p,
1<j<d, nicht alle gleich Null, so daB

p

(6.1) AP=3 ay AP (mod P)

fiir alle j mit 1<j<d und alle 1 mit1<I<k. Diese Gleichungen gelten fiir jedes Element
aus P°. Denn ist P aus P, dann existieren Polynome R,,1<I<k, aus P’ mit P" =
- RyPy+ ... + R'P,.” und wir haben

k
AP’ = 2. R/“AP(mod P), 1<j<d.
1=

Wir setzen Formel 6.1 in diese Gleichungen ein und erhalten

k p
AP'= 2 RS (2a; AP) (mod P)
1=t i=t
o]
z > ay: AP’ (mod P").
=1

Falls fiir alle i mit 1 <i<p die Polynome AP in P’ liegen, folgt daraus, da8 auch
die Polynome Aj P, ..., AP in P° liegen. Somitist die Aussage a) mit i(1) =1,
...,i(p)=p fiirT< 2 bewiesen.
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Fir T > 2 wird die Ausage a) mit Induktion gezeigt. Wir nehmen nun an, daB die
Aussage a) fiir alle T 2 2 verifiziert ist und wir beweisen sie fiir T + 1. Ferner sei P

ein homogenes Polynom aus R. Fiir alle Elemente T € INP(T+1) gelte:
ATP ) eP .

Bezeichnen wir mit D den maximalen Gesamtgrad der Polynome ACP’(x), oe
IN4(T+1), dann liegen aufgrund der Induktionsannnahme die Polynome P,
XP AP (x), 1<j<p, in P(T), d. h. die Polynome AYP’(x) und AT (AP (x)),
1<j<p, o€ NY(T), liegen in P’.Da die Differentialoperatoren modulo dem Ideal I(G) .
kommutieren und da das Ideal P speziell ist, sind somit auch die Polynome A% P’(x)
und Aj-AU' P’(x), 1Sj<p, c € NYT), Elemente aus P . Aufgrund der Induktions-

voraussetzung liegen dann fiir alle o aus INYT) die Polynome XD ACP‘(x) in
P(2). Daraus folgt die Behauptung.

(6.2) Bemerkung: Ist Q,, ..., Q_ eine weitere homogene Basis von P, dann ist der
Rang der Matrix J(Q,, ..., Q. , D(A)) aufgrund des obigen Lemmas kleiner gleich
J(®,, ... P, D(-A)). Wenden wir das obige Lemma nocheinmal an, dann erhalten
wir auch die umgekehrte Ungleichung. Somit ist der Rang der Jacobi-Matrix von P

unabhiingig von der gewihlten homogenen Basis.

(6.3) Definitionen und Bemerkungen: a) Sind I ein homogenes Ideal in R und
D eine natiirliche Zahl, dann bezeichnen wir mit vol(D,I) die Anzahl der iiber K

linear unabhéngigen homogenen Polynome vom Grad D aus I. Die Hilbertfunktion
H(D;I) ist dann definiert durch

H(D;D) =( D;IN) - vol(D,])

und gibt die Anzahl der modulo dem Ideal I linear unabhingigen Monome aus R

an. Fiir geniigend groBe Zahlen D kann die Hilbertfunktion auch als Polynom in der
Variablen D dargestellt werden. Den Leitkoeffizienten dieses Polynoms multipliziert
mit (dimI)! bezeichnet man auch als den Grad degl von I (siehe z.B. [Gr] IV,§2,(IV)).
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Der Grad dieses Polynoms ist gleich der Dimension dimI von I Wir kénnen somit die
Hilbertfunktion H(D;I) von I fiir alle natiirlichen Zahlen D nach oben bzw. nach
unten durch Konstanten * degl » Ddml  abschitzen. Ju. V. Nesterenko ist der erste, der
derartige Konstanten explizit angibt. Mit einer neuen Beweistechnik (U-Resutante)
bewies er folgendes Resultat (siehe Proposition 1 und Theorem 1 in [Ne]).

(deg I /(dimI +1)!) Ddiml < H(D;J) < 4dim! Ddiml (DelN, D > deg]).

Die rechte Seite der Ungleichung gilt sogar fiir alle natiirlichen Zahlen D. Nesterenkos

Abschiitzungen werden wir zum Beweis der niichsten Lemmata anwenden.

b) Mit [ ]: R —> N bezeichnen wir die GauBklammerfunktion. Diese ordnet jeder
reellen Zahl x, die groBte ganze Zahl zu, die kleiner oder gleich x ist.

Lemma13: Sei y ein Element aus T und a die Konstante aus Lemma 1. Dann gel-
ten fiir alle ganzen Zahlen D, T 21 die folgenden Abschitzungen

)  HOE®QP)P)D)< 4nranr T-4+p) deg P DA

i) KPM)y<ganr (T-p1 +0),

(6.4) Die Linge von P() kann nach unten durch (T-1p+p) abgeschitzt werden (sie-

he Lemma 3 in [Wii1]). Im affinen Fall (a=1) st somit die Lange von P(T) gleich
der Kardinalitit von INP(T) und die Werte der Hilbertfunktionen der Ideale
E@P[, ge G'(K), im Punkt D, DeN , sind gleich.

Beweis: Wir konnen davon ausgehen, daB die in Lemma 12 fiir das Primideal E@)P
bestimmten Zahlen i(1), ....i(p(V(E(¥)P))) mit den Zahlen 1, ..., p(VE®W@)P))
iibereinstimmen. Dabei ist p(V(E()P)) gleich p (siehe Lemma 9) .Wir definieren
nun eine Abbildung
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0 :Rp—>(R/P)pX ... x (R/P),p
durch

@(P) = (AT(PAEX)(-¥))
<eNP(D)

Dies ist ein Vektorraumhomomorphismus. Wir werden jetzt den Kern Ker ¢ von ¢
bestimmen. Dazu betrachten wir fiir alle Polynome P aus R, die folgenden

Aussagen:

a) P aus Ker ¢

b (ATPAERX)-Y) e P, TeNA(T)
c) E(¥XATP'(X)ePM!, TeNA(T)
d PeERPD.

Die ersten beiden Aussagen sind per Definitionem und die zweite und dritte wegen des
Corollars zu Lemma 7 &quivalent. Somit ist nur noch die Aquivalenz von c) und d)
nachzuweisen. Gilt c), dann liegen die rationalen Funktionen E(y)E(-¥}ATP’(x)),
TeNP(T), alle in E(¥)PM-' < (E(¥) P)M-" (siehe auch (2.4) und den Beweis des
oben zitierten Corollars). Da die Polynome (A TP’(x)), Te INP(T), zu diesen
Funktionen modulo dem Ideal I(G)M-! kongruent sindundin R liegen, erhalten wir

(ATP(x) € (E@)P)", TeNP(T).

Hierbei haben wir wieder ausgeniitzt, daB P speziell ist und daher das Ideal (@) ent-
halt. Mit Hilfe von Lemma12 erhalten wir schlieBlich die Aussage d).

Umgekehrt, gilt die Aussage d), dann existiert eine positive ganze Zahl D, so da8 die
Polynome XOD(A":P’(x)), TelNP(T), in (E()P) liegen. Da das Ideal P speziell ist

und das Polynom E(-y) X,? aus M ist, folgt daraus mit Hilfe der Lemmata 2 und 3

E(-¥) (ATP(x) € (E(-y)E()P)M-' = PM-* TeNF(T).
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Damit ist c) bewiesen. Insgesamt haben wir gezeigt, daB

Kerp= E@PYDnR,.

¢ induziert dann auf natiirliche Weise eine injektive Abbildung
0" : Rp/E@PD), — R/P) px ... x R/P) .

Fiir die Dimension des Vektorraumes (R/(E(a’)P(T))D erhalten wir daher folgende
Abschitzung:

dimy (R/E@)P) D), < ( T-; +0) - dimy (R/P) 5.

Da die Dimension des Vektorraumes (R/(E(a')P(T))D bzw. (R/P),, gleich der An-
zahl der modulo E(7)P(T) bzw. P linear unabhéngigen Polynome aus R, bzw.
R.p ist, konnen wir die obige Ungleichung auch darstellen durch

(6.5) H(D;(E(r)P)m)S(T-1F,+P) - H(aD;P)

Schitzen wir die rechte Hilbertfunktion mit Theorem 1 in [Ne] durch 40T a0t pn-r

deg P nach oben ab, so erhalten wirAussage i).

ad ii) Fiir geniigend groBie Zahlen D sind die Hilbertfunktionen durch Polynome
gegeben und wir erhalten durch Koeffizientenvergleich

(6.6) deg P(M < ('1;;1 +P) - anTdeg P.

Der Grad von P(T) ist gleich dem Produkt seiner Linge mit dem Grad seines
Primideals (siehe [Gr], IV.§2,(2.4)). Somit impliziert (6.6) die Aussage ii).
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Wir werden jetzt die Optimalitdt der Multiplizititsabschitzungen zeigen. Mit T be-
zeichnen wir von nun ab die durch Q) erzeugte Gruppe. Ferner sei )}, eine maximale
Teilmenge von Elementen aus () die modulo S(V)(X) inkongruent sind. Schliellich

setzen wir

c(r) =[(47Ta0T (n+1)! deg P (deg G)™")'1] +1
und
c’(r,T,X) = -[-deg G/c(r)TPF (card X)'1].

Dann ist das Produkt dieser beiden Konstanten mit TP/T (card Y)'/* stets groBer oder
gleich dem Grad von G. Nach oben ist die Konstante ¢’(r,T,Y) durch deg G/c(r) +1
beschrinkt. Somit ist das Produkt von ¢’(r,T,2) und c(r) nach oben durch

c¢’= max(4 deg G, 4"*1an (n+1)! deg P (deg G)!) beschrinkt und es gilt folgendes

Resultat:

Lemma 14: Es gibt ein homogenes Polynom P aus R -1(G) vom Grad hichstens
2¢(r) ¢’(r,T,X) TP/* (card T)'VI, das lings A in jedem Punktvon Q mindestens mit

der Ordnung T verschwindet.

Beweis: Da P speziell ist, enthidlt V mindestens ein Element u* aus der von Q
erzeugten Gruppe. Mit I bezeichnen wir nun den Durchschnitt aller Primérideale der
Form (E(u*-u)P)(T) , wobei u durch alle Elemente aus ¥, liuft. Wir werden zeigen,
daB ein homogenes Polynom P vom Grad D = 2 [c(r) c'(r,T,Z) Teh (card X)1r]
existiert, das in I, aber nicht in I(G) liegt. Dies leistet dann das Gewiinschte. Erstens
ver- schwindet P nicht identisch auf G(X). Zweitens: ist w aus ), dann ist w=u +
& firein u aus ¥ undein & aus T n S(V)(X). P liegt dann in

E*-w)P(D = E2+u*-u) E2) PYD = (E(-2+u*-u yP)(T)

und verschwindet somitin - (- & + u* -u) + u* = w mit der Ordnung T (siche Lem-
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ma 3 und die Definition von P(T)). Um ein geeignetes Polynom P zu finden,
betrachten wir die Hilbertfunktionen der Ideale I(G), E(u*-u)P(T) und I Mit Hilfe
der Proposition 1 in [Ne] erhalten wir
6.7) H(D;I(G)) > deg G/(n+1)!- D2,

Mit Hilfe von Lemma 13 erhalten wir:

(6.8) H(D,(E@*-u)P)(T)) < 4n-ranr T-1+p) deg P DA< 47 40TP deg P DA,

Da fiir alle homogenen Ideale ¢ und b

H(D; cnb) + H(D; c+b) = H(D; ¢) + H(D:b)
(siche Formel IV.1.12in [Gr]) und somit

H(D; cnb) < H(D; ¢) + H(D;b)
gilt, konnen wir das Hilbertpolynom von I nach oben abschitzen durch
(6.9) HD,I) <47 TatTTe deg P D™ Tcard 3, .
Hierbei haben wir ausgeniitzt, daB I der Durchschnitt von card ¥ Idealen der Form
(E(u*-u)P)(T) ,u aus X, ist und daB 6.8 gilt. Wir kénnen nun die Volumensdif-
ferenz der Riume I, und I(G)p abschitzen. Diese ist per Definitionem gleich der
Differenz der Hilbertpolynome von I(@) und I im Punkt D. Mit Hilfe der Formeln

6.7 und 6.9 erhalten wir, wenn wir D durch c(r)’c’(r,T,X)'TP card Y DM nach
unten abschitzen



V(D;D) - V(DiI@G))
> (deg G /(n+1)! c()c’(r,T,Z) - 40-Tad-Tdeg P} TP card ¥, DO

Schitzen wir in der geschweiften Klammer die Konstanten c(r)* bzw. ¢’(r,T,2 )
durch (deg G )1 (n+1)! 42Tad-Tdeg P (< c(r)) bzw. 1 nach unten ab, so sieht man so-
fort, daB die Klammer nach unten durch 0 abgeschitzt werden kann. Mit anderen
Worten: das Volumen V(D;I) von Iy, ist echt groBer als das Volumen V(D;I(G)) von

I(G)p. Somit existiert ein homogenes Polynom in I, -I(G), , was zu zeigen war.
Theorem 3: Die Multiplizitdtsabschdtzungen sind bis auf Konstante optimal.

Bemerkung: Es gibt eine Konstante c”, so daB fiir alle positiven Konstanten ¢ <c¢”*
die Theorem 1 und 2 und die Aussage (5.8) falsch sind.

Beweis von Theorem 3:1) Sei 1Q,| # 0. Zur Vereinfachung der Notation setzen
wir fiir alle Untervarietiten von G der Dimension 0 den Parameter 1(V) gleich
IQ,|. Dann gibt es eine endliche Menge V(Q,0Q*) von Untervarietiten von G iiber
das Minimum in (5.3) fiir alle nichtnegativen reellen Zahlen S und T angenommen

wird (siche Bemerkung (6.9)). Es gilt somit

1 1
min 1(V) SV () B = gin 1(v) =0V () TV
Ve V(Q,0%) v

wobei das rechte Minimum iiber alle echten algebraischen Untervarietiten V von G
lduft. Es gibt daher eine Varietit W aus V(Q,00*) mit

(W) W (T/n) &w = min (V) 7013'"7 (T/n)'gg% )

Ve V(Q,0%

Setzen wir nun
b I

( V(Q,Q*) ) =max (I([Q+S(\3(\3/()«)}/S(V)(JC))I)°°‘N ,
Ve V(Q.0*)
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dann ist
I Q+SWV)E)/SVYK) | 1eodV < o V(Q,Q*%)) I(V)teod V

Somit ist die Cardinalitlit von X nach oben durch c( V(Q,Q%*)) I[(V)¥cod V pe.
schrénkt. Nach Lemma 14 existiert dann eine positive Zahl D und ein Polynom P
aus Ry, , die den folgenden Bedingungen geniigen:

i) min  ord, (AP) 2T

7€Q)
ii) P=0 auf G(X)
1 )

iy D<c (Th) ¥ (cardy) o W
Aufgrund des o. g. gilt sogar
1 am

((V@QOQ*) ) D<min (V) &V (T/n) =V
Ve V(Q2,00%)

Daraus folgt, daB das Theorem 1 fiir ¢ < (¢’ c( V(Q,00*))) ! falsch ist. Somit ist das
Theorem 1 bis auf Konstante optimal.

2) Um zu zeigen, daB das Theorem 2 optimal ist, wihlen wir analog zum ersten Teil
des Beweises eine endliche Menge H'= H'(T,A4,G) von Untervarietiiten, so daB das
Minimum in (5.4) fiir alle reellen Zahlen S und T stets in einem Element aus H’ an-
genommen wird. Eine derartige Menge H” konnen wir stets finden, da die Parameter
q(V), p(V) und cod V fiir alle Untervarietiten V von G beschriinkte positive ganze
Zahlen sind. Da (T+S(V)(X))/ S(V)(X)) eine endlich erzeugte Gruppe vom Rang
1-q(V) ist, kann die Anzahl der Elemente von (T'(S) + S(V)(X))/S(V)(X)) durch
Cscvy (S/M)9MY) fiir eine positve reelle Konstante Csvy abgeschitzt werden (siehe Kapi-

tel I1.4). Dann kann man wie im ersten Teil des Beweises zeigen, daB das Theorem fiir

¢ < (¢’ (max Cscv) )" falsch ist. Somit ist auch Theorem 2 bis auf Konstante optimal.
VeH’

Da die Formel (5.8) das Theorem 2 impliziert, ist auch diese optimal.
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(6.10) Bemerkung: Konstruktion einer Menge V(£2,02*): Wir betrachten zunichst
die Menge E(Q,Q*) c IN3, die durch

E(Q,Q*) = {(1(V),p(V),cod V)1 V nichttriviale Untervarietit von G)u {(1(,1,d,n)}

definiert ist. Diese Menge ist endlich, da 1(V), p(V) und cod V beschriinkte, positive
ganze Zahlen sind. Zu jedem e aus E(QQ,Q*) wihlen wir eine Varietit V, mit
AV, )p(V).cod V) =e und setzen

VQ.O*) =V, | eeEQ.Q") ).

Seinun T eine positve reelle Zahl. Dann existiert eine Untervarietiit W von G, so
daB

1
1(W) %F“'W(T/n) g min 1(V) &IV (r/n)%&% :

wobei das Minimum i;ber alle echten algebraischen Untervarietiten V von G liuft.
Aufgrund der Definition von E liegt das Tripel (1(W),p(W), cod W) in E. Daher gibt
es eine Varietdt V_ aus V(Q,0Q*%) mit (I(W),p(W),codW) = IV )p(V,),cod V).

Somit wird das obige Minimum fiir alle positiven reellen Zahlen T stets in einem Ele-

mentaus V(Q2,Q2*) angenommen.
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IL lation auf 1 iven algebraischen G
\. Losharkei i lati bl

Der Betrag | T | von Elementen T =(T,, ..., T aus INk (k1) sei die Summe der
Komponenten von <T.Sind o und T aus INX, dann sagen wir o ist echt kleiner als <
(o<T), falls eine der beiden folgenden Bedingungen erfiillt ist:

1) lol< i<l
2)a) lol=1Tl
b) Esgibtein i, 1<isk,sodaBo; =T, fir 1<j<i undo;< T,

Durch diese Relation "<" ist dann auf IN* eine lexikographische Ordnung definiert.
Es ist zweckmiBig, eine weitere Relation auf IN¥ zu definieren. Wir schreiben o<T ,
o, €Nk, genau dann, wenn o < T fiiralle i mit1 <i<k. SchlieBlich bezeichnen

wir mit card M die Anzahl der Elemente einer vorgegeben Menge M und mit
¢ 1 s =t
*~ 1o sonst
fiir Elemente s,t aus M das Kroneckersymbol.

Lemma1: Sei g aus G'(K) und T aus N9, dann existiert ein Polynom Q- aus
Ry mit

1.1) (AT Qg X)NE) = 85+
fiiralle o aus N4 mit lol<iTl.

Beweis: Fiir T =(0, ...,0) setze: Q- = 1. Das leistet das Gewiinschte. Seinun T >
O, ...,0). Mit (g)=(g,, ..., gy) bezeichnen wir dann affine Koordinaten von g und
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betrachten die Jacobi-Matrix J(x,-g,, ..., Xy-8y » D(-2)) des maximalen Ideals
I= (x,-g,.... xy-8n) & R in Bezug auf D(A), die gegeben ist durch

([ Axg) - Agxeg) )

J(x4-84 » ...s X8y » DA)) = : : (mod I).

\ By(xn-8n) - Ay(Xn-8n)/

Diese hat iiber X (= R/I) vollen Rang und wir kénnen ohne Verlust der Allgemein-
heit annehmen, daB die d ersten Zeilen iiber X linear unabhiingig sind. Es existieren
daher Zahlen «;,,1<j,k<d, aus X, soda8

(1.2) Sy oy D(xq-g) + ... + o) g Ay(x4-84) (mod I) 1<k,1<d.
Fiir 1<I<d setzen wir
(1.3) QX)) =op4(Xy-g) + ... + oty 4 (X5-8y) -

Mit (1.2) folgt daraus sofort

“1.4) A Ql.x = 5k,1 (mod (x,-g, , ..., XN-EN)) » 1<k, 1<d.

Wir setzen nun

1 T4 T4
(1.5) Qe g = Qug - * Qug )

und behaupten, daB das Polynom Q.c'8 das Gewiinschte leistet. Dies wird mit Induk-
tion iiber den Betrag von T =(T,, ..., T, gezeigt. Ist | T|l=1, dann ist eine Kompo-
nente, sagen wir T, gleich 1 und alle anderen sind Null. Somit ist
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Q‘t,g= Q1,g *

Mit (1.3) und (1.4) folgt daraus sofort die Behauptung. Wir kénnen daher annehmen,
daB das Lemma fiir ein t (>1) aus N und alle Elemente aus N(t) (siehe Einleitung),
gilt. Sei nun T aus INY(t +1) - INY(t) beliebig, aber fest, vorgegeben. Eine der Kom-
ponenten von T, sagen wir T, , ist dann von Null verschieden. Setzen wir T =

1,0, ...,0) und T =< -T, dann 118t sich Q- auch darstellen durch

Q‘t,s(x) = 11.1 (Q‘l'g ) Q?,g )(X).
Da | Tl und ITI echtkleiner als t sind, gilt nach Induktionsannahme

(A% Q; ))®) =84+ (ceNd, Ioi1)
und

(AT Qz, X)) =6§;= (ceNY Iol<ITI)

Wir wenden nun die Operatoren AC, o aus INY, auf das Polynom Q- anund

erhalten mit Hilfe der Leibnitzregel:

c! A
ASQ., = 1(5” s15T A9Q+t,4%Qz )

Daraus folgt mit Hilfe der Induktionsannahme fiir alle & aus IN4(t+1):
(16) (A%Qe,eN@=1(3 T A%Qe,0A7Q% ()@

% i<icl
Fir o mit lo| <t liefert die rechte Seite hichstens dann etwas von Null verschiede-

nes,wenn lol=t und & =T ist. In diesem Fall ist | & |=1. Dann erhalten wir

o =1 o -
(ATQe,()e) = ;szc 5T Stebro=be,.
1. aE4T. 4|

Damit ist das Lemma bewiesen.
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Lemma 2: A, , ..., A, sind algebraisch unabhdngig iiber K .

a a,
Beweis: Sei P=2a(0)z, ... -zdd ein Polynom aus Xfz,,...,z,] vom Gesamt-
o

grad D, DelN, mit P(A,, ..., A,) gleich 0.Ist P nicht identisch Null, dann gibt es ein
maximales Element T aus IN4(D+1) mit a(T) # 0.Danach Lemma1 ein Polynom

Qo aus R mit
(AGQT'O(X))(O) = 83'1: oe INd ( Il +1)

existiert, gilt dann folgende Gleichung:
0=(P(Ay ... By Qe g (x))(0) = g a(0) (AT Q- ((x))(0) = a(T).

Dies steht im Widerspruch zu: a(T) # 0. Somit sind die Operatoren A, ..., A, alge-
braisch unabhingig iiber K .

Lemma 3: Sei @ # 2 eine endliche Teilmenge von T und < ein Element aus IN9.
Setzen wir D = (1 T1+1) - card 2 -1, dann existiert zu jedem ¥ aus 2, ein Polynom
P, aus Ry mit

(AO- P’K,y (X)) (g) = 80-'1 sc'r

fiiralle (0,2) aus Né¢xY mit lol <1l .

Beweis: Sei y aus 2 beliebig vorgegeben. Wir wenden zunichst Lemma 1 an. Da-

nach existiert ein Polynom Q- aus R, so daB
(1.7 (ABQ-, xN@) =6, -

fiiralle o aus INY(1T1+1). Somit ist das Lemma im Fall card 3. gleich 1 bewiesen.
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Seinun card 2 >1.Zujedem & aus X, Z# Y, existiert ein Polynom P 2,y inden
Variablen X, ..., Xy, das im Punkt & verschwindet und im Punkt ¥ den Wert 1 an-
nimmt, da nicht alle Polynome der Form x,(Z) - x;, 1<i<N, im Punkt ¥ verschwin-
den. Fiir das Polynom P, , das durch

P,=1II Pey
Ze2,Z#y

definiert ist, gelten dann die folgenden Gleichungen
(1.8) P, (x)X)=8§,, (Ze3),
(1.9) (ASP,!IT (x))(2)=0 (o, 2)eNe (I TI+1)x(Z-{¥))

Wir behaupten nun, da8 das Polynom Q, das durch

Q= prl1|+1 Q‘f.a’
definiert ist, das Gewiinschte leistet.

Erstens, der Gesamtgrad von Q ist gleich (1 T1+1)- (card T -1) +1T1). Dies ist
gleich (I T1+1) - (card 2) -1 =D . Zweitens, wenn wir die Operatoren A9, o e N9,
auf Q anwenden, erhalten wir mit der Leibnitzregel folgende Darstellung:

{ - —
(140) A%Q=(I gz ASP ATQ.)

Mit (1.9) folgt daraus sofort

(ATQ)X(Z) =0

fir alle (0,&) aus (N4 (ITI+1) x (2 -{y)). Fiir & = und fiir alle ¢ eIN? mit
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lcl< T | folgtaus (1.10) mit (1.7)

(BOQN@) =% Fe(AT P, )@
_ | B &@)), g=T
| o T#T.

Mit (1.8) folgt nun die Behauptung.
Corollar: Die Operatoren E(y)A, (T ,¥)EINIXT, sind linear unabhdingig iiber K.

Beweis: Es sei eine endliche, nichtleere Teilmenge A x 2 von N9xT beliebig

vorgegeben. Wir betrachten die Gleichung

0= 3 a(o,Z) E()AC
(0,.2)eAxT .

mit Koeffizienten a(c,Z), (0,8) € Ax T, aus K. Sind nicht alle Koeffizienten gleich
Null, dann gibt es ein maximales Element T aus A und ein Element ¥ aus 2, so daB
a(T,¥)#0 und a(0,2)=0 fiiralle (0,&)e A x2 mit o > <T.Wir wenden nun
Lemma 3 an. Danach existiert ein Polynom P, aus R mit

(A% Py (RONZ) =5, < 5e,

firalle (0,8)e Ax 2 mit ol <1t 1. Somit gilt:

E(2) (AT Py ())0) =8, 5,

firalle (0,8)e Ax 2 mit lo| <17 |. Wenn wir den obigen Operator

> a(0,&) E() AC auf das Polynom P., y(x) anwenden, erhalten wir
(0.2)eAxT !
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(1.11) 0= 2 a(0,%) E(2) (AT P ,(x)(0) = a(T,p).
(0.2)eAxT

Dies steht im Widerspruch zu: a(T,y) # 0 . Somit sind die Operatoren E(Z)AC,
(0,&) € A x 2 linear unabhingig iiber K. Daraus folgt, da Ax S eine beliebig
vorgegebene endliche nichtleere Teilmenge von N9 x T ist, die Behauptung.

(1.12) Definition: Sei Y, eine nichtleere endliche Teilmenge von T und T sei eine
positive reelle Zahl, dann bezeichnen wir mit Q(2,T) den durch E(Z)AT, £ ¢ 3 und
o € INY(T), erzeugten K-Vektorraum. Auf diesem wird im Fall m gleich | durch
die lexikographische Ordnung auf IN'*¢ eine vollstindige Ordnung definiert.

(1.13) Um die Notation zu vereinfachen, schreiben wir fiir die Aussage:

Zu jedem e aus KN'D*Z gibe es ein Polynom P aus R.'D, D aus R, so daB

(AT P(x))(Z) =e(0,%)
firalle (0,2) € NYT) x 2;

kurz I3, TD) = Ig(Z.T.D).

(1.14) Mit A bezeichnen wir nun ein maximales Reprisentantensystem von modulo
I(G)” inkongruenten Polynomen in R, und mit R5(A), den von A iiber X
erzeugten Untervektorraum von R,. Die Cardinalitiit von A ist gleich H( [DL;I(G)).
Jedes Polynom Q aus R7, ist dann kongruent zu einem Element aus R}, (A) modulo
dem Ideal I(&)". Es existieren daher Zahlen b(P), PeA, in X, so da8

Q=2 WHPP (mod IG)").

PeA

Da die Operatoren A™ ,TeIN¢, Elemente aus K[D(G)] sind, gilt

ATQs= pZA b(P) ATP (mod IG)").
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Somit sind Interpolationsprobleme mit den Parametern T'(S), T und D in R’ genau
dann l6sbar, wenn sie in R (A) 16sbar sind.

Lemma 4: Seien nun T=1 und D 21 reelle Zahlen. Ferner sei 2. eine endliche

nichtleere Teilmenge von T. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

i) Zu jeder Linearform L #0 aus Q(2,T) existiert ein Polynom P aus RfD, 50
daf

L(P())(0) #0.

ii) IC,T.D) trifft zu.

Beweis von Lemma 4: i) =>ii): Um Interpolationsprobleme mit den Parametern
T(S), T und D in R zu ldsen, reicht es zu jedem e (Spaltenvektor) aus KNID x 2
Zahlen b(P), PeA,in X zu finden, so daB

e(T,¥) = PZ . b(P)(ATP(X))(¥)

fir alle (T,¥) e Nd(T) x 2.

Dies ist ein System mit card 2. - card NYT) Gleichungen in H([D];I()) Unbestimm-
ten b(P), P € A . Dieses Gleichungssystem und somit das Interpolationsprobleme ii)
ist genau dann l6sbar, wenn die Ringe der Matrizen

B = ((ATPENW)) (epypy e M (Txsxa Und B =(B ,e)
iiber X gleich sind. Da e aus X beliebig vorgeben ist, sind im allgemeinem die

Rénge der beiden Matrixen nur dann gleich, wenn der Rang von B gleich (card X -

card IN%(T)) ist. Somit reicht es, um ii) zu beweisen, die lineare Unabh#ngigkeit der
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Gleichungen des Systems zu zeigen.

Fiir Elemente c(T,y), (T.¥) € Nd(T) x 2, aus X betrachten wir daher fiir alle
Vektoren b aus X4 folgende Gleichungen:

0= 2> c(T,¥) (2 bP)E@)ATP®x))0).
(%) e NYDx I PeA

Da die Operatoren E(¥)A™, (T,¥) e NA(T) x 3, linear sind und da die Werte
ATPx)(y) und E(¥)(ATP(x))(0) fiiralle (T,y) € Nd(T)x 3 gleich sind, erhalten
wir fiir alle Vektoren b aus XA .

= JDE@NAT b(P) P 0).
0= 2 . c(TY)EW)( (PEeA() (x))(0)

) e x 2

Aufgrund der Bemerkung 1.14 gilt dann fiir alle Polynome Q aus R,

0= > cy) AT .
(T.7) eN9Dx I c(%.¥) (Q(x))(0)

Die Aussage i) impliziert dann, daB alle Zahlen c(<T,y), (T,¥) € N4T) x 2>, gleich
Null sind. Somit sind die Gleichungen linear unabhingig iiber X und es gilt ii) .

"&=". Sei L =2 c(o,2) E(Z) AT eine von Null verschiedene Linearform aus
Q(2,T). Dann gibt es ein Element (T,¥) € N¥T) x 3, sodaB c(T,y) #0 und
c(0,&) =0 firalle (0,&) € NYT)x 2 mit o > T. Wir wenden nun ii) an. Danach
existiert ein Polynom P aus R, mit

(AO’ P))(&Z) = 80»‘1: 83:'7

firalle (0,8)eNYx2 mit o < T.Somit erhalten wir L(P(x))(0) = c(T,¥) #0,

was zu zeigen war.
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(1.16) Im Beweis haben wir sogar gezeigt, dal die Aussage
(1.15) Zu jedem Paar (T,y) € NYT) x 2 existiert ein Polynom P aus R; mit

(AT PX))&Z ) =85 xSz | (0,2) e N¢x 2 mit o<,

die Aussage i) impliziert. Diese impliziert aber nach Lemma 4 die Aussage I(2,T.D)
und diese impliziert wiedernm (1.15) . Somit ist (1.15) dquivalent zu i) und ii) .

(1.47) Wir haben auBerdem im Teil 1 des Beweises gezeigt, daB das I(2,T,D) nur
dann gilt, wenn

(card 2 - card NYT)) < H([D];I(G)),
denn ansonsten ist der Rang von B stets kleiner als card}, - card INYT) und in der
Regel vom Rang von B” verschieden. Der rechte Term der Gleichung ist stets kleiner
gleich 4nD" deg G (sieche Theorem 1 in [Ne]). Somit ist das Interpolationsprobleme
mit den Parametern 3, T und D fiir alle

D < 0.25 (deg G)"2 (card 2 - card INY(T))'n

nicht 16sbar. Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht. Man kann nur das folgende

leichte Interpolationsergebnis zeigen:

Lemma 5: Sei 2 # @ eine endliche Teilmenge aus N4 x T . Ferner erfiille D aus

R die Ungleichung H([DLI(®)) > card 2 . Dann existiert ein Polynom P aus R,
das auf G(X) nicht identisch verschwindet, so daf3

E(@)ATP(x))(0) =0
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firalle (T,¥)aus 2.

Beweis des Lemmas: Ahnlich wie in Lemma 4 haben wir ein System von

cardy, homogenen linearen Gleichungen in H([D};I(G)) Variablen zu l6sen. Da die
Anzahl der Variablen gréBer als die Anzahl der Bedingungen ist, stimmt der Rang von
B mit dem Rang von B’ iiberein und wir kénnen ein Polynom Q° aus R, finden,
das auf G(X) nicht verschwindet, so da8

0=(ATQm))
firalle (T,p) aus 2 . Dies leistet dann das Gewiinschte.

(1.18) Fiir alle D 2 [n(card 2)'"n] sind die Voraussetzungen des obigen Lemmas
erfiillt, denn das Hilbertpolynom von I(G) an der Stelle D kann grob durch

H([DJD 2 ([P] +n) > ([DL+1 !
n

abgeschitzt werden und dies ist fiir die oben angebenen Zahlen D stets griBer als
cardy, da ([n(card 2)""] +1)/n echt groBer als (card 2)"® ist. Fiir [D]2deg G

(= deg 1(G)) konnen wir das Hilbertpolynom auch schirfer mit Hilfe der Proposition
1 in [Ne] abschétzen durch

H([DLIG)) > (%%ﬂ@ [D]= .

b
Somit sind dann fiir alle [D] >max((n+1)! (deg G)™* card 2 ), deg G) die Voraus-

setzungen des obigen Lemmas erfiilit.

Corollar 1: I(2,T,(T+1)-card 2-1) trifft zu.
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(1.19) Bemerkung: Seien S und T positive reelle Zahlen. Da card T'(S) < (S+1)™

ist mit dem obigen Corollar der Satz1 im Fall n=1 und m =1 bewiesen.

Beweis von Corollar 1: In Lemma 3 haben wir fiir jedes T € NYT) die Aussage
(115) mit D = (I T1+1) -card 21 bewiesen. Diese ist aufgrund der Bemerkung
(1.16) #quivalent zu I(2,T,D); d. h. Interpolationsprobleme mit den Parametern 2,
T und D sind l6sbar. Daraus folgt, da der Betrag von T kleiner oder gleich T ist,
die Behauptung.

Corollar 2:Sei ¥ aus T .Gilt I(2,T,D) fiir eine endliche nichtleere Teilmenge 2
von T und fiir eine reelle Zahl T 21, dann gilt auch I( +2.,T,aD) .

Beweis: Sei (T,7) € NYT) x (f+2) beliebig vorgeben, dann existiert ein Polynom

P. ;.7 aus Ry mit
(1 20) (AO’ P't’-f-f.? '(X))(¢) = 80"1 8:, -T+Y

firalle (0,£)eNd¢x 2 mit 0 <T.Mit A bezeichnen wir wieder die Additions-
formel aus Lemma 1 in Abschnitt I. Fiir das Polynom Q.t’? , das durch

Q70 =E(P)P ;5 X0 Ay D(E(- 7))

definiert ist, gilt dann aufgrund von Formel 1.(4.8):

AT Qep =2 oo AYAPR(- P)X)EC P)AC Py 4,5 (R)C

org'=t 0101

modulo dem Ideal (G)M', wobei ¢ = A, D(%(- P).x(7)) ist. Da AOP ;.5 (x)(2)
gleich (E(-y) AUPT’_}; 7 ()@ +&) ist, folgt daraus mit (1.20) sofort
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(AT Qup (I P+2) =84282 .7 AgPEC P)XP)) Ay P& (- P).X(F))

= 80‘:1 Scl '?"'?

firalle (o,2)e N9x > mit o <. Ersetzen 8z, .p+p durch &, 5 , dann gilt
(1.15) firalle (0,&)e NYx(f+2) mit o <T. Somit gilt I( +2,T,aD) und das

Corollar ist bewiesen.

Corollar 3: Die Ldsbarkeit von Interpolationsproblemen ist unabhdngig von der
Wahl der Basis von D(A) .

b d

Beweis: Seinun A,, ..., A, eine weitere Basis von D(-A) . Dann existiert eine

invertierbare d x d Matrix M mit Eintragungen aus X, so daB8

A, A,

0
<

(1.21)
A, Ay

Ist X eine endliche Teilmenge von T und ist T eine positive reelle Zahl, dann ist der
X -Vektorraum ﬁ(E,T), der durch die linear unabhzingigen Vektoren E(2)AC, & ¢
2 und o € N4(T), erzeugt wird, isomorphzu Q) (Z,T) . Somit entspricht die Aus-
sage i) aus Lemma 4 in Bezug auf die Basis A, , ..., A, der Aussage i) in Lemma
4 inBezug auf die Basis A, , ..., A,. Dies impliziert, daB Interpolationsprobleme mit
den Parametern 2, Tund D in Bezug auf die Basis 51 y vees Ad genau dann I6sbar

sind, wenn sie es in Bezug auf die Basis A, , ..., A, sind.

Corollar 4: Sei nun i< d eine positive Zahl. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

a) I(2,T.D) trifft zu.

b) Zujedem T =(T,T)e N(T) x N(T) und zu jedem y € 3 existiert ein Poly-

nom Q., aus Ry mit
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(1.22) (AT Q. , ()X =85 -8,

firalle e 2 undalle o =(&,5) e Ni(T)x N(T) mit §<<T.

Beweis: Es reicht " & " zu zeigen. Es seien T =(T,T) € Ni(T) x N&(T)und y €
> beliebig vorgegeben . Nach (1.22) existiert zu jedem Paar (t=(%,), 8) € Ni(T) x
IN4(T) x 2 ein Polynom Q5 aus Ry, mit |

(1.23) (AT Qg (NZ)=85,8-3

firalle £e 2undalle o =(3,5) e N(T)xNi(T)mit <.

Mit diesen Polynomen definieren wir nun rekursiv fiir jedes t = (1,%) € (T} x N%i(T)

Polynome P, ,, durch

(1.24) P <y = Q‘f-r
und
P, = Ez ZN'(T) Q. {),3( Z -(A SYHp t3 ),y(x))(B)) (t>T).

?Ssd
Diese Polynome liegen in R, . Fiir alle Paare (o =(&,5), &) € N{(T) x N4i(T) x >
mit & <1 giltdann

o -
AT R OND) =8ra( T, (AT Pz ()R
T<s<t
Somit erfiillt, daB durch

T <s<t

definierte Polynom P fiiralle o e NdT) undalle £ ¢ 3 die Gleichungen
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(ACP(X)XNZ) =6, <6,

und liegt in R, . Daraus folgt mit (1.16) die Behauptung.

2. Optimalitit Satz 1
Sei E=E(T,AG) S N(1+1) x N(d+1)x N(n+1) die Menge, die durch

(21) E = {(p3),c3),cod(H)) 1H=(0) (iiber KX definierte) algebraische Unter-
gruppenvarietit von G}

definiert ist. Analog zur Bemerkung 1.6.10 wihlen wir zu jedem e aus E eine

Untergruppenvarietit 3, von G mit (p@{,),c(#H,).cod(3},)) =e und setzen
2.2) H=H(T.A6) = ( H_(iber X definiert)| ecE]} .

Dann gibt es zu jedem Paar positiver reeller Zahlen S 21 und T 21 eine von Null ver-
schiedene Untergruppenvarietit G = G(S,T) aus H mit folgender Eigenschaft:

(2.3) _SmaTma = [pax S dimH T dim#

?

wobei das Maximun iiber alle von Null verschiedenen (iiber X definierten) Unter-
gruppenvarietiten H von G liuft.

Satz 2: Fiir c*<0.25 mlg (2 -d!-deg H)y"/dim¥ ) st der Satz 1 niche giiltig.
He

Beweis: Sei nun c’ eine positive reelle Zahl mit ¢’< 0.25- mig ((2 -d!-deg H))1/dimH)
He

Ferner seien positive reelle Zahlen S und T beliebig vorgegeben. Dann existiert eine
Untergruppenvarietit G aus H, so daB da8 Maximum in (2.3) fiir dieses Paar (S,T)

iiber dieser Untergruppe angenommen wird. Wir setzen nun
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D (=D(S,T)) =§ dmG T dm@

Seinun 4,, ...,A, eine Basis von D(A). Aufgrund von Corollar 3 kdnnen wir ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daB die Operatoren 4, ...,4, ;4 €ine
Basis von D(Gn-A) bilden. SchlieBlich setzen wir Y, = T'(S) n G(X). Dader Rang

T n G(K) per Definitionem gleich 1- p(G) ist, haben wir

card ¥ > SH@
(2.5) Ist das Interpolationsproblem mit den Parametern T'(S), Tund ¢’D auf G
16sbar, dann existiert zu jedem Paar (T,¥) € N&-@)(T) x ¥ ein Polynom P aus R,
mit

(ACPONZ ) =85 <8z, (©,8) e NdoB(T) x 3 .
Somit ist nach (1.16) das Interpolationsproblem mit den Parametern 3, T und ¢D

auf G l6sbar. Mit Hilfe von Bemerkung 1.17 konnen wir nun das Hilbertpolynomn
von dem definierenden Ideal I(G) von G und D in R nach unten

(2.6) H(cD}; I(G)) 2 card 3- Nd-o@)(T)
abschitzen. Einerseits ist die linke Seite der obigen Ungleichung nach Theorem 1 in
[Ne] nach oben beschrinkt durch (4¢”)dim@ Ddim& deo G . Andererseits ist die rechte

Seite aufgrund der Definition von IN9-9@XT) nach unten beschriinkt durch

Ste@.Td-o@)(d-0(G))!

und somit groBer oder gleich (D)4m& (2 - d1)1 . Wir setzen diese Abschitzungen in
2.6 ein und losen die Ungleichung nach ¢’ auf. Wir erhalten , da8

¢’ 20.25 (d!-2 -deg G)/dimG
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Dies steht im Widerspruch zur Definition von ¢”. Somit ist die Annahme (2.5), daB das
Interpolationsproblem mit den Parametern T'(S), Tund ¢'D auf G Iésbar ist, falsch.
‘Der Satz ist damit bewiesen.

3. Der nichtausgeartete Fall.

Wir wollen nun kurz an die Definition der Nichtausgeartetheit des Paars (T,A4)
erinnern (siehe (0.3)). Das Paar (T',A) heiBt fiir vorgegebene reelle Zahlen S>0,
T 20 nichtausgeartetin G, falls

L ~nd ph g
(3.1) (%)n(%)n= ;?in(g)codu (%'_)codu ,

wobei das Minimum iiber alle echten algebraischen Untergruppenvarietiten H von G
lduft. Wir setzen nun C;=(@41+5) ca-nr*+d wobei mit ¢ die Konstante aus der
Multiplizititsabschétzung 1.¢5.8) bezeichnet ist. Ferner sei

1
c;=a((41+5) n- ¢+

Fiir m =1 gilt dann das folgende Resultat:

Proposition1: S 21 und T =1 seien reelle Zahlen . Ist das Paar (T,A) fiir c, S
und c,T nichtausgeartet in @, dann gilt |

1 d
I(T(S).T.c,S 2T );
1 _d
d. h. das Interpolationsproblem mit den Parametern ['(S), Tund ¢;SAT™ ist [osbar.

(3.2) Bemerkung: ¢, ist effektiv berechenbar.
(3.3) Bemerkung: Den Fall n=1 haben wir schon bewiesen (siche Bemerkung 1.19).
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Beweis: Sei n = 2 . Die Proposition wird indirekt bewiesen. Wir definieren ganze
Zahlen h, k und E durch

h := card(T((c,-1)S) - cardN %((c,-1)T)
k :=dimy (Q(T(c,S), c,T)) -h
1
E:=[nk 7].
Um die Proposition zu beweisen, reicht es die beiden folgenden Aussagen zu verifi-

zieren:

3.4 k<(@1+5) c,*1) SITd

1 _d
(3.5) Ist das Interpolationsproblem mit den Parametern T'(S) ,T und ¢,S* T® nicht
losbar, dann gibt es h linear unabhingige Linearformen L;,1 <i<h, aus

Q(T(c,S) , c,T) , so daB fiir alle Polynome P aus R gilt:
L,P(x))(©0) =0 1<i<h.

Denn ist dies bewiesen, dann kann der Raum der Linearformen Q(T(c,S), c,T) durch
die Linearformen L;, 1<i<h, und durch k weitere Elemente E(<‘:J-)A'tj fiir geeig-
nete (T;,%;) aus INd(c,T) x T'(c,S) ,1<j<k , aufgespannt werden. Jedes Element X aus
(T (c,S),¢c,T) 148t sich dann darstellen durch

(3.6) X=2 cRE@)ATI +3 d(X)L,
1sj<k 1<ich

mit c,(X), ..., q(X),d;(X),...,d,(X) aus K. Wir wenden nun Lemma 5 an.
Danach existiert ein Polynom Q aus R}, das auf G nicht identisch verschwindet, mit

E@)ATIQm)0)=0  (<j<k).
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Wir wollen nun (XQ(x))(0) fiir.alle Operatoren X aus Q(T'(c,S),c,T) bestimmen.
Mit Hilfe von Formel (3.6) erhalten wir

(XQENO) = (2 d(X) LQx))O) -
1si<h

Daraus folgt mit (3.5),da Q ein Polynom aus R ist, daB

X(Q(x)(0)=0
fiir alle Operatoren X € Q(T'(c, S),c,T).

Somit ist die Ordnung von Q lings -A in jedem Punkt aus T'(c,S) groBer oder gleich
c,T. Homogenisieren wir Q, dann erhalten wir mit Hilfe der Multiplizititsab-
schitzung 1.(5.8) folgende untere Schranke fiir E:

E>c? r’n{m (c,S/y) B (c,T/p) & ,

wobei das Minimum iiber alle echten (iiber X definierten) algebraischen Untergrup-
penvarietiten 3 von G lduft. Hierbei haben wir den Grad von H durch 1

abgeschiitzt. Da das Paar (T',A) fiir ¢,S und c,T nichtausgeartet ist, kdnnen wir das
Minimum in der obigen Ungleichung mit Hilfe der Formel (3.1) ersetzen und erhalten

E> ¢t (CZS/H)% (czT/n)ill .

Schiitzen wir nun E =[nk!® ] mit Hilfe von (3.4) nach oben ab , potenzieren wir mit

n und dividieren durch S!T9, so erhalten wir

(41+5) c 1 pa> cnpld gl
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Daraus folgt, da

(41+5)cenldn > ¢, |

Dies widerspricht der Definition von c,. Somit ist die Proposition bewiesen, wenn die
Aussagen (3.4) und (3.5) verifiziert sind.

Beweis von (3.4): Per Definitionem ist k die Dimension des Komplements des
durch L,, ..., L, erzeugten X-Vektorraumes W in (X(T'(c,S), c,T). Die Linear-
formen L,, ... ,L; sindnach 3.5 linear unabhiingig; somit hat W die Dimension

card IN4 ((c,1)T) card T'((c,-1)S) . Der K-Vektorraumes Q(T'(c,S), c,T) wird durch
die Operatoren E(a’)AT ,(T,¥) € lNd(czT) x T'(c,S) , erzeugt. Da diese Operatoren
iber X linear unabhéngig sind ( siche Corollar zu Lemma 3), erhalten wir folgende

Gleichung

k = card N4(c,T) card T'(c,S) - card N¢ ((c,-1)T) card T((c,-1)S) .

Somit ist k nach oben beschrinkt durch

3.7 k < card INY( c,I) (cardT'(c, S) - card T((c;-1)S))}
+ card T'((c,-1) S){card N9( c,T) - card IN¢ ((c,-1)T))].

Wir schitzen nun die einzelnen Terme nach oben hin ab. Wir wollen zunichst die
Anzahl der Elemente von IN9(c,T) abschitzen. Es giit:

(e, T} [[c,T] /e, T] +d) - [c,T]+d e, T+

(3.8) card INd( ¢, T) = ( d < T - 3

Jeder der Faktoren ([c,T]+j)/j, 1<j<d, ist nach oben durch c,;T bzw. c,T+1 be-
schrinkt. Somit gilt

card N9(c,T) < 2 ¢,4T9.
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(3.9) Wir betrachten nun die Differenz von card Nd(c,T) und card N d((c,~)T).
Diese 1Bt sich nach oben abschitzen durch

[Th4
(310) 2 card N9((c,-1)T+j)-card Né((c,-1)T+j1).
=

Wir wollen nun fiir beliebige positive reelle Zahlen T die Differenzen von card
NYT") und card N4T"1) berechnen. Dazu setzen wir b =[ [T°]/ T’]. Dann gilt:

([T"]-b+d)!

card N4(T") - card IN¢ (T"-1) = o (([

1-b-1+d)! _
%

T
T]-5-1)rdl

_([T7]- b-1+4d)! ([T1b+d [T]b,_ [TT+b-d-1
~(TT-5 @M a a0 44 )

Diese Terme konnen aufgrund des obengesagten durch 2[T°]¢'! abgeschitzt werden.
Somit ist jede der [T] +1 - b Differenzen von card IN¢((c,-1)T+j) und
cardIN4((c,-1)T+j-1) , 1<j<T, kleiner oder gleich 2c,d' T . Setzen wir diese
Abschidtzungen in 3.10 ein, so erhalten wir

card INY(c,T)-card N¢ ((c,1)T) < 4c, 4 T,

(311) Da m gleich 1 ist, ist die Anzahl der Elemente von T'((cy1)S)) gleich
((cz1) S]+1))! . Diese Zahl ist stets kleiner oder gleich c,'S!.

(3.12) Fiir die Differenz von card T'(c, S) und card T'((c,-1) S)) erhalten wir folgende
Abschitzung:

card T'(c, S) -card T((c,-1) S)) =([c, S]+1)! - ((c,- 1)S] +1))!
S(Cy S+ - (cy- 1)t S,

Die rechte Seite 148t sich als ein Polynom in (c5-1) vom Grad I-1 entwickeln. Mit an-

deren Worten:



-68 -

card T( ¢, S) -card T((cy-1) S)) = g li) (cy-1)i St (S+)H

Die Faktoren (c,-1)i St (S+1) ,0<i<l, sind durch 2c,*' S!bzw. 21" S,
0<i<l-1, beschrinkt. Hierbei haben wir ausgeniitzt, daB fiir n>2 die Konstante ¢, gro-
Ber oder gleich 2*2 und somit der Term 212 ¢, 0<i<l-1, groBer oder gleich 1 ist.

Da die Summe der Binominalkoeffizienten (li) , 0<i<l-1, echt kleiner als 2! ist, er-

halten wir
card T'(c, S) - card T((c,-1) S)) <(21+0.5)c,"' S

Wir setzen (3.8), (3.9),(3.41) und (3.12) in (3.7) einund erhaiten
k<(@l+1)+4)c,31SITd <(41+5)c 1 SITY,
Beweis von (3.5): Wir nehmen an, daB das Interpolationsproblem mit den Para-

metern [(S), T und aE nicht I6sbar ist. Nach Lemma 4i) existiert dann eine von

Null verschiedene Linearform

L=2 b(T.p) E ()AT
(.1 eNYDXT(S) NE®X)

mit Koeffizienten b(T,y), (T ,}')e]Nd('T) x T'(S), aus K, so daB fiir alle Polynome P
aus R gilt:

L(P(x))(0) = 0.
Speziell gilt dann fiir alle Polynome Q aus R und alle Paare (o,g) € Nd x T:

(3.13) LAAT ((QA)(Z,x(0)))g) =0,
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da Z&U[(Q'A)’(i ,X)}(g) ein Polynom aus R,',E ist. Hierbei ist mit A die Additions-

formel aus Lemma 1.1 bezeichnet.

Aufgrund von Formel I. 4.7 gilt die folgende Kongruenz:

AS(Q-AEX)R= T L rATAEZX)@)E@AFQ)x) (mod@G)N).
olo! _

T+d=0c

Auf einer offenen Umgebung der Null stimmt dann das Polynom AT ( Q*A)&X)( g)
mit der obigen Summe iiberein. Wir wenden nun die Operatoren AT, TeN9, auf
A 0( Q*A)(&X)(g) an und erhalten mit Hilfe der Leibnitzregel

ATAT((Q-A)EX)(g,0)

= I S (ATATAEEE0) E@AT Q)0

T+d=0

62-:6— 2, . Tt e ATAT (A E@0)(E0) E@AT +TQ()0)

> C Sieserer AT AT A EEE0IER)AN Q ()0,

T4 T+o-t

Hierbei ist T gleich o + T-t-T und =« ist wie auf Seite 47 definiert.

(3.14) Die Terme in den geschweiften Klammern bezeichnen wir mit brog G0,
te Nd(ITl+lol+1).Fir t>T+c haben wir

AgE(R(g). x(0)), t="T+o
b(‘t,o‘,g)- (t ,0) =
0, t> T+o.

Fiir alle o €INY((c,-1)T) ersetzen wir nun in den Linearformen
LAT{(QA) (& x(0)})(g) aus (3.13) die Terme ATAT((Q-A)'(%X))(g,0)

durch die obigen Summen und erhalten



- 7() -
(345) LAT{(Q-A)'& x(0)))(g)

= be, B o0 (LOE@)E@AHQ (X))
3 stmen W (B b COEWEQ HQ x))(0))

=2 (2 BrrggtOB(T.7-2)E@IANQ (x))O).
t.P)e Ne,Dx(g +T(S) Tt

Hierbei haben wir auBer Formel 3.14 verwendet, da

E(¥)E(2)AYQ (x))(0) = E(y+g) AQ'(x))(0) .

Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir fiir alle :
(o,8) € N9((c,-1)T) x T((c,1)S) und fiir alle (T,¥) € N¢(c,T) x (g + I'(S))

(31 6) C(o’,g)(? ,7) =( ‘erd(T) b(‘t,cr,g)(? ’0) b('t,?‘g)) .

Falls (T,¥) ¢ Nd(c,T) x (g + T'(S)) setzen wir c(c,g)(?,?) = 0. SchlieBlich definieren
wir Linearformen L, ., durch

Low= g Con) (TF)E(P)AT
©O= & o e mer(eys (@0 TDEWD

und behaupten, daB diese das Gewiinschte leisten. Nach (3.13) und (3.15) gilt:

Lig.5(Q0))0) =0 (0,8)eNU((c, ) T)XT((c,;1)S)

fiir alle Polynome Q aus RfE . Zu zeigen ist also nur noch die lineare Unabhéngigkeit
diese Formen. Falls sie iiber X linear abhingig wiren, existierten Zahlen d(c,g),
(0.8) € NY((c,-1)T) x T((c,-1)S) aus K, nicht alle Null, so daB

0= 2 d(o,g)L
(@.8) eN%((co-1/DXT( (c41)S) Dleo
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=2 3 d(0.9) (TP E(PAT,
(o.8) (T.7)

wobei die eine Summe iiber alle (o,g) € INY((c,-1)T) x T'((c5-1)S) und die andere
iiber alle (T,7) € Nd(c, T) x T'(c, S) laduft. Daraus folgt sofort, da die Operatoren
E(?)A?, (T,¥)eN(c,T) x T'(c,S), (siehe Corollar zu Lemma 3) iiber X linear
unabhéngig sind:

(3.17) 0= do.8)c . (T.7)
(@.8) eNY((c;-1)DXT((c41) ) ()

firalle (T,7) e Nd(c, T) x T(c, S) . Bezeichnen wir mit (0°p,&) das maximale Ele-
ment aus INY((c,-1)T) x T'((c,-1)S) mit d(cy.,g¢)#0 und mit (Tyy,) das maxi-
male Element aus NT) x T'(S) mit b(Ty.¥e) #0,dann gilt speziell fiir

TP = (Co+Ty, Yo+ 8o

(3.18) 0=2 d(0,8) C(g (T +Tg» Yo+ 8 o) -
(o.8) eNd( (02-1 DxT( (c2.1) S) (a.2\~ 0 0 0 0
@8< (@980

Es reicht nun zu zeigen , daB

b(To, ¥0) A B(R(g)x(0))  (0.8)=(0y.8¢)
(319) ¢ (O +Tp, ¥p+8 o) =
0 (0.8)<(09.80»

denn dann folgt aus (3.18) sofort

0=b(Ty, o) AgE(X(g):x(0)) - d(y,8 ) -

Daraus folgt, daB AyE(%(g,),x(0)) fiir ein Element g o aus T gleich Null ist. Dies

ist nach den Bemerkungen 0.1 und Lemma 1.1 unmdglich. Daher erhalten wir einen
Widerspruch. Somit ist die Annahme, daB die Proposition1 falsch ist, falsch, falls wir
(3.19) verifiziert haben.
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Beweis von (3.19): Sei nun (o,g) < (0.8, aus INdx T beliebig vorgegeben. Es
reicht wegen (3.16) den Fall y,+g, €g+I(S) zu betrachten, da ansonsten die
Koeffizienten ¢, ,(0g +Tq, ¥o+8 o) gleich Null sind. Dann haben wir

(3.20) Cig g (T +Tp, ¥o+ 8 0) =(§ » b(x g.0(T0 +T0.0) (T, ¥o+ g4 -2))

Fir T+0 <0,+T,sind die Zahlen b, ; ,,(0¢+T;.0) gleich Null. Aus der
Ungleichung T+0 2 0y+T, folgt, daB

(TH+0, Yo+ 80) 2 (Cg+Tp, Yot 80) -

Die linke Seite ist gleich der Summe von (T, ¥,+8,-g) und (o,g) und die rechte
Seite ist die Summe von (T, ¥o) und (gy.8 ) .Da Ndx T imFall m=1 lexikogra-
phisch geordnet ist und da (o,g) nach Voraussetzung kleiner gleich (o,.g,) ist, folgt

somit aus der obigen Ungleichung sofort:

(T, ¥o+g80-8) 2(Ty, ¥0) -

Die Gleichheit gilt nur, falls T+ o =0,+T, und (0,g) =(0,.8,) sind. Mit anderen
Worten: die Gleichheit gilt nur, falls (T,0,8) = (T,, Op» & o) - Aufgrund der Wahl des
Paares (T,,¥) sind die Zahlen b(T, ¥o+g , -g) gleich Null , falls das Paar

(T, ¥o+go-g) echt groBer als (T,,¥,) ist. Setzen wir dies in die Formel 3.20 ein,
so erhalten wir

(To.ﬂ’o.g 0)(0-0 +T:0 ’0) b(‘to ’ro) (T’U’g)=(1:0 ,0'0 ’ g O)

Cog) (T0+To: ¥o+ 80 =

0 sonst.

Mit Formel 3.14 folgt dann die Behauptung.
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(3.21) Bemerkung: Fiir ganze Zahlen S,T mit ¢ (+d+1)@-1)GiTd> (deg G)"*' kon-
nen wir in den Konstanten ¢, und ¢, den Ausdruck n® durch 2 (n+1)!(deg G)"' erset-

zen. Danniist ¢, 2 c™!(c wie in I. Kapitel 5) . Definieren wir nun E durch
E =-[-((a +1)!(deg G)"(41 + 5) ¢, SMT¥yA],

dannist E>deg G und wir kénnen die schirfere Abschitzung fiir das Hilbertpoly-

nom anwenden. Die Proposition gilt dann auch mit den neuen Konstanten.

Sei T torsionsfrei. Wir werden diesen Fall auf den Fall m =1 zuriickfiihren. Da der
Rang von T gleich 1 ist, kénnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit anneh-
men, daB ¥, , ..., ¥, iiber K linear unabhingig sind und eine freie Untergruppe von
T" erzeugen. Jedes Element Y144+ --- » ¥y istdann linear abhingig von ¢, , ... ,¥)-Es
existieren daher ganze Zahlen e>0 , a; , 1Si<I<j<m , aus Z , so daB

ey =a;¥, +... + ¥ I<j<m.

Da G divisibel ist, liegen auch die Zahlen ¥;=y /e, 1<i<l,in G . Jedes Element Y
aus " 1aBt sich daher fiir gewisse ganze Zahlen t, , ... , t_darstellen durch:

m 1 m
v= 247= 2 @4+ 2 57, -
= i=t i

Die Ausdriicke in den Klammem sind in der Regel nicht positiv. Sind nun die Zahlen
Y, ..., t, durch eine positive ganze Zahl S beschrinkt, so setzen wir:

1 m
4.1) Yo=¥0(S) =S(Z(e+3 la 1)7)

i=1 i
und

. s;= S(e+2 lag ) +ey+2  a t) (@<i<h).

. , ij
Fliv =i
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Setzen wir dies in die obige Darstellung von ¥ ein, so erhalten wir
1
=1

Die s,, ..., s, sind nichtnegative ganze Zahlen, die nach oben durch 2c,S beschrinkt
sind. Hierbei ist ¢, gegeben durch

€;=¢, (¥qs-- ¥ S) =max(e +Z la; 1)
isisl

=1

Bezeichnen wir mit T'4(S) die Menge der Elemente aus T der Form s,y,+... +
Sm¥m Mit ganzen Zahlen s, , ..., s, deren Betrag kleiner gleich S istund mit T die
durch die Zahlen ¥, , 1<i<l, erzeugte Untergruppe von T, dann haben wir gezeigt:

T+(S) S ¢+ L(2c,S).

Fiir algebraische Untergruppen # sind die Parameter p(}{) und pz(H) gleich, da
der Rang von T n H(X) mit dem Rang von T n H(K) iibereinstimmt. Wir konnen

nun die folgende Proposition beweisen.

Proposition 2: S21 und T 21 seien reelle Zahlen. Ist das Paar (T,A) fiir
2¢,¢,S und c,T nichtausgeartetin G, dann gilt:

I(T (¢, S).T.ac; 2c,S) BT ),

Beweis: In Proposition 1 haben wir schon gezeigt, da8 Interpolationsprobleme mit

—_ 1 _4d

den Parametern ['(2c,8), T und ¢4 (2¢,S) P T®) I5sbar sind. Daraus folgt mit dem

Corollar 2 sofort, dal Interpolationsprobleme mit den Parametern y,+ L(c,S), T
l 4

und acy (2¢,S)" T™) stets 16sbar sind. Mit anderen Worten: zu jedem Paar (T.,y) e

INY(T) x (y0+]?(c S)) existiert ein Polynom Paus R vom Gesamtgrad hochstens
acy (2¢,S )“T " , 5o daB
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AT (P()) (£) =85 <8¢, (0,2)eNYT)x(y +L(c, S)).

Da T4+(S) in y,+ f(2c1 S) liegt, ist die Aussage (1.15) erfiillt. Mit Bemerkung 1.16
folgt dann die Behauptung. Damit ist auch in diesem Fall das Interpolationsproblem

bewiesen.

Der Satz wird mit Induktion bewiesen. Es seien nun -4 eine (iiber X definierte) ana-
Iytische und T eine endlich erzeugte Untergruppe einer (iiber X definierten) Grup-
penvarietiit der Dimension 1. Die Anzahl der Elemente aus T'(S), SeR, ist durch
¢SrneT’ beschrinkt. Hierbeiist € nur von dem ausgewihiten Erzeugendensystem von
T’ abhiingig. Mitdem Corollar 1 folgt dann sofort der Satz 1.

Wir nehmen nun an, daB der Satz 1 fiir alle (iiber X definierten) algebraischen Grup-
penvarietiten gilt, deren Dimension echt kleiner als n ist. Mit anderen Worten: sei G
eine (iiber X definierte) Gruppenvarietit, deren Dimension echt kleiner als n ist, A
eine (iiber X definierte) analytische Untergruppe der Dimension t und T eine
Untergruppe von G(X) vom Rang 1, die durch die Elemente ¥1s -oos ¥, erzeugt

wird. Dann existiert eine Konstante & mit folgender Eigenschaft:

Fiir alle reellen Zahlen S2>1 und T2>1 sind die Interpolationsprobleme auf G
- L pa Lg({)
mit Parametern 1°(S),Tund € max ~ Sdm¥ Tdm¥ geees |5sbar,
HeH@G.A D

Hierbei sei die Menge H(G.A,T) wiein (2.2) definiert.

Seinun G eine (iiber X definierte) algebraische Gruppenvarietit der Dimension n.
Femner sei A eine (iiber X definierte) analytische Untergruppe von G der Dimen-
sion d und T sei eine torsionsfreie Untergruppe von G(X) vom Rang 1, die durch

¥1» .-+ ¥, erzeugtist. Mit c*, ¢, , c,, ... bezeichnen wir positive reelle Zahlen. Die
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Konstanten c, , c, und ¢, seien wie in Kapitel 3 bzw. 4 definiert. Ferner seien ganze
Zahlen S21 und T2=1 beliebig vorgegeben. Wir werden zeigen, dafl

(R I( T(S),T, c*D),

it Lpad  co0D
D=D@G)= max § dm3t T dimH
He

gilt. Damit istdann Satz41 im Fall ,daB T torsionsfrei ist, bewiesen.

Falls das Paar (T',AA) fiir 2c,c,S und c,T nichtausgeartetin G ist, gilt (5.1) nach
Proposition 2 und wir sind fertig. Ansonsten existiert eine ganze Zahl r mit 1 <r<n
und eine algebraische Untergruppe 3 von G der Dimension n-r, so da8

(5:2) @S @) 1 =min @GS (G I)
H

wobei das Minimum iiber alle echten (iiber K definierten) algebraischen Untergrup-
penvarietiten H von G lduft. Das Tripel (p(¥{),c(3L), cod ) liegt in E (siehe
(2.1)). Es existiert daher eine algebraische Gruppenvarietit G aus H- (G) der Di-

mension n-r, so daB die beiden Tripel (p(G),0(&), cod G) und (p(L),c(FL), codHl)

gleich sind.

Mit T bezeichnen wir nun den Durchschnitt von T mit den X-rationalen Punkten
von G und mit A den Durchschnitt von A mit G . Per Definitionem ist T eine
Untergruppe von G(X) . Sie ist endlich erzeugt, da T endlich erzeugt ist und ihr Rang
ist 1-p@G) . A ist eine (iber X definierte) analytische Untergruppe von G der
Dimension d-o(G).

Wir setzen nun G = G/G, A = AAudT=T /T - Der Quotient G ist eine (iiber
X definierte) quasiprojektive Gruppenvarietit der Dimension r (siche zum Beispiel
Theorem 3 und 4 in [Ro]) und kann daher fiir ein N> 0 in einen projektiven Raum

PPN mit projektiven Koordinaten X, ... , Xy eingebettet werden. Da T = TnG(K),
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konnen wir T als eine endlich erzeugte Untergruppe der X-rationalen Punkte von G
auffassen, indem wir die Elemente y + I aus T mit den Elementen y + G(K)
identifizieren. Wir konnen wie in (0.1) davon ausgehen, daB T die durch Xy=0
definierte Hyperebene nicht trifft . Aufgrund der Definition des Indexes p(G) hat T
den Rang p(a). Auf analoge Weise kénnen wir A als eine (iber X definierte)
U(@)—Parameteruntergruppe von G auffassen.

Wir betrachten nun die exakten Sequenzen:

0—mA—> A— A-—0
l l l
0—G —m G — G —0
T T T
0—sT— T — T —0

(5.3) Da G eine nichttriviale algebraische Untergruppenvarietiit von G und G der
Quotient von G und G ist, sind die Dimensionen von G und G echt kleiner als n. Sei
1 ..o ¥ 5 ein Erzeugendensystem von G und y,+G(XK), ..., Yo+ GXK) ein
Erzeugendensystem von L. Wir kénnen nun die Induktionsannahme anwenden. Somit

sind fiir alle reellen Zahlen S,S°21 und T2>1 die Interpolationsprobleme auf G

I p@)- pr- g 3D do@)-ap g0
mit Parametern T(S"),T und cq max S’ dimi T dim 3{ ,
HeAR)
p@)-pE g3h  o@)rof gob)
bzw. auf G mit Parametern T(S) T und csmax S dim¥ T dm¥

Hel(R)
losbar. Dabei sind die Konstanten c,(bzw. c;)von S,S und T unabhéngig.

Bevor wir aufgrund der Losbarkeit dieser Interpolationsprobleme die Formel (GRD)

beweisen, miissen wir noch einige Abschitzungen und einige Eigenschaften der Pro-
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jektion ® von G nach G nachweisen. Im Beweis des folgenden Lemma geht
wesentlich ein, daB (5.2) gilt. Die Abschiitzung b) gilt sonst im Allgemeinen nicht.

Lemma 6: Es gelten folgende Abschdtzungen :

I p@-pr- g3  do@-op g GD

a) cymax S dmil T dim¥ ) £ ¢gD
HeH(@G)

p@)-pF g3H  o@)rof gabh

b Cc max S dmH T dmH <¢,D.
) Sﬂ:eH(Ez’) )< &

Lemma 7: Sei ® die Projektion von G nach G und dn die assozierte

Differentialabbildung. Dann gelten folgende Aussagen:

1) Es gibt eine offene Umgebung WU in G(X) von T und ein System
F=(F, ..., Fy) von homogenen Polynomen aus R vom gleichen Grad, so daB F und

t auf W iibereinstimmen und das Polynom F, in keinem Punkt aus U

verschwindet.

2) Die Differentialabbildung dr ist ein surjektiver Liealgebrahomomorphismus zwi-
schen D(G) und D@@) mit Kern D@).

3) Fiir alle homogenen Polynome R aus X[X,...,Xg] vom Grad D, D’e N, und
alle Vektoren t=(ty, ..., tg) € N9 gilt:
ty R(X)

(A‘B(X))(ch dn(A )t1 e dT(Ay) T (
FOD. 1 d 201)'

Y)Y , Zel.

Bevor wir diese Lemmata beweisen, werden wir die folgende Proposition herleiten.

Proposition 3: Das Interpolationsproblem auf G mit den Parametern T(S),Tund
c*D ist losbar.
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Beweis von Proposition 3: Sei nun A, ..., A, eine Basis von D(A) . Da die
Losbarkeit des Interpolationsproblem nach Corollar 3 unabhéngig von der Wahl der
Basis von D(AA) ist, kénnen wir davon ausgehen, daB die Operatoren A, ..., AP
eine Basis von D(A) bilden. Die Operatoren dUA g 5@y) » - ATUA,) sind dann
linear unabhingig iiber X und erzeugen D(A). Die Operatoren dm(A,),
Ay @y sind alle Null, da A S G im Kem von 7 liegt.

Mit ¢,, ...,¢ , bezeichnen wir nun ein Erzeugendensystem von T" und mit > eine
maximale Teilmenge von Elementen aus T'(S), die modulo 1" inkongruent sind. Jedes
Element ¥ aus T'(S) li#Bt sich dann eindeutig darstellen als die Summe eines Elements
7 aus 2 und eines Elements ¥ aus T" . Das resultierende ¥ liegt dann in

T.(S)n T Diese Mengeistin T",(S) enthalten und liegt somit in Yo+ L'(2S), wobei

70=-SC 17,1 (siehe (4.1)).
i=1

Seinun T =(T,T) aus IN4o@)XT) x N°©@X(T) und Y=¢+7(yel, 7€) aus
T'(S) beliebig, aber fest, vorgegeben. Die Proposition ist nach Corollar 4 bewiesen,
wenn ein Polynom P , aus R, existiert, so da8

AT (P~ ,y‘ x)N(&2) = 80"1 81: 7
fiir alle o =(6,5) € Nd-o (a)(T)xN“(a)(T) mit §<Tund & aus T(S). Wir setzen

S°=2S . Dann existieren aufgrund von (5.3) homogene Polynome Q-t j+ aus R, D
und Rz, aus JC[?O, . ,XN] vom Grad c,D, die die folgenden Glexchungen erﬁlllen

G4)  ATQr j RNR) =8 4 +5 ¢ po & eN&-9@)(T),ze T(25)
dn(A)F Ree , (RNM(E)) = 85 28rge)mir) & eNIG@XT), ZeT(S)

Hierbeiist ¢* gleich ¢ - p,.Mit Q4 #+ und Rz .° sind wie in der Einleitung die
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enthomogenisierten Polynome von (‘Jf'i. und Rz, bezeichnet. Die Grade dieser

Polynome haben wir mit Hilfe von Lemma 6 abgeschitzt.

Seinun F = (F, ..., Fg) eine rationale Abbildung wie in Lemma 7, die auf einer
offenen Umgebung U € G(X) von T mit der Projektion © iibereinstimmt und
A=(Ay ..., Ay) sei wiein Lemma1, Teil I, eine Additionsformel auf G, deren asso-

zierte offene Menge T x T’ enthilt. Dann setzen wir

P, X)=c (Q‘t.r‘ ARy T,X) F*Rz , (X)
mit '

<D D
= Ay S E(FoThIAN Fy | @))

und behaupten, daB das Polynom P. ,(X) das Gewiinschte leistet. Zundchst ist P.,
aus chn.

Wenden wir die Operatoren A%, gelN¢, auf P, an, dann erhalten wir mit der
Leibnitzregel fiir alle & aus T'(S)

(5.5) ASP.,"(x)(&) =¢ [Z t:,t, ASE(-P o7 Q1 o (X)) Al (F*Rz, ) () H(Z).

Wir berechnen mit der Leibnitzregel zunichst Al (F*R ¥ ) (x)(2) . Es gilt:

' .. F*¥R
¥ )= c(z ____At ).At ( Ty

F*R-
(5.6) At e
t‘ﬂ”ﬁ t t Xod d‘ Fod’

).

Hierbei ist d* der Grad von Fjund d° ist gleich -¢,D . Mit Hilfe von Lemma 7

erhalten wir

F*R=,

Fo&

AU

X)) =dr(A ) « T ’)(X))(n(e:»
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Wir setzen dies in (5.6) ein. Da die Bilder von 8,y Dy o) unter dr alle gleich
Null sind, folgt mit (5.4) sofort,

* d”
F0

F*R= .
5.7 At( R‘"(X»(e:) = Al

= X&) - §;=8 ™Z)my)

fiir alle £€T'(S) und fiir alle (1,¥) aus N*(T) mit T <T. Wir setzen dies nun in
(5.5) ein. Dann gilt fir alle o = (5,5) € N¢9GXT) x N°GX(T) mit 5<T und Z
aus T'(S):

(*) AOP ,‘(x)(Z)=c {2 ‘ft, ASECY -7 R4 po)" (X)AtFo'd(x)}(ét))&?sn(c).m(r)-

Die rechte Seite liefert héchstens dann etwas von Null verschiedenes, wenn

1) t € N4°@(T) x {T} und
2)&-yelnT,8)

Die erste Bedingung ist genau dann erfiillt, wenn die Vektoren s=0-t in N¢e@)(T)
x {0, ...,0} liegen. Die zweite Bedingung ist aufgrund der Definition von 2 genau
dann erfiillt, wenn sich das Element & als Summe eines Elementes g aus r,8)n r'c
ot 1T(2S) und ¥ schreiben l48t . Diese Elemente & liegenin P,+7 + L(29).

Mit Hilfe von Formel (5.4) und dem Corollar 2 konnen wir fiir alle Paare (s, Qe
Nde@)(T) x {0,....0} X (Po+7 + I'(ZS)) den Wert von AS(E(- Yo~ ¥) Q.c 74 (X)(2)
berechnen und erhalten

N ccD
ASECY - ) Qt ge) (IR = 85284, Ay © (- o T)X@)).

Hierbei haben wir ausgeniitzt, dag ¥*+¥,+7 und v gleich sind. Setzen wir diese
Werte fir AS(E(-yo- ) Q+ )" (X)(£) in die Gleichung (x) ein, so gilt fiir alle
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o =(6,5) € NdoG(T) x N°G(T) mit T<T und & aus T(S)

. . 6P . _ D
AP (N&Z) =¢” Ay (E(Fo D)A@) Fy' | (@) 8o ey
= 80’,1: Sz,y .

Damit ist die Proposition bewiesen.

Beweis von Lemma 6: Es gibt ganze Zahlen d’,1,s mit 0<1<1-p@G),

0<d"<d-c(G),0<s<n-r undes gibt eine Untergruppe h von G aus
H(T h,G) mit folgenden Eigenschaften:

- p@rpr g0  do@) o g0

1
1)  max S dm¥ T dnm¥ =SST
HeH(T h.G)

YR

2) h hat die Dimension s und enthilt eine Untergruppe T'=T nh(X) < T vom
Rang 1°.

3) Die Dimension des Durchschnittes von ft und »A und somit von kb und -2 gleich
d".

Betrachten wir diese Situation in G, so sieht man , da8

SSTY <max Samit Tamn
11

*

wobei H iiber alle von Null verschiedenen (iiber K definierten) algebraischen

Untergruppenvarietiten von G lduft. Damit ist a) bewiesen.

ad b): Fiir ganze Zahlen s mit 1 <s <r betrachten wir zunichst algebraische Unter-
gruppen ] in G der Dimension r - s und ihre Exponenten pra()) und org()).
Nach dem Corollar zu Theorem 3 von Rosenlicht in [Ro] ist das Urbild 1:*(J) von

J eine algebraische Untergruppe von G der Dimension (n -r) +(r-s)=n-s: d.h.
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(5.8) codz ] =cod g (] .

Femner, ist Z in J(K) eine Untergruppe von T vom Rang p(§) - pr(J), dann ist
T'(@Z) n T eine Untergruppe von T in G vom Rang

1-p@) +p@&) - pra()) =1- prz()) .

Dies impliziert nach der Definition von p:

Pra() 2 prg (1(J)).

Umgekehrt, ist eine Untergruppe T von T in T1()) . dann ist T(T") eine Unter-

gruppe von T in J(K) vom Rang py(G) - Pra (M'(Q)). d.- h. prg() <prg (T'())).
Somit gilt

(5.9 pra() =Prg (T'()).
Auf analoge Weise erhilt man
(5.10) 230 =04 (M'(J)).

Zur Vereinfachung der Notation unterlassen wir nun die Indexierung, da diese durch
den Kontext eindeutig bestimmt ist. Wir setzen S=c,c,S/n und T=c,T /n. Wir zei-
gen, daB b) fiir diese Parameter giiltig ist. Multiplizieren wir dann das Ergebnis mit
n'*d, dann gilt b) auch fiir Sund T.

Aufgrund der Wahl von G (siehe 3.2) fiir alle algebraischen Untergruppen ] von G

pP@ 0@ 'y o))
St Tr <§owdj Fody
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Daraus folgt mit (5.8) - (5.10) sofort,

p@ o) 30))
§r Tr <§ cdT

218

.

Dies impliziert:

- - - 3 _ G
SrpaO)T r ag()) < S-cod0)p( ) T-wd(])a( )

Addieren wir auf beiden Seiten S™® Tre@ und potenzieren mit 1/r- (r-cod(])) , so
erhalten wir

_p@-p  alad) | plG) | oG

S dim] T dm} <ST TT |

Der rechte Term ist nach (5.2) kleiner als S Y2 Tdm ynd somit nach (5.1) kleiner als

c,oD . Daraus folgt die Behauptung.

Beweis von Lemma 7: Die Projektion T: @ —> G ist auf einer offenen Uberdek-
kung von G durch Polynomabbildungen gegeben. Da G(X) quasikompakt ist (siche
[Ha], I. Ex. 2.5, 1.7), gibt es fiir eine ganze Zahl k offene Menge U®,1<j<k , und
Polynomsysteme FQ® = (F,®, ... , F,®), 1<j<k , mit homogenen Polynomen F,®,

0<isM, aus R vom Grad d;, 1<j<k , so daB die offenen Mengen uw , 1<j<k , die
Menge G(X) iiberdecken und daB die Systeme eingeschrinkt auf U0 mit T
iibereinstimmen. Die offenen Mengen O® in G(X) , die definiert sind durch

00 = { ge G'(K)| FOX(g)) #(, ... ,0)) “<j<k) .

heiBen die zu FU ,1<j<k , assozierten Mengen. Auf diesen stimmen F® und T
iiberein. Sei nun d* 2 1 eine ganze Zahl mit d* 2 d;, 1<j<k . Wir konstruieren nun

ein Polynomsystem F=(F,, ... ,Fy), dessen assozierte Menge
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O0={ geG(X)| FX(g)# (0, ... ,0) }

die Gruppe T umfaBt. Nach Bemerkung (0.1) existiert eine Linearform
L(Xg,...,Xy) » die in keinem Punkt von T verschwindet. Fiir beliebige Elemente

®4,...,0, aus X betrachten wir nun die Polynome

»

k d* - d. ’
(5.11) F,(Xg.- i Xp) = 2 o, L(Xgp.... Xy ) ! FOXy,... Xy)  0<isM.
: j=u

Wir zeigen zunichst, daB fiir alle g aus O die Zahlen F;’(x(g)), 0<i<M, projektive
Koordinaten von T g) sind. Sind fiir g aus G(X) die Zahlen z,,..., z;; projektive
Koordinaten von Ti( g), dann existieren Zahlen \® aus K, so daB

FO'(x(@)= Nz 0<i<N , 1<j<k.

Diese sind genau dann von Null verschieden , wenn g in O® (1<j<k ) liegt . Setzen wir

dies in (5.11) ein, so erhalten wir

k s -d.
F,(Zg---23) = (2 o;L(Zge.0nzy) N0 )z 0<isM.
=1

Fiir alle Elemente g aus O ist der Ausdruck in der Klammer stets von Null
verschieden. Somit stimmt F auf O mit = iiberein. Fiir alle Elemente g ¢ O ist
F’(x(g)) gleich Null.

Wir zeigen nun , daB es ein o = (&4, ...,00,) € XX gibt, sodaB O die Menge T ent-
hilt. Ist ¥ € T, dann gibt es eine Zahl j, 1<j<k, so daB ¥ in der Menge UW¥ < OO0
liegt. Da T(T) =T die durch Xo= 0 definierte Hyperebene nicht trifft, ist
F@'(x(¥)) # 0 . Somit haben die Funktionen L(X,....Xy) Fo®Xp,..-.Xn)» 1<jk,
keine gemeinsame Nullstelle in T und wir kénne wie in (0.1) Zahlen «,,...,, in X
finden, so da8
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FoX(¥)#0
fiiralle ¥ €T . Die Menge U, die durch

U={ge0 | Fy(x(g)=0)

definiert ist, ist dann die gesuchte offene Umgebung von T . Damit ist die Aussage 1)

bewiesen.

ad 2) Da © holomorph ist, kénnen wir das Theorem 3.14 in [Wa] anwenden. Danach
ist dr ein Liegruppenhomomorphismus. Der Kemn von dmr ist gleich D(ker ) =

D(@G) . Da = surjektiv ist, ist auch drc surjektiv. Damit ist die Aussage 2) gezeigt.

ad 3) Fiir homogene Polynome P und Q aus X[X,, ..., Xg] vom gleichen Grad und

Vektoren t =(t,, ..., t)) aus IN? setzen wir nun

an(d," - 3,") GEN =3 .3 (FE ™)g),

firalle g aus G(X) - V(Q).

Da aufgrund des obengesagten fiir alle i mit 1<i<n und alle g aus G(X) - V(Q)

4 L, P

dr@; (3, * .. ) (& 4 &, P

X)) =9, (@, - ...-9, X a ¢ N g)),

=3, (3, ..o N B (RN ),

4 h P
=dn(d)dr( 9, -...-d, X (-2(2))(“( 8),
laBtsich dr auf diese Weise zu einem Algebrahomomorphismus von X{d, , ... .d,]
nach K{D(G)] fortsetzen. Fiir alle homogenen Polynome R aus X[Z,, ..., Xg] vom

‘Grad D’, D’e N, und alle Vektoren t=(t,, ..., tg) €IN? erhalten wir,da F und nt
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auf U iibereinstimmen und F; in keinem Punkt von U verschwindet:

REX)
P

(At IW(X))@:) = di(4,) .- dUAY~ ( Nz , Zell.
0 .

Damit ist Lemma 7 vollstindig bewiesen.

(5.12) Bemerkung: Hat T Torsionspunkte, dann kann man die Gruppe Ty, der
Torsionspunkte von T als algebraische Untergruppe auffassen und kann den Quotien-
ten G = G/T 1, bilden. Dieser ist auch eine kommutative Gruppenvariett.

Nach Lemma 6 giltdann: D = D@) < D@G) (siehe (5.1)). Mit Proposition 3 kén-

nen wir Interpolationsprdbleme mit den Parametern T'(S), T und c*D auf G losen.
Interpolationsprobleme auf T’y mit den Parametern T'p,1 und card Ty, sind nach
Proposition 2 18sbar. Wie im Beweis der Proposition 3 kénnen wir diese Lésungen
zusammenkleben und erhalten eine Losungen auf G. Damit ist nun der Satz 1 vollstin-

dig bewiesen.

(5.13) Wir wollen nun die Konstante c* etwas niher betrachten. 1) Abhiingigkeit von

T W yon v

Ist P, ..., 75 ein weiteres Erzeugendensystem von L. Dann existieren ganze Zahlen

Cj,1<SiSM,1<j<m mit

m a
7i=2cij(2’j+ﬁ), 1<i<m.
=
AuBerdem existiert eine Zahl P aus T und eine Zahl k, = k,( 1 ¥z ) S0daB

T,S) S 7o+ L(KS).

Hierbei ist T,(S) in Bezug auf die Generatoren 71 - P und T(k,S) in Bezug auf
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das Erzeugendensystem ¥; + G ,1<j<m, definiert. Das Interpolationsproblem auf
G mit den Parametern T'(S), T und k,c* D ist dann l&sbar.

2) Abhingigkeit von ein wahl von n iner Auswahl v rati

Punkten

Die Mengen E =E(T,AA,G) und H=H(T,A,G) seien wie in Kapitel 2 definiert. Fiir
alle (iiber X definierten) algebraischen Gruppenvarietiten G mit (iiber X definier-
ten) analytischen Untergruppen »A und endlich erzeugten Untergruppen T (S G(K))
konnen wir nun rekursiv endliche Mengen H=H(T,AG) auf die folgende Weise

definieren.

Ist G eine kommutative ,algebraische Gruppenvarietdt der Dimension 1, dann setzen

wir: H(T,A,6) = {((T,A.6)}.

Ist G eine kommutative, algebraische Gruppenvarietit der Dimension n 2 2, dann
setzen wir
H(T,AG) ={(T,A6)}u { H(TnH,A nH,G nH,) lee E(T,A.G)-((0,0,0)}} u

u { H(T/ TnH,,A/A nH,G/G nH,) lee E(T,A,G)-{(0,0,0)}} } .

Bezeichnen wir mit pr;, 1<i<3, die Projektion von H auf die i-te Komponente und
wihlen wir zu jedem Element A aus pr, H ein endliches Erzeugendensytem E A o
dann hiingt die Konstante c* im Satz 1 nur E=(E, |A aus pr, i} ,pr, H und
pr; H ab.
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