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für die Zentralisatoren halbeinfacher Elenlente in den..

Gruppen synlplektischer Ahnlichkeiten

Michael Schröder

Die Arbeit in der vorliegenden Fassung hat zwei Ziele. Die Motivation konllnt von der
Spurfonnel von Arthul' nüt denl Endziel einer konkreten und stabilisierten FOrIn dieser
Identität für gegebene reduktive Gruppen. In dieser Rjchtung werden in der vorliegenden
Arbeit insbesondere die Tenne k.?hoillologischer Natur in der L 2-Spurforu1el von Arthur
für die Gruppen sYlllplektischer Ahnlichkeiten vollständig bestinllllt.

Das zweite Ziel der Arbeit ist allgeilleinerer Natur. Konzepte wie die Gültigkeit des Has­
seprinzips oder wie Talllagawazahlen waren grundlegend für die Theorie der algebraischen
Gruppen und haben über lange Zeit die Fragestellungen dieses Gebietes geprägt. Speziell in
der Theorie der Tamagawazahlen wurden im Fall halbeinfacher Gruppen ein befriedigender
Zustand erst durch die Arbeiten von Kottwitz Ende der achtziger Jahre erreicht. Insbeson­
dere aus der Interpretation der Tan1agawazahlen als Vohllnina von Fundamentalbereichen
ergeben sich hier Inögliche neue Anwendungen.

\.vir gehen daher in Abschnitt 3 der vorliegenden Arbeit genauer auf Talnagawazahlen und
1tIethoden zu ihrer konkreten Berechnung ein. In1 vierten Abschnitt wenden wir diese Re­
sultate an und berechnen die Talnagawazalllen der Zentralisatoren halbeinfacher Elemente
in den Gruppen sy~plektischcrÄhnlichkeiten und den sYlnplektischen Gruppen. Das setzt
einmal die I(enntnis der Struktur dieser Zentralisatoren voraus. ZUlU anderern führen die
Rechnungen insbesondere auf die Frage nach der Gültigkeit des Hasseprinzips für die Zen­
tralisatoren halbeinfacher Elelnente dieser Gruppen. In Abschnitt 1 dieser Arbeit klären
wir die Struktur der Zentralisatoren oben und beweisen in Abschnitt 2, daß für" sie das
Hasseprillzip gilt.

Diese Arbeit entstand während eines Aufenthaltes am IvIax-Planck-Institut für NIathen1a­
tik in Bonn. Der Autor bedankt sich herzlich für die Unterstützung durch ein Post-Doc
Stipendiull1 des IvIPI und für die ilun an1 Institut gewährte Gastfreundschaft.
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O. Notation: Falls nicht anders gesagt, sei F im folgenden ein Zahlkörper. Es be­
zeichnet I die Involution auf elen 2n x 2n 11atrizen M(2n, F) Iuit Einträgen in F, die
durch

luit J = (0 -En)
En 0

gegeben ist. Die Gruppe G5p(2n, F) der syn1plektischen Ahnlichkeiten ist die Menge aller
9 in AtJ(2n, F), so daß t9 . .J . 9 = p(g) . J oder dazu äquivdlent 1(g) . 9 = p(g) . E2n für
{l(g) in F* gilt. Die sYluplektische Gruppe 5p(2n, F) besteht aus allen Elelnenten 9 der
GSp(2n, F) Iuit Ähnlickeitsfaktor /.l(g) = l.

1. Die Struktur der Zentralisatoren halbeinfacher Eleillente der G5p(2n): Ziel
dieses Abschnittes ist die I(]assifikation der stabilen Konjugationsklassen der Zentralisa­
toren halbeinfacher, F-rationaler Elelnente in der Gruppe GSp(2n). Die Ergebnisse dieses
Abschnittes gelten allgemeiner bereits für einen perfekten Körper. Sei ün folgenden aber
Fein Zahlkörper. Unsere Analyse basiert auf folgendenl Resultat:

(1.1) Satz: Sei sein halbeinfaches} F-rationales Element der GSp(2n). Der Zentra­
lisator von s in den 2n X 2n Matrizen AtJ(2n, F) ist eine halbeinfache F -Algebra, die
invariant ist 'U 11ter der symplektisehen Involution J auf .i\l(2n, F).

Der Zentralisator von s in A = AtJ(2n, F) ist nämlich identisch Init denl Zentralisator in
A der von s in A erzeugten Teilalgebra F[s]. Diese wieelenun ist isomorph zu F[X] 1110­

dulo elenl von denl charakteristischen Polynoln von s erzeugten Ideal. Insbesondere ist die
Algebra F [s] dalni t halbeinfach. Der Zentrali sator einer halbeinfachen Teilalgebra einer
zentralen, einfachen Algebra ist wieder halbeinfach. Das zeigt die erste Aussage des Satzes.
Die zweite Aussage ist klar.

(1.2) Definitionen und grundlegende Konstruktionen: Sei sein iln folgenden fix­
iertes F-rationales, halbeinfaches Elenlelü aus der GSp(2n).

Die Indexillenge A und ihre KOlllponenten U, S, y: Der Zentralisator CM (2n,F)(S)

von s in 1\1(2n, F) ist eine haIbeinfache Algebra nach (1.1). Er sei das direkte P rodakt
der Falnilie A einfacher F -Algcbrcn:

(1)

"Vir zerlegen A in drei disjunkte Teihnengen. Als Involution restringiert näll1lich J für
jede Algebra aus A entweder zu eincln Alltoll1orphisnlus JA von A oder bildet A auf einen
anderen direkten Sunlluanclen aus A ab. Inl letzten Fall sei (A,I(A)) aus g. Vlir unter­
scheiden iln ersten Fall weiter) ob JA trivial auf deIn ZentruIn ZA = Z(A) von A ist oder
nicht. Restringiert JA zu cinenl Autoillorphismus der Ordnung zwei von ZA, dann sei A
aus U. Ist JA trivial auf ZA) dann sei A aus S. Auf diese Weise stellen wir Aals disjunkte
Vereinigung in der FarIn

(2)

dar. Die Vereinigung VOll U und S bezeichnen wir nlit Aaut .
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Die Gruppen G(E) und G(l)(E): Sei E eine unter J invariante J(-Algebra. Bezeichne
JE die Restriktion von J auf E. Dann seien G(E) = G(E,JE) und G(1)(E) = G(1)(E,JE)
die für jede kOl1ul1utative F-Algebra 1{ durch

(3)

(4)

G(E)(I() = {x E E0FI(: (IE0id/()(x). xE ](*},

G(l)(E)(I() = {x E E0F1(: (IE0idg)(x)·x = 1/\-}

gegebenen algebraischen Gruppen über F. Für jedes Elenlent x aus G(E)(K) sei p(x) =
(IE ® id g )(x) . x. Der so definierte Ähnlichkeitscharakter f-l von G(E) ist ein Morphisnlus
über F definierter algebraischer Gruppen. Folgende Sequenz ist exakt

(5) 1----+ G(l)(E) ----+ G(E)~ (Gm)F ----+ 1.

Diskussion der Gruppen G(A) zu A in A: Wir beginnen unsere Diskussion 111it
den Gruppen G(A) zu (A,J(A)) aus 9. Hier ist A EB J(A) invariant unter I und es gilt
I(a, b) = (l(b), l(a)). Zu lösen ist so I-l = l(b)a = l(a)b für f-l aus F*. Daher definiert

(6) RZA/F(GL(A)) x (Gm)F----+G(A) (F), (a,p) t-----+ (a, f-l.l(a- 1
)),

einen Isoruorphisruus über F definierter algebraischer GruppeI!. Nach geeigneter \""ahl
einer Basis lässt sich dabei 1(9) = t 9 voraussetzen. \iVci tel' ist GL( A) die für jede kOll1­
lnutative ZA-Algebra l( durch GL(A)(I() = (A 0Z(A) j()* gegebene allgemeine lineare
Gruppe zu A. Sie ist definiert über ZA. Die spezielle lineare Gruppe SL(A) zu A
ist definiert als der Kern der reduzierten Nonn RN von A in GL(A). Ihre Weilrestriktion
von Z(A) auf F ist insbesondere die derivierte Gruppe G(l)(A) von G(A).

Die Konstruktion der Gruppen zu Algebren A aus Aaut unterteilen wir in jeweils zwei
Schritten. Zuerst wird die 1ifultiplikatorgleichung I-l = J(x)x für Il iru Zelltrulll von A gelöst.
\Vie in (3) und (4) bcschriebcn erhaltcn wir so die Gruppen H(l)(A) und H(A). Diese
sind über derll Fixkörper Z! von lA Üll ZentrUIn ZA von A definiert.
Liegt A in U, dann ist H(A) = GU(A) die Gruppe der unitären Ähnlichkeiten. Für
A in S \verden \vir zeigen, daß JA nicht vorll orth~gonalen Typ ist. Son1it ist dann
H(A) = GSp(A), die Gruppe der sytnplektischen Ahnlichkeiten zu A, eine qruppc
über ZA = z1. Als Gruppen H(l)(A) erhält Inan die unitäre Gruppe U(A) und die
sYlllplektische Gruppe Sp(A) respektive.
Die über F dcfinierten Gruppen G(A) = G(A, JA) erhält rnanin einenl zweiten I(onstruk­
tiollsschritt. Intuitiv ist C(A) die F-Gruppe, deren F-wertigen Punkte das Urbild von
F* in H(A)(Z1) unter p sind. Präziser ist G(A) definiert als die F-Gruppe, die folgendes
Pullback-Diagrarllill nlit exakten Zeilen

1 ----+ RZ+/F(H(l)(A)) ----+ (i(A) ~ (Gm)F ----+ 1

(7) 11 1CA lßF
1----+ RZ+/F(H(l)(A)) ----+ R'Z+/F(H(A))~ RZ +/F (Gm)z+ ----+ 1

kOllunutativ lllacht. Dabei bezeichnet eA die kanonische Inklusion und .D..F ist die Ein­
bettung von (Gm) p auf der Diagonalen von R z+/ F (Gm)Z+. Insbesondere gilt dann
C(l) (A) = R z+ / F(H(l)(A)).

Die beiden Haupresultate dieses Abschnittes fonuulieren sich jetzt wiefolgt.
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Sei sein F ~rationales, halbeinfaches Element der

(1.3) GSp--Klassifikatiol1ssatz: Der Zentralisator GCSp(2n)( s) des F-rationalen, halb­
einfachen Elementes s in der GSp(2n) hat folgende Struktur: Die Abbildung

I

cI> : Gaul X II {RZA/P(GL(A)) : A E 9} --+CCSp(2n)(S)

(a, (aA)AEQ) r----+ (a, (aE,"J1(a). l(a:4
1
)) AEg)

ist ein Isomorphism.us 'iiber F definierter algebraischer Gruppen. Im Fall :F = 9 sei dabei
G'aut = (Gm)p und J1 sei die identische Abbildung von (Gm)F in sich. Andernfalls ist
Gaut definiert durch folgcnde$ kom1nutative Pullback-Diagram1n m,it exakten Zeilen

1-t TIAEAaut G(1)(A) -t Gau' ~ (Gm)p -t 1

11 1 1~
1-t TIAEAau~ G(l)(A)) -t TIAEAaut G(A)~ TIAEAaut (Gm)F -t 1.

Dabei bezeichne {l den Ahnlichkeit$charakter und ~ sei die Einbettung von (Gm)F auf der
Diagonalen von II{(Gm) F : A E Aaut }. Insbesondere restringiert I a'llf einer Algebra A in
Aaut nur dann Z'lt einer sym]Jlektischen Involution, wenn A nicht kommutativ ist.

(1.4) Sp-Klassifikationssatz:
GSp(2n). Dann ist

1--+ GSp (2u)(S) -------+ GCSp (2n)(S)~ (Gm)p --+ 1

eine exakte Sequenz 'liber F definierter, z'lLsammenhängender algebraischer Gruppen. Für
den Zentralisator GSp (21l)(S) von s in der Sp(2n) gilt

GSp(2n)(S) = II RZA/P(Sp(A)) x II R'Z1/F (U(A)) x II R'ZA/F(GL(A)).
AES AEU AEQ

Insbesondere ist die derivierte Gruppe jedes Zentralisators in GSp(2n) eines F-rat~onalen,

halbeinfachen Elementes der GSp(2n) einfach z'lLsammenhängend und zusammenhängend.

Beweis von (1.3) und (1.4): Zu zeigen bleibt hier nur, daß I A für jede Algebra A in
S nicht orthogonal ist und daß keine Algebra in S komn1utativ ist. Dazu notieren wir
zuerst, daß der Schnit~ G(l) des Zentralisators von s in GSp(2n) Init Sp(2n) wieder zu-
sammenhängend ist: Uber denl algebraischen Abschluß von F schreibt Inan dafür S als
Produkt eines EleIllentes des ZentruIlls von GSp(2n) und eines Elen1entes So aus Sp(2n).
Dalm ist G(l) identisch Init deIn Zentralisator in Sp(2n) von So. Nach elen1 Satz von
Steinberg ist G(l) claher zusallunenhängend.

Jetzt ist G(l) über F isolnorph zu dem Produkt der Gruppen G(1)(A) mit A in A. Aus­
zuschließen ist deshalb, daß eine der Gruppen G(1)(A) zu A in S Form einer speziellen
orthogonalen Gruppe ist. Dies kann über denl algebraischen Abschluß von F entschieden
werden. Daher liege s bereits iIn zerfallenden Illaxin1alen Torus Tsplit von GSp(2n). Gelte
explizit s = diag(a1, ... ,an, 11a l 1

, .•. , pa;;J). Dann ist GO) der Zentralisator in Sp(2n.)
von So = diag(aJ,' .. , an, a~l, ... ,a;;-l). Die \'Vurzeln <I>(s) von GCSp (2n)(S) bezüglich Tsplit

sind genau die vVurzeln von GSp(2n) be2üglich Tsp1il, in deren l(ern s enthalten ist. Sie
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restringieren zu verschiedenen vVurzeln auf 5])(2n). Diese bilden die \iVurzeln 1-(so) von
C(1 ) bezüglich des zerfallenden nlaxilnalen Torus der 5p(2n).
Auf jeder Teilalgebra der Liealgebra von 5p(2n), die zu einein einfachen Faktor Ades
Zentrali sators C (1) von So in der Sp(2n) gehört, res trillgiert das ad-invariantell Skalarpro­
dukt < ',' > auf der Liealgebra der 5p(2n) zu einer ad-invarianten, nicht ausgt::arteten
Fonn. Die Cartanzahlen von G(1)(A) und die I(anten des Dynkindiagramlnes von C(1)(A)
werden auf diese \~Teise bereits durch das 5p(2n)-vVurzelsystenl bestilnlnt. Es existiert
keine Einbettung eines B",-\Vurzelsysten1s Init k 2:: 3 oder Dk-\Vurzelsystems lllit k 2:: 4
in ein Cn-\Vurzelsystenl. Dalnit ist jeder einfache Faktor des Zentralisators C(l) Fornl
entweder einer speziell linearen oder einer sYl1lplektischen Gruppe. Da die einzige kOlll1l1U­
tative sYlllplektische Gruppe 112 nicht zusanllnenhiingend ist, folgt hieraus auch, daß jede
Algebra in S nicht kOllunutativ ist. Das beendet den Beweis der heiden Sätze.

2. Das Hasseprinzip für die Zentralisatoren halbeinfacher EleUlente von
GSp(2n)(F): Ziel dieses Abschnittes ist insbesondere, die Gültigkeit des Hasseprin­
zips für die Zentralisatoren halbeinfacher, F-rationaler Elelnente von GSp(2n) zu zeigen.
Für jede Stelle v des Zahlkörpers F sei in1 folgenden eine Einbettung der Zerlegullgsgruppe
von v in Gal(F1F) fixiert.

(2.1) Definitionen: Sei G eine über F definierte lineare algebraische Gruppe. Für alle
nichtnegativen ganzen Zahlen 11. sei, wenn sinnvoll,

(1)

das Produkt der Restriktionsabbildungen h~ ; H7l(F, G)--+Hn(Fv, G). Dabei läuft v übcr
alle Stellen von F. Den Kern VOll hä bezeichnen wir lnit kern(F, G).

Sei G zusätzlich ZusaJlllllenhängend. Dann liegt nach (Oe, pp.47f] zuerst das Bild jeder Ab­
bildung hä iln Koprodukt von H7l(Fv, G). Dieses Koprodukt ist weiter zu H7l(!A F , G) =
HTl(Gal(FIF), G(lA F )) isolnorph. SOI11it gilt

(2) kerTl(F, G) = ker( H7l(Fl G)----t II
v

H 7l (Fv:G)) = ker(H7l(F, G)--+Hn(!A F , G)).

Dabei sei G stets zusätzlich k01l1nlutativ in1 Fall n 2: 2. Die Abbildung h~ bezeichnen
wir als die Hasseabbildung von Ci. Für die Gruppe G gilt das Hasseprinzip, wenn
kerl (F, G) trivial, also die Hasseabbildung von G injektiv ist.

(2.2) Dem Begriff des Hasseprinzips für algebraische Gruppen liegt der Norillensatz
von Hasse [Neu, p.S9, Corollary (5.2)] zugrunde: sei L eine zyklische Erweiterüng des
Zahlkörpers F. Genau dann ist ein Elelnent von F Non11 eines Elementes aus L, wenn es
für jede Stelle v in F und alle Stellen 10 in L, die über v liegen, Nonn in !(v eines Elenlerües
von Lw ist.

(2.3) Benlerkung: Für jede zyklische Körpererweiterung Z von F erfüllt nach der11
Norrnellsatz von Hassc die durch die Exaktheit der Sequenz

1 NZjF
I-tR·z/F'((Gtll)z) ---+Rz/ F' (Gm)z ---+ (G m )F---+1

definierte Gruppe RzI F' ( (G:n ) z) das Hasseprinzip.

Hauptsächliches Ziel dieses Abschnittes ist jetzt ein Beweis folgender beider Resultate

5



(2.4) Satz: Jeeier Zcntralisator in eier Gruppe GSp(2n) eines halbeinfachen, F-ratio­
nalen Elementes der Gruppe G5p(2n) erfiillt das Hasseprinzip.

(2.5) Satz: Jeder Zentralisator in der Gr'nppe Sp(2n) eines halbeinfachen, F-rationalen
Elementes der Gruppe GSp(2n) erfüllt das Hasseprinzip.

hn Rest dieses Abschnittes übernehlnen wir die Bezeichnungen und I(onventionen von
Abschnitt 1. \\Teiter bezeichnen C den Zentralisator in GSp(2n) des F-rationalen, halb­
einfachen Elelnentes s cler G5p(2n) und Gf (1) den durch die Exakthei t von

l---+Gf(l)---+C~ (G m )F---+1

gegebene Zentralisator von s in der 5p(2n).

\·Vir benutzten zwei weitere Resultate inl Beweis der beiden Sätze. Da diese Resultate von
unabhängigenl Interesse sind, gehen wir zunächst auf sie ein.

(2.6) Lenuua: Sei C; eine ·iiber eie1n Zahlkörpcr F definierte, zusammcnhängende reduk­
tive Gruppe. Wenn es eine zyklische Erweiterung E von F gibt, so daß Gal(EIF) trivial auf

eiern Zentrurr~ Z( G) der dualen Gruppe von G operiert, dann erfüllt G das Hassep"rinzip.

Beweise nach [Rag, p.25, 3.5.1(b)] benut.zen die Verallgelneinerung der Tate-Nakayalna
Dualität auf reduktive Gruppen von Kottwitz. \\Tir skizzieren die Idee. Ausgangspunkt
des Arglllnentes ist die Beobachtung

1 1 ........ D
ker (F, G) = ker (F, Z(G))

von I(ottwitz. Da E trivial auf Z (G) operiert, gilt H I (E, Z (G)) = Hom( Gal(E!EL Z (G)).
Die gleiche Identität gilt für alle Lokalisierungen von F. Nach Tschebotarev ist da­
mi t kerl (E, Z (G)) trivia!. Die Inflation-Restriktion Sequenz zeigt kerl (F, Z (G)) =
kerl (E / F, Z (G)). Die letzte Gruppe ist wieder nach Tschebotarev trivial. Dies been­
det den Beweis von (2.6).

(2.7) Lenuua: Jede unitäre G1"U]JPC U(E) und jcde Gruppc GU(E) unitärer Ähnlich­
keiten erfüllt das Hassc]Jrinzip.

ViiI' erinnern, daß 1---+U(E) ---+GU(E) ---+ (Gm) F ---71 in der Notation von (1. 2) exakt
ist. Nach [KoSTF, p.616, (3.8.1)] ist dann die F1ssoziierte Sequenz von Zentren der dualen
Gruppen

1---+Z (( Gm) [\'/\) ---+Z (GU( E)/\ )---+Z (U (E)/\ )---+1

exakt. Das Lelnma ist so eine Konsequenz von (2.6).

Beweis von Satz (2.5): Nach (lA) ist CO) isonl0rph zu einelll Produkt von Fornlen
speziell linearer, sYlnplektischer und unitä,rer Gruppeil. Die erste Galoiskohomologie von
Fonnen speziell linearer und sYlnplektischer Gruppen ist trivial. Satz (2.5) resultiert sonlit
aus Lenll11a (2.7).

Beweis von Satz (2.4): Wir zeigen, daß die Gültigkeit des Hasseprinzips für C aus
der Gültigkeit des Hasseprinzips für C(t) folgt. Unser Argulllent basiert auf der Exaktheit
folgender Sequenz algebraischer Gruppen

1---7fl2 --------t C(1) x (Gm)F~ C---+1,
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wobei rn die durch rn(c, /\) = (.\. ichn)' c definierte Abbildung ist. Das folgende Diagranun
aus den assoziierten Hasse30bbilclungen ist dann konunut3otiv

11 1

1 1 1
ker1(F,/12) -+ ker1(F, C(I) X (Gm)F) ---+ ker1(F, C)

und seine Zeilen und Spalten sind exakt. Nach (2.6) gilt das Hasseprinzip für C(I) und
H 1 (F, (Gm)F) ist trivial nach Hilbert 90. Der Verbindungshon10nlorphislnus 8 induziert
daher eine Injektion ker l (F, C)-+ ker2

( F, I-l2 ) . Der Satz folgt jetzt aus der bekannten
Tatsache, daß /12 das Hasseprinzip für H 2 erfüllt. \~Tir erinnern an den Be\veis dieses
Resultates. Wegen der exakten Sequenz

Xl--tx::;l
1-+/12-t(Gm)F -t(G m)F---+l

ist H 2 (F, /12) isonlorph zur Grllppe der Elelnente der Ordnllng zwei in der B1'30uergrllppe
H 2 (F, (Gm)F) von F. Analog ~ilt H 2 (Fvl l-l 2 ) = H 2 (F, (Gm)Fh für jede Stelle v von F.
Folglich liegt ker2 (F, /12) in ker (F, (Gm) F ) . Das beendet jetzt den Beweis, dCl~n diese
letzte Gruppe ker2 (F, (Gm)F) ist trivial nach deIn

(2.8) Hauptsatz der Algebrentheorie: P'iir jeden Zahlkörper F ist die Sequenz

1--+ H 2 (F, (Gm )F) ----+ H 2 (/Ap, (GTI~)F)~Q/Z --+ 1

exakt.

Einen Beweis dieses letz ten R,esultates findet nUU1 zUln Beispiel in INe uA, p.244, (5.8) J.

3. Talllagawazahlen algebraischer Gruppen: Falls nicht anders gesagt, seien iln
folgenden alle algebraischen Gruppen über den1 Zahlkörper F definiert, zlls30rnrnenhängend
und reduktiv.

(3.1) Definition der Taluagawazahl: \~Tir erinnern an die Definition der T3on1ag3owa­
zahl einer über F definicrten, zusarnIllcllhängellden, linearcn algebraischen Gruppc G.

Für eine F-rationale, invariante DifferentialforIll W auf G bezeichne W v für jede Stelle v
von F das von ihr auf G(Fv ) definierte Haarsche Maß. Durch das konvergente Produkt

(1)
1

dG A =c . j'D nIL,oo W v 181 IL endlich Lv(l, XC) . W v

wird ein invariantes IvIaß a.uf G(lA F ) definiert. Dabei bezeichne n die Dilnension von G.
Die DiskriIninante von F sei D(F). \Veiter bezeichnet xc den Charakter des Gal(FIF)­
Moduln 4Y*(Ci)(F). Bezeichnet Lv(s,xe) den lokalen Faktor an der Stelle v der Artinschcn
L-Reihe zu xc, dann sei schließlich PG sein ResiduuIll an der Stelle 1.

Die freie abelsche Gruppe X* (G)(F) der über F definierten rationalen Charaktere auf G
habe den Rang eund sei mit der Basis 6, ... ,(e versehen. Dann gilt insbesondere pe =
lims --+l(l - s)t. L(s,XG). Weiter definiert 7jJ : G(lAF)---+Rl

, x r--t (... ,1og!l(i(x)II, ... )
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einen Homoluorphisruus. Der Kern von 1/J sei die Teilgruppe GI (lA F ) von G(lAF ). Diese
besteht so aus allen EIernenten x Init 11~(x)11 = 1 für alle X in X*(G)(F).

Das Talnagawanlaß sei dann das durch

(2)

gegebene invariante NIaß J-lT auf GI (lA F )jG(F). Dabei seien die Masse wiefolgt: dG F sei
das Zählrnaß auf G(F). Das invariante Maß auf G(lA F )jGI (lA F ) luit dem Lebesguenlaß
auf R l als Bildlnaß unter 1/J sei d(GAjG~).

Nach einenl Satz von Borel [B, p.22, Theorclne 5.8] hat GI (lAp )jG(F) endliches Volull1en
bezüglich jedes invarianten ~1aßes.

Die Talnagawazahl T(G) = TF(G) von G ist definiert als das Volulnen von GI (lAp)jG(F)
bezüglich des TaInagawaIuaßes IlT.

(3.2) Beispiel: Die Tam,agawazahlen der Gruppen (Gm)F und (Ga)F sind Eins.

Das ist [WBN, p.128, \TII§6, Proposition 12] und [Oe, p.25, 1(5.14)(1)]. vVesentlich tief­
liegender ist folgender

(3.3) Satz: Jede über cinern Z(Lhlkörper definierte, einfach zusamm.enhängende,
z1lsarnrnenhängende halbeinfache Gruppe hat die Tamagawazahl Eins.

Vleil zeigte dies durch explizites Rechnen für einige klassische Gruppen und vennutete,
daß dieser Satz allgernein richtig ist. Langlands konnte diese Venuutung von vVeil für
zerfallende Gruppen zeigen. Später verallgeIneinerte Lai die Methode von Langlands auf
den quasizerfallenden Fall. Der letzte Schritt zum Beweis der Vennutung wurde von 1<:ott­
witz Ende der 80er Jahre gemacht. Er zeigte, daß die Tamagawazahl einer über einenl
Zahlkörper definierten, einfach zusanul1enhängenden, zusamnlenhängenclen halbeinfachen
Gruppe G identisch ist Il1it der Tarnagawazahl ihrer quasizerfallenden inneren Fonn G*.
Sein Beweis beruht auf eineIn Vergleich der Spurfonnein von Arthur zur G und G*, die er
an von ihnl konstruierten Funktionen nlit besonderen Eigenschaften auswertet.

\~Tir erinnern an einige funktorielle Eigenschaften der Talnagawazahlen. Fast nach Defini­
tion gilt

(3.4) Lenllua: T /\' (G X G') = T/\' (Ci) . Tg( G').

Analysiert Inan das VerhaI ten aller in (1.1) eingefiihrten Gruppen und Maße unter der
\Veilrestriktion, dann erhält I11an nach [Oe, p.27, Theoren1e II(1.3)] das

(3.5) Lenllua: Sei Fein Teilkörper des Zahlkörpers E. Dann gilt

T/\' (R E / F(G)) = TE (G)

f1'ir jede über E definicrte, z'llsamrnenhängendc, lineare (I,lgebraischc Gruppe G.

Das folgende Resultat [Oe, pAOf, TheorcIne 1II(5.2), Theoren1e 1II(5.3)] oder [Sans , p.74,
(1004)] ist der Ausgangspunkt zu einer kohol11010gischen Deutung der TaInagawazahlen re­
duktiver Gruppel1- Es zeigt weiter, daß Tarnagawazahlen im allgenleinen nicht funktoriell
bezüglich kurzer exakter Sequenzen sind.
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(3.6) Satz: Für j erle eXf1.kte Sequenz l--+C1 --=---+ C2~ C3 --+ 1 über F definierter,
zusammenhängender) reduktiver Gr7tp])en gilt

mit

!ker (kerl (F, C;1)~ kerl (F, G2 ») I
.6=..,...--------,-------'------'------...,.........,.-----::,....---------'--'---------::-

1koker (..-y* (G 2 )(F)~~Y* (Gd(F») I· [G3 (lAF) : PA (G2 (1A F ») .G3(F)]

Dabei ist ..-Y*(G)(F) für cine über F definierte GnLppe G die Teilgruppe aller .über F
definierten Charaktere von ){*(G) = H01l1(G, (Gm)F)'

Eine sofortige I(onsequenz von (3.6) ist nach [Sans, p.77, 10.5] folgender

(3.7) Satz: Sei 1---+G1 ---+G2 ----1 G3 ---+1 eine eX(Lkte S equenz über dem Zahlkör])c r F
definierter, zusammcnhängender red'llktiver Gruppen. Dann gilt

Tp(Gd . TF(G3 )

TF(G2
) = #koker (~Y"*(G2)(F)-t..-Y*(G1 )(F) ,

wenn GI das Hasseprinzip erf1'illt und H 1 (Fv , Gd trivial ist für alle endlichen Stellen v
von F.

Beweisskizze fürSatz (3.6): Ein späteres Argull.lcllt wird entschcielend auf Satz (3.6)
basieren. '''Tir geben daher eine Beweisidee. Ver\vendet wird die folgende Darstellung der
Tamagawazahl einer Gruppe G:

1 h (.l/J (x ) ) cl (GA / GF ( F) )
r( G) = G(/AF)/G( F)

r h(t) dtJRl
fiir jede integrierbare Abbildung h auf R f Illit einem von Null verschiedenen Integral. Das
Arglunent basiert jetzt auf einer Integralfonnel von Mars, die sich in unserer Situation in
der offensichtlichen Notation zu

übersetzt. Die Integrale auf deren rechten Seite werden sukzessiv ausgewertet. Zuerst gilt

1 r(Gt}
h(-l/J2(X2 X ])) dXI = #k k ( ) h3 (1f;2(X2))'

Gd/Ap)/Gd F) ·0 ·er e*

Dabei kOIUIUt #koker( e*) als Faktor durch Variablentransfonnation auf deIn Niveau d~r
Gruppen ~Y* (Gd(F) 0 R '"'-' R l .. herein. 'iVeiter bezeichnet h3 den für alle t in R (2 durch

h3 (t) = ( h(t + t 1 ) dt 1JRt l
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gegebenen Pullback von 17. auf den Quotienten R (3. Es gilt nach I(onstruktion bereits
17.3('l/J2 (X2)) = h3('l/J3 (p( X2))). Für H3 = h3 0 'l/J3 hat l11an weiter allgenlein

1 H3(zJA(X2))dp(X2) = index(p) ( H3(X3) d:J.:3.
PA (G 2 (/Ap))/p(G 2 ( P)) JG 3 (/Ap)/G 3 ( F)

Dabei ist II die kanonische Abbildung p : PA (G2 (lAp) )jp(G2 (F) )--+G3 (lA p )jG3 (F) und

. d () [G3 (lA p ) : PA (G2 (lAp)) . G3 (F)]
In ex p = [p(G2 (F)) : G3 (F) npA(G2 (1Ap))]'

Eine (offensichtliche) Diagrallllujagd zeigt, daß der Index il11 Nenner gleich der Kardinalität
von ker(ker1 (F, GI) ---t ker I (F, C;2)) ist. Schließlich gilt

( H 3 (X3) dX3 = T(G3) ( h3(t3) dt3 = T(C;3) ( h(t2) dt2,
JG 3 (/Ap)/G3 (F) JR l 3 JR l 2

wobei sich die letzte Gleichheit nach Fubini ergibt. Tautologisches Uluschreiben der linken
Seite der Integralformel von Mars heenelet elen Beweis.

In einel11 letzten Schritt soll auf eine koho1110logische Interpretation der Tanlagawazahlen
eingegangen werden. \,Vir werden in dieser R,ichtung folgendes Resultat benutzen.

(3.8) Satz (Ono): Die Tamagawazahl eines über dem Zahlkörper F definierten Torus
T ist gegeben durch

Tl\'(T) = I koker(h}) ]1 . I ker
2
(F, T) I = I H 1

(~, );* (T)) I
1kcr (F, T) 1 I ker (F, T) I

Dabei bezeichnet ){*(T) die Gr'lIppe Honl(T, (Gm)F) aller Charaktere von T.

Beweisskizze von Satz (3.8): \Vif skizzieren inl folgenden einen Beweis dieses Resul­
tates nach [Oe, pp. 54ff]. Zuerst zur die Gleichheit der heiden Z~hler. Die Sequenz

I---tT(F)~ T(lA F ) --rT(lAF)jT(F)-+l

ist exakt. Die Exaktheit der assoziierten langen exakten I(oholuologiesequenz an elen
\Terbindungshoillonlorphisnlen zwischen nullter und erster sowie erster und zweiter I(oho­
luologie zeigt dann, daß

l-+koker(h~)----+H 1(/A p, T(/AF)jT(F)) ----+ ker2 (F, T)-+1

exakt ist. Die I(ohonlologiegruppe in der 11itte ist nach Tate-Nakayanla [KoSTF, p.621)
dual zu Hl(F,~Y*(T)).

Der eigentliche Beweis des Satzes beruht jetzt darauf, daß

1}(T) = T(T) 1I kerl (F, T) ~ .
I koker (h~) I . I ker (F, T) I

kOlupatibel ist Ini t exakten Sequenzen: für jede exakte Sequenz 1-+Tl -+T2 ---t"T3 -+ 1
von über F definierten Tori ist also 1](T2 ) = 1](Tt} . 1}(T3 ).
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Setzt Inan das für einen Augenblick voraus, erhält 11lan die Aussage des Satzes wiefolgt.
Nach (3.5) ist für jede endliche Erweiterung L von F die TaInagawazahl der Weilrestrik­
tion T = R L/ P (Gm)L nlit der Tainagawazahl von (Gm)L über L identisch und ist damit
Eins. Weiter verschwindet die er~te I(oh~Inolo~ie~ruppe.v~n T nach. Hilbert 90. Nach
deIn Hauptsatz der Algebrentheone (2.8) IS t ker (I\.. ,T) tnvlaI. Daher ISt 7](T) = 1. Folg­
1ich induziert 7] eine Abbildung auf den Isolnorphieklassen von F-Tori, die Eins auf jeder
Vveilrestriktion von (Gm) L nach F ist und ihre Werte in einer kOl1unutativen Gruppe ohne
Torsion anniIn11llnt. Nach den bekannten Arguinenten in [Ono 4, p.126] oder [MB, p.152]
ist 7](T) = 1 für jeden F-Torus T wie iIn Satz behauptet.

Der Beweis der I(oinpatibilitkit von 7] verwendet einige weitere Resultate aus der Tate­
Nakayalua Dualität, auf die wir zuerst eingehen. Jeder F-Charakter von T indu­
ziert einen Honl0nl0rphisinus von koker(h}) = koker( H 2 (F, T) ---+ HZ (lA F , T)) nach
koker(h}) = koker(H2 (F, (Gm)p) ---+ H 2 (!A p, (Gm)p )). Die Abbildung inv F faktori­
siert nach deIn Hauptsatz der Algebrentheorie (2.8) über die Braucrgruppe HZ (F, (G 111 ) F )

VOI1 F. 1vlan erhält so die Bilinearfonn

){*(T)(F) x koker(h}) ---+ kokcr(h})~Q/Z

(X, [aD r-----+ invF ([X(a)])

nli t assoziiertenl H0l1101110rphismus

/\T : koker(h}) ---+X*(T)(F)D = Hom(X*(T)(F), Q/Z).

Nach weiteren Resultaten der Tate-Nakayalna Dualität [KoSTF], p.622] ist AT ein Iso­
morphisinus und sind die Abbildungen 11,1' für n ~ 3 bijektiv. Daher folgt Init einein
ArgUI1lent wie zu Anfang des Beweises schließlich

H 2 (F, T(!AF)/T(F)) = koker(h}).

Für den Beweis der KOinpatibilitätseigenschaft von 7] kOinplettiercn wir die zu den beiden
kurzen exakten Sequenzen

und

korrespondierende lange exakte I(oholnologiesequenz durch die I(erne und I<okerne der
Abbildungen hi = h!h. Indein Inan die oben beschriebencn Dualitätsaussagen verwendet,
erhält nlaI1 Init

Ql = T3 (F) npA(Tz(lÄ F ))

p(T2 (F))

das kOnll11utative Diagra111m111

und
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1-+

1

1
1

1
-t T3 (F)

p(T2 (F))

1

1
Q2

1
koker(hi)

1
koker(h~ )

1
koker(h1 )

-+1

-+1

--+ 1

--+ 1.

dessen Zeilen exakt, dessen Spalten aber nicht notwendigerweise exakt sind. Das alter­
nierende Produkt der Eulcr-Poincan~R,eihen der Zeilen ist SOll1it Eins. Das alternierende
Produkt der Euler-Poincare Reihen der Spalten ist einerseits gleich dem alternierenden
Produkt der Euler-Poincarc Reihen der Zeilen, also Eins. Andererseits ist es gleich dCln
folgenden Ausclruck

[
I kerl(F,e) 1 1 I ker

1
(F, TZ)1 1 .1 ker

2
(F,Td

z
l.1 ker

2
(F,T3 ) I]

1 ker (F, Td 1 . 1 ker (F, T3) 1 I ker (F, Tz) 1

[I koker( HZ (F, Tz) -----'> HZ (F, T3 )) r I x [I ker( H 3 (lA F,Tl )-----'> H 3 (lAF, Tz)) I]

[

~ 1 koker(h~) 1 ~. * ] -1
X 1 T3(JA F)/ T3 ( F).PA (Tz (JA /. )) I I koker(1~n1 . I koker( h~) 1 1 kokel (e ) 1 .

Es gilt koker( HZ (F, Tz) -+HZ (F, T3 )) = ker( (H 3 (F, Tl )-+H 3 (F, Tz)). V\Tie oben belnerkt
sind die Abbildungen hr bijektiv. Deshalb ist ker(H3(JAF,Tl)-+H3(JAF,Tz)) identisch
nli t ker( H3 (P, Tt} --+ H3(F, Tz)). Es folgt so 17(Tz) = 7](Td . 7] (T3 ) aus der Relatioh

r(Td·r(T3) = 1 rl(!AF)/T3(~)'PA(Tz(!AF)) 1 I koker(e*) j.
r(Tz) I ker (F, e) 1

von (3.6). Das beenclct den Beweis.

4. Die Talllagawazahlen der Zentralisatoren halbeinfacher, Eleillente von
GSp(2n)(F): Ziel dieses Kapitels ist es, die Tanutgawazahlen der Zentralisatoren hal­
beinfacher, F-rationaler Eleluente der GSp(2n) zu bestinunen. Dies reduziert sich darauf,
die Tamagawazallien cler in (1.3) aufgeführten Repräsentanten zu berechnen.

(4.1) Notation: \Vir fixieren inl folgenden ein halbeinfaches, F -rationales Elelnent s
VOll GSp( 2n). Nach (1.1) ist der ZentraBsator von s in M (2n, F) das direkte P rodukt einer
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Fanlilie A einfacher F-Algebren. Wie in (1.2) beschrieben, sei A disjunkte \Tereinigung
der Forn1 A = Ao uU. Dabei besteht U aus allen Algebren A, auf denen die syruplektische
Involution I zu einer Involution der zweiten Art restringiert. Anders gesagt bestellt U aus
allen Aigebren A in A, für die C;(1)(A) die unitäre Gruppe (über F) zu A ist.

Die Taruagawazahlen der Zentralisatoren von s in GSp(2n) und 5p(2n) respektive berech­
nen sich dann wiefolgt.

(4.2) Satz: Die T(L1nagawazahl des Zentralisators CSp (2n){S) von s in der 5p(2n) ist
gegeben durch

(4.3) Satz: Die Tarnaga'wazahl des ZentnLlisators CCSp (2n)(S) von s in der GSp(2n,) ist
gegeben durch

2#U

[Fu : F]'

Dabei ist Fu der Klassenkörper zur GT'llppe

u = F* . n{.Op n f\lZ(A)/Z+(A) (JJZ(A)) : A EU}

'Und es bezeichnet Z+(A) f7'ir A in U den Fixkörper der symplektischen Invol'Ution I im
Zentrum Z(A) von. A. Den von den. Zentren Z(A) aller der A in U mit [Z(A) : F] = 2
erzeugten Körper enthält Fu als Teilkörper.

Den Beweisen dieser heiden Sätze voranstellen wollen wir einige technische Resultate.

(4.4) Lenllua: Seien E eine endliche abelsche Erweiterung des Z(Lhlkörpers Fund
(G~,JE der durch die Exaktheit der S eq'Uenz

1---+R'E/F((G~n )E)---+R'E/ F (Gm)E~ (G m )F---+1

definierte Torus m,it 1\T der Weilrestriktion der K örpernorrn von E nach F. Dann gilt

T ((GI) ) _ [E : F]
F 111 E - # kerl (E, (G~JE) .

Insbesondere ist T((G~JE) = [E : F], wenn E eine zyklische Erweiterung von Fist.

\~Tie in (2.3) belnerkt is t ker I (F, (G ~l ) E) trivial, wenn E zyklisch über F ist. Eingesetzt
in die allgelneine Fonncl des Leuunas zeigt das die zweite Aussage.

Die Fonnel für die Talnagawazahl von (G~,JE erhalten wir aus der Fornlel (3.8) von Ono.
Für unserere Zwecke sind dort einzig die Zählertenue relevant. Deren \~Terte bestiruluen
wir separat in1 folgenden klassenkc>rpertheoretischen

(4.5) Lenuua: In der Situation von (4.4) gelten folgende A7lssagen

(1) Die Hasseabbild71ng h1
: Hl(F,RE/F((G~n)E))---+Hl(!AF,RE/F((G~l)E)) h(Lt eznen

Z7tr Gruppe .0F / F* . lVE/ F('OE) isomo17Jhen Kokern der Kardinalität [E : F].
(2) Die beiden Gr'lLppen H 2(!A F, RE/F((G~l )E)) und H~(F, RE/F((G~ )E)) sind trivial.
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Als Teilsequenzen von langen exakten I<oholll0logiesequenzen und nach Hilbert 90 sind
nä,Illlich die Zeilen des korulnutativcn Diagrannlls

1 1 1 1

1 1 N E / F 1 1
1 ---+ (E *)1 ---+ E * ~ P * ---+ H I (F, RE; F ( ( G ~JE)) ---+ 1

Ih ü l"~ Ih~~ llt l

I N E / F
l-r JJE ---+ JJE ----+ .UF ---+ H 1 (lAF,RE;F( (G~l)E)) ---+ 1

1 1. N S / F 1 1
1---+ koker( hO) ---+.nE j E*~ .nF' j P* ---+ koker(h1

) ---+ 1

1 1 1 1
1 1 1 1

exakt. Nach I<onstruktion sind seine Spalten exakt. SOluit ist koker(h 1) isoluorph zum
Quotienten der Idelklassengruppe .nF j P* nach deIn Bild von N B / F( JJE) in ihr. Die erste
Aussage des LemInas erhalten wir jetzt aus deIn Reziprozitätsgesetz von Artin [Neu, p.94,
Theorelll (6.5)).
VUl die zweite Aussage zu beweisen, betrachten wir die Teilsequenz

l---+H2(F, RE/F((G~)E))---+H2(p, R E / F (Gm)E)~ H 2(F, (Gm)F)

der langen exakten I(ohoruologiesequenz zur (G~n)E definierenden exakten Sequenz. Vlir
behaupten, daß N 2 injektiv ist. Bezeichne für alle n dazu explizit shn : Hll(E, (Gm)E)
---+Hn(F, R E / F (Gm)E) den Isonl0rphis111US aus denl Len11ua von Shapiro [Sh, p.29ff]'.
Die I(omposition der Abbildungen

HO(E, (Gm)E) ~HO(F,R'E/F (Gm)E) ~HO(P, (Gm)F)

ist dann die Einbettung von E* auf der Diagonalen gefolgt von der Norn1abbildung, die
über alle Einbettungen von E nach F nlittelt. Sie ist also die I<örpernorm von E* nach
F*. Aus Funktorialitätsgründen ist deshalb nach [Sh, p.33f, Proposition 8] für alle nicht­
negativen g8J1Zen Zahlen 11. die Kon1position der Abbildungen

Hfl(E, (Gm)E) ~Hn(F,R'E/F (Gm)E) ~Hn(F, (Gm)F)

die I(orestriktionsabbilclung GfO'1'n : HH(E, (Gm)E) ---+ HH(F, (Gm)F). Iru lokalen Fall
ist die Abbildung C01'2 : H2(E, (G m )B)---+H2 (F, (Gm)F) nach [SeLF, p.167, Proposi­
tion 1) injektiv. Da 8hz bijektiv ist, ist lV2 irn lokalen Fall injektiv. Insbesondere ver­
sehwindet daher H 2

( Fv , RE; F((G ~n ) E)) für alle SteIlen v von F. Deshalbis t die Gruppe
H 2 (1A F, RE/F((G:n)E)) = EBv HZ(Pv , R.E/F((G:rJE)) trivial. Weiterhin ist das Di~granl1n

1

1
1~ H 2 (F, REJ;F((G:11 )E)) ----+ HZ(F, RE/ F (Gm)E)

1 lhk
1~ H 2 (1AF, R'E/F((G~n )E)) ----+ H 2(1AF, R E / F (Gm)E)

l illvE linvs
id

QjZ ----+ QjZ

1
1
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kOlnnultativ und hat exakte Zeilen. Nach dern Hauptsatz der Aigebrentheorie (2.8) ist
seine letzte Spalte exakt. Da H 2 (lAF, RE /F(( G~I1) E)) trivial ist, liegt jedes Element aus
H2(F,RE/F((G~n)E)) inl Kern von h~. Folglich verschwindet auch diese Gruppe. Das
beendet den Beweis von (4.5).

IIn folgenden Resultat iibernehnlen wir die Notation von (1.2).

(4.6) Lenll11a: Die Tamaga'Wazahlen der Gr·ltppen SL(A), GL(A), Sp(A), GSp(A) und
SU(A) sind Eins. Es gilt 7(U(A)) = 2.

Daß die Talnagawazahlen von SL(A), Sp(A) und SU(A) Eins sind erhält nlan aus der Ver­
Inutung von Weil (3.3). Die Tanlagawazahlen cler restlichen Gruppen werden nach (3.7)
berechnet.

\Vir notieren dazu, daß Gruppen G Init Gder = G wie SL(A), Sp(A) und SU(A) nur
triviale Charaktere besitzen. \'\leiter ist die erste Galoiskoholnologie der Gruppen SL(E)
und 5p(E) trivial, so daß sie insbesondere das Hasseprinzip erfüllen. Die Gruppen SU(E)
erfüllen nach [Kn, p.77, Theorenl 1] das Hasseprinzip und ihre erste Galoiskoholnologie
ist trivial über allen nichtarchitnedischen !(örpern nach [Kn, p. 60, Theorenl 1].

Daß die TaInagawazahlen von GL(A) und GSp(A) Eins sind folgt jetzt, indeln Inan auf
die exakten Sequenzen

RN
l---+SL(A) ----+ GL(A) ----+ G m ---+1

und

r( C) = I ( · ) I .koker )[*(C)(F)~ )[* (C(I))(F) . [.OK : J{* . J-l( Gf(lÄ F ))]

(2)

l---+Sp(A) ----+ G5p(A)~ G m ---+1

respektive (3.7) anwendet. "ViI' berechnen die Tamagawazahl der unitären Gruppe U(A).
"Vegen der exakten Sequenz l---+SU(A)---+U(A)---+G:n---+1 gilt hier nach (3.7)

7(U(A)) = r(G~).

Bezeichnen Z das Zentrum von A und Z+ den Fixkörper von JA in Z, ist dabei G~n

präziser durch die Exaktheit der Sequenz

l---+Rz/z+((G:n)z) ----+R,z/z+ (Gm)z~ (G m )z+---+l

definiert. Dabei ist 1\r die vVeilrestriktion der Körpernonn von Z nach Z+. Wegen
[Z : Z+] = 2 folgt so die Aussage des Lenunas aus (4.4).

Beweis von Satz (4.2): Die Struktur des Zel1tralisators von s in der Sp(2n) haben wir
in (1.4) beschrieben. Er ist isornorph zu eineIn Produkt von (inneren Fannen) speziell
linearer, sYInplektischer und unitä,rer Gruppen. Die Aussage des Satzes ergibt sich Inithin
aus dern vorangehenden Lemlna (4.6).

Beweis von Satz (4.3): \Vir berechnen die Tamagawazahl des Zentralisators von s in
der GSp(2n) aus eIer exakten Sequenz

(1) 1----+ C (1) = CSp (211 ) ( S )~ C = GfG Sp (2 Tl) ( S )~ ( G 111 ) l\' ----+ 1

über F definierter reduktiver Gruppen. Nach (3.6) gilt zuerst allgelllein

7(C( 1)) . T (( Gm)F) ·Iker(kerl (F, Gf(l))~ kerl (F, C)) I
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Vlir notieren die offensichtlichen Vereinfachungen. Nach (2.5) erfüllt CO) das Hasseprin­
zip. Weiter hat (Gm )/..:" die Tanlagawazahl Eins. Die Tamagawazahl von Gl(l) haben wir
in (4.2) angegeben. Zu bestinlnlen bleiben daher die heiden Nennerausclrücke.

\·Vir behaupten #koker(e*) = 1. Die zu (1) duale Sequenz

l~)C*(Gm)-+)(*(C)-r)(*(C())-tl

von Charaktergruppen ist eine exakte Sequenz von Gal( FIF)-110duln. \\Tegen X* (Gm) :::::
Z verschwindet die erste Koholnologiegruppc von X* (Gm) nach [Sh, p.36]. Die lange
exakte I<ohomologiesequenz zeigt so, daß koker(e*) trivial ist.

\Vir bestinunen den Index [,8/\" : ](* ·ll(C(lA F ))]. Als ersten Schritt behaupten wir dazu

(3) f1( C(lA F )) = n{JJF n lVZ(A)/Z+(A)( JJZ(A») : A EU}.
Hierzu erinnern wir, daß C Teilgruppe des Produktes über A in A der in (1.2) konstru­
ierten Gruppen G(A) ist. Folglich ist IJ(C(lA F )) identisch nüt den1 Schnitt über A in A
von {lA(G(A)(/A F )). Die erste Galoiskoholnologie von Sp(A) und 5L(A) verschwindet, so
daß auf diesen Faktoren p surjektiv auf JJF ist. Zu untersuchen bleiben daher die Grup­
pen zu A in U. Es sei hierfür weiter daran erinnert, daß jede qruppe G(A) fast direktes
Produkt ihres Zentrtuns und ihrer derivierten Gruppe ist. Der Ahnlichkeitscharakter des
Zentrluns jeder Gruppe G(A) zu A in U ist eine Restriktion der I(örpernonn N Z(A)/Z+(A)'

Als Konsequenz erhalten wir so (3). Es sei belnerkt, daß n1an inl Fall [Z(A) : FJ = 2 in
(3) als Schnitte jeweils die Nornlengruppen 1\TZ(A)j F( JJZ(A») erhält.

\Vir behaupten in einein zwei ten Schri t t ~ daß F* . f.L (C (lA F ) ) Nofluengruppe einer abelschen
Erweiterung von F ist. Zuerst hat F*· p(C(lAF)) endlichen Index in JJp, da alle anderen
Tenne in (2) endlich sind. Zu zeigen ist deshalb, daß sie auch offen in JJF / F* ist. Nach
deIn Existenzsatz der Klassenkörpertheorie [Neu, p.96, TheoreIn (7.1)] ist F * . f1 (C(lA F' ) )

dann NOflnengruppe einer abelschen Erweiterung von F wie behauptet.

Für den Beweis, eIaß F* . IJ (C (lA F )) offen is t, sei 5 die Menge aller SteIlen von F, die
in einem der I<örper Z(A) nlit A in U verzweigt sind. Sie ist endlich. Wir fixieren eine
Algebra A in U sowie Stellen v in F, V in Z+ = Z+(A) über v und Hf in Z = Z(A)
über 1/ . Für v nicht in 5 ist Z~t' ullverzweigt über F u und danüt ullverzweigt über zt.
Nach [SeLF, p.S2, Corollary) oeIer [Neu, pAS, Corollary (lA)] sind in dieser Situation
die Einheiten U(zt) von zt das Bild von U(ZIV) unter eIer lokalen Norm von ZIV auf
zt. Die Einheiten von F v liegen dann offenbar in den Einheiten von Fv. Als I<onsequenz
dieser Beobachtung liegt das Produkt

U(5) = 11{U(Fv ) : v rt 5}

in F* . f.l (C(lAF)). Jetzt greift aber ein Arglunent zUln Beweis des Existenzsatzes in [Ne u,
p. 97] Inutatis nnItandis. Wir skizzieren es. Habe F* . f.l (C(lA p )) Index 1TI in JJF·. Dann
liegt TI {(F:) m : v E 5} in F* . {l (C (lA F )). Zu zeigen ist daher, daß

U(5) x 11{(F,;rn
: v E 5}

eine Nonnengruppe F* . 1\TL j F ( JJ/J zu einer abelschen Erwei terung L von F enthält. \·Vir
können dabei 5 ~nenfalls vergrößern. Sind die m.-ten Einheitswurzcln pm in F ent­
halten, hat F( VF( 5)) diese Eigenschaft. Dabei bezeichnet F( 5) die 5-Einheiten in F*.
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Andernfalls adjungiere man pm zu P und erhält die zyklotonlische Erweiterung P' von
F. Wählt nlaJl eine hinreichend große Stelleluuenge T in pI, die alle Stellen in P' über
S enthält, ist F' ( '\!F'(T)) eine Erweiterung L mit den gewünschen Eigenschaften. Dies
heenelet den Beweis eles Satzes
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