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Die Arbeit in der vorliegenden Fassung hat zwei Ziele. Die Motivation kommt von der
Spurformel von Arthur mit dem Endziel einer konkreten und stabilisierten Form dieser
Identitat fur gegebene reduktive Gruppen. In dieser Richtung werden in der vorliegenden
Arbeit insbesondere die Terme kohomologischer Natur in der L*-Spurformel von Arthur
fir die Gruppen symplektischer Ahnlichkeiten vollstandig bestimmt.

Das zweite Ziel der Arbeit ist allgemeinerer Natur. Konzepte wie die Gultigkeit des Has-
seprinzips oder wie Tamagawazahlen waren grundlegend fiir die Theorie der algebraischen
Gruppen und haben tiber lange Zeit die Fragestellungen dieses Gebietes gepréagt. Speziell in
der Theorie der Tamagawazahlen wurden im Fall halbeinfacher Gruppen ein befriedigender
Zustand erst durch die Arbeiten von Kottwitz Ende der achtziger Jahre erreicht. Insbeson-
dere aus der Interpretation der Tamagawazahlen als Volumina von Fundamentalbereichen
ergeben sich hier mogliche neue Anwendungen.

Wir gehen daher in Abschnitt 3 der vorliegenden Arbeit genauer auf Tamagawazahlen und
Methoden zu ihrer konkreten Berechnung ein. Im vierten Abschnitt wenden wir diese Re-
sultate an und berechnen die Tamagawazahlen der Zentralisatoren halbeinfacher Elemente
in den Gruppen symplektischer Ahnlichkeiten und den symplektischen Gruppen. Das setzt
einmal die Kenntnis der Struktur dieser Zentralisatoren voraus. Zum anderern fithren die
Rechnungen insbesondere auf die Frage nach der Gultigkeit des Hasseprinzips fur die Zen-
tralisatoren halbeinfacher Elemente dieser Gruppen. In Abschnitt 1 dieser Arbeit klaren
wir die Struktur der Zentralisatoren oben und beweisen in Abschnitt 2, da fiir sie das
Hasseprinzip gilt.

Diese Arbeit entstand wahrend eines Aufenthaltes am Max—Planck—Institut fur Mathema-
tik in Bonn. Der Autor bedankt sich herzlich fiir die Unterstiitzung durch ein Post-Doc
Stipendium des MPI und fur die ithm am Institut gewahrte Gastfreundschaft.
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0. Notation:  Falls nicht anders gesagt, sei F' im folgenden ein Zahlkérper. Es be-
zeichnet I die Involution auf den 2n x 2n Matrizen M (2n, F') mit Eintragen in F, die
durch

_oy=1.t, . (0 =E,
Ig)=J g-J mit J—(En 0

gegeben ist. Die Gruppe GSp(2n, F) der symplektischen Ahnlichkeiten ist die Menge aller
gin M(2n,F), soda 'g- J g = u(g) - J oder dazu dquivalent I(g) - g = u(g) - Eq, fir
w(g) in F* gilt. Die symplektische Gruppe Sp(2n, F') besteht aus allen Elementen ¢ der
GSp(2n, F) mit Ahnlickeitsfaktor p(g) = 1.

1. Die Struktur der Zentralisatoren halbeinfacher Elemente der GSp(2n): Ziel
dieses Abschnittes ist die Klassifikation der stabilen Konjugationsklassen der Zentralisa-
toren halbeinfacher, F-rationaler Elemente in der Gruppe GS5p(2n). Die Ergebnisse dieses
Abschnittes gelten allgemeiner bereits fiir einen perfekten Kérper. Sei im folgenden aber
F ein Zahlkorper. Unsere Analyse basiert auf folgendem Resultat:

(1.1) Satz: Sei s cin halbeinfaches, F-rationales Element der GSp(2n). Der Zentra-
lisator von s in den 2n x 2n Matrizen M(2n,F) ist eine halbeinfache F-Algebra, die
invariant ist unter der symplektischen Involution I auf M{(2n, F).

Der Zentralisator von s in A = M(2n, F') ist namlich identisch mit dem Zentralisator in
A der von s in A erzeugten Teilalgebra F[s]. Diese wiederum ist isomorph zu F[X] mo-
dulo dem von dem charakteristischen Polynom von s erzeugten Ideal. Insbesondere ist die
Algebra F[s] damit halbeinfach. Der Zentralisator einer halbeinfachen Teilalgebra einer
zentralen, einfachen Algebra ist wieder halbeinfach. Das zeigt die erste Aussage des Satzes.
Die zweite Aussage ist klar.

(1.2) Definitionen und grundlegende Konstruktionen: Sei s ein im folgenden fix-
iertes F-rationales, halbeinfaches Element aus der GSp(2n).

Die Indexmenge 4 und ihre Komponenten ¢/, S, G: Der Zentralisator Cy;(2p, 5)(3)
von s in M(2n, F) ist eine halbeinfache Algebra nach (1.1). Er sei das direkte Produkt
der Familie A einfacher F-Algebren:

(1) Chrtgzn,py(s) = [J{4: A € A},

Wir zerlegen A in drei disjunkte Teilmengen. Als Involution restringiert namlich I fur
jede Algebra aus A entweder zu einem Automorphismus /4 von A oder bildet A auf emen
anderen direkten Summanden aus A ab. Im letzten Fall sei (A, I{A)) aus G. Wir unter-
scheiden im ersten Fall weiter, ob I4 trivial auf dem Zentrum Z4 = Z(A) von A ist oder
nicht. Restringiert 7,4 zu einem Automorphismus der Ordnung zwei von Z 4, dann sei A
aus U. Ist T4 trivial auf Z 4, dann sei A aus S. Auf diese Weise stellen wir A als disjunkte
Vereinigung in der Form

(2) A=g|Js|Ju
dar. Die Vereinigung von i und S bezeichnen wir mit A,yy.
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Die Gruppen G(E) und GU(E): Sci E einc unter I invariante {—Algebra. Bezeichne
Ig die Restriktion von I auf E. Dann seien G(E) = G(E, Ig) und G'V(E) = GU(E, I)

die fiir jede kommutative F-Algebra ' durch
(3) GEYK)={t € EQr K :(Ig@idy)(z) =z € K*},
(4) GOENE)={2 € EQr L :(Ig®idy)(z) z =1y}

gegebenen algebraischen Gruppen iiber F. Fiir jedes Element z aus G(E)(R) seil p(z) =
(Ig @ idy)(z) - z. Der so definierte Ahnlichkeitscharakter i von G(E) ist ein Morphismus
lber F' definierter algebraischer Gruppen. Folgende Sequenz ist exakt

(5) 1— 5 G(E)—— G(B) 5 (Gp)r —— 1.

Diskussion der Gruppen G(4) zu A in A:  Wir beginnen unsere Diskussion mit
den Gruppen G(A) zu (A,I(A)) aus G. Hier ist A @ I{A) invariant unter I und es gilt
I(a,b) = (1(b),I(a)). Zu losen ist so i = I(b)a = I(a)b fur p aus F*. Daher definiert

(6) Ry, yp(GL(A)) X (Gun)r —— G(A)(F), (ayu) — (a, - I(a™)),

einen Isomorphismus {iher F' definierter algebraischer Gruppen. Nach geeigneter Wahl
einer Basis ldsst sich dabei I(g) = 'g voraussetzen. Weiter ist GL(A) die fir jede kom-
mutative Za—-Algebra I durch GL(A)(K) = (A®z(a) IV)* gegebene allgemeine lineare
Gruppe zu A. Sie ist definiert Uber Z4. Die spezielle lineare Gruppe SL(A) zu A
ist definiert als der Kern der reduzierten Norm RN von A in GL(A). Ihre Weilrestriktion
von Z(A) auf F ist insbesondere die derivierte Gruppe G{(4) von G(A4).

Die Konstruktion der Gruppen zu Algebren A aus A,,, unterteilen wir in jeweils zwei
Schritten.Zuerst wird die Multiplikatorgleichung p¢ = I(z)e fir ¢ im Zentrum von A gelost.
Wie in (3) und (4) beschrieben erhalten wir so die Gruppen H()(A) und H(A). Diese
sind iiber dem Fixkorper ZF von 14 im Zentrum Z,4 von A definiert.

Liegt Ain U, dann ist H(A) = GU(A) die Gruppe der unitaren Ahnlichkeiten. Fiir
AinS werdcn wir zeigen, dafl 4 nicht vom orthogonalen Typ ist. Somit ist dann
H(A) = GSp(A), die Gruppe der symplektischen Ahnlichkeiten zu A, eine Gruppe
tuber Z, = Zj{ Als Gruppen H(l)(A) erhalt man die unitare Gruppe U( ) und die
symplektische Gruppe Sp(A) respektive.

Die tiber F' definierten Gruppen G(A) = G(A, 14) erhalt manin einem zweiten Konstruk-
tionsschritt. Intuitiv ist G(A4) die F-Gruppe, deren F-wertigen Punkte das Urbild von
F* in H(A)(Z}) unter p sind. Praziser ist G(A) definiert als die F~Gruppe, die folgendes
Pullback-Diagramm mit exakten Zeilen

1 —— Rz+/p(HV(4)) —— G(A) _Ha, (Gm)r — 1

(7 | Les La

l]—— RZ+/F(H(1)(A)) — RZ-F/F‘(H(A)) __L> RZ+/‘F (Gm)Z-{- —1

kommutativ macht. Dabel bezeichnet e, die kanonische Inklusion und Apg ist die Ein-
bettung von (G,)r auf der Diagonalen von Ryz+/p (Guwm)z+. Insbesondere gilt dann
GW(A) = Rz+/p(HV(A)).

Die beiden Haupresultate dieses Abschnittes formulieren sich jetzt wiefolgt.
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(1.3) GSp—Klassifikationssatz: Der Zentralisator Cgsp(an)(s) des F-rationalen, halb-
einfachen Elementes s in der GSp(2n) hat folgende Struktur: Die Abbildung

$: Caue x [[ {RZA/F(GL(A))‘: A€ G} ——Caspanm(s)
(a, (“A)Aeg) — (a, (cr,E,,u(a) - I(azl)) Aeg)

ist ein Isomorphismus tiber F definierter algebraischer Gruppen. Im Fall F = G sei dabes
Cout = (Gm)r und p sei die identische Abbildung von (G,,)F in sich. Andernfalls 1st
Caut defintert durch folgendes kommutative Pullback-Diagramm. mit ezakien Zeilen

l— HAGA“; G(l)(A) — Cnu! —'—“—> (Gm)F — 1]

! e

I pa
1 _’nAeA G4 _’HAG.A G(A) —% HAeA.u. (Gm)r— 1.

aut

Dabei bezeichne o den Ahnlichkeitscharakter und A sei die Ewnbettung von (Gp)r auf der
Diagonalen von II{(G,,)r : A € Ayui}. Insbesondere restringiert I auf einer Algebra A in
Aauy nur dann zu einer symplektischen Involution, wenn A nicht kommutativ 1st.

(1.4) Sp—Klassifikationssatz: Sei s ein F-rationales, halbeinfaches Element der
GSp(2n). Dann st

l— CSp(2n)(S) B— CG'Sp(2n)(5) —#:' (Gm)F —1

eine ezakte Sequenz uber F definierter, zusammenhangender algebraischer Gruppen. Fiur
den Zentralisator Cgyia,)(8) von s in der Sp(2n) gilt

Cspan)(s) = [[ Rza/r(Sp(4)) x [] Ry+,p(U(A)) x II Bz./r(GL(A)).
AeS Aeld AeG

Ingbesondere ist die derwierte Gruppe jedes Zentralisators in GSp(2n) eines F-rationalen,
halbeinfachen Elementes der GSp(2n) einfach zusammenhdngend und zusammenhdngend.

Beweis von (1.3) und (1.4): Zu zeigen bleibt hier nur, daf 14 fiir jede Algebra A in
S nicht orthogonal ist und daf keine Algebra in § kommutativ ist. Dazu notieren wir
zuerst, daB der Schnitt C1) des Zentralisators von s in GSp(2n) mit Sp(2n) wieder zu-
sammenhéngend ist: Uber dem algebraischen Abschlufi von F schreibt man dafiir s als
Produkt eines Elementes des Zentrums von GSp(2n) und eines Elementes sp aus Sp(2n).
Dann ist C1) identisch mit dem Zentralisator in Sp(2n) von sg. Nach dem Satz von
Steinberg ist CV) daher zusammenhingend.

Jetzt ist C(V {iber F isomorph zu dem Produkt der Gruppen G™(A) mit A in A. Aus-
zuschlieBen ist deshalb, da eine der Gruppen G(A4) zu A in § Form einer speziellen
orthogonalen Gruppe ist. Dies kann uber dem algebraischen Abschluf3l von F' entschieden
werden. Daher liege s bereits im zerfallenden maximalen Torus Ty, von GSp(2n). Gelte
explizit s = diag(ea, ..., an, p1a] 1, part). Damn ist CV der Zentralisator in Sp(2n)
von 8¢ = diag(ay, ..., an, al_l, o a ) Die Wurzeln ®(s) von Cgsp2a)(s) beztuglich Typris
sind genau die Wurzeln von GSp(2n) bestiglich Typiir, in deren Kern s enthalten ist. Sie
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restringieren zu verschiedenen Wurzeln auf Sp(2n). Diese bilden die Wurzeln ®(sg) von
C™) beziiglich des zerfallenden maximalen Torus der Sp(2n).

Auf jeder Teilalgebra der Liealgebra von Sp(2n), die zu einem einfachen Faktor A des
Zentralisators C') von sq in der Sp(2n) gehért, restringiert das ad-invarianten Skalarpro-
dukt < -,- > auf der Liealgebra der Sp(2n) zu einer ad-invarianten, nicht ausgearteten
Form. Die Cartanzahlen von G)(A) und die Kanten des Dynkindiagrammes von G(!)( A)
werden auf diese Weise bereits durch das Sp(2n)-Wurzelsystem bestimmt. Es existiert
keine Einbettung eines Bj—Wurzelsystems mit & > 3 oder Dyp—Wurzelsystems mit & > 4
in ein C,-Wurzelsystem. Damit ist jeder einfache Faktor des Zentralisators C!} Form
entweder einer speziell linearen oder einer symplektischen Gruppe. Da die einzige kommu-
tative symplektische Gruppe g2 nicht zusammenhéngend ist, folgt hieraus auch, dafl jede
Algebra in § nicht kommutativ ist. Das beendet den Beweis der beiden Satze.

2. Das Hasseprinzip fur die Zentralisatoren halbeinfacher Elemente von
GSp(2n)(F):  Ziel dieses Abschnittes ist insbesondere, die Giiltigkeit des Hasseprin-
zips fir die Zentralisatoren halbeinfacher, F-rationaler Elemente von GSp(2n) zu zeigen.
Fir jede Stelle v des Zahlkorpers F sei im folgenden eine Einbettung der Zerlegungsgruppe

von v in Gal(F|F) fixiert.
(2.1) Definitionen: Sei G eine iiber F' definierte lineare algebraische Gruppe. Fur alle
nichtnegativen ganzen Zahlen n sei, wenn sinnvoll,

(1) RE : HY(F,G) — HvH"(Fv, G)

das Produkt der Restriktionsabbildungen i} : H*(F,G)— H"(F,,G). Dabei lauft v tber
alle Stellen von F. Den Kern von A bezeichnen wir mit ker” (F, G).

Sei G zusatzlich zusammenhangend. Dann liegt nach [Oe, pp.47f] zuerst das Bild jeder Ab-
bildung A%, im Koprodukt von H"(F,,G). Dieses Koprodukt ist weiter zu H"(Ar,G) =
H™(Gal(F|F), G(/AF)) isomorph. Somit gilt

(2) ker™(F,G) = kex(H"(F,G)— [[ H"(F.,G)) = ker(H"(F,G)—H"(AF,G)).

Dabei sei G stets zusatzlich kommutativ im Fall n > 2. Die Abbildung h{; bezeichnen
wir als die Hasseabbildung von G. Fir die Gruppe G gilt das Hasseprinzip, wenn
ker!(F, G) trivial, also die Hasseabbildung von G injektiv ist.

(2.2) Dem Begriff des Hasseprinzips fir algebraische Gruppen liegt der Normensatz
von Hasse [Neu, p.89, Corollary (5.2)] zugrunde: sei L eine zyklische Erweiterung des
Zahlkorpers F. Genau dann ist ein Element von F' Norm eines Elementes aus L, wenn es
fiir jede Stelle v in F' und alle Stellen w in L, die iiber v liegen, Norm in I{,, eines Elementes
von L., ist.

(2.3) Bemerkung:  Fiir jede zyklische Korpererweiterung Z von F erfiillt nach dem
Normensatz von Hasse die durch die Exaktheit der Sequenz

N
1_>R-Z/P'((G}n )Z) ——}Rz/p (Gm)z ﬂ}'((_-1"1,,.7,)1?—”.
definierte Gruppe Rz, ((G},)z) das Hasseprinzip.

Hauptsachliches Ziel dieses Abschnittes ist jetzt ein Beweis folgender beider Resultate
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(2.4) Satz: Jeder Zentralisator in der Gruppe GSp(2n) eines halbeinfachen, F-ratio-
nalen Elementes der Gruppe GSp(2n) erfillt das Hasseprinzip. '

(2.5) Satz: Jeder Zentralisator in der Gruppe Sp(2n) eines halbeinfachen, F-rationalen
Elementes der Gruppe GSp(2n) erfullt das Hasseprinzip.

Im Rest dieses Abschnittes iibernehmen wir die Bezeichnungen und Konventionen von
Abschnitt 1. Weiter bezeichnen C den Zentralisator in GSp(2n) des F-rationalen, halb-
einfachen Elementes s der G:Sp(2n) und C!) den durch die Exaktheit von

1—CcW 5L 5 (Gp)r—1
gegebene Zentralisator von s in der Sp(2n).

Wir benutzten zwel weitere Resultate im Beweis der beiden Satze. Da diese Resultate von
unabhangigem Interesse sind, gehen wir zunachst auf sie ein.

(2.6) Lemuma: Se: G eine tber dem Zahlkorper F definierte, zusammmenhdngende reduk-
tive Gruppe. Wenn es eine zyklische Erweiterung E von F gibt, so daff Gal(E|\F) trivial auf
dem Zentrum Z(CA?) der dualen Gruppe von G operiert, dann erfillt G das Hasseprinzip.
Beweise nach [Rog, p.25, 3.5.1(b)] benutzen die Verallgemeinerung der Tate-Nakayama
Dualitat auf reduktive Gruppen von Kottwitz. Wir skizzieren die Idee. Ausgangspunkt
des Argumentes ist die Beobachtung

ker! (F,G) = ker'(F, Z(G))?

von Kottwitz. Da E trivial auf Z(é) operiert, gilt H!(E, Z(G‘)) = Hom(Ga‘l(E1E)IZ(G’)).
Die gleiche Identitat gilt fir alle Lokalisierungen von F. Nach Tschebotarev ist da-
mit ker'(E, Z(G)) trivial. Die Inflation-Restriktion Sequenz zeigt ker'(F,Z(G)) =
kerl(E/F,Z(@)). Die letzte Gruppe ist wieder nach Tschebotarev trivial. Dies been-
det den Beweis von (2.6).

(2.7) Lemma: Jede unitire Gruppe U(E) und jede Gruppe GU(E) unitérer Ahnlich-

keiten erfullt das Hasseprinzip.

Wir erinnern, da 1—U(E)—GU(E)—(G,,)r—1 in der Notation von (1.2) exakt
ist. Nach [KoSTF, p.616, (3.8.1)] ist dann die assoziierte Sequenz von Zentren der dualen

Gruppen
1—Z(Gw)n")—Z(GU(E)" ) —Z(U(E)")—1

exakt. Das Lemma ist so eine Konsequenz von (2.6).

Beweis von Satz (2.5): Nach (1.4) ist C(V isomorph zu einem Produkt von Formen
speziell linearer, symplektischer und unitarer Gruppen. Die erste Galoiskohomolagie von
Formen speziell linearer und symplektischer Gruppen ist trivial. Satz (2.5) resultiert somit
aus Lemma (2.7).

Beweis von Satz (2.4):  Wir zeigen, daf} die Gultigkeit des Hasseprinzips fiir C aus
der Giiltigkeit des Hasseprinzips fiir C(!) folgt. Unser Argument basiert auf der Exaktheit
folgender Sequenz algebraischer Gruppen

1—)#2—)0(1) X (Gm)F_m—>C—)l7
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wobel m die durch m(¢, A) = (A-idg,) - ¢ definierte Abbildung ist. Das folgende Diagramm
aus den assozilerten Hasseabbildungen ist dann kommutativ

1 1 1

l ! l

ker' (F, jt2) — ker'(F,C) x (G )r) — ker' (F,C) —— ker®(F, j12)

| l l

HY(F,u2) — HY(F,CM x (G,)r) — HY(F,C) —— HY(F,u)

| |

HY(Ap, pz)— HY (Bp, C) x (G p)—s H' (g, C) —22 H(Ap, p12)

— =

und seine Zeilen und Spalten sind exakt. Nach (2.6) gilt das Hasseprinzip fiir C) und
HY(F,(G,,)F) ist trivial nach Hilbert 90. Der Verbindungshomomorphismus § induziert
daher eine Injektion ker' (F,C)— ker®(F, ). Der Satz folgt jetzt aus der bekannten
Tatsache, daf pus das Hasseprinzip fir H? erfiillt. Wir erinnern an den Beweis dieses
Resultates. Wegen der exakten Sequenz

l—rps —— (G F Einia (Gm)r—1

ist H%(F, py) isomorph zur Gruppe der Elemente der Ordnung zwei in der Brauergruppe
H%(F,(Gn)F) von F. Analog gilt H2(F,,p2) = H?(F,(G)r)2 fir jede Stelle v von F'.
Folglich liegt ker®(F, us) in ker*(F,(G,,)r). Das beendet jetzt den Beweis, denn diese
letzte Gruppe ker?(F, (G, )r) ist trivial nach dem

(2.8) Hauptsatz der Algebrentheorie: Fir jeden Zahlkorper F ist die Sequenz
1—— H2(F,(Gp) ) — H2(Ap, (G ) 55 Q/Z —— 1

ezakt.

Einen Beweis dieses letzten Resultates findet man zum Beispiel in [NeuA, p.244, (5.8)].

3. Tamagawazahlen algebraischer Gruppen: Falls nicht anders gesagt, seien im
folgenden alle algebraischen Gruppen uber dem Zahlkorper F' definiert, zusammenhangend
und reduktiv.

(3.1) Definition der Tamagawazahl: Wir erinnern an die Definition der Tamagawa-
zahl einer uber F' definierten, zusammenhangenden, linearen algebraischen Gruppe G.

Fir eine F-rationale, invariante Differentialform w auf G bezeichne w, fiir jede Stelle v
von F' das von ihr auf G(F,) definierte Haarsche Mafl. Durch das konvergente Produkt

(1) dG 4 =

1
oG - /ID(F)" Hv|oo we @ Hv endlich Lo(1, xG) - wy

wird ein invariantes Mafl auf G(/Ap) definiert. Dabel bezeichne n die Dimension von G.
Die Diskriminante von F sci D(F). Weiter bezeichnet yg den Charakter des Gal(F|F)-
Moduln X*(G)(F). Bezeichnet L,(s, x) den lokalen Faktor an der Stelle v der Artinschen
L-Reihe zu x¢, dann sei schlieBlich p¢ sein Residuum an der Stelle 1.

Die freie abelsche Gruppe X*(G)(F) der iiber F definierten rationalen Charaktere auf G
habe den Rang ¢ und sei mit der Basis &;,...,&; versehen. Dann gilt inshbesondere pg =
lime—1(1 — )¢ - L(s,xq). Weiter definiert ¥ : G(Ap)—RE, z — (..., log||&(=)],...)
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einen Homomorphismus. Der Kern von ¢ sei die Teilgruppe G'(/Ar) von G(/Ar). Diese
besteht so aus allen Elementen z mit ||£(z)|| = 1 fiir alle y in X*(G)(F).

Das Tamagawamal@ sei dann das durch

(2) dGa = d(Ga/GY) - d(GY/Gr) - dGpEd(G4/GY) - dur - dGF

gegebene invariante Ma8l pp auf G'(/Ar)/G(F). Dabei seien die Masse wiefolgt: dG g sei
das Zahlma$ auf G(F). Das invariante Mafl auf G(/Ap)/G'(/Ar) mit dem LebesguemaB
auf R als BildmaB unter ¢ sei d(G/GY,).

Nach einem Satz von Borel [B, p.22, Théoréme 5.8] hat G'(/Ar)/G(F') endliches Volumen
bezliglich jedes invarianten Mafes.

Die Tamagawazahl 7(G) = 7¢(G) von G ist definiert als das Volumen von G* (AAr)/G(F)
beztiglich des TamagawamaBes jip.

(3.2) Beispiel: Die Tamagawazahlen der Gruppen (G,,)r und (G,)r sind Fins.

Das ist [WBN, p.128, VII§6, Proposition 12] und [Oe, p.25, 1(5.14)(1)]. Wesentlich tief-
liegender ist folgender

(3.3) Satz: Jede tber eimmem Zahlkérper definierte, einfach zusammenhdngende,
zusammenhangende halbeinfache Gruppe hat die Tamagawazahl Eins.

Weil zeigte dies durch explizites Rechnen fur einige klassische Gruppen und vermutete,
daB} dieser Satz allgemein richtig ist. Langlands konnte diese Vermutung von Weil far
zerfallende Gruppen zeigen. Spater verallgemeinerte Lai die Methode von Langlands auf
den quasizerfallenden Fall. Der letzte Schritt zum Beweis der Vermutung wurde von Kott-
witz Ende der 80er Jahre gemacht. Er zeigte, dafl die Tamagawazahl einer uiiber einem
Zahlkorper definierten, cinfach zusammenhangenden, zusammenhangenden halbeinfachen
Gruppe G identisch ist mit der Tamagawazahl ihrer quasizerfallenden inneren Form G*.
Sein Beweis beruht auf einem Vergleich der Spurformeln von Arthur zur G und G*, die er
an von ihm konstruierten Funktionen mit besonderen Eigenschaften auswertet.

Wir erinnern an einige funktorielle Eigenschaften der Tamagawazahlen. Fast nach Defini-
tion gilt

(3.4) Lemma: 7x(G x G') = 7 (G) - 7i(G).

Analysiert man das Verhalten aller in (1.1) eingefithrten Gruppen und Mafle unter der
Weilrestriktion, dann erhalt man nach [Oe, p.27, Théoréme I1(1.3)] das

(3.5) Lemma: Sei F ein Teilkorper des Zahlkorpers E. Dann gilt
T]\'(RE/F(G)) = TE(G)
fur jede iber E definterte, zusammenhdngende, lineare algebraische Gruppe G.
Das folgende Resultat [Oe, p.40f, Théoréme III(5.2), Théoréme III(5.3)] oder (Sans, p.74,
(10.4)] ist der Ausgangspunkt zu einer kohomologischen Deutung der Tamagawazahlen re-

duktiver Gruppen. Es zeigt weiter, dal Tamagawazahlen im allgemeinen nicht funktoriell
bezuglich kurzer exakter Sequenzen sind.



(3.6) Satz: Fir jede ezakte Sequenz 1— G © v Gy —L 3y Gy—1 tiber F definierter,
zusammenhdngender, reduktiver Gruppen qilt

rr(G2) = r(G1) - Tr(G3) - A

mit
‘ker (kerl (F,Gy) — s ker! (F, G2))‘

A= .
‘koker(X*(Gg)(F)—e—>X*(G1)(F))‘ - [Gg(/Ap)  pa(Ga(/AF)) -G3(F)]

Dabei ist X*(G)(F) fir eine dber F definierte Gruppe G die Teilgruppe aller iber F
definierten Charaktere von X*(G) = Hom(G, (G, )F)-
Eine sofortige Konsequenz von (3.6) ist nach [Sans, p.77, 10.5] folgender

(3.7) Satz: Sei 1—G1—G,—G3—1 emne ezakte Sequenz tber dem Zahlkorper F
definierter, zusammenhdngender reduktiver Gruppen. Dann gilt

rr(Ga) = i
Hkoker (X*(G2)(F)—— X*(G1)(F)) ’

wenn Gy das Hasseprinzip erfillt und HY(F,,G,) trivial st fir alle endlichen Stellen v
von F.

Beweisskizze fiir Satz (3.6): Ein spiteres Argument wird entscheidend auf Satz (3.6)
basieren. Wir geben daher eine Beweisidee. Verwendet wird die folgende Darstellung der
Tamagawazahl einer Gruppe G:

h($(z))d(Ga/Gr(F))

[R h(t)at

fiir jede integrierbare Abbildung h auf R’ mit einem von Null verschiedenen Integral. Das
Argument basiert jetzt auf einer Integralformel von Mars, die sich in unserer Situation in
der offensichtlichen Notation zu

/ h(2(x2)) dz2 Z/ dp(:cg)/
G2(AF)/G2(F) pa(G20AR)) /(G2 F)) G1{(AFR)/GL(F)

(@) = /G(/AF)/G(F)

h{a(ze21)) dy

ibersetzt. Die Integrale auf deren rechten Seite werden sukzessiv ausgewertet. Zuerst gilt

7(G1)

h(o(zoz1)) dzy = #koker(e*)

hs(2(2z2)).
fcl(/Ap)/G;(F)

Dabei kommt #koker(e*) als Faktor durch Variablentransformation auf dem Niveau der
Gruppen X*(G;)(F) ® R = R herein. Weiter bezeichnet hy den fiir alle ¢ in R durch

]!.3(t) = f h(t + fl)dtl
R

9



gegebenen Pullback von h auf den Quotienten Rf®. Es gilt nach Konstruktion bereits
ha(a(2)) = ha(¥s(p(z2))). Fur Hy = h3 013 hat man weiter allgemein

Hi(pa(ze))dp(ze) = index(u)j Hy(z3) dus.

/pA(GQ(/Am)/p(Gz(F)) Gs(Ap)/Ga(F)

Dabei ist g die kanonische Abbildung ¢ : pa(G2(Ar))/p(G2(F))—Gs(/Ar)/G3(F) und

ndex() = AG3UAR) i pA(Ga(AF)) - Gi(F)
M= (G (F)) : Ga(F) N pa(Ga(Ar))]

Eine (offensichtliche) Diagrammjagd zeigt, da8l der Index im Nenner gleich der Kardinalitat

von ker(ker! (F, G )~ ker' (F, Gy)) ist. SchlieBlich gilt

Ha(zs)dws = T(Gg)f

Ris

h3(t3) dt3 = T(G;})/ h(fg) dtg,

/Ga(/AF)fG'a(F) R¢2

wobei sich die letzte Gleichheit nach Fubini ergibt. Tautologisches Umschreiben der linken
Seite der Integralformel von Mars beendet den Beweis.

In einem letzten Schritt soll auf eine kohomologische Interpretation der Tamagawazahlen
eingegangen werden. Wir werden in dieser Richtung folgendes Resultat benutzen.

(3.8) Satz (Ono): Die Tamagawazahl eines tber dem Zahlkorper F definierten Torus
T 1st gegeben durch :

_ | koker(hd.) | . | ker® (F,T) | _ | HY(F, X*(T)) |
| ker! (F, T) | | ker' (F,T) |

Dabei bezeichnet X*(T') die Gruppe Hom(T,(G,,)r) aller Charaktere von T.

i (T)

Beweisskizze von Satz (3.8): Wir skizzieren im folgenden einen Beweis dieses Resul-
tates nach [Oe, pp. 54ff]. Zuerst zur die Gleichheit der beiden Zahler. Die Sequenz

1—T(F) 22 T(Az) ~—— T(A5)/T(F)—>1

ist exakt. Die Exaktheit der assoziierten langen exakten I{ohomologiesequenz an den
Verbindungshomomorphismen zwischen nullter und erster sowie erster und zweiter Koho-
mologie zeigt dann, dafl

1—skoker(h}) —— H' (A, T(AF)/T(F)) — ker’(F,T)—1

exakt ist. Die Kohomologiegruppe in der Mitte ist nach Tate-Nakayama [KoSTF, p.621)
dual zu HY(F, X*(T)).

'Der eigentliche Beweis des Satzes beruht jetzt darauf, daB

| kerl(F, T) |

(T =+(T )
"T) ( )|kokerl(h%ﬂ) | ker®(F,T) |

kompatibel ist mit exakten Sequenzen: fir jede exakte Sequenz 1—T)—Th—Ty—1
von tiber F' definierten Tori ist also n(1%) = n(1y) - n(I3).

10



Setzt man das fir einen Augenblick voraus, erhalt man die Aussage des Satzes wiefolgt.
Nach (3.5) ist fiir jede endliche Erweiterung L von F' die Tamagawazahl der Weilrestrik-
tion T = Ry r (G ) mit der Tamagawazahl von (Gy,)p iber L identisch und ist damit
Eins. Weiter verschwindet die erste I\Ohomolog,legluppe von T nach Hilbert 90. Nach
dem Hauptsatz der Algebrentheorie (2.8) ist ker®( trivial. Daher ist n(T) = 1. Folg-
lich induziert 7 eine Abbildung auf den Isomorphlel\la,ssen von F-Tori, die Eins auf jeder
Weilrestriktion von (G, ), nach F ist und ihre Werte in einer kommutatlven Gruppe ohne
Torsion annimmmt. Nach den bekannten Argumenten in (Ono 4, p.126] oder [Mil, p.152]
ist (7)) =1 flir jeden F-Torus T wie im Satz behauptet.

Der Beweis der Kompatibilitat von n verwendet einige weitere Resultate aus der Tate-
Nakayama Dualitdt, auf die wir zuerst eingehen. Jeder F-Charakter von T indu-
ziert einen Homomorphismus von koker(h%) = koker(H?(F,T)—— H*(/Ap,T)) nach
koker(h%) = koker(H*(F, (G, )r)—— H*(Ap,(Gm)r)). Die Abbildung invp faktori-
siert nach dem Hauptsatz der Algebrentheorie (2.8) tiber die Brauergruppe H2(F, (G )F)
von F. Man erhalt so die Bilinearform

X*(T)(F) x koker(h%) — koker(h%) ~253 Q/Z
(v, [a)) = invr([x(a)])

mit assoziiertem Homomorphismus
Ar ¢ koker(h%) —— X*(T)(F)P = Hom(X*(T)(F),Q/Z).

Nach weiteren Resultaten der Tate-Nakayama Dualitit [KoSTF], p.622] ist Ar ein Iso-
morphismus und sind die Abbildungen A7 fir n > 3 bijektiv. Daher folgt mit einem
Argument wie zu Anfang des Beweises schliellich

H?(F,T(/A%)/T(F)) = koker(h3).

Fur den Beweis der Kompatibilitatseigenschaft von n komplettieren wir die zu den beiden
kurzen exakten Sequenzen

¢

y Ty i yTh—1

e

1—TY

und
1—T (/AF) i—)‘Tg (/AF) __p,a_) T3 (/AF)—‘}].

korrespondierende lange exakte IKKohomologiesequenz durch die Kerne und Kokerne der
Abbildungen A = hi.. Indem man die oben beschriehbenen Dualititsaussagen verwendet,
erhalt man mit

T3(F)Npa(T2(AF))
p(T2(F))

T3 (/AF)

= Tg(F)-PA (T2(/AF))

und Q. =

das kommutative Diagrammm
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1 1

l T(lF) T dﬁ\ ) !
N 3 F N '
l— @ ' HLE) A T @

l | l !

1 — ket (F,T)) — H'(F,T\) — H'(Ap,Ty) —— koker(hl) ——1

l ! l

l—ker'(F,Ty) — H'(K,Ty)— H'(Ap,Ty) —— koker(h)) — 1

l l l l

l—rker (F, 13} —— L dy) — H r,13) —— koker — 1
ker! (F, T3) HYFT HY(Ap, T koker(h}

l | l

1—ker?(F,T\) —— HYF,T\) — H*(Ap,T1) — X*(T)(F)? — 1

l 4 l l

1 —sker?(F,T) —— H*(F,T;) — H*(Ap,T2) — X*(T1)(F)P —1

L | l l

1 —rker?(F,Ty) —— HY(F,Ty) — H*(Ap,Ts) — X*(T3)(F)? — 1,

—
—t

dessen Zeilen exakt, dessen Spalten aber nicht notwendigerweise exaki sind. Das alter-
nierende Produkt der Euler-Poincaré Reithen der Zeilen ist somit Eins. Das alternierende
Produkt der Euler-Poincaré Reihen der Spalten ist einerseits gleich dem alternierenden
Produkt der Euler-Poincaré Reihen der Zeilen, also Eins. Andererseits ist es gleich dem
folgenden Ausdruck

| ker! (F, T3) | | ker?(F,Ty) | . | ker (F,Ts) 1]

(| ker! (Fre) | — ; - 2
ket (F,T1) | . | ket (F, Ts) | | ket (F, T3) |
[| koker(H2(F, Ty )—s H*(F, Ty )) @_ x [| ker(H®(Ap, Tt )—s H (Ap, T2)) |]

| koker(h3) |
| koker(h]) | . | koker(hl) |

x [| To(Ar)/Ta(F).pa(T2(Ar)) | | koker(e*) @

Es gilt koker(H?*(F,T,)— H?*(F,T3)) = ker((H*(F,T,)— H*(F,T,)). Wie oben bemerkt
sind die Abbildungen h? bijektiv. Deshalb ist ker(H?*(/Apr,T))— H*(/Ar,T3)) identisch
mit ker(H*(F,Ty)— H3(F,Ty)). Es folgt so n(12) = n(T}) - n(Ts) aus der Relation

(). 7(T) _ | Ts(AF)/Ts(F).pa(T2(Ar)) |
T(T2) | ker! (F,e) |

| koker(e®) | .

von (3.6). Das beendet den Bewelis.

4. Die Tamagawazahlen der Zentralisatoren halbeinfacher, Elemente von
GSp(2n)(F): Ziel dieses Kapitels ist es, die Tamagawazahlen der Zentralisatoren hal-
beinfacher, F-rationaler Elemente der GSp(2n) zu bestimmen. Dies reduziert sich darauf,
die Tamagawazahlen der in (1.3) aufgefiihrten Reprisentanten zu berechnen.

(4.1) Notation:  Wir fixieren im folgenden ein halbeinfaches, F-rationales Element s
von GSp(2n). Nach (1.1) ist der Zentralisator von s in M(2n, F') das direkte Produkt einer

12



Familie A einfacher F-Algebren. Wie in (1.2) beschrieben, sei A disjunkte Vereinigung
der Form A = Ao UU. Dabei besteht I/ aus allen Algebren A, auf denen die symplektische
Involution I zu einer Involution der zweiten Art restringiert. Anders gesagt besteht I aus
allen Algebren A in A, fiir die G (A) die unitire Gruppe (iiber F) zu A ist.

Die Tamagawazahlen der Zentralisatoren von s in GSp(2n) und Sp(2n) respektive berech-
nen sich dann wiefolgt.

(4.2) Satz: Dic Tamagawazahl des Zentralisators Cgp(2,)(s) von s in der Sp(2n) ist
gegeben durch

TF (C'Sp(2n)(‘s)) = 2#11_

(4.3) Satz: Die Tamagawazahl des Zentralisators Cspian)(s) von s in der GSp(2n) ist

gegeben durch
o#U

TF (C'c;s,,(zn.)(s)) = Fo: F)

Dabei ist Fy, der Klassenkorper zur Gruppe

w=F* - (Y{Ir N Nyaysz+a(Tz) - A €U}

und es bezeichnet ZT(A) fir A in U den Fizkorper der symplektischen Involution I im
Zentrum Z(A) von A. Den von den Zentren Z(A) aller der A in U mit [Z(A) : F] = 2
erzeugten Korper enthalt By als Teukorper.

Den Beweisen dieser beiden Satze voranstellen wollen wir einige technische Resultate.

(4.4) Lemma: Seien E eine endliche abelsche Erweiterung des Zahlkorpers F und
(GL)g der durch die Ezaktheit der Sequenz

1— R/ r((GL)E)—Re/r (Gm) s —— (Gm)r—1

definierte Torus mit N der Weilrestriktion der Korpernorm von E nach F. Dann qilt

- . _ [E : F]
P((G)E) #ker' (B, (GL)g)

Insbesondere st 7((Gl))g) = [E : F], wenn E eine zyklische Erweiterung von F ist.

Wie in (2.3) bemerkt ist ker' (F,(G! )g) trivial, wenn E zyklisch iiber F ist. Eingesetzt
in die allgemeine Formel des Lemmas zeigt das die zweite Aussage.

Die Formel fiir die Tamagawazahl von (G},) g erhalten wir aus der Formel (3.8) von Ono.
Fir unserere Zwecke sind dort einzig die Zahlerterme relevant. Deren Werte bestimmen
wir separat im folgenden klassenkorpertheoretischen :

(4.5) Lemma: In der Situation von (4.4) gelten folgende Aussagen

(1) Die Hasseabbildung h' : H'(F,Rp/r((G,,)E))—H'(Ar,Rg/r((Gh,)5)) hat einen
zur Gruppe Jp/F* - Ng;p(Jg) somorphen Kokern der Kardinalitit [E : F).

(2) Die berden Gruppen H*(IAp,Rg/r((G),)E)) und H*(F,Rg/r((GL,)E)) sind trivial.

=
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Als Teilsequenzen von langen exakten Kohomologiesequenzen und nach Hilbert 90 sind
namlich die Zeilen des kommutativen Diagramms

1 1 1 1

l Ng/r l

1— (E*)!) — E* —— F* — HY(F,Rg/r((GL)E)) —1

lho lh NEIF lho lhl

1— Jg' — Jg —— Jr —H'(ArRgr((GlL)E)—1

l l !

1 — koker(h®) — T/ E* 2215 gl Fr — koker(h!) —1
l | ) l
1 1 1 1

exakt. Nach Konstruktion sind seine Spalten exakt. Somit ist koker(h!) isomorph zum
Quotienten der Idelklassengruppe Jr/F* nach dem Bild von Ny, p(Jg) in ihr. Die erste
Aussage des Lemmas erhalten wir jetzt aus dem Reziprozitatsgesetz von Artin [Neu, p.94,
Theorem (6.5)].

Um die zweite Aussage zu beweisen, betrachten wir die Teilsequenz
N
1—H?*(F,Rg/r((G)E))—H*(F,Rg/r (Gm)g) —— H*(F,(Gm)r)

der langen exakten Kohomologiesequenz zur (G),)g definierenden exakten Sequenz. Wir
behaupten, da N, injektiv ist. Bezeichne flir alle n dazu explizit sh, : H*(E, (Gn)E)
—H"(F,Rg/r (Gm)g) den Isomorphismus aus dem Lemma von Shapiro [Sh, p.29ff .

Die Komposition der Abbildungen
HO(E, (Gn)p) —= H*(F,Re/r (Gm)p) =+ HO(F, (G ) )

ist dann die Einbettung von E* auf der Diagonalen gefolgt von der Normabbildung, die
uber alle Einbettungen von E nach F mittelt. Sie ist also die Korpernorm von E* nach
F*. Aus Funktorialitatsgrinden ist deshalb nach [Sh, p.33f, Proposition 8] fur a,lle nicht-
negativen ganzen Zahlen n die Ilomposition der Abbildungen
n shy n n
H™(E, (Gn)E) " H"(F, R p (G ) B) —> H"(F, (G ) F)

die Korestriktionsabbildung Cory, : H*(E,(Gn)g) — H"*(F,(Gn)r). Im lokalen Fall
ist die Abbildung Corg : Hz(E,(G,n)E)—)»HZ(F, (G,.)r) nach [SeLF, p.167, Proposi-
tion 1] injektiv. Da sh, bijektiv ist, ist N9 im lokalen Fall injektiv. Insbesondere ver-
schwindet daher H*(F,,Rp,r((G},)E)) fiir alle Stellen v von F. Deshalb ist die Gruppe

H*(Ap,Reg/r((G))E)) = @ H*(Fy,Re/r((Gh,)g)) trivial. Weiterhin ist das Diagramm
1

1] ——— H? (F RL/F(( )[‘)) g HZ(F;RE{LF’(G?TL)E)
%
L—— H(Ap, Ry r((GL)E) — HE(AF, Ryjp (Gu)E)

invg llllVE

Q/Z — sz

1

m
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kommutativ und hat exakte Zeilen. Nach dem Hauptsatz der Algebrentheorie (2.8) ist
seine letzte Spalte exakt. Da H*(Ap,Rp/r((G),)E)) trivial ist, liegt jedes Element aus
H*(F,Rg;r((G},)E)) im Kern von h%,. Folglich verschwindet auch diese Gruppe. Das
beendet den Beweis von (4.5).

Im folgenden Resultat ibernehmen wir die Notation von (1.2).
),

(4.6) Lemma: Die Tamagawazahlen der Gruppen SL(A), GL(A), Sp(A), GSp(A) und

SU(A) sind Eins. Es gilt 7(U(A)) = 2.
Da8 die Tamagawazahlen von SL(A), Sp(4) und SU(A) Eins sind erhalt man aus der Ver-

mutung von Weil (3.3). Die Tamagawazahlen der restlichen Gruppen werden nach (3.7)
berechnet.

Wir notieren dazu, dal Gruppen G mit Gg., = G wie SL(A), Sp(A) und SU(A) nur
triviale Charaktere besitzen. Weiter ist die erste Galoiskohomologie der Gruppen SL(E)
und Sp(E) trivial, so daB sie inshesondere das Hasseprinzip erfiilllen. Die Gruppen SU(E)
erfiillen nach [Kn, p.77, Theorem 1| das Hasseprinzip und ihre erste Galoiskohomologie
ist trivial {iber allen nichtarchimedischen Kérpern nach [Kn, p.60, Theorem 1].

Daf die Tamagawazahlen von GL(4) und GSp(A) Eins sind folgt jetzt, indem man auf
die exakten Sequenzen

1—SL(A) —— GL(4) 25 G, —1
und
1— Sp(A) —— GSp(A) —— G, —1

respektive (3.7) anwendet. Wir berechnen die Tamagawazahl der unitaren Gruppe U(A).
Wegen der exakten Sequenz 1—SU(A)—U(A)— G}, —1 gilt hier nach (3.7)

T(U(4)) = 7(G,).

Bezeichnen Z das Zentrum von A und Z%1 den Fixkdrper von I4 in Z, ist dabei G
préziser durch die Exaktheit der Sequenz

1—Ryz 2+ ((Gh)z) —— Rzt (Gm)z —— (G ) 24 —1

1
m

definiert. Dabei ist N die Weilrestriktion der Kérpernorm von Z nach Z*. Wegen
[Z : ZT] = 2 folgt so die Aussage des Lemmas aus (4.4).

Beweis von Satz (4.2): Die Struktur des Zentralisators von s in der Sp(2n) haben wir
in (1.4) beschrieben. Er ist isomorph zu einem Produkt von (inneren Formen) speziell
linearer, symplektischer und unitarer Gruppen. Die Aussage des Satzes ergibt sich mithin
aus dem vorangehenden Lemma (4.6).

Beweis von Satz (4.3): Wir berechnen die Tamagawazahl des Zentralisators von s in
der GSp(2n) aus der exakten Sequenz

(1) 1——CW = Copany(s) === C = Caspiany(s) —— (G )y —— 1

iiber F' definierter reduktiver Gruppen. Nach (3.6) gilt zuerst allgemein
(€Y r((Gm)F) - ker(ker] (F, C'(l))e—l) ker! (F, C)) ‘
|koker(X*(C)(F) —e'—-+X*(C(U)(F))‘ Tk K p(C(AF))]

(2) 7(C)
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Wir notieren die offensichtlichen Vereinfachungen. Nach (2.5) erfiillt C(!) das Hasseprin-
zip. Weiter hat (G,,)x die Tamagawazahl Eins. Die Tamagawazahl von CY) haben wir
in (4.2) angegeben. Zu bestimmen bleiben daher die beiden Nennerausdriicke.

Wir behaupten #koker(e*) = 1. Die zu (1) duale Sequenz
1—X*(Gp)— X (C)— X (C)—1

von Charaktergruppen ist eine exakte Sequenz von Gal(F|F)-Moduln. Wegen X*(G,,) &
Z verschwindet die erste Kohomologiegruppe von X*(G,) nach [Sh, p.36]. Die lange
exakte {ohomologiesequenz zeigt so, daB koker(e*) trivial ist. ‘

Wir bestimmen den Index [Jy : K* - t(C(/AF))]. Als ersten Schritt behaupten wir dazu

(3) p(C(AR)) = {J]F NNz szt Jza)) A€ U}-

Hierzu erinnern wir, dafl C Teilgruppe des Produktes iber A in A der in (1.2) konstru-
ierten Gruppen G(A) ist. Folglich ist p(C(Ar)) identisch mit dem Schnitt {iber A in A
von pua(G(A)(/Ar)). Die erste Galoiskohomologie von Sp(A4) und SL(A) verschwindet, so
daB auf diesen Faktoren u surjektiv auf Jp ist. Zu untersuchen bleiben daher die Grup-
pen zu A in U. Es sei hierfur weiter daran erinnert, da jede Gruppe G(A) fastdirektes
Produkt ihres Zentrums und ihrer derivierten Gruppe ist. Der Ahnlichkeitscharakter des
Zentrums jeder Gruppe G(A) zu A in U ist eine Restriktion der Korpernorm Nz 4y/z+(4)-
Als Konsequenz erhalten wir so (3). Es sei bemerkt, dal man im Fall [Z{A) : Ff =2in
(3) als Schnitte jeweils die Normengruppen Nz 4y, r(Fz(4)) erhalt.

Wir behaupten in einem zweiten Schritt, dal F* - u(C(/Ar))Normengruppe einer abelschen
Erweiterung von F ist. Zuerst hat F* - u(C(/Ar)) endlichen Index in Jr, da alle anderen
Terme in (2) endlich sind. Zu zeigen ist deshalb, daB sie auch offen in Jg/F* ist. Nach
dem Existenzsatz der Klassenkorpertheorie [Neu, p.96, Theorem (7.1)] ist F* - u(C(/Ar))
dann Normengruppe einer abelschen Erweiterung von F' wie behauptet.

Fir den Beweis, dal F* - u(C(/Ar)) offen ist, sei S die Menge aller Stellen von F', die
in einem der Koérper Z(A) mit A in U verzweigt sind. Sie ist endlich. Wir fixieren eine
Algebra A in U sowie Stellen v in F, V in Z¥ = Z1T(A) tiber v und W in Z = Z(4)
iber V. Fiir v nicht in S ist Zw unverzweigt iiber F, und damit unverzweigt {iber Z{’}.
Nach [SeLF, p.82, Corollary] oder [Neu, p.48, Corollary (1.4)] sind in dieser Situation
die Einheiten U (Z{'}) von Z;i,? das Bild von U{Zw) unter der lokalen Norm von Zw auf
Z{t. Die Einheiten von F, liegen dann offenbar in den Einheiten von Fy. Als Konsequenz
dieser Beobachtung liegt das Produkt

U(s) =[{U(F.): v ¢ S}

in F* - u(C{AF)). Jetzt greift aber ein Argument zum Beweis des Existenzsatzes in [Neu,
p-97] mutatis mutandis. Wir skizzieren es. Habe F* - u(C(/Afr)) Index m in Jp. Dann
liegt [[{(F;)™ :v € S} in F* - u(C(/AF)). Zu zeigen ist daher, dafl

US) x [[{F)™ v e S}

eine Normengruppe F* - Ny, p(J},) zu einer abelschen Erweiterung L von F' enthilt. Wir
konnen dabei S gegebenenfalls vergroern. Sind die m—ten Einheitswurzeln p,, in F ent-
halten, hat F( 3/ F(S)) diese Eigenschaft. Dabei bezeichnet F(S) die S-Einheiten in F*.
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Andernfalls adjungiere man u,, zu F und erhalt die zyklotomische Erweiterung F’ von
F. Wahlt man eine hinreichend grofie Stellenmenge T' in F’, die alle Stellen in F’ {iber
S enthalt, ist F'( %/ F/(T)) eine Erweiterung L mit den gewlinschen Eigenschaften. Dies
beendet den Beweis des Satzes
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