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Integrable Hamiltonsche Systeme und Algebraische Geometrie 

Horst Kn6rrer 

Integrable Hamiltonsche Systeme sind spezielle gewOhnliche Dif­

ferentialgleichungen, n!mlich solche, die durch Anwendung der 

"Hamilton-Jacobi-Methode" der Trennung der Variablen (siehe S1 

unten oder [A 9] 547) explizit gelOst werden kOnnen. Bei dieser 

Hamilton-Jacobi-Methode mUssen neben elementaren algebraischen 

Operationen und der Berechnung von Umkehrfunktionen auch Quadra­

turen (d.h. Bestimmung von unbestimmten Integralen) durchgefUhrt 

werden. Schon bei ganz einfachen Beispielen integrabLer Hamilton­

scher Systeme treten dabei elliptische und hyperelliptische Inte­

grale und ihre Umkehrfunktionen auf; dies deutet auf eine enge 

Beziehung zwischen integrablen Hamiltonschen Systemen und Fragen 

der Algebraischen Geometrie (insbesondere im Zusammenhang mit 

Abelschen Variet!ten) hin. In der Tat waren die im Zusammenhang 

nut Fragestellungen aus der Mechanik auftretenden Umkehrprobleme 

fUr elliptische und hyperelliptische Integrale eine der Motiva­

tionen fUr die Entwicklung der Theorie der elliptischen und hyper­

elliptischen Funktionen in der ersten H!lfte des vorigen Jahr­

hunderts - dies spiegelt sich auch daDh wider, daB der Name Carl 

Gustav Jacobi in beiden Gebieten an vielen wichtigen Stellen auf­

tritt. 

In den letzten zehn bis fenfzehn Jahren ist das Interesse an die­

Ben Zusammenh!ngen zwischen integrablen Hamiltonschen Systemen 
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und algebraischer Geometrie wieder besonders lebendig geworden -

vor allem, weil einige partielle Differentialgleichungen wie die 

Korteweg-de Vrie~ - Gleichung, die Sine-Gordon - Gleichung oder 

die nichtlineare SchrOdinger-Gleichung in gewissem Sinne als un­

endlich-dimensionale Analoga von integrablen Hamiltonschen 5ys­

temen aufgefaat werden kOnnen. Dies hat dann natUrlich auch dazu 

gefUhrt, daB die endlichdimensionalen Probleme von einem-etwas 

anderen ("moderneren") Standpunkt aus wieder betrachtet wurden. 

Bei der Untersuchung integrabler Hamiltonscher Systeme und 

ihren Beziehungen zur algebraischen Geometrie gibt es relativ 

wenig allgemeine S~tze und Resultate; vielmehr handelt es sich urn 

eine FUlle von Beispielen, die Uberraschende und interessante Ver­

bingungen untereinander'und zu anderen Gebieten der Mathematik 

aufweisen. In diesem Artikel mOchte ich versuchen, davon einen 

Eindruck zu geben. 

Zun~chst mOchte ich an einem ganz elementaren Beispiel - dem Kugel­

pendel - die grundlegenden Begriffe erl~utern und modellhaft die 

Beziehung dieses Problems zur algebraischen Geometrie darstellen. 

Danach wird ein Uberblick Uber weitere interessante "endlich-di­

mensionale" integrable Hamiltonschd Systeme gegeben.und dann 

(in 53) etwas pr!ziser auf das Toda-Gitter und die Methode der 

Lax-Paare ei~gega~gen. Die Frage nach dem Auffinden von integrablen 

Hamiltonschen Systemen wird in S4 diskutiert. Die Entwicklungen 

im Zusammenhang mit speziellen partiellen Differentialgleichungen 

- insbesondere der Korteweg-de Vries - Gleichung und der soge-

nann ten KP - Gleich~g bis hin zur LOsung des Schottky-Problems 

werden in 55 und S6 skizziert. 
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1. Das Kugelpendel 

Wir be~rachten ein Pendel mit einer starren Achse, die so an einem 

festen Punkt aufgehAngt ist, daB sich das Pendel in allen Rich­

tungen frei bewegen kann. Die einzige Kraft, die auf das Pendel 

wirkt, sei die Gravitation. Die Untersuchunq dieser Situation 

fUhxt zu folgendem mathematischen Problem: Man beschreibe die 

Bewegung eines Massenpunktes (etwa der Masse 1) auf der 2-SphMre 

unter dem EinfluB des Potentials P(x) • x3 • Nach den Newton'schen 

Gesetze~ kann dieses Problem durch eine gew6hnliche Differential-

gleichung (ein Vektorfeld) auf dem Tangentialraum der Sphare 

beschrieben werden. Explizit ist dieses Vektorfeld gegeben durch 

X 

(1) < 

(2) 

. • = -A (x, v) x1 
(2) x1 = v1 v1 

• • .. -A(X,V)X x2 .. v v 2 2 2 

X3 
• .. -A(x,v)x3-1 .. v3 v3 

mit A (x, v) :- <v,v>-x 3 

> bezeichne das Ubliche Skalarprodukt in ~n • 

bedeute hier und im folgenden die Ableitung nach der 
Zeit t. 



- 4 -

Einer der naheliegenden Ans~tze bei der Untersuchung eines der-

artigen Problems ist die Suche nach Erhaltungsgr5Ben- oder wie man 

auch sagt, Integralen. Das sind Funktienen auf dem Phasenraum M , 

die konstant sind auf den L5sungskurven der Differentialgleichung. 

In unserem Fall sind die Gesamtenergie 

E : M ""' 

(X,V) .. 

und der Drehimpuls urn die x3 - Achse 

I :- M .. lR 

(X,V) 

selche Integrale. Die Existenz dieser zwei "unabhangigen" Inte-

grale garantiert schon, daB die Differentialgleichung l5sbar ist 

- es ist ein integrables Hamiltonsches System. 

Der Begriff eines integrablen Hamiltonschen Systems wird allgemein 

in der Sprache der symplektischen Geometrie formuliert. Sei also 

(M2n ,oo) eine symplektische Mannigfaltigkeit, i.e. Mist eine 

2n-dimensionale C~ - Mannigfaltigkeit und w eine geschlossene 

nichtentartete 2 - Form auf M. Beispiele von symplektischen 

Mannigfaltigkeiten sind etwa die CotangentialbUndel T*N von 

differenzierbaren Mannigfaltigkeiten N - diese tragen eine kano­

nisch definierte symplektische Struktur (siehe etwa [A 9], 537). 

Falls auf N zusatzlich eine Riemannsche Metrik definiert ist, 
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so kann mit Hilfe dieser Metrik das Tangentialblindel TN mit 

dem Cotangentialblindel T*N identifiziert werden, und somit tr~gt 

dann auch TN eine kanonische symplektische Struktur. In diesem 

Sinn ist auch Ts2 aus dem Beispiel des Kugelpendels eine sym-

plektische Mannigfaltigkeit; die symplektische Form stimmt Uber-

ein mit der Einschriinkung der Form dx1 " dv1+ dx2 " dv2+ dx3 .... dV3 

auf TS2 c :a3 x :lt3 • 

1st H: M + E eine differenzierbare Funktion auf der symplek-

tischen Mannigfaltigkeit (M,w) , so ist dH eine 1 - Form auf 

M • XH sei das Bild des Schrittes dH im CotangentialbUndel 

T*M unter dem durch W definierten Isomorphismus zwischen 

* T M und M; dies ist ein Vektorfeld auf M. Sind u1 , ••• ,un , 

v 1 , ••• ,vn symplektische Koordinaten auf einer offenen Menge in 

M (i.e. W = du1 " dv1+ ••• +dun ll.dvn ) so wird XH durch die Diffe­

rentialgleichung 

u = _ ~H 
i avo 

~ 

beschrieben. Ein Vektorfeld der Form ~ nennt man Hamiltonsches 

System auf M, und H heiSt die zugeh~rige Hamiltonfunktion. 

Definition: 

Ein Hamiltonsches System XH auf der symplektischen Mannigfaltig­

keit (M2n ,w) heiBt (vollst~ndig) integrabel, falls es n Funk-

tionen 11 , ••• ,In : M + E gibt, so daB gilt: 

(!) Die durch 11 , ••• ,In definierte Abbildung F 
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auf einer offenen dichten Teilmenge von M submersiv 

(i.e. ihr Differential hat dort Rang n) 

(ii) 11 ,···,In sind Integrale fUr XH (Le. 11 ' ••• , In sind 

konstant auf den L6sungskurven von XH ) 

FUr i,j = 1, ••• ,n ist I. Integral von XI. . 
~ 

(iii) 
J 

Bemerkung: Die Bedingung (i) besagt, daB die Integrale "unabhangig" 

sind; es wird ausgeschlossen, daB es eine niehttriviale Relation 

R(I 1 , •••• ,ln) = 0 gibt. Die Bedingungen (ii) und (iii) konnen 

auch folgendermaBen formuliert werden: Bezeiehnet man fUr zwei 

Funktionen G1 ,G2 : M + m mit {G1 ,G2} := W(XG ,XG ) die Poisson-
1 2 

klarnmer von G1 ,G2 , so ist fUr aIle i,j = 1, ••• ,n 

{li,H} = {Ii,I j } = 0 

Man prUft .leicht nach, daB im Fall des Kugelpendels das die Be-

wegung besehreibende Vektorfeld X mit ~ Ubereinstimmt, und 

daB E,l die bbigen Bedingungen erfUllen. 

Die Tatsaehe, daB bei integrablen Hamiltonsehen Systemen Trennung 

der Variablen durchgefUhrt werden kann, wird durch die folgende 

geometrisehe Aussage tiber die Fasern -1 
M := F (e) c 

die Integrale gegebenen Abbildungen F reflektiert. 

Satz (Arnol ' d(3), Jost): 

der dureh 

\'lir nehmen an, daB F: M ... :mn eigentlieh ist. Sei B c Bild (F) 

die Menge der regularen Werte von F • Dann ist 

(3) Arnol'd [A 9] sehreibt diesen Satz Liouville zu 
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F- 1 (B)... B 

ein lokal-triviales BUndel von n - Tori. FUr jedes e E B ist 

das Vektorfeld XH linear auf dem Torus Me 

Bemerkungen: 

1.) Unter einem n - Torus verstehen wir eine Mannigfaltigkeit 

der Form JRn / r , wobei r e:; 2Z n ein Untergi tter von JRn 

ist. Ein solcher Torus hat ein flaehe Struktur, und mit Torus-

BUndel meinen wir ein Bliadel von Tori mit flaeher Struktur. 

Da I 1 , ••• ,In Integrale von XH sind, ist XH tangential 

an jedes Me' Der zweite Teil des Satzes besagt, daB die 

Integralkurven von XH in Me Bilder paralleler Geraden unter 

der Projektion JRn ... R n/ r ~ M 
e sind. Insbesondere 1st XH 

quasiperiodiseh auf jedem M e 

2.) Mit Hilfe der Hamilton-Jaeobi-Methode kann man fUr jedes c E B 

explizit eine Umgebung 

Diffeomorphismus ~: 

Diagramm 

U von c ~ B und einen symplektischen 

F- 1 (U) ... (S 1 ) n x U angeben, so daB das 

F 

U 
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kommutiert. In den Standardkoordinaten auf (S1)n x U (den "Wir­

kungs-Winkel-Variablen") ist XH linear und kann sofort integriert 

werden. Dazu und zum Beweis des Satzes von Arnol'd-Jost siehe etwa 

[A 9], § 41 ,50, lD 7], (M 2]. 

1m Fall des Kugelpendels hat das Bild der Abbildung 

F = (I,E) 

etwa folgende Gestalt: 

• (0,1) 

(0.-1) 

Kritische Werte von F sind natUrlich der Rand des Bildes, und 

aUBerdem noch der Punkt a:= (0,1) • (Uber e liegt ein kri­

tischer Punkt von M, er entspricht der instabilen Ruhelage des 

Massenpunktes am Nordpol der Sph!re: x = (0,0,1), v - (0,0.0) ). 

Die Tori aus dem Satz von Arnol'd'- Jost kann man in diesem Fall 

konkret sehen: Sei etwa c = (c1 ,c2) E B wie in der obigen Zeich­

nung. Oa der Drehimpuls 01 von Null verschieden ist, 1st dAB 
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Bild eines Elementes von Mc unter der Projektion M = TS2 • s2 

weder der Nordpol noch der SUdpol der 2 - Sphare. Also gibt es 

zwei Breitenkreise K"K 2 auf der Sphare, so daB Mc aus Tan­

gentialvektoren an S2 besteht, deren FuBpunkte 2wischen diesen 

beiden Breitenkreisen liegen. Man Uberlegt sich leicht, daB es fUr 

einen Punkt p E S2 zwischen K, und K2 genau zwei Tangential­

vektoren v,v' gibt, so daB (p,v), (p,v I ) E Me • Falls p E K1 V K2 I 

so fallen v und VI zusammen. 

> 

Die Einschrankung der Projektion M = TS2 + S2 auf Me realisiert 

also M als doppelte verzweigte Uberlagerung des Streifens zwi-c 

schen K1 und K2 ' die Uber K1 und K2 verzweiyt. Damit sieht 

man, daB M c 
Die Abbildung 

diffeomorph zu einem 2 - Torus ist. 

F : M + E2 hat recht interessante geometrische Ei-

genschaften; beispie!sweise ist die Monodromie des 2 - Torus -

BUndels F-1 (B) • B nicht trivial. Wir wollen darauf nieht ein-

gehen und verweisen auf [0 7], [C 1]. 
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Bekanntlieh llBt sieh Differentialqleiehunq, die das Kuqelpendel 

beschreibt, dureh elliptisehe Funktionen lOsen ([W 2], SSS). Dies 

legt nahe, daB die reellen 2 - Tori Me in naturlieher Weise auf­

gefaBt werden kBnnen als Menqe von reellen Punk ten auf einer kom­

plex-algebraischen VarietAt, die selbst die Struktur einer kommu­

tativen Gruppe hat. Um diese komplex-alqebraisehe Varietat zu fin­

den, ist es hier am einfachsten, bei allen Definitionen -(von M, 

Me,F usw.) die reellen dureh die komplexen Zahlen zu ersetzen. 

Die entstehenden Varietlten bezeiehnen wir mit M~, ME etc., also e 

Genau wie die Gruppe SO (2,E) auf M durch Drehung urn die x -3 

Aehse operiert und dabei die Fasern Me von F in sieh UberfUhrt, 

operiert SO(2,~) auf M~ durch 

« a 
c 

fUhrt jedes M,a:. 
e 

.. 
b 
d ), (x,v» ... 

in sieh fiber. Diese Aktion von 80(2,1:) = a:* 

kann man dazu verwenden, urn die Struktur von M~ zu analysieren. 

Wir wollen das Resultat in der Spraehe der (verallqemeinerten) 

Jaoobivarietlten formulieren. lst C eine irreduzible, eventuell 

singullre algebraisehe Kurve und p: C .. C ihre Normalisierunq, 
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so sei Y1' ••• ,y eine Basis von H1 (C, ~) und w1 ' ••• ,w eine 
, r 9 

Basis des Vektorraums der Rosenlieht-Differentia'ie (vgl. [S 2] IV § 3) (4) • 

r ,~g sei die Untergruppe, die von den Vektoren 

erzeugt wird. Wir setzen 

Jae(C) :=rr.9/r , 

dies ist eine kommutative algebraisehe Gruppe. Sie ist kompakt 

genau dann, wenn C niehtsingular ist. Da jedes holomorphe Dif­

ferential auf C ein Rosenlicht-Oifferential auf C definiert, 

hat man eine kanonisehe Abbildung 

Jac(C) .. Jac(C) 

Diese Abbildung ist ein Bundel, dessen Faser isomorph zu einem 

Produkt von Kopum von a: und a:* ist. Falls C etwa nur einen 

gewtlhnlichen Doppelpunkt hat, so ist die Faser isomorph zu a:* • 

(Zur Theorie dar verallgemeinerten Jacobivarietaten siehe (S 2], V). 

In dieser Spraehe laSt sleh nun die Struktur von Ka: mit e E B e 

besehreiben. 

(4) falls C niehtsingular ist, sind dies gerade die holomorphen 
Differentiale auf C 
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Satz: -
(i) Sei 1f: Mil. + «:2 die Abbildung (x,v)" (x3,v3) • Dann 

ist 1f invariant unter der SO(2,«:) - Aktion und 

(ii) 

(iii) 

1f(M~) = ((z,y) E fJ!2/y2 = 2(c2-z) (1-z2)-c~ =: Ec ). 

Die Kurve Ec. laSt sich durch einen "unendlich fernen" 

Punkt zu einer glatten elliptischen Kurve Ec kompakti­

fizieren. 

Sei £ die singul~re Kurve, die aus E durch Identifi-c -c 

kation der Punkte (1,i c 1) und (-1,i c1 ) zu einem 

gewOhnlichen Doppelpunkt entsteht. Dann gibt es eine bi­

rationale Abbildung til: Mc--+Jac (~c) so daB das Oia­

gramm 

M - - - t/J_ - - -t Jac (2 ) c c 

1 

kommutiert. Dabei sind E und Jac(ic ) durch die Abel--c 

Jacobi-Abbildung mit dem unendlich fernen Punkt als Basis-

punkt identifiziert (cf. [M) III). 

Bezeichnet xG:· die Komplexifizierung des Vektorfeldes X, 

das die Bewegung des Kugelpendels beschreibt, BO ist 

~JXIl.) ein lineares Vektorfeld auf der kommutativen a1ge­

braischen Gruppe Jac(2c ) • Die Richtung von !/J.(xG:) 

kann folgenderma8en beschrieben werden: 
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Der Cotangentialraum von Jae(!e) im Nullpunkt ist der 

Vektorraum der Rosenlieht-Differentiale auf ! • Die e 

Menge aller solehen Differentiale, die im unendlich fer-

nen Punkt von !c verschwinden, ist darin eine Hyper­

ebene. Dual zu dieser Hyperebene ist eine Gerade im Tan­

gentialraum von Jac(!c) - und dieser Geraden entspricht 

die Riehtung von ~*(X~) • 

Man sagt, das Vektorfeld X = ~ werde auf der Jaeobivarietat von 

!c linearisiert. 

Wenn man will, kann man diese oeschreibung von M~ 
e und da-

zu verwenden, urn - ohne weitere Reehnungen - eine Parametrisierung 

der LBsungender Differentialgleichung in Termen von elliptisehen 

Funktionen und Thetafunktionen auf Ee anzugeben. Sieher wirkt 

diese algebraiseh-geometrische Betrachtungsweise bei einem so ein­

fachen und klassischen Beispiel etwas umstandlich und weit herge­

holt; bei anderen etwas komplizierteren Beispielen erweist sie sieh 

aber bei der Untersuchung des Systems als sehr nUtzlich. 
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2. Beispiele inteqrabler Hamiltonscher Systeme 

In diesem AbsChnitt mBchte ich einige der wichtigsten Beispiele 

integrabler Hamiltonscher Systeme kurz vorstellen - dies ist na­

tUrlich eine sehr subjektive und einseitige Auswahl. 

Der schwere symmetrische Kreisel [K 10], [63], [L 2], [-R 1]): 

Unter einem Kreisel verstehen wir einen starren Korper, der in ei-

nem festen Punkt aufgeh!ngt ist und sieh um diesen Punkt frei und 

nur unter dem EinfluS dar Gravitation bewegt. Zeichnet man eine 

Ruhelage des Kreisels aus, so laSt sich jede Position des Kreisels 

eindeutig dureh das Element der Gruppe SO(3~) besehreiben, das 

den Korper aus der Ruhelage in diese Position bringt. Der Phasen­

raum fUr die Differentialgleichung, die die Bewegung besehreibt, 

ist also M = TSO(3~) • Bei einem allgemeinen Kreisel hat die 

Bewegungsgleichung zwei unabh!ngie Integrale, nKmlich·die Energie 

E und den Drehimpuls 11 urn die Gravitationsachse dureh den Auf­

hangepunkt. 1m allgemeinen gibt es kein wei teres, von E und 11 

unabh!ngiges analytisches Integral (vgl. [H 5], siehe aueh 54). 
-. 

Falls das Tr!gheitsellipsoid des Korpers (bzgl. des Aufhangepunktes) 

symmetrisch ist und der Schwerpunkt des Korpers auf seiner Symme­

trieaehse liegt, so ist der Drehimpuls I2 urn diese Symmetrie­

aehse ein wei teres Integral. Man prUft leicht naeh, da8 E, 11 

und I2 den Bedingungen fUr Integrabilitat genUgen. 

Xhnlich wie im Fall des Kugelpendels hat man auf den komplexifi­

zierten Niveaumannigfaltigkeiten der Energie-Impuls-Abbildung ei-

ne Aktion der Gruppe 0:* x 0:* ; und die Tori aus dem Satz von 
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Arnol'd-Jost sind in diesem Fall reelle Teile eines * * (C x (C -

BUndels Uber einer elliptischen Kurve. 

Der Kowalewski-Kreisel ([R 16], [K 13], [G 3], [L 2]) 

Die bisher betrachteten Beispiele hatten offensichtliche Symme­

trien (beim schweren symmetrischenKreisel die Rotation urn die 

Gravitationsachse und die Rotation urn die Symmetrieachse des Trag­

heitsellipsoid); und solche Symmetrien entsprechen naeh einem Satz 

von E. Noether (cf.[A 9] §20 und appendix 5) jeweils ein Integral. 

Bei vielen integrablen Hamiltonschen Systemen aber lassen sieh 

die Integrale nieht alle aus Gen Symmetrien und der gegebenen 

Hamiltonfunktion ableiten, man sprieht dann auch von "verborgenen 

Synunetrien". Ein Beispiel dafUr ist der von S. Kowalewski 1889 [K 161 

entdeckte Fall der Kreiselbewegung. Hierbei sind zwei Haupttrag­

heitsmomente gleich (etwa m), das dritte Haupttragheitsmoment ist 

gleich 1 2 m , und der Sehwerpunkt des KOrpers liegt in der Ebene 

der beiden gleichen Haupttragheitsmomente. Das dritte Integral ist 

in diesem Fall aueh recht kompliziert (siehe auch [W 2] §74). Die 

reguUiren Fasern der Abbildung F: TSO (3,JR.) ... lR3 , die durch die 

Integrale gegeben wird, sind in diesem Fall der reelle Teil eines 

~* - BUndels Uber einer 2 - dimensionalen Abelschen Varietat. Oie-

se 2 - dimensionale Abelsche Varietat wurde kUrzlich von L. Haine 

(Berkley) als Prym-Varietat einer doppelten Uberlagerung einer 

elliptischen Kurve, die in zwei Punkten verzweigt, identifiziert. 
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Der kraftefreie Kreisel 

Hier nimmt man an, daB der Sehwerpunkt des K8rpers mit dem Unter­

stUtzungspunkt des Kreisels zusammenfallt. Dieses Problem ist 

~quivalent zur Untersuchung des geod!tischen Flusses auf SO(3~) 

bezUglich einer links-invarianten Metrik, die dureh den Tdlghei ts­

tensor des K8rpers bestimmt wird (cf. [A 9], appendix 2).o.ieses 

Problem ist an und fUr sieh nicht integrabel, da die Poissonklam-

mern der durch die SO(3~) - Symmetrie gegebenen Integrale unter-

einander nicht verschwinden. Durch den sogenannten Marsden-Wein-

stein-ReduktionsprozeS (vgl. [A 9] appendix 5) laSt sieh dieses 

Problem aber zurUckfUhren auf ein integrables Hamiltonsehes Sys­

tem auf einem Orbit der adjungierten Darstellung von SO(3~) 

auf seiner Lie-Algebra sO(3JR) (5) • Diese adjungierte Orbiten 

sind zweidimensional; und die Faser der Abbildung, die durch das 

Integral (die Hamiltonfunktion) gegeben wird, ist die Menge der 

reellen Punkte einer elliptischen Kurve. 

Geodatischer FluS auf 50(4) bezUglich linksinvarianter Metriken 

Wie im Fall des geodatisehen Flusses auf 50(3) laSt sieh dieses 

Problem reduzieren auf ein Hamiltonsches System auf adjungierten 

Orbiten in sO(4) • Diese adjungierten Orbiten haben Dimensionen 

vier und werden durch zwei quadratische Gleiehungen in dem seehs­

dimensionalen Raum sO(4) beschr!eben. Die Hamiltonfunktion re­

duziert sieh ebenfalls zu einer quadratisehen Funktion auf sO(4). 

(5) nach einem S'atz von Kirilov-Kostant ([A 9] appendix 2) tragt 
ein Bolcher adjungierter Orbit eine natUrliehe symplektische 
Struktur; A. Weinstein bemerkte, daB die zugeh8rige Poisson­
klammer bereits in einer Arbeit von 5. Lie beschrieben ist 
(cf. [W 1 1) • 
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Die FaIle von Metriken, fUr die ein zusatzliches quadratisches 

Integral existiert, 'wurden in letzter Zeit sorgfaltig untersucht 

([A 6], [A 7], [~1 4], [H 1], [H 2]). Es ergeben sich sehr schone 

Beziehungen zwischen den Abelschen varietaten, auf denen der FluB 

linearisiert werden kann, und der Geometrie des Linearsystems 

von Quadriken, das von den Orbit-Invarianten, der Hamiltonfunktion 

und dem zusatzlichen Integral aufgespannt wird. Diese Systeme 

sind eng verwandt mit den integrablen Fallen der Bewegung eines 
. 

starren Korpers in einer idealen FlUssigkeit, die von Clebsch, 

Steklov, Liapunov, Kotter (siehe [K 14], [p 2]) untersucht wurden. 

Geodatische auf Quadriken und das mechanische Problem von C. Neu­

mann 

C. Neumann [N 2] untersuchte 1858 die Bewegung eines Massenpunktes 

auf der Sphare n n+1 2 2 } S := (x E m IX1 + ..• + xn+1 = 1 unter dem 

EinfluB eines quadratischen Potentials 2 2 p(x) = a 1x1+·· .+an+1x n+1 • 

Die Differentialgleichung fUr dieses System laBt sich leicht auf-

stellen; sie lautet 

-a.xi + UX. 
1. 1. 

mit 
n+1 

u(x,x) = 1: 
i=1 

2 ·2 (a.x.-x.) 
1. 1. 1. 

Dieses Problem ist eng verwandt mit der Untersuchung von Geoda-

tischen auf Quadriken (vgl. [K 12), [M 7]): Bezeichnet Q die 

Quadrik Q := , und ist ~ (t) 

eine geeignet parametrisierte Geodatische auf Q, so ist der 

Normaleneinheitsvektor x(t) an Q im Punkt t(t) 
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eine LBsung der obigen Differentialgleichung und jede LBsung des 

Neumann-Problems kann auf diese Weise erhalten werden. 

Beide Probleme lassen sieh linearisieren auf Jacobivariet~ten 

hyperelliptischer Kurven - das Problem des Geod~tischen_Flusses 

auf einem Ellipsoid wurde berei ts von Jacobi 1838 ge.lBst (vgl. 

[J 1] 28. Vorlesung). FUr die Beziehungen dieser Probleme zur 

Geometrie konfokaler Quadriken siehe auch [M 5], [M 6], [K 11]. 

Kons~ruktion von Monopolen 

W. Nahm [N 1] zeigte, daB man LBsungen der Selbst-Dualit::l.tsglei­

chung auf JR3 x lR aus LBsungen des folgenden Systems von Diffe­

rentialgleichungen fUr komplexe n)( n - Matrizen T1 ,T2 ,T3 mit 

T~ = -T. erhalten kann: 
~ ~ 

Dahei bezeichnet [A,B] = A • B - B • A den Kommutator von A und 

B . Es stellt siah heraus, daB dieses System als integrables 

Hamiltonsches System aufgefaBt werden kann, und daB es auf Jaeobi­

varietaten gewisser nichtsingul::l.rer Kurven linearisiert wird. FUr 

eine genauere Diskussion und die Beschreibung des Z?sammenhangs 

mit der "Twistor-Konstruktion" von Ward verweisen wir auf die 

Arbeit von Hitchin [H 4] • 
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3. Toda-Gitter und isospektrale Deformationen 

Eines der nicht-klassischen Systeme, deren Untersuchung das Inte-

resse an integrablen Hamiltonschen Systemen und ihrer Beziehungen 

zur algebraischen Geornetrie wieder aufleben lieB, ist das Toda-

Gitter: Wir betrachten eine Kette von n Massenpunkten auf dem 

Kreis, die untereinander durch "Federn" mit exponentiellem Kraft-

gesetz verbunden sind. 

Die Beschreibung dieser Situation ftihrt zu folgender Differential-

gleichung: 

mit 

• x. 
~ 

ClH 
= ClYi 

H(x,y) := 

. 
y. 
~ 

= ClH 
- aXi 

wobei xi+n = xi gesetzt wird. 

Dabei beschreibt die Entfernung des i-ten Teilchens von einer 

fest gewahlten Ruhelage. 

Dieses System wurde urn 1970 von M. Toda untersuchti unter anderem 
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deshalb, weil es in gewisser Weise eine Diskretisierung der Korte-

weg-de Vries- und der Boussinesqu-Gleichung darstellt. 

Gegen 1974 bemerkte H. Flaschka (siehe etwa [F 1]), daB dieses 

System ~quivalent ist zu der Gleichung 

• 
A = [B, A] 

mit 1 b. a i := '2 exp(xi -xi +1) := -yo 
l. l. 

b1 0 0 -1 0 0 0 -1 a 1 . . . . . . a z a1 ...... -a z n n 

a 1 b 2 a 2 0 0 -a1 0 a 2 0 

0 a 2 b 3 0 0 -a 0 2 

A:= , B:= 

0 0 b n-1 a n-1 0 0 a n- 1 
a z-1 0 an_1 b a z 0 a 0 n n n n-1 

wobei z eine Unbestimmte ist. 

Sind allgemeiner A(z,t) = i Ai(t)Zi, B(z,t) = i Bi(t)zi 
i=-p i=-p 

endliche Laurentreihen in z, deren Koeffizienten matrixwertige 

Funktionen in t sind, so heiBt die Differentialgleichung 

• A(Z,t) = [B(z,t) ,A(z,t)] 

eine Lax-Gleichung Coder auch Lax-Paar). Die Koordinatentransforma­

tion von Flaschka bringt also die Gleichung des Toda-Gitters in 
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die Gestalt eines Lax-Paars. FUr nahezu alle bekannten Beispiele 

von integrablen Hamiltonschen Systemen lassen sich solche Lax­

Gleichungen angeben (fUr die in § 2 erwahnten siehe [A 3], [A 4] 

und ['B 2]). Diese Lax-Gle"ichungen nun lassen sich in einhei tlicher 

Weise behandeln. 

FallsA(z,t) , B(z,t) die obige Gleichung erfUllen, so ist fUr 

aIle t die Matrix A(z,t) konjugiert zu A(z,O} , also ist das 

eharakteristische Polynom 

Q (y , z) : = de t (y • E - A ( z , t) ) 

unabhangig von t (seine Koeffizienten sind also Integrale). Sei 

C c ~2 die von Q(y,z) = ° beschriebene algebraische Kurve. Ist 

C nichtsingular, so konstruiert man fUr jedes t ein Geraden-

bUndel Lt auf C, dessen Faser tiber dem Punkt (y,z) E C gerade 

ker(y' E - A(z,t» 

ist (falls C singular ist, erhalt man eine torsionsfreie Garbe 

vom Rang 1 auf C). C laBt sieh in natUrlicher Weise durch glatte 

Punkte kompaktifizieren zu einer algebraischen Kurve C, und 

auch Lt l!Bt sich in kanonischer Art erweitern zu einem Geraden­

bUndel Lt auf C (siehe [M 9], [G 4]). t ~ Lt ist dann eine Ab-

d"-bildung von der Zeit-Geraden in die Menge Pic (e) der Geraden-

bUndel tiber C von einem gewissen festen Grad d. Nach dern Satz 

von Abel ist Picd(C) isomorph zu Jac(C) (siehe etwa [M 8]). 

Ph. Griffiths [G 4] gibt nun notwendige und hinreichende Bedin-
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gungen an das Lax-Paar an dafUr, daB diese Abbildung t • L t 

linear ist, i.e. daB das durch die Lax-Gleichung gegebene Vektor-

feld auf Jac(C) linearisiert wird. Diese Bedingungen sind einfach 

nachzuprUfen - und natUrlich in den Fallen aus 52 und beim Toda­

Gitter erfUllt. lm Fall des Toda-Gitters ist C wieder eine 

hyperelliptische Kurve - allerdings treten nicht aIle hyperellip­

tischen Kurven bei einem Toda-Gitter auf. 

Lax-Gleichungen kBnnen auch aufgefa8t werden als Hamiltonsche 

Vektorfelder auf adjungierten Orbiten in einer Lie-Unteralgebra 

von gl(n,R) , wobei R den Ring aller Laurentreihen mit kom­

plexen Koeffizienten bezeichnet. Dieser Zusammenhang'~wischen 

integrablen Hamiltonschen Systemen und unendlich-dimensionalen 

Liealgebren ist sorgfaltig untersucht worden; wir verweisen hier 

nur auf [V 11, [v 21, [M 4] • 

Falls ein Hamiltonsches System in Lax-Form dargestellt ist, gibt 

es also eine recht ausfUhrliche Theorie, es auf lntegrabilitKt 

zu untersuchen und weiter zu studieren. Andererseits gibt es aber 

keine systematische Methode, fUr ein konkret gegebenes System ein 

Lax-Paar zu finden. Die Konstruktionen bei den bekannten Systernen 

machen oft einen recht kUnstlichen Eindruck; und beispi&lsweise 

beirn Fall des KowalewsRi-Kreisels hat sich die Suche nach einern 

Lax-Paar Uber mehrere Jahre hingezogen.(Die Arbeit [P 11 enthKlt 

Lax-Paare fUr Systeme, die dem Kowalewski-Kreisel Kbnlich sind; 

fUr den Kowalewski-Kreisel selbst wurde erst in [B 2] ein.Lax-Paar 

angegeben.) 
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4. Notwendige Bedingungen fUr Intesrabilit~t 

Bekanntlich ist Integrabilitat bei Hamiltonschen Systemen eine 

ungenerische Eigenschaft [M 2]. Deshalb ist es interessant, not­

wendige Bedingungen fUr Integrabilitat zu entwickeln. Man wird dann 

aus einer gegebenen Klasse von Beispielen Hamiltonscher Systeme 

(etwa der Klasse aller Kreisel) diejenigen aussondern, die diese 

notwendige Be~ingung erfUllen, und diese speziellen Systeme ge-

nauer weiter untersuchen. 

Nun ist es recht schwierig, die Existenz von differenzierbaren 

Funktionen als Integrale auszFschlieBen. Darurn stellt man meist 

noch weitere Bedingungen, wie etwa, daB die Int~.grale alle analy­

tische oder gar polynomiale Funktionen sind. Eine besonders starke, 

aber auch effektive Bedingung ist die folgende (vgl. [A 5J). 

Definition: 

Sei (M2n ,Cil) in CCN eine irreduzible komplex-analytische sym-

plektische Mannigfaltigkeit,und H : M + CC eine holomorphe Funk­

tion. Das durch H gegebene(6) Hamiltonsche System XH heiBt 

algebraisch vollst!ndig integrabel, wenn es holomorphe Funktionen 

11 , •• ,In : M· CC gibt, so daB gilt: 

(i) {Ii,I j } = {Ii,H} = 0 fUr i,j=1, ••• ,n. 

(ii) Die durch 11 , ••• ,In definierte Abbildung F: M + ccn 

ist submersiv auf einer Zariski-offenen dichten Teilmenge 

von M. 

(iii) Uber einer Zariski-offenen dichten Teilrnenge B von CCn 

gibt es ein BUndel ~ : A • B von Abelschen Varietaten 

(Eli 1 wi jilt in" 1 
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einen Divisor ~ c ~ und einen Isomorphismus 

<p : F-1 (5) + J4- - 'J) I so daB das Diaqramm 

> 

B 

kommutiert und so daB das Vektorfeld <p.(XH) linear auf 

jederder Abelsehen Varietaten n-1 (e), e E B ist. 

In diesem Sinne sind alle bisher betraehteten Beispiele (evtl. 

naeh Reduktion) algebraiseh vollstandiq inteqrabel. FUr alqebraisehe 

Integrabilitat nun gibt es eine einfache notwendige Bedingunq, die 

im Grunde auf S. Kowalewski [K 16], [K 17] zurUckgeht: 

Man kann zeigen, daB das Vektorfeld <p.(XH) transversal zu V ist. 

1st PEl) , so entsprieht der Inteqralkurve von 

p verm5qe -1 
<p eine Laurentreihe, die die ursprUnqliche Diffe-

rentialgleiehung l5st. Da dim~~= 2n-1 , erqibt sieh (vgl. [A 5]): 

!!ll: 

1st XH alqebraisch vollstandiq inteqrabel, so ist die Dimension 

des Raums aller echten Laurentreihen(7), die die Differentialglei­

chung 15sen, mindestens 2n-1. 

(7) i.e. die Reihe von der Form mit 
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Dies ist ein reeht effektives Kriterium: Man setzt eine Laurent-

reihe mit unhekanntem Koeffizienten als Losung der Differential­

gleichung an: 

x. = 
1 

j 
E aiJ.t 

j=-k 
(i=1, ••• ,N) 

Aus der Tatsache, daB dies eine Losung der Differentialgleichung 

ist, ergeben sieh Bedingungen an die Koeffizienten der Form 

mit linearen Lij • Algebraische Integrabilit~t impliziert, daB 

der dureh die gegebene lineare Operator mindestens corang 

2n-1 hat. 

Von S. Kowalewski wurde dieses Kriterium auf den Fall des Kreisels 

angewandt (siehe [K 16], [K 17]). Sie fand, daB auBer den vorher 

schon bekannten F!llen des kraftefreien Kreisels und des symme-

trischen Kreisels nur noch der (hier schon in §2 beschriebene) 

Kowalewski-Kreisel diese Bedingung erfUllt. Im zweiten Teil der 

Arbeit [K 16] beweist sie die Integrabilitat des Kowalewski-Krei­

sels, indem sie das dritte Integral explizit angibt. und gibt die 

Losungen des Gleiehungssystem in Termen von Thetafunktionen an. 

Kowalewski's Methode wurde von M. Adler und P. van Moerbeke 

[A 5] in moderner Spraehe formuliert und auf mehrere andere Bei­

spiele angewandt (siehe etwa [M 4]). Andere notwendige Bedingungen 

fUr Int~grabilitat wurden in letzter Zeit von Ziglin und Koslov 

(siehe [K 18], [Z 1]) und auch L. Raine [R 2] und Duistermaat [D 8] 
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entwickelt. Sie beruhen zumeist auf der Untersuchung der Diffe­

rentialgleichung in der Umgebung einer bereits bekannten LBsungs­

kurve des Systems; sind also etwas weniger allgemein, aber auch 

mit weniger rechnerischem Aufwand verbunden als Kowalewski's Me­

thode. 
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5. Die Korteweg-de Vries-Gleichung 

Dies ist die folgende nichtlineare partielle Differentialgleichung: 

KdV 1 (8) = 3uux - 2' uxxx 

Sie wurde eingefUhrt von G. de Vries in seiner Dissertation [V 3) 

1894(9), um Wasserwellen in einem langen flachen Kanal zu beschrei­

ben. Eines der Hauptziele dieser Arbeit war es, das Phanomen der 

"solitaren Wellen" zu erfassen, das ca. 60 Jahre vorher von 

J. Scott-Russel beobachtet woraen war. Dabei handelt es sieh urn 

eine einzelne Welle, die sich - ohne ihre Gestalt zu verandern -

mit konstanter Geschwindigkeit in dem Kanal bewegt(10). Ein Aus-

zug aus Scott-Russels romatischern Bericht tiber die "Entdeckung 

des Solitons" ist zu Beginn des Ubersichtsartikels [K 3] abgedruckt. 

Diese solitare Welle - auch 1-So1iton genannt - entspricht der 

LBsung 

u(x,t) -c = 
cosh 2 <1<x-ct» 

( au au 8) Dabei steht ut fUr IT ' U x fUr ax etc. 
(9) eine gekUrzte Fassung verOffentlichten de Vries und sein Doktor­

vater J. Korteweg 1895 gemeinsam [K 15] 
(10)Andere Situationen, in denen derartige Wellen auftreten, sind 

etwa zu Beqinn des Artikels [F 3] beschriebc.61 
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Allgemeiner untersuchte de Vries station!re LOsungen dieser Glei­

chung, d.h. LOsungen der Form u(x,t) • f(x-ct) • Bs ste1lt sich 

heraus, daB a1le derartigen L6sungen in Termen von elliptischen 

Funktionen (oder im Fall des Solitons Bntartungen davon) beschrie­

ben werden k6nnen. D~ Vries schrieb diese L6sungen in Terman der 

Jacobiscben elliptischen Funktion cn, seitdem werden sie manch­

mal auch "cnoidal waves" genannt. 

Gegen 1960 trat die KdV-Gleichung'auch in verschiedenen anderen 

physikalischen Zusammenh!ngen auf (zu ihrer Geschichte vgl. [8 1], 

[K 22]; und N. Zabusky, M. Kruskal und andere. begannen mit ei­

ner numerischen (computergestUtzte~) Untersuchung dieser G1eichung. 

Dabei wurde auch das Ph!nomen des n-Solitons entdeckt: Aus der 

Formel fUr das 1-S01iton sieht man, daB die Geschwindigkeit des 

Solitons proportional zu seiner HOhe ist. Beginnt man nun mit 

Anfangsdaten, die man durch Uberlagerung zweier 1-Solitonen in 

groBer Bntfernung zueinander erh!lt, von denen das 1inke hOher 

ist als das rechte, 

it: 

so beobachtet man das folgende: Nach einer gewissen Zeit hat das 

linke Soliton das rechte eingeholt und vermischt slch mit ihm, 
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aber wenn man noch langer wartet, so findet man die beiden Soli- , 

tonen in unveranderter Form wieder; das groBe hat das k1eine Uber-

holt, und es tritt eine kleine Phasenverschiebung auf. 

Eine entsprechende Situation tritt bei der Uber1agerung von n 

solitaren Wellen auf - man nennt dies dann n-Soliton-Lasungen. 

Mathernatisch prazise wurde ihre Existenz von Hirota [H 3] bewiesen 

(siehe auch [M 10] IIIb, §5). 

AuBerdem bemerkten Kruskal, Zabusky u.a. eine Reihe von Erha1tungs-

graBen; z.B. sind die GraBen 

+"" 
I u dx , 

+"" 2 
I u dx , 

- sofern sie definiert sind - unabhangig von t. Bis 1968 waren 

etwa 10 solche ErhaltungsgraBen gefunden worden. 
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Bin Durchbruch bei der Untersuchung der KdV-Gleichung war die fo1-

gende Beobachtung von P. Lax 1968 ([L 1]): 

Bezeichnet Z(t) den Differentia10perator 

Z (t) := - d 2 
dx2 + u (x, t) 

und ist K (t) d 3 d 3 
:= 2dx3 - 3udx - 2ux ' so ist die KdV-G1eichung 

~quiva1ent zu der G1eichung fUr Differentialoperatoren 

d 
dt Z = [Z,K] 

Aus dieser Gleichung sieht man Oihn1ich wie in 53), daB das Spektrum 

von Z (in einem geeigneten Funktionenraum) von t unabh~ngig ist. 

Dies liefert· dann unendlich viele ErhaltungsgroBen. Mit etwas Vor­

sicht kann man die KdV-Gleichung als integrables Hamiltonsches 

System auf dem Raum der Funktionen in eine Veranderlichen auffassen -

fUr eine Diskussion der symplektischen Struktur und verwandter Fra­

gen siehe etwa [A 2], [K 23], [M 1]. Bei dieser Analogie entspre-

chen den Fasern der Abbildung, die durch die Integrale gegeben ist 
, 

(und die in der Situation des Satzes von Arnol'd-Jost Tori sind) 

Mengen von Funktionen vex) in einer geeigneten Klasse, fUr die 

d2 
der Operator -:-! + vein vorgegebenes Spektrum hat. In der Tat 

dx 
ist es in vielen F!llen moglich, diese Mengen isospekhraler Opera-

toren zu untersuchen(11). 

(11) Die Untersuchung solcher isospektraler Mannigfaltigkeiten mit 
geometrischen Und algebraisch geometrischen Methoden ist auch 
unabh!ngig von dem Zusammenhang mit integrablen Hamiltonschen 
Systemen interessant und bietet wohl noch viele interessante 
Perspektiven fUr das Zusammenspiel von Analysis und algebraischer 
Geometrie. 
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Boson~e~s Ginfa~h i~~ d!~ S!tu~ttOJ1, f~lla man 6ic~ ~uf quasiperio­

dische Funktionen v beschr~nkt und als Spektrum im Raum der zwei­

mal stetig differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Trager eine 

endliche Vereinigung S von Intervallen vorgibt, die nach unten 

beschrankt, nach oben unbeschr~nkt ist. 

S 

Wir setzen 1 (S) : = {v : lR .. lR/v ist quasiperiodisch und der Opera­
d 2 

tor -:-! + v hat Spektrum S}. Ferner sei C die hyperellip-
dx 

tische Kurve, die als doppelte Uberlagerung von F1 (~) mit den 

Randpunkten von S als Verzweigungspunkten realisiert wird. 

Satz (Mc'Kean-van Moerbeke [K 8], Novikov et ale [0 2J): 

Bs gibt einen Isomorphismus ~ zwischen l(S) und der Menge 

der reellen Punkte der Jacobivarietat Jac{C) von C . Oer durch 

die Lax-Darstellung der KdV-Gleichung auf l{S) definierte FluB 

entspricht unter ~ in einem linearen FluB auf Jac(C) . 

M.a.W.:"Oie KdV-Gleichung wird auf Jac(C) linearisiert". 

Eine elegante Beschreibung dieses lsomorphismus ~ wurde von 

Krichever gegeben, wir wollen einen Teil seiner Konstruktion hier 

skizzieren (vgl.[K 19], [M 9], ): 

Sei also v E l(S) ,und Z 

Oann kann man zeigen, daB es 

d 2 
bezeichne den Operator - --- + v . 

dx2 
einen Operator ungerader Ordnung Y 



- 32 -

der Form 

(k ungerade) 

gibt, der mit Z kommutiert: 

Nachdem man evtl. Y durch Potenzen von Z abge!ndert hat, kann 

man zeigen, daB Y und Z eine Gleichung 

y2 = p(Z) 

mit einern Polynom p vorn Grad k erfUllen. Die Nullstellen von 

p sind gerade die RXnder des Spektrums von Z • 

c' := {(y,z) E cr. 2/y2 - p(z) = O} 

ist dann eine affine algebraisehe Kurve, die sieh dureh einen 

glatten Punkt im Unendliehen zu einer hyperelliptisehen Kurve C 

kompaktifizieren l!Bt. FUr jeden Punkt (y,z) E C' sei 

L(y,Z):= {f E cr.[[x]]/ Y(f) = y. f, Z(f) ... z ·f} 

dies ist ein eindimensionaler cr. - Vektorraum(12). Die R!ume L(y,z) 

lassen sieh zu einem GeradenbUndel L' auf C' zusammenklebeni 

und indem man geeignete Waehstumsbedingungen fUr Sehnitte im Un-

(12) falls Y von minimal mBgliehem Grad gew!hlt war. 
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endlichen stellt, lSBt sich L' fortsetzen zu einem Geradenblindel 

L auf C. 

Auf diese Weise erhalt man also ausgehend von Z (bzw. v) ein 

GeradenbUndel L auf C, also im wesentlichen e~n Element der 

JacobivarietSt von C. Variiert nun Z entsprechend der Lax-

Beschreibung der KdV-Gleichung, so bleibt offenbar p und die 

Kurve C fest, aber das GeradenbUndel L variiert linear auf 

Jac (e) 

Auch die Umkehrabbildung von I/J kann in konzeptueller ~'leise ele­

gant beschhieben werden. Wir beschranken uns hier auf die (zu 

dieser Konstruktion "im wesentlichen" aquivalenten) folgenden Fest-

stellung (siehe z.B. [0 9]): 

1st e eine hyperelliptische Kurve vom Geschlecht 9 

ihre Riemannsche Thetafunktion, so erfUllt 

u (x, t) : = - 2 _a - lnJ'(U . x + V . t) + const 
dX2 

die KdV-Gleichung(14) • 

und ff ( 1 3) 

In der oben beschriebenen Konstruktion der Abbildun~ ~ ist die 

spezielle Gestalt der Operatoren Y,Z unwesentlichi sie hangt 

nur von dem kommutativen Ring von Oifferentialoperatoren ab, der 

von Y und Z erzeugt wird. Allgemeiner erhHlt man auf die oben 

angedeutete Weise eine Beziehung zwischen kommutativen Ringen von 

Differentialoperatoren und torsionsfreien Garben auf Kurven - ei­

ne Beziehung, die bereits 1922 von Burchnall und ehaundy [B] 

(13)Zur Definition und Eigenschaften von Thetafunktionen siehe etwa 
[M B], (M 10] 
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untersueht worden war(15) • 

In diesem Stil lassen sieh aueh mehrere andere spezielle Diffe-

rentialgleichungen behandeln, so etwa 

. . . •• a 2 4 2 
d1e Bouss1nesqu-Gle1chung u = :-2 (3 u 

2 
1~) I die aquivalent 
3 3x~ ax 

ist zu dem Lax-Paar L = [L,A} mit 

L = - V I A = -

die niehtlineare Schr6dingergleiehung i U = 21 u\2 u - uxx mit 

der Lax-Oars tel lung L = [L,A} , wobei 

3 32 a 
ax u (-2 :2' - uv) (-u - 2urx) 

ax x. x 

L = i , A = i 
a 2 

3 (2L + uv) v -ax (-v - 2v-) x ax ax 

und u == Fv 

2 
die Sine-Gordon-Gleichung u -~ + sin u = 0 (fUr eine Kommuta­

x2 
tordarstellung sieleetwa [K 6} 53). 

Wir wollen darauf nicht weiter eingehen und verweisen nur auf die 

Ubersiehtsartikel [0 6], [0 9], [K 3], [M 4], sowie auf [K 61, [K 71. 

Stattdessen. kehren wir noch einmal zurUck zur KdV-Gleich~g und 

den Mengen isospektraler eindimensionaler Sehr6dingeroperatoren. 

(14) U und V sind Richtungen in t g , die durch einen Weierstra8-
punkt von C bestimmt sind. 

(15) Diese Arbeiten waren allerdings in Verges.enheit garaten. 
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Der Fall, daB ma~ als Spektrum fUr den Operator d 2 
- -:-2 + v mit 

dx 

fast-periodischer Funktion v eine abzahlbare Vereinigung von 

Intervallen vorgibt, wurde von Mc Kean-Trubowitz [K 9] (im perio­

dischen Fall) von Levitan ([L 3], [L 4] im allgemeinen) unter-

d 2 
sucht. Die Menge Aller v, fur die -:-! + vein vorgegebenes 

dx 
Spektrum hat, ist dann isomorph zur Menge der reellen Punkte der 

Jacobivariet&t einer hyperelliptischen Kurve von unendlichem Ge-

schlecht (vgl. [K 5]). 

Ein anderer Zugang zu der Untersuchung der isospektralen Mannig-

faltigkeiten I(S) wie oben \lurde von Moser und Trubowitz ge-

funden (vgl. [M 7]): Betrachte eine L6sung x(t) des in §2 be-

schriebenen mechanischen Problems von C. Neumann~ Dann ist jede 

Komponente xi(t) von x(t) eine Eigenfunktion des Operators 

2 
Z := - d 2 + ).(x(t» 

dt 

zum Eigenwert a i • Man sieht aus der Integrabilitat des Neumann­

Problems, daB ). quasiperiodisch ist. Es stellt sich heraus, daB 

das Spektrum von Z aus nur endlich vielen Intervallen besteht, 

und daB jeder derartige Operator auf diese Weise aus einer Losung 

eines Neumann-Problems gewonnen werden kann. Der algebraisch-geo-

metrishce Aspekt der KdV-Gleichung kann also fast vollstandig auf 

ein mechanisches Problem aus dem letzten Jahrhundert zuruckgeflihrt 

werden. 

Fur andere der oben genannten Gleichungen haben Deift-Lund-Trubo­

witz [0 1] ebenfalls endlich-dimensionale Systeme konstruiert, die 
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zu diesen Gleichungen in ahnIiche Beziehung stehen wie das Neurnann­

System zur KdV-Gleich~g. Diese Systeme sind &ber i.a. wesentlich 

komplizierter ala daa Neumann-System. In letzter Zeit bemUhen sich 

H. Flaschka und seine Mitarbeiter urn einen systemat1schen Ansatz, 

urn zu den partie lIen Differentialgleichungen, die mit Krichevers 

Methode behandelt werden k8nnen, kanonische endlich-dimensionale 

Systeme zu konstruieren, die die gesamte algebraisch-geometrische 

Struktur widerspiegeln (siehe etwa [F 2]). 

Neben der hier geschilderten algebraisch-qeometrischen Betrachtungs­

weise gibt es natUrlich viele andere Aspekte der KdV-Gleichung 

(wie etwa der Zusammenhang mit Kac-Moody-Alqebren, siehe [S 1], 

[K 1]); diese zu beschreiben, wUrde jedoch weit fiber den Rahmen 

dieses Aufsatzes hinausgehen. 
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6. Die Kademtsev-petviashvili-Gleichung und das 'Schottky-problem 

Bei der Untersuchung der Stabilit~t der Soliton-Losungen der 

KdV wurden Kademtsev und Petviashvili [K 2] zu folgender partiel­

ler Differentialgleichung fUr Funktionen in den Variablen x,y,t 

geftihrt: 

Auch diese Gleichung (die man oft kurz die KP-Gleichung nennt) 

IMat sich als Kommutatorgleichung fUr Differentialoperatoren 

schreiben, n~mlich 

mit z = -

a - - z at 

d 2 
~+u,K= 
dx 

a 
- - K] = 0 ay 

u) + w 

Mit Mhnlichen Methoden wie bei der KdV-Gleichung laBt sieh aueh 

diese Gleichung linearisieren auf der Jaeobivarietat einer alge-

braischen Kurve - allerdings treten hier nicht nur hyperellip-

tische .Kurven auf, sondern beliebige kompakte algebraische Kurven. 

Genauer gilt (vgl.[D 5]). 

1st C eine nichtsingulare kompakte algebraische Kurve vorn Ge­

schlecht 9 und ~ ihre Riemannsche Thetafunktion, so gibt es 

U,v,W E ~g , so daB 

a2 
u(x,y,t) :- -2 -- In 

dX2 

.. .. .. 
(U • x + V • Y + W • t) + const 
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die KP-Gleichung erfUllt (U,V/W und die Konstante sind expli­

zit gegeben, vgl. (K 20]). 

. . 
Diese Tats ache regte Novikov zu der Vermutung an,daB sich unter 

allen hauptpolarisierten Abelschen Variet!ten die Jacobivariet!ten 

algebraischer Kurven dadurch charakterisieren lassen, daB~sich 

lauf ihnen c'Un i<p-Gleiohung 1I.n(~ar-i ... i'!r'·m lliLlt. Plpq tEft lJ'l (1131' 'Tat 

QOh t 19:- nile" VQ,;41~b ... 1t-~I, ~C40" Il\dII.Ji,~ ILJ !ol, l\;~ollpJt.(, -. lit! ~t..lulihi 

[A 8], Mulase[M 11] und anderen gelang es Shiota [S 31 zu zeigen: 

~: 

Sei n eine symmetrische komplexe 9 x 9 - Matrix mit positiv 

defini tem lmagin!rteil, A: = a:g /'0. 9 + Q '0. 9 die zugeh6rige 

hauptpolarisierte Abelsche Variet! t (cf. [M 8]) und JJ' ihre Rie-

mannsche The tafunk tion "( z) = 1:: exp ( 2'1f i tmz + 'If i tn{l m) • 
mEZ 

Dann sind die folgenden Aussagen (a) und (b) !quivalent: 

(a) A ist isomorph zur Jacobivariet!t einer nichtsingullren kom­

pakten algebraischen Kurve 

(b) Es'gibt Vektoren U,v,w E a:9 , U • 0 und eine quadratische 

Form 

(i) 

o(x,y,t) 

u(x,y,t) 

ist fUr jedes 

Q. -- .., ... o (x, y , t) • In,./ (U • x + V· Y + W· t +r;) 

t E a:g eine L6sung der KP-Gleichung, und 

(ii) der Thetadivisor von A enth!lt keine Abelsche Unter­

variet!t von A, zu der der Vektor U tangential ist. 
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Vermutlich folgt (b,ii) bereits aus (b,i). Dieser Satz (bzw. be­

reits das Resultat von Arbarello - De Concini [A 8]) ermoglicht 

es zum Beispiel, auf dem Modulraum der hauptpolarisierten Abelschen 

Varietaten Gleichungen anzugeben, die gerade den Ort aller Jacobi­

varietaten beschreiben. 

Das Problem, die Jacobivarietaten unter allen Abelschen Varietaten 

zu charakterisieren, war bereits von Riemann aufgeworfen worden. 

Es wird i.a. das Schottky-Problem genannt, da Schottky erste er­

folgversprechende Ansatze zu einer Losung entwickelt hatte (vgl. 

[M 8] IV). Die obigen Resultate sind aber die erste vollstandige 

LBsung dieses Problems. Sie is~ vielleicht fUr praktische Zwecke 

noch nicht voll befriedigend - man wUrde sich eine geometrische 
. , 

Charakterisierung des Ortes aller Jacobivarietaten wUnschenj es 

gibt aber bereits eine Reihe von erfolgversprechenden Ansatzen, 

den obigen Satz in geometrischer Weise zu verstehen und zu inter-

pretieren (vgl. [G 1]). 
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