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1.‘Ein1eitun§

Das Ziel dieser Arbeit ist es, ein allgemeines Resultat iiber arithmetische
Eigenachaften von analytischen Homomorphismen zwischen kommutativen alge-

braischen Gruppen zu beweisen. Viele Ergebnisse und Probleme in der Trans-
zendenztheorie lassen sich auf diese Frage zuriickfilhren, und unser Resultat

gibt auf eine ganze Reihe von offenen Fragen eine Antwort.

Es hat gich herausgestellt, daB das Studium von analytischen Homomorphismen
zwischen kommutativen algebraischen Gruppen in der Transzendenztheorie sehr
nutzbringend ist und zu sehr schdnen Resultaten gefiihrt hat. Dies wurde von

S. Lang vor etwa zwanzig Jahren bemerkt und er bewies in [L1], daB fiir kommutative
algebraische Gruppen G , welche tiber q definiert sind, und fiir Elemente

a0 aus T(G)(Q) das Bild expG(a) unter der Exponentialabbildung im all-
gemeinen nicht in G(Q) liegt. Hier bedeuten T(G) der Tangentialraum von

G im neutralen Element, T(G)(Q) ..die Menge der @ -rationalen Punkte von

T(G) und G(Q) die Untergruppen der algebraischen Punkte von G . Mit anderen
Worten ist G(Q) die Gruppe der Q -wertigen Punkte des Gruppenschemas G .

Aus diesem Ergebnis von Lang kidnnen eine ganze Reihe von Transzendenzresultaten
gewonnen werden. Unter anderem gewinnt man hieraus die Transzendenz von ea

fiir algebraisches o *# 0 , wenn man G = Gax Gm setzt, wobei Ga das additive
und cm das multiplikative Gruppenschema bezeichne. Dies ist der beriihmte

Satz von Lindemann. Dieses Ergebnis entspricht einem Ergebnis iiber 1-Parameter
Untergruppen von algebraischen Gruppen. Es wurde kurze Zeit darauf von Lang
[L2],[L3] in verschiedene Richtungen auf d-Parameter-Untergruppen von algebrai-
schen Gruppen erweitert. All diesen Arbeiten lag eine von Schneider [Sch1],[Sch2]

entwickelte Methode zugrunde.

Eine zweite grundlegende Methode wurde von A. Baker [Bat] , [Ba2] im Zusammen-

hang mit dem Studium von Linearformen in Logarithmen von algebraischen Zahlen



entwickelt. Sie wird in unseren Untersuchungen eine zentrale Rolle spielen,
zusammen mit sogenannten Nullstellenabschiétzungen auf algebraischen Gruppen. |
Diese wurden in den letzten Jahren von D.W. Masser und dem Autor entwickelt
(Ma-wii1], [Ma-Wii2], [Ma-Wii3] und vom Autoren [Wi1] auf Multiplizititsab-

schitzungen erweitert.

Im folgenden sei G eine kommutative algebfaische Gruppe det’ Dimengion bn
und T(G) ihr Tangentialraum im neutralen Element. Dieser trigt dann als
Q -Vektorraum der Derivationen des lokalen Ringes von G im neutralen Element
in natiirlicher Weise eine Qq -Struktt{t, die sich auf die links—- bzw. rechts
invarianten Vektorfelder iibertrdgt. Insbesondere kann die Exponentialabbildung
so gewdhlt werden, da8 die darin auftrtenden analytischen Funktionen eine
Potenzreihenentwicklung im Nullpunkt mit algebraischen Koeffizienten besitzen.
Die Exponentialabbildung
eXpe

T@G) —> ¢

ist somit ebenfalls Uiber q definiert (allerdings nicht in der Kategorie der

Schemata beziiglich der Zariski-Topologie).

Sind G und G' komplexe Lie~Gruppen, so nennen wir einen Homomorphimus
9: 6 —> G

analytisch, wenn ¢ ein Homomorphismus komplexer Lie~Gruppen ist. Im folgenden
wollen wir nur kommutative Lie-Gruppen betrachten. Es ist wohlbekannt, da8 ¢

eine lineare Abbildung zwischen den TangentialrXumen
dp : T(G') —3 T(G)

indugiert, so da8 das Diagramm

L 4

.

1(6") 3% T(G)



kommutiert. Sind' G' und G tiber @ definierte algebraische Gruppen,
80 nennen wir ¢ defimert iiber Q , falls d¢ ein Homomorphismus von

@ - Vektorrdumen ist. Es sei darauf hingewiesen, da8 ¢(G') im allgemeinen
keine abgeschlossene Untergruppe von G ist. Ist das Differential d¢ in-

jektiv, 80 nennen wir ¢ eine analytische Untergruppe von G .

Hauptsatz. Seien G und G' (ber q definiente kommutative algebraische

Guwppen, dim G, dim G'> 0,
®: G — G

&in dber G deginienten amglytischer Homomonphismus. 15t danmn @(G') (@)#0 ,
80 gibt es eine algebraische Untergruppe H < ©(G') definient Gber @ mit
dim H21 .

Bemerkungen. 1. Ist H eine algebraische Untergruppe von ¢ (G') , die iber
Q definiert ist, so gilt offensichtlich H(Q) c ®(G')(Q). Also ist der Haupt-

satz gerade die Umkehrung dieser trivialen Tatsache.

2. Ist Hc @(G') die maximale iiber Q@ definierte algebraische Untergruppe,

so igt

H(Q) = ¢(G')(e) NGQ) .

Um dies zu sehen betrachten wir den kanonischen Homomorphismue m : G —) G/H .
Da H' = ('nlp)-i(O) eine abgeschlossene Lie-Untergruppe von G' ist, kdnnen
wir G'/H' bilden und erhalten eine Lie-Gruppe G''. Nun betrachten wir den
induzierten Homomorphismus @ : G'' —) G/H und erhalten einen analytischen
Homomorphisaus

exp..n Py
€y e —2 5 ¢/ .

T(G" )

Diesen nenen wir wo : T(G") —> G/H . Er ist ein {iber @ definierter



analytischer Homomorphismus mit injektivem Differential ‘”0 zwischen
zwei kommutativen algebraischen Gruppen. Wir kimnen nun den Hauptsatz

anwenden und finden, da8 @ (T(G")) N (G/H) @ =0 ist.

3. In der Bemerkung 2 haben wir schon davon Gebrahch gemacht, das8 man
immer o.B.d.A. annehmen kann, da8 G' ein Vektorraum V ist. Demn wir

brauchen nur V = T(G') =zu setzen und @ durch wbexpc, Zu ersetzen.

4, Der Satz ist nur damn nicht trivial, wenn dim G'< dim G gilt. Denn

sonst besitzt offembar H = G die gewiinschte Eigenschaft.
5. Wir kSnnen o.b.d.A. Annehmen, da8 d¢p injectiv ist.
6. Es geniigt, den Satz fiir den Fall dim G' = n - 1 2zu beweisen, wo

n = dim G gesetzt wird. Denn nach 3. kdnnen wir annehmen, da8 G' ein
d-dimensionaler Vektorraum V ist und nach 4. k3nnen wir annehmen, da8
d<n ist. Nun ist .dcp injektiv, so daB wir V mit einer Unteralgebra
von T(G) identifizieren k8nnen. Diese liegt aber stets in einer n-1-di-
mensionalen Untetalgebra‘ W von T(G) . Ist V iiber Q@ definiert, so
kann W so gewdhlt werden, daB W ebenfalls Gber @ definiert ist.
Haben wir eine algebraische Untergruppe H = H(W) gefunden, so setzen wir

g= () BW ,

WoVv

wobei iiber alle beschriebenen W der Durchschnitt genommen wird. Dies ist
eine nicht triviale algebraische Untergruppe mit einer von Null verschiedenen

Dimension, die in @(G') 1liegt und iber @ definiert ist.

Als die im Augenblick wohl interessanteste Anwendung dieses Satzes fiilhren
wir noch den folgenden Satz an, den wir in einer nachfolgenden Arbeit be-
weisen werden. Dazu sei X eine glatte und quasi-projektive Varietlt Uber
q und X’ Tepriisentiere eine Klasse in H‘ (X,X) . Representiert w eine

Klasgse in Ho(xﬁ;) » 80 gilt das folgende.



satz. Das Integrat It' w 4{st entweder Null oder transzendent.

Bemerkung. Das Integral hingt nur von den Klassen von r und w ab.



2, Einige Vorbemerkungen

Um die Techniken der Transzendenztheorie einsetzen zu kimnen, benStigen
wir einige Vorbereitungen. Insbesondere bendtigen wir eine explizite Be-
schreibung der Exponentialabbildung. Dies wird in [F-W] durchgefiihrt, und

wir wollen dies hier kurz referieren.

Sei also G eine kommutative zusammenhi#ngende algebraische Gruppe. Es
ist bekannt, da8 es eine maximale zusammenhiingende lineare Untergruppe
L von G gibt, so daB G eine Erweiterung einer abelschen Varietldit A
durch L ist, Die lineare Untergruppe L wird in geeigneter Weise kom—
paktiziert zu 1 mit L-Operation und man setzt dann GXL/L = G . Dies
ist ein Faserbiindel {iber A mit Faser L . Ist p : G ——) A die
kanonische Projektion und D ein ampler Divisor auf A und G der

Divisor G~NG so setzen wir

Da’b-a~p*(D)+b°Gw .

fiir ganze Zahlen a,b21 . Dieser Divisor ist flir a23 und b21 sehr

ampel. Filr solche a und b betrachten wir die Garbe 0 (@, ) auf G.
’

Dann wird duch jede Basis von H (G 0_ (D )) eine Embettung von G in

b
G ’
den BV gegeben. Hierbei ist N = dim BOG, 0 (D )~ 1.

Fiir das weitere sehr wichtig ist die folgende Bemerkung. Ist T' S G eine

endlich erzeugte Untergruppe von G, so k¥nnen die Koordinaten xo,...,x“

von PN stets so gewlhlt werden, da8 X,(Q") * 0 ist fir alle J € T . Dies

erreicht man durch einen Automorphismus von PN tiber @q .

Wir bezeichnen nun mit U die offene affine Menge G N(X.,# 0) von G .
Da sich die translationsinvarianten Vektorfelder auf G 3u translations-
invarianten Vektorfeldern auf G fortsetzen, ist fiir ein Vektorfeld

D:0_—>0_  die induzierte Abbildung
G G



D: I'(U,0)— T(U,0)
G G

eine Derivation. Also stabilisiert D die affine Algebra von U . Insgesamt
induziert eine Basis der Lie-Algebra der invarianten Vektorfelder linear un-

abhiingige Derivationen 31 seses Bn dieser affinen Algebra.

Nun séi ¢ : G' ‘—-——)G eine analytische Untergruppe mit Bild AcG. Dieser
ist zwar nicht abgeschlossen, jedoch selbst eine Lie-Gruppe mit Tangentialraum
T(A)*' im neutralen Element. Fortan identifizieren wir stets die analytische
Untergruppe ¢ mit Ihrem Bild A und dessen Tangentialraum T(A) mit einem
Unterraum von T(G) . Dies kdnnen wir natiirlich tun, da der Hauptsatz nur

eine Aussage {iber das Bild macht. SchlieBlich identifizieren wir die alge-

braische Gruppe G mit ihrem Bild in PN .

Sind xo...,xﬂ die Koordinaten ir Py , 80 setzen wir fiir OSisSN
£; = X; o expg

Die Funktionen fi sind analytisch und haben eine Wachstumsordnung h3chstens

gleich 2 (siehe z.B. [F-W] ). Wir setzen weiter
g; = £,/fp (151isSN)

und erhalten meromorphe Funktionen, die in einer Umgebung des Nullpunkts in

T(G) sogar anaiytisch sind.

Fortan setzen wir voraus, daB sowohl G als auch ¢ {iber Q definiert seien.
Dann geniigen die Funktionen ByoeeoaBy einem System von algebraischen Differen-
tialgleichungen mit algebraischen Koeffizienten, da die Derivationen

8‘...;53 a eine Basis fllr den Vektorraum der Derivationen von I‘(U,O_é) iber
Q" bilden. Die Koordinaten in T(G) beziiglich dieser Basis seien z = (z)500052).
Dann besitzen die Funktionen gi(g_) (1 Si<N) Potenzreihenentwicklungen im
Nullpunkt mit algebraischen Koeffizienten. Sowohl die Funktionen fO(E)-"»fN(.z_)

wie auch die Fuﬁktionen g,(z),...,8,(z) haben die Wachstumsordnung § 2 . Es gilt
1'% By'Z



also
(1 log |£,()] 5 ¢ zfl? (0SisN) ,

venn wir |jz ]| = (lz1|2 + ...t lznlz)‘m setzen, mit einer positiven
Konstanten c, . AuSerdem gilt fo(g) #0 fir S € exp: (I'), weon T

die bereits eingefiihrte Gruppe ist.

Lemma 2.1 E4 gibt eine endliche Menge E , eine ganze Zahf b >0 , eine
Abbifdung v:T — E und bihomogene Polynome

Ee‘i (Yo,...,YN.; xo,...,xN) (e€E,0SisN)

vom Bigrad b mit Koeffizienten in q sowdle offene Mengen U cGx6

mit @,0)€UV mit den folgenden Eigenschaft:

Y@)
(i) Die Mengen U, (e€E) (berdecken ganz GxG ,
(i) dir (g,d) € U, gikt

t * X (g+g') = E,Ji(YO(G)»""Yn(S); Xp(8'), .05 Xy (g"))

fin 0sisN , fir einvon j unabhéingiges 40,
(iii) die Hhe der Polynome E ; 48t dunch eine Konstante c,> 0
F ]
beschniinkt. B

Beweis. Dies folgt alles sofort aus der Tatsache, daB die Addition auf G
ein Morphismus von GxG nach G und der topologische Raum G mit der

Zariski-Topologie noethersch ist.

Wir halten nun die analytische Untergruppe A mit 0<d = dim A <dim G
fest. Ihren Tangentialraum T(A) haben wir ja mit der Lie-Algebra Lie{A)
von A identifiziert. Dies ist eine Unteralgebra von Lie(G) = T(G).
Deren Basis wird gegeben duch 8',...3 a * Da Qir vorausgesetst haben, dag

A tber q definiert sein soll, gibt es eine Basis Agyeeerd a Vvom



Lie (A) mit

Ai -a 8' e ¥ag an (1sisd)

1

und O, 4e..,0 aneﬁ' .

Ist P(x“o...'.xn) ein homogenes Polynom und g aus G mit Xo(g)# o,
so definieren wir die Ordnung von P(Xo,...,XN) in g als das minimale

t , fiir das es nicht negative ganze Zahlen tiseoesty gibt wit t_+...4t, =t

1 d
und

t t b3
1
A‘.ooAdP (1,'—','00 ﬁ) (8)*0 .
. | d X ¥
1] 0
Die Ordnung ist somit eine nicht-negative ganze Zahl oder Unendlich. Ins-
besondere haben alle Elemente aus dem homogenen Ideal I(G) von G die

Ordnung Unendlich. Die Definition der Ordnung hingt natiirlich von A ab

und wir nennen sie auch "Ordnung lings A". Wir schreiben dafiir ord

e a®-

Da die Derivationen A,,..., Aa translationsinvariant sind folgt sofort, daB

die Ordnung von P(Xg, ...,KN) in,ﬁ*e.r gleich der Ordnung von

_P_(Eo’v (Y) (IQ") ;_x_) peecey EN ’\) (t«) (.Y.(n ’ z))

im Punkte O ist, wobei wir Y = (Yﬁ""’YN) und 5.-(X0,...,XN) gesetzt

haben (siehe auch Abschnitt 3).

Die folgende Bemerkung wird noch wichtig fiir den weiteren Verlauf gein. Sind
G,A und ' tiber Q definiert, so gibt es einen algebraischen Zahlkdrper
K , liber welchem alle diese Objekte definiert sind. Diesen kdnnen wir o.B.d.A.

als galois'sch voraussetzen und definieren dann fiir B € K
78] = max (loBl)

wobei o die Elemente von Gal(K/Q) durchliduft. Weiter definieren wir den
Nenner den(8) von B als die kleinste positive ganze Zahl d , so das

d ° B ganz algebraisch ist. Die HShe h{B) ist nun definiert als



h(B) = max(|Bl, den(B)) .

Ist P ein Polynom mit komplexen Koeffizienten, so definieren wir die

Hthe H(P) von P als das Maximum der Absolutbetrilige der Koeffizienten.

Besitzt P Koeffienten in K , so haben diese einen kleinsten gemeinsamen
Nenner, den wir den(P) nennen. Wir kinnen auSerdem P° bilden fiir
0 € Gal(K/qQ) und setzen dann

h(P) = max(max H(PY), den(P)) .

g

Wir zeigen nun,daB man ein "Additionstheorem" auf G so finden kann, da8
dieses in allen Punkten von [ giiltig ist. Dazu sei K die Michtigkeit
von E in Lemma 2.1 und L €K der kleinste algebraische Zahlkérper, so da8
G und T iiber L definiert sind. Dsnn wollten wir K so gro8 wihlen,
da8 (K : L] 2 K gilt und in K Elemente w wkhlen, die einen L-~Vektor-

raum der Dimension Kk erzeugen. Wir setzen damn
Ej LK) = o €p Wele,; XD

fir 0Sis<N . Es gibt dann offenbar eine Umgebung VOT % 0 mit der Bigen-

schaft, daB fiir (g,g') € V mit einem t % 0 gilt
t*X; (g8') = E; (1,0 (a,8") 0sisN)

Insbesondere gilt E,(Y,X)(¥,0) 40 , da Xo(}D#0 nach Wabl der Koordinaten ist.

Dieses Additionsgesetz nemnen wir
EQLX) = (B (Y,D),..., E(1.X).

Mit anderen Worten: E&(Y,X)(g,g') sind Koordinaten von g + g' .



3. Bin Hilfgsatz {iber Differentiation

Im folgenden bendtigen wir genaue Abschiétzungen fiir das Wachstum von Grad
und Hthe von derivierten Polynomen in Abhlingigkeit vom Grad der Differential-
operatoren, Dazu benttigen wir zuniichst eine expliziete Beschreibung der

Differentialoperatoren.

Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, wird die affine Algebra von

U=¢C N(X, #0) von den Derivationen 3,,...,d stabilisiert. Seien

Xisens ,xn die Restklassen der Funktionen x, /l!0 soos ,XN/XO auf PN

modulo dem Ideal I(G) . Diese erzeugen die affine Algebra T'(U,0 ) der
G
offenen affinen Menge U . Wir halten nun einen algebraischen Zahlk3rper

fest, iiber dem G,A und T definiert sind und nennen ihn K. Dann l¥gt
sich T(U,0 ) schreiben als l([x1,...,x-N] . Da diese Derivationen die

G
Algebra l([x‘ pose .xN] stabilisieren, erhdlt man Polynome

X4, Xy . .
0 0
X Xy
im Polynomenring K [-i—d ""’-)T(-)] , 80 da8

gilt. Sei 60 das Maximum der Grade der Polynome p,. und h, das

j
Maximum ihrer H8hen, ferner sei sij = deg pij (1Sisn; 1Sj8N).
Wir kinnen nun die Derivationen 31,. «e,0_ liften zu Derivationen von

n
y Xy

K[xo‘,..., x—o ] , indem wir setzen

X. 4
1 XN
ai(—&%.)’ Pij (-x; ,..'.% )
fiur 1SisSn und 1Sj SN . Da die Derivationen in K[x1,...,ﬁ‘] kommu-
tieren ( G ist kommutativ!), folgt fiir je zwei dieser Derivationen

d und 3'



x -
[3.8'] H K[-x—I- e ces o ;x!]-___) I(G) - Hot

0 %

sowie
2: 10 - ' — 1@ ',

wenn Mo das multiplikative Monoid der nicht negativen Potenzen von

X, ist und I(6) * M '

b die homogene Lokalisierumng ist (d.h. alles hat

Grad 0 ).

Alle unsere Differentialoperatoren sind translationsinvariant, was
bedeutet, da8 fiir homogene Polynome P(XD, ves ,XN) und 3 wie oben
mit D = .deg P die folgende Beziehung gilt 3+ Ist M das von X und

0
Ey erzeugte multiplikative Monoid so gilt

3(P/Xg) (X) = 3(P * E/ED) (X,X(0)) mod I(G)M '

Fir weitere Details sieht auch [Wii2], Abschnitt 3. Diese Kongruenz {iber-

trigt sich natiirlich auch auf beliebige Differentialoperatoren.

Proposition 3.1, 14t P(Xb,...,xu) ein hqmogenea Polynom vom Grad D
mit Hohe H(P) und Grad D(P) und sind Eisoeosty nicht negative ganze
t

Zahten mit ty+ oo vty =T und A--A,1 ;d,aogw

(i) deg A(P o E/xgn )(X,X(0)) =b D ,

(i) B (A« E/RDIEEO) s+ D™D ae)
mit einer von D,T und H(P) unabhlingigen Konstanten c>0 .
Um diese Proposition zu beweisen benStigen wir das folgende

Lemma 3.2 14t P(X,,...,X ) ein Polynom mit H6he H(R) und Grad d(P)
und sind  F (¥, .00 Xp)y oeny F(Y ... Y ) Polynome vom Grad d(v,),
coesd(F)) und mit Héhen WH(F.),...,H(F)) » #ke durch..D und B be-
schrdnkt seien. Dann gilt



d(F,)+...+d(F )
(i) H(F,...F ) SH(F))...H(F ) (nm) "1 n

(i)  BR(F,,...,F)) SH) - cd(P)D

mit einer von H,D H(P) und d(P) unabhdngigen Konstanten c¢>0 .
Beweis. Ubungsaufgabe.

Beweis der Proposition 3.1. Aus Lemma 3.2 folgt sofort

HCP . E/xgn) SH(P) P

mit einer von D und H(P) unabhingigen Konstanten. Dann zeigt man durch

Induktion iiber T , dag

c(D+T)

H(AR « E/X)D) (%,2(0)) s ® + P Pae)

gilt, wobei die erste Ungleichung benutzt wird und ¢ eine neue, von

D,T,H(P) unabhi#ngige Konstante ist. Dies geschieht folgendermaBen:

Zun¥#chst zeigt man daB der Grad von A(P o E/XED) in den Variablen X1/X0,...,
XN/Xo durch

bD + (50 -7

beschrénkt ist. Dann zeigt man durch Induktion, da8 die H8he von

AP E/XD)

b durch
0

c(D+T)

(D +7T) H(P)

beschrinkt ist fiir eine von D,T,H(P) unabhiingige Konstante c. Dazu zeigt

man diese Abschitzung zuerst fiir Monome in

9. oo s¥oX, /X, e e Xyl %g

und nutzt dann die Beziehung

B(P + G) SH(F) + H(G)



aus fiir Polynome F und G .

Ersetzt man nun Yb"”’YN durch xo,...,xu und x,/xo,....xnlxb durch
die Werte im Punkt 0€G , so erhiilt man einen zusdtzlichen Faktoren fiir

die HShenabschitzung der Form

D+T
c

mit einer wiederum nicht von D,T und H(P) abh#ingigen Konstanten. Ins-

gesamt ergibt sich dann die behauptete Ungleichung (ii).

Dabei haben wir bereits die triviale Abschitzung (i) benutzt.



4. Das Hilfspolynom.

Wie wihlen nun O#u € ¢-1(G(Q)) und setzen ) o = $(v) . Nach Voraussetzung
k8nnen wir u so wihlen, daB XS #0 ist. Dann bezeichnen wir mit T die
von xg erzeugte Untergruppe und mit e ihre Ordnung. Fiir positive §

setzen wir
I(s) = {s -f;; 0sssSs} .

Die Différentialoperatoren AI”' .»A . erzeugen ein multiplikatives Monoid

n-1
D , dessen Elemente die Form A:‘ A:E;‘ mit ganzen t,,..,tn_tz 0 be-
sitzen. Fir ganze Zahlen T2 0 betrachten wir die Teilmenge D (T) der-

jenigen Elemente, fiir die t, + ... + t 1 ST gilt. SchlieB8lich sei m= [K:qQ]

1
und die Koordinaten l((,n,..,xN so gewdhlt, daB XO%) = | gilt.Wir widhlen

nun positive ganze Zahlen S,T,D nit
@2  d"22m (T+n)®' | r(s)I .

Der Parameter T sei ferner hinreichend gro8, damit man die auftretenden

Konstanten cy»c damit schlucken kann.

2’...

Lemma 4.1. Es gibt ein homogenes Polynom P(X ) mit ganzen Koefgizienten,
lemma 8.l XN

goeees

das nicht in 1(G), Liegt mit einem Grad D und

() ordy,, A (P« E/XD)E,X(00) 2 T/2 , fir alle &€ D(T/2) und atle
Leres) . |

(ii) Es géet §x A € D(T/2) und ¥€ I(S)

2
(AR oE/X2") RE(O)) s (0 + D1 P DS

Beweis. Da die Dimension der algebraischen Gruppe G gleich n ist, kdnnen
wir o0.B.d.A. annehmen, da8 die homogenen Koordinaten xo,...,xn algebraisch
unabhiingig modulo dem homogenen Ideal I(Q sind. Dann sei P(Xo,..,xn) ein

homogenes Polynom mit noch unbestimmten Koeffizienten, dessen Grad gleich D
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sei. Die Anzahl der Unbestimmten ist dann gerade gleich

Dn

D+n
( a

n) 2

Wir werden sie nun so bestimmen, da8
bD
(3) (P o E/Xp ) (X(,X(0)) =0

gilet fiir A € 0(T) .X’G I'(S). Dies ist ein lineares Gleichungssystem in den
noch unbsstimmten Koeffizienten von P mit Koeffizienten in K , da
X; ()€ K wegen TI'c:G(K) fiir 0SisN gewdhlt werden kann. Die Anzahl

der Gleichungen ist um héchstens

-1
. Tw-1\ | (T+n)"
m ( =1 ) IP(S)I Sm TE:T)[ II'(S)I .
Man verifiziert nun wie im Beweis der Proposition 3.1, daB die Koeffizienten

dieses Gleichungssystems durch

C3 (D+T) (

c4D'
max lxl._(r)l)

(D + 1)
0SisSN

beschrénkt sind. Dabei haben wir die Koordinaten xi(zr) fir 0S5 iS N,
X/E r'(S) so normiert, das XOQ") = | gilt. Nach der Proposition 5 in
[Se] gilt fiir den zweiten Faktoren dieser Abschitzung die Abschitzung
c,D 2

max (lxi(X’)l) 4 Scsns ,
da Y die Gestalt sfo besitzt mit ssSS .
Insgesamt erhilt man also fiir die Koeffizienten samt ihren Konjungierten die
Abschitzung

(D+T) Dsz

c
3 3

D+7T



Nach dem Lemma von Siegel unter Beriicksichtigung von (2)  erhdélt man nun
ein Polynom P mit (i) wund (3). Wir milssen nur noch zeigen, daB aus
(3) die Bedingung (i) folgt. Zunidchst folgt aus (3) zusammen mit Pro-

position 2 aus [Wii2] fur ¥ € I'(S)
D
ox'cl",'A P/A, 2 T
und hieraus fiir A € 0(T/2) ,§ € I(s),

(3 ord, A®XHETZ .

Dies impliziert wiederum zusammen mit Proposition 2 aus [Wii2] die Be-

hauptung (i) .



5. Einige Abschiitzungen.

Die Koordinaten in T(G) = Lie G hatten wir mit z= (’1"""n) be~-
zeichnet. Der Punkt u = (u‘,...,un) definiert nun eine 1-Parameter-
Untergruppe von G in der folgenden Weise: Wir definieren die lineare

Abbildung

L: L —— Lie G

durch 2z b—) 2. u . Dann ist exp. o L die gesuchte 1-Parameter-Unter-
gruppe, Wohlgemerkt: Sie ist nicht iiber q§ definiert! Dies macht die

ganze Schwierigkeit der Baker'schen Methode aus.

Im Gegensatz dazu haben wir in Lie G den Unterraum Lie A der Kodimension
1, der iiber K definiert ist. Er 148t sich deshalb definieren durch eine

lineare Gleichung

ann = Btzl e Bn-izn-i

mit B,, cee Bn € K und o.B.d.A. Bn = 1 . Der Vektor u liegt in Lie A

und geniigt daher der Gleichung

un'81u1+ s o0 +B

n-1"n~1
Wir getzen nun

Ai'ai‘*ﬁian (1$i$n"|) .
Es gilt dann

d
'd-z_ u‘ A1 + es e + un_.'An_' .

Setzen wir noch fiir r>0 und homogene Polynome 'P(Xb...;,x*) in c[xo,....xul



2}l 3= max (P ° exp_)(z)
' ‘r lz'Sr‘ G.z..‘

sowie

HElp o= max 1 expg L)@,

und ist P das Polynom aus Lemma 4.1 , so gilt das folgende Lemma.
Lemma 5.1. (i) Fir A € D(T) gil&t die Abschdtzung
e+ D(s%+r?)

hace E/xo " (x, x(o»ﬂ SO+ c :

(ii) Fin atle 8 € D(T/2), t>1'>S gilt

ST/2
I ace . E/XSD)Q.‘.}(O))L.’L S|l ae o ExD)(E, x(O))ﬂt( 2rr] 2)

r +r'
Beweis. Die Abschéitzung in (i) folgt ummittelbar aus Lemma 4.1 zusammen mit der

Abschitzung von fi(z)(i = 0,...,N) ganz zu Beginn.
Un die wichtige- ' Abschitzung (ii) einzusehen, setzen wir

¥(z) = AP o E/XD)(LXO))e expg oK (2)

Aug der Darstellung von g—z- und aus Lemma 4.1 folgt, daB Y¥(z) Nullstellen
in z = g besitzt flir 0<s <SS , die mindestens die Vielfachheit T/2 be-~
sitzen. Setzen wir fiir r>0
|¥], = max |¥(z)|]
lzisr

so gilt nach dem Schwarz'schen Lemma
s fel - (2
r' r \ 2,2 .
T +r

Nun ist |‘l’|r s|la(e. E/xtP) X, x| ; o vomit nun unmittelbar die be-

hauptete Unglcichung folgt.



Wir betrachten nun in G die Multiplikation mit einer positiven ganzen
Zahl & 2 1. Diese wird gegeben durch gk) L-g flir g€G . Nun wihlen
wir v in T(A) mit £ * v =u und setzen fo = exp.(v). Dann gilt

- ] - - [ . ] . T .
L fo {0 . SchlieBlich sei die von X’ 0 erzeugte Untergmppe von
G . Da der Grad der Multplikationsabbildung mit £ hé&chstens gleich £2n

ist, gibt es einen algebraischen Zahlkdrper L oK mit [L:K]S zz“ und

' «6(L).
Lemma 5.2. Sed A€ U(T/2) und s ganz mit 0S5sS LS, sowle
§ = AR o E/XED) (X(sf'p) ,X(0))
0’2 2 .

Dann gilt entweder § = 0 oder
c (D+1) D(s®+2%) . 2n

8] 2t + ME e yod
Beweis. Zundchst beachten wir, daB aufgrund der Norminierung der Koordinaten
durch xo(Xa) = 1 die Zahl & in L 1liegt. Dies ist ein algebraischer Zahl-
kérper vom Grad hdchstens gleich m!l,zn . Nun berechnen wir die Hdhe von §" 'o .
Unter Benutzung der Multiplikationsformeln (siehe [Se]) findet manleicht da8

22 2,2

h@'g) s (e gh(fg))™ sc,,

gilt. Schreiben wir s = g8' * & + 8'' mit 0Ss8''< £ und damit 0Ss'SS ,

so erhdlt man mittels der Additionsformeln wegen sja' - ef0+ s"X’o'

2.4
h(sx’o') Scizs *H

Hiermit findet man wie im Beweis von Lemma 4.1 fiir die H8he von § die
Abschdtzung

(0+T)  D- (52424

c
13
) 14 o

h()s(+T



Ist nun 6#%#0 , so gilt die Abschitzung
18] 2 neey L) ,

wie man durch Betrachten der Norm leichtverifiziert, wenn man noch den(d)
S h (8)  Dberiicksichtigt. Hiermit erhidlt man dann sofort die gewiinschte Un-

gleichung.



-22 ~

6. Die Extrapolation.

Wir widhlen nun eine Konstante X. 2 5 und einen hinreichend groBen Para-
meter S . Dann setzen wir S' = |I'(S)|. Damit setzen wir

D = 2m g' - g(a~Dx ,

T=2ms' «s™-n .
Dann ist offenbar (2) erfiillt. SchlieBlich definieren wir die ganze Zahl £
durch

22n+1 = [S] + 1

Dann gilt das folgende Lemma.
Lemma 6.1. Fir Y '€T'(45) gilt

orclr',’A () 21[1/2] .

Beweis. Unter Benutzung von Proposition 2 in [Wii2] geniigt es zu zeigen, da8

fir A € D(T/2) gilt
bD .
AP ° E/X57)(X(3'),X(0)) = 0 .

Die Zahl links haben wir & genannt. Diese wurde in Lemma 5.1 (ii) abge-

2

schiitzt. Wir setzen r = S, r' = S+1 und erhalten dann unter Verwendung

von (i), falls 6 * 0 ist,

TN

log 16l £ ¢ S'SnKlog S TS log S

15
Andererseits gilt aufgrund von Lemma 5.2 die Abschitzung

log 181 5 =c,8'S 22® 10g 8 .

Aus diesen beiden Ungleichungen erhlilt man



TS log 8 S 'c”s.smc,‘Zn log S

und hieraus durch Einsetzen von T und Kiirzen

. o20
SScm A .

Flir hioreichend groSe Wahl von S erhilt man um einen Widerspruch. Also

muB § = 0 gelten und das Lemma ist bewiesen.



7. Die Nullenstellenabschitzung.

Das Element Y 0' erzeugt in G die Untergruppe TI' . In Abschnitt 4 haben
wir ein homogenes Polynom P(X.o,,...,x") konstruiert, das auf G nic§t
identisch verschwindet und den Grad D hat. Von diesem Polynom haben wir

in Abschnitt 6 gezeigt, daB es in T'(2S) 1lings der analytischen Untergruppe

A mindestens mit der Ordnung
T' = [T/2]
verschwindet. Ferner gilt

r'(es) = &r() .

Wir zeigen nun, daB es dann eine algebraische Untergruppe H mit HC A geben

muB, welche iiber Q@ definiert ist und deren Dimension positiv ist.

Um dies zu zeigen, geniigt es nachzuweisen, da8 der Index O=0(A;G)_ , der

Q
in [Wiit] definiert ist, die Ungleichung

4 g<(n-1)/n

erfiillt. Da weiter in [Wii1] nachgewiesen wird, daB 0(A;G)_ = T(A;G) gile,

Q
ist die Ungleichung (4) erfiillt , wenn

(5) T<(n=-1)/n

gilt. Dies folgt aber aus dem Hauptsatz in [Wil1] . Denn nach Wahl von §,T,%,D

gilt zundchst mit der dortigen Konstanten
(T/0)F 2 (c D)F (15 r <n)
falls mit S hinreichend gro8 ist und ferner ist

@m™ ! Irr@s) |z am™ e st 2 (D)



.wiedem aufgrund der Wahl der Parameter.

Da das Polynom P nicht identisch auf G verschwindet folgt hieraus,

daf mindestens ein T fiir 1Sr<n der Ungleichung

geniigt. Dies bedeutet, da8 es eine algebraische Untergruppe Hc<G gibt,
deren Kodimension cod H gleich r ist, die iiber @ definiert ist und

die in A enthalten ist. Da r<n gilt, folgt
di- n = - >0 .

Damit ist der Hauptsatz bewiesen.
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