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Survey For N an integer ~ 1 ,let jJ'N and jJ'~ be the fields of modular

elliptic functions defined aB in the text below.

H s is an idele of an imaginary quadratic field K, the way the Artin automorphism

[s,K] of the maximal abelian extension _Kab ,of K acts on the value f(z) of a function

f of :yN at a point z of K is known as the explicit reciprocity law, cf. [7] § 6.8

p.157.

We give here, when f belongs to the Q-rational model :y~ of S'N' an

equivalent but direct description of this action. It mimics the way the automorphism

[s,K] acts on the modular invariant 1,cf. formulas (1) and (2) of the introduction.

Two proofs of (2) are given: the direct one results from the study of these C.M.

elliptic curves, which are defined with all iheir points of finite order on the field Kab , cf.

sections 3, 4; indeed, this study enables one to write identities analogons to (2) for a lot of

functions (cf. also [4]) and especially for each of the well-known generators of jr~ over

~ . The indirect one establishes by a thorough computation, when f belongs to jr~, the
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equivalence of (2) with the explicit reciprocity law, cf. sections 5, 6.

Introduction

Pour N entier ~ 1 I soit ~N (resp. "",g) le corps des fonctions modulaires de

niveau N acoefficents clans ~(e2n/N) (resp. le 8O~rps de jrN fixe par l'action du

graupe {[ ~ ~ ] E Gt2(71/N71) Id E (71/N71) x} ) cf. nOs 4, 5. On sait que

et que les corps des constantes de jrg et jrN sont respectivement Q et ~(e2ri/N),

de sorte que ~~ est un modele t}-rationnel du corps 3'N'

Soit K un corps quadratique imaginaire, et Kab son extension abellenne maximale.

La theorie du corps de classes global nous dit que la loi de reciprocite d'Artin

s • • [s,K]

est une surjection du groupe K~ des ideIes de K sur le groupe de Galois GK des

automorphismes de Kab /K . Cet homomorphisme est continu si Pon munit ces groupes de

lenrs topologies naturelles, et son noyau peut etre decrit.

L'action de Pautomorphisme d'Artin [s,K] de Kab/K sur les valeurs f(z) des

fonctions f de jrN evaluees en un point z de K est decrite par la "loi de reciprocite

explicite lt de G. Shimura [7] § 6.8 p. 157 (cl. nOS th. 2, pour un rappel de celle-ci). On
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donne ici une description directe et equiyalente de cette action pour les fonctions f de

o
~N'

*
* *

Sait r(N) le sous-groupe de congruence

de niveau N de st2(1l) , que l'on fait agir sur le demi-plan de Poincare

i) = {z IIm z > o} . On considere 'I'N l'espace des triplets (L,LN,w) definis par les trois

conditions suivantes:

i) L est un reseau complexej

ii) LN est un sur-reseau de L tel que LN/L soit cyclique d'ordre N j

iii) w est un element de L/NL dont la classe modulo NLN engendre L/NLN

(on sait d'apres i) et ii) que ce quotient est cyclique d'ordre N).

Les espaces i) d'une part via la projection standard (}, et 'I'N d'autre part via une

surjection Nß definie dans le n0 1, sont tous deux des quotients de l'espace ~ des bases

positivement orientees de reseaux complexes. De plus Nß induit en fait (cf. nO l, le=e 1)

un isomorphisme r(N)\~ N I 'I'N qui permet de munir 'I'N d'une structure d'espace

analytique.

Rappelons aussi trois faits essentiellement classiques:

a) La projection
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r N : 'I'N - ......, r(N)\ij

definie par r N = Q 0 Nrr1 est une fibration locallement triviale de fibre (x I pourvu que

l'action de r(N) sur ij soit sans points fixes Le. N ~ 3 .

b) Le graupe K~ des ideIes de K agit sur rN1(r(N)\f5 n K) par

• 0c'est-a.-dire par multiplication Bur chacun des trois termes du triplet (L,LN,w), cf. n 2

lemme 2.

c) Si N = 1 , on a 8'N = 3'~ = ~(j) ou, en notant les elements de '!1 par leur

*seul premier terme, l'invariant modulaire J = ~1 j vCrlfie

(1)

pOUI taut reseau L amultiplication complexe par K, cf. [6] § 5.4.

TI se trouye en {ait que l'ecriture de l'identite (1) de c) est vraie, avec la definition de

b), pour tout element {de sr~ regarde comme une ronction sur r(N)\i5 ceci §AM.

restrietion Bur I 'entier N .

Autrement dit, on demontre ici:
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THEOREME

.s..ID1 z E K tel gue Im z > 0 , et soU s un idele de K.

Soit f E :Y~ regarde comme une fonction sur r(N) \SJ , et notons 1 = r;f I'image

transposee de f par Ja projection 'l"N'

Alors, si f est definie en I'orbite r(N) · z ~ z sous r(N) et si .ti = (L,LN,w)

verifie 'I"N( ,ti ) = r(N) · z , on a

(2) f)J( •) [s K] f)J( -1 -1 -1 · )
1 L,LN,w ' = 1 S L, 8 LN' 8 W .

Ce theoreme est bien 8ur equivalent ala loi de reciprocite explicite pour

jrO = U jr~. On renvoit ala proposition elef du nOa ponr une description precise de
N

cette equivalence. On notera que si :Y= U jrN ,. on a
N

Oll ~ab est l'extension abelienne maximale de ~; d'une certaine fa~on, dans le cas de

I'action des sous-groupes de congruence de st2(71) sur le demi-plan de Poincare .fj, il

nous aemble avoir isole dans ce travail une part de cette loi acara.ctere peut--etre plus

geometrique.

*

* *

Les nos 3 et 4 sont consacres aune preuve directe du theoreme ci-dessus. En effet, on

a ~~ = ~(j,jN,~1)) on les images transposee& par r N des fonctions j, jN et ~1)

(regardees sur r(N)\ij) admettent au point ,ti= (L,LN,w) de 'IN pour valeurs
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respectives

avec J = 2633 g~/ tJ. • lci ~ est la fonction de Weierstrass de coefficients g2 et g3 et de

discriminant non nul 4 = g~ - 27g~ ,et L(~) est un representant complexe du point

w/N d'ordre N modulo L.

LeB trois fonctions j, jN ~ ~1) yerifient la relation (2): on le sait deja. pour j et

jN d'apres (1).

La preuve que 1'0n en donne (cf. n04) vaut pour ces trois fonctions, et resulte de

l'existence de reseaux particuliers L a. multiplieation eomplexe par K et verifiant les

deux eonditions ci-dessous (cf. n0 3):

i) le modele de Weierstrasa de reaeau de periode Lest defini sur la clöture aMlienne

K ab de K;

ii) les points d'ordre fini de ce modele sont egalement definis aur Kah .

En effet, de tela reseaux existent dans ehaque classe d'homothetie de reseaux a.

multiplication complexe par K ,cf. [7] § 7.8, p. 216.

POUl un tel reseau L, on definit une applieation eontinue a. • A(s,L) du

graupe des ideles de K a. valeurs dans le groupe multiplicatif F)( d'un sous-eorps

convenable F de Kab , de degre fini sur ~. Cette application A ne depend que de la

classe d'isogenie de .L (on donne deux preuves de ee resultat simple cf. n03 lemme 4: l'une

directe dans le n03 est seulement esquissee, l'autre dansie n04 resulte du theoreme

ci-dessus) de sorte qu'il sJagit d'un homomorphisme eroise pour l'action de GK sur Kab
j
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par definition, elle controle l'action de [s,K] sur les points de torsion de la courbe et par

suite sur les formes et a fartiori les fonctions modulaires.

Cette fonction A a deja ete etudiee dans [1]. En particulier, pour F comme

ci-dessus, son lien avec le caractere de Serre-Tate [S] associe ala variete abeIienne,

restrietion des scalaires de F A K du modele de Weierstrass en questian, s'y trauve

decrit.

*

* *

En bref, les elements permettant de decrire la projection 'KN ci-dessus sont

rassemblea dans le n0 1 (la notation 'KN n'est utilisee que dansl'introduction). Le n0 2

contient quelques considerations adeliques; en particulier, on verifie b) mentionne plus haut

et on enonce un resultat technique utilise an nOa. Le n03 decrit l'applicatian A evaquee

ci-dessus; on traite comme illustration le comportement du quotient ~(L)/~(L ') evalue

en deux reseaux commensurables L et L' lorsque ceux-ci posscdent des multiplications

complexes. Le n04 contient la preuve par voie directe (th. 1) du theoreme; en passant, on

prouve que si une fonction f de :J"N satisfait (2) en les points, ou elle est definie, de

deux corps quadratiques imaginaires distincts alors f appartient a 3"~. Le nOS contient

(th. 2) UD rappel de la loi de reciprocite explicite de G. Shimura ponr f E 3"N' Le nOa

precise enfin (prop. deI) le Hen entre le theoreme et cette loi.

*
• *

Remargue n nous aemble que la theorie ci-dessus Peut egalement etre developpee
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paur les fonctions modulaires de Siegel a. n variables; la fibre de l'analogue de ~N est

alors de dimension complexe n2 .
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comprendre au moins un peu l'ouvrage cite [7] de G. Shimura; est-il necessaire de preciser

qU'un resultat mis en valeur par le premier nomme (loc. cit. Chap. 11, th. 5) fut un

prototype pour la proposition elef de notre nOa ?

Aussi, Hs vont a. tous les membres du M.P.I. de Bonn et a. mes collegues qui y

etablissent une ambiance si chaleureuse, particulierement a. Don Zagier qui a eu la

gentillesse de s'interesser a. des versions prealables de ce texte et la profondeur de vue
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1) Soit Jl l'ensemble des bases positivement orientees de reseaux complexes, sur

lesquelles on fait agir (x par homothetie de sorte que l'application

definit une bijection de Jl/(x sur le demi-plan de Poincare i) = {z IIm z > O} .

Le groupe Gt~O(IR) des matrices 7 = [~~] acoefficients r~el8 et de d~terminant

> 0 agit a. gauche sur jl, en appliquant la base (wl'w2) sur la base

(wi ,w2)= nW1'w2) definie par l'identite matricielle
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Ainsi Ji est un espace principal homogene (= torseur) sur Gt~O(R). L'action

correspondante de i sur .fj est donnee par

7 : z I I nz) = az + b/cz + d, z E .fj

Pour N entier ~ 1 , soit

le sous-groupe de congruence de niveau N du groupe modulaire St2(1l). On definit 'IN

comme l'ensemble des triplets (L,LN,w) venfiant les trois conditions enumerees dans

l'introduction.

Soit Nß l'application qui a. chaque element (wl'w2) de Jl associe l'eIement

(L,LN,w) de 'rN ainsi defini: le reseau L (resp. LN ) est engendre par (wl'w2) (resp.

(w1/N, w2)) et le point Wdesigne la classe de w2 moduln NL.

On a:

Lemme 1 L'aoplication Nß: Ji ------+ 'rN definit une bijection de r(N)\Ji Bur

Preuve: Ce resultat est bien connu: puisque l'action de Gt~O(IR) sur Jl est

transitive, soit r = [~~] dans ce groupe tel que (wl'w2) et (w1,w2)= r(wl'w2)

aient meme image (L,LN,w) par Nß. On trouve qu'il en est ainsi si et seulement si i) les



-10-

matrices i et [~~ ] i [ ~ ~ ] -1 laissent respectivement stables les ItlSeaUX L et

NLN ,d'ou 7 E st2(1l) avec c =O(mod N) , et ii) la matrice 7 verifie la congruence

nwp w2) =(wi ,w2) (mod NL) d' ou (a,b) =(1,0) (mod N) .

D'autre part, touales points de 'IN sont atteints par Nß: pour trouver un

antecedent A (L,LN,w), on procede en deux e.tapes.

a) On releve diabord Wen un point primitif w2 de L tel que w2 modulo NL

soit w. On regarde alors w2 dans LN i comme west d'ordre exact N cf. dtHinition de

'IN condition iii), on trouve que w2 est aussi un point primitif de LN.

b) Ceci permet de trouver w1 ,avec Im(w2/w1) > °,tel que (w1/N,w2) soit une

base de LN' Alors (w1,w2) est une base de L, de sorte que 1'on a bien

Corollaire Lee applicationB Q: Ji------+.fj et Nß: ~ ------+ 'IN d@nissent une

bi jection des fonctions sur Sj invariantes par f(N) sur les fonctions sur 'IN invariantes

par homothetie.
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On peut dresser la table de correspondance suivante:

fonction sur .fj invariante par

r(N)

ne depend pas de l'action des

matrices [~~ ] de 8t2(71)

verifiant respectivement:

c == O(mod N)

a == l(mod N) et c == O(mod N)

a == l(mod N) et b == O(mod N)

fonction sur 'IN invariante par

homothetie

.
ne depend pas de w

ne depend que de Ia classe de

wmodulo NLN

ne depend pas de LN

2) Soit A = Ar x IR la decomposition de l'algebre A des adeles de Q en partie finie
...

et infinie. Si 11. designe la completion de l'anneau des entiers rationnels 7l paur la

topologie des sous~onpes d'indice fini, on a

Seit K un corps quadratique imaginaire, et L un reseau a. multiplication complexe

par K. On saH que l'algebre KA des adeIes de K 8'identifie canoniquement ä. A ~ K .

De plus, pour taut ideJ.e t de K , le produit tL de L par (la partie finie de) l'ideIe t
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est un autre reseau amultiplication complexe par K caracterise par les identites

lues dans ~p ~ L ,Oll tp dcsigne la p-partie de l'idCle t E (A ~ K)( .

En fait, l'a.ction L ......---tl tL avec t EK~ est transitive sur l'ensemble des reseaux

commensurables a L dont l'ordre

()={~E(I~L(L}

est un sous-anneau de l'anneau des entiers de K apriori fixe.

De plus, pour tous reseaux LO et LI commensurables a L tels que LO( LI ,la

multiplication par l'ideIe t definit des isomorphismes de groupea

(3)

du quotient du reseau LI par LO sur le quotient du reseau tLI par tLO' gui sont

compatibles entre eux: si Li et LO verifient respectivement Li·) LI et LO( LO' alors

I'isomorphisme

(3' ) t . L' /L'~ tL' /tL'. 1 0 1 0

induit par restrietion et projection l'isomorphisme (3) ci-dessus.
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En effet, pour L fixe, la limite projective de ces quotients est un espace principal

homogene (= torseur) sur le groupe Ar GD K .

En particulier, on a:

Lemme 2 Si le point (L,LN,w) M'partient a ~N ~ L oossede des

multiplicatiops comolexes Par K, alors pour tout ideIe t ~ K le point

appartient aUBei a. ~N'

D'une fa~on comparable, on a:

Lemme 3 Soit (wl'w2) un point de Jl ä L le reseau complexe qu'il engendre.

Si le quotient w2/w1 aooartient au corps quadratigue imaginaire K, alors pour

tout ideIe t ~ K, le couple (twl'tw2) d'elcments de Ar ~ L forme une base du module

ll0 tL sur l'anneau ll.

3) Soit K un corps quadratique imaginaire, et Kab l'extension abeIienne maximale

de K. Ici vient le fait principal, cf. [7] § 7.8 p. 216: pour toute courbe elliptique E

definie sur (: et a. multiplication complexe par K , il existe une forme differentielle

invariante w*0 dont le reseau des periodes L verifie les deux conditiona:

i) le modele de Weierstrass de (E,w)

2 3
y = 4x - ~(L)x - g3(L) , w=ch/y ,
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associt~ a Lest defini sur Kab ;

ii) les points d'ordre fini de ce modele sont egalement definis sur Kab .

Precisons que l'enonce cite de G. Shimura est bien plus general: il s'applique mutatis

mutandis Atoutesles varietes abeliennes definies sur (, pourvu qu'elles aient beaucoup de

multiplications complexes. TI fait appel au theoreme principal de la multiplication complexe

des varietes abellennes, cf. [6] 1.5j paur une bonne version du thooreme cite cf. [7] § 4.

Dans notre situation particuliere, il est faeile de traduire i) eomme suit: on demande

que les coefficients g2(L) et g3(L) de 1'equation differentielle satisfaite par la fonetion

.9>(z,L) de Weierstrass appartiennent a. Kab . n est plus delieat de traduire ii)j si l'on fixe

paur corps de definition de E un corps de nombres contenu dans Kab , comme c'est

toujours possible d'apres i), on peut le faire en termes du earaetere de Serre-Tate relatif a.

la variete abtllienne obtenue par restrietion des scalaires A K de la eourbe elliptique E.

Naus adoptons ici un point de vue legerement different, cf. [1] § 4 p. 199:

Soit s un ideIe de K, et [s,K] l'automorphisme de Kab/K aBsocie a. s par la loi

de reciprocite d'Artin. D'apresle theoreme principal de la multiplication complexe des

courbes elliptiques cf. [7] § 5.3 (deja employe pour prouver l'existence d'une forme

differentielle invariante w*0 convenable) il existe un element A(s,L) de Kab

caractense par les identites suivantes

(4)

(5)

9'(p,L) [s,K] = A(s,L)-2 .9(s-1p,s-lL) ,

verifiees par taut nombre complexe p dont la classe modulo L est un point de torsion
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=F 0 de (/L, et ou s-1p designe un representant de la classe s-1(p module L) bien

definie module s-1L d'apres le n0 2.

Comme g2(L) et g3(L) sont des polynOmes symetriques Acoefficients rationnels de

degres respectifs 2 et 3 en les valeurs de .9 en les representants des points de 2-torsion

non nuls de (/L J il resulte de (4) que 82 et g3 satisfont l'identite

(6)

3 2en particulier, le discriminant !J. = 82 - 27g3 de la eourbe E venfie

Notons $ l'ensemble des reseaux com·mensurables a. un tel reseau L. Clairement,

chaque element de $ verifie aussi les proprietes i) et ii) ci-dessus. De plus, on a:

Lemme 4 Soient L ~ L' deux elements de $. Alors. poUI tout ideIe s .de K ,

A(s,L) = A(s,L') .

N2.iA Comparer avec l'affirmation qui dit que sur un corps de nombres fixe, le

Grössencharakter ne depend que de la classe d'isogenie de la eourhe.

Premiere preuve du lemme 4:

.Une seconde preuve sera donnee au n° suivant. Voici une esquisse de preuve directe:

sans restrietion de generalite, on peut supposer L CL' ,de sorte que l'egalite
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A(s,L) = A(a,L') reaulte des relations de distribution satisfaites par les fonctions 9J

d'une part et 9J ' d1autre part.

Corollaire fum L un reseau amultiplica.tions complexes par K, fi L' un reseau

eommensurable a. L. Alors. pour tout ideIe s sk K Q!!....l

Preuve La fonction &(L)/ !l(L ') est invariante par homotheties. On peut done

supposer sans restreindre la generalite que L verifie les proprietcs i) et ii) ci-dessus. TI

s'enswt que L' les verifie aUBsi, et il Buffit pour prouver le eorollaire de combiner le

lemme 4 AI'identite (7) satisfaite par !l pour le resea.u L d 'une part et L' d'autre part.

Remargue Il resulte du lemme 4 ci-dessus que l'application s~ A(s,L) est un

homomorphisme CIoise pour l'aetion de GK sur Kab , Le. verifie

A(st,L) = A(s,L) [t,K] A(t,L)

pour tous ideIes s et t de K .

TI s'agit d'une application continue de K~ dans (x j son image est eontenue dans

un sous-eorps de degre fini de Kab .

POUl tout eeci, cf. [1] § 4.

~ Une version plus grassiere de A, asavoir Ae ou e designe le nombre

d'automorpwsmes du reseau L, se trouve aussi decrite dans G. Robert [3].
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4) POUl N entier ~ 1 , soit done jJ"N le corps des fonetions f: z~ f(z)

definies sur le demi-plan de Poincare J), et qui satisfont les trois proprietes bien eonnues

ci-dessous:

i) f est meromorphe sur .fj ;

ii) f est invariante par l'action Bur .fj du sous-gIoupe de eongruenee r(N) de

St2(1l) ;

iii) f est meromorphe aux pointes de r(N) , et ses coefficients de Fourier
2 ·/Nappartiennent au corps ~(e n ).

On designe par srO le sous--<:orpa de srN des fontions modulaires f qui venfient

de plus:

iv) les coefficients de Fourier de f al'infini, relativement a. e2ri z/N , sont

rationnels. -

Cette definition coincide avec ceUe donnre dansl'introduction, cf. nOS.

On sait que srN = jr~(e2ri/N), et les corps de constantes de sr~ et jJ"N

sont respectivement ~ et ~(e2ri/N); on pose

srO = U sr0 et ~ = U jJ"N
N N N

ou N parcourt tous les entiers ~ 1 .

On deduit de l'existence de A(s,L) le resultat suivant:

THEOREME 1 S2i.i f E ~N ' et soit K UR corps guadratigue imaginaire.

Considerons les proprietes i) § ii)K auiyantes:

i) f E jr~
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ii)K paur tout point ~ = (L,LN,w) ~ 'IN ' tel gue le reseau L possede des

*multiplications complexes Par K et gue la fonetion l' IID: 'IN (image par Nß* 0 a !k

la fonction f m .fj) soi t bien d@nie en ~,Q!Li

ou le symbole [s,K] agit comme automorohisme sur l'element 1'(L,LN,w) gg Kab .

Alors. on ales implications:

Preuye: i) =) ii)K

On sait que le corps ~~ est engendre sur le corps des rationnels par trois fonctions

j, jN et ~1) sur fj detrites ci-dessous cf. e.g. [7] § 6.2 p. 140, et il s'agit de voir que

chacune d'elles verifie ülK .

Introduisons les images transposees de celles-ci J, J N et F(1) par a dont les

valeurs an point (wl'w2) de Ji sont respectivement donnees par les quotients
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Le reseau L, s'il possede des multiplications complexes par K, peut etre choisi de

fa~on a. venfier les proprietes i) et ii) du n03 sans alterer les valeurs de ces trois fonctions

J, JN et F(l) invariantes par homothetie.

Le reseau LN verifie &lors ces memes proprietes de sorte que les relations (4), (6) et

(7) fournissent une description de l'action de l'automorphisme d'Artin [s,K] ,pour s

id€de de K , sur chacun de ces trois quotients.

Mais, a. nouveau vu la stabilite des trois fonctions par homothetie, la regle de

transformation de j, jN et ~l) est bien donnre par ü)K : le facteur A(s,L) (resp.

A(sJLN) ) paur j et ~1) (resp. jN ) apparait avec l'exposant O.

üllKJilK/ J K f K
/

) =* i)

Reciproquement, soit f un element de ~N verifiant ii)K et ii)K I ,avec K 4= K I .

Vu l'action des automorphismes de Kab/K sur le corps des constantes de 3f'N' il est

clair d'apres ii)K que f est un element de l'extension K ""~ de 5J"~ par le corps K .

Ecrivons &lors f comme une somme

(8) f=g+v=aj(h

DU g et h sont deux elements de ~~ et -dK < 0 est le discriminant du corps K.

Choisissons un ideIe s' de K I ,tel que }'automorphisme [s/,K '] ne fixe pas l'element

v=aj( de K I ab , ce qui est possible puisque K 4= K I • Comme, d'apres ce qui vient d'etre

prouve, les fonctions f, g et h verifient ii)K I, on deduit de (8) en faisant agir [s I ,K ']

sur la valeur de
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en le point t' I = (L I ,LN'';' ') de ~ I tel que L' possede des multiplieations

eomplexes par K I et que les fonctions 1', i et t respeetivement associees a. I, g et h

soient bien definies en tt I ,1'egalite

Comme l'ensemble des points de K'est dense dans fj, on en deduit bien h = 0 .

Le thooreme est demontre.

Notons que le lemme 4 du n03 n'a pas ete utilise dans la preuve ci-dessus du th. 1; on

a done:

Seeonde preuve du lemme 4:

Par homogenate le lemme 4 est clair si L' = rL avec rentier rationnel; il sulfit

done pour ehaque entier N ~ 1 de prouver que le quotient

(9) A(s,L)/A(s,LN)

vaut 1, chaque lois que LN est un sur-reseau de L tel que LN/L soit cyclique d'ordre

N.

Mais, definissons alors une lonetion P (resp. PI) sur Ji invariante par homothetie

en posant
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ou (L,LN,w2 module NL) est l'image de (wl'w2) par Nß. On verifie sans difficultes que

les images directes des deux fonctions PetP' par Q appartiennent a. 3f"~; en effet, le

developpement 8,l'infini relativement a. e2ri z/N avec z = w2/w1 des formes modulaires

2 2
images directes respectives de [;; ] .9'(w2/N,L) et [;~ lI" ] .9'(w2/N,LN) par a

est a. coefficients de Fourier rationnels cf. e.g. [6] § 6.2 p. 141.

Par suite, l'implication i) ~ ii)K du th. 1 assure que le carre (resp. le cube) du

quotient (9) vaut 1.

5) D'apres G. Shimura [7] Chap. 6, la partie positive du graupe Gt2 evalue sur les

adeles A de Q, i.e. le praduit

agit sur le corps ~ des fonctions modulaires arithmetiques. On note cette action

de sorte que {fl r/ = (ffl)'1' ; il s'agit d'un hamamorphisme surjectif de Gt~O(A) sur le

graupe des automorphismes du corps ~,continu si Pon munit ces groupes de leurs

topologies naturelles; son noyau peut etre decrit, cf. [7] § 6.6 p. 150.

Posons
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U = n. Gt2(llp))( Gt~O(IR) I

P prenuer

et

avec

Le groupe U est un sous-groupe ouven de Gt~O(A) ,et le groupe UN un sous-groupe

ouvert de U; on sait que le corps jI'Nest le plus grand BOUS-eOrpS de jI' surlequel

UN agit trivialement. De plus, si

t. = n t. )( {I}
P premier p

avec

le corps jI'~ defini dans le n0 4 est le plus grand sous-eorps de jI' sur lequelle groupe

t. UN agit trivialement: on retrouve ainsi la definition de jI'~ de l'introductionj pour

tout ceci, cf. [6] chap. 6.
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Si z designe UD element d'un corps quadratique imaginaire K ,avec Im z > 0 , on

definit un plongement q de K
X

dans le groupe G.t~O(Q), des matrices a. coefficients

rationnels et de determinant > 0 , par l'egalite matriciel1e

(10)

Ce piongement peut etre prolonge en un plongement que l'on note encore q, du groupe

KÄ = (A ~ K)x des ideIes de K dans legroupe Gt~O(A).

D'apres G. Shimura [7] § 6.8 p. 157, la loi de reciprocite explicite pour

~ = U ::YN s'enonce:
N

THEOREME 2 Soit z un elt~ment d'un corps guadratigue imaginaire K ,~

Im z > 0 , et supposons la fonction modulaire f definie au point z.

Alors si. pour un entier N ~ 1 conyenable la fonction f appartient an corps ~N

defini an n04. le nombre f(z) appartient a. Kab eta ponr taut ideIe s ~ K, Q!lj

ou q designe le plongement de K~ ~ Gt~O(A) defini par le point z, cf. identite

(10) ci-dessus.

6) On prouve dans ce numero le resultat suivant:

PROPOSITION CLEF Sill1 (wl'w2) un point de j{ d'image Dar Nß le point

(L,LN,w) !k 'I'N . On suppose gue L est amultiplication complexe par K, et soit s
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UD ideIe de K.

full.1 (ul'u2) un point de Jl d'image par NP le point (s-IL, s-ILN, s-lw) ~
'IN ' cf. n0 2. On definit l'element 1] ~ Gt~O(Q) par l'egaiite matricielle

(11)

AlOIS. si q designe l'adeIisation du piongement de K)( 4Ana Gt~O(~) (de point

fixe z = w2/w1 ) detini par l'identite (10) ID! nOS, on a

tJ q(s) E A UN .

Corollaire POUI le sous-eorps jJ'~.M jJ'N' le th. 2 !lY nOS (loi de reciplocite

explicite de G. Shimura) et l'assertion i) =* ülK du th. 1 du n0 4 sont eguiyalentes.

Preuye: Soit 11 comme dans la prop. elef. Comme l'orbite de (L,LN,w) (resp. de

(s-IL, s-ILN, s-lw))par homotheties correspond via a 0 Np-l al'orbite de z = w
2
/w

1

(resp. 11(Z) = u2/u1 ) par r(N) I il est elair que l'a.ssertion ülK du th. 1 est vraie si et

seulement Bi l'on peut prouver l'egalite

f(z) [s,K] = f( 1](z)) .

Cr, soit 8 = (1] q(s))-l . AlOIS, par la lai de reciprocite (th. 2) on a
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Mais, comme dans [7] § 6.8, p. 163, il vient

puisque l'eIement 6 de AUN laisse invariant l'eIement f de [F~: d'ou l'implication

i) :} ii)K (th. 1).

L'argument ci-dessus etant reversible, le corollaire est demontre.

Preuve de la prooosition clef:

SoH (:w.l'Yl2) la base (wl'Nw2) de NLN j de meme, soit (]!1'l!2) la base

(ul'Nu2) de s-lNLN . On designe par q (resp. g ) l'adeIisation du plongement de K)(

dans Gt~O(~) associe au point w2/w1 (resp. JI.2/JI.l ) de K. Ce dernier, qui appartient

aussi a. .f), est fixe par l'action de chacun des elements de q(K
x

) (resp. g(K)() ) de sorte

que l'on a

(12)

pour tout idele 8 de K .

[ NO] [N 0]-1g(s) = 0 1 q(s} 0 1

Par ailleurs, l'identite (10) du n05 qui definit le plongement q associe au point

Z = w2/w1 ' possede d'apres le lemme 3 du n0 2 la version adtilisee suivante:

A A

Lemme 5 Pour tout idele t gg K, 13 base (twl'tw2) ID!! 71 du module 718 tL

verifie 1'identite matricielle
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[::~J = q(t) [:~J ·tE KÄ I

dont les coefficients appartiennent apriori A Ar GD L •

On deduit de ces deux faitsles conclusions suivantes a) et ß) concemant le produit

1/ q(s) (en un mot, on reproduit ici les etapes de la preuve du lemme 1, premiere partie):

a) D'apres (11) l'image (ul'~) de (wl'w2) par TJ, et d'apres le lemme 5 l'image

( -1 -1) ( ) (-1) r ... lO. -1 ...S w1, s w2 de w1,w2 par q s , lorment chacune une base de 11 '0' S L sur 71. •
...

Par suite, comme la partie finie de U est Gl2(11) , on a TJ q(s) EU.

d f n [N 0] [NOJ-1De plus, si D. = 0 1 11 0 1 ' l'image de (~l'~) par D. est

Ü!1 11!2) .Eu appliquant le lemme 5 ci-dessus a. 9,(8-
1) , on en deduit de meme que

1l g,(s) EU. Mais d'apres (12) ce dernier terme peut--etre re-ecrit

[~n 11 q(s) [~~r1
de sorte que

[
NO] -1 [ ·N 0 ]TJ q(s) E 0 1 U 0 1 n U .

ß) Posons Üi = ui(mod s-1NL) et wi = wi(mod NL), i E {1,2} j on a done

dfn
w2 = Vi. D'apres le lemme 5 ci-dessus, on a l'egalite matrieielle

-1

[
s w2 ] -1 [W2 ]
-1 = q(s ) w

8 w1 1

- -1-d'QU d'apres l'identite u2 = s w2 la congruence
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modulo iI ~ s-1NL . Comme (ul'~) = q(wl'w2) , on en deduit done l'egalite matricielle

11. coefficients dans s-lL/s-1NL; autrement dit, si sp designe la ~omposantede l'ideJ.e

s , la ligne superieure de "q(sp) est congrue a (1,0) modula N pour taut p premier.

Cemme a) assure que pour taut p premier le coemcient inferieur gauche de '7 q(sp)

est congru a. 0 module N , les faits a) et ß) prouvent que

Remargue Pour p premier, posans L = 71. ~ L . Alors, le coefficient inferieurp p

droit de "q(sp)' congru modula N au produit det('7) det(q(sp)) , est done congru au

quotient des indices (definis par comparaison a. UD reseau contenant Ala fois L et s-1L ,

resp. Lp et sp-1Lp )

modula N . Comme [L: s-1L] est le produit sur tous les nombres premiers p de la

puissance de p definie par [Lp : sp-1Lp] , ce quotient est bien un element de 71.;.
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