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FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES EN PLUSIEURS YARIABLES ET ESPACES DES
MODULES DE VARIETES ABELIENNES.

Paula Beazley Cohen et Jurgen Woltart

Summery: The monodromy groups of the Appeli-Lauricella functions F, in several
variables can be discontinuous, but this does not in general entail that they be
arithmetically defined ([OM1[MD. Nonetheless, we associate to them families of abelian
varieties for which they play a role similar to that of modular groups. wWe obtain in this
way notursl modular embeddings of them into arithmetic groups, giving applications to
automorphic functions, transcendence questions end to the classification of the aigebraic

functions among the functions F,.

80 Introduction
Les groupaes de monodromie des fonctions hypergéométr queslen plusieurs variables sont
particulidrement intéressants pour 1a théorie des groupes discontinus: Parmi eux on
trouve les seuls exemples actuellement connus de l'existence de groupes
non-arithmétiques d'action discontinue sur des domaines complexes symétriques bornés
{rréductibles en dimension supérieure 4 1 ((OM][M][Sa]), & savoir sur des boules
complexes B. Comme objectif principal de cet suvrage~ci nous alions montrer que ces
groupes A sont néanmoins trés proches aux groupes artthmétiques. D'une part c'est
relativement simple de plonger un tel groupe A dans un groupe I modulaire, donc
arithmétique, agissant sur une puissance B™ de B. Ici, B™ est le revetement universel
d'une csrtaine variété de Shimura, espace des modules des variétés abdliennas &
multiplication complexe (CM) d'un certain type généralisé. D'autre part, i1 existe un
plongement beaucoup moins évident, & savoir une injection analytique de B dans B™ qui
commute aux actions de A et de I (Théoreme 1,52). La construction de ce plongement
modulaire s'inspire d'une interprétation de B comme espace de parameétres d'une certaine

sous-famille de variétés abéliannes de ce typa CM généralisé.



On peut espérer que ce plongement modulaire rend ces groupes non-arithmétiques
accessibles aux techniques arithmétiques de la théorie des groupes modulaires. On étudie
par exemple — comme on 1'a déjd fait dans le cas analogue en dimension 1 (fourni par les
groupes Fuchsiens triangulaires [Cowo1] en poursuivant un prebléme de transcendance
posé par S. Lang [L1] - 1a normalisation sur 1e corps des nombres algébriques de la
différentielle de I'application uniformisante dans un ensemble de points fixes du groups de
monodromie A. Ces points fixes sont reliés au moyen du plongement modulaire aux points
da multiplication complexe d'un espace des modules de variétés abéliennes. En effet les
constantes de normalisation sont des quotients de certaines périodes sur des variétés
abéliennes de type CM (Théorémas 2 et 3,86), d'ou résulte leur transcendance (voir les
remarques aprés le Corollaire 4,86). Une variante des technigues introduites ici donne
une classification compléte des groupes de monodromie finis et des groupes suclidéens
discontinus (Théo_rémes 4,87, et 5,88).

Presque partout dans ce travail nous nous bornerons au cas de 1a dimension deux pour
éviter des notations trop compliquées. Pour la plupart des considérations, 1a
généralisation aux dimensions supérieures ne pose aucun probléme; on ne connait
d'ailleurs qu'un seul exemple d'un groupe de monodromie A non-arithmétique d'action
discontinue en dimension supérieurs & 2 [DM] Les résultats principaux de cet article-ci
ont déja été annoncés dans [Cowo2], et on trouvera une version dtendue des deux derniers
paragraphes (8587,8) dans [Cowo3].

Au 81, on introduit Tes fonctions hypergéomstrigues en deux veriables et le probléms
associd d'uniformisation d'un domaine complexe auxquels les résultats de cet article
s'appliquent. On rappells I'identification d'un critére, di & Deligne-Mostow [DM], Mostow
[M], Picard [P1], Terada [Te1], sur les paramétres de ces fonctions qui assure une
uniformisation du domaine.par la boule de dimension deux et 1'action discontinue de son
groupe de rev%terﬁent. Au 82, on annonce le résultat principal de cet article sur le
plongement du revﬁtament universal at du groupe de monodromie d'un domaine
hypergéométrique en dimension deux dans ceux d'une certaine variété de Shimura. Le
plongement au niveau de I'espace est dit modulaire, car 11 est compatible & 'action de ces
groupas de monodromie. Au §3, on étudie en détail 1a construction du plongement modulaire

pour le sous-ensamble générique du revBtsment universel compris des imoges, par



I'spplication développante, des points du domaine hypergéomeétrique réguliers pour les
équations différentielles hypergéométriques uniformisantes. La démonstration fait appel &
1a théorie de 1a multiplicetion complexse. L'extension de 'application développante aux
surfacaes caracteristiques du domaine est 1e sujst du 84, et 1e comportement du plongement
modulaire dans les images das singularités des dquations différentielles sur ces surfaces
est traité au SS. Au 86, on identifie les constantas qut interviennent dans le normalisation
de 1a tangente & 'application de revétement aux images des singularités. En particulier il
faut comprendre 1e comportement analytique de 1'application et savoir évaluer ses
derivéas & ces points fixes du groupe de monodromie (dont o.n ne considére que les points
fixes non-paraboliques). On applique caes résultats & 1a démonstration de I'algebraicité du
corps de définition du morphisme quotient. Une variante des méthodes de cet article nous
permet au S7 d'étendre la liste des fonctions hypergéomsétriques algébrigues de H. A.
Schwarz aux fonctions en plusieurs variables. Au §8, on atudie les groupes de monodromie
essociés aux surfaces hypergéométriques d'Appell dans Te cas d'un paramatre entier.

Les auteurs remercient 1'Institut des Hautes Etudes Scientifiques, Bures-sur-Yvette,
I'Institut-Max-Planck -fur-Mathematik, Bonn, et le Macquarie Untversity, Sydney, de leur
hospitalité; une bonne partie des recherches y ont esu lieu. Les autesurs sont
particuliérement reconnaissants des nombreuses invitations mises 4 1a disposition d'un
d'entre nous par le groupe d'études "Problémes Diophantiens™ dirigé par M. Waldschmidt &
I'Institut Henrl Poincaré, Paris.

81 Fonctions hypergéométriques en deux variablss

Les fonctions hypergéomeétriques d'Appell en deux variables, étudiées dans de nombreux
ouvrages (voir par exemple [AK][P1,2]{Te1,3][OM]LIM][Y]D, sont des solutions d'un
systéme d'équations différentielles partisiles d'ordre deux & singularités réguliéres
provenant de I'uniformisation ramifiée d'un csrtain domaine complexe. Dans ce numséro, on
rappelle quelques aspects de la théorie de ces fonctions dont on aura basoin dans 1a suite.
Solent 0<y,,....u4<1 cing nombres rationnels de plus petit dénominateur commun N
satisfaisants & 1a condition Zj"zogjnz. On introduit le systeme F,(y) d'équations
différentielles partielles que voici,



x(1-x)(8%u/3x)+y( 1-x)(8%u/axay)
+(c-(a+b+1) x)(3u/3x)-(by)du/dy)-abu = 0
y(1-y)(@2u/ay®)ex(1-y)(a%u)/(3ydx)
+ (c~{a+b’'+1)y)(Bu/3y)=-(b'x)(Bu/dx)~ab'u = 0
(x-y)(3%u/3x8y)-b'(3u/3x)+b(3u/dy) = 0.
ol ami-y,b=y,,b'=yscm2-(y,+y,). Lo troisiéme équation est une conséquence des deux
premiéres équations. (Le systéme F,(y) est également bien défini pour des valeurs
complexes des paramétres a,b,b’,c avec c=0,-1,-2,..). Hors de ses singularités
(régulisres, voir par exemple [Te1][Y]), qui se trouvent le long des surfacas
caractéristiques x=y at x,y=0,1,00, une base de solutions de ce systéme est décrite par
des intégrales linéairemant indépendantes ICOO,ICI(.), [c2<.> de 'expression
w=(x,4)= U™’ (u=1)""1 (u-x)""2 (u-y)™3 du,
sur des cycles de Pochhammer C,,C, st C, pris autour de certains g,he{0,1,%,y,00},
en évitant les points de ramification. Pour fixer 1es idées, choisissons respectivemsnt
Co.Cy.C, autourde 1,00; 0,%; 8t 0y.La forme différentiells « est de premiéra espéce
sur une courbe projective non-singuliére X =28(x,y) dont un modéle affine s'écrit
wh=uMocu- 1)1 (u-x)Mqu-y)¥s
Une solution locale du systéme F,(y) est fournie sur l'ouvert ixl<1, lyl<1 par
I'exprassion classique F,(x,y)=F,(a,b,b",c;%,y) qui s'écrit, autour de (x,4)=(0,0) ou
elle prend 1a valeur 1, comme la série de Taylor
> m no{(a,men)(b,m)(b",n)/(c,men)minl}x™y"
o0 (w,n)=M(w+n)/T(w) pour tout nombre complexe w et tout entier n. En forme
d'intégrale de type Euler, an a (voir par exemple [Y], p70)
Fi(0,0,0°,6:%,4) = B(1-y,,1-py) " 70,
ot B(p,@)=r(p)(q)/T(p+q) pour p,g nombres complexes. On peut cslculer
explicitement 1'action du groupe de monodromie de F,(y) par rapport & la base de
solutions déja introduite en contrdlent 1ss prolongements analytiquss correspondants de
sas éléments suivant 1a méthode, valable pour toutes les dimensions, dans [Te 1] (vair
aussi [Y,p150] - i1 faut faire attention de veiller sur les différences de notation par
rapport aux notres, et de corriger son choix de base). Le prolongement analytique en x

suivant les cycles dans C-{0,1,4}, qui va déformer les chemins d'intégration et changer



les branches choisies pour définir <, définit un homomorphisme du groupe
n,(C-{0,1,y})) deans le groupe linéaire de 1'sspace des solutions. Un autre
homomorphisme se définit en échangeant x et y. Ces deux images engendrent 18 groupe de
monodromie afftne A, dans GL(3,C) d'imege projectif & dans PGL(3,C). On obtient
de caetta fagon une représentation du groupe fondamental de 1'espace des points réguliers
(non singuliers). On a 18 résultet sulvant dont une version faible o déjé été formulés par

Picard {P] (voir aussi Terada [Te1)).

Théoréme: OM]{M]D Soient 0<y;<1,)=0,..,4 cinq nombres rationnels de pius petit
dénominatsur commun N satisfaisant & 1a condition 2;:0 ¥; =2. 11 existe des éléments

non-nuls 8,,8, do @(s*"™™)

tels que sur l'angsemble des points réguliers
Qm{(x,y)eP xP, | =Y, %,y=0,1,00}, 'application déveioppente

YY1 (8 Jo,0(%,4).8, e, (%,Y). [ 0 (x.9)
gst 1ocalement biholomorphe, PGL(3,C)-multivalente ai non-dégénérée. L'image est un
sous-ansemble dense de la boule B,={(2,.2,,2,)eP, | Iz1lz+lzzlz< I2,/?}. Le groupe de
monodromie A opéere sur B,, et cette action est discontinue si pour tout

1=]€{0,1,2,3,4} on s

(1/2)ZU{o0} sl Y=
(1-Ui_uj)_1€ Ulee) s umy
2 sinon

A permutstion des y, prés, on obtient de cette fagon 49 groupes discontinus A de
Picard-Terada-Deligne-Mostow (P.T.D.M.). Parmi ces 49 groupes, {lyena 15 qul ne
sont pas arithmétiquement définis. Nos méthodes s'appliquent aussi bien & des axamples
récemment trouvés par Sauter [Sa] dont 4 sont non-arithmétiques. L'application
développente y s'étend & 1'espace plus grand des points stables Q_ [DM] qui est 18
quotient de I'espace suivant par 'action diagonale de PSL(2,C ) sur P?z
[x=(x0,...,x4)eﬂ3?}-8
ou
3={xeﬂ°?: 3 xRy lm gy }U{xe!Pf: 3 %= =%y, {1,1k}=3,ppru+02 1)
U[xe[Pf 3 wE=REx =R, #{1,]K,1}=d }.



Dans la suitse, lorsque 'on pariera de 1'image dans B, d'un point de I'espace Gst on
entendre toujours son image par I'application développante. L'espace Q, porte une
structure complexe naturelle, et aprés l'adjonction d'un nombre fini de points
semi-stables correspondants aux pointes de A, méme la structure d'une variété
aigébrique projective (plus précisement, d'un P, éclaté en au plus quatre points en
position générale). Localement, on peut normaliser G, per 'action de PSL(2,C) ds telle
fagon que trois des %; prennent des valeurs respectives 0,1,c0. Si 1'on désigne 1es deux
autres par x et y, on retrouve les définitions données au début. Globalement, on a dix
surfaces caractéristiques S(ij) données par les droites x=x;. ST (Y+p))<1, nous
désignons par S,(ij} 1a partie stable S(ij)nui,t.undis que S,(ijk) désigne le point
XpmX=X, de Qg si (Y+y;+¥)<). On traiters de I'extension de ¥ aux surfaces
carsctéristiques au §4. L'espace O, est homéomorphe & un revétement fini du quotient
B,/ 4. Si, pour tout 1], 18 condition que U-U;-Uj)" soit un entier est satisfaite,
alors hors des points fixes de A 1'application développante ¢ sa p'rolonge, dans son
domatine de définition, en I'inverse de la projection canonique n: B, - B,/A . Lorsque les
paramsétras satisfont aux critéres moins restrictifs pour une action discontinue donnés
dans ie Théoréme, 1'application développante n‘est plus 1'inverse de la projection
canonique. Sous ces conditions de demi-intégralité ou dans les exemplas de Sauter[Ss], x
et y ne sont que des fonctions algébriques des composantes de cette projectfon qui sont
elles des fonctions A-automorphes surla boule.

Une démonstration du Théordme & partir d'une condition plus restrictive sur les
paramatres et qui utilise des travaux de Hirzebruch et Hifer sur les revétements des
surfaces algébrigues est donnée dans[Y], ol 1a motivation est principslemant 1'dtude de

certains orbifolds hypergdomeétriques.



§2 Annonce du résultat principal sur le plongement modulaire
Avec les notations du S1, on annonce le résultat suivant sur le plongement modulaire.

[héoréme 1. Soit & un groupe de P.T.D.M. Il existe un entier positif m, un groupe
arithmétique I agissant sur la puissance B, de la boule & deux dimenstions, et un
plongement, dit modulaire, qui consiste en une injection analytique F:Bz—-B;" compatible
a une inclusion de groupes h:A—I" de sorte que F(T(T))=h(T)F(T) pour tout TeA et
tout Te€B,.L'application F induit un morphisme ‘Q-rationnel de B,/& a By/T, ol
ces espaces guotients compactifiés sont munis de leurs structures naturelles de variétés
projectives définies sur @. Lavariété By /T est la compactification d'une varieté de
Shimura paramétrisant des classes d'isomorphisme de variétés abéliennes a multiplication

complexe, de type généralisé, par un corps cyclotomigue.

Dans l'écriture projective, les composantes de I'application développante ¢ composent une
base de solutions du systéme F,(Y), d'ol une représentation matricielie du groupe de

monodromie de ce systéme a coefficients dans K:t]:((),t:(,‘:ez’i"’N

N=p.p.d.clyg ,...,U4).
Comme on le verra au §3, le plongement modulaire au niveau des groupes s'écrit en termes
de certains plongements galoisiens appliqués a ces coefficients. Le plongement modulaire au
niveau des espaces est obtenu 2 partir de I'image de la continuation analytique de
I'application développante y, en prenant non seulement w dans I'écriture du Théoréme au
§1 mais aussi m-1 autres formes différentielles de premiére espéce sur une certaine
sous-variété de la variété Jacobienne Jac(X). Chacune de ces formes est propre pour
l'action induite par }'automorphisme (u,w)—*(u,c"w). La variété ‘B_;"T est la
compactification d'une variété de Shimura paramétrisant des classes d'lsomorphisme de
varietés abeliennes a muitiplication complexe des types généralisés trouvés implicitement
déja dans [CW),[Sie][ST]. Pour tout entier d35, un résultat analogue reste valable pour
les fonctions hypergéométriques en d-3 variables avec un groupe de monodromie &
agissant sur 1a boule en dimension d-3. On associe aux fonctions hypergéométriques des
familles de variétés abéliennes au moyen de leur écriture en tant qu'intégrales de type
Euler (voir [Tel]) et on étudie le plongement modulaire hors des singularités de leurs

équations différentielles (ou bien hors des points fixes de A).



83 Démonstration du résultat principal aux images des points réguliers

Cette section traite essentisilement d'une généralisation eu cas de deux variables de la
troisidme construction dans [Cowo1,83] du plongement modulaire pour 1e cas d'une
variable (voir aussi [wWo]. Commengons par rappeler pour 1a sui}e quelques définitions de
1a théorie des varidtés abéliennes & multiplication complexe. Un type de multiplication

2N N un entier positif, est un systéme

complexe du corps cyclotomique K=@(L),l={y=8
de représentants des plongements de K dans T modulo 1a conjugaison complexe-sur K.
Pour ne(Z/NZ)*, soit o, l'automorphisme de K qui snvoie T sur " Un type de
multiplication complexs généralisé est une classe ® de représentations rationnslies de
K, déterminée par une somme formelle Z?ﬂ(rnicrma-r_mcr_m) sur des représentants
Ny, p,D=9(N)/2 de (Z/NZ)*/{1} ol chaque nombre (r+r_.) équivautle meme
entier positif’ Une polarisation d'une variété abélienne A est un choix de forme de
Riemann sur A. Elle détermine une involution de 1'algébre End,(A)=End(A)@zD des
endomorphismes de A. Une variété abédlienne polarisée (A,C) est de typs de multiplication
complexe genéralisé (K,®) (au sens de Shimura) s'il existe un plongement v de K dans
End,(A) tel que 1a représantation rationelle induite de K sur les 1-formes holomorphes
de A soit equivalente & @ et si l'invoiution induite par 1a polarisation C échangs L(a) et
L(a). A tout ensemble de cing nombres rationnels {y;};,, 4 sotisfaisent &
0<uj<l,j=0,...,4,2f:°uj=2, on peut assacier une famille de courbes algébriques et un
type de multiplication complexe génératisé (d'aprés [Siel[Shi1][CW]) de 1a fagon
suivante. Soit N>3 le plus petit dénominateur commun des y; et
X=X(x,4),%=Y,%,y=0,1,00, 1a courbe non-singuliére projective, introduite déja au §1,
dont un modele affine s'écrit Aw"-u""O(u-l)""1(u-x)""2(u-g)""3. On note sa Jacobienne
par Jac(98). Pour chaque diviseur propre f de N, I'application (u,w)l-=(u,w™)a=:(u,w")
envole ce modéle affine sur celui, donné par (w'=u™ocu- 1)M1(u-x)"2¢u-y)"¥3, d'une
courbe non-singuliére projective & corps de fonctions strictement contenu dans le corps de
fonctions de 2¢ et induit un morphisme m. de Jac(X) sur sa Jacobienns. On note par
TaT(x,y) 18 tore donné par la composante connexe & 1'origine de I'intersection nqN(Kam})
qui est le noyau commun de ces homomorphismes. Le tore T ast une variété abélienns

principalement polarisée. L'automorphisme x:(u,w)l-—(u,("w) du modéie affine de X

* (et T olt’s-'ane la  fonction o(sgult"\



induft une action de K sur T qui situe ce corps dans I'algébre Endy(T=End(Mez0 st un
automorphisme y* de I'espace des formes différentislles de premidre espéce H(T,0)
sur T. Pour ne(Z/NZ)*, soit V, le sous-espace des éléments de HO(T,Q) qui sont
K-propres pour 'automorphisme y* et dont la valeur propre veut ¥, donc sur
lesquelles K agit comme multiplication per o K. La dimensionde V, est dgale (voir
par exemple [CW] 4 rn=-1+2f=°<nuj>, ou 0g<a><1, pour un nombre réei positif
a, désigne sa partie fractionnaire. Pour tout ne(Z/NZ)* on & r+r_=3. L'aspace
H(T.Q) s'identifie & la somme directe des ¥, et donc la dimension complexe de T est
égele d 3p(N)/2, - v ..o - Lol Lavariété abélienne T est donc 4
multiplication complexe généralisé par K de type d=3 5 7.1, décrivent I'action
indutte de K sur H(T,Q). Or les variétés abéliennes principalement polarisées 8
multiplication complexe généralisée par K de type ¢ composent une famille
paramétrisée par 'espace symétrique By de dimension 2m=3 cammnst} Mol ON
vérifie bien que I'entier m n'est rien d'autre que 1e nhombre de sous-espaces propres de
Ho(T,Q) de dimension.1. Soit ™M l'ensemble des représentants n; des classes dans
(Z/NZ)* avec hy=1.J=1....m. Pour ne(Z/NZ)*, on introdult V'expression,
o™au™olu- 1)1 y-x)™2ly-g)™ad guy/w"
S TR (TER D Iia M (TR e 2 (TRT R 5 1T
(an

Pour j=1,..,m, 1a forme différentislle «"Ji' est de premiére espéce, propra pour 1'action

de x* & valeur propre Z et engendre donc 1'sspacs ¥, . On peut supposer que n,=1, et

i
donc que ™= =du/w. Sotent Co.Cy.C, trois éléments, indépendants sur Z[L], du

groupe des cycles H (T,Z). A des PGL(3,K)-transformations prés, pour chaque
j=1,.,m les trois périodes ICOQ(“J'),]C 10("1’,](:20("9 servent de coordonnées projectives
dans la boule B,.Comme on I'a déja remarqué, on peut représenter las cycles génsrateurs
Ci1=0,1,2, par des cycles de Pochhammer indépendants [K11sur & autour de trois
peires de points de ramification u=0,1,%,y,c0 du revétement naturel X-P,, donné
sur 1e modéle affine par (u,w)|-=u. On a choisi pour simplifier des cycles autour de
1,00;0,%;0,y. Comme dans 1e cas classique des fonctions hypergdomeétriques de Gauss [K1],
on peut remplecer ces trols périodes par las intégrales ]‘,"o("j’,]; o(“J’,lg o 4 des

(1 ,(2)

constantes cyclotomiques preés. |1 existe donc éléments 6 By .=1,...m, de K tels qu's

I'image d'un point w(x,y}, (x,y) non-singulier, on a une application entre espaces
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symetriques,
F:B,—+By
(9(1 1) I, Q,B(,z’ ]c,;,‘*" Ico O)I*fﬁj(”lq_ o g ;2)[c¢o(nj)‘ ]Co o(nj))jﬂ:...,m.

Pour chsque j=1,..,m, I'application PGI(3,C)-multivalente y; de l'espace G des
points réguliers dans B,, définie en termes des trois périodes Jc{o(“j',i-o,hz est
localement bi-holomorphe. On peut écrire 1'application F dens les points réguliers
comme w(x,g)l-»(wyj.xy"(.xy(x,g)))jﬂ__._'m. Dans les ces considérés dans [DM] ou
(I-gi-uj)"eZZU{oo} pour tout 1=, 11 est clair que F est bien défini puisque xp" est 1a
projection cenonigue B,—+B,/A (ou d'abord se restriction eux images des points
raguliers, pour I'extension voir 84 et 85). L'application F est bien définte aussi pour les
groupes constdérés dans [M] et [Sa), mais ce fait est moins évident. L4 un sous-ensemble
dense @', qui consiste en I'ensemble O privé de quelques sous-ensemblas enalytiques de
codimension au moins 1, est un revétement fini d'un sous-ensemble dense de B,/A. Si
I'on désigne la p}'ojection canonique Q'-»B,/4 par x, alors x.w" est uniquement
déterminé et par conséquent ‘«Fj-’if-le-f'mf‘ I'est aussi. La holomorphie de F hors
des surfaces caractéristiques résulte de 1a biholomorphie locale de . Son injectivité est
évidente. Le groupe modulaire I du Théordme 1 agissent sur B, est celul associé 4 la
famille de variétés abéliennes avec type de multiplication complexe généralisé
nczmze' T Deux points de B correspondent & des variétés abéliennes isomorphes si
ot saulement s'i1s se trouvent dans 1a méme orbite de . L'actionde A& sur B, se fait,
en tarmes des coordonndes [cio,i=0,l,2, par prolongemant analytique des
représentations intégrales qui changent les branches choisies pour ¢« et remplacent les
Co.Cy.C, par dautres cycles générateurs du Z[L]-module H,(T,Z) (pour une
description dans le cas classique en dimension 1 voir [K1] et pour un traitement plus
récent voir [Tet11[Te 3]ou[Y]). Autrement dit, le groupe A agit sur B, via son action
sur  H,(T.,Z) qui  induit une action simultanée sur chaque

{n

{n)) (2}
(8; jc‘o 1,9,

ICZQ("j’,ICOQ("J))eBZ,njeN, et donc sur a;‘.l Au moyen des différentes

valeurs propres de I'action de ™ sur les ey Jy€er, on vérifie bien que le groupe A

!
opére (aprés transport de structure) sur les différentes composantes de B par des

matrices dans PGL(3,K), conjuguées par Unj,j=-1,...,m. Le plongement h ast donné par



I'application aux coefficients de ces matrices des plongements successifs cn1,...,0nm. Le
groupe I est arithmétiquement défini (voir par exemple [Shi2],[Sie]): c'est-a-dire dans
ce contexte, commensurable & un sous-groupe de congruence du groupe des matrices
laissant invariant le produit scalaire définissant la polarisation (un tel groupe peut 8tre
plongé dans un sous groupe de congruence d'un groupe symplectique a coefficients entiers
rationnels, voir par exemple [Shi2,8§84,5]). Puisque A et [ sont des group'es de
co-volume fini dans 82 et B'z“ respectivement, ona m=1 si et seulement si A est

d'indice fini dans I, donc arithmétiquement défini lui-m Zfme..Dans ce cas on a

F=idg,,n=idy,
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Exernples:
1) Lo cos (U)o o=(1/3,1/3,1/3,1/3,2/3), traite en détall déjd par Picard et
profondément par Holzepfel [Ho] corréspond & 1a fonction d'Appell F,(1/3,1/3,1/3,1 ; ®,Y)
dont e groupe de monodromie A est arithmétiquement défini car N=3,r,=1,r_,=2.
2)Leces (Y;);_q_4=(3/10,3/10,3/10, 11/30, 22/30) (c'est le numero 11 de la
liste de Mostow [M], p102) correspond 4 1a fonction F,(4/1S, 3/10, 11/30, 29/30 ; X,y)
et satisfait aux conditions de demi-intagralité. Son type de multiplication complexe par
K=@(Z5,) est détarming par les multiplicités ry=1,r_;=2,r,=0,r_; =3,r;;=0,r_,,= 3,
r3=3.r_y3=0 donc A est arithmétiqus dans ce cas aussi (contrairement & I'information
donnée dans [M1, de m8me pour le cas (Yo 4=(7/18,7/16,7/18,5/18, 10/18) dans
[M], pt 04)'.

3)Le cas () q_4=(3/12,7/12,3/12,5/12,6/12) correspond 4 1a fonction (c'est
le numéro 18 de la liste dans [DM] F,(1/2, 1/4,5/12,11/12 ; %x,y) et donne un groupe
de monodromie A non-arithmetique et un plongement modulaire non-trivial avec
(ny)

N=12,ry=1,r_j=2,rg=1,r_¢=2. Les différentielles w1, n; €M, qui interviennent

dans 1a définition de 'application F sont

oMa o = =¥ 2 o1y 2 g

ot o o my 12 (yoqy 112

-3n2 -5/12
) )

{u-y
3/12

(u=x)" y 1712 d

{u-y
4)Le cas (Y;))_q_4=(7/18,7/18,7/18,7/16,8/18) (MLp104) correspond 4 1a

fonction F,(5/9,7/18,7/18,7/6 ;%) - et satisfait aux conditions de demi~intégralité.

u

Le corps de multiplication complexe qui intervient est K=0(T,s) et la type de
multiplication complexe donne les multiplicitas r\=1,r_=2,r,=2,r ,=1,s=3,r ¢=0.Le
groupe A est donc non-arithmetique car m=2, et les différentielles qui interviennent
dans le définition de I'application F sont

0‘”:- -TIIB(U_”-?HB

-7/18
© ey )71

(u=-x )-'IIIB

ot o M [utu-1)u-x)u-T > By

On trouve dans [Te 3] une liste d'exemples d'autres groupes erithmétiques st les

(u-y

)

génémteurs des aspaces VY correspondants pour chaque dimension.



13

84 L'application développante au voisinage des surfaces caractéristiques

L'application développante y se prolonge de fagon naturelle dans certaines des surfaces
caractéristiques. Une homographie TePSL(2,C) qui transforme 0,1,X,y,c0 en cing

nombres complexes Xg.X,,%,,X3.X, Permst par exemple de remplacer [;"w par ]:70‘,

ou o'al'tj"zo(u—xi)'“jdu 8 multiplication par des puissances rationelles des (x,-x,),
§,k=0,...,4,j=k, prés sans changer 1'écriture projective de I'application développante.

Ceci suggére de commencer plutot par considérer les intégrales l:‘io comme das fonctions

des points (xo,....x,,)elP? avec un triple {x,x,.x} composé d'éléments distincts modulo
I'sction diagonale de PSL(2,C). Ca sont donc des solutions d'un systéme d'dquations
différentielles partielles linéaires, singulidres dans les dix surfaces caractéristiques
S(1)) donnees par x=x. Désignons per S°(1j) cette partie de S(ij) hors des autres
surfaces caractéristiques. Dans un voisinage suffisament petit d'un peint sur S°(ij), on
peut choisir pour les trois éléments d'une base de solutions de F,(y) eutour de x;=x,
deux fonctions holomorphes et soit, si (p;+y;) n'est pas un entier, une fonction
holomorphe non triviale multipliée par un facteur (x,-xj)"”i“'J soit, si (y+y;) estun
entier non négatif, une fonction 4 singularité logarithmiquse en (x,-xj). Par continuité y
s'étend facilement 4 S°(ij). S1 (y+y;)>1, en enlevant les poles dans I'écriture
projective, I'image de S°(1j) par y devient un point de la boule. D'autrs part, on peut
ajouter & notre espace des intersections S(ijk)=5(1j)NS(jk) ou R=xmxy, #{1,1.k}=3, et
(gi+pj+gk)<1. L'espace naturel de définition pour y est donc I'espace des points stables
Qg déja introduft au 81. Dans chaque point stable on psut renormaliser, par une
homographie convenable, trois de ses coordonndes distinctes en 0,1,00, méme s'11 s'agit
d'une singularité. Si par exemple (gi+pj)<1, on peut prendre 1=0,j=2, 1a droite
S(1§)=5(02) étant donnée par x=0. Si 1'on désigne par S,(1j) la partie stable de S(ij),
alors w(S,(02)) est 1a A-orbite d'une copie du disque unité plongée dans 1a boule. Yue

comme fonction d'une variable, chaque branche de yls (g, S'eXprime en termes de

I'application triangulaire composée, dans son écriture projective, de deux fonctions
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hypergéométriques de Gauss aux parameétres y,+U,.Y¥,.V3.M4 dont le groupe de
monodromie est celui de I1'dquation différentielle essociée & la fonction
F,(a,b,b",c;0,4)=F(a,b",c;y). Ce groupe & pour domaine fondamental deux coples d'un
triangle dont les angles sont:

(1=CIn=C1-yo~UsomP3IN,

(b'~@)rtm(1=yo=Up=l N,

(a+b'=Cntm(1=yo=o=PIN.

Soft {i,].k,1,p}={0,1,2,3,4). Alors, par la condition 2?:0 ¥j=2,0n 48 (ui+|._1j)=1 sl at
seulement si (9k+u,+gp)-1, alt on peut prolonger w par continuité de telle fagon gue
S°(ij) et S(kip) soient appliqués sur la méme A-orbite d'un point au bord de 1a bouls.
En rajoutant & 1'espace Q, un point semi-stable non stable pour une telle partition, on
obtient un espace Q,, qui porte une structure naturelle de variété algébrique compacte
(voir [DM] ot [M]) et est isomorphe, dans 1a topologie tnduite par un plongement
projactif, & 1a compactification B,7A de Seteke de I'espace quotient B,/A. Evidemment,
i1y a des choix de paramaétres tels que cette condition ne soit satisfaite pour aucune
partition. Dans ce cas, les espaces Q. st O, coincident et A est cocompact dans B,.
(Si par exemple (L_I|+|._Jj)<'.1 pour toute paire im=j,0<l,j<4, 1l existe un isomorphisme
entre O, et 'espace P, éclaté dans quatre points en position générale, voir par exemple
[Y.p141]) Dans les points non semi-stables od (y+u;7>1 et (P +p+y )<1, 'orbite sous
I'sction de A de V'image du point semi-stable S(kip) par un protongement continu de
coincide avec 1'orbite de I'image de S°(1}). S1 par contre, (g;+y;)<1, (Y +yprP, > 1, des
limites de ¢ dans S{klp) définissent un éclatement de ce point dont I'image est
¥w(S4 U110

SS Comportemant du plongement modulaire dans les singularités
Dang ce numéro on étudie 1a question de 'extension de F aux images sous 1'application

développante des points stables des surfaces caractéristiques. Les composantes (affines) de

F sont holomorphes et bornées hors d'un sous-ensemble de B, de codimension au moins



15

1. Donc F s'étend sur B, comme application holomorphe d'apras un théoréme de
Riemann, et on va appeler F cette extension aussi. |1 est quand meme trés fructueux de
déterminer sxplicitement 1'extension de la famille T(x,y) de variétés abéliennss
introduite déjd au 3 aux surfaces caractéristiques. Cette extension n'est pas tout a fait
dvidente. Sur S°(02) par exempls, donc pour x=0, 1a courbe 2XE(x,y) dégénére en un
mod@le nonsingulier projectif 28(y) de la courbe w™ = uMVor¥2d(u— )Ny,
Supposons que Y, + Y, € Z et donc que S°(02) porte des singulerités algébriques de .
On peut suivre 1e méme procédé que celui du §3 pour associer & 28(y) une variété

abélienns T(y) & type de multiplication complexe généralisé par K=QR(Z) de la forme,

(1) {1}
¢ =2nE(ZINZ)’rn U'n"

P e Lecn(yg ey )+ < >+ <>+ <Nl >

Par la relation rf,”-n-rf‘:’=2, la dimension de T(y) vaut o(N). St (py+u,li<1,

c'est-d-dire si S°(02) est contenu dans I'espace Q, alors une analyse directe montre
que F.y se prolonge de fagon continue dens tout S,(02)=5(02)NQ, et que I'image de
S(02) par cette application prolongée est le A-orbite d'un sous-espace linéetre de Bz',"
dont les points correspondent 4 des variétés abéliennes T(UMDA,,, oU Ay, est une vaeriété
abélienne 4 multiplication complexe par K au sens strict de Shimura-Taniyama [ST],
donc en particulier de dimension ¢(N)/2. A isogénie prés, 1a variété abélienns A,, est

caractérisés par son type

¢ (°)=ZIE(MI)°( <nU°>+<nU2>-<n(u°“'92)>)on.

Un calcul algébrique facile montre qus e type de multiplication complexe générique pour
la famille T(x,y) sstla somme dasssspﬁos:ntants des types db“”,tbm. On va sa servir des
formules explicites pour les différantianes[propres sous l'action de K et définies sur T.
Par example, B(Yy.W,) est une période de premidre espéce et B(1-y,,1-y,) est une
periode de deuxiéme espéce car (Yy+Y,)<!. D'autre part on sait (voir par exemple
[wwD que le type de A,, est uniqguement déterminé par ces péricdes. (De 1a méme
maniére, sur toute surface ceractéristique stable S°(i)).(y+y;)<1, de chaque membre de
la femille T(x,y) on peut séparer un facteur 4 multiplication complexe A). Si d'eutre

part (yo+y,)>1, alors I'lmege S(134) de la droite déclateé S(02) est dans I'espace 0.
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Dans ce cas, 1a holomorphie de F.y dans le point S(134) implique gu'aucune des
composantes de
. (1) {n) ,(2) {n.) {(n)
Foy:(x,4)l> (8 lclo_ 1,87 ep0 Tulcg® 1) 21, ane
n'éclate 1e point S(134). Au niveau des variétés abéliennes ceci résulte du fait que pour
tout j=1,..m,
<N >+ +<ngy > <1,

Cette inégalité est une conséquence du résultat suivent. On introduit 1a notation ~. pour
1'égalité mod*T*, c'est-4-dire I'égalité dans C*/ T *.

“Lemmel: Pour les groupes de P.T.D.M. I'inagalité (p,+y,)>1 implique la condition
<nyg>+<ny> >1 pour tout ne(Z/NZ)* avec ra=1.

Csa lemme découle du lamme suivant.

Lemme 2. Soit. & ungroupe de P.T.D.M. aux paramétres (y);_o 4. Les propriétés
suivantes sont équivalentes: |
(1) (Yg+up)>1,
(1) y envole S°(02) surle point y(S(134)) de la boule,
(i11) 1a forme différentielle <« dégénére sur S°(02) en une différentislle de deuxiéme
espéce sur 2{y),

(iv) on a les relations suivantes entre péricdes de premiére espéce:

B =lg, 1=¥a)~ B~y 1= =Pz =Y )~ BT =Py, 1=l =P3=4).
{(v) on alarelation

Foll=Uap83.2=04 —¥1;0,0)=F(1-Y005.2-04-0 1Y)
entre fonctions hypergéométriques (de Gauss) algébrigues en y.
(vi) pour tout ne(Z/NZ)*,
rf,” =i =1+<n(Yy +Hy )+ > +<NPg> +<NY >

ne prend que les valeurs O at 2.
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Démonstration du Lemme 2, L'équivalence de (i) et (i1) découle des remarques de 1a fin du
84. Celle de (i) et (1i1) se déduit du feit que Te facteur u™0 2 donne lleu, 4 u=0, & un
pOle sans résidu de 1a différentielle. L'équivelence da (i) et (iv) se démontre sans
difficults en utilisant avec Vo= 1-yg, v =1-p,Vo=1-Y,-l3-Y, 10 Tait classique que pour
V.V 9,E0N(0,1),95+v +v, =1 Bt Xg,%,,%,€ll deux & deux distincts, on obtient des
périodes de premiere espece
Jolu=xg) " Y0Cu=x )7 *1(u=2,)" "2 du ~ B(v,v )~ BV V) BV, ,9,)
ou C est un cycle de Pochhammer autour de x.x,1=],1,]=0,1,2. Pour voir que (i)
tmplique (v), remarquons d'abord que les paramétres (Yy+Y,).Uq.03.04. SONt coux d'un
groupe triangulaire discontinu A,,, car les conditions nécessairss d'integralité et de
semi-integralité restent valables. Mais les angles du triangie fondamental sont les
multiples suivants de 1 (Po+P, +¥ = 1).(Yg+Ua+l3=1).(Ug+Uo+,—1), @t ON &
(Wo+Ua+¥ = 1)+(Uo+Ua+lz=1)+(Ug+la+Us- 1)
a3(Pg+ia)=3+(U,+U3+ly)
=2(uo+|._12);1> 1,

Il s’agit do'nc d'un triangle sphérique, le groupe de monodromie A,, de la fonction
F(1-p4.03,.2-04-14:4) étant fini, at d'aprés le resultat classique de H.A.Schwarz, on
obtient (v). On peut inverser ce raisonnement pour montrer que (v) implique (i), sauf
qu'il faut démontrer en plus que pour k=1,3,4, ona (Yg+y,+y, > 1. C'ast facile de voir
qu'aucune autre possibilité n'est compatible avec la condition que 16 sommae des angles du
trangle en question soft plus grande que n. L'équivalence de (v) et (vi) est demontré dans

m+rf,:'=2 et que la finitude de 4A,, est

n

équivalente & 1a condition 3 znze Mo o) =0,

[wo,87] I} est bon de rappeler icl que r

Démanstrotion du Lemme 1 en utjlisant le Lemme 2, Du Lemme 2(vi), pour tout

(1)

ne(Z/NZ)*, on n'a rar “+<nyy>+<np,>=-<n(yy+p,)>=1 que dans le cas

<NPg>+<NP>>1 .

On va déduire du Lemme 2 une autrs conséquence utila.
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Lemme 3: Les conditions du Lemme 2 entrainent les propriétés équivalentes suivantes:
(vii) Blyy,u3)~Buy,u)~BUz.by),

(viti) S°(13),5°(14) et S°(34) sont contenues dans I'espace Qg, et sur ces surfaces
caractéristiques chaque membre de 1a famille T(x,y) contient respectivement des facteurs
a multiplication complexe A,;;,AM et A34 du m'éme type,

(ix) au point F.¢(5(134))€B;‘ correspond une variété abélienne qui se casse en trois
facteurs Ap@A 3®A5, . Les deux derniers sont du méme type,

L nez/nz)-{<NU >+ <nU3>-<n(y +u3)>)a

et le premier est du type ! conjugué a

Loema- <Nl -pg)>+<n(1-0y)>-<n(2-Uy-u,)>)0,,

Démonstration du Lemme 3. 11 suffit de démontrer (vii),(viii) et (ix). i1s sont éguivalentes
car des varietés abéliennes a multiplication complexe par K sont isogénes sur Q siet
seulement si leur type est le méme a conjugaison preés [ST], c'est-a-dire si et seulement si
les périodes de leurs différentielles K-propres de premiére espéce et définies sur Q
coincident a des facteurs algébriques prés [WW]. Pour A, ol de la m8&me facon que dans
les remarques au debut du 85 T(x,y)=T(x)®A,; le longde S°(13), ces périodes sont des
Q-multiples de B(u,,b3) car le conjugué du type de muitiplication complexe de Ay estla
somme des g, donnés par la condition <ny,>+<nyz><1.0Or, pour tout ne(Z/NZ)*,
2rf\”=-—2+2<n(po+uz)>+ <np1>.+<nu3>+<ny1>+<npd>+ <NY3>+<NU, >

ne prend que tes vateurs O et 4, donc

2<nyg+Uy)>+<NY >+ <NUg>+ <N >+ <NY >+ <NPg>+ <N 4>

ne prend que les valeurs 2 et 6. Par un calcul facile on en déduit que les trois sommes
<NY >+ <NP3>,<NP >+ <NP,>,<NU3>+<NP >  sont toutes inférieures ou toutes
supérieures @ 1, d'ou les resultats (vif) et (viil). La propriété (ix) se déduit de Ta

décomposition rnzrf‘”+<npo>+<np2>—<n(uo+u2)>. La condition (yg+u,)>1 impligue

que le conjugueé du type o'

de Ay, est celui dulemme et correspond aux périodes de (iv),
Lemme 2. AU paint 5(134), T(x) est isogéne a une somme deux variétés abéliennes de type

CM donc (ix) découle de (vi), Lemme 2 car rf‘”=2(<nu,>+<np3>—<n(g,+u3)>):
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§6 Normalisation autour des points fixes non paraboliques

Dans la construction du plongement modulaire, on a identifié certains membres d'une
famille de variétés abéliennes de type (K,®)K=Q(L) et de polarisation principale. Cette
famille est paramétrisée par Bg'. Un point de Q, est dit un point de multiplication
complexe si la variété abélienne a laquelle il correspond (au moyen de 1'application
développante et le plongement modulaire) est isogéne (sur @) a un produit direct de
variétés abéliennes a multiplication complexe par K au sens strict de Shimura-Taniyama.
Le résuitat suivant découle des discussions du Lemme 3(ix) et des remarques qui précédent
le Lemme 1 au SS (voir aussi [CoWo!,85] et [WW,S§2]). Soit toujours
{i,j,k,1,p}=(0,1,2,3,4}.

Théoréme 2. Lavariété abélienne A d'un point de multiplication complexe P le long de la
surface caractéristique stable S,t(ij),(pl+uj)< I, est isogéne a un produit de trois variétés
abéliennes a multiplication complexe par K. La classe d'isogénie de chacun des trois
facteurs B est déterminée par la donnée de la classe mod"@* d'un certain élément w(B)
du réseau de ses périodes. |1y a deux possibilités: .

2

i»eton

1) Si (ui+uj+uk)<l,au point P=S(1jk) correspond ia variété abélienne A=Al xA
a u(Aip)NB( -y, ! -up),w(A,j)~B(u,,uj)~B(u,,uk)~B(uj,uk).
2) i (Y+y)<t, au point P=S5_,(ij)NS (k1) correspond la variété abélienne

A=A'xApxAy, et ona WIAD~BE-yY-u; 1 -0, 1), WIAD~BLY), WIAD~B(Y,, ).

Sile groupe A de P.T.D.M. est arithmeétique, i1 est évident que les points de multiplication
complexe composent un sous-ensemble dense de B,, mais méme pour les A

non-arithmétiques il y en a souvent une infinité. Dans I'exemple 3) a !a fin du §3, un
é1ément de la famille des variétés abéllennes s'écrit T(y)eA,, le longde S,(12), 00 A,,
est une variété abélienne 3 multiplication complexe par K=Q(L,,) et T(y) estun
élément d'une famille de variétés abéliennes a muttiplication complexe généralisée par

K=Q(T,,) de type zne(zmzz)-"mc ou rr(")z—I+<n(g,+u2)>+<nu0>+<np3>+<ngd>.

n n
Or les relations (Y +u,)=10/12, Y,=3/12, y3=5/12, y,=6/12, entrainent r‘m~l,

EI
ré”:O, rg’=2. Les T(y) paramétrisent donc le disque unité et le groupe triangulaire

associé A,,, de signature (3,4,12), est arithmétiquement défini et joue le role du groupe



20

modulaire. Pour (x,y)=(1,y) dans un sous-ensemble dense de S,(12), 1a variété
abélienne T(y) est isogéne a une somme de deux variétés abéliennes a multiplication -
complexe au sens strict de Shimura-Taniyama. Donc meéme pour les A de P.T.DM
non-arithmétiques, quelques uns des sous-groupes triangulaires Aij, obtenus par
restriction du groupe de monodromie de F (u) a S, (i), peuvent etre arithmétiquement
définis et par conséquent il y aura une infinité de points de multiplication complexe. Les
points de multiplication compiexe du Théoréme 2 sont des singularités du systéme
d'équations différentielles partielles hypergéométriques. Utilisant ce théoréme et les
expressions dans [AK, Ch {11, SXIV] de guide, on peut choisir un systéme fondamental de
solutions en forme de fonctions dans la clfture algébrique des séries de Laurent a
coefficients algébriques, une fois que I'on divise par des facteurs b8ta provenant des

périodes sur les variétés abéliennes a muttiplication complexe associées a ce point. Plus

précisement, en choisissant sans perte de généralité des valeurs specifiques de {,j,k pour

faciliter la discussion, on a

Ihéoréme J: a) Pour (yy+U,+E3)< 1, autour du point stable de multiplication complexe
5(023) (x=y=0) on 2 trois solutions fondamentales de F,(y) données par des

intégrales de type Euler a développements dans c@[[x,y]]. Pour deux de ces solutions on a
c=B(1-y,,1-y,) et pour l'autre c=B(1-p,,1-p4)

b) Pour (uy+ugd<i,(u,+u,)<l1, autour du point stable de multiplication complexe
$4(03)NS,4(12) (x=1,y=0) on a trois solutions fondamentales de F,(y) données par des
Intégrales & type Euler a développements dans cQ[[x-1,y]]. Pour ces solutions on a
C=B(1-yg, 1-u3),BU -y, 1-9,),B{1-by-v3, 1 -1y ~U,), respectivement.

Dans les deux cas a) et b), 1a solution qui porte le facteur béta de premiére espéce est
holomorphe et non-zero au point choisi, alors que les autres sont non holomorphes et

s'annulent a ce point.

Démonstration: Soit 5(@,@')::&'"”"“]“*'°""'°"t°'1(l-t)°"'dt, ou le chemin
d'integration est un cycle de Pochhammer autour de O et 1.La fonction donnée par cette
intégrale s'étend a toutes les valeurs de f$ et B'. On a (voir par exemple
[WhWa,Ch.XI1,843]) I'expression suivante valable pour toutes les valeurs de B et g,
£(8,8")=(-41%)/(F(1-B)(1-8") (B+6')).
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En particulier, pour B,p° deux rationnels qui ne sont ni nuis ni des entiers négatifs on a,
£(p,p)=(-dsin(PrOsin(P XN (RIF(P)/T(B+p N~ AT (PIF(R)/T(p+p"))=B(p,0").

{a) Autour du point (x,y)=(0,0), 1a solution holomorphe

$1=)7uT0%u=- 1) 1(U-0)""2(u-g)™"3 du=B(1-y,,1-p,)z,
(sn utilisant les notations de [AK] se traite plus directement que les deux autres. On ale
développement en série dans la région [xl<1,lyl<1,

P=B01 =Yy, 1=YIF (1= 00.05.2-U - Ug:X.Y),

d'ol 1a remarque du Théoréme 3(a) sur cette solution. Pour 1es deux autres solutions du
systéme, on choisit

9= Jou0Cu= 1)1 (u-x)"Y2(u-g) ™3 du=B(1 -y, 1-,)2,,

P3=Jou™0u= 1) 1(u-x)"2(u-y)3du=B(1-y,, 1 -y3)zs.
Contrairement au cas holomorphe, pour ¢,,p; aucune des développemeants en serie
hypergéométrique cités dans [AK] ne converge au point (x,y)=(0,0). 11 faut alors utiliser
un argument plus subtil. Prenons par exemple la sclution ¢,; & pertir d'une substitution
dans U'intégrale on calcule facilemant (voir aussi [AK]), solution z,) que
z4=x""°'“2( 1=x)"VHY=%)TY3F (1 =y, U103, 2- B —Waix/ (x= 1),%/(x-y)), Ixl<1 Ixl<Ix-yl.
Dans 1a région Ixl<},|x|<Ix-yl,Ixi<lyl, qui contient un ouvert non-vide de points
arbitrairement proches & x=y=0, 18 fonction z, s'écrit donc au facteur % vomt2yvs
pras comme série convergente dans W[[x,x/y]l. Ceci est aussi vrai pour toutes les
branches de z,. D'autre part, dans un petit voisinage du point x=y=0 on n'obtient par
prolongement analytique de 2, qu'un nombre fini de branches zm,...,z("’, car le groupse de
monodromis local est fini. En effet, c'ast le sous-groupe de A qui laisse invariante la
contraction eu point w(S(023)) de 18 surface caractéristique S{14). Ca sous-groupe est
isomorphe au groupe unitaire maximal de symétries dont la projactivisation est le groupe
triangulaire sphériqus A,, obtenude & enremplagant y,p, parle seul paramétrs
By+U4. vOirle Lamme 2 du 85 et [Y,Ch.11,179] Les fonctions symétriques des branches
2™ sont donc des fonctions uniques dans ce voisinage, ot 4 des puissances finies des
fonctions %,y et x-y prés elles sont mémes halomorphes.
Alors les z‘“’ sont 4 1a fois dans C[[x,y]] etdans Q[[x,x/y]]. Comme ces deux écriture_s

représentent les mamas fonctions holomorphes dans un ouvert non vide, les séries se

trouvent dens ‘Q[[x,y]}.
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(b) Dans 1a liste de [AK] figurent 1es deux solutions indépendantas non holomorphes zg et
2, autour de (1,0), données explicitement par
9= Jow=B(1-yg, 1-p3)25,

ou pour lyl<ly-xl,lyl<dy-1l,

- 25=g1""0"'3(1—g)'“'(x-g)"?F,U-93,92,9,,2-90—93;g/(g-x),uf(g-1)),
. A

P=fie=BC1-y,,1-y,)2g

o0 pour [x-1l<dxl, Ix=~11<lx-yl,

Zmx Y001 = %) V1 V2(y ) VIF | (1 -y, 05,3,2- Uy g3 (X = 10/%,(x= 1)/ (x-y)).
Au voisinage Ix-1i<t,lyl<1 ly-(x-1)l<1 de (x,y)=(1,0) on a les développements
suivants dans Q[[x-1,yl} y/(g-x)=-y> o _(y-(x-1))°, y/(y-1)=-y¥ > oy",
(%=1)/%=(1=-0)T 7 (=107, (x=1)/(x~y) =(x=1)T 7 _(y=(x-1))". Les Intégrales [jo
et [jw fournissent donc les deux solutions non holomorphes possédant les propriétés du
Théorame 3(b). Par 1es conditions impasées sur las parametres, I'intégrale .p',-]:,o gst
une solution holomorphe autour de (x,y)=(1,0). Prenons un point (x,y’) & l'intérieur
d'un voisinage de (x,y)=(1,0) ou @] est holomorphe de telle fagon que |1-x'I<l1-ul,
ly'l<dul, pour ueC ou C est un cycle de Pochhammer autour de O et 1. A ce point on
peut, ssns perte de généralité, remplacer la valeur de ¢; par V'intégrale
1,=1,(x",4)=[.«. Do plus, on peut réécrire,
ly=(=1) 123 0 o((Ya,m)y5,n)/(1,m)(1 ,n))(lcu'("O""?’""( {-u)"erre =My -x)"y"
Pour f=1-(yy+yy), p'=1-(y,+Y,), on déduit par un calcul simple 1'expression,

fo uWo¥al Ny yylorrugh-mgy o TER-mlg s 60
=(1-07"B)(1-62™)( 1= (p+p7),men)/(1-4,0)(1 =07, M) (B+0")/T (I (@)

en utilisant les remargues faites au début de 1a démonstration. A multiplication pras par
un facteur cyclotomique non-nul qui ne dépend ni de m ni de n, le nombre .
B(I-(go+p3),1-(9,+92))" |, s'écrit donc selon la formule,

T o 0O =W g Mend M50/ (g #9300 40, mMXC1,MI(1,n))( 1 -x)"y™,
On reconnait ici 1a veleur au point (x',y’) dela fonction Fy(a,b,b’,8+1+b-c,c-b;1-x,u),
0U 8=1-y,,b=y, b'ays,c=2-y,-y,, (voir [¥, pSB]) qui est holomorphe dens 1a région
|1-xl+lyl<1 ot qui fournit une solution du systéme F,(p). Or, de tels points (x.y)

composent un voisinage non-vide de (1,0), d'ou le résultat du théoréme.
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Remarquons que dans e Théorame 3(b), 1a cholx du systeme de solutions fondamentales et
donc de 1'application développante y et son plongement modulaire associé F n'est pas
axactement le méme que celui de (a) et de la discussion qut 1e précéde, bien que tout son
contenu s’y applique. Ce choix dépend du point de multiplication complexe en question,

mals les applications modifiées seront toujours désignées par y ot F.

Corgllajre 4: Pour chacun des cas du Théoreme 3, 1es trois solutions fondameantales
peuvent servir de composantes d'une application développante qui applique 18 point de
multiplication complexe de O (qui est en général un revétement fini de B,/A) dans le
point (w,,w,)=(0,0) de B, (dans I'écriture affine). Les dérivées d’'une composante
f=1(w,,w,) de I'applicetion de revétement v B, =B,/ sont alors données
a) & un point S(1jk), (y+u;+p <1, per
@173 3™y iy wareto o) ~ (BE1 =1y, 1=, )/BC1 =y, 1=y )™,
b) & un point S UNSL(KD), (Y+u<t, (Y+ppP<l, peor
@™™1/3™W 13" W)ty woleto.0r~ (BE =5, 1=ty =™ ™/ (BT -y, 1 -y BCI -y, 1-yp™).
Reformulons le résultat dans le cas 8) de 1a fagon suivante. On remplace 16 boule unité B,
par une boule au multi-rayon,
(BC1=y;, 1=, /B{1 =y, 1=y ), BO =y, 14, I/BCI -y, 1=y,
c'est-4-dire par 'ensemble 83 donné (dans I'écriturs projective) par,
{(zg. z1, 27)eP 1 IBUI—p;, 1-p) z‘,‘12+ 1BC1 -y, 1-yy) 25 %< IBCT-gy,1-y,) z;,“Iz}.
On peut modiffer I'application développante en une application y* Q, - B qui applique
le point 4 multiplication complexe S(ijk) au point (1,0,0)e BF ot dont les
composantas s'écrivent localement comme des fonctions dans @[[x,yJ] L'application
inverse (y*7' a donc des composantes, automorphas par rapport au groupe de revétement,
dont les développements appartiennent & B[z}/3}, Z/Z 1] En particulier, 1'application
tangente 4 ce point est définie sur @. Etent des quotients de périodes de premidrs espéce
per celles de deuxiéme especs, 1es composantes du multi-rayon sont des nombres
transcendants, et fournissent une généralisation du rayon de revétement transcendant

étudié dans [ww] & ces surfaces algébriques définies sur @. Ce multirayon ss manifeste
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clairement dans les travaux de Shimurs pour le cas ou A est arithmétiqus, doncou Qg
est 1somorphe 4 une variété de Shimura. Un argument analogue se fait dans 1e cas b). Pour

terminar 1a démonstration du Théoréme 1, il reste & vérifier 1e résultat suivant.

Proposition 5. Munissons les espaces quotients B,7A et B 7T, compactifiés si
nécessaire, de leurs structures naturelles de variétés algébriques projectives définies sur
. Alors 11 existe un plongement modulaire F qui induit un morphisme défini sur @

antra ces deux varistés.

Démanstration: On compare 1es résultats du Corollaire 4 du Théoréme 3 aux résultats de
Shimura dans [Shi 2, Théoréme 6.1] sur les dérivées des formes automorphes par rapport
4 [ (et définies sur TU) aux points associds sux veriétds abéliennas & multiplication
complexe. De tels points & multiplication complexe comprennant les images par le
plongement modulaire des points de base du type image de S(ijk) ou S, (i )NSy(k1) par
'application développante. En posant T=diag(¥=1,#/=1,¥=1), 1a plongement du groups
A de P.T.D.M. dans le groupe modulaire I est une projection (ou facteur) de la
restriction 4 A du plongement galoisien de Gg={aeGL(3,K) | aTE‘=T} dans un produit de
groupes unitatres cité par exemple dans [Shi 2, p573), 1e point plus subtil ayant été
d'expliciter le plongament correspondant F, compatible au piongement de A, au niveau de
'espace. Miyake [Miy] a observé qu'il existe des modéles canoniques définis sur @ de
Eg'?l', donc on peut parler du corps U(Tl) des fonctions sur B;’ automorphes par rapport
& [ et définies sur T. Aux points de multiplication complexe de By donnés au Théoréme
3 correspondent des produits de variétés abéliennes & polarisation principale et
multipHcation complexe dont les périodes de premidrs espace sont des veleurs de la
fonction bétae explicitées au Théoréme 2. Soit w, un tel point et @ le type de
multiplication complexe associé dont la décomposition en types de multiplication
complaxes au sens strict s'écrit d=0,@d,&%;. Avec les notations du 83 adaptées au
choix du point de bass, par le Théoréme 6.1 da [Shi 2] on voit que si f=f(w;),w=(w}’),
j=1,2,va1,..m, est un élément de U(T), ona
1 /3w, Jwg)~np(@,, P )@, 03) t=1,2,

ou u'“:tl--("v est 1e plongement du corps cyclotomique associé 8lav-iéme composante de

* A rv w(CA)
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F,v=1,.,m. lci, comme dans [Cowo 1], on utilise 1es nombras définis dans [Shi 2]; pour
une varidté abélienne Vv 4 multiplication complexe de type Zmzj'"=,o'j, toutes les
périodes non nulles d'une forme différentielle o,eH°(V,Q), propre pour I'action de {K,
sont égales & multipliéotion par un nombre algébrique prés & un nombre réel positif
np(UJ,Z). De 1a méme fagon que dans [CoWo 1], ces dérivées sont données par les
qudtiants de valsurs de 1a fonction bata de la forms

BC1=<n ., 1=<n g >)/BUI-<nup>—<nw>), t=tl,2, val,m,
au paint F.y(5(11k)), et

B =<n gp=<n 9>, 1=<n g >=<n )/ BUI =<n g, 1=<n ), t=1,
BO=<nggp=<n >, 1=K > =<ngp)/BU =<y >, 1=<nyup), t=2, v=1,..m,
au point F.y(S,(1{)NS,4(K)). Pour v=1, ce sont les mémes nombres que ceux obtenus
pour les composantes de ™' dans le Corollaire 4 du Théoréme 3 au préimags de o Par
F. Autrement dit, au point F"(wo) une base de formes différentielles de premisére espéce
définies sur W de B,7A est donnéde par
{no(@,.9 Ip(T@ D 3)dw o, 9 ,)0(T,,P3)dw,}

et une tells base au point w, est celle induite par F, 4 savoir

{np(o,. )o@, 5)dw], npo,,d,)p(@,,0 Pdw,, vatl,..,m}.
Les mémes arguments s'appliquent aux dérivées supérisures au point w,. L'application

quotiente induite est donc définie sur @, d'ou 1e résultat de 1a Proposition.

Remarquons que ¢ morphisme est une immersion si h(A) est égal au sous-groupe
{Tel|I T F(B,)=F(B,)} de I.C'sst le cas par exemple si A est un groupe maximal parmi

les groupes discontinus qul agissent sur B,
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87 Les fonctions hypergéométriques algébriquas d'Appell-Lauricells

H.A. Schwarz a resclu dans [Sch] 18 probléms classique de classifisr les fonctions
hypergéométriques algébriques. Excepté 1'ouvrage de Sasaki [Ses], rien n'est connu sur le
probléme analogue pour les fonctions d'Appell-Lauricells sauf que sous certaines
conditions (trop restrictives) 11 n'y & pas de groupes de monodromie finis pour le cas de
plus de trois variables ([DM], 84). Les méthodes développées icl au 83 permettent de

donner une classification compléte da ces groupes.

Théordma 4 Supposons qu'aucun des parameétres de la fonction hypergéométrigue
d'Appell-Lauricella n'est un entier. Alors la fonction n'est pas algébrique si elle dépend de
plus de trois variables. En deux ou en trois variables, 4 des permutations et des
changements simultanés de signe prés, 1as paramétres des fonctions algébriques ne
peuvent que prendre une seule valeur mod Z et 1es groupes de monodromie correspondants
sont des groupss symétriques de certains polytopes. Pour 1e cas de deux variables, i1 s'agit
des paramétres (1/3,1/6,1/6,1/6,1/6) et le groupe d'ordre 1296 de Hesse (étendu), |
tandis que pour le cas de trois variables, des paramsétres (1/6,1/6,1/6,1/6,1/6,1/6)
et le groupe de Witting d'ordre 155520.

L'hypothése que 1es parameétres ne soient pas des entiers n'est pas forte, car dans le cas
contraire on peut, 4 1'aide des relations de contiguité, remplacer chaque paramétre entier
soit par O soit par 1. Mais dans ce cas i1 y a un sous-espace des solutions du systéme
d'équations différentielles qui se compose de fonctions hypergéomsétriques en un nombre
diminué de variables. Comme dans le cas c¢lassique, on psut se borner pour la
démonstration au cas o0 les d>5 paramsétres y, sont rationnels, car eutrement on
n‘aurait pas des ramifications algébriques. Si (voir aussi [Sch] et [Te1] les ¥; nesont
pas des entiers, le groupe de monodromie & est irreductible. Les fonctions d'Appell sont
algébriques si et seulement s'fls ont un nombre fini de branches, et il suffit donc de
classgifier les 4 finis. Pour cela, 1a discussion au S3 permet de remplacer les
arguments geéomeétriques du cas classique par 1'équivalence suivante. Le groupe A est fint

si et seulement si 1a dimension de 1'aspace symétrique qui paramétrise les variétés
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abéliennes du mdme type que T(x,y) est égale & zéro. La condition I zmzme Mal_a=0.
équivalente & rn=-1+2;'='g<nyj>=0 ou d-2 pour tout ne(Z/NZ)*, est satisfaite pour
les p; donnés dans le théoréme. Pour démontrer que ce sont les seules possibilités, on
remarque que les restrictions des fonctions algébriques sur chague surface caractéristique
doivent donner, m8me aprés la division par un facteur singulier (Ri-xj)""i"'j, encore das

fonctions algébriques et hypergdomsétriques en une variable de moins et aux paramatres
| obtenus en remplagant le couple U.y; perle seul paramstre y+y; . Commengons par les
fonctions d'Appell en deux variabies, ol d=5, et supposons que les parametres
Vo»N4€@-Z sont ceux d'un groupe fini A. A cheque fois que 1'on remplace un couple
Wi¥; par p+y; , on obtient un quadruplet de paremsatres d'un groupe fini de Schwerz. C'est
une restriction trés forte, car exceptée 1a famille de groupes dihédrales, il s'agit d'une
liste finle. Les parameétres des groupes dihédrales pris modZ sont de la forme
r,r,(1/2)-r,(1/2)-r, pour un nombre ratisnnel r, 0<iri<1/2. Alors, st Yy+iomrays
modZ yy=y m=(1/2)-r modZ, on 8 nécessairement un sutre quadruplet de paramétres de 1a
forme Y =(1/2)-r modZ, py+p3=(1/2) modZ,p,,u,. Mais dans touts la liste des groupes
finis de Schwarz, e paramétre 1/2 n'apparsait qu'une seule fols, & savoir pour le groupe
du tetrahédre aux parametras con.grus modZ & 1/6,1/6,1/6,1/2 (ou en changeant les
signes simultanément, 5/6,5/6,5/6,1/2 modZ). On an déduit due Irl=1/3 et on tombe
sur 1 quintuplet de paramétres du Théordme 4. De 1a méme maniére, on traite 1a liste
finie des groupes de Schyrarz non-dihedrales et on n'y trouve aucune autre possibilité pour
les paramétres. Le meme procédsé s'applique aux cas d=6 'et‘ d>6. Pour 1a détermfnation
explicite des A trouvés ainsi, remarquons d'abord que ces groupes sont engsndrés par des
symétries complexes et qu'ils sont irréductiblas et mame primitifs. On peut le voir &
partir des restrictions sur les surfaces caractéristiques. Donc la liste des possibilités
pour 1es A finis dans GL(3,C) et GL(4,C) n'est pas grande ([Y,p180][Cox,p160].
Pour d=5S, le groupe & a des symetries génaratrices d'ordre 2 st d'ordre 3 parce que
1-g;-y; ne prend que les valeurs 1/2 et 2/3. Mafs 18 seul groupe possible ici avec ces
deux sortes de génerateurs est en effet la groupe symetrigue du polytope de Hesse étendu,
ou bien 2{4}3{3)3 dans la notation de Coxeter. Naturellemsent, ce groupe d'ordre 1256
8st un sous-groupe de beaucoup d'exemplaires conjugués dans le groupe finl A pourle

ces d=6, ayant été obtenu par restriction de 1a monodromie aux surfaces caractéristiques.
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L'ordre de ce nouveau A doit donc etre un multiple de 1296 et les symétries génératrices
sont uniquemsant d'ordre 3. Le seul groupe satisfaisant 4 toutes ces conditions est 1e groups
symétrique du polytope de Witting 3{3}3{3}3(3}3 [Cox].

Une version étendue de 1a discussion de ce S7 est développée dans [Cowo3]
€0 Le groups de monodromie dans 1e cas d'un parameétre entier

Le groupe de monodromie associé aux fonctions hypergéométriques d'Appell & paramétres
tous dans @-Z, ne dépend que de la classe des paramatres associés mod Z. Si, par contre,
un des paramatres est un entier, i1 faut utiliser un argument différent. Prenons le cas ou
axactement un paramaétre est un entier (an particulier, on a toujours Z?ﬂgf.’z mais on
n'a plus la condition 0<gj<1,j=0,...,4). L'action du groupe symétriqus Ss permet de
supposer sans perte de généralité qu'il s'agit de 3. Considérons, avec 1a notation du §3,
la différentielle W=e(%,9)=u™0(u-1)"1(u-%)""2(u~y)™3 du sur I'espace Q des points
réguliers. C'est une différentielie de premiére ou de deuxidme espece si yY;<0, et une
différenttells, . . 2+ --='st PO, avec -~ - .-~ des résidus génériquement
non-nuls dans u=y. Dans les deux cas, on peut choisir deux solutions de base du systéme
d'équations différentianas_ partielles comme [c‘o,]c2 w avec des cycles de Pochhammer
C,.C, autour des éléments de {0,1,00,x}. Pour obtenir ia troisiéme, |, © , 11 faut
distinguer deux cas.

1) St y;<0, on prend pour C, un cheminentre y et, sans perte de généralité, 0. Le choix
des chemins est évident pour y,<i. 51 yp>1, on choisit C,,C, autour des élémaents de
{1.%,00} 8t pour C, un chemin double qui entoure une fois Is singularité u=0. Ces
chemins évitent les autres singularités mais n‘entourent pas le point u=y, ce qui voudrait
annuler I'intégrale. Or, un prolongement des solutions de base en y suivant des cycles en
C-{0,1,x} ne change pas Ic1"°»]c2° mais remplace ICOQ par la somme de gfc°o (p
une racine N-iéme de l'unité venant du fait que le prolongement peut changer 1a feuille sur
laquelle se trouve C,) et des combinaisons Z[{,]l-1inéaires, N=p.p.d.c.{yg.Uy.W5.04), d8

]c‘o C Jc2<.>. Il en est de méme pour ICOO lorsque 1'on prolonge en % las solutions de

bass, mais cetts fois-ci on transforme lc,"’ ot ]c2<.> suivent le groupe de monodromfie
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associd & la surface hypergéométrique de Geuss de dimension 1 aux paramétres

¥o¥1.b0.04 Mmod Z. Les matrices du groupe de monodromie sont donc de e forme

g u v
0 oo P
0Oy &

ou (u,v) parcourt un réseau d'indice finie dans Z[T,IxZ[L,], et p parcourt les racines
N-idmes de 1'unité, étant une homothéthie introduits par un changement de feuille pour
Co- Lamatrice

x P

¥ §

Ao

est dans le groupe triangulaire agsocié aux trois multiples H-py—p, L1 =pg=u,l11-yp-y 4l
de n. Si A est la matrice unité, on voit qua le groupe de monodromie n'opére nulle part
discontiniment sauf s Z[T,] = Z.Dans ca cas, Na2, 185 Yy .U,.00.0,4 Sont tous congrus
& 1/2 modulo les entiers. |1 s'agit donc d'une ramification infinie ie long des surfaces
caractéristiques corraspondantes. Les autres valeurs de A sont prises dans le groupe
triangulaire de signature (co,00,00). On obtient alors un sous-groupe d'indice finie du
groupe modulaire de Jacobi agissant sur Tx3, ou (]coo)/(l(:zo) joue le rdle de la |
coordonnée dans T et (fo,© ) /(f, ©) joue le rble de celle dans 2.

2) Si p3z>0, on prend pour C, un cercle autour de u=y, tel que ]cOo sera
essentiellement 1e résidu de « en y. Cette fois-ci, 18 prolongement anelytique en y,x
suivant un cycle dans C-{0,1, x}, C-{0, 1, y} respectivement na change ]c°<.> que par
un facteur racine N-iéme de I'unité, pendant que lc1° et ]c20 se transforment selon
les memes matrices de monodromie A que dans le cas 1), sauf qu'il faut ajouter des

Z[T,}-multiples du rasidu de « dans u=y. On obtient donc des matrices de monodromie

de 1a forme
p 0 O
u o« p
v ¥ &

avec des (u,v)e Z[T, Z[L, ] qui opérent sur le plan affine, homéomorphe & c? , oU



30

feo® = 0. Cette opération est discontinue seulement si les (u,v) forment un sous-groupe
discret de C? stabilisé par les matrices A.Le groupe avec N=2 et tous ses parameétres
congrus & 1/2 mod Z satisfait & cette condition et est un groupe discret (voir per
exemple [DM], p88). Mais des arguments élémentaires montrent que cette opération sur
€? nest pas discontinue en générale. En effet, A sera un groupe d'action discontinue sur
c? si ot seulement st N=3,4 ou 6et A parcourt un groupe fini dans GL,(Z[Z,D. Le
liste des groupes de monodromis finie [Sch] et leurs exposants donnent la classification
compléte des groupes de monodromie discontinus. On peut 1'étendre aux dimensions

supérisures & 1'aide du S7 sur la monodromie finie. On obtient

Théoréme 5. Supposons qu'un des d>5 paramétres p; et un seul soit un entier. Alors A

est un groupe discontinu si et seulement si
(1) ou bien d=5 et y; est un entier non-positif, les autres y, étant congrus 8 1/2
modulo les entiers, cas ou A agit de fagon discontinue sur Cx¥, ou bien y, est un entier

positif et les autres y, sont, 4 un changement commun de signe prés, congrus modulo les

sntiers &

(i) t/74,1/4,1/4, 1/4,

(iit) 1/6, 1/6, 1/6 , 1/2, (d=5),
(iv) 1/6,1/6, t/3,1/3,

(v) 1/6,1/6,1/6,1/6,1/3 (d=6),

(vi) 1/6 ,1/6,1/6,1/6,1/6,1/6, (d=7),

et donc & ogit de fagon discontinue sur c.

Remarques,

(1) Les cas (1) et (ii) du Théoréme 6 figurent déjé dans la liste de Le Yavasssur et sont
mentionds dans [DM] et [Te 3], (11) est de plus 1'objet d'une note de Picard [P2]

(2) Les autres exemples sont implicitement contenus dans les exemples de Mostow [M]
Comme les surfacas caractéristiques non semi-stables correspondent aux rastrictions
algébriques (85, Lemme 2(v)), las surfaces caractéristiques non stables mais

semi-stables correspondent aux singularités logarithmiques y,+y, =1, et il s'agit de la
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restriction & des groupes de monodromie euclidiens discrets. Par exemple, dansg le cas
d=8, on a (Uj)j?=o=' (1/6,1/6,1/6,1/6,1/6,1/6,1/6,5/6) .

(3) En principe, on peut traiter les groupes 4 evec plusieurs parametres entiers y; de
la meme maniére. Pour d=5, on obtient les groupes discontinus déja trouvés par Le
Vavasseur et Terade [Te 3]

(4) Dans les cas suclidiens (11) & (vi), le quotient de €% par 1e sous-groupe das
translations dans A est une variété abélienne qui se casse en courbes elliptiques avec

multiplication complexe ou par Z[1] ou par Z[{5 ]
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