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r u qvbwZkfk]_sgdg^z~
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���,�
h ⊂ g � ���e�¡ ��?¢�£�¤?¥z �¦e�§¦e¨©�+ ����R£�ªe� ��« �e¥¬�R�? H ⊂ G

�z®���¢�¦ «w« ��¥m¯;¦e�?� ���ªB ��=¢,£�¤?¥m �¦e�°¦R¨�� ��¬ª « ¦±¤�¯?¥�²!�+�,� U ⊂ h∗ � �*�R�� ��H³T� «  ��e���©¦±¯=����¥z¤ � ¥z�,���R�=@£��,� Z ∈ (∧3g)g
²¬´¶µg·c¸e¹c¸Rº9»;¼e½R¾{¿cÀ

¼T¿T»;½RÁ!Âp·c½RÃ
r Ä Á$½RÅk¾{Â�Æ� Ç¥�� h È ��É�¤� �³N� «  Ç�R����Ê��R¯ r : U → ∧2g

¥z�R�z Ç¥g¨EËH ���ª��z®��Ìµ�Á�¸�¼RÂ Í�Îc¼cÀ@·�Ã�½NÏcÏ{Âp·c½TÃ
¼T¿T»;½RÁ!Âp·c½RÃ�Ð=½R»�Ñ ÄkÒ ½�ÆeÅPÎ�¾
ÎwÓ�º?½TÅ\Âp¸T»

1

2
[r(λ), r(λ)] −

∑

i

hi ∧
∂r

∂λi
(λ) = Z (λ ∈ U) ,

Ô ®�� « � (hi)i
�R�?

(λi)i
� « ��9¤?�e£ � �e¥z��¥.¦e¨ h

�e�?
h∗ Õ « ��¥z¯=��¢{�z �³e��£�Ë±²aÖW®����Ø×Y¨E¦±£�£�¦ Ô  ���ªÚÙ�Û�Ü Õ?ÝNÞEß

×pà�²�Û ß πr := πlin +
∑

i

∂

∂λi
∧
−→
hi +

−−→
r(λ) ,

�z¦eª±�,�w®�� « Ô  ��z® Z Õ 9�,á?�?��¥.� H È  ��H³T� «  ��e�±��× g È ß É�¤?�e¥z  È\â ¦e Ç¥w¥m¦±�¬¥m� « ¤?¢{�w¤ « �n¦e� M = U ×G
²5ã�� « � πlin �¥W�w®���£� ������ «nâ ¦e Ç¥z¥z¦e�Ú¥m� « ¤?¢{�w¤ « ��¦±� U ⊂ h∗

²
ä ¤?¢c®��$9ËH�?�RÊ$ Ç¢��R£

r È Ê��T� «  �å� �¥n¢��R£�£����Ï{¿TÁ�æ;Ã�Îc·�ÅkÂp·v �¨5�z®?� g È É�¤?�±¥m  È�â ¦± �¥w¥z¦e�*Ê��R�? �¨E¦±£� (M,πr , Z)
 Ç¥

¥mËHÊ$¯�£���¢{�w �¢ Õ  \² �±²9 �¨ π#
r : T ∗M → TM

 Ç¥W ��H³±� « �z  � £����e�? Z = 0
²

ç�Ë¬��¼T¿T»;½RÁ!Âp·c½RÃ;Å\èaÂÇÏ{Å2Ó�º?½T»=ÅkÂ�é�½RÅkÂp¸R»�¦R¨
r(λ) Ô �nÊ$���R��� h È ��É�¤� �³T� «  ��e�±�aÊ��R¯ J = 1⊗1+O(~) :

U → ⊗2Ug[[~]]
¥w�T�w �¥m¨EËH ���ª¬�w®��$Ï�Î,Á¬Â Ä ·,Ã�½NÏcÏ{Âp·w½RÃ+Ã}ÂYÁ¬ÂYÅv·c¸T»;¼RÂYÅkÂp¸R»

J(λ) − J2,1(λ) = ~r(λ) +O(~2) (λ ∈ U)�R�?��z®���Á�¸�¼TÂ Í�Îc¼�¼T¿T»�½TÁ¬Âp·w½RÃ+Å\èaÂÇÏ{ÅWÎcÓ�º?½TÅ\Âp¸T»
J12,3(λ) ∗PBW J1,2(λ+ ~h(3)) = Φ−1J1,23(λ) ∗PBW J2,3(λ) (λ ∈ U) .

Ô ®�� « � Φ ∈ (⊗3Ug)g[[~]]
 �¥v�e���±¥z¥z¦9¢, Ç�T�w¦ « É±¤=�R���z �ê� ���ª Z Õ ¦R¨ Ô ®? �¢c® Ô �©ëH��¦ Ô �z®�����å9 �¥m�z���?¢,�©¨ « ¦eÊÙ ì Õ â/« ¦±¯=¦�¥m ��z �¦e�*í?²�Û�à Þ ²5în��¢��e£�£=�z®?�R� ∗PBW

 �¥��z®?� â ¦e ��?¢�� «zï�È ç.  « ëH®�¦eð È�ñ  ��m��¥m�w� «mÈ ¯ « ¦H�¤?¢{�/ª± �³±����¦±�¯=¦±£�ËH��¦±Ê¬ Ç�R£=¨E¤��?¢,�z �¦e�?¥.�e¥/�z®?�ò¯�¤?£�£ È\� �e¢cë$¦R¨G�w®��ò¤=¥m¤?�e£=¯ « ¦99¤?¢,�� �� U(h~) ó/� Ë!�w®���¥mËHÊ$Ê$�,� «  �ê��T�w �¦±�Ê$�e¯
sym:S(h)[[~]]→ U(h~)

² ñ ���R£Ç¥z¦!Ê��e��©¤=¥m��¦e¨+�z®?��¨E¦e£�£�¦ Ô  ���ª$��¦R�c�T�w �¦±�?¥�ô
J12,3(λ) := (∆⊗ id)(J(λ))

�R�=

J1,2(λ+ ~h(3)) :=
∑

k≥0

~
k

k!

∑

i1···ik

∂kJ

∂λi1 · · · ∂λik
(λ)⊗ hi1 · · ·hik

.

õP�Ì�z®? �¥$¯?�e¯=� « Ô ��¯ « ¦T³±���z®?��¨E¦±£�£�¦ Ô  ��?ª@ªe����� « �R£� �ê��T�w �¦±�Ø¦R¨
Ù�Û�í Õ ÖW®���¦ « ��Ê)ì9² í Þ �z¦B�z®��Ú¢��±¥m��¦R¨ò���¦e�?� � ��£� Ç�R� � �±¥m�±ô

ó h~ = h[[~]]
h+] Z\[ò|Nfkbcs�ö{dPZ

[, ]~ := ~[, ]h
~

ó
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r Ä Á�½TÅ\¾{Â�Æ ½e¼RÁ!ÂYÅkÏ�½@¼T¿T»�½TÁ¬Âp·c½TÃ/Å\èaÂÇÏ{Å©Ó�º?½T»=ÅkÂ�é�½TÅ\Âp¸T»µ\èaÂYÅ10
Φ = 1

À�2
3�¤ « �z®�� « Ê$¦ « � Õ � Ô ¦�9ËH�?�eÊ$ �¢��R£W� Ô  Ç¥g��É�¤?�e�±�w �ê��T�w �¦±�?¥ J1, J2 : U → ⊗2Ug[[~]]

¦R¨
r
� « ��¥w�R ÇÑ±½RºeÑ±Î¬ÎcÓ,º9Â54T½TÃ�Î�»?Å+ �¨5�z®�� « ����å9 �¥m�w¥n� h È ��É±¤? �³T� «  Ç�R���.Ê��e¯ T = 1 +O(~) : U → Ug[[~]]

¥m¤?¢c®��z®=�T�
T 12(λ) ∗PBW J1(λ) = J2(λ) ∗PBW T 1(λ+ ~h(2)) ∗PBW T 2(λ) .õP���z®� Ç¥©¢,¦e���w�,åH� Ô �
�R£Ç¥m¦�¯ « ¦T³±���z®��
¨E¦e£�£�¦ Ô  ���ª�ªe����� « �R£� �ê��T�w �¦±�Ú¦R¨nÙ�Û�í Õ ä ��¢,�z �¦e� ÝRÞ �z¦*�z®��¬¢��e¥z��¦e¨a���¦e�?� � ��£� Ç�R� � �±¥m� Õ �±¥z¥z� « �z ���ª��z®=�T�!9ËH�?�eÊ$ �¢��R£� Ô  Ç¥m�
É±¤=�R���z �ê��R�z �¦e�?¥�� « �*¢�£��±¥z¥z �á?�� � Ë��w®���Ï�Îc·c¸T»;¼¼T¿T»;½RÁ!Âp·c½RÃ

r Ä Á$½RÅk¾{Â�ÆÚ·c¸60?¸TÁ�¸TÃ�¸wÑe¿*×p¥z���!7ò�,á?�� ��z �¦e��í?² 8 ß ô
�! #"�$�%&"('9)�+;:�+=< Î,Å

r
¹cÎ�½�Ï{¿TÁvæ�Ã�Îc·,Å\Âp·�¼T¿T»�½TÁ¬Âp·c½TÃ

r Ä Á�½TÅ\¾{Â�Æ�2?>
0?Î,» Å10�Î
Ï\æ�½±·cÎ�¸A@�Ñ±½RºeÑ±Î�ÎcÓ�º9Â54N½ ÄÃ�Î,»�·cÎ*·,Ã�½NÏcÏ�Î{Ï�¸A@$¼T¿T»;½RÁ!Âp·c½RÃÅkèaÂÇÏ{Å�Ó�º?½T»=ÅkÂ�é�½TÅ\Âp¸T»?Ï$¸B@
r
µ\èaÂYÅ10

Φ = 1
À�ÂÇÏ�½T»§½BC§»�Î¬Ï\æ�½±·wÎ�Á$¸�¼eÎ�Ã�Îc¼

¸T»
H2

r (U, g)[[~]]
2

´§¢,£Ç�e¥w¥G¦e¨��,å��RÊ$¯�£���¥+¦R¨�¥mËHÊ$¯�£���¢,�z Ç¢/9ËH�?�eÊ¬ Ç¢��e£
r È Ê$�R� «  �¢���¥+ �¥7ªe �³e��� � Ë¬»;¸R»;¼±Î\Ñ�Î�»;Î�¾z½TÅPÎW¾zÎc¼Tº?·�Å\Â54NÎÏkæ�Ã}ÂYÅ\ÅkÂY»HÑTÏ{²´ « ��9¤?¢,�z �³e��¥z¯�£� ��m�w ��?ª g = h⊕m

× Ô  ��z® [h,m] ⊂ m ß  Ç¥n¢��e£�£������¦±�?9��ª±����� « �R�z�© �¨5�z®?� « ��,å9 �¥m�w¥
λ ∈ h∗

¨E¦ « Ô ®� Ç¢c® ω(λ) ∈ ∧2m∗ 9��á?���� � Ë ω(λ)(x, y) =< λ, [x, y]|h >
 �¥���¦±�?9��ª±����� « �R�z�±²ÖW®����

rm
h (λ) := −ω(λ)−1 ∈ ∧2m ⊂ ∧2g

9�,á?�?��¥*�Ø¥zËHÊ¬¯?£���¢{�z Ç¢�9ËH�?�eÊ¬ Ç¢��e£
r È Ê��T� «  �å¡¦±�°�z®�� ��H³T� «  ��e���2¦±¯=����¥m¤ � ¥m��� {λ| 9��� ω(λ) 6= 0} ⊂ h∗ ×p¥z����Ù�ÛeÛ Õ â« ¦e¯;¦±¥z ��w �¦±��Û Þ ¦ « Ù�Û�Ü Õ ÖW®���¦ « ��ÊD8�² í ÞFE ¥z����R£Ç¥m¦ÚÙHG Õ â« ¦e¯;¦±¥z ��w �¦±�BÛ±²�Û Þ ¨E¦ « �¬Ê$¦ « ���R£�ªe� ��« �e �¢ò¯ « ¦H¦R¨ ß ²JI�¦ « ��¦T³±� « Õ ¦±����¢��e��¤?¥z�� ��n�z¦LKz¢,¦eÊ$¯;¦±¥z�NM9ËH�?�RÊ$ Ç¢��R£

r È Ê��T� «  Ç¢,��¥�×k¥m����Ù�Û±Û Õ â« ¦e¯;¦±¥z ��w �¦±�BÛ Þ �R�?�ÙHG Õ â« ¦e¯;¦±¥z ��z �¦e�Úà�²�Û ÞEß ô
�O%P$�QR$
S6TVU6T-$�WX)�+�Y ×pÖW®?��¢,¦±Ê¬¯;¦±¥z ��z �¦e�B¨E¦ « Ê
¤�£Ç� ß +Z. ÏcÏ{º9Á$Î*Å50?½TÅ h = t ⊕ m

ÂÇÏ�½�»;¸R»;¼±Î\Ñ�Î�»;Î�¾z½TÅPÎ
¾zÎc¼Tº?·�ÅkÂ54TÎ�Ï\æ;Ã}ÂYÅ\ÅkÂY»HÑÌ½T»�¼�Ã�Î�Å

rm
t : t∗ ⊃ V → ∧2h

¹cÎ�Å50?Î�·c¸T¾{¾zÎ,Ï\æ�¸R»;¼TÂY»HÑ�Ï{¿TÁvæ�Ã�Îc·,Å\Âp·�¼R¿T»;½TÁ¬Âp·c½TÃ
r Ä Á�½TÅ\¾{Â�Æ�2�[1@ ρ : h∗ ⊃ U → ∧2g

ÂÇÏ�½�¼T¿T»�½TÁ¬Âp·c½TÃ
r Ä Á�½TÅ\¾{Â�Æ�èaÂYÅ10 Z ∈ (∧3g)g \ Å10�Î�»

θρ := rm
t + ρ|t∗ : t∗ ⊃ U ∩ V −→ ∧2gÂÇÏ�½�¼T¿T»�½TÁ¬Âp·w½RÃ

r Ä Á�½TÅ\¾{Â�Æ�èaÂYÅ50�Å50?Î�Ï�½TÁ�Î Z 2

ñ ��¯ « ¦T³e���z®?�R�v¦e����¢��R��KmÉ�¤?�e���z �ê��NMò�z®���Ê��R¯ ρ 7→ θρ
ô

�! #"�$�%&"('])�+�^�+`_ ÂYÅ10ÚÅ10�ÎO0H¿wæ?¸TÅ10�Î,Ï{ÂÇÏ¬¸A@ba.¾w¸wæ?¸NÏ{ÂYÅkÂp¸R»dc�2;e \ Å50?Î,¾zÎ¬ÎwÆeÂÇÏ{ÅkÏ�½*Á$½cæ
Θ : { f ¿T»;½RÁ!Âp·c½RÃ�ÅkèaÂÇÏ{ÅWÓ,º?½R»?Å\Â�é�½RÅkÂp¸R»�Ï
¸A@ ρ} −→ { f ¿T»;½RÁ!Âp·c½RÃ�ÅkèaÂÇÏ{ÅnÓ,º?½R»?Å\Â�é�½TÅ\Âp¸T»�Ï�¸A@ θρ}è#0HÂp·g0�h±ÎcÎ�æ;Ï�Å50?Î!½TÏwÏ�¸�·,Âp½RÅ�¸R¾

Φ
Í7ÆHÎc¼�2

ÖW®���¯?�R¯;� «  Ç¥n¦ « ª±�e�� �ê�����e¥�¨E¦e£�£�¦ Ô ¥�²õP� ä ��¢,�z �¦e�ÌÛ Ô ��á « ¥m� « ��¢��R£�£ � �e¥z Ç¢�¨p�e¢,�w¥©� � ¦e¤9�òÉ�¤?�±¥m  È�â ¦± �¥w¥z¦e�ÚÊ��R�� �¨E¦e£Ç�¥ Õ ¢�¦eÊ$¯?�T�w  � £��
É�¤?�e���z �ê�� È�z �¦e�?¥v�e�? « ��£��R�z�� « ��¥z¤�£��w¥�² ñ ���z®�����ªe �³e����¥m¤�i�¢� �������¢,¦e�=9 ��w �¦±��¨E¦ « �z®?���,å9 Ç¥g�w���?¢���¦R¨a9ËH�?�RÊ$ Ç¢��R£� Ô  �¥m��É�¤?�R���z �ê��R�z �¦e�?¥�²õP� ä ��¢,�z �¦e�j8 Ô ��ªe �³e���$³e� « Ë�¥m®�¦ « �v¯ « ¦H¦R¨2¦R¨ÖW®���¦ « ��Ê à?²�Û Õ ¤?¥z ��?ª�� « ��¥m¤?£���¥m�w�R�z ���ª$�z®��
�,å9 �¥m�z���?¢,�¦R¨v��É�¤?�R���z¤?Ê�Ê$¦eÊ$���±�w¤�Ê Ê$�e¯ ×p¥z�����e£�¥z¦ØÙ�Û�à Õ Ûk8 ÞEß Ô ®� Ç¢c®Ø �¥ � �e¥z���¦±�d3����¦±¥z¦T³
l ¥ Ô ��£�£ È ëH��¦ Ô �ªe£�¦ � �e£� �ê��R�z �¦e�Ú¯ « ¦H¢���9¤ « ��Ù m Õ�nNÞ ² ñ �¬¥g�c� « �v�z®?�!¥z��¢{�w �¦±� Ô  ��w®@�*¥z¤�Ê$Ê�� « Ë�¦e¨ � �e¥z �¢� ���ª « ��9 ������w¥v¦e¨3����¦±¥z¦T³
l ¥W¢,¦±�?¥g� « ¤=¢{�z �¦e�+²õP� ä ��¢{�w �¦±�Øí Ô �$¯ « ¦T³e��ÖW®���¦ « ��Ê à?² 8�¤?¥z ��?ª���³T� «  Ç�R����¦R¨.�z®�� Ô ��£�£ È ��¥g�c� � £� Ç¥m®���B¢�£��±¥z¥z �á=¢��R�z �¦e�@¦e¨¥g�c� «zÈ ¯ « ¦99¤?¢,�w¥ò¦e� ��¥zËHÊ$¯�£���¢{�w �¢¬Ê��R�� �¨E¦e£Ç � ËÚ¨E¦ « Ê��e£¥m� «  ���¥ Ô  ��z® ¢,¦H��i*¢, ������c¥� ��B�z®���¥z��¢�¦e�?o7��în®?�RÊ ¢,¦±®�¦eÊ$¦e£�¦eª±Ë$ª « ¦e¤�¯�¦R¨5�z®���Ê��R�? �¨E¦±£�G²õP� ä ��¢{�w �¦±�!Ü Ô �.¯ « ¦T³±����É�¤?�R���z¤?Ê��R�?�e£�¦±ªe¤��.¦R¨=�z®��n¢,¦±Ê$¯=¦�¥m ��z �¦e�!¨E¦ « Ê
¤�£Ç��¨E¦ « ¢,£Ç�e¥w¥m Ç¢��e£99ËH�?�RÊ$ Ç¢��R£
r È Ê��T� «  Ç¢,��¥�² ñ �©¥g�c� « � Ô  ��w®������ Ô ¯ « ¦H¦e¨�¦e¨��z®���¢�£��±¥z¥z Ç¢��R£=¢,¦eÊ$¯;¦±¥z ��w �¦±�$¨E¦ « Ê
¤�£Ç��× â/« ¦±¯=¦�¥m ��z �¦e�*à?² í ß¤?¥m ���ª ×pÉ�¤?�±¥m  È ß â ¦e Ç¥z¥z¦e� « ���¤?¢{�w �¦±��² ñ ���z®����°9� «  �³e�� ��w¥�É�¤?�R���w¤�Ê)¢,¦±¤����z� « ¯?� « ��×pÖW®���¦ « ��Ê)à?² Ü ß¤?¥m ���ª�É�¤?�R���w¤�Ê « ��9¤=¢{�z �¦e�+²
�?$pUkq�U6T-$�WrS�+ ñ �!9����¦R�w� � Ë Oh∗ = S(h)

¯=¦±£�ËH��¦±Ê$ ��e£�¨E¤��?¢,�z �¦e�?¥ò¦e�
h∗ Õ OU = C∞(U) ⊃ Oh∗¥mÊ$¦H¦R�w®
¨E¤��=¢{�z �¦e�=¥2¦e�

U ⊂ h∗ Õ �e�? OG
�w®�� «  ���ª©¦R¨�¥mÊ$¦H¦R�w®
¨E¤��=¢{�z �¦e�=¥2¦e�!�z®���×E��³e���±�w¤?�R£�£�Ë�¨E¦ « Ê��R£ ß�� ���ª « ¦e¤?¯ G ²J3�¦ « �R�HË$��£���Ê$����� x ∈ g Ô �©9����¦e�z� � Ë −→x × « ��¥z¯�² ←−x ß �w®��ò¢�¦ «w« ��¥m¯;¦e�?� ���ª�£��,¨Y��× « ��¥z¯�²
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«  �ªe®�� ß  ��H³N� «  Ç�R���n³e��¢{�w¦ « á?��£Ç�¦e� G ²
�����Wr$����V"����
"�'d"�W�U6S + ñ ���z®?�e��ëÌç.�����m�eÊ¬ ����� «  ÇÉ�¤���ê�¨E¦ « ¯=¦± ����z ���ª@�z¦@¤=¥��w®���¯ « ¦ � £���Ê ¦e¨
�z®���É�¤?�R���z¤?Ê ¢,¦eÊ$¯;¦±¥z ��w �¦±�*¨E¦ « Ê!¤�£��!�R�?�¨E¦ « ��³±� « Ë$¥m�z �Ê
¤?£��R�z ���ª¬¥z� «  ���¥�¦R¨79 Ç¥w¢,¤?¥w¥m �¦e�=¥�9¤ «  ���ª
®? �¥¥m®�¦ « ��³� Ç¥z ��. ����©������³T��² 7!²��ò²±�z®=�R��ë9¥/�z®�� ��Îc·,Å\Âp¸T»�¼eÎ"!�½RÅ50$#,Á�½TÅ\ÂpÓ�º?Î{Ï�¼eÎ�Ã&%('5»?Â54TÎ,¾cÏ{ÂYÅ)#�¼eÎ*vÎ�»,+ 4NÎ Õ�z®�� [,»�Ï{ÅkÂYÅ\º9Å
¼eÎ,Ï.-
½Tº9ÅPÎ,Ï�/.Å\º?¼eÎ,Ï��G·,ÂpÎ�»?Å\Â Í�Ó�º?Î{Ï¬�R�?§�z®��0!@½�Æ Ä aWÃ�½T»�· h Ä [{»?ÏcÅ\ÂYÅ\º9ÅR@219¾�!@½RÅ50?Î,Á�½TÅ\Â h
Ò ¸R»?» Ô ®�� « ��¯?� « �c¥W¦R¨+�w®� Ç¥ Ô ¦ « ë Ô � « ��9¦e�?�e²

Ûe²4365���7�7H�E�;��8��G� �;�7���7�Ç���E�7�97��+�Ì�;:<8=8?>7�@5,�A8��+�,8 �<7CB¡�,D7�AB�E��E��B<F���G*�@5��
H �AB+�G�G�@I�BH�G�E�7�

���,�
r : h∗ ⊃ U → ∧2g � �$��¢�¦ � ¦e¤��=�� « Ë��Ë��=�RÊ$ �¢��R£ r È Ê��T� «  �åG² 7ò����¦e�z� � Ë πr

�w®�� �  �³±��¢,�z¦ «á?��£Ç�¦e�
M = U ×G

ª± �³±��� � Ë�×pà?²�Û ß ²

Ûe²�Ûe² ��Jrq�SkT % � $�T-S6Sk$
W 'dq�WrTLK $��M�#S q�W�� U6 r"�T1%ONAJ#qpW�U6TLP q�U6T-$�WrS + îv��¢��e£�£+¨ « ¦±Ê¶Ù�Û Õ 8 Þ �w®?�T���Ìµ g Ä ÀÓ,º?½TÏcÂ Ä av¸TÂÇÏcÏ�¸T»@Á�½T»=Â @,¸TÃ�¼© Ç¥W��Ê��R�? �¨E¦±£� X �z¦±ªe�,�w®�� « Ô  ��z®Ú� g È �e¢,�z �¦e� ρ : g→ X(X) Õ �e�* ���³T� «  Ç�R���
�  �³±��¢,�z¦ « á?��£� π ∈ Γ(X,∧2TX)g

�e�?��R�Ú��£���Ê$�����
Z ∈ (∧3g)g

¥z¤?¢c®��w®?�T�
×gÛe²�Û ß [π, π] = ρ(Z) .

���,�
{f, g} :=< π, df ∧ dg >

×
f, g ∈ OX

ß � ���w®��!¢�¦ «w« ��¥m¯;¦e�=9 ��?ª@Ó,º?½TÏcÂ Ä av¸TÂÇÏcÏ�¸T»§¹�¾z½e·gheÎ�Å\²òÖW®������É�¤?�T�w �¦±��×mÛe²�Û ß  Ç¥n��É�¤� �³T�R£������W�z¦

{{f, g}, h}+ {{h, f}, g}+ {{g, h}, f} =< ρ(Z), df ∧ dg ∧ dh > (f, g, h ∈ OX) .

Q ����¢��e��9��á?�����w®���Ó�º?½NÏ{Â Ä an¸RÂÇÏwÏ�¸R» ·c¸�· 0?½TÂY»Ì·c¸TÁ�æ;Ã�ÎwÆ�¦e¨ (X, π, Z)
�±¥.¨E¦e£�£�¦ Ô ¥�ô k È ¢,¦9¢c®?�e ��?¥n� « �

Ck
π(X) = Γ(X,∧kTX)g

�e�?*�w®���9 �ð;� « ���±�w ��e£� �¥ dπ = [π,−]
²aÖW®��©¨p�±¢{�W�z®?�R�

dπ ◦ dπ = 0
¨E¦e£�£�¦ Ô ¥¨ « ¦±Ê �R�Ú���±¥mË*¢��R£Ç¢,¤�£Ç�T�w �¦±��ô

dπ ◦ dπ(x) = [π, [π, x]] =
1

2
[[π, π], x] =

1

2
[ρ(Z), x] = 0 (x ∈ Ck

π(X)) .

���,��¤?¥©��¦ Ô á�åB�R���e¥w¥m¦9¢� ��R�z¦ « Φ ∈ (⊗3Ug)g[[~]]
É�¤?�e���z �ê� ���ª

Z
× Ô �$ëH��¦ Ô  ����,å9 �¥m�w¥ò¨ « ¦eÊ Ù_ì Õ

â« ¦±¯=¦�¥m ��z �¦e��í?²�Û�à ÞEß ²b3?¦e£�£�¦ Ô  ���ª�Ù Ý�Õ 7ò�,á?�� ��z �¦e�BÜ?² Ü Þ�Õ � Ë��@Ó�º?½T»=ÅkÂ�é�½TÅ\Âp¸T»�¦R¨��ªe �³e����É�¤?�±¥m  È�â ¦± �¥w¥z¦e�Ê$�e�� �¨E¦e£Ç
(X, π, Z) Ô �
Ê$���e�@�*¥z� «  ���¥ ∗ ∈ Bidiff(X)g[[~]]

¦R¨ ��H³N� «  Ç�R��� �  �9 �ð�� « �����z Ç�R£5¦e¯;� « �T�w¦ « ¥¥m¤?¢c®��z®=�T�
• f ∗ g = fg +O(~)

¨E¦ « �e�HË f, g ∈ OX
Õ

• f ∗ g − g ∗ f = ~{f, g}+O(~2)
¨E¦ « �e��Ë f, g ∈ OX

Õ �R�?
•
 �¨ Ô � Ô «  ��w� m∗(f ⊗ g) := f ∗ g

¨E¦ « f, g ∈ OX
Õ �e�? Φ̃ := S⊗3(Φ−1) Õ �w®���� �

×gÛe² 8 ß m∗ ◦ (m∗ ⊗
 Ç

) = m∗ ◦ (
 �
⊗m∗) ◦ ρ

⊗3(Φ̃) .

ãv� « � Õ S 9����¦R�w��¥.�w®����R���z �¯;¦H��©¦e¨
Ug

²
Q ����®?�±¥!�@�?�T�w¤ « �R£/�?¦R�z �¦e�§¦R¨©Ñ�½TºeÑ�Î�Åk¾w½T»�Ï1@,¸R¾{Á$½RÅkÂp¸R»@¨E¦ « É�¤?�e�±�w �ê��T�w �¦±�?¥�²Bõ��¬ Ç¥¬ªe �³e��� � ËØ�e���£���Ê$�����

Q = id +O(~) ∈ Diff(X)g[[~]]
�z®?�R���e¢{�v¦±�

∗
l ¥W ����z®���¤?¥z¤?�e£ Ô �NË�ô

f ∗(Q) g := Q−1(Q(f) ∗Q(g)) (f, g ∈ OX ) .

I�¦ « �ò¯ « ��¢, Ç¥m��£�Ë Õ  �¨ (Φ, ∗)
 Ç¥n�¬É±¤=�R���z �ê��R�z �¦e��¦e¨

(Z, π)
�w®����

(Φ, ∗(Q))
 Ç¥n�R£Ç¥m¦=²7õP���z®? �¥v¢��e¥z� Ô ��¥z�NË�z®?�R�

∗
�e�?
∗(Q) � « ��Ñ�½TºeÑ�Î!ÎcÓ�º9Â54N½RÃ�Î,»=Åk²

� �
d2Z\[TbcX�öSR�bmy,dgr98�Z\]_X��{xc�?��x{f�`Rx{]_X�Zk]_XN�.ZkxWjN^�Z\[NbwZ5x{XNda[Nbc^+ZkxWjN^kd eΦ ]_XN^kZkdmbct©xc� Φ
]_XvZ\[�]_^7tNd)TTX�] Z\]_x{X�~



� �����������
	�������������������
��������������	������
�
Ûe² 89²  �Vq�SkS6TM��q � qpW�� NAJ#qpW�U Jr' 'd$
'd"�W�U Jr' 'dq�Q S�+ �����

(X, π, Z) � � g È É±¤=�e¥z  È�â ¦e Ç¥z¥z¦e�$Ê��R��  È¨E¦e£Ç��R�?�£��,�
G � �ò���+ ��©�R£�ªe� ��« � Ô  ��z®��+ ���ª « ¦e¤�¯ G

²a´�Á�¸TÁ�Î,»=Åkº9Á Á�½wæ$ �¥���¥mÊ$¦H¦R�w®
g È  ��H³T� «  ��e���Ê$�e¯

µ : M → G∗
¥z¤?¢c®��z®?�R�

µ∗π = πlin
�R�?�¨E¦ « Ô ®? �¢c®��z®?��¢,¦ «w« ��¥z¯=¦±�?9 ���ª! ��9á?�? ��w��¥z �Ê��R£7�e¢{�w �¦±�

G → X(X);x 7→ {µ∗x,−}
 ����z��ª « �R�z��¥/�w¦*� «  �ªe®��v�e¢,�z �¦e��¦R¨ G ²

���,�W¤?¥W9��¥z¢ «   � �ò�z®?� « ���¤?¢{�w �¦±�*¯ « ¦H¢���9¤ « � Ô  ��w® « ��¥z¯=��¢{�.�z¦$�
ª± �³±���*Ê$¦±Ê¬�����z¤�Ê Ê��e¯
µ
² 35  « ¥g�¦R¨5�e£�£

G
�e¢,�w¥.¦e�

µ−1(0)
�R�=�®����?¢,��¦±���©¢��R�Ú9�,á=���©�z®�� « ��9¤?¢����¥m¯=�e¢,� Xred := µ−1(0)/G

²�+�,�
¤?¥��e¥w¥m¤�Ê$�!�z®?�R�© ��� �¥�¥zÊ$¦�¦e�z®§×E�z®� Ç¥� Ç¥��w®���¢��±¥m� Ô ®���� 0

 Ç¥�� « ��ª±¤�£�� « ³T�R£�¤��$�R�? G
�e¢,�w¥ò¨ « ����£�Ë ßNE ��c¥�¨E¤?�?¢{�w �¦±�B�R£�ªe� ��« �� �¥ OXred

= OG
X/(O

G
X ∩ I0)

Õ Ô ®�� « � I0  Ç¥ò�z®��¬ Ç9���e£7ª±����� « �R�z�� � ËÚ �Ê (µ∗)
²

ä  ��=¢,�
µ
 Ç¥

g È  ��H³T� «  ��e�±�n�w®���� g
�e¢,�w¥�¦e�

µ−1(0)
² I�¦ « ��¦T³±� « �z®?� g È �e¢,�z �¦e���e�?��z®�� G È �±¢{�z �¦e�B¢,¦eÊ ÈÊ
¤9�w�!× � ��¢��R¤?¥z� π �e�? µ � « � g È  ���³T� «  Ç�R��� ß,Õ ¢�¦e�?¥z��É�¤����±�w£�Ë g

�e£�¥z¦
�e¢,�w¥/¦e�
Xred

²���¦ Ô ¦ � ¥z� « ³e�W�w®?�T�
OG

X = {f ∈ OX |{f, I0} ⊂ I0}
Õ �z®�� « ��¨E¦ « �
�w®��*É�¤?�e¥z  È�â ¦e Ç¥z¥z¦e� ��« �±¢cëe��� {, } �=�T�z¤ « �e£�Ë� ��?9¤?¢���¥��É±¤=�e¥z  È�â ¦e Ç¥z¥z¦e� ��« �±¢cëe���n× Ô  ��w®��z®?��¥z�eÊ$� Z ß ¦±� OXred

²2õP��¦R�z®?� « Ô ¦ « �¥ Õ Xred
 ��?®�� «  ��c¥��¥m� « ¤?¢{�w¤ « �¦R¨a�¬É�¤?�±¥m  È�â ¦± �¥w¥z¦e�*Ê��R�? �¨E¦±£��¨ « ¦eÊ �w®���¦e����¦e¨

X
²

�v¦ Ô �e¥w¥m¤�Ê$�5�z®=�T� Ô �� « �2ªe �³e�����WÉ�¤?�R���w �ê��T�z �¦e� (∗,Φ)
¦e¨��w®��É�¤?�e¥z  È\â ¦e Ç¥w¥m¦±��Ê��R�� �¨E¦e£Ç (X, π, Z)

²
ç�Ë��ÚÓ�º?½T»=Åkº9Á Á$¸RÁ$Î�»?Å\º9Á Á�½wæ�É�¤?�e���z �ê� ���ª

µ Ô ��Ê¬���R�Ú�¬Ê$�e¯Ú¦R¨5�e£�ª±� ��« �e¥
M = µ∗ +O(~) : (OG∗ [[~]], ∗PBW ) −→ (OX [[~]], ∗)

�w�RëH ���ª� ��w¥n³T�R£�¤���¥n ��
g È  ��H³N� «  Ç�R���.¨E¤��?¢,�z �¦e�?¥ Õ �e�?Ú¥m¤?¢c®��w®?�T�n¨E¦ « �R�HË f ∈ OX

�e�?Ú�R�HË
x ∈ G

¦e���
®?�e¥

[M(x), f ]∗ = ~{µ∗x, f}
²

& "�'dq�% � ,
+V,
+ Q ����¦e��£�Ë*�������¥.�w¦�ëH��¦ Ô
M

¦e��£� ������ « ¨E¤��?¢,�z �¦e�?¥ x ∈ G ²
���,�W¤?¥W9��¥z¢ «   � ���z®���É�¤?�R���w¤�Ê « ��9¤?¢,�z �¦e� Ô  ��z® « ��¥m¯;��¢,���w¦¬�
ªe �³e����É�¤?�R���z¤?Ê Ê¬¦±Ê$�����z¤�Ê Ê��e¯

M
²=37  « ¥g��9����¦e�z� � Ë I �z®�� «  �ª±®±�© �����R£2ª±����� « �R�z�� � ËÚ �Ê (M)

 ��
(OX [[~]], ∗)

�e�?�¦ � ¥z� « ³e���w®?�T� ��c¥v��¦ « Ê��R£� �ê�� «  �¥ Oh
X [[~]]

²vÖW®�� « �,¨E¦ « � Oh
X [[~]] ∩ I

 �¥ò�$� Ô ¦ È ¥z Ç9��� Ç9���e£+ �� Oh
X [[~]] Õ �R�? Ô ��¢��e�9�,á?�?���z®�� « ���¤?¢,����e£�ª±� ��« � A := Oh

X [[~]]/Oh
X [[~]] ∩ I

² ä  ��?¢��
I ∼= I0[[~]]

�w®����
A ∼= OXred

[[~]]×p�e¥
R[[~]] È Ê$¦H�¤�£���¥ ß ²nõ��ò Ç¥v���e¥zË*�z¦�¥m�����z®?�R���w®��� ��?9¤?¢����¯ « ¦99¤?¢,��¦e� OXred

[[~]] Õ �z¦eª±�,�w®�� « Ô  ��w®
Φ Õ ªe �³e��¥.�$É�¤?�e�±�w �ê��T�w �¦±��¦e¨+�z®?��É±¤=�e¥z  È�â ¦e Ç¥z¥z¦e��¥g� « ¤?¢,�z¤ « ��¦e� Xred

²
´ É±¤=�R���z �ê��R�z �¦e�

∗
¦e¨2�$É�¤?�±¥m  È\â ¦± �¥w¥m¦±��Ê��R�? �¨E¦±£� (M,π, Z) Ô  ��z®��¬Ê$¦eÊ$�����w¤�Ê Ê��R¯

µ : M →
G∗

¨E¦ « Ô ®? �¢c® µ∗  ��w¥z��£�¨�9��á?����¥©��É�¤?�R���w¤�Ê Ê¬¦±Ê$�����z¤�Ê Ê$�e¯§×E �� Ô  �£�£ � � M = U(µ∗) ◦
¥mËHÊ ß  Ç¥¢��R£�£���@ÏcÅ\¾z¸R»�ÑeÃ}¿�µ

G Ä ÀTÂY»�4N½R¾{Âp½T»?Å\²
Ûe² í�²  /$�' Q q�UkT�� �V" NAJrq�W�U6TMP�q�UkTV$
W#S + ���,�a¤?¥7á « ¥m�5¦ � ¥m� « ³±�a�z®=�T� πr

9�,á=����¥2�©É±¤=�e¥z  È�â ¦e Ç¥z¥z¦e��¥m� « ¤?¢ È�z¤ « ��¦e� M = U ×G
²/ãv� « ���w®����e¢,�z �¦e�Ú �¥ g 3 x 7→ ←−x ∈ X(M)

×E ���ª±����� « �R�z��¥.£��,¨Y�v� « �e�?¥z£��R�z �¦e�?¥ ß ²în��Ê�� « ë��w®?�T�/¥z ��=¢,� Z ∈ (∧3g)g
�z®?��� ←−

Z =
−→
Z
² I�¦ « ��¦T³±� « Õ �z®��n�?�R�z¤ « �R£9Ê��e¯ M → h∗, (λ, g) 7→ λ �¥2�vÊ$¦±Ê¬�����z¤�Ê Ê��R¯¬�R�?��z®��W¢,¦ «z« ��¥z¯;¦e�?9 ���ª «  �ªe®�� H È �e¢,�z �¦e�� Ç¥7ªe �³e��� � Ë (λ, g)·h := (Ad∗

hλ, gh)
²

��¦e�H³e� « ¥z��£�Ë Õ
�O%P$�QR$
S6TVU6T-$�Wo,
+;: ×gÙ�Û�Ü Þ\Õ â« ¦e¯;¦±¥z ��w �¦±�L89²�Û ß + . @cº9»;·�ÅkÂp¸R» ρ ∈ O(M,∧2g)

ÂÇÏn½�·c¸e¹c¸Tº9»�¼e½T¾{¿�·�Ã�½NÏcÏ{Âp·c½TÃ
¼T¿T»;½RÁ!Âp·c½RÃ

r Ä Á$½RÅk¾{Â�Æ�Â @
½R»;¼�¸T»?Ã�¿*Â @

π = πlin +
∑ ∂

∂λi
∧
−→
hi +

−−→
ρ(λ)

¼eÎkÍ»;Î,Ï
½
g Ä Ó,º?½TÏcÂ Ä av¸TÂÇÏcÏ�¸T»BÏcÅ\¾{º?·�Åkº9¾zÎ�¸R» U ×G 2

a.¾z¸�¸A@�2òÖW®��!¯ « ¦H¦R¨ª± �³±���� ��§Ù�Û�Ü Þ  Ç¥�¨E¦ « �z®��$¢��±¥m� Ô ®���� Z = 0 Õ � ¤9�© ����e9Ê$ ��w¥���¥m� « �R �ªe®��m¨E¦ « Ô � « ªe���?� « �R£� �ê��T�z �¦e�+² �

3�¦e£�£�¦ Ô  ���ª â  ���ª��ò¤¡×mÙ�Û�Ü ÞEß{Õ � Ë���·c¸RÁvæ?½TÅ\Âp¹,Ã�Î�Ó�º?½T»?Å\Â�é�½TÅ\Âp¸T»Ú¦R¨ πr
Ô �¬Ê$���R�B��É�¤?�e�±�w �ê��T�w �¦±� ∗′Ô ®� �¢c®Ú Ç¥n¥m¤=¢c®��w®?�T�n¨E¦ « �R�HË u, v ∈ Oh∗

�R�?��R�HË
f ∈ OG

Õ u ∗′ v = u ∗PBW v Õ f ∗′ u = fu
�e�?

×gÛe² í ß u ∗′ f =
∑

k≥0

~
k

k!

∑

i1,...,ik

∂ku

∂λi1 · · · ∂λik

−→
hi1 · · ·

−→
hik
· f .



�������
�����P�(���5���o������������	����p�p�5�?�����
�����5����	
r 	 ������
��5����� �

�O%P$�QR$
S6TVU6T-$�W ,�+;Y�+ >�0�Î�¾zÎ*ÂÇÏ�½�¹�Â ��Îc·,Å\Â54TÎ�·c¸T¾{¾wÎ{Ï\æ?¸T»;¼±½T»�·wÎ�¹cÎ,Å\è/ÎcÎ,»§·c¸RÁvæ?½TÅ\Âp¹,Ã�Î�Ó�º?½T»?Å\Â�é�½TÅ\Âp¸T»?Ï�¸B@
πr

½R»;¼�¼T¿T»;½RÁ!Âp·c½RÃ+Å\èaÂÇÏcÅnÓ�º?½T»?Å\Â�é�½TÅ\Âp¸T»?Ï�¸B@
r
2

a.¾z¸�¸A@�2ò���,�
∗′ � �.�n¢,¦eÊ$¯?�R�z  � £��/É�¤?�R���z �ê��R�z �¦e��¦e¨ πr

² ä  ��=¢,�
∗′
 Ç¥
G È  ��H³T� «  Ç�R���G�z®�����¨E¦ « �R£�£ f, g ∈ OG¦e����®?�±¥

(f ∗′ g)(λ) =
−−→
J(λ)(f, g) (λ ∈ h∗)

Ô  ��w® J : U → ⊗2Ug[[~]]
²JI�¦ « ��¦T³e� «

�R"�'d'dq ,
+ ^#+
∗′
ÂÇÏ�Ï{Åk¾w¸T»�ÑeÃ}¿

h Ä ÂY»p4T½T¾{Âp½R»?Å � 2
a.¾z¸�¸A@
¸B@�Å50?Î�Ã�Î�Á¬Á$½ 2 �����

f = gu
×
g ∈ OG

�R�?
u ∈ Oh∗

ß ¦e� U ×G ²/ÖW®?����¨E¦ « �e��Ë h ∈ h
¦±���

®?�e¥

h ∗′ f − f ∗′ h = h ∗′ (gu)− (gu) ∗′ h = h ∗′ (g ∗′ u)− (g ∗′ u) ∗′ h

= (h ∗′ g) ∗′ u− g ∗′ (u ∗′ h) (Φ
�e¢{�c¥W� «  �³� Ç�R£�Ë )

= (g ∗′ h+ ~(
−→
h · g)) ∗′ u− g ∗′ (u ∗′ h)

= g ∗′ ([h, u]∗′) + ~(χh · g) ∗
′ u = g([h, u]∗P BW

) + ~(χh · g)u

= ~(g(χh · u) + (χh · g)u) = ~(χh · f)

ãv���=¢,��¨E¦ « �e�HË f ∈ OM
Õ h ∗ f − f ∗ h = ~(χh · f)

²
�

ÖW®�� « �,¨E¦ « ��¤?¥z ��?ª�Ù�Û�Ü Õ â/« ¦±¯=¦�¥m ��z �¦e��í�² 8 Þ ¦e����¦ � �w�e ��=¥W�z®?�R� J  �¥
H È ��É�¤� �³T� «  Ç�R����².ÖW®���¨E¦±£�£�¦ Ô  ��?ª£���Ê¬Ê��¬���=�¥W�z®?��á « ¥m�n¯?� « �n¦R¨5�z®���¯ « ¦H¦R¨gô

�R"�'d'dq ,
+���+
J
Ï�½TÅ\ÂÇÏEÍ�Î,Ï�Å10�Î¬¼T¿T»�½TÁ¬Âp·c½TÃ+Å\èaÂÇÏ{ÅWÎcÓ�º?½TÅ\Âp¸T»�2

a.¾z¸�¸A@
¸B@�Å50?Î�Ã�Î�Á¬Á$½ 2 �����!¤?¥!9�,á?�?�
L : g 3 x 7→ −→x

�R�?
R : g 3 x 7→ ←−x Õ �R�?Ø�����¦e�z� � Ë

m(n) : O⊗n
M → OM ; f1 ⊗ · · · ⊗ fn 7→ f1 · · · fn

�z®���¥m�w�R�=�� «  n È ¨E¦e£Ç�¯ « ¦99¤?¢,�©¦e¨/¨E¤��?¢,�z �¦e�?¥�²!´¢,¦eÊ$¯�¤��w�T�w �¦±�� �� Ù�Û�Ü Þ ��Ê¬¯?®?�e¥z��¥.�w®���¨p�e¢,�.�w®?�T�n¨E¦ « �R£�£ f, g, h ∈ OG
Õ ¦e����®?�±¥ �

m∗′ ◦ (m∗′ ⊗
 Ç

)(f ⊗ g ⊗ h) =
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
J12,3(λ) ∗PBW J1,2(λ+ ~h(3))(f ⊗ g ⊗ h)

�R�?
m∗′ ◦ (

 Ç
⊗m∗′)(f ⊗ g ⊗ h) =

−−−−−−−−−−−−−−−−→
J1,23(λ) ∗PBW J2,3(λ)(f ⊗ g ⊗ h) .

ÖW®�� « �,¨E¦ « � Õ
m∗′ ◦ (

 Ç
⊗m∗′) ◦R⊗3(Φ̃)(f ⊗ g ⊗ h) = m(3)

(
L
⊗3(J1,23(λ) ∗PBW J2,3(λ))R⊗3(Φ̃)(f ⊗ g ⊗ h

)
)

= m(3)
(
R

⊗3(Φ̃)L⊗3(J1,23(λ) ∗PBW J2,3(λ))(f ⊗ g ⊗ h)
)

=
←−−−−−−
S⊗3(Φ−1)

(
L
⊗3(J1,23(λ) ∗PBW J2,3(λ))(f ⊗ g ⊗ h)

)

=
−−→
Φ−1

(
L
⊗3(J1,23(λ) ∗PBW J2,3(λ))(f ⊗ g ⊗ h)

)

=
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
Φ−1J1,23(λ) ∗PBW J2,3(λ)(f ⊗ g ⊗ h) ,

Ô ®�� « ���w®�����É�¤?�e£� ��gË � �,¨E¦ « �©�z®���£Ç�e¥m�n¦e���ò¨E¦e£�£�¦ Ô ¥�¨ « ¦eÊ �w®��� ��H³T� «  Ç�R�?¢��ò¦e¨ Φ
²aÖW®� Ç¥W���?�¥.�w®���¯ « ¦H¦R¨¦R¨5�z®���£���Ê$Ê���²

�

� DYX�`NbcfpZk]_sgjNr}bcf
∗
′
]_^

H u ]_X�ycbcfk]}bcX,Zm~�DÇZ�hGbc^�X�xcZòX�xcZ\]_sgdgt�]_X����	��
��h+[Ndgfkd�Zk[Nd�tNd)TTXN] Zk]_x{X�xc�2smx{qn`NbwZ\]_|Nr_d©^kZ\bcf u`�fkx�tNjNsPZk^G]_XNsgr_jNtNdg^;Zk[N]_^
H u dgi�jN] ycbcfk]}bcX�smd7`Nfpx{`edgfEZYo,~�3�[Nd�r_dgqnqvb7sgr}bc]_qn^?Zk[TbwZ;] Z;sgx{qndg^=��x{f=��fkdgd��r_]_ö{d�]_X.Zk[Nd+sgr}bc^\^\]_smbcr^k] Z\jNbwZ\]_x{XR��~

� 3�[NdnfkdmbctNdgfWq�jN^kZ`Nbmo¬bwZkZkdgX�Zk]_x{X�Z\x�Zk[Ndn��x{r_r_xmh+]_XN��]_qn`Rx{fpZ\bcX,Z�fpdgqvbcfkö��.��x{f�bcX�o
P ∈ ⊗nUg

hGdntNdgXNxcZkdò|,o
−→
P
��fkdg^\`±~ ←−

P
�+Zk[NdWsgx{fpfkdg^\`Rx{XNt�]_XN��r_dP��Z.��fpdg^\`�~�fk]_�{[,Z��5]_X�ycbcfk]}bcX,Zq.jNr Zk]_tN] �edgfkdgX,Z\]}bcr?x{`Rdgf\bwZkx{f��9h+[N]_r_d

L
⊗n(P )

��fkdg^\`±~
R⊗n(P )

��]_^+bcX©dgr_dgqndgX�Z�]_X
⊗n
A5] �

(G)Gleft
��fpdg^\`�~

⊗n
A5] �

(G)Gright
��~�17bcqndgr o�� −→

P = m(n) ◦
`
L⊗n(P )

´ ~



� �����������
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��������������	������
�
��¦e�H³e� « ¥z��£�Ë Õ £��,� J =

∑
α fαAα ⊗ Bα � ����9ËH�?�eÊ¬ Ç¢��e£�� Ô  �¥m��É�¤?�R���w �ê��T�z �¦e��¦R¨ r × fα ∈ OU [[~]]�R�?

Aα, Bα ∈ Ug ß ² 3?¦e£�£�¦ Ô  ���ªÚÙ�Û�Ü Þ Ô ��9�,á?�?��� G È  ���³T� «  Ç�R���W¯ « ¦99¤=¢{� ∗′ ¦e� OM [[~]] � Ë

g1 ∗
′ g2 :=

∑

k≥0,α

~
k

k!

∑

i1,...,ik

fα ∗PBW (
−→
Aα ·

∂kg1
∂λi1 · · · ∂λik

) ∗PBW (
−→
Bα
−→
hi1 . . .

−→
hik
· g2) .

Q ���!¢��R��¢c®���¢cë � Ë�9  « ��¢{�©¢�¦eÊ$¯�¤9�c�T�w �¦±�?¥n�w®?�T� h È ��É�¤� �³T� «  ��e�?¢,��¦e¨ J  �Ê$¯�£� ���¥ò¥m� « ¦e��ª h È  ��H³T� «  ��e�?¢,�¦R¨
∗′ Õ �R�?��z®?�R�n�z®����Ë��=�RÊ$ �¢��R£�� Ô  Ç¥g�v��É�¤?�T�w �¦±�� �Ê$¯�£� ���¥W��É�¤?�T�w �¦±��×mÛe² 8 ß ² �

& "�'dq�% � ,
+���+ ä  ��?¢,�
Oh∗ = S(h)

 Ç¥�ª±����� « �R�z��B�e¥���³±��¢{�w¦ « ¥z¯?�e¢�� � Ë hn Õ h ∈ h
�R�?

n ∈ N
Õ�z®�����¦±����¢��e� « � Ô «  ��w��¢,¦e�=9 ��w �¦±��×mÛe² í ß �±¥

hn ∗′ f =

n∑

k=0

~
kCk

n(
−→
h k · f)hn−k .

ñ ��¥w� Ô  �� ����Ê$Ê��°Ûe² Ü��z®?�R����¢�¦eÊ$¯?�R�z  � £���É�¤?�e���z �ê��T�w �¦±�°�e£ Ô �NË9¥$¥z�R�z Ç¥gá?��¥!�z®��@¥m� « ¦e�?ªe£�Ë h È ��H³T� «  ��e�?¢,�$¢,¦±�?9 ��z �¦e��²¬õP� Ô ®?�T��¨E¦e£�£�¦ Ô ¥ Ô ��¥m®?¦ Ô �z®?�R���z®� Ç¥�¢,¦±�?9 ��z �¦e�� �¥��±¢{�z¤=�R£�£�Ë�¥z¤�i*¢, �������¨E¦ «�z®�����åH Ç¥m�z���=¢,��¦R¨a�$¢,¦eÊ$¯?�R�z  � £���É�¤?�e���z �ê��T�w �¦±��²
Ûe² Ü?² � S J�����T-"(W�U ��$
W �#TVU6TV$
W K $p% Uk #" "���T-S Uk"�W�� "?$�K q0��$
' Q q�U6T � �-"ONAJ#q�W�UkTLP q�U6T-$�W +
�O%P$�QR$
S6TVU6T-$�W ,�+���+O. ÏcÏ{º9Á$Î�Å50?½TÅ/è/Î¬½T¾wÎ�ÑeÂ54NÎ�»�½�ÏcÅ\¾z¸R»�ÑeÃ}¿

h Ä ÂY»�4N½R¾{Âp½T»?ÅnÓ�º?½T»?Å\Â�é�½TÅ\Âp¸T» ∗ ¸A@ πr
¸T»

M
2o>�0�Î�»ÌÅ10�Î�¾zÎ*ÎwÆ±ÂÇÏcÅkÏ$½�Ñ�½TºeÑ�Î�ÎcÓ�º9Â54N½RÃ�Î�»?Åò·c¸TÁ�æ?½TÅ\Âp¹,Ã�Î�Ó�º?½T»?Å\Â�é�½TÅ\Âp¸T»

∗′
¸A@
πr
2 >
0?Î,¾wÎV@,¸R¾zÎ*Å10�Î�¾zÎ

ÎzÆ±ÂÇÏ{ÅpÏ�½�¼R¿T»;½RÁ!Âp·c½TÃ5Å\èaÂÇÏcÅWÓ,º?½R»?Å\Â�é�½TÅ\Âp¸T»
J
¸B@
r
2

a.¾z¸�¸A@�2 37  « ¥g�W¦ � ¥z� « ³e�v�z®?�R� h ∗ h′− h′ ∗ h = ~[h, h′]h = [h, h′]h~

²ÖW®?� « �,¨E¦ « � Ô ��®=�N³e�ò�e���e£�ª±� ��« �Ê¬¦ « ¯?®� �¥zÊ
a : U(h~) −→ (OM , ∗) .ÖW®�����9��á?�����z®?���R£�ªe� �?« �
Ê¬¦ « ¯?®� �¥zÊ Q : Oh∗×G = S(h)⊗OG −→ OM

�±¥.¨E¦e£�£�¦ Ô ¥�ô
Q(fu) = f ∗ a(sym(u)) (u ∈ S(h), f ∈ OG) ,

Ô ®�� « � sym : S(h)[[~]] −→ U(h~)
 Ç¥v�w®��¬ �¥z¦eÊ$¦ « ¯�®� Ç¥zÊ ¥z���?� ���ª

hn �z¦
hn ¨E¦ « �e��Ë h ∈ h

²�ÖW®H¤?¥
Q(hn⊗f) = f ∗h ∗ · · · ∗ h︸ ︷︷ ︸

n times

Õ �e�?!¥z ��?¢,� ∗ ¢��e� � �n�,å9¯ « ��¥w¥m��
�±¥a�©¥z� «  ���¥ m0 +O(~)
¦e¨ �  Ç9 �ð;� « �����z Ç�R£

¦e¯;� « �T�z¦ « ¥2¦±� M �w®����
Q
¢��R� � ���,å9¯ « ��¥w¥z��¬�e¥/��¥z� «  ���¥ id+O(~)

¦e¨G� �ð�� « �����z Ç�R£=¦e¯;� « �T�w¦ « ¥2¦e� M ²
I�¦ « ��¦T³±� «  ��. Ç¥�¦ � ³H �¦±¤?¥m£�Ë g È  ��H³T� «  ��e���ò×p¥z ��=¢,� ∗  �¥ ß{Õ ¢�¦e�?¥z��É�¤����±�w£�Ë Ô �ò®?�N³±�����?� Ô É�¤?�e�±�w �ê��T�w �¦±�

∗′¦R¨
πr
Õ ª��R¤�ª±����É�¤� �³N�e£������.�w¦ ∗ Õ 9��á?������±¥.¨E¦e£�£�¦ Ô ¥�ô5¨E¦ « �R�HË f, g ∈ OM

Õ
f ∗′ g = Q−1(Q(f) ∗Q(g)) .���,�v¤=¥W��¦ Ô ¢c®���¢cë��z®=�T�

∗′
¥w�T�w �¥má?��¥n�R£�£ ��¤�l ¥n¯ « ¦e¯;� « �z ���¥.¨E¦ « ¢,¦eÊ$¯?�R�z  � £���É�¤?�e���z �ê��T�w �¦±�?¥�²

•
¨E¦ « �R�HË u, v ∈ S(h) Õ

u ∗′ v = Q−1
(
a(sym(u)) ∗ a(sym(v)

)

= Q−1
(
a(sym(u)sym(v))

)

= Q−1
(
a(sym(u ∗PBW v))

)
= u ∗PBW v

•
£��,�

u ∈ S(h)
�R�?

f ∈ OG
Õ �z®���� f ∗′ u = Q−1

(
f ∗ a(sym(u))

)
= fu

²����,�¬¤?¥!��¦ Ô¢�¦eÊ$¯�¤9�w�
u ∗′ f E Ô ��¢��e���±¥z¥z¤�Ê$�©�z®?�R� u = hn Õ h ∈ h Õ �R�?��z®?���
u ∗′ f = Q−1

(
a(sym(u)) ∗ f

)
= Q−1

(
h ∗ · · · ∗ h︸ ︷︷ ︸

n times

∗f
)

= Q−1
( n∑

k=0

Ck
n~

k(
−→
h k · f) ∗ h ∗ · · · ∗ h︸ ︷︷ ︸

n−k times

)

=

n∑

k=0

~
kCk

n(
−→
h k · f)hn−k
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r 	 ������
��5����� �

•
ä  ��?¢��

∗
 Ç¥
�

H È  ��H³N� «  Ç�R���
¥m�w� «mÈ ¯ « ¦H�¤?¢{� Õ �w®���� Q  Ç¥
�
H È  ��H³T� «  ��e�±��ª��R¤�ª±����É�¤� �³N�e£����?¢,�±²ÖW®?� « �,¨E¦ « � ∗′  Ç¥v�R£Ç¥m¦ H È  ��H³T� «  Ç�R����²ÖW®���¯ « ¦e¯;¦±¥z ��w �¦±�� Ç¥n¯ « ¦T³e���² �

& "�'dq�% � ,�+���+ ÖW®��©ª±�R¤?ªe�v� « �e�?¥m¨E¦ « Ê$�R�z �¦e� Q ¢�¦e�?¥m� « ¤?¢,�z���� � ¦T³e��¦ � ³� �¦e¤=¥m£�Ë¬¥w�T�w �¥má?��¥ Q(h) = h¨E¦ « �R�HË h ∈ h
²
8�²��!�AB+�G�G�@I�BH�G�E�7�§�<7=5�D�E�� F 8?�=���E�Ì�,D7�AB<Eò�E�$B�F

r �
E B��G�G�E�,8$5

õP�Ø�z®� Ç¥¬¥m��¢{�z �¦e� Ô ��¯ « ¦T³±�*ÖW®���¦ « ��Ê à?²�Û±² ñ ��¥m�w� « � � Ë « ��¢��R£�£� ���ªj3���9¦±¥z¦T³�l ¥!¢,¦±�?¥g� « ¤=¢{�z �¦e�Ø¦e¨¥g�c� «zÈ ¯ « ¦99¤?¢,�w¥.¦e�Ú�$¥mËHÊ$¯�£���¢{�w �¢�Ê��e�� �¨E¦±£� ×E¨E¦ « Ê$¦ « ��9�,�c�R �£�¥ Ô � « ��¨E� « �z¦ÚÙ m ÕpnTÞYß ²
89²�Ûe² ��"��r$�Sk$	��
 S S6U6q�% % Qr%&$�� J���U6S + �+�,� (M,ω)

��¥zË�Ê$¯�£���¢,�z Ç¢�Ê��R�� �¨E¦e£Ç��R�?Ú9����¦R�w� � Ë π = ω−1�z®��.¢,¦ «w« ��¥z¯=¦±�?9 ���ª â ¦e Ç¥z¥z¦e� �  �³e��¢{�w¦ « ²+ÖW®����
 ��c¥��c�R��ª±����� � ¤?�?9£�� TM  ���®�� «  ��w¥+� â ¦e Ç¥z¥z¦e��¥m� « ¤?¢{�w¤ « �
π̃
�,å9¯ « ��¥w¥z��*£�¦9¢��e£�£�Ë��e¥

π̃ = πij(x)
∂

∂yi
∧

∂

∂yj
,

Ô ®�� « � yi l ¥�� « �!¢�¦H¦ « 9 ��=�T�z��¥v ��@�w®��!á � � « ¥�²�ÖW®� Ç¥ â ¦± �¥w¥z¦e�@¥m� « ¤?¢{�w¤ « �! Ç¥ « ��ªe¤�£Ç� « �R�?B¢,¦e�=¥g�c�R���ò¦±��z®���¥zË�Ê$¯�£���¢,�z Ç¢�£����N³e��¥ Ô ®� Ç¢c®¡� « ���z®���á � � « ¥ TxM
¦e¨��z®?� � ¤��?9£��e²°ÖW®�� « �,¨E¦ « �� ��� Ç¥$É±¤=�R���z �ê���

� Ë��z®��!¥m� «  ���¥W¦e¨7á � � « Ô  �ê�� �  Ç9 �ð;� « ���±�w ��e£�¦e¯;� « �T�w¦ « ¥ exp (~π̃)
²�õ��ò9��á?����¥��R���e¥w¥m¦9¢� ��R�z �³e�©¯ « ¦99¤=¢{�

◦
¦e� ¥z��¢{�w �¦±�?¥*¦e¨

W = Ŝ(T ∗M)[[~]]
�z®=�T���?�R�z¤ « �R£�£�Ë§�,åH�w���?�¥*�z¦ Ω∗(M,W )

²�ÖW®��B¢,�����w� « ¦e¨
(Ω∗(M,W ), ◦)

¢�¦e�?¥z �¥m�w¥W¦e¨+¨E¦ « Ê�¥.�z®=�T��� « ��¢,¦±�?¥g�c�R���n ����z®?��á � � « ¥ Õ  \² �±²9£�ËH ���ª� �� Ω∗(M)[[~]]
²

ç�ËB�e¥w¥m �ªe�� ���ª��z®��*���ª « ��� 2k + l
�z¦�¥z��¢{�w �¦±�?¥©¦R¨

~
kSm(T ∗M)

�z®�� « �� Ç¥����?�T�w¤ « �e£9��¢ « ���e¥z ��?ªá?£�� « �R�z �¦e�
W = W0 ⊃W1 ⊃ · · · ⊃Wi ⊃Wi+1 ⊃ · · · ⊃ OM .

�v¦ Ô á�å ×E¦±�?¢,�$�R�?@¨E¦ « �e£�£ ß ���z¦ « ¥z �¦±��¨ « ����¢,¦±������¢,�z �¦e� ∇ ¦e�
M Ô  ��z®���® «  �¥m�z¦eð;��£-l ¥�¥zË�Ê � ¦±£�¥

Γk
ij

² Q �?�$¢��R� �e¥w¥m¤?Ê¬� Ô  ��z®�¦±¤9��£�¦�¥z¥�¦e¨�ª±����� « �e£� ��gË��z®?�R�� ��� Ç¥�¥mËHÊ$¯�£���¢,�z Ç¢�×k¥m���ÚÙ n?Õ ä ��¢,�z �¦e� 89²_ì ÞEß ²ÖW®�����¢,¦±�?¥z �9� «
∂ : Ω∗(M,W )→ Ω∗+1(M,W ) ��c¥n ��=9¤?¢,��Ú¢,¦T³T� «  ��e���.9� «  �³T�T�z �³e�±²2õP� 7©� «w� ¦e¤9å�£�¦9¢��e£�¢,¦H¦ « 9 ��?�T�w��¥ Ô ��®?�N³±�

∂ = d+
1

~
[Γ,−]◦ ,

Ô ®�� « � Γ = − 1
2Γijky

iyjdxk  �¥��!£�¦9¢��e£ 1 È ¨E¦ « Ê Ô  ��w®�³N�e£�¤?��¥W �� W ×
Γijk = ωilΓ

l
jk
ß ² Q ����®?�±¥

∂2 = −
1

~
[R,−]◦

Ô ®�� « � R = 1
4Rijkly

iyjdxk ∧ dxl Õ �e�? Rijkl = ωimR
m
jkl � �� ��?ªB�w®���¢,¤ « ³T�T�w¤ « ���w���?¥z¦ « ¦R¨ò�z®��¥mËHÊ$¯�£���¢{�w �¢�¢�¦e���?��¢{�w �¦±�

∇
²

���,�n¤?¥�¢,¦e�=¥m Ç9� « Ê$¦ « ��ªe����� « �R£G9� «  �³T�T�z �¦e�=¥W¦R¨ (Ω∗(M,W ), ◦)
¦e¨+�z®?��¨E¦ « Ê

D = ∂ − δ +
1

~
[r,−]◦

Ô ®�� « � r ∈ Ω1(M,W )
�R�=

δ = 1
~
[ωijy

idxj ,−]◦
²´ ¥z �Ê¬¯?£���¢��R£Ç¢,¤�£Ç�T�w �¦±��ËH ���£�?¥W�z®?�R�

D2 = −
1

~
[Ω,−]◦

Ô ®�� « � Ω = ω+R+δr−∂r− 1
~
r2 ∈ Ω2(M,W )

 �¥a¢��R£�£�����w®�� _ Î�¿TÃ=·,º9¾N4T½TÅ\º9¾zÎ5¦e¨
D
²5õP�!¯=� « �z Ç¢,¤�£Ç� «

D
 �¥�=�R�ò×E \² �±²

D2 = 0 ß  �¨+�e�?�¦±��£�Ë¬ �¨ Ω ∈ Ω2(M)[[~]]
×E \² �±²± Ç¥��
¢,����� « �e£ 2 È ¨E¦ « Ê ß{Õ �R�?� ����w®� �¥.¢��±¥m�ç� Ç�R�=¢c®� G �������z ��gË*¨E¦ « ∇  �Ê$¯�£� ���¥W�w®?�T�

dΩ = DΩ = 0
²

õP�Ì¢,¦eÊ$¯�¤��z ���ª
D2 ¦e����¥z����¥��z®=�T� δ : Ω∗(M,Wk) → Ω∗+1(M,Wk−1)

®?�±¥�¥wÉ±¤=� « ��ê�� « ¦��R�=�z®?�R���z®����w¦ « ¥m �¦e�@¨ « ��������¥z¥�¦R¨ ∇  �Ê¬¯?£� ���¥
δ∂ + ∂δ = 0

²�ÖW®?��� Ô ��9��á?���*�Ú®�¦±Ê$¦R�z¦±¯HË�¦e¯;� « �T�w¦ «
κ : Ω∗(M,Wk)→ Ω∗−1(M,Wk+1)

¦e��Ê$¦e��¦±Ê¬ Ç�R£Ç¥
a ∈ Ωp(M,Sq(T ∗M))

ôa �¨
p+ q 6= 0

�z®?���

κ(a) =
1

p+ q
yi∂dxia



� �����������
	�������������������
��������������	������
�
�R�?���£Ç¥m�

κ(a) = 0
² Q �������e¥z �£�Ë�¢c®?��¢cë��w®?�T�

κ2 = 0
�e�?

δκ+ κδ = id− σ Ô ®�� « �

σ : W → C∞(M)[[~]], a 7→ a|dxi=yi=0

 �¥W�w®���¯ « ¦ �g��¢,�z �¦e��¦e���z¦ 0 È ¨E¦ « Ê�¥W¢,¦±�?¥g�c�R���n ����z®?��á � � « ¥�²
�! #"�$�%&"(' :�+V, ×V3?��9¦�¥m¦T³ ß +�� ¸R¾�½T»?¿*·�Ã�¸NÏ�Îc¼ 2 Ä @,¸T¾{Á Ω = ω+O(~) ∈ Z2(M)[[~]]

Å50?Î,¾zÎ!ÎzÆ±ÂÇÏ{ÅkÏ�½
º9»?ÂpÓ�º?Î

r ∈ Ω1(M,W3)
Ï{º?·g0�Å50?½TÅ

κ(r) = 0
½R»;¼

D = ∂ − δ +
1

~
[r,−]◦

0�½NÏ _ Î,¿TÃ+·�º9¾N4T½TÅ\º9¾zÎ
Ω
½R»;¼�ÂÇÏ�Å10�Î�¾zÎ-@,¸T¾zÎ��n½TÅ 2

a.¾z¸�¸A@�2 37  « ¥g�v¦ � ¥m� « ³±�v�w®?�T� Ω = ω +R+ δr − ∂r − 1
~
r2 Ô  ��z® κ(r) = 0

 �¨2�e�?�¦±��£�Ë* �¨

×-89²�Û ß r = κ(Ω− ω −R+ ∂r +
1

~
r2) .

ä  ��=¢,�
∂
¯ « ��¥z� « ³e��¥+�z®?��á?£�� « �T�w �¦±�!�e�? κ « �R Ç¥m��¥+ ��w¥a���ª « ��� � Ë 1

�w®����
κ(Ω−ω−R) ∈ Ω1(M,W3)�R�?��z®���¥z��É�¤����?¢,�

(rn)n≥3
9��á?���� � Ë��z®��� ��z� « �R�z �¦e�*¨E¦ « Ê!¤�£Ç�

×-89² 8 ß rn+1 = r0 + κ(∂rn +
1

~
r2n)

Ô  ��w® r3 = κ(Ω−ω−R)
¢,¦±��³±� « ªe��¥a�z¦¬�
¤?�� �É�¤��©��£���Ê$���±� r ∈ Ω1(M,W3)

Ô ®� Ç¢c®* Ç¥.�¬¥z¦e£�¤9�z �¦e�*¦e¨��É�¤?�T�w �¦±��×F89²�Û ß ² ñ ��®?�N³±�©¯ « ¦T³±����w®����,å9 Ç¥g�w���?¢��e²��¦e�H³e� « ¥z��£�Ë Õ ¨E¦ « �R�HË°¥m¦±£�¤9�w �¦±� r ∈ Ω1(M,W3)
¦e¨$×F89²�Û ß 9��á?��� rk = r

Ê$¦9
Wk+1

² ÖW®����
r3 = κ(Ω− ω −R)

�e�?��z®���¥z��É�¤����?¢,�
(rn)n≥3

¥z�R�z Ç¥gá?��¥�×-8�² 8 ß ²��v�� Ç¢, ��gË� Ç¥n¯ « ¦T³e��G² �

ä ¤?¢c®����=�T�/9� «  �³T�T�w �¦±� D  Ç¥¢��e£�£���¬� � Îc¼±¸NÏ�¸&4�·c¸T»=»;Îc·,Å\Âp¸T»Bµg¸A@
∇ Ä Å\¿wæ�ÎgÀT²5ÖW®?�n¯ « ��³H �¦±¤?¥5�z®���¦ « ��Ê¢,£Ç�R �Ê$¥.�w®?�T�n�w®���Ë�� « �ò �� �   �g��¢{�w �¦±� Ô  ��w®Ú¥z� «  ���¥ Ω

¦e¨2¢�£�¦�¥m��*� Ô ¦!¨E¦ « Ê$¥n¥m�w� « �w ��?ª Ô  ��z® ω ²
�! #"�$�%&"(' :�+;: ×V3���9¦±¥z¦T³ ß + [V@ D ÂÇÏ�½ � Îw¼±¸NÏ�¸&4$·c¸T»?»�Îc·,Å\Âp¸T»�Å10�Î�»!@,¸T¾�½T»=¿

f0 ∈ C
∞(M)[[~]]

Å10�Î�¾zÎ
ÎzÆ±ÂÇÏ{ÅpÏ!½�º9»?ÂpÓ�º?Î

D Ä ·�Ã�¸NÏ�Îc¼�Ï�Îc·�ÅkÂp¸R» f ∈ Γ(M,W )
Ï{º?· 0�Å50?½TÅ

σ(f) = f0
2 -!Î,»�·cÎ

σ
Î{Ï{ÅP½e¹�Ã}ÂÇÏ 0�Î,Ï$½T»

ÂÇÏ,¸RÁ$¸R¾\æ�09ÂÇÏcÁ ¹cÎ�Åkè/ÎcÎ�»
Z0

D(W )
½T»�¼

C∞(M)[[~]]
2

a.¾z¸�¸A@�2ò���,�
f0 ∈ C

∞(M)[[~]]
² Q �?�©®=�e¥

D(f) = 0 Ô  ��w® σ(f) = f0
 �¨2�e�?�¦e��£�Ë* �¨

×-89² í ß f = f0 + κ(∂f +
1

~
[r, f ]◦) .

�� �ëe�� ��Ú�z®��!¯ « ¦�¦e¨a¦R¨ÖW®���¦ « ��Ê 8�²�Û Ô �
¢��R��¥z¦e£�³e�*×E¤?�� �É�¤���£�Ë ß �z®� Ç¥���É�¤?�T�w �¦±� Ô  ��w®��z®��
®���£�¯�¦R¨�e� ��w� « �T�z �¦e��¨E¦ « Ê
¤?£��?ô fn+1 = f0 + κ(∂fn + 1
~
[r, fn]◦)

²
�

ÖW®����
f ∗ g = σ(σ−1(f) ◦ σ−1(g))

9��á?����¥
��¥m�w� «mÈ ¯ « ¦H�¤?¢{��¦±� C∞(M)[[~]]
�z®?�R�¬É�¤?�e�±�w �ê���¥

(M,ω)
²2´ ¥m�w� «mÈ ¯ « ¦99¤?¢{�a¢,¦±�?¥m� « ¤?¢{�w��
�z®� Ç¥ Ô �NË� �¥/¢��R£�£���¬� � Îc¼e¸TÏ�¸&4©Ï{Å�½R¾ Ä æ;¾z¸�¼Tº?·�Å�µg¸B@ ∇ Ä Åk¿wæ?ÎPÀW�R�? �¥n¤?�� �É�¤���£�Ë�9�,�w� « Ê¬ ����� Õ ¦e�=¢,� ∇  Ç¥.á�å9�� Õ � Ë� ��c¥
· 0?½T¾z½±·,ÅPÎ�¾{ÂÇÏcÅ\Âp· 2 Ä @,¸T¾{Á

ω~ :=
1

~
(Ω− ω) ∈ Z2(M)[[~]] .

I�¦ « ��¦T³±� « ¦e����¢��e�����e¥z �£�Ë*¯ « ¦T³e�ò�z®?��¨E¦e£�£�¦ Ô  ���ª
�R"�'d'dq :�+�Y ×gÙ Ü ÞEß +Z< Î,Å ω(i)

~
=

∑
k>0 ~

k−1ω
(i)
k ∈ Z2(M)[[~]]

µ
i = 1, 2

ÀÚ½T»;¼�¼±Î,»�¸TÅPÎ*¹�¿
∗i
Å10�Î

� Îc¼e¸TÏ�¸&4¬Ï{Å�½R¾ Ä æ;¾z¸�¼Tº?·�Å/èaÂYÅ10@·g0�½R¾z½e·�ÅPÎ,¾{ÂÇÏ{Å\Âp·
Å\è/¸ Ä @,¸R¾{Á ω
(i)
~

2 [1@
ω

(1)
~

= ω
(2)
~

+O(~k)
Å50?Î,»

∗(1) − ∗(2) = ~
k+1π#(ω

(1)
k − ω

(2)
k ) +O(~k+2) .



�������
�����P�(���5���o������������	����p�p�5�?�����
�����5����	
r 	 ������
��5����� �

89² 89² ��"��r$�Sk$	��
 S ��$
W#S6U %�J ��U6T-$�W T-W Uk #" Qr%&"(Sk"�W�� " $�K S���'d'd"(U %&T-"(S + �����
(M,ω)

�!¥zËHÊ$¯�£���¢{�w �¢
Ê$�e�� �¨E¦e£ÇG²5�+�,�¤?¥¯ « ¦T³±�/� Ô ¦ « ��¥m¤?£��c¥a¦e�!�z®��v¢�¦eÊ$¯?�R�z  �  �£� ��gË
¦R¨�3���9¦±¥z¦T³�l ¥2¢�¦e�?¥m� « ¤?¢{�w �¦±� Ô  ��z®$ª « ¦±¤�¯�e¢{�w �¦±�?¥n�R�=�®?�eÊ$ �£��z¦±�� ��e�?¥W³e��¢{�w¦ « á?��£Ç�¥�²�O%P$�QR$
S6TVU6T-$�W :�+�^ ×-3���9¦±¥z¦T³ ß + . ÏcÏ{º9Á$Î�Å50?½TÅa½òÑe¾z¸Rº�æ G ½±·,ÅkÏò¸T»

(M,ω)
¹�¿�Ï{¿TÁvæ�Ã�Îc·,ÅP¸TÁ�¸T¾\æp0HÂÇÏ{Á
Ï

½T»;¼*ÂÇÏ
ÎwÓ�º9Â æeæ?Îc¼�èaÂYÅ10�½
G Ä ÂY»p4T½T¾{Âp½T»=Å�ÅP¸T¾cÏ{Âp¸R»/@c¾zÎcÎ¬·w¸R»?»�Îw·�ÅkÂp¸R»
2�>�0�Î�»/@,¸R¾
½T»?¿ ω~ ∈ Z

2(M)G[[~]]Å50?Î!·c¸T¾{¾wÎ{Ï\æ?¸T»;¼RÂY»�Ñ � Îw¼±¸NÏ�¸&4¬Ï{ÅP½T¾ Ä æ;¾w¸�¼Rº?·,Å�ÂÇÏ G Ä ÂY»�4N½R¾{Âp½T»=Å 2a.¾z¸�¸A@�2 37  « ¥g��¦ � ¥z� « ³e�Ú�z®=�T��¥m�w� « �w ��?ª ¨ « ¦±Ê �
G È  ���³T� «  Ç�R�����z¦ « ¥z �¦e�°¨ « ���@¢,¦±������¢,�z �¦e� ∇ ¦e���B¢��R�

�e¥w¥m¤�Ê$� Ô  ��z®�¦±¤9�v£�¦�¥z¥.¦e¨5ª±����� « �e£� ��gË$�z®?�R�v ��v Ç¥n¥zË�Ê$¯�£���¢,�z Ç¢�×p¥z���©�z®?��¯ « ¦H¦e¨7¦R¨ â« ¦e¯;¦±¥z ��w �¦±��ì�² 8�² 8! ��Ù nRÞ\Õ Ô ®�� « ���e£�£���å9¯ « ��¥z¥z �¦e�?¥ � ��¢,¦±Ê¬��¦ � ³� �¦e¤=¥m£�Ë G È  ��H³T� «  ��e�±� ß ²ÖW®���� Õ � �� ���ª*��¥zËHÊ$¯�£���¢{�w¦eÊ$¦ « ¯�®� Ç¥mÊ ¦R¨
(M,ω) Õ �R�HË���£���Ê$�����w¥ g ∈ G �e¢,�w¥n³H Ç�¬ ��c¥v9 �ð;� « ���±�w ��e£

dg
¦±�

(TM, π̃)
�e¥�� â ¦± �¥w¥m¦±�°�e¤9�z¦±Ê$¦ « ¯�®� Ç¥mÊ £� ��?��� «  �� �z®?�Úá � � « ¥�² ÖW®����° ��w¥�9¤?�R£�Ê$�e¯

g∗ :
T ∗M → T ∗M

9��á?���� � Ë < g∗ξ, x >=< ξ, dg(x) >
��å��w���??¥.�z¦

W
�±¥n�R�Ú�R¤9�w¦eÊ$¦ « ¯�®� Ç¥zÊ�²37 ��?�e£�£�Ë Õ Ô ���?������w¦*¯ « ¦T³e���w®?�T� g∗ ¯ « ��¥m� « ³±��¥.�z®?�/3���9¦±¥z¦T³�¢�¦e������¢{�w �¦±� Ô  ��w® ñ ��ËH£7¢,¤ « ³T�T�w¤ « �

Ω = ω + ω~

² Q �B¦e���!®?�R�?��z®��$�R¤��z¦eÊ$¦ « ¯�®? �¥zÊ g∗
¢,¦±Ê¬Ê!¤9�z��¥ Ô  ��z® ∂ ×p¥z ��?¢��

∇
 Ç¥©�e¥w¥m¤�Ê$��Ú�z¦

� � G È  ��H³N� «  Ç�R��� ß �R�?@¥m¦ g∗R = R
² Q �Ú�z®?�
¦R�w®�� « ®?�e�? g∗ �e£�¥z¦�¢,¦±Ê$Ê
¤9�w��¥ Ô  ��z® δ �R�? κ Õ �z®H¤?¥ �¨

r
 Ç¥v�$¥z¦e£�¤9�z �¦e�Ú¦R¨2��É�¤?�R�z �¦e� ×-8�²�Û ß Ô  ��z® κ(r) = 0

�z®����Ú¥z¦� Ç¥
g∗r

²�ç.Ë*¤?�� �É�¤�������¥w¥
g∗r = r

² ñ �� « ���¦e���±² �

�O%P$�QR$
S6TVU6T-$�W :�+� ×-3����¦±¥z¦T³ ß + < Î,Å H ∈ OM
Ï{º?·g0§Å50?½TÅ

χ = {H, ·}
æ;¾zÎ,Ï�Î,¾N4TÎ{Ï�½BÅ�¸R¾cÏcÂp¸R»j@c¾zÎcÎ

·w¸R»?»�Îw·�Å\Âp¸T» ¸T»
M
2 >�0�Î�» @,¸R¾�½R»?¿

ω~ ∈ Z2(M)[[~]]
Ïcº?·g0¡Å10�½TÅ

ιχω~ = 0
Å10�ÎB·c¸T¾{¾zÎ,Ï\æ�¸R»;¼TÂY»HÑ

� Îc¼e¸TÏ�¸&4¬Ï{Å�½R¾ Ä æ;¾z¸�¼Tº?·�Å ∗ Ï,½RÅkÂÇÏEÍ.Î{Ï H ∗ f − f ∗H = ~(χ · f)
@,¸R¾
½T»?¿

f ∈ OM
2

a.¾z¸�¸A@�2 37  « ¥g�v¦ � ¥m� « ³±��¥.�w®?�T� Lχω~ = (dιχ + ιχd)ω = 0
²�ÖW®?� « �,¨E¦ « � Õ �w®��� ��9á?�� ��z��¥m �Ê��R£�³±� « ¥m �¦e��¦R¨�z®��n¯ « ��³H �¦e¤?¥2¯ « ¦H¦R¨����=¥m¤ « �W¤?¥2�w®?�T��w®�� 3���9¦±¥z¦T³
¢�¦e������¢{�w �¦±� D Ô  ��z® ñ ��ËH£?¢,¤ « ³T�T�w¤ « � Ω = ω+ω~ �¥

LX È ��É�¤� �³T� «  ��e�±��² ãv���=¢,�Ú �� £�¦9¢��R£ 7©� «w� ¦e¤9å¡¢�¦H¦ « 9 ��=�T�z��¥¬ �� Ô «  ��w��¥ D = d + 1
~
[γ,−]◦

Ô  ��w®
Lχγ = 0 Õ �R�= Ω = −dγ − 1

~
γ2 ²�+�,�v¤?¥n¢�¦eÊ$¯�¤9�w�

D(H − ιχγ) = dH − dιχγ −
1

~
[γ, ιχγ]◦ = ιχΩ + ιχdγ +

1

~
[ιχγ, γ]◦

= ιχ(Ω + dγ +
1

~
γ2) = 0

ä  ��=¢,�
σ(H − ιχγ) = σ(H) = H Õ  ��òÊ¬���R�?¥n�z®?�R� σ−1(H) = H − ιχγ

 ���£�¦9¢��R£�7©� «w� ¦±¤9å�¢�¦H¦ « 9  È�?�T�w��¥�² ��¦e�?¥z��É�¤����±�w£�Ë Õ ¨E¦ « �R�HË f ∈ OM [[~]]

H ∗ f − f ∗H = σ
(
[H − ιχγ, σ

−1(f)]◦
)

= σ
(
− [ιχγ, σ

−1(f)]◦
)

= σ
(
− ιχ~(D − d)σ−1(f)

)
= ~σ

(
ιχdσ

−1(f)
)

= ~σ
(
Lχσ

−1(f)− dιχσ
−1(f)

)
= ~Lχ(f) = ~(χ · f)ÖW®���¯ « ¦e¯;¦±¥z ��w �¦±�� Ç¥n¯ « ¦T³e���² �

89² í�² �O%&$�$�KO$,K��! #"�$�%&"(' )�+V,
+ �+�,�
r : U → ∧2g

��¥mËHÊ$¯�£���¢{�w �¢¬9ËH�?�eÊ¬ Ç¢��e£
r È Ê$�R� «  �åG²�´ � �e¥z �¥

B
¦R¨a³±��¢{�w¦ « á?��£Ç�¥v¦±� M = U ×G

 Ç¥vªe �³e��� � Ë B = (. . . , ∂λi , . . . , . . . ,−→ei , . . . )
Ô ®?� « � (λi)i

 Ç¥��
� �e¥z��¦R¨ h∗

�e�?
(ei)i

 �¥�� � �e¥z�©¦e¨ g
²ÖW®����Ú¦e�?����,á?����¥n�¬�z¦ « ¥z �¦±�*¨ « ����¢,¦±������¢{�z �¦e� ∇ ¦±�

M
�e¥

∇bX =
1

2
[b,X ]

(
b ∈ B, X ∈ X(M)

)
.

în��Ê�� « ë��z®=�T� [χh, b] ∈ spanRB
¨E¦ « �R�HË b ∈ B ²7ÖW®�� « ��¨E¦ « �� ��a¨E¦e£�£�¦ Ô ¥7 �Ê$Ê$��9 Ç�T�w£�Ë
¨ « ¦±Ê �z®������e¢�¦ �   �9�����z ��gË*�z®=�T�

∇
 Ç¥

h È  ���³T� «  Ç�R����ô7¨E¦ « �e£�£ X,Y ∈ X(M)
�R�?

h ∈ h Õ
[χh,∇XY ] = ∇[χh,X]Y +∇X [χh, Y ] .ÖW®�¤=¥.¨ « ¦±Ê â« ¦e¯;¦±¥z ��w �¦±� 8�² ì��z®?�L3���9¦±¥z¦T³*¥g�c� «zÈ ¯ « ¦99¤?¢,� ∗ Ô  ��z®Ú�w®���� «  �³H Ç�R£�¢c®?� « �±¢{�w� «  �¥m�z Ç¢ 2 È ¨E¦ « Ê �¥ò¥g� « ¦±��ªe£�Ë h È  ��H³T� «  ��e�±��² I�¦ « ��¦T³±� « ∇  Ç¥v¦ � ³� �¦e¤=¥m£�Ë G È  ��H³T� «  Ç�R��� Õ ®����?¢�� â« ¦e¯;¦±¥z ��w �¦±�j89² Ü* �Ê$¯�£� ���¥�z®?�R�

∗
 Ç¥v�e£�¥z¦

G È  ��H³T� «  Ç�R����²37 ��?�e£�£�Ë Õ Ô �¬�e¯�¯�£�Ë â« ¦e¯;¦±¥z ��w �¦±�§Ûe²HG��z¦Ú¢,¦e�=¥g� « ¤?¢,����¢,¦±Ê$¯?�T�w  � £��$É±¤=�R���z �ê��R�z �¦e�@¦e¨ πr
² ñ ��� « �9¦e���±²

2



ó�� �����������
	�������������������
��������������	������
�
í?²�� F B�5�5���7H�E��BH�G�E�+�

���,�
r : h∗ ⊃ U → ∧2g

���Ë��=�RÊ$ �¢��R£
r È Ê$�R� «  �åG² 7ò����¦e�z� � Ë πr

�w®���¢,¦ «z« ��¥z¯;¦e�?9 ���ª H È  ��H³T� «  Ç�R���
g È É±¤=�e¥z  È�â ¦e Ç¥z¥z¦e��¥m� « ¤?¢,�z¤ « ��×pà�²�Û ß ¦±� M = U ×G

×Y�w¦eª±�,�z®?� « Ô  ��z® Z ∈ (∧3g)g ß ²

í�²�Ûe² ��U6%&$�W ��� ��T-W ��q�%&TVq�W�Ub"�NAJrT ��q �-"�W�� "(S qpW��j$ � S U6% J ��UkTV$
W#S + ç.Ë���Ï{Å\¾z¸T»HÑRÃ}¿òÂY»p4T½T¾{Âp½R»?Å5ÎcÓ�º9Â54N½ ÄÃ�Î,»�·cÎ � �,� Ô ������� Ô ¦�¥m� « ¦e�?ªe£�Ë h È  ��H³N� «  Ç�R���7É�¤?�e���z �ê��T�w �¦±�?¥G¦e¨ πr
Ô �Ê$���e�
� H È  ��H³T� «  Ç�R������É�¤� �³T�R£����?¢��

Q
×E�?�eÊ$��ëHË Õ Q = id +O(~) ∈ Diff(M)

G×H
[[~]] ß ¥z�R�z Ç¥g¨EËH ���ª Q(h) = h

¨E¦ « �R�HË h ∈ h ⊂ OM
² ñ �Ô  �£�£���¦ Ô 9��³±��£�¦e¯�¯Ú�R�Ú�R�?�e£�¦±ªe¤��©¦R¨7�z®���¤=¥m¤?�e£G¦ � ¥m� « ¤?¢,�z �¦e���z®���¦ « Ë* ����w®� �¥�¢,¦e���w�,åH��²���,�2¤?¥a9����¦R�w� � Ë b �z®��nãv¦9¢c®?¥w¢c®� �£�!¢,¦ � ¦±¤��?�� « Ë�¦e¯;� « �T�w¦ « ¨E¦ « ¢,¦9¢c®?�e ��?¥7¦e�!�z®?�©×k¢,¦eÊ$Ê!¤9�w�R�z �³e� ß�R£�ªe� �?« � OM

² ñ ��¥m�w� « � Ô  ��z®Ú�z®?�ò¨E¦±£�£�¦ Ô  ���ª « ��¥m¤�£�� Ô ®� Ç¢c®� Ç¥n�¬³T� «  ��e�±�n¦e¨5�$¥g�c�R�??� « �¦±���e²
�O%P$�QR$
S6TVU6T-$�W Y�+-,�+ �=º�æ±æ�¸TÏ,Î
Å10�½TÅ

∗1
½T»;¼
∗2

½T¾zÎ
Åkè/¸�Ï{Åk¾z¸R»�ÑeÃ}¿�ÂY»p4T½T¾{Âp½R»?ÅnÓ,º?½R»?Å\Â�é�½TÅ\Âp¸T»�Ï
¸B@
πr �

f ∗i g =
∑

k≥0

~
kCi

k(f, g) (i = 1, 2) .

. ÏcÏ{º9Á$Î�Å50?½TÅ
∗1

½R»;¼
∗2

·c¸TÂY»�·,Âp¼±Î!º�æ�ÅP¸*¸T¾z¼±Î,¾
n \ ÂV2YÎ62 C1

k = C2
k

Â @
k ≤ n

2Z>�0?Î,»
×gÛ ß Å10�Î�¾zÎ�ÎwÆ±ÂÇÏcÅkÏ B ∈ Γ(M,∧2TM)G×H ½T»;¼

E ∈ Diff(M)G×H Ï{º?· 0�Å10�½TÅ
B(h,−) = 0

½T»�¼
E(h) = 0

Â @
h ∈ h ⊂ Oh∗

\ [πr, B] = 0 \ ½T»;¼�Ï�½TÅ\ÂÇÏ5@c¿TÂY»HÑ

(C1
n+1 − C

2
n+1)(f, g) = B(f, g) + (bE)(f, g) (f, g ∈ OM ) ;

×-8 ß Å10�Î�¾zÎ¬ÎzÆ±ÂÇÏ{ÅkÏ P ∈ Diff(M)G×H Ï{º?· 0�Å50?½TÅ
C1 = πr + bP

½T»�¼
P (h) = 0

@,¸T¾
h ∈ h �×pí ß Â @ B = [πr , X ] \ X ∈ X(M)G×H Ï{º?· 0¡Å10�½RÅ

X(h) = 0 \ Å50?Î,» Å50?Î�Ï{Åk¾z¸R»�ÑeÃ}¿BÂY»�4N½R¾{Âp½T»=Å
ÎcÓ�º9Â54N½RÃ�Î�»;·cÎ

Q = 1 + ~
nX + ~

n+1(E + [X,P ])
Åk¾z½R»�Ï1@,¸T¾{Á!Ï

∗1
ÂY»?ÅP¸�½T»;¸RÅ50?Î,¾*ÏcÅ\¾z¸R»�ÑeÃ}¿

ÂY»�4N½R¾{Âp½T»=Å/Ï{ÅP½T¾ Ä æ;¾w¸�¼Rº?·,Å.è#0HÂp·g0@·c¸RÂY»;·�Âp¼eÎ,Ï�èaÂYÅ50 ∗2 º�æ Å�¸�¸T¾z¼±Î,¾ n+ 1
2

a.¾z¸�¸A@�2 ñ ��¤?¥z����¥m �Ê$ �£Ç� « � « ª±¤�Ê$�����v�e¥W ���Ù�Û�í Õ í Õ Ü Þ ²×gÛ ß õ��v Ç¥ Ô ��£�£ È ëH��¦ Ô �*�w®?�T� b(C1
n+1 − C

2
n+1) = 0

²ã����?¢�� Ô ��Ê��NË Ô «  ��w�

C1
n+1 − C

2
n+1 = B + b(E0)

Ô ®�� « � B ∈ Γ(M,∧2TM)G×H  �¥�z®���¥zëe� Ô È ¥zËHÊ$Ê¬��� «  �¢�¯?� « �/¦e¨ C1
n+1−C

2
n+1

�R�?
E0 ∈ Diff(M)

²
I�¦ « ��¦T³±� « Õ ¦e���!ëH��¦ Ô ¥
×k¥m���!�±² ª=²
Ù Ü ÞEß �z®=�T� [πr, B] = 0 Õ �e�?� ���¨E¦±£�£�¦ Ô ¥ò�  « ��¢,�z£�Ë�¨ « ¦eÊ �w®��!¥m� « ¦e��ª
h È  ��H³T� «  Ç�R�?¢��ò¯ « ¦e¯;� « �gË�¨E¦ « ∗1 �R�? ∗2 �w®?�T� B(h,−) = 0

 �¨
h ∈ h

²
ä  ��=¢,�

U×G
�±9Ê$ ��c¥/�

G×H È  ���³T� «  Ç�R���¢,¦±������¢,�z �¦e���R�= b(E0)
 Ç¥¦ � ³� �¦e¤=¥m£�Ë G×H È  ���³T� «  Ç�R��� Õ�z®����!�e¢�¢,¦ « 9 ���ªW�w¦!Ù í Õ â« ¦e¯;¦±¥z ��w �¦±�/89²�Û Þ Ô ��¢��e�
�e¥w¥z¤�Ê$�a�z®?�R� E0

 Ç¥
G×H È  ��H³T� «  ��e����²�õP��¯=� « �z Ç¢,¤�£Ç� «

E0
 �¥
G È  ���³T� «  Ç�R�����R�?B®����=¢,� E0(f) Õ f ∈ OU

Õ  �¥���¨E¤��?¢,�z �¦e��¦e� U ¦±��£�Ëe²$ÖW®�¤=¥ Ô ��¢��e����,á?����
H È  ��H³T� «  Ç�R����³e��¢{�w¦ « á=��£Ç ~v ¦e� U �±¥v¨E¦±£�£�¦ Ô ¥�ô < dh,~v >= E0(h)

¨E¦ « �R�HË h ∈ h ⊂ OU
² �v¦ Ô

E := E0 − ~v
¥z�R�z Ç¥gá?��¥W�R£�£G�z®�� « ��É�¤�  « ��*¯ « ¦±¯=� « �w ���¥n�R�? b(E) = b(E0)− b(~v) = b(E0)

²
×-8 ß õ��� Ç¥�¥m�w�e�?�� « ¬�w®?�T� C1 = πr + b(P0)

²ç.Ë « ��¯=���T�w ���ª¬��¥z �Ê$ �£�� « � « ª±¤�Ê$�������e¥/ ��B×gÛ ß Ô ��¢��e�¯ « ¦T³±���z®?�R� P0
¢��R� � �!¢c®�¦�¥m����¥m¦��w®?�T� P0 = P ∈ Diff(M)G×H �R�?�¥w�T�w �¥má?��¥

P (h) = 0
¨E¦ « �R�HË

h ∈ h
²

ÖW®��©�z®�  « Ú¥m�w�R�z��Ê$���±�
×kí ß ¨E¦e£�£�¦ Ô ¥.¨ « ¦±Ê �R�����±¥mË@×k�R�?Ú¥m�w�e�?�� «  ß ¢��e£�¢�¤�£��R�z �¦e��² �

ÖW®� �¥¬¯ « ¦e¯;¦±¥z ��z �¦e�ÌÊ$���e�?¥!�z®?�R��¦ � ¥m� « ¤?¢{�w �¦±�?¥
�z¦Ø¥g� « ¦±��ªe£�Ë  ��H³T� «  Ç�R���!��É±¤? �³T�R£����=¢,��¥$� « �� ��¡�z®��¥m��¢,¦e�=�¢�¦e®�¦±Ê¬¦±£�¦±ªeË$ª « ¦e¤?¯�¦R¨7�z®���¥z¤ � ¢,¦±Ê¬¯?£���å C∞(U,∧∗g)h
 ����z®��

H È  ���³T� «  Ç�R���.É�¤?�±¥m  È�â ¦± �¥w¥z¦e�¢,¦9¢c®?�R ���¢,¦±Ê$¯�£���å�¦R¨
(M,πr , Z)

² Q �@¥m¤=¢c®@¢,¦9¢c®?�e ��?¥v�z®���×pÉ�¤?�±¥m  È ß â ¦e Ç¥z¥z¦e��¢�¦ � ¦e¤��??� « Ë�¦±¯=� « �R�z¦ «
[πr,−] « ��9¤=¢,��¥.�w¦ [r,−]

²
"�"�� W#TVU6TV$
W Y�+;:�+ ÖW®��!¢,¦e®?¦eÊ$¦e£�¦eª±Ë

H∗
r (U, g)

¦R¨2�z®? �¥ò¢,¦9¢c®?�R ���¢,¦±Ê¬¯?£���å� Ç¥�¢��e£�£�����w®���¼T¿T»�½TÁ¬Âp·c½TÃ
r Ä Á�½TÅ\¾{Â�ÆÚ·c¸60�¸RÁ$¸RÃ�¸wÑR¿��±¥z¥z¦9¢, Ç�T�z����w¦ r : U → ∧2g

²



�������
�����P�(���5���o������������	����p�p�5�?�����
�����5����	
r 	 ������
��5����� ózó

í�² 89²  �Vq�SkS6T � � q�U6T-$�WX$,KLS6U %&$
W��,� � TVW ��q�%PT-q�W�U S6U6q�% % Q#%&$�� J���U6S + �v¦ Ô �±¥z¥z¤�Ê$�$�z®=�T���z®?��É�¤?�e¥z  È
â ¦± �¥w¥z¦e� Ê��R�� �¨E¦e£Ç (M,πr)

 �¥!�e¢{�w¤?�R£�£�ËB¥zË�Ê$¯�£���¢,�z Ç¢*�R�=Ø9����¦e�z� � Ë ωr
�w®���¥zË�Ê$¯�£���¢,�z Ç¢$¨E¦ « Ê E  �� �¥

G × H È  ��H³N� «  Ç�R���*�R�=°¥w�T�w �¥má?��¥ ιχh
ω = 0

¨E¦ « �e��Ë h ∈ h ⊂ Oh∗

² ÖW®?�
G × H È  ��H³T� «  ��e��� �¥z¦eÊ$¦ « ¯�®� Ç¥zÊ

π#
r : T ∗M−̃→TM�,åH�z���?�¥W�w¦$�

G×H È  ��H³N� «  Ç�R���W �¥z¦eÊ$¦ « ¯�®? �¥zÊ ¦R¨a¢,¦9¢c®?�e ���¢,¦eÊ$¯�£��,å9��¥
(Ω∗(M), d)−̃→(Γ(M,∧∗TM), [πr,−])

Ô ®� �¢c® « ��¥m� «  �¢,�w¥��z¦*�e�� Ç¥z¦eÊ$¦ « ¯�®� Ç¥mÊ
(Ω∗

h(M)G, d)−̃→(C∞(U,∧∗g)h, [r,−]) ,

Ô ®�� « � Ω∗
h(M) := {α ∈ Ω∗(M)H |ιχh

α = 0 , ∀h ∈ h}
²

���,�n¤?¥.á?å�¦e�?¢��©�e�?�¨E¦ « �R£�£G�$¥mËHÊ$¯�£���¢{�w �¢ G×H È  ��H³T� «  ��e���.¢,¦±������¢{�z �¦e� ∇ ¦±�
M

× Ô �òëH��¦ Ô  ��
�,å9 �¥m�w¥ ß �R�? « ��Ê$��Ê � � « ¨ « ¦±Ê��z®?�.¯ « ��³� �¦e¤=¥a¥m��¢{�z �¦e�!�z®=�T�2¨E¦ « �e��Ë ω~ ∈ ~Ω2(M)G×H [[~]]

¥z¤?¢c®
�w®?�T�
dω~ = 0

�z®?� « ���,å9 �¥m�w¥n��×p¤��� ÇÉ�¤�� ß G×H È  ��H³T� «  ��e�±� 3?��9¦�¥m¦T³*¥m�w� «mÈ ¯ « ¦H�¤?¢{� ∗ Ô  ��z®�¢c®?� « �e¢,�z� «  Ç¥g�w �¢
2 È ¨E¦ « Ê ω~

² I�¦ « ��¦T³e� « Õ  �¨ ω~ ∈ Ω2
h(M)[[~]]

�w®���� â« ¦e¯;¦±¥z ��w �¦±� 89²_ì� �Ê$¯�£� ���¥¬�w®?�T�
∗
 �¥¬¥g� « ¦±��ªe£�Ë

h È  ��H³T� «  Ç�R����²ØÖW®�� « ��¨E¦ « � Ô ��¢��R�§�±¥z¥z¦9¢, Ç�T�z���B¥m� « ¦e�?ªe£�ËB ��H³N� «  Ç�R���$É±¤?�e���z �ê��T�w �¦±�Ì¦R¨ πr
× Ô ®? �¢c®¡ �¥�e¢{�w¤?�R£�£�Ë�� 3����¦±¥z¦T³*¥g�c� «zÈ ¯ « ¦99¤?¢,� ß �z¦��R�HË�¢�£�¦�¥m��*� Ô ¦¬¨E¦ « Ê ω~ ∈ Ω2

h(M)G[[~]]
²

õP�Ì�z®?� « ��¥m�$¦R¨��w®��Ú¥m��¢{�z �¦e� Õ �R£�£ 3���9¦±¥z¦T³Ø¥g�c� «zÈ ¯ « ¦99¤?¢,�w¥¬� « ���e¥w¥z¤�Ê$��Ø�w¦ � �Ú¦R¨ ∇ È �gËH¯=�Ú�R�=
G È  ��H³N� «  Ç�R����×p¥z ��=¢,���z®?��Ë�É�¤?�e���z �ê��©�z®�� g È É�¤?�±¥m  È\â ¦± �¥w¥m¦±��¥m� « ¤?¢{�w¤ « � πr

ß ²
�! #"�$�%&"(' Y�+�Y�+ >+è/¸@Ï{Åk¾z¸R»�ÑeÃ}¿@ÂY»�4N½R¾{Âp½T»=Å � Îc¼e¸TÏ�¸&4�Ï{ÅP½T¾ Ä æ;¾w¸�¼Rº?·,ÅkÏ�½T¾zÎÚÎcÓ�º9Â54N½RÃ�Î,»=Å
¹,¿ ½@ÏcÅ\¾z¸R»�ÑeÃ}¿ÂY»p4T½T¾{Âp½T»=ÅvÎwÓ�º9Â54T½TÃ�Î�»;·cÎ
Â @
½T»�¼�¸T»=Ã}¿�Â @�Å10�Î�ÂY¾!· 0?½T¾z½±·,ÅPÎ�¾{ÂÇÏcÅ\Âp·

2 Ä @,¸R¾{Á
Ï�Ã}ÂpÎ,Ï�ÂY»@Å50?Î�Ï�½RÁ$Î¬·c¸60�¸RÁ$¸RÃ�¸wÑR¿·,Ã�½TÏcÏ�ÂY»
HG,2

h (M)[[~]]
2

a.¾z¸�¸A@�2ò���,�
∗0

�e�?
∗1
� Ô ¦�¥m� « ¦e��ª±£�ËÚ ��H³N� «  Ç�R���=3���9¦±¥z¦T³�¥g�c� «zÈ ¯ « ¦99¤?¢,�w¥ Ô  ��w® « ��¥m¯;��¢,�z �³e�$¢c®?� « �e¢ È�z� «  Ç¥g�w �¢ 2 È ¨E¦ « Ê ω

(0)
~

�e�?
ω

(1)
~

²
37  « ¥g���e¥w¥m¤?Ê¬�!�z®=�T� ω(0)

~
= ω

(1)
~

+ dα
¨E¦ « ¥z¦eÊ$� α =

∑
k ~

kα(k) ∈ Ω1
h(M)G[[~]] Õ �e�?B��,á?���

ω~(t) = ω
(0)
~

+ tdα
² ���,�

Dt = ∂ − δ + 1
~
[r(t),−] � �Ú�w®�� 3���9¦±¥z¦T³Ì9 �ð;� « �����z Ç�R£ Ô  ��z® ñ ��ËH£¢,¤ « ³T�T�z¤ « � Ω(t) = ω + ~ω~(t)

²�+�,�
H(t) ∈ Γ(M,W ) � ���z®���¥z¦e£�¤9�w �¦±��¦e¨7�w®�����É�¤?�R�z �¦e�
DtH(t) = −α+ ṙ(t)

Ô  ��w® σ(H(t)) = 0
²ÖW®����

H(t)
 Ç¥
G×H È  ��H³T� «  Ç�R���W¥z ��?¢,� Dt

Õ α �e�?
r(t)

� « �e²´n¢�¢,¦ « 9 ���ª!�z¦�Ù n�ÕÖW®���¦ « ��Ê ì9²_ì9² í Þ �z®?��¥m¦±£�¤9�w �¦±��¦e¨7�w®���ãv�� �¥z��� � � « ª!��É�¤?�T�w �¦±�
dF (t)

dt
+ [H(t), F (t)]◦ = 0 , F (0) = f

��¥m�w� � £� Ç¥m®?��¥+�e�� Ç¥m¦±Ê¬¦ « ¯?®� �¥zÊ Z0
D0

(W )→ Z0
D1

(W ), f 7→ F (1)
�R�=©�z®������z®?��¢,¦ «z« ��¥z¯;¦e�?9 ���ªv¥z� «  ���¥¦R¨a9 �ð�� « �����w ��e£G¦e¯;� « �T�z¦ « ¥ Q : (OM [[~]], ∗0)→ (OM [[~]], ∗1)
 Ç¥n¦ � ³H �¦e¤?¥z£�Ë G×H È  ��H³N� «  Ç�R����²în��Ê$��Ê � � « ¨ « ¦±Ê �z®���¯ « ¦H¦R¨+¦e¨ â« ¦e¯;¦±¥z ��w �¦±� 89²_ì��w®?�T�n ���£�¦9¢��R£�7©� «w� ¦±¤9å�¢,¦H¦ « 9 ��?�R�z��¥/�z®?� 3?��9¦�¥m¦T³9 �ð�� « �����w ��e£ Ô «  ��z��¥ Dt = d+ 1

~
[γ(t),−]◦

�e�?
σ−1

t (h) = h− ιχh
γ(t)

 �¨
h ∈ h

² �v¦ Ô « ��Ê�� « ë¬�z®=�T�
γ̇(t) = ṙ(t)

�R�?@�z®=�T�
ιχh

r(t)
 Ç¥� ��=9��¯;���??�R����¦R¨

t
²¬ã����?¢��

σ−1
t (h)

9¦H��¥���¦R��9��¯=���?@¦±�
t
�R�?

�z®H¤?¥
Q(h) = h

²
��¦e�H³e� « ¥z��£�Ë Õ �±¥z¥z¤�Ê$�$�z®?�R� ∗0 �e�? ∗1 � « � « ��£Ç�T�z�� � Ë���¥g� « ¦±��ªe£�Ë� ���³T� «  Ç�R������É�¤� �³T�R£����?¢�� Ô  ��w®

[ω
(0)
~

] 6= [ω
(1)
~

]
 ��
HG,2

h (M)[[~]]
² ñB«  ��z� ω(i)

~
=

∑
k>0 ~

k−1ω
(i)
k

×
i = 0, 1 ß �e�?�9����¦R�w� � Ë l �w®��£�¦ Ô ��¥m�n ����z��ªe� « ¨E¦ « Ô ®� Ç¢c® [ω

(0)
l ] 6= [ω

(1)
l ]

 ��
HG,2

h (M)
²�����v¤?¥.�z®�����9�,á?�?�

ω
(2)
~

=
∑

0<k<l

~
k−1ω

(0)
k +

∑

k≥l

~
k−1ω

(1)
k

�R�?
∗2

�z®?��¥g� « ¦±��ªe£�Ë� ��H³T� «  ��e���L3����¦±¥z¦T³B¥m�w� «zÈ ¯ « ¦99¤=¢{� Ô  ��z®§¢c®?� « �±¢{�w� «  �¥m�z Ç¢ 2 È ¨E¦ « Ê ω
(2)
~

² ä  ��?¢,�
[ω

(2)
~

] = [ω
(1)
~

] ∈ HG,2
h (M)[[~]]

�z®����
∗2

 Ç¥���É±¤? �³T�R£��������w¦
∗1
Õ �e�?�®����?¢����z¦ ∗0 Õ � ËB��¥m� « ¦e��ª±£�Ë
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�
 ��H³T� «  ��e�����É�¤� �³N�e£����?¢,�±²5ÖW®?��� Ô �v9���¤?¢,��¨ « ¦±Ê'�+��Ê$Ê��!89² í��z®?�R�

C2
l+1−C

0
l+1 = π#

r (ω
(1)
l −ω

(0)
l ) ÕÔ ®�� « � Ci

k

l ¥�×
i = 0, 2 ß � « �ò�z®���¢�¦H¢c®=�R ��?¥W9�,á?�? ���ª ∗i ²ÖW®H¤?¥W ��W¨E¦e£�£�¦ Ô ¥�¨ « ¦eÊ â/« ¦±¯=¦�¥m ��z �¦e��í�²�Ûò�w®?�T�

ω
(1)
l − ω

(0)
l

 Ç¥W�,å��e¢,�n�e�? Ô ��¦ � �w�e ��Ú�$¢,¦e��� « �±9 �¢,�z �¦e��² �

�! #"�$�%&"(']Y�+�^�+ . »=¿¬ÏcÅ\¾z¸R»�ÑeÃ}¿$ÂY»p4T½T¾{Âp½T»=ÅvÓ,º?½R»?Å\Â�é�½RÅkÂp¸R»B¸A@
πr

ÂÇÏ�ÎcÓ,º9Â54T½TÃ�Î�»?Å.ÅP¸*½$Ï{Å\¾z¸T»HÑRÃ}¿$ÂY»�4N½R¾{Â Ä½T»?Å � Îc¼±¸NÏ�¸&4�Ï{Å�½R¾ Ä æ;¾z¸�¼Tº?·�Å©¹�¿�½ÚÏ{Å\¾z¸T»HÑRÃ}¿ÚÂY»�4N½R¾{Âp½T»?Å�ÎcÓ�º9Â54N½RÃ�Î,»�·cÎ62 >�0�Î�¾zÎV@,¸R¾zÎ�Å50?Î�Ï�Î�Å©¸B@¬ÏcÅ\¾z¸R»�ÑeÃ}¿
ÂY»p4T½T¾{Âp½T»=ÅÏ{ÅP½T¾ Ä æ;¾w¸�¼Rº?·,ÅkÏ©Ó�º?½T»?Å\Â�é�ÂY»�Ñ πr

º�æ�Å�¸!Ï{Å\¾z¸T»HÑRÃ}¿¬ÂY»p4T½T¾{Âp½R»?ÅWÎwÓ�º9Â54T½TÃ�Î�»;·cÎ,ÏòÂÇÏ�½R»@½AC¡»;Î©Ï\æ?½e·cÎ
Á$¸�¼eÎ�Ã�Îc¼�¸R»

HG,2
h (M)[[~]] = H2

r (U, g)
2

a.¾z¸�¸A@�2 ñ ��¨E¦±£�£�¦ Ô Ù Ü Õ â« ¦e¯;¦±¥z ��z �¦e��Ü?²�Û Þ ²���,�
∗ � ���e� � «z�  �� « � « Ë�¥m� « ¦e��ª±£�Ë@ ��H³T� «  ��e����É�¤?�e���z �ê��T�w �¦±�B¦e¨ πr

² 7�����¦R�w� � Ë ∗0 �w®��*¥m� « ¦e��ª±£�Ë ��H³T� «  ��e��� 3���9¦±¥z¦T³$¥g�c� «zÈ ¯ « ¦99¤?¢,� Ô  ��z®*�w®��©� «  �³H Ç�R£�¢c®?� « �e¢,�z� «  Ç¥g�w �¢ 2 È ¨E¦ « Ê Õ Ô ®� Ç¢c®�¢�¦e ��?¢, Ç9��¥ Ô  ��z® ∗¤�¯��w¦!¦ « �� « 0
² I�¦ « ��¦T³±� « Õ �z®?��¥zëe� Ô È ¥zËHÊ$Ê¬��� «  �¢v¯?� « �.¦e¨��z®?�òá « ¥m�.¦ « �� « �w� « Ê  ��

∗− ∗0
³N�e�� Ç¥m®���¥ Õ®����?¢��� ��2¨E¦e£�£�¦ Ô ¥+¨ « ¦eÊ â« ¦e¯;¦±¥z ��w �¦±�
í�²�Û��z®?�R�7�w®�� « ����å9 �¥m�w¥2�©¥g� « ¦±��ªe£�Ë� ��H³T� «  ��e���7��É�¤� �³T�R£����?¢�� Q(0) =

1 + ~Q0
�w®?�T��� « �e�?¥m¨E¦ « Ê$¥ ∗  ��±�w¦����?� Ô ¥m� « ¦e�?ªe£�Ë� ��H³T� «  ��e����É�¤?�e�±�w �ê��T�w �¦±� ∗(0) Ô ®� �¢c®Ø¢�¦e ��?¢, Ç9��¥Ô  ��w® ∗0 ¤�¯��z¦�¦ « 9� « 1

² ��¦ Ô �w®��!¥zëe� Ô È ¥zËHÊ$Ê¬��� «  �¢�¯=� « ��¦R¨a�w®��!¥z��¢�¦e�?Ú¦ « 9� « �w� « Ê  ��
∗(0) − ∗0Ë� ���£Ç�¥n��¢�£�¦�¥m���¨E¦ « Ê ω1 ∈ Ω2

h(M)G ²7�����¦R�w� � Ë ∗1 �z®��$¥g� « ¦±��ªe£�Ë� ��H³T� «  ��e��� 3���9¦±¥z¦T³�¥m�w� «mÈ ¯ « ¦99¤?¢{� Ô  ��w®B¢c®?� « �±¢{�z� «  Ç¥m�z Ç¢ 2 È ¨E¦ « Ê ω1
²

����Ê$Ê�� 89² í.�z��£�£Ç¥G¤?¥G�z®?�R���z®���¥më±� Ô È ¥mËHÊ$Ê$�,� «  Ç¢+¯?� « ��¦e¨H�z®��¥z��¢�¦e�?©¦ « 9� « �z� « Ê  ��
∗(0)−∗1

³N�e�� Ç¥m®���¥ Õ®����?¢��� ��2¨E¦e£�£�¦ Ô ¥+¨ « ¦eÊ â« ¦e¯;¦±¥z ��w �¦±�
í�²�Û��z®?�R�7�w®�� « ����å9 �¥m�w¥2�©¥g� « ¦±��ªe£�Ë� ��H³T� «  ��e���7��É�¤� �³T�R£����?¢�� Q(1) =
1+~

2Q1
�z®?�R�� « �R�=¥g¨E¦ « Ê�¥ ∗(0)  ����w¦
����� Ô ¥m� « ¦e��ª±£�Ë
 ��H³T� «  ��e���aÉ�¤?�e���z �ê��T�w �¦±� ∗(1) Ô ®? �¢c®*¢�¦e ��?¢, Ç9��¥Ô  ��w® ∗1 ¤�¯��z¦�¦ « 9� « 2

²
în��¯;���R�z ���ª��z®� Ç¥�¯ « ¦9¢,���¤ « � Ô ��ª±�,�*� ¥m��É�¤����?¢��Ú¦R¨©¥m� « ¦e�?ªe£�ËØ ��H³T� «  ��e���¬��É±¤? �³T�R£����=¢,��¥ Q(k) =

1 + ~
k+1Qk

×
k ≥ 0 ß �e�? �Ø¥m��É±¤?���?¢���¦R¨�¢,£�¦±¥z��§¨E¦ « Ê�¥ ωk

×
k > 0 ß ¥z¤?¢c®°�z®=�T�*�w®���¥g� « ¦±��ªe£�Ë ��H³T� «  ��e���/É±¤=�R���z �ê��R�z �¦e� ∗(k) ¦ � �c�R �����¬¨ « ¦eÊ ∗ � Ë$�R¯�¯?£�ËH ���ª
¥z¤?¢�¢���¥w¥m �³e��£�Ë Q(0), . . . , Q(k) ¢�¦e ��?¢, Ç9��¥¤�¯Ø�z¦@¦ « 9� « k + 1 Ô  ��w® �z®���¥g� « ¦±��ªe£�Ë@ ��H³N� «  Ç�R���L3?��9¦�¥m¦T³�¥g�c� «zÈ ¯ « ¦99¤?¢,� ∗k Ô  ��z®§¢c®?� « �±¢{�w� «  �¥m�z Ç¢

2 È ¨E¦ « Ê ω1 + · · ·+ ~
k−1ωk

²
37 ��?�e£�£�Ë Õ �z®?�@¥g� « ¦±��ªe£�ËØ ���³T� «  Ç�R���*��É�¤� �³T�R£����?¢�� Q := · · ·Q(2)Q(1)Q(0) � « �e�?¥m¨E¦ « Ê ∗  ��±�w¦ �z®��¥g� « ¦±��ªe£�Ë� ��H³T� «  Ç�R��� 3����¦±¥z¦T³*¥g�c� «zÈ ¯ « ¦99¤?¢,� Ô  ��z®�¢c®?� « �±¢{�z� «  Ç¥m�z Ç¢ 2 È ¨E¦ « Ê ω~ =

∑
k>0 ~

k−1ωk
²

�

í�² í�²  �Vq�SkS6T � � q�U6T-$�W $�K�� ��W#qp'dTL� q �JU2��TVS6U NAJrq�W�U6TMP�q�UkTV$
W#S + ���,�
T � ����ª��R¤�ª±����É�¤� �³T�R£����?¢��ò¦e¨9ËH�?�RÊ$ Ç¢��R£5� Ô  Ç¥g��É�¤?�e�±�w �ê��T�w �¦±�?¥ J1

�e�?
J2

¦R¨
r
² Q ���$¢��R�B³H �� Ô T

�±¥��R�@��£���Ê$������ ��
Diff(U ×

G)G×H [[~]]
¥m¤?¢c®$�w®?�T�

T (u) = u
¨E¦ « �R�HË u ∈ Oh∗

² I�¦ « ��¦T³±� «  �¨ Ô ��9����¦R�w� � Ë ∗′i �z®���¢�¦eÊ$¯?�R�z  � £��É±¤=�R���z �ê��R�z �¦e�¬¦R¨
πr
¢,¦ «z« ��¥z¯;¦e�?9 ���ªò�z¦ Ji

×
i = 1, 2 ß �z®����� ��a¨E¦±£�£�¦ Ô ¥5¨ « ¦±Ê �e�¬���e¥zË
¢��e£�¢�¤�£Ç�T�z �¦e�!�z®=�T�

T (f ∗′1 g) = T (f) ∗′2 T (g) .
��¦e�H³e� « ¥z��£�Ë Õ �e��Ë G × H È  ���³T� «  Ç�R����ª±�R¤?ªe�¬��É�¤� �³N�e£����?¢,� T ¨ « ¦eÊ ∗′1 �z¦ ∗′2 Ô ®� �¢c®� Ç¥�¥m¤=¢c®B�w®?�T�

T (u) = u
¨E¦ « �e�HË u ∈ Oh∗

Õ �w®?�T� Ô � Ô  �£�£/¢��e£�£2¨ « ¦eÊ ��¦ Ô �Ø·w¸RÁvæ?½TÅ\Âp¹�Ã�Î�ÎcÓ�º9Â54N½RÃ�Î�»;·cÎ Õ ¦ � ³H �¦e¤?¥z£�Ëªe �³e��¥ «  �¥z�©�z¦*�¬ª±�e¤�ªe�©��É�¤� �³T�R£����?¢���¦R¨5�z®���9ËH�?�eÊ$ �¢��R£;� Ô  �¥m��É�¤?�R���w �ê��T�z �¦e�=¥ J1
�R�?

J2
²

ÖW®�� « �,¨E¦ « � Õ �z®���¥z�,��¦R¨ò�Ë��=�RÊ$ �¢��R£.� Ô  Ç¥g�*É�¤?�R���w �ê��T�z �¦e�¡¦R¨ r ¤�¯¡�z¦�ª±�R¤?ªe����É�¤� �³T�e£����?¢,��¥! Ç¥$ ��
�   �g��¢{�w �¦±� Ô  ��z®��w®���¥m���v¦R¨2¢,¦eÊ$¯?�R�z  � £���É�¤?�e���z �ê��T�w �¦±�?¥W¦R¨ πr

¤�¯��w¦$¢�¦eÊ$¯?�R�z  � £�����É±¤? �³T�R£����=¢,��¥�²
în��Ê$��Ê � � « ¨ « ¦eÊ â« ¦±¯=¦�¥m ��z �¦e��Û±² G©�e�?�în��Ê$� « ë�Ûe² m��z®=�T���e��Ë¬¥g� « ¦±��ªe£�Ë
 ��H³T� «  ��e�±�/É�¤?�e���z �ê��T�w �¦±� �¥���É±¤? �³T�R£������©�z¦���¢,¦eÊ$¯?�R�z  � £��¬¦±��� � ËB��¥m� « ¦e��ª±£�Ë� ��H³T� «  ��e�±�©��É�¤� �³T�R£����?¢��e²/I�¦ « ��¦T³e� « �w®�� â ç ñ¥g�c� «zÈ ¯ « ¦99¤?¢,�¬®?�±¥$�z®?�Ú¨E¦e£�£�¦ Ô  ���ª��� �¢���¯ « ¦e¯;� « �gË;ô�¨E¦ « �R�HË h ∈ h Õ h∗P BW n = hn ² ãv���=¢,���R�HË

¥g� « ¦±��ªe£�Ë� ��H³T� «  ��e���+��É�¤� �³T�R£����?¢�� � �,� Ô ������� Ô ¦ò¢,¦±Ê$¯?�T�w  � £��WÉ±¤=�R���z �ê��R�z �¦e�?¥7 �¥5�e¢,�z¤?�e£�£�Ë���¢�¦eÊ$¯?�R�z  � £����É�¤� �³N�e£����?¢,�±² ��¦e�?¥z��É�¤����±�w£�Ë�ô
�O%P$�QR$
S6TVU6T-$�W Y�+��+ >�0�Î�¾zÎ!ÂÇÏ�½�¹,Â ��Îc·�ÅkÂp¸R»

{
Ï{Å\¾z¸T»HÑRÃ�¿¬ÂY»�4N½R¾{Âp½T»=ÅnÓ�º?½T»=ÅkÂ�é�½RÅkÂp¸R»�Ï
¸A@

πr}ÏcÅ\¾z¸R»�ÑeÃ}¿�ÂY»p4T½T¾{Âp½R»?ÅvÎcÓ,º9Â54T½TÃ�Î�»;·cÎ,Ï ←→
{
·c¸RÁvæ?½TÅ\Âp¹,Ã�Î¬Ó�º?½T»=ÅkÂ�é�½RÅkÂp¸R»�Ï
¸A@

πr}·c¸TÁ�æ�½RÅkÂp¹�Ã�Î$ÎcÓ,º9Â54T½TÃ�Î�»;·cÎ,Ï
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�.»;¼�¸A@�Å10�Înæ;¾z¸�¸A@!¸A@ >�0�Îc¸T¾wÎ,Á c�2���2 ´�¥w¥z¤�Ê$���w®?�T�2�w®��n9ËH�?�RÊ$ Ç¢��R£
r È Ê��T� «  �å� �¥a¥zËHÊ¬¯?£���¢{�z Ç¢R²2ÖW®����ÖW®���¦ « ��Ê à�² 8�¨E¦±£�£�¦ Ô ¥.¨ « ¦eÊ â« ¦e¯;¦±¥z ��z �¦e�Úí�²_ì!�e�?�ÖW®���¦ « ��Ê í�² Ü?²

�

Ü=²�� :<8 H �AB+�G�G��E ���<E��?� 5��Ç�G�E�7�97±�7�AE��<F B
õP� �z®� Ç¥�¥z��¢,�z �¦e� Ô �@�e¥w¥m¤?Ê¬�Ú�w®?�T� h = t ⊕ m

 Ç¥��Ø�?¦e�?9��ªe����� « �T�w� « ���¤?¢{�w �³±�@¥m¯?£� ��m�w ���ª¡�R�?Ô �������¦e�z� � Ë rm
t : t∗ ⊃ V → ∧2h

�w®���¢�¦ «w« ��¥m¯;¦e�=9 ��?ªÚ¥zËHÊ$¯�£���¢{�w �¢�9ËH�?�RÊ$ Ç¢��R£ r È Ê��T� «  �å�²��+�,�
p : h → t � �!�z®?� t È  ��H³T� «  ��e�±�v¯ « ¦ �g��¢{�w �¦±�@�R£�¦e�?ª m

²O3?¦ « �R�HË�¨E¤��?¢,�z �¦e� f ¦e� h∗ Ô  ��z®@³T�e£�¤���¥© ��@�
h È Ê$¦H�¤�£�� L Ô � Ô «  ��w� f|t∗ ¨E¦ « �z®��ò¨E¤��?¢,�z �¦e� f ◦ p∗ ¦e� t∗ Ô  ��w®*³T�R£�¤���¥� �� L ³H �� Ô ����e¥.� t È Ê$¦99¤�£�� E ��Ú¯?� « �w �¢�¤�£�� «  �¨ f  Ç¥ h È  ���³T� «  Ç�R���.�z®���� f|t∗  �¥ t È  ��H³T� «  Ç�R����²
Ü?²�Ûe² �! r" � �Vq�SkS6TM��q � � $�'dQR$�SkT1UkTV$
W=K $�%&'=J �Vq�� Qr%&$�$,K $,K/�O%&$�QR$�SkT1UkTV$
Wd)�+;Y��&+ �+�,�

ρ : U → ∧2g

� �*�Ú9ËH�?�eÊ¬ Ç¢��e£ r È Ê��R� «  �å Ô  ��z® Z ∈ (∧3g)g
²*ÖW®����

π := πrm

t
+ πρ

9��á?����¥��
g È É±¤=�e¥z  È�â ¦e Ç¥z¥z¦e�¥g� « ¤?¢,�z¤ « ��× Ô  ��z®��z®?��¥z�eÊ¬� Z ß ¦e���z®���Ê��e�� �¨E¦±£� X = V ×H × U ×G Ô ®� Ç¢c®� Ç¥

• H È  ��H³N� «  Ç�R��� Ô  ��w® « ��¥z¯;��¢{�W�w¦¬£��,¨Y�òÊ
¤�£��z �¯�£� �¢��T�z �¦e��¦e� H Õ
• H È  ��H³N� «  Ç�R��� Ô  ��w® « ��¥z¯;��¢{�W�w¦!�w®�� «  �ª±®±�v�±¢{�z �¦e��¦e� U ×G Õ
• T È  ���³T� «  Ç�R��� Ô  ��z® « ��¥z¯=��¢{�W�z¦$�w®�� «  �ª±®±�n�e¢,�z �¦e��¦e� V ×H ²ÖW®�� «  �ªe®��W� ��eªe¦e�=�R£ H È �e¢{�w �¦±� Õ ªe �³e��� � Ë (τ, x, λ, y) · q = (τ, q−1x,

´n ∗
qλ, yq)

Õ �±¢{�z¤=�R£�£�Ë*¢�¦eÊ$��¥¨ « ¦±Ê �¬Ê¬¦±Ê$�����z¤�Ê Ê��R¯�ô
µ : X −→ h∗

(τ, x, λ, y) 7−→ λ−
´n ∗

x−1(p∗τ) .
��¦e�?¥z��É�¤����±�w£�Ë Ô ��¢��R�!�e¯�¯�£�Ë©�z®�� « ��9¤?¢,�z �¦e� Ô  ��z® « ��¥z¯=��¢{�+�w¦ µ ²2ÖW®�� «  �ªe®�� H È  ��H³T� «  ��e�±�5¥mÊ$¦H¦R�w®Ê$�e¯

ψ : X = V ×H × U ×G −→ M := U ∩ V ×G

(τ, x, λ, y) 7−→ (τ, yx)

« ��¥g� «  Ç¢{�c¥.�z¦��$9 �ð���¦±Ê$¦ « ¯�®� Ç¥mÊ µ−1
2 (0)/H →M Ô  ��w®Ú ��H³e� « ¥z�©ªe �³e��� � Ë

(τ, y) 7−→ (τ, 1, p∗τ, y) (τ ∈ U ∩ V , y ∈ G) .
& "�'dq�% � ^�+-,�+ 3 « ¦eÊ �R� �e£�ª±� ��« �R Ç¢�³� �� Ô ¯;¦e ���� Õ Ô ��®?�N³e���e�  ����g��¢{�w �³±��Ê��R¯ ¦R¨�¢�¦eÊ$Ê
¤9�c�T�w �³±�
�R£�ªe� �?« �±¥ ψ∗ : OM → OX

Ô  ��w®Ì³T�R£�¤���¥! �� Oh
X = OX/H

�R�?§¥m¤?¢c® �w®?�T� Õ ¢,¦±Ê¬¯;¦±¥z�� Ô  ��z®§�z®��
¯ « ¦ �g��¢,�z �¦e� Oh

X → O
h
X/(O

h
X∩ <

 �Ê
(µ∗) >) = Oµ−1(0)/H

Õ  �� � ��¢,¦±Ê¬��¥n�R�Ú Ç¥m¦±Ê¬¦ « ¯?®� �¥zÊÚ²
ä  ��=¢,�

ψ
 Ç¥�¦ � ³H �¦±¤?¥z£�Ë�£��,¨Y� G È  ���³T� «  Ç�R�����z®����  �� « ��Ê��e ��?¥©�w¦�¥m®?¦ Ô �z®=�T���w®��� ��=9¤?¢,��

g È É�¤?�e¥z  È
â ¦± �¥w¥z¦e�¡¥m� « ¤?¢,�z¤ « ��¦±� M  Ç¥

πρ|t∗+rm

t

² �����
t, t′ ∈ t ⊂ Ot∗

�R�?
f, g ∈ OG

² 35  « ¥m�¬¦e¨©�R£�£ Ô �®?�N³e�
{ψ∗t, ψ∗t′}X = {t, t′}X = [t, t′] = ψ∗[t, t′] ,®����?¢��

{t, t′}M = [t, t′]
²ÖW®?���

{ψ∗t, ψ∗f}X = {t, f(yx)}X =
−→
t H · (f(yx)) = (

−→
t · f)(yx) = ψ∗(

−→
t · f) .

ÖW®����w®�  « ���É�¤?�R£� ��gË!¨E¦±£�£�¦ Ô ¥a¨ « ¦eÊ �w®��©£���¨Y�
H È  ���³T� «  Ç�R�?¢��v¦R¨ −→t H ²ÖW®�¤=¥ {t, f}M =

−→
t · f

² 37 ��?�e£�£�Ë

{ψ∗f, ψ∗g}X(τ, x, λ, y) =
−−−→
rm
t (τ)H · (f(yx), g(yx)) +

−−→
ρ(λ)G · (f(yx), g(yx))

=
(−−−→
rm
t (τ) · (f, g)

)
(yx) +

(−−−−−→
ρ(
´n ∗

xλ) · (f, g)
)
(yx) .

ÖW®�� « �,¨E¦ « � Õ Ô ®?��� « ��¥g� «  Ç¢{�w ��?ª!�w¦ µ−1
2 (0)

¦e�?�©¦ � �w�e ��=¥

{ψ∗f, ψ∗g}X(τ, x,
´n ∗

x−1(p∗τ), y) =
(−−−→
rm
t (τ) · (f, g)

)
(yx) +

(−−−−→
ρ(p∗τ) · (f, g)

)
(yx)

= ψ∗
(−−−−−−−→
(rm

t + ρ|t∗) · (f, g)
)
.

ÖW®�� « �,¨E¦ « � {f, g}M =
−−−−−−−→
(rm

t + ρ|t∗) · (f, g)
²aÖW®� Ç¥n���=�¥W�z®?�©¯ « ¦H¦R¨5¦R¨ â« ¦e¯;¦±¥z ��w �¦±��à?² í?² 2



ó � �����������
	�������������������
��������������	������
�
Ü?² 89² ��Jrq�W�U6TMP�q�UkTV$
W $,K U6 r" 'd$�' "(W�U�J#' 'dq�Q

µ
+ �����.¤=¥/á « ¥m�W¢�¦e�?¥z Ç9� « (V ×H, πrm

t
)
²ÖW®?� « � �¥v�¬Ê$¦eÊ$���±�w¤�Ê Ê��R¯

ν : V ×H −→ h∗

(τ, x) 7−→ −
´n

x−1(p∗τ)
Ô  ��w®Ú¢�¦ «w« ��¥m¯;¦e�=9 ��?ª «  �ª±®�� H È �e¢,�z �¦e��¦e� V ×H ªe �³e��� � Ë (τ, x) · q = (τ, q−1x)

²
�� �ëe�$ ��Ì¥z¤ � ¥z��¢,�z �¦e�d89² í�¦e����®=�e¥�� T È  ���³T� «  Ç�R�����R�? H È  ��H³T� «  Ç�R�����z¦ « ¥z �¦±�@¨ « ���*¢�¦e������å9 �¦±�B¦±�

V × H Õ �z®�� « ��¨E¦ « ��¨ « ¦eÊ â/« ¦±¯=¦�¥m ��z �¦e� 8�² ì��z®?��¢�¦ «w« ��¥m¯;¦e�?� ���ªo3���9¦±¥z¦T³Ø¥g�c� «zÈ ¯ « ¦99¤?¢,� ∗  Ç¥ � ¦R�z®¥g� « ¦±��ªe£�Ë h È  ���³T� «  Ç�R���v�R�?�¥m� « ¦e��ª±£�Ë t È  ��H³N� «  Ç�R��� � ²ÖW®���� â« ¦e¯;¦±¥z ��z �¦e� Ûe²HG��z��£�£Ç¥�¤?¥��z®?�R���z®?� « �*�,å9 Ç¥g�c¥���¥m� « ¦e��ª±£�Ë t È  ��H³T� «  ��e����×k�R�? H È  ��H³T� «  ��e�±� ß��É�¤� �³N�e£����?¢,�
Q
¥z¤?¢c®��z®?�R�

∗′ := ∗(Q)  Ç¥���¢,¦±Ê$¯?�T�w  � £��*É�¤?�R���w �ê��T�z �¦e�B¦R¨ πrm

t

² ��¦e�?¥z��É�¤������z£�Ë Ô �¢��R�Ú9��á?�����z®?��¨E¦e£�£�¦ Ô  ���ª$�R£�ªe� �?« �!Ê$¦ « ¯�®� Ç¥mÊÚô
N := Q−1 ◦ U(ν∗) ◦ sym : (Oh∗ [[~]], ∗PBW )→ (OV ×H [[~]], ∗′) .õ��� Ç¥©¦ � ³H �¦±¤?¥z£�Ë���É±¤=�R���z �ê��R�z �¦e��¦e¨/�z®?� â ¦± �¥w¥m¦±��Ê��R¯ ν �e�? Õ Ê$¦ « ��¦T³±� « Õ ¨E¦ « �e�HË h ∈ h

�R�?B�R�HË
f ∈ OV ×H

¦±����®?�e¥
[N(h), f ]∗′ = Q−1

(
[ν∗h,Q(f)]∗

)
= Q−1(~{ν∗h,Q(f)}) = ~{ν∗h, f} .õP��¦e�z®�� « Ô ¦ « ?¥ Õ N  Ç¥v�$É�¤?�R���w¤�Ê Ê$¦eÊ$�����w¤�Ê Ê��R¯�É�¤?�e�±�w �ê� ��?ª

ν
²

���,��¤?¥/�?¦ Ô �±¥z¥z¤�Ê$�n�z®=�T� Ô �vëH��¦ Ô ��9ËH�?�eÊ¬ Ç¢��e£�� Ô  Ç¥g�WÉ�¤?�R���z �ê��R�z �¦e� J(λ) : U → ⊗2Ug[[~]]
¦e¨

ρ(λ)
× Ô  ��z®Ú¥z¦eÊ$�©�±¥z¥z¦9¢, Ç�T�w¦ « Φ ß �e�?������¦e�z� � Ë ∗J �z®���¢�¦ «w« ��¥m¯;¦e�?� ���ª¬¢,¦±Ê¬¯=�T�z  � £��©É�¤?�e���z �ê��T�w �¦±�¦R¨

πρ
¦e�

U ×G
²vÖ+¦±ªe���z®�� « Ô  ��w® ∗′  ��� ��=9¤?¢,��¥��*É�¤?�e���z �ê��T�w �¦±� ∗′J ¦R¨

πrm

t
+ πρ

¦e�
X
× Ô  ��w®��z®��¥z�eÊ¬�

Φ ß ²
& "�'dq�% � ^#+;:�+ ´n¢,�z¤?�e£�£�Ë

∗′J
 �¥W�w®��
¢�¦eÊ$¯?�T�w  � £���É�¤?�e�±�w �ê��T�w �¦±�Ú¢�¦ «w« ��¥m¯;¦e�=9 ��?ª
�w¦��z®��!9ËH�?�RÊ$ Ç¢��R£� Ô  �¥m��É�¤?�R���z �ê��R�z �¦e�

J(τ, λ) := Jm
t (τ)J(λ) : (t ⊕ h)∗ ⊃ V × U −→ ⊗2U(h ⊕ g)[[~]]

¦e¨ò�w®��
9ËH�?�RÊ$ Ç¢��R£

r È Ê��T� «  �å r(τ, λ) := rm
t (τ)+ρ(λ) : V ×U −→ ∧2(h⊕g)

²aãv� « � Jm
t

 �¥�z®��©9ËH�?�RÊ$ Ç¢��R£
� Ô  �¥m��É�¤?�R���z �ê� ���ª rm

t

²
3�¦ « �R�HË f ∈ Oh∗

Ô �
9��á?���
M(f) := (Q⊗ inc) ◦∆(f) ∈ (OV ×H ⊗OU×G)[[~]] = OX [[~]]

²
ãv� « � inc : Oh∗ ↪→ OU×G

 �¥��z®��*�=�T�z¤ « �e£a ��?¢�£�¤=¥m �¦e� �R�? ∆ : Oh∗ → Oh∗ ⊗ Oh∗ = Oh∗×h∗

 �¥
9�,á?�?�� � Ë ∆(f)(λ1, λ2) = f(λ1 + λ2)

²
�O%P$�QR$
S6TVU6T-$�W ^�+;Y�+ >�0�Î$½TÃ Ñ�Î�¹,¾z½�Á�¸T¾\æ�09ÂÇÏ{Á

M : (Oh[[~]], ∗PBW ) −→ (OX [[~]], ∗′J)ÂÇÏ�½�Ó,º?½R»?Å\º9Á Á�¸TÁ�Î,»=Åkº9Á Á$½cæÌÓ�º?½T»=ÅkÂ�é�ÂY»�Ñ
µ
2

Ü?² í�² ��Jrq�W�U6TMP�q�UkTV$
W $,KOU6 r"0��$
' QR$
S6TVU6T-$�W K $�%P' J �Vq � Qr%&$�$,K $,K��! r"�$p%&"�' )�+�^ �&+ �+�,�ò¤=¥©�±¥ È¥m¤�Ê$�!�z®?�R�
J
 Ç¥ò��9ËH�?�RÊ$ Ç¢��e£+� Ô  Ç¥g��É�¤?�R���w �ê��T�z �¦e��¦e¨ ρ �e�?�ë±����¯��z®��¬��¦R�c�T�w �¦±�?¥�¦e¨a�z®��¬¯ « ��³H �¦e¤?¥¥m¤ � ¥m��¢{�z �¦e�+²7�����¦R�w� � Ë I �z®�� «  �ªe®�� Ç9���e£�ªe����� « �T�w�� � Ë! �Ê (M)

 ��
(OX [[~]], ∗′J)

�e�?$¢,¦±�?¥m Ç9� « �z®�� « ���¤?¢,���R£�ªe� �?« � A := Oh
X [[~]]/Oh

X [[~]]∩ I
²a�����

Ψ = ψ∗ +O(~) � ���w®��ò¢�¦eÊ$¯=¦�¥m ��z �¦e��¦R¨ ψ∗ : OM [[~]]→

Oh
X [[~]] Ô  ��z®¡�z®��Ú¯ « ¦ �g��¢{�w �¦±� Oh

X [[~]] → A ∼= Oµ−1(0)/H [[~]]
²°õ��� �¥¬¦ � ³H �¦e¤?¥z£�Ë �   �g��¢,�z �³e���R�=

G È  ��H³N� «  Ç�R����×p¥z ��?¢�� ψ∗  �¥ ß{Õ �w®�� « �,¨E¦ « �ò ��n9�,á=����¥W�¬É±¤=�R���z �ê��R�z �¦e� ∗̃ ¦R¨��w®���É±¤=�e¥z  È�â ¦e Ç¥z¥z¦e�*¥m� « ¤?¢{�w¤ « �
πrm

t
+ρ|t∗

² ñ �����?��z®?��¯ « ¦H¦e¨7¦R¨2ÖW®���¦ « ��Ê à�² Ü$¤?¥z ���ª¬�w®���¨E¦e£�£�¦ Ô  ���ª¬¯ « ¦e¯;¦±¥z ��w �¦±��ô
�O%P$�QR$
S6TVU6T-$�W ^�+�^�+

∗̃
ÂÇÏ
½�·c¸RÁvæ?½TÅ\Âp¹cÎ!Ó�º?½T»=ÅkÂ�é�½TÅ\Âp¸T»�2

a.¾z¸�¸A@�2 37  « ¥g�v¦e¨5�R£�£�¨E¦ « �e�HË u, v ∈ Ot∗
¦e�?�©®=�e¥

(ψ∗u) ∗′J (ψ∗v) = u ∗′J v = u ∗PBW v = ψ∗(u ∗PBW v) .
��¦e�?¥z��É�¤����±�w£�Ë

u∗̃v = Ψ−1(Ψ(u) ·A Ψ(v)) = u ∗PBW v
²

� � dgqn]_XNtnZk[TbwZ�hGdabcr_^kx.[Tbgy,db.qnx{qndgX�ZkjNqÌqvbc`
V ×H → t∗; (τ, x) 7→ τ

h7] Zk[�smx{fpfpdm^k`Rx{XNtN]_XN�nfp]_�{[�Z
T u bcsPZk]_x{X�{] y,dgXò|�o

(τ, x) · b = (
0�t

∗
b
(τ), xb)

~
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ÖW®�����£����
u ∈ Ot∗

�R�=
f ∈ OG

² Q ��¦e����®?�e�?
(ψ∗f) ∗′J ψ

∗u = (f(yx)) ∗′J u = f(yx)u = ψ∗(fu)�R�?��z®H¤?¥
f ∗̃u = fu

² Q ���w®���¦R�w®�� « ®?�e�?�¨E¦ « u = tn
×
t ∈ t ß ¦e����®?�±¥

ψ∗(tn) ∗′J (ψ∗f) = (tn) ∗′J (f(yx)) =

n∑

k=0

~
kCk

n

(
(
−→
t H)k · (f(yx))

)
tn−k

=

n∑

k=0

~
kCk

n(
−→
t k · f)(yx)tn−k = ψ∗

( n∑

k=0

~
kCk

n(
−→
t k · f)tn−k .

ÖW®�� « �,¨E¦ « � tn∗̃f =
∑n

k=0 ~
kCk

n(
−→
t k · f)tn−k ²ÖW®���¯ « ¦±¯=¦�¥m ��z �¦e�� �¥n¯ « ¦T³±��G² �
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