SUR DES INVARIANTS GEOMETRIQUES ASSOCIES
AUX AUTOMORPHISMES DU PLAN AFFINE

par

Sandra Marcello

Résumé. — Nous associons a chaque automorphisme du plan affine, une construc-
tion géométrique possédant certaines propriétés, la résolution canonique. Nous
étudions la géométrie de la résolution canonique, en déduisons une majoration
d’un invariant géométrique (I’indice ample) associé a un automorphisme du
plan affine et relions la structure du cone effectif de la surface obtenue aux
valeurs d’un autre invariant géométrique (I’indice effectif).

Abstract (Geometric invariants of automorphisms of the affine plane)

We associate to each automorphism of the plane, a geometric construction
with some properties, it is the canonical resolution. We study the geometry of
the canonical resolution, we deduce from it an upper bound for a geometric
invariant (the ample index) linked to an automorphism of the affine plane and
we link the structure of the effective cone of the surface we get to values of
another geometric invariant (the effective index) .
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1. Introduction

En 1994, dans le but d’obtenir des propriétés arithmétiques de I’application
de Hénon quadratique, J. Silverman [Si94] étudie la géométrie de cette appli-
cation. Dans ce texte nous définissons, grace a des propriétés intrinseques des
automorphismes du plan affine, cette construction de maniere générale pour
tout automorphisme du plan affine et étudions les propriétés géométriques
de ce que nous appelons une résolution canonique. La résolution canonique
nous permet de calculer ou de majorer des invariants géométriques (les in-
dices amples et effectifs) que nous avons définis dans [M4] dans le but d’ob-
tenir des résultats de nature arithmétiques. Pour plus de précisions sur les
indices amples et effectifs nous renvoyons le lecteur a [M4] et pour une mo-
tivation des questions arithmétiques auxquelles nous nous intéressons, nous
renvoyons le lecteur a [M2]. L’une de ces questions est un analogue aux pro-
bleémes classiques de décompte des points rationnels sur les variétés pour une
synthese voir [P01].

Il est a noter qu’en vue d’applications arithmétiques il est intéressant de
connaitre la valeur de ces invariants géométriques.

Le corps de base est C. Nous notons A? (resp. P?) ’espace affine (resp.

projectif) de dimension 2 et H la droite 2 ’infini. Lorsque ¢ € Aut(A?) est
un automorphisme de A2, nous noterons encore ¢ : P?--- — P? I’application
rationnelle induite et désignerons par Z(¢) le lieu de non-définition, i.e le lieu
géométrique, contenu dans H, ou ¢ n’est pas définie.
De plus, si ¢ € Aut(A?), alors ¢ est défini par des polyndmes Py, P>. On définit
le degré algébrique ou degré de ¢ comme suit : deg(¢) = d = max;(d;) avec
d; degré total de P;,. Dans [M4], nous avons construit les objets en dimension
quelconque, nous nous contenterons ici de rappeller les définitions dans le
cadre de la dimension 2.
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Définition 1.1. — Soit V une variété lisse projective. On dit que le mor-
phisme birationnel 7 : V — P est une résolution de ¢ (notée (7,V))sipox
et ¢! o 7r sont des morphismes de V vers P2. Parfois nous noterons : Y = ¢

ety =¢ 'x.

Dans ce texte nous définissons une résolution particuliere que nous appe-
lerons résolution canonique, grace a celle-ci nous majorons ou calculons des
invariants géométriques associés aux automorphismes du plan affine. Ces in-
variants géométriques ont été définis par 1’auteure dans 1’optique d’applica-
tions arithmétiques qui apparaissent clairement dans [M4] théoréeme A, ces
invariants sont définis comme suit.

Notations. —

— Si V est une variété, on note respectivement Picg(V') et Picg(V) son
groupe de Picard tensorisé respectivement par Q et R, Picé (V) et Picg; (V) les
cone fermés engendrés par les classes de diviseurs effectifs, Pic (V) le cone
(ouvert) engendré par les classes de diviseurs amples et Pic&ef (V) le cone des
diviseurs nef.

— Soit (7, V) une résolution de ¢ et @ € R, nous notons :

D(o,m,V):=(¢pon)"H+ (¢ 'on)"H—an*H.
— Les nombres suivants sont également définis :
Omaxerr(9,7,V) :=sup{a € R | D(at,7,V) € Picg; (V)},
Omax,amp(9, 7, V) :=sup{a € R | D(et,7,V) € Pick (V) }.

Définition 1.2. — Soit ¢ € Aut(A?). Les nombres suivants seront appelés
respectivement ’indice effectif et I’indice ample :

a((pveff) = Sup{amax,eff((l)?nvv)‘n?‘/}a
a(¢,amp) := sup{ tmax,amp(¢, 7, V)|7,V}.

Dans [M4], nous montrons que ces nombres sont bien des invariants géo-
métriques des automorphismes de 1’espace affine.
Des propriétés propres aux automorphismes du plan affine nous permettent de
définir la notion de résolution canonique (voir sa construction paragraphe 4).
Cette résolution nous permet de démontrer le théoreme suivant :
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Théoreme A. — Soit ¢ € Aut(A?) de degré algébrique d > 2. Alors,
o(¢,amp) <O0.

Dans [M4], nous donnons une généralisation de ce théoréme en dimension
supérieure avec toutefois une condition géométrique sur les automorphismes
de I’espace affine.

Peu d’informations sont connues sur la structure du cone effectif des varié-
tés et ce bien que la structure de ce cone soit notamment importante dans le
cadre des conjectures de Manin sur le décompte de points rationnels (voir par
exemple [PO1]).

La résolution canonique nous permet de relier la structure du cone effectif de
la surface construite aux valeurs de I’indice effectifs :

La valeur de I’indice effectif ainsi que la connaissance du diviseur cano-
nique de la surface V ou (7,V) est la résolution canonique nous permettent
de donner des informations sur la structure du cone effectif de la surface asso-
ciée a la résolution canonique. Avec les notations du paragraphe 4, le diviseur
canonique de V s’exprime sous la forme : il existe ai,a’j €Zpourl <i<nmet
1 <j<mtelsque:

n m
Ky =30+ Y aEi+ Y dF;.
i=1 j=1
Théoreme B. — Soit ¢ € Aut(A?) de degré algébrique au moins deux.
Alors, pour la résolution canonique (1,V), nous avons :

-sia(g,eff)= _Tl(an +al,) le cone des diviseurs effectifs de V est poly-
édral,

—-sia(g,eff) > _Tl(an +a),) le cone des diviseurs effectifs de V n’est pas
polyédral.

Le plan de ce texte est le suivant, nous faisons des rappels sur le théoreme
général de structure du cone effectif d’une surface, ainsi que sur les automor-
phismes de I’espace affine. Puis nous construisons la résolution canonique
associée a un automorphisme du plan affine, nous étudions ces propriétés géo-
métriques et enfin nous prouvons les théoreme A et B.

Remerciements. — Ce travail a été effectué au Max-Planck Institut fuer Ma-
thematik que je remercie pour les excellentes conditions de travail.
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2. Structure du cone effectif d’une surface

La structure du cone effectif d’une surface lisse projective découle notam-
ment du théoreme de I'indice de Hodge. En effet, d’apres le théoreme de
I’indice de Hodge, il existe une base de NS(S) pour laquelle la forme d’inter-
section est donnée par :

Considérons,

m
Q" :={x € NS(S) tels que x| > (ZX,Z)%}
i=2

La structure du cone effectif est alors la suivante.
Théoréeme 2.1 ([K96]11.4.13). — Soit S une surface projective lisse. Alors,
Picg(S) =0 + Y R*[D],
D
ou la sommation se fait sur toutes les courbes irréductibles D C S telles que
D? <0.

Ainsi les arétes extrémales sont les courbes irréductibles d’ auto-intersection
négative.

N .. . ~t .
Remarque 2.2. — De maniere équivalente on peut voir Q  comme PICE (8)ks>0
ou Ky désigne le diviseur canonique de S.

3. Propriétés et définition des automorphismes affines

Lemme 3.1. — ([B83] lemme I1.10) Soit ¢ : S--- — S’ une application ra-
tionnelle entre deux surfaces avec ¢ ~! non définie en un point P € §'. Il existe
une courbe C de S telle que :

9(C)=P.

Lemme 3.2. — ([S99] p.124) Soit ¢ un automorphisme non-linéaire de A" .
Nous avons alors :

O(H\Z($)) CZ(9™") et 97N (H\Z(97")) CZ(9).
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La notion suivant a été introduite par N. Sibony [S99].

Définition 3.3. — Soit ¢ un automorphisme de A" avec r > 2. L”automor-
phisme ¢ est dit régulier si deg(¢) > 1 et :

Z(9)nz(9~") =0.
La définition suivante reprend le vocabulaire défini par S. Lamy [Lam02].

Définition 3.4. — Soit ¢ € Aut(A?). Soit £ : V — P? un produit fini d’écla-
tements tel que ¢ soit un morphisme. Nous appellerons points d’indétermi-
nation de ¢ les points que 1’on éclate lors de la construction de 7. Ces points
appartiennent 2 P? ou a des éclatés de IP?. Les points d’indétermination situés
dans P? seront dits points d’indétermination propres.

Lemme 3.5. — ([Lam02] lemme 9) Soit ¢ € Aut(A?) de degré au moins 2.
Alors :

(1) ¢ admet un seul point d’indétermination propre situé sur H.
(2) ¢ admet des points d’indétermination Py,...,Ps (s > 2) tels que :
(a) Py soit le point d’indétermination propre,
(b) pour tout i =2,...,s le point P; soit situé sur le diviseur produit
en éclatant P,_.

Le lemme suivant 3.6 découle immédiatement de la premiere assertion du
lemme 3.5.

Lemme 3.6. — Soit ¢ € Aut(A?). Alors,

Card(Z(9)UZ(¢™")) <2.

Plus précisément dans ce méme lemme 9 [Lam02], nous avons, pour tout
automorphisme non linéaire ¢ du plan affine, il existe une suite finie d’écla-
tements 7; : V; — Vi_; de centre P; avec 1 < i < n avec Vy = P2, telle que :
@m - - - m, est un morphisme de V, dans P? et @m - M1 n’est pas un mor-
phisme.

Les points P; avec 1 <i < n sont des points infiniment voisins.
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4. Etude d’une résolution canonique

4.1. Construction. — Nous utilisons ces propriétés géométriques des au-
tomorphismes du plan affine pour construire les résolutions canoniques pour
ces applications.

4.1.1. Cas des automorphismes réguliers. — Nous utiliserons leur définition
et le lemme 3.6.

Soit ¢ € Aut(A?) un automorphisme régulier. Nous avons deux familles dis-
tinctes de points associées a ¢ et ¢!, il s’agit de :

P.,....P,
et Ql,"'va

associée respectivement 2 ¢ et 2 ¢ ~!. Quitte échanger ¢ et ¢ !, nous pouvons
supposer n < m. Nous définissons 7; : V; — V;_; I’éclatement de centre P; et
Q; pour 1 <i<netdecentre Q; pour n < i< m. La variété V,, sera notée V,
et my - - - T, sera noté . Les diviseurs exceptionnels associés seront notés :

Ei,....E,

Fi,....Fp.

La résolution est minimale et unique, les entiers n et m étant choisis comme
dans le paragraphe précédent.

4.1.2. Cas des automorphismes non-réguliers. — Nous utiliserons le lemme
3.6.

Soit ¢ € Aut(A?) un automorphisme non-régulier non-linéaire.

Il existe ip € N\ {0} tel que 7; : V; — V1 pour 1 <i < iy des éclatements de

centre respectivement Py, ..., P, nous noterons

0’
/ —1
ll’i:¢7r1"'7ti et lljl:¢) - T,

avec pour tout 1 <i <ip, Z(y;) = Z(y;) et P11 = Z(Yiy) # Z(¥;,) = Qig+1-
Nous avons donc deux familles de points infiniment voisins : Py, ..., F,..., P,
etPlv-“aPiino—b—l N

Nous pouvons supposer n < m. Les éclatements pour i > ip + 1 sont définis
de la méme maniere que pour le cas régulier. Les diviseurs exceptionnels
associés sont :

Ei,....E,
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El?"'7Eio7Eo+la'-'7Fm-

Afin de traiter, dans la mesure du possible, simultanément les deux cas nous
noterons la seconde famille de diviseurs exceptionnels :

Fl?"'?Eo)Eo—i-la'-'?Fm;

avec pour tout 1 <i <iy, E; = F;.

4.2. Premiers résultats. —

4.2.0.1. Notations. — Soit ¢ € Aut(A?) non linéaire. Soit (7, V) une résolu-
tion canonique de ¢. Soit H ? 1a transformée stricte de H et E Ly En  Fry o By
les diviseurs exceptionnels associés a cette résolution. Le groupe de Picard
Pic(V) est donc engendré par H! Ey,...,E,,Fi,...,F,. Nous noterons y =
¢7 et y = ¢ ' m les morphismes obtenus.

Il existe donc b,c,e,bi,ci,ei,bg,c},e} €Zpourl <i<netl<j<mtels
que :

n m
v (H)=bH*+ Y biE+ Y bFj,

i=1 j=1

n m
v (H) =cH*+ Y ciEi+ Y. ¢F;,
i=1 j=1
n m
n*(H) =eH' + Y eEi+ Y €F;.
i=1 j=1
Si ¢ n’est pas régulier, alors il existe ip tel que pour tout 1 < j < ip nous

N AN BN B
avons .bj—cj—ej—O.

Remarque 4.1. — Dans tous les exemples que nous avons étudiés, nous avons
n=m.

Proposition 4.2. — Soit ¢ € Aut(A?) non-linéaire. Soit (,V) la résolution
canonique de ¢. Les assertions suivantes sont vérifiées :
(1) Pour toute courbe irréductible C ¢ {H* E\,...E,,Fy,...,Fy}, nous avons

dim(y(C)) = dim(y'(C)) = 1, y(C) # H et y'(C) # H.
(2) Nous avons y,(H*) =y (H*) = 0.
(3) Pourtout 1 <i<n—1etpourtoutl < j<m, nous avons :

I//*(Ei)ZO et l[/*(Fj)ZO.
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Pour tout 1 <i < netpourtoutl < j<m—1, nous avons :
VUE)=0 et y(F)=0,

de plus,
Vi(En)=H et Y. (Fu)=H.

Démonstration. — Nous considérons chacun des points séparément.
(1) Soit C ¢ {H*Ey,...E,,Fi,...,Fy}. Nous avons :

n(C\ (UL CNE)U (UL CNE}))) & HA (PyU Qo)

d’ou le résultat car ¢ est construit a partir d’un automorphime de 1’espace
affine.

(2) Nous avons w(H*\ (U H*NE;)) =H\ (Z(9)).
De la

W(H\ (UL HANE)) = ¢(H\ (Z(9)) C Z(97"),
d’apres le lemme 3.2. Or, dim(Z(¢~')) = 0, donc dim(y(H?)) < 1, d’ou
V. (H") = 0. Le raisonnement est analogue pour W’ (H*).

(3) Nous noterons de la méme maniere E,,_| et 7,(E,_1). Nous avons y =
Wy, 17, Or Y, est une application rationnelle, donc d’apres le lemme 3.1 il
existe C une courbe de P? telle que l;/n__ll (C) = P,, or par construction cette
courbe ne peut étre que H.

De plus, par construction ¥, (E,—1) C H. Supposons que W, _1(E,—1) = H,
alors :

Il existe un point P € E,_j avec P # Py tel que y,,_1(P) =Q € Z(l//,;ll);

de 1a l//n__ll (Q) = P = P,, d’ou la contradiction. Pour 1 <i <n—1 le rai-
sonnement est analogue.

Pour 1 < j <m, si ¢ est régulier nous avons 7(F;) = Q1 ¢ Z(¢) d’ou le
résultat, si ¢ n’est pas régulier le raisonnement est essentiellement le méme si
ce n’est que I’on considere y;, qui est régulier.

Enfin, comme y est une application birationnelle il existe C une courbe de V

telle que W (C) = H et la seule courbe possible est E,,.
[

Lemme 4.3. — Soit ¢ € Aut(A?) de degré algébrique au moins deux. Soit
(m,V) la résolution canonique de ¢. Avec les notations précédentes nous
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avons :
v (H).y" (H) = cn = by,
v (H).n*(H) =e, =b,
Y (H).n"(H) = e, =c
Démonstration. — D’apres la formule de projection, nous avons :

W*(H)W*(H) = HW*II/*(H) = CnH2 = Crn
et nous avons également :

/ / ! ry2 /
v (H).y"(H) =y, y"(H).H =b,H" = b,
Les autres égalités s’ obtiennent de fagon analogue. [
4.2.0.2. Diviseur canonique associé a la résolution canonique. — Soit (,V)
la résolution canonique de ¢. Soit Ky le diviseur canonique de V. Nous uti-
lisons les notations précédentes. Par construction et d’apres [H77] chapitre 5
proposition 3.3, il existe ai,a;- €Zpourl <i<netl<j<mtelsque:

n m
Ky = —3H*+Y aiEi+ Y diF;;
i=1 j=1

en effet —3H est le diviseur canonique de P?.

Remarque 4.4. — Si m = 7, alors la surface V obtenue est une surface de
del Pezzo, et par conséquent d’apres [K96] chapitre 2 exemple 4.15.2, le cone
des diviseurs effectifs est polyédral de type fini.

4.3. Propriétés du diviseur D(a,w,V). —

Lemme 4.5. — Soit ¢ € Aut(A?) de degré algébrique au moins deux. Soit
(7, V) une résolution canonique de @. Pour tout o0 € R, nous avons :

— le nombre d’intersection suivant :
D(a,m,V).H = —a,
— Pourtout 1 <i<n—letl<j<m—1:
D(e,n,V).E;=D(a,n,V).F; =0,
D(e,n,V).E,=D(a,n,V).F,=1,
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— [auto-intersection suivante :
D(o,m,V)? =2(14c,) —20a(b+c)+a’.
Démonstration. — Nous avons :

Da,m V) = y*(H + vy’ (H).9"(H) - ay’(H).x* (H)
+y(H).y*(H)+ y™*(H)* — oy (H).7*(H)
—on*(H).v"(H)—an*(H).y"*(H) + 05271:*(H)2

= H?’+2c¢,—20b+H?>+ —20ac+ a’H>,

d’ou le résultat. O]

5. Preuve des théoréeme A et B

5.1. Résultats préliminaires. —

Théoreme 5.1 (Théoreme de Kleiman ([Laz01] th 1.4.8.))

Soit X une variété (un schéma) complet. Si D est un R-diviseur nef de X,
alors pour toute sous-variété (schéma) irréductible V- C X de dimension K,
nous avons :

DX v >o.

Théoreme 5.2. — ([Dem96] 6.6) Soit X une variété algébrique projective.
Nous avons,
Pic“(X) = Pic"/ (X).

5.2. Calculs des nombres d’intersection. —

Proposition 5.3. — Soit ¢ € Aut(A?) de degré algébrique au moins deux.
Soit (7,V) la résolution canonique de ¢. Soit oo < a(,eff) alors, nous
avons :

— si o0 < FH(an+a),) alors D(a,m,V) € Poly(V), oit Poly(V) désigne la
partie polyedrale du cone effectif de V,

~ si a = 5 (ay+al,) alors D(at,w,V) € Pic, _o(V),

— si 3 (an+d),) < aalors D(at,w,V) € Pic}v>0(V).
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Démonstration. — Soit (7,V) la résolution canonique de ¢. Soit Ky le divi-
seur canonique de V.

Nous calculons le nombre d’intersection de D(¢t, w,V') avec le diviseur ca-
nonique pour déterminer dans quelle partie du cone effectif se trouve D(o, V).
A I’aide du lemme 4.5, nous obtenons.

D(a,n,V).Ky = vy (H)+y"*(H)—oan*(H)).Ky
v*(H).Ky +yv*(H).Ky —an*(H).Ky
H.y,.(Ky)+H.y.(Ky) — aH.7t.(Ky)
H.(a,H)+H.(d,,H)— aH.(—3H)
= ay+ad,+3a
D’ou le résultat d’apres le théoreme 2.1. 0

La preuve du théoreme A découle immédiatement des théoremes 5.1 et et
du premier point du lemme 4.5.

La preuve du théoreme B repose essentiellement sur la proposition 5.3 et la
définition de I’indice effectif.

Remarque 5.4. — Soit ¢ € Aut(A?). S’il existe une résolution (7,V) de ¢
pour laquelle V est une surface de del Pezzo alors nous avons a(¢@,eff) < %‘.
Ce cas se produit notamment, si suivant la terminologie utilisée dans [Lam02],
¢ et ¢! ont un point d’indétermination propre (voir définition 3.4) et ce que
ces points soient confondus ou non.

6. Valeurs numériques de I’indice effectif

Dans ce paragraphe, nous donnons les valeurs des deux invariants géomé-
triques pour différents exemples, dans tous ces exemples a est une constante
non nulle. J. Silverman a déterminé la valeur de I’indice effectif pour I’un de
ces exemples, 1’application de Hénon généralisée ([Si94]). Pour calculer ces
indices nous avons utilisé la résolution canonique. Le détail des calculs est
omis.

Nous rappelons la définition du degré dynamique (voir par exemple [S99]) :
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Définition 6.1. — Soit ¢ un automorphisme affine. La limite suivante existe
et défini le degré dynamique 6(¢) :

8(9) := inf deg(¢")'/".

Application degré degré indice
algébrique | dynamique effectif
¢(x,y) = deg(¢) 6(9) a(9,eff)
(7, +b+ax) 2 2 S =2+1[8Si194]
3 10 _ I
(y+ax’,x) 3 3 ?—S—I—?
(v +ax*,x) 4 4 14_7:4+Z
Remarque 6.2. — Pour les exemples de degré dynamique différents de 1,

nous obtenons la borne maximale du théoréme C. Sur les calculs effectués,
nous observons : a(@,eff) = 8(d)+ m. Une question naturelle se pose,
les indices amples et effectifs ne seraient-il pas rationnels ?
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