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Resume.

2 n
Le cas limite de l' inegalite A ~ 4 (n-1) . JJ. 1

(paragraphe 1) et~blie en [6] est etudie. En utilisant la

representation spinorielle reelle de spin
n

et le theoreme

d t Ohata-Lichnerowicz, on dernontre que, pour n = 3, 4, 7 ou 8 ,

seule la sphere standard realise les deux premieres valeurs

. 1 j npropres ± '2 n-1 U,1 de l' operateur de Dirac.

Summary.

The limiting-case of· the inequality 2 n
A >4(n-1) JJ. 1

(paragraph 1) established in [6] is studied. Using the real

spinor representation of spin
n

and the Obata-Lichnerowicz

sphere realizes the two first eigenvalues

theorem, we prove that, for . n = 3, 4, 7 or 8 , only the round

. l j n±2" n-1 JJ. 1 of

the Dirac operator.



1. Soit
n

(M ,g)

- 2 -

une variete Riemannienne spinorielle

compacte connexe, ci courbure scalaire 5, de dimension n> 3 .

Toute valeur propre A de l'operateur de Dirac V agissant

sur les sections du fibre spinoriel EM verifie [6]

(1 )
2 n

A >4(n-l) 1.1 1

ou 1.1 1 est la premiere valeur propre du Laplacien scalaire

conforme

n-"1L&4--/1+s
n-2

D 1 . '\ t 1 ,2 = n 0e p us, 51. "1 es va eur propre avec "1 4 (n-l) ~1 > ,

alors la variete (Mn,g) est d'Einstein (en p~rticulier 5

est constante egale ci ~1 ). Dans cette note nous dernontrons

le resultat suivant:

2. Theoreme.

Soit n(M , g) une variete Riemannienne spinorielle cornpacte

connexe de dimension n = 3, 4, 7 ou 8 . Si Al et -A- sont
1

valeurs propre5 de lloperateur de Dirac :\2 n
JJ. 1 > 0 ,avec =

1 4(n-l)
alors (r·1n ,g) est isornetrique a la sphere standard Sn .
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Remarque 1.

Pour n = 4k , le spectre de l' operateur de Dirac, agissant

sur l'espaee des ehamps de spineurs reels, est symetrique par

rapport a. 0 . En effet, pour n =4k , taut champ de spineurs W

se decompose en la somme d'un ehamp de spineurs positif w+
et d'un ehamp de spineurs negatif W • Si Vw = A~ , alors

Vep = - Aep pour cf> = W- - w

Remargue 2.

Ce resultat s'appuie sur un raisonnement donne dans [6]

pour n ~ 4 sauf qu' iei les spineurs reels seront consideres

au lieu des spineurs complexes. Singnalons que pour n = 3

T. Friedrieh [4] a demontre que sur s3/ r la borne inf~rieure

est valeur propre si et seulement si s3/ r est homogene. Pour

n = 5 , S. Sulanke [7] a demontr~ qu' il existe des varietes non

homogenes sS/r realisant les deux prernieres valeurs propres.

En dimension 6, les varietes F(1,2) et. P3(C) munies de

metriques d'Einstein non-Kähleriennes (en dimension paire si

l'egalite dans (1) est.atteinte, ·alors la metrique est force

ment.d'Einstein non-Kählerienne [6]) realisent les deux

premieres valeurs propres [5]. Le cas n =7 est demontre dans

[3] en utilisant les particularites, dans cette dimension, des

matrices de Dirac et de l'operateur de Lichnerowicz operant

sur les 1-forrnes a divergence nulle.
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Preuve.

Il suffit de montrer que les conditions du theoreme

dlObata-Lichnerowicz [2] sont realisees,i.e., il existe une

constante c > 0 et une fonction f ~ 0 sur l-1 pour lesquels

Ric > c Id et n
6,f = n-1 cf

Soient ~ et ~ ,deux champs de spineu~s, tels que

V~ '= A1W et V~ = -A1~

D'apres [4] ou [6], pour tout champ de vecteurs X, nous

avons

(2) et

En particulier, la variete est diEinstein, i.e., 1e tenseur

de Ricci est donne par s
Ric =- Id •n

Appelons f le produit scalaire de W par ~. 11 est

facile de verifier en utilisant (2) que

s
6,f = - f

n-1

En prenant c = S , il suffit donc de rnontrer que
n f ~ 0 •
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Pour cela, nous allons montrer qU'il existe au moins un .

vecteur tangent X pour lequel

X(f)

La classification des algebres de Clifford reelles est

donnee par le tableau suivant [1]

n 1 2 3 4 5 6 7 B

Cl C H HeH H (2). C(4) R(B) R(8) e R(B) R( 16)
n

d 2 4 4 8 8 8 8 16
n

avec et d n + 8 = 16 d n ' ou d
n

est la

dimension de la representation spinorielle reelle de l'algebre

de Clifford CR.
n

Pour n = 3 ou 7 et pour 1lJ fixe, nous considerons

l'application

\f' TM -> EM

x -> x • 1lJ
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C'est une applicatien lineaire injective, donc un isomorphisme

sur l' image 'i' (TM) qui, pour n =3 ou 7 , est de codirnension 1_

Ep-··utilisant (2), on montre- que 1JJ est orthogonal a
Donc, ~ est necessairernent dans '{'(TM) .

'i' (TM) .

Pour n = 4 ou 8 , 1 1 espace des spineurs reels EM se decorn

pose en la semme des spineurs positifs E+M et les spineurs

negatifs E-M , d'eu + -$ = w + 1.P , et 1 1 application

w+. '('-
T TM -> L. M

+
X->X·$

est un isomorphisme puisque dirn R TM = dirn R E-M . Ceci acheve

la preuve du theoreme car

A1 +-
X(f) = -4 n-(X-$ ,$) ~ 0

•

3. Proposition:

Sous les rn@mes condi tions du theoreme et pour n = 6

(resp. 5), si la dimension de I' espace propre associe a ±A1

est au moins 2 (resp_ 3), alors la variete est isornetrigue a
la sphere 8 6 (resp. 8 5 )
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Preuve.

Il suffit d'utiliser le tableau ci-dessus donnant

d6 = d S = 8 et puis de raisonner conune dans la preuve du

theoreme.

Remarque 3.

Cette proposition permet de rnajorer la dimension de

l'espace propre associe a ±A
1

dans les exemples donnes dans

[5] et [7].

Je rernercie Robert BRYANT pour une fructueuse discussion.
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