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§ 0. Einleitung

0.1. Sei p eine Primzahl und S eine endliche Menge von Primzahlen, die p ent-
ﬁﬁ.lt. In dieser Arbeit wird eine neue Konstruktion von nichtarchimedischen Zeta—Funk-
tionen gegeben, die spezielle Werte symmetrischer Quadrate [18] elliptischer Spitzen-
formen S-—adisch interpolieren. Solche Reihen wurden zum ersten Mal in den Arbeiten
von B. Arnaud [1] und C.—G. Schmidt [24] als nichtarchimedische Mellin—Transfor-
mierte gewisser p—adischer MaBe (im Sonderfall S = {p}) konstruiert. In den angege-
benen Arbeiten wurde bemerkt, daB diese p—adischen Mafle von p—adischen Distribu-
tionen herstammen, die ihrerseits friher durch den Autor dieses Artikels konstruiert
worden sind, vgl. [19], [20]. Die neue Konstruktion fundiert auf einer anderen Metho-
de, die gedanklich der p-adischen Methode von Renkin—Selberg nahesteht, die in der
letzten Zeit ausgearbeitet worden ist [6], [21]. Diese neue Methode erlaubt unter ande-
rem, prazisere arithmetische Eigenschaften spezieller Werte symmetrischer Quadrate zu
finden, z. B. eine p—adische Identitdt, die solche Werte an verschiedenen Stellen in Ver-
bindung bringt.

Vor kurzem hat C.—G. Schmidt [32] genauere Ergebnisse iiber p~adische symme-
trische Quadrate im Fall S = {p} erhalten, insbesondere die oben erwihnte Identitit.
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Er formuliert seine Resultate mittels des primitiven symmetrischen Quadrates. Man
kann letzteres an schlechten Primstellen sehr natiirlich durch £-adische Darstellungen
interpretieren. Die Grundidee seiner Arbeit ist der unserigen ahnlich.

Wir verwenden allerdings bei der Behandlung eines holomorphen Projektionsopera-
tors auf den Raum der (holomorphen) Modulformen eine etwas andere Technik.

Wir beweisen einen allgemeinen Satz, der die Aktion dieses Operators durch
Fourierentwicklungen ausdriickt. Fiir diesen Zweck verwenden wir Poincaré-Reihen vom
Exponential-Typ (in zwei Variablen, siehe [3], [9]). Diese Technik ist in etlichen an-
deren Fillen anwendbar, z. B. auf Standard-Zetafunktionen Siegelscher Modulformen

von geradem Grad (siehe [31]).

0.2. Sei C eine positive ganze Zahl, f eine primitive Spitzenform des Vektor-
raums &} (C,¥) der Spitzenformen vom ganzen Gewicht k beziiglich der Kongruenz-

untergruppe I‘O(C) von SL2(H) , mit Dirichlet—Charakter 4 mod C .

Wir setzen e(z) = ™2 fir ze C , Im(z) > 0, und sei

o

f(z) = ) a(n)e(nz) (0.1)

n=1

die Fourier—Entwicklung der Form f . Fiir einen beliebigen Dirichlet—Charakter

x mod M ist die nachfolgende Funktion definiert

D(5,6x) = Lyo(2s -2k + 2,947 ¥ x(n)a(a®)n™® (0.2)
n=1
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wobei LMC(s,w) die Dirichlet—Reihe mit Charakter w bezeichnet, und der Index MC
anzeigt, daB aus dem Euler—Produkt simtliche Faktoren entfernt wurden, die den Prim-
teilern der Zahl MC entsprechen.

Die Konstruktion der zu (0.2) analogen nichtarchimedischen Reihen basiert auf der
folgenden Eigenschaft der Algebraizitit der Werte der Zeta—Funktionen %(s,f,x) in
einigen ganzen Punkten im kritischen Streifen 0 < 8 < 2k —1 die nachstehenden Zahlen
sind algebraisch,

2 18) " F(mfx) e Q (0.3)

falls 1<m<k—1, x(~1) = (- )=+

#2010 00V Gimty) € Q (0:4)

falls k<m<2k -2, x(—1)=(-1)™, (ff) das Peterssonsche Skalarprodukt be-
zeichnet, vgl. [27], [1], [18], [3].

0.3. Fiir die nichtarchimedische Konstruktion betrachten wir die S—adische Ver-
vollstindigung

qeS

von I . Wenn Gal(Q(5)/Q) = Gg die Galois—Gruppe der maximalen abelschen Erwei-
terung Q(S)/Q, die unverzweigt auflerhalb S und o ist, so folgt

Geulg=T1T zz; . (0.5)
qeS



"~

Wir betrachten den Tate’schen Korper Cp = Qp , d.h. die Vervollstindigung des alge-
braischen Abschlusses von Qp , versehen mit der Norm | - | p° normalisiert durch

|p| p= p"l . Wir fixieren eine Einbettung

(0.6)
Der Definitionsbereich der Zeta—Funktionen ist die p—adisch analytische Lie Gruppe
_ X
xS - Homcontin(GS’Q:p)

bestehend aus allen stetigen p—adischen Charakteren der Gruppe GS . Die Charaktere
endlicher Ordnung x € Xéors identifiziert man mit jenen Dirichlet~Charakteren, deren
Fihrer nur Primteiler aus S enthalten, mit Hilfe der folgenden Zerlegung:

— i
x:Gg¥ Zlg — (I/MI) — Q" <& C; (0.7)

weil jeder solcher Charakter x sich gemi8 dem folgenden Diagram (fiir ein geeignetes
M, M>1) |

X: Hg — (I/MT) — C;

aufspalten 1afit. Wir bezeichnen mit ein und dem gleichen Buchstaben x Elemente

X € Xéors und die entsprechenden Dirichlet—Charaktere. Bezeichne X, die Komposi-

tion



X X x
x .GS=llS———»HpHEp (0.8)

der natiirlichen Projektion und der fixierten Einbettung. Setzen wir aufilerdem

M0=-I—Tq, N0=4CM0.
qeS
Ausgehend von (0.3) und (0.4) konstruieren wir fiir eine beliebige natiirliche Zahl

C mit (C,N,) =1, ¢> 1 p—adisch analytische Funktionen
0
2", 9% Xg— <, 2% = 2% (x1) (0.9)

derart, daB die Werte 2°F(x x;_k+1)) (bzw. 9 (x x;“‘“)) bis auf einen ele-
mentaren algebraischen Faktor mit den folgenden Zahlen

ip(wk“zs‘l( £1Y 1 D(s,fx) falls sel, k<s<2%k—2, (=1)%=x(=1), (baw.
ip('zr_s( f1 )_lg(s,f,x)) falls 1<s<k-1, (- 1)8"'1 = x(—1)) zusammenfallen.
Diese Werte bestimmen die Funktionen (0.9) eindeutig. AuBerdem gibt es eine Funktio-

nalgleichung, die die Funktionen 2°T(x,f) und 2 (x px-l,fp) verkniipft
©

(xeXg,f Plz) =1(-2) = E a(n)e(nz) die komplex—konjugierte Spitzenform). Fiir
n=1
die Konstruktion ist wesentlich, daB fiir alle

|ip(a(q))|p =1 (die p—Gewdhnlichkeitseigenschaft). (0.10)

Aufbay des Artikels: In § 1 wird eine genaue Formulierung der Resultate gegeben. Da-
nach (§ 2) werden die grundlegenden Eigenschaften S—adischer Mafile und Distributi-
onen aufgefiihrt.

In § 3 wird eine komplexwertige Distribution definiert, die zu 2 (s,f,x) assoziiert

ist. In diesem Paragraph werden auch einige Integrale der Dirichlet—Charaktere beziig-
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lich dieser Distributionen berechnet. Dann in (§ 4) wird eine Integraldarstellung (nach
Rankin—Selberg) fir die Distributionen mit Hilfe von Eisenstein—Reihen von halbganz-
zahligem Gewicht formuliert. AnschlieBend werden Fourier—Entwicklungen normali-
sierter Eisenstein—Reihen gegeben. In § 5 wird die Eigenschaft der Algebraizitit der
Werte der Distributionen unter Anwendung einer holomorphen Projektion untersucht.
Die Eigenschaft der Ganzheit der Distributionen und die oben erwdhnte p—adische
Identitit sind Inhalt des Paragraphen 6. Zuletzt (§ 7) wird die S—adische Funktionen-
gleichung fiir (0.9) hergeleitet.

Fiir die unschitzbare Hilfe bei der Vorbereitung des Manuskripts mochte sich der Autor
bei Rolf Hofmann aus Heidelberg und Juri Tschinkel aus Berlin recht herzlich bedanken.

Der Autor méchte auBerdem dem Max—Planck—Institut fir Mathematik in Bonn und
den dortigen Mathematikern fiir die Gastfreundschaft und die hilfreichen Diskussionen

danken.



Bezeichnungen

Sei H die obere komplexe Halbebene, auf der die Gruppe GL;'(IR) der reellen
ab
c d
H und eine beliebige ganze Zahl k ist die Aktion durch

Matrizen 7= [ ] mit det v > 0 operiert. Fiir eine beliebige Funktion f(z) auf

(], (@) = (det 75/ 24(x())(cz + a) X
definiert. Die Kongruenzuntergruppen
I, (N) C T(N) C SLy(Z)

sind durch
Ty(N) = {7 = [a 2] e SLy(T)|c = 0 mod N}
C

I (N)={ye SLy(Z)|c=0mod N, 2 =d =1 mod N}

fir ein natiirliches N definiert. Wenn T' eine von diesen Untergruppen ist, bedeuten
die Symbole (') 3 ¢ (T') den komplexen Vektorraum holomorpher Modulformen
und den Unterraum der Spitzenformen vom Gewicht k bzgl. T . Fir eine Dirichlet—

Charakter Yymod N sei

R O UEM M s O



und

d’k(N,¢) = eﬁ’k(I‘l(N)) n «ﬂ'k(N,gb) .

Fir beliebige f; € d’k(N,w) , f2 e A k(N,¢) ist das Peterssonsche Skalarprodukt gege-

ben durch £, )N = J %fl(z)yk_zdxdy (z=x+iye H).
H/T (N)



1. Formulierun r H I

1.1. Wir beschreiben die p—adisch analytische Gruppe auf der die S—adischen
L-Funktionen definiert sind [29]. Es gibt einen Isomorphismus

® 1"

/i :
S qeS q

e

Wir schreiben

X( - ) = Homggpgio( - ,€)

fiir die Gruppe der p—adischen Charaktere einer topologischen Gruppe und setzen

Xg =X(Zl;) , dann ist xpeXs , die Komposition der natirlichen Projektion

X

ﬂs R ll; und der Einbettung _E_; Hg; . Je nachdem, ob p>2 oder p=2

setze man y = 1 oder 2, und es sei
U={xe E;|x = 1(mod p*)} .

Dann gibt es eine Zerlegung

Xg = X(@/p D x T T ) x X(U). (1.1)
qFp

Die analytische Cp—Struktur auf X(U) ist definiert durch den Isomorphismus

¢:X(U)3T={xec;||x—1|p<1}
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mit ¢(x) = x(1 + p") , 1+ pY ist die topologische Erzeugende der Gruppe U .

Eine analytische Funktion F:T — Cp wird definiert als die Summe der Reihe
®

z a(t - 1)i mit 3 e C p° die fiir alle t e T konvergiert. Der Begriff der analy-
i=0
tischen Funktionen kann auf ganz X¢ erweitert werden.

Die Elemente der Torsionsgruppe x e xgors C XS werden identifiziert mit den
primitiven Dirichlet—Charakteren x , so daB S(x) CS , wobei S(x) die Menge der
Primteiler der Fithrer C(x) der Charaktere x bezeichnet. Es ist bekannt, daB eine be-
schrankte Cp—ana.lytische Funktion F auf X eindeutig bestimmt ist durch jhre
Werte F()(0 x) fir festes Xo € Xg und alle x e xéors unter moglicher AusschlieBung
einer Anzahl von Charakteren, die mit jeder Analytizitdtskomponente in (1.1) einen end-
lichen Durchschnitt hat. Sei g ein beschrinktes Cp—wertiges Mag auf ﬂ; (siehe § 2)

dann ist die Mellin—Transformierte

L(x) =4 () = de#(x ¢ Xg) (12)

X
Ig

eine beschriankte Cp—a.nalytische Funktion
L [L: XS —C .

P

1.2. Esseien a(q), BH(q) die Wurzeln des Hecke—Polynoms

X2 - a(Q)X + ¥ (9} T = (X —a(a))(X - Aq))

Dann gilt fiir die Funktionen (0.2) die Indentitit [26], [18]



-11 -

D(s.£x) = Loy (28— 2k + 2,4°%°) ) x(n)a(@)a? =

n=1
(1.3)
TT0- X0)a(@)%a®)(1 - xa)e(@)Ba)a *) (1 - x(Q)Ka) a1 L.
Wir nehmen an, dafl

li(a(p))|, =1 (1.4)
SNS(C)=¢ (dh. (CMp)=1). (1.5)

Fiir alle Primzahlen q fixieren wir eine der Wurzeln, so daf
|ip(a(q))|p =1 firalle qe S (1.6)

(selbstverstindlich kann man bei q # p die beliebige dieser Wurzeln nehmen, wegen der
Bedingung q 4 C , weil dann a(q)f(q) = ¢(q)qk_1) . Bei q}C sind die Zahlen

(;(q) =Y (q)a(q), aq) = 1 (q)Aq) Wurzeln des komplexkonjugierten Polynoms

X2 - a(Q)X + Y = (X - a(@))(X - Kq)) - (L7)

Die Funktionen a(n), &n), 2(n), A(n) kann man mittels der Multiplikativitdt auf
alle natiirlichen n erweitern.

Es ist natirlich folgende normalisierte symmetrische Quadrate einzufithren
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FH(sx) = f(s)g,}_‘ T cop Hemkt9) g(s,5y) (18)

27 (s,4x) = (27)°T(s) P(s.Lx) (1.9)
wobei §=0,1, (-1)% = x9-1).
Daan gt
() 1 F (e dx) e Q falls seZ, k<s<2k—2
(1Y o (s fx) e Q falls sel, 1<s<k—1

(vgl. (0.3), (0.4)), wobei fir ganze s mit nicht erfiillter Geradheitsbedingung diese

Werte gleich Null sind.
1.3. Hauptsatz. Seien die Voraussetzungen (1.4). (1.5) erfillt. Dann existieren fiir ein

natfirliches ¢ mit (c,N;) =1, c#1 beschrinkte dlp—-a.nalytische Funktionen
Pxf), 9T : Xg— ¢
die eindeutig durch die folgenden Bedingungen definiert sind

9 (xR = SLNCIT e Sty
a(C(x))* 6w  { fLi)g
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(1 -G 2 B xe) TT (- @005
qeS\S(x)
(1.10)

(1 - G222 26X TT {1 - vrta)a® /(1 - Xa)a B+
q|2c

fiir alle xeXéors, k<s<2k-2,s8el,

— —k+1 G C 8.f
P (x x° ,f)=—(‘1)—(*n;— %—H—D"
P h/c

8—1
a(C(x))

=X ®) TT -t x (L)
qeS\S(x)

B(s,x,e)(1 — (x)X(2)2 28 k+1)

tors

fiir alle xeXS , 1<8<k-1, sell,wobe

Bsxa)= T T (1-x@ele) 2 1)1 -xa)&a)? %) =
qeS\S(x)
(1.12)

TT (-x@ae) % )1 -X(e)ala) 222
qeS\S(x)

und G(x) die Gauf’sche Summe des Charakters x mit dem Fihrer C(x) ist.

1.4. Zum Beweis des Hauptsatzes wird eine nichtarchimedische Entsprechung der
Rankin—Selberg—Methode entwickelt und die Darstellung der Funktionen (1.3) in Form

einer Konvolution
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D(s—vfx) = Lo~ 2w =2k + 2°YP)LG6s.L0(x)  (113)

verwendet. Hier wurde die folgende Bezeichnung angenommen:

L(s,f,g) = ) a(n)b(m)n™® fir g= ) b(n)e(nz)
n=1 n=0
wobei
g=0(x) = 971 E x(n)n"e(nzz) (1.14)
nel

die Theta—Funktion mit dem Charakter y mod M ist, die zum Vektorraum

K (311) /2(I‘0(4M2),x 6Y) der Modulformen vom halbganzen Gewicht (2v + 1)/2
mit dem geraden Dirichlet—Charakter x 0_'1’ bzgl. I‘0(4M2) gehort, wobei v =0 oder
1, x(-1)=(-1)” und §_,(d) = [:Hl] der quadratische Charakter, der dem Kor-
per Q(i) entspricht. Weiterhin gilt die Integraldarstellung

(4m) I (s)L(s,£0(x)) = { {P0(x)E(z,2(s + 1-K))} 5 (1.15)
in der N = 4M°C » 3g(1,2) =8(12)/6(z) , z=x+iyeH,

Bas)=y"2 Y o@a E 60 e
7€l \T(N)

die Eisenstein—Reihe vom halbganzen Gewicht k — v —1/2 mit dem Dirichlet—Charak-
ter w=xv¢ 01_‘_{'” bedeutet, siche § 4.
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1.5. Zur Formulierung des Satzes iiber die Funktionengleichung ist es notwendig,
Hilfsfaktoren pq(x,f) : Xg — Ep fir q|C einzufithren, die in den Bezeichnungen der
Arbeit von Li [13] (Theorem 2.2) im wesentlichen mit den Hilfsfaktoren Bq(s) der

Funktionengleichung der Archimedischen Konvolution
Lp o (8) = Ly (28,92 X)L(s + k — 1£1(3)
F1’F2 MC\“8: ¥V X 2

mit Fy =1, Fo=1 P(x) iibereinstimmen. Genauer, definieren wir pq(x,f) so, daB die
Bedingung pq(x x;,f) = ip(ﬂ q(s)) firalle seZ, xe Xgors erfiillt wird. Jetzt definie-

ren wir die Funktionen

R (x,0) = 2%(x,0) x
(1.17)

(1 -6, 0%@) TT (- (@x (@ x,x 9.
q/2C

Wir bendtigen xIl)/ 2(11) = ip(ﬁ) fir alle n e N mit (n,MO) =1 (es sei bemerkt, daf
xll)/ 2 keinen p—adischen Charakter darstellt).

1.6. Der Satz iiber die Funktionalgleichyng.

Unter den Voraussetzungen des Hauptsatzes 1.3. betrachten wir die Funktionen
Rc*(x,f) , die mit (1.17) definiert sind. Zusédtzlich nehmen wir an, daB die Spitzenform f
p—primitiv ist (siehe [13]) fiir alle q|C , d. h. nicht durch Twistung aus einer Spitzen-

form von der Stufe, die C/q teilt, gewonnen werden kann.
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Dann gilt die folgende Funktionengleichung: fiir alle
R (x4 = R (DA (118)
wobei

AGD =W - (/5 Ccw)?)

und C, eine natiirliche Zahl ist, erip(Q *) eine Konstante, die nur von f abhingt; |
die Primteiler von Cy und C stimmen {iberein, wafp = 1. Explizit werden die
Konstanten Cy und W, im § 7 (Satz 7.5.) angefihrt.

1.7. Der Beweis des Satzes 1.6. basiert auf der Eigenschaft der Eindeutigkeit nicht-
archimedischer symmetrischer Quadrate und wird aus der archimedischen Funktional-

gleichung (siehe ) hergeleitet. Dabei benutzen wir die Identitat

Lygc ( 28 -2k + 2,(¥2)°)

D(s,f,x) =
(5520 Lyc(s - k + 1,9x)

L(s,f,f{(x))

(1.19)

L -k
ey Tty

wobei y primitiv mod M ist.
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Es ist mdglich, daB auch ein rein p—adischer Beweis des Satzes 1.6, der von ziem-
lich expliziten Formeln des § 6 fir die Werte der S—adischen Mafe P ausgehen

konnte, existiert.
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§ 2. Distributionen und S—adische Mafle auf der Galois—Gruppe Gg .

2.1. Disgtributionen. Betrachten wir einen kommutativen assoziativen Ring R und sei
6 — ein beliebiger R—Modul. Weiter sei

Y=1limY,, n.:Y.— Y. i, jel
—_ 17 j

eine proendliche Menge mit der gerichteten Indexmenge I . Wir betrachten den R—Mo-

dul Step(Y,R) bestehend aus allen R-wertigen lokal-konstanten Funktionen

¢ : Y — R Definition. Eine Distribution auf Y mit Werten aus dem R—Modul .4

ist ein R—linearer Homomorphismus
ts: Step(Y,R) — 4. (2.1)

Fir o e Step(Y,R) werden folgende Bezeichnungen benutzt

#(w)=J¢dﬂ=Iw(Y)dﬂ(Y)-
Y Y

Eine beliebige Distribution s kann angegeben werden mit Hilfe einer Funktionenfamilie
”(i) (Y, —— A die die folgende Bedingung der endlichen Additivitat erfillt

Wy = Y . (22)
-1

Xen, J(Y)

Dafiir ist es ausreichend zu setzen
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W@ =l e A (xey

hierbei ist &  die charakteristische Funktion des gesamten Urbildes 1(x) CY bei

der natiirlichen Projektion T Y — Yi . Fiir eine beliebige Funktion @ Y.— R

J
werden mit Hilfe der natiirlichen Projektionen die Funktionen Y =9jom;
‘p = (pj o 'Kj ]

<pi:Yi~—-+Yj——»R, ga:Y——ﬁYj——»R

definiert. Damit eine beliebige Funktionenfamilie p(i) : Y; — £ die Bedingung (2.2)

erfiillt, reicht es aus, zu fordern:

bei hinreichend groflem i > j

n(qo)=u(i)(<pi)= ) soi(}')u(i)(Y) unabhingig von j - (23)

yey; und fir alle ¥ € Step(Yj,R)

Sei Y=G=1im Gi eine proendliche abelsche Gruppe, und sei R ein Integri-

f—

titsbereich, der alle Einheitswurzeln enthdlt deren Grad die Ordnung von G (eine iiber-
natiirliche Zahl) teilt. Dann reicht es aus, die Bedingung (2.3) fiir alle Charaktere end-
licher Ordnung x:G—R” zu Gberpriifen, da ihre R ® Q-lineare Hille mit
Step(G,R ® Q) zusammenfillt, vgl. [10], [17].

2.2. Mafle. Sei R ein topologischer Ring, und #(Y,R) bezeichne den topolo-
gischen Modul der stetigen R—wertigen Funktionen auf Y .
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Definition. Ein MaB auf Y mit Werten im topologischen R—Modul £ ist ein stetiger

R—~Homomorphismus
p: €(Y,R)— 6.

Die Beschrinkung von g auf den R—Untermodul Step(Y,R) C ¥(Y,R) definiert
eine Distribution, die mit den gleichen Buchstaben bezeichnet wird, und eindeutig das
entsprechende Ma8 definiert, da der R-Untermodul Step(Y,R) iiberall dicht in
#(Y,R) ist.

Sei, wie in der Einleitung, S eine endliche Menge von Primzahlen, die p enthilt.
Wir betrachten die Distributionen und Mafle auf der Gruppe

Y = Ig » Gg = Gal(Q(8)/Q)
fir die

Gg=1im GM), GM) = Gal(@(t/M)/Q) = (2/MB*

M

hierbei durchlduft M alle natiirliche Zahlen mit S(M) C S wobei

S(M) = {q Primzahl|q teilt M} den Trager der Zahl M bezeichnet. Fir R wihlen
wir Unterringe von { oder geschlossene Unterringe im Tate—Kdorper Cp . Im letzten
Fall sei ¢ ein vollstindiger normierter Modul mit der Norm | - | . bzgl. | - |p
auf R . Die Bedingung dafiir, daf sich die Distribution (Funktionenfamilie)
4M)
bedeutend damit, dal die Familie #(M) beschrankt ist, d.h. fiir eine bestimmte Kon-

: G(M) — R erweitern 1aft zu einem ¢—wertigen Maf u auf Gg ist gleich-

stante B > 0 und alle M gilt:
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00

(x)] 4 <B (x e G(M)) .
Insbesondere, falls £ =R = 0p = {xe Cpl |x|p <1}, so fallt die J—wertige Distri-

bution mit dem ¢J—wertigen Mafl zusammen.

2.3. Nichtarchimedische Mellin—Trangformation und abstr Kummer’sche Kon-
gruenzen [10]. Sei p ein Cp-—wertiges Ma8 auf Gg,
Xg = Homcontin(c;s,a’;) so definieren wir die (nichtarchimedische) Mellintransfor-
mierte Lﬂ: Xg— dlp des Mafles u durch L#(x) = J,xd,u(xe XS) , die eine be-

GS
schrinkte p—adisch—analytische Funktion auf Xg ist. Fir ein fixiertes x 0 € Xg kann

man das Mal p durch die Werte
_ tors

L(xpx) = Byx’ X € Xg (2.4)
von Charakteren x endlicher Ordnung eindeutig bestimmen, unter mdoglicher Aus-
schliefung einer Anzahl von Charakteren, die mit jeder Analytizititskomponente in (1.1)
einen endlichen Durchschnitt hat, insbesondere geniigt es, in (2.4) nur Charaktere x
mit S—vollstindigem Fithrer C(x), d.h. S(x) = S . Umgekehrt bestimmt die Familie
der Zahlen {ax X} ein Ma 4 auf Gg, so da (2.4) gilt, dann und genau dann, wenn

0

a.x x € % den folgenden abstrakten Kummer’schen Kongruenzen bzgl. der Funktionen-
0

familie {x,x} genigt (vgl. [10], S. 258).

Die abstrakten Kummer'schen Kongruenzen. Sei {f} eine solche Funtionen-
familie, f, e ¢ (Gs,ﬁp) , 80 daB der dlp—Vektorra.um, der von {f} erzeugt wird, dicht
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in S’(GS,Cp) ist. Sei {a,} die Familie der Elemente 2; € 0p , dann ist die Existenz
eines dp—wertigen Mafes mit der Bedingung J’fidp= 3, gleichbedeutend mit der

GS
Giltigkeit der folgenden Kongruenzen: fiir eine beliebige Wahl von Elementen b, e d:p ,

nur endlich viele b, ungleich Null, gilt:

ausz (y)ep 0(yeGS) folgt Zba ep g b - (2.5)
i

Bemerkung. Jedes Cp—wertiges MaB wird zu einem op—wertigen MaS8 nach der Multi-

plikation mit einer geeigneten Konstante.

2.4. Beispiel. Das Mazur’sche MaB und die S-adische Zeta—Funktion von Kubota—
Leopoldt [4], [8), [30]. Zuerst sei R=C und ce ZgNN, c>1 eine natirliche
Zahl. Wir identifizieren die Dirichlet—Charaktere (mit S(x) C S) mit den Charakteren
x:Gg— " (S(x) Triger des Fiihrers des Charakters y .) Fiir jede komplexe Zahl
8 € € ist eine komplexwertige Distribution M auf GS gegeben, die eindeutig durch die

folgenden Bedingungen definiert ist: fiir alle x e Hom(GS,Q )tors

K00 =Ty (8201 =X ) ) (26)

wobei M0 =T T q, der rechte Teil von (2.6) ist holomorph fiir alle se €, s=-1
qeS
eingeschlossen. Jetzt sei 8 eine ganze Zahl, s > 0, so liegt die rechte Seite von (2.6) im

Korper Q(x) C Qa'b C Q, erzeugt von den Werten des Charakters x: GS — Qx . Des-

halb erhalten wir eine Distribution mit Werten in § . Man kann zeigen, da8 bei der Ein-

. TNt Tt s Gy R .
bettung i p.Q (1) Cp die Distribution p-lp(y.o) ein 0p Mal auf Gg definiert,
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hierbei gilt die folgende S—adische Gleichung

B0cx) =i () (2.7)

die die Funktionswerte der Dirichletschen L-Funktionen an verschiedenen ganzen
nichtpositiven Stellen in Verbindung bringt. Der Beweis dieser Tatsache beruht auf einer
Verallgemeinerung der klassischen Kummer’schen Kongruenzen [4]. Die Funktion

L: XS —_ Cp ,
L(x) = (1 - c_lx(c)_l)_lLﬂc(x)
ist holomorph auf XS , mit Ausnahme eines einfachen Poles im Punkt x = x;1 € XS

und im Wesentlichen mit der nichtarchimedischen Zeta—Funktion von Kubota—Leopoldt
identisch [8], [30].
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§ 3. Komplexwertige Distributionen auf GS , die zu D(s,8,x) gehort.

®
3.1. Sei, wie in der Einleitung, f= z a(n)e(nz) € & (C,¢¥) eine primitive

n=1

Spitzenform und

(e}
L(sf)= ) afmn *= 1;[ [(1 - a(a)q ®)(1 - Aa)a )]

n=1
ihre Mellin—Transformierte. Zuerst definieren wir die Funktion

fo2) = ) a(nfpe(nz)= ) u(d)B(d)i(dz)

n=1 d|M,
(3.1)

p ist die Mobius—Funktion, M, = T Taq und B(d) wird bestimmt durch die Multipli-
qeS
kativitatsbedingung. Dann ist f; e &f(CM,¥) und (3.1) gleichbedeutend mit der Iden-

titdt, die die entsprechenden Dirichlet—Reihen verbindet:

Y al i =TT (1-Ka)a )L . (3.2)

n=1 qeS

Die Funktion (3.1) besitzt die volle Multiplikativititseigenschaft der Fourier—Koeffizi-
enten beziiglich der natiirlichen Zahlen M , die nur von Primzahlen aus S und Teilern

der Stufe C geteilt werden:
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a.(Mn,fO) = a(M)a(n,fO) . (3.3)
Weiter setzen wir N0 = 4CM0 .

3.2. Hilfssatz. Sei s € € und Re(s) >> 0. Dann existiert eine komplexwertige Distri-
bution auf GS , die eindeutig bestimmt wird durch ihre Werte auf den Dirichlet—Cha-

rakteren x € Hom(GS,Qx) mit Hilfe der Gleichungen:

’ ( 2 8—1)/4
(CMgM™) Ly (2 -2k + 2% 29

— c(2v+1)/4
Zm)=C = (M) 0

(3.4)
L((s + 1)/2,5| V(C) , 0" (x yp) [ W(N,M"))

wobei f,|V(C)(z) =1,((z), ¥=0,1, x(-1) = (-1)"

xyp =213 x(m)n’e(a?)
nel(M,n)=1

o) ) [ WNGM ) = (=i YRGIT) B D 25000 5 1/ pmy)

und angenommen wird, da M, M’ beliebige natiirliche Zahlen mit
S(M) = S(M’) = § sind, und M,C(x)|M , M2C(x)?| M .

Beweis. Wegen (2.3) reicht es aus zu zeigen, daB der rechte Teil von (3.4) nicht von M
oder M’ abhingt. Die Unabhingigkeit von M folgt aus der Teilbarkeit durch alle

Primzahlen q e S, fiir die Prifung der Unabhingigkeit von M’ setzen wir
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M’ = M2C(x)*M, und benutzen die Gleichung W(AB) = W(B) [B 0] ,
0 1

W(A) = [2 '1] aus der folgt, daB
0

o)) wNgM’) = M{Z D/ 4 (vmy)

wobei

gz)= ¥ ba)e(nz) = 6)(x ) IWNMIC(0Y) , 8] VM, )(2) = g(M,2) -
n=1

Jetzt sieht man, daf

L(s.4, | V()0 (x ) [ WM )) = MBI/ AL 11 v(C) 61 V(M)

= M@HDM Y oM, 0,8,)b(Ca)(M,Cn)® = (3.6)
n=1

®
= m(2v+1)/4—s a(M,) E a(C_ln,fO)b(n)n_a
n=1

und der Beweis folgt durch die Einsetzung von (3.6) in (3.4) mit 8 gleich (s + v)/2 .
Einen anderen Beweis von 3.2 erhdlt man auch durch die explizite Berechnung der Inte-

grale P ,r(X), wie unten angefithrt.
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3.3. Hilfssatz. Unter den obigen Voraussetzungen gilt:

- 1S

KT acGoy oM

QS,M(X)

(3.7
G(x)—Gauf’sche Summe,

M(s,£,%) = (1 - ¥Px(2)2 20+

< TT [0 -w@a T F ) - xael@) ) - x@)fa)2a™]
qeS\S(x)

— ein endliches Euler—Produkt.

Beweig. Fiir die Mobius’sche Funktion gilt

) n(t)=

{ 1, falls (a,M)=1
t|(n,M)

0, sonst
es folgt (fiir primitives y mod C(x)) , da

0xy) =27 Y x(m)n¥e(n®s) =
(n,M)=1

_ Y oaxn’ -2t Y xn'e((nt)’s) =
t](M/C(x)) nel
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Y w0 I@ v, M= TT q.
£ (M;(x) qeS\S(x)

Wir benutzen jetzt die Gleichung
h| V(A)W(AB) = A~ 27t 1)/4y w(B) (3.9)
der Aktion des Gewichts (2v+ 1)/2 (A,B — natiirliche Zahlen) und die bekannte For-
mel fir die Aktion von W(4C(x)?) auf die Theta—Reihe 6(*)(x) in der x bereits pri-
mitiv ist, sieche [25]
—1/2
01 w(c(0?) = - 1)6c 2 m . (310)

Aus (3.8) —(3.10) zusammen folgt

o) x ) 1 WNgM") = (- 1) SLAL (oMM o521/

vClx)
(3.11)
Y n(Ox(000 | VMM’ (St ™)
t (Ml(X)
Die Gleichung (3.4) wird jetzt mit Hilfe von (3.11) umgeformt
(- 17600c00 Mg e B Y pwex a)

tl(Ml(X)



—-929 —

Ly, (28 =2k + 2428 + 1)/2,8 | V(C) 8 () | V(CMM’ (C()1) ).

Aus der Definition der Konvolution folgt es, da
L(s.f, | V(C),6)) | V(MM (C00t) ) = € L(s£,0)m) | v(B)) (3.13)

mit B = MyM’(C(x)t)™> . Jetst berechnen wir die Eulerfaktoren jeder der Reihen in
der Summe bei t in (3.12):

Ly (25 = 2 + 2,98 Y16 + /24080 | V(B) =

=Ly (26 -2k + 2.4%% %) ) a(Bn2,f0)§(n)n"(Bn2)—(s+u)/z -
0 n=1
(3.14)

= o(B)B8+Y)/ 2LNO(23 ~k+29%Y) ¥ a@ii)xap =
n=1

= a(@B ) % - P 2 ) 9(613)

TT (-Xa)eh@ad ) -xasa)%™).
qeS\S(x)

In der Identitit (3.14) haben wir die Definition (1.3) bezogen auf die Spitzenformen f
und fO sowie die Identitat

Ly (259%% %) = (1 - ¥*% ¥@2)27 %)Ly (28.9P% D)
0 0
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beriicksichtigt.
Es bleibt, (3.14) in (3.12) einzusetzen unter Einbezichung der Gleichung (3.13) und

beziiglich t zu summieren.
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4. Archimedische In 11un r Digtributionen

4.1. Die Untersuchung der arithmetischen Eigenschaften der Distributionen gs,M
beruht auf der Verwendung der Integraldarstellung fir die Konvolution L(s,fO,B(U)(D)
nach Rankin—Reihen vom halbganzen Gewicht formuliert wird.

Seien N, A ganze Zahlen, N>1, A20, 4|N und wmed N ein gerader
Dirichlet—Charakter. Dann sind folgende Eisenstein—Reihen vom halbganzen Gewicht
A+ (1/2) definiert:

Beg) =y L o) a0 @y
7eI‘m\I'0(N)

wobei z=x+iy und 7= [ a'y b'y] ein Vertretersystem der Rechtnebenklassen von

“y 4
Io(N) beziiglich T = {ye I‘O(N)|c7 =0} durchliuft,

igra) = 8(m)/6(z) , 8(x) =271 ¥ e(n?s) (4.2)
nel

ist der Theta—Multiplikator von e T;(4) (siehe [25]). Die Reihe (4.1) konvergiert
absolut bei 2A+ 1+ 28> 4 . Zur Erinnerung: jy(7,2) = 551 [i] (cz + d)_ll2 fiir
TE€ I‘O(4) .
1 falls d=1mod4
£, =
47 | i falls d=3mod4
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[Tﬁ-l-] falls ¢<0, d<0,
] [-I—ST] sonst,

hierbei [—‘:—] ist das gewdhnliche Jacobi—Symbol. Bei der Potenzierung wird der

]
Zweig des Logarithmus wie folgt gewihlt

v®* = exp(alog v), —x < Im(log v) <

(vgl. [25], pp. 446—448). Um die Integraldarstellung der Distributionen Z p(x) , die
durch (3.4) iiber die Konvolution

L((s + 1)/2, £|V(C), 6% - (x 3 | W(NM"))

definiert worden, benutzt man eine Variante der Rankin Methode (vgl. [26]), ange-

wendet auf die Spitzenform

P21(V(C) = ¥ w(Q)BAIAC) e &(CPMP)
d|M,

vom Gewicht k und die Modulform
G(V)(X M) | W(NOM ")
vom halbganzen Gewicht v+ (1/2) . Es bezeichne § einen solchen primitiven quadra-

tischen Charakter, so daB § (d) = [&] fir ¢#0, (d;4C) =1 . Bekanntlich ist dann
(siehe [25])
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) +(1/2)FoM)9) [ WN) C A, (1 19)(To(N), 9 6y)
"KA+(1/2)(P0(N)»¢) | V(C) C "‘,\+(1/2)(I‘0(NC)»1/’ oN) :

Im weiteren wihlen wir eine geniigend grofie Zahl M’ , so dal M M’ ein vollstandiges
Quadrat ist. Dann gilt

o) (x ) | W(N M) =
= CBAD M)y ) | WEMGM WV(C) € (1 o) (To(N)T0)
wobei N = 4CN,M’ = 4C*M M’ auch eine Quadratzahl ist.
Unter Ausnutzung der Rankin Methode wie in [26, 18] erhalten wir

4.2 Hilfssata. Setzen wir N=4C°MM’ , A=k-v+1

_ -1 k+v o
w(d) = wx(d)[T] 8(d) so gilt die folgende Darstellung

(4m I 2r((s + 1)/2) @, (x ) =

cB+1)/4 oy (2514

a (MM’

Ly, (28 -2+ 2°%0) x  (4.3)

(£81(C),8W)(x yp) | W(N M JE(z,5 + v + 2 — 2K)) oNgM”
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wobei E(z,8) = E(z,8;A + (1/2),4,N) .
4.3. Wir bendtigen auch die Reihen
E’(2,5) = (—izyN) A D2EC 1/Na ) = E(us) [ W(N),  (4.4)

E*(Z,B) = N(23+2/\+1)/4 l—(2A+1)/2y—8/2El(z’s) =

(4.5)

d=1 b=

und bemerken, dafl (4.5) nur von w und nicht von N abhingt, deshalb N ein Quadrat

ist.

4.4. Anwendung des Spuroperators. Fir (nicht unbedingt holomorphe) Modulfor-
men F vom Gewicht k beziglich I‘O(CNOM’ ) mit Dirichlet—Charakter 4 mod M,

definieren wir den Spuroperator

CN M’

0 1 0
FlTren, = ) L Flr o= ) ’Fl[CNOu 1]-
7eT((CNyM")\T;(CN;) umod M

(4.6)

Dann wird das Skalarprodukt aus {4.3) umgeformt zu
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{£21V(C) 0 (x yp) [ W(NM)E(z,s + v + 2 - 2K)) oN M’ =

(4.7)

CN, M’

0
(1§IVIC)F|Trgy  den

0 0

wobei  F(2) = 00)(x ) [ W(N M’ )(2)E(z8 + v + 2 2k) . Wit wenden jetat die For-
mel (siehe [16], [18]):

F|Trgy. = (M) %/ 2r | wioNM/ ) UM )W(CN)  (48)

fiir die Aktion vom Gewicht k an, wobei

PlUM) =)' Y R (§ ]
umod M’

und die Aktion von U(M’) auf die Fourier—Entwicklung durch die folgende Formel ge-

geben wird: fir F(z) = 2 a(n;y)e(nx) gilt
nel

FluM’)= ) a.(M’n;%)e(nx).
nell

Aus der Definition der Aktion von W(A) folgt, da8
o) (x 1) | WNM JW(CNM’) = (- 1)"c 241/ 4() (5 1y v(C) . (4.9)

Verbindet man (4.7) — (4.9), so erhilt man die folgende, fiir arithmetische Anwendungen

angenehmere Formel fiir die Distributionen
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(m (s 1 1)/2) G, g (x ) =

ry(28-1)/4
CM M
(- )M )1E/2 N — (J{OM') LNO(zs — %k + 2,3 2¢P)

(4.10)

x (£81(C), [0 (x) | V(C) -+ E(z,s+v+2-2k) | W(CN,M”)] | UM’ )W(CN,)) oN,

Jetzt wird, ausgehend von (4.10), die normalisierte Distribution definiert, die algebra-

ische Werte an speziellen ganzen Stellen des kritischen Streifens annimmt.
Definition der normalisierten Eisenstein—Reihen:
G(z,8) = G(z,5;(2A + 1)/2,w) =
28+2A+1)/4 2
N/ pg a1y (28 + 20,0 P)B(s) [WIN) = (4.11)
2+ Lo B+ 2D 25 4 24 11)Ly(25 + 20,0%)(47y)/ 28 (20)

wobei

T(s.0) = (2a) BTN 20408205 4 oA +1)/2)  (412)

den normalisierenden I'-Faktor bezeichnet, dessen Herkunft durch die in § 5 angefiihr-

ten Formeln fiir die Fourierkoeffizienten von Eisenstein—Reihen erklirt wird.
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Wir setzen
(£ )G () = (290)7T(6) G (x) =
= (@ I 25 +)/2) 9, () (413)

« 92k=3+(25-2k+3)/2 I(s+v+2—2kk—v-1),

%0r(s — k + 1)I(s)
(21r)25“k+1

—k+46
QSTM(XM)z 08 (s . + 6) .

(4.14)
CAVCINIE Py

wobei § =0,1, (- 1)6 = (- l)k_y (vgl. mit den Definitionen (1.8), (1.9)). In der zwei-
ten Identitit (4.13) wurde die Formel der Verdopplung der I'-Funktion beachtet:

I((s + »)/2)0((s — v + 1)/2) = T(s/2)T((5 + 1)/2) = 21 Sy I(s) .

Sei, wiein (4.3), A=k—v—1,

, 9 , _ -1 k+v
N = ONM’ = 4C?M M’ , o (d) = ¥x(d) [-d—]

4.5. Satz. Fiir die normalisierten Distributionen gilt die folgende Integraldarstellung:
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6
( f,f )C%TM(X) = 21 (12‘1(53:]‘}.14- 1) co8 1!'(8 —2k + 6) C-(28—2k+3)/47(M/) x

x (£21V(C), [0¥x )| V(C)G(zs + v + 2 — 2K)] | U(M’ )W(CN,)) CN,
(££)c 2 M0 = c {2 2k3)/4y M)
x (£61V(C), [0x ) [ V(C)G(a8 + v + 2 — 2K)] | UM )W(CNg)) o,
wobei
A1) = (- 117253 0/ 2@ D Ay (a1

Der Beweis folgt aus den Definitionen (4.11) — (4.13) und der Formel (4.10).



§ 5. Algebraizititseigenschaften der Werte der normalisierten Distributionen

5.1. Die Eigenschaften der Algebraizitit der Werte der normalisierten Distributionen
gt,M , .@;,M werden aus der Integraldarstellung (Satz 4.5) auf folgende Weise herge-
leitet: Ausgehend von der Fourier—Entwicklung der normalisierten Eisenstein—Reihen
G(z,5) und unter Verwendung des holomorphen Projektionsoperator [5], [28] zeigen wir,
daB

< |V(C),VF(z, 5.,%)| W(CNp)>cn,

+ ’
T ()= 1M (5.1
F () = 1M) e )
bei ganzem 8, k < 8 < 2k—2, ¢2§2=I=1 falls s =k,
) <8 | V(C),V(z, 5,%) [ W(CNg)>n,
95 (x) = 7(M) (52)

<f,i>4

bei ganzem 8, k <5 < k-1, ¢2§2 #1 falls s = k=1 wobei

V¥ (z,5,x), V(z8.x) € 4,(CN,P)

Modulformen mit algebraischen Fourier—Koeffizienten (genauer: mit Koeffizienten aus
Qab , dem maximalen Kreisteilungskorper), die wir explizit ausrechnen, und y(M’) ist
durch (4.15) gegeben.

Fiir eine prazisere Formulierung des Resultates erinnern wir an die Ergebnisse
Shimuras [26] iber die Fourier—Entwicklung von Eisenstein—Reihen von halbzahligen

Gewicht angewendet auf die normalisierten Reihen G(z,5) . Diese Entwicklung wird mit
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Hilfe von Whittakerschen Funktion W(y,a,) gegeben. Sie ist definiert fir y > 0,
a,f € € durch

WEp.af) =T [ )P e T (5.3)
0

falls Re(f) > 0, und kann mit Hilfe der Funktionalgleichung
W(Y:"rﬁ) = yl- W (yyl"ﬂvl“a) (54)

zu einer holomorphen Funktion auf der ganzen S-Ebene erweitert werden. Danach bendtigt

man auch die folgende Formel (fir §= —r, r eine nichtnegative ganze Zahl):

b

Wiyen) = Y (D'} rshyy (5.5

i=0

5.2. Satz. Seien wiei, 4.4 N, A ganze Zahlen, N2 1, A2 0,4|N and wmod N ein
gerader Dirichlet—Charakter. Dann gilt:

G(z,8) =

()2 Y glns+dww (7, (s+20+1)/2,5/2)e(nx) (5)
n€ll

wobei die Funktionen w_(y,a,5) definiert werden durch
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wn(Yla’ﬂ) =
n@th- le-zmyW(tirny,a,ﬁ) fir n>0,
|n| @Al 270 ly T(@) iy r 0] y,6,0) fir n <0,

E(%%%H (4ry)1_a_'6 fir n=0

die Koeffizienten g(n,s) werden auf folgende Weise durch die Dirichlet—L—Funktionen
bestimmt: Fiir die Zerlegung n = tm? € Z, t quadratfrei) gibt es primitive Dirichlet—
Charaktere w mit der Bedingung

o = [ ] ofe) s o) =1

dann gilt fiir n 0

8(n.6,0) = Lyg(s,0,)8(n,5,0) (5.7)

wobei

*

Ans,o) = § wa)uy(a)o’(b)a*p'
a,b

eine endliche Sumem ist a,b > 0 durchlaufen alle Paare natiirlicher Zahlen mit ab|m,

(a,N)=(b,N)=1 und fir n =0
g(0,6,0) = Lyy(2-1,0) (5.8)

Beweis. Bis auf eine kleine Modifikation der Bezeichnungen ist der Satz identisch mit
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Proposition 1 aus [26]: unser A n,s+A,w) entspricht B(n,s) bei Shimura. Jetzt speziali-
sieren wir Satz 5.2 auf den Fall jener ganzen Werte von s bei denen die Fourier—Entwick-

lung nur Glieder mit nichtnegativem Index enthilt.

5.3. Satz. Unter den Voraussetzungen des Satzes 5.2. gilt die folgende Entwicklung:

(a) bei ganzem 8 mit s+A > 0,8<0

GF(z8) = 2i61‘(s+.\)cos(1r(s+/\—5)/2) G(z,8) =

(2T)B+
(5.9)
(4ry)8/2 z g+(n,s+A,w)n(2s+2A_1)/2W(4rn 8+21+1 B)e(nz)
n=1
b) bei ganzem 8 mit s+ <0, 8+23+1> 0
G (z,8) = G(z,8) =
(4ry )(1-3-2,\)/2[1‘( 23-{-2}\ i)/zg (0542,0) +
(5.10)
zlg_(nrs+’\)w)w(4 rny, T’ __2__2/‘) (nz)]

wobei 6 =0,1, § = A(mod 2) falls n# 0

gt (ns,0) = 2i‘51‘(s%cos))gr(s—6) /2) .
2x

X LN(B,wn)ﬁ(n,s,w) ’ (5'11)
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g-—(n!ssw) = LN(S,Un)ﬂn,S,w) )
§7(08,6) = Ly(2s-1,0%)

Beweis. Im Fall a) verschwinden alle Glieder mit nichtpositiven Koeffizienten n

-1
wegen des Faktors I‘(%) in (5.6) unter der Bedingung, daB s gerade ist. Hierbei ist der
Fall eingeschlossen, wenn 8+ =1 und die Funktionen Ly(s+A,w ) und
LN(2s+2A—1,w2) einen einfachen Pol besitzen konnen, falls WP =1 , weil im letzteren Fall

der normierende Faktor

20T (s+A)cos( 7 (s+1—6)/2)
(27)° 14

Null wird. Falls s ungerade ist, so sind im Falle a) wieder alle Fourier—Koeffizienten
gleich Ull, aufgrund des normalisierenden Faktors.

Im Fall b) sind einige spezielle Werte der Dirichlet—L—Funktionen gleich Null: -
L(s+A,wn) =0 bei n <0 und ungeradem s wegen der Geradheitsbedingung fiir v, -In
diesem Fall ist w (-1) = (—1)""'1 , und gleichzeitig ist die Funktion
w_(y,(s+24+1)/2,8/2) in (5.6) reguldr bei diesen Werten n wegen der Bedingung
§+2A+1 > 0. Falls im Falll b) s gerade ist, so verschwinden die Glieder mit positivem

Index aus dem gleichen Grund, ebenso auch alle iibrigen Summanden wiedr wegen des Fak-

tors I‘(%)_1 aus (5.6).

Es sei bemerkt, dal der Koeffizient bei n = 0 sich mit (5.8) finden 1iit. Im Fall b)
fir ungerade Werte s erhdlt man aus Satz 5.2 durch Anwendung der Funktionalgleichung
(5.4) der Whittaker—Funktion.

Jetzt spezialisieren wir die Integraldarstellungen aus Satz 4.5 auf den Fall 8 ganz,

0 < 8 < 2k—1, unter Beriicksichtigung der Fourier—Entwicklungen aus Satz 5.3, wobei man
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jetzt setzt: N = CNOM’, Ny =4M,C, 8 gleich 8 + v+ 2-2k, A = k—1—1, s0 dad wir
anstelle von s+A s—k+1 schreiben, anstelle von 8+2A+1 s—v+1 und anstelle von
25+22+1 2s+3-2k , und statt des Charakters w (d) haben wir w_x(d), wobei

w,(d) = [#] #(d),n = tm? (t quadratfrei).

5.4. Satz. Bei ganzem s, 0 < 8 <2k—1 gelten die folgenden Integraldarstellungen
a) falls k <5 <2k-2 so

9t 0 = AMY)<E> G x

(5.12)
x <8 V(C),F(z,8,%)| UM JW(CNg)>cn,

b) falls 1 <8< k-1 50

- -1
P, u(x) = AM')<E > x

(5.13)
x <ff | V(c),F(2,5,) | UM’ )W(CN0)>CN0

wobei

F+(z,s,x) = 2 v+(n,s,x)e(nz),
n=1

F (z,8,x) = 2 v (n,8,x)e(nz)

n=1
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Modulformen aus 4 k(CNOM’ ,¥) deren Koeffizienten gegeben werden durch

V+(H,B,X) — C—(23+3—2k)/4 X
(5.14)
28—2k
Cn§+n2 =n
n,,n, > 0
V—(D,S,X) - C—(28*2k+3)/4
2 xM(nl)nzllp_(nztn)g_(ngys-k'{'1:wn Y) +
Cn§+n2 =n 2
n;,09 > 0
(5.15)

o () (T

- I'({2s-2k+1)/2)I'(k—s5—2~1)/2
g (0,8—%+1,0X) STy —

wobei P+(x,y), P7(x,y) € Q[x,y] Polynome mit rationalen Koeffizienten sind, die nur
von 8k, abhdngen, und deren Nenner nur Potenzen von 2 enthalten. Die Funktionen
g+(n,s, x), & (n,8,x) werden durch die Gleichung (5.11) definiert. Hierbei ist in (5.15)
8(x) =1 oder 0 je nachdem, ob x ganz ist oder nicht und der Faktor ¢{M’) in (5.12)
ist durch (4.15) gegeben.

Im Verlauf des Beweises wird ebenso gezeigt, da8

PH(xy) = 2 4y QFxy) (5.16)

P (xy) = <12 4y q(xy) (5.17)
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fiir gewisse Polynome Q1(x,5), Q7 (x,y) € Q[x,y] -

5.5. Der Operator der holomorphen Projektion. Zuerst beschreiben wir den Vektor-
raum, in dem dieser Operator agiert. Eine Funktion F: H—— €, F € C®(H) heifle
C®—Modulform vom Gewicht k bezgl. der Gruppe I‘O(N) mit dem Dirichlet—Charakter
¢ mod N , wenn die Bedingung

F [gj;b #(d)(cz+d)5F(z)

fir alle y = [g g] € T'y(N) erfillt wird. Den Raum solcher Funktionen bezeichnen wir
mit A (N,¢) . Analog, sei 4 (T(N)) der Raum der C"~Modulformen vom Gewicht k
bzgl. der Hauptkongruenzuntergruppe T'(N) . Firalle F € A (N,9) gilt die

Fourier—Entwicklung

F(z)= ) A(y,n)e(nx) (5.18)
n€Z

und fiir F € A, (T(N)) hat die analoge Entwicklung die Gestalt

Fz)= )  A(yn)e(nx) (5.18a)
nEN"1z

wobei A(y,n) C°—Funktionenauf Y =R 4 8ind. Das Peterssonsche Skalarprodukt fiir
eine beliebige holomorphe Spitzenform {€ o, (N,¢) und F € 4| (N,9) ist durch die
Formel
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<LF>y = J I(z) F(z)y* 2dxdy
H/T(N)

gegeben.

Wir nennen F € A 1{(I‘(N)) eine Funktion vom begchrinkten Wachstum, wenn fiir alle

e>0

|F(z) | y* % Vdydx < o (5.19)

ON——2
ob—8

absolut konvergiert.
Dementsprechend ist F € A k(F(N)) vom gemaBigten Waxhstum, wenn fiir alle z € H
und bei hinreichend grofiem Re(s) >> 0 das Integral (w = u+iv, v > 0)

| E[{F(w)(w-z)—k-m“|1m(w)k+s‘2dudv (5.19a)

absolut konvergiert und eine analytische Fortsetzung nach 8 = 0 gestattet.

In (5.19a) wurde die Bezeichnung e L | w| —28

verwendet. Diese Defi-
nition kann von der traditionellen abweichen, das wird motiviert durch das weiter unten
angefiihrte Resultat, das das Theorem 1 der Arbeit von J. Sturm [28] sowie den Satz 5.1.
des Artikels von B. Gross und Don Zagier [5] prizisiert. Aus dem Beweis wird sich erge-
ben, daf Funktionen vom beschrinkten Wachstum bereits automatish vom gemafigten

Wachstum im Sinne der vorgeschlagenen Definitionen sind.

5.6. Satz. Sei F€ A (N,¢), k2 2. Setzen wir fir n >0



—_ 48 —

a(n) = f%{ﬁ}lj A(y,n)e 2™y 2gy (5.20)
0

wo A(y,n) die Koeffizienten der Entwicklung (5.18) sind. Nehmen wir an, die Integrale in

(5.20) konvergieren absolut. Definieren wir die Funktion

HalF(z)= ) a(n)e(nz) (5.20a)

n=1

Dann gilt

a) Wemn FE JZ;(N,;b) vom beschrinkten Wachstum (siehe (5.19)), ist, so
H#alF € & (N,9) .

b) Wenn FE€ JL;(N,#&) und fiir alle 7 € SLy(Z), € > 0 die Bedingung

(Fl 1(z) =0 (y ) fir y=Im(z) — o
erfiillt ist, so Hal/F € /) (N,¥)
c) Wenn die Fourier—Entwicklung (5.18) der Funktion F € 4 (N,$) nur Glieder mit

positiven n > 0 enthélt und fiir alle 7y € SL,(Z) die Funktion
(Fl7)(2) € Jl;(I‘(N)) eine Funktion vom gemifiigten Wachstum ist (siche (5.19a)),

50
Hal F € K (N,9)

Unter den Bedingungen von a), b) und c) gilt fir alle g € o/} (N,¥) die Identitdt

<gF>y = <g, HalF>y (5.21)
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Bemerkung. Die Identitat (5.21) bestimmt die Spitzenform e (F) eindeutigin
den Fillen a) und b), aber nicht im Fall c), da die Gleichung (5.21) sich nicht dndert, wenn
man zu g eine Eisensteinreihe aus A k(N,vg&) addiert.

Teil a) des Theorems 5.6 ist im Artikel von Sturm [28] enthalten, Teil b) — im Arti-
kel von Gross — Zagier [5], deshalb fiihren wir nur den Beweis von c) nur diesen Teil
benGtigen wir im Folgenden. Unser Beweis basiert auf der Verwendung von Poincaré—Rei-
hen in zwei Verdnderlichen, die von Bdcherer [3] und Klingen [9] in grofier Allgemeinheit

betrachtet wurden.

5.7. Poincaré—Reihen in zwei Verinderlichen. Betrachten wir die Doppelnebenklasse

(TgT) , wo T'=Ty(N), g € A = Ay(N),

Bo(N) = [g = 23] eMy@ 0 GLE@|N|c, (&N = 1}
Fir z,w € H setzen wir

Powgs)= 3 #a)i(na) 1% (a(a)bw) 128 (5.22)
y€Tgl’

die Summierung erfolgt iiber alle 7= [2 g] € I'gl’ wobei die Reihe (5.22) absolut und

gleichmiBig auf H(d) x H(d) fir k + Re(s) > 3,d > 0;
H(d) = {z = x+iy € H|y > d, x* < 1/d}

konvergiert.

Sei auflerdem



#5(2,%,8,8) = Im(z)*Im(w)*PX(z,w,g,9)

Es gelten folgende Eigenschaften der Reihen ?k(z,w,g,z)
a) Symmetrie

.?k(z,w,g,s) = .?k(w,z,g,s)
b) Automorphie nach zwei Argumenten
k =
2 (71(2),72(W),g,8) -

#d)Hdy)i(7,,) (79, w)* P¥(z,w8.5)

a, bi
wobei %= e d. €ri=1,2
i

c) Die Integralformel: fir alle f € o, (N,¢) gilt die Identitat
< ﬂ’k(—i,w,g,s),f(w)>N,w = W(ks)] (T 1))
wO
ulkg) = 25 K% 4 50)7)
Der Beweis von a) folgt aus der Symmetriebeziehung

{ma)(r{a)+w) = (1w} (Hw)+2)

(5.22a)

(5.23)

(5.24)

(5.25)
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- . ., N —b ~ )
die fir alle 7 = [23] € SLy(R) (hierbei %= [_2 d] und Tgl' = T3T bei g€ 4A)
giltig ist. Dann wird (5.24) unmittelbar aus der Definition hergeleitet. Der Beweis der
Integralformel (5.25) geht zuriick auf den Fall g = [3 ‘1’] (siche [3]). Dabei entfaltet sich
die Integration auf der linken Seite von 5.25 vom Fundamentalbereich QO(N) der Gruppe

I'o(N) auf die ganze obere Halbebene:
H=_U 1(8(N)), 7€T =T(N)
Das Verlangte folgt jetzt aus der Integraldarstellung

IL (w)(—z) 128 M (w)E T 2qudy =

o2 2ky (Lo 9)i()Im(z)F (5.26)

I(s) = { (1= w|Haudv = Tp (5.27)
|w]<1

(w = u+iv, v > 0, das Integral in (5.27) konvergiert absolut fiir Re(s) > —1 ; dabei ergibt
sich die Integraldarstellung (5.26) aus der Integralformel von Cauchy durch die Anwendung
der Caley—Transformation w+— z—I} die die obere Halbebene H in den Einheitskreis
iberfiihrt).

5.8. Die Herleitung des Satzes 5.6 aus den Eigenschaften der Poincaré—Reihen. Wir

setzen in den Formeln (5.24) und (5.25) g = [(1) (IJ] und definieren

Kk(z,w,s) = p(k,s)_l .?k(—E,w,lz,s)
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Unter den Bedingungen des Punktes c) des Satzes 5.6 zeigen wir, daB die Funktion

, HalF(z) = <K¥(z,w,5), F(W)>y : (5.28)
W lg=

die durch die analytische Fortsetzung der rechten Seite in den Punkt 8 = 0 erhalten wur-
de, allen Forderungen des Satzes 5.6 geniigt, d.h. HesF stimmt mit der Funktion, die in
(5.20) und (5.20a) definiert wurde, iberein. Dabei gelten HalF € 4| (N,4) und die Iden-
titdt (5.21). Dazu bemerken wir, dal — wie im Beweis — fiir hinreichend grofle Re(s) die
rechte Seite von (5.28) als Integral iiber die gesamte obere Halbebene darstellbar ist:

<Kk(z,w,8), F(w)>N,w = ﬂ(k,S)-llm(z)s x
(5.29)
1:[{ (w)(—z) 51 28 1w )6 H5~2qudv

Die Veranderung der Reihenfolge der Summation und Integration ist fiir Re(s) >> 0 be-
griindet, aufgrund der Voraussetzung des gemafigten Wachstums der Funktion (siehe
(5.19a)). Betrachten wir die Untergruppe

rm=[7=¢ [},‘1’]17er}cr

Dann ist die Menge {w=u+iv€ H | 0€u<1,v> 0} ein Fundamentalbereich der
Aktion von T auf H und wir erhalten, daf fir Re(s) >> 0 die rechte Seite von (5.29)

die Gestalt annimmt:



2p(k,s)_11m(z)_s x
lo

9 JF(W) Y (Fz+b) 1 28 1)K 2gudy (5.30)
00 bel

2,:1(](,&5)_11m(z)_B x

lm

J’ F(w)S(W—z:k+5,8)Im(w) ¥ 5 2dudv

0

\—ﬁ

0
wO

S(zk+ss) = 3 (z+b) %1%l

b€l

eine Funktion ist, die die analytische Fortsetzung auf alle 5 € € gestattet, hierbei gilt fiir
k22

S(w—z;k+s5,5) | =

8=0
(5.31)
(2T Y ¥ Te(n(z—W)
n=1

Unter der Voraussetzung {iber das gemafigte Wachstum der Funktion F gestattet das
Integral (5.29) eine analytische Fortsetzung nach s = 0.Da n > 0 fiir die Koeffizienten
A(y,n) gilt, konnen wir das Ergebnis dieser Fortsetzung in der Form der Fourier—Entwick-

lung mit Hilfe von (5.30) und (5.31) gewinnen. Wir erhalten:

HalF(z) = (Ar)< T (k-1)"1 x
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® lo
o< J J F(w)e(n(z—w))Im w*2dudv
n=1 00

und die Formel (5.20) erfolgt aus der Identitit

F(w)e(n(z—w))Im wE2dudy =

o\ﬁl—‘
o8B

®
e(nZ) J A(v,n)e(inv)vk_2dv
0

Zum Beweis der iibrigen Behauptungen iiber die Funktion #a/F bemerken wir, daf die
Funktion, die mit (5.20) definiert wurde, holomorph ist und den Eigenschaften der Auto-
morphie bzgl. I'o(N) vom Gewicht j mit dem Dirichlet—Charakter ¢ mod N geniigt. In
der Tat, diesen Eigenschaften geniigt die Funktion Kk(z,w,s) und folglich auch (5.28) fiir
Re(s) >> 0. Aber die Identitit, die die Automorphieeigenschaft ausdriickt, bleibt bei der
analytischen Fortsetzung bzgl. s erhalten, und wir bekommen J%ad(F) € A (N,4) . Zum
Nachweis der Regularitit von %a/F in den Spitzen wird eine analoge Uberlegung auf alle
Funktionen der Gestalt F|, 7 fir 7 € SL,(Z) angewendet, die nach der Voraussetzung
von ¢) ein gemifligtes Wachstum haben. Zum Beweis der Identitdt (5.21) verwenden wir
die Eigenschaft (5.25) der Poincaré—Reihen, aus der folgt, daB fiir Re(s) >> 0 die Glei-
chungen gelten: fiir g € d’k(N,¢)

<g,<Kk(z,w,s), FW)>N w>Ng =

<<Kk(z,w,s), g(z)>N’z, F(W))N,w = <g.F>y
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Diese Gleichungen erhalt man durch Vertauschung der Reihenfolge der Integration, das ist

aufgrund der absoluten Konvergenz der Integrale moglich, unter der Beriicksichtigung der

Symmetrieeigenschaft (5.23), die die Gestalt
K™(z,w,8) = Kk(w,z,i)

annimmt. Hiermit ist der Satz 5.6 bewiesen.

Wir verwenden die Formel (5.20) des Satzes 5.6 in der speziellen Situation, so wie sie im

Folgenden beschrieben wird.

5.9. Satz. Sei die C"Modulform F € A (N,¢) von der Gestalt
F(z) = g(z) G(z) , wo

g)= Y B, e(z),
n=1

o

G(z) = (47y)™" [CO + 2 C, W(4my,a,—r)e(nz)]
n=1

wobei Re(e) > 0 und r eine nichtnegative ganze Zahl ist, r < k-2 .

Wenn F einer der Bedingungen a), b) oder ¢) des Satzes 5.6 geniigt, so

HalF(z)= ) A(n)e(n2) € K, (N,9), (5.32)

n=1

wO
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Am) =I&p ¢ + Yy B,

B = nptn
n;,09 > 0

anP(nz,n)e(nz) .

und

P(x,y) = P(x,y;k,a,—-l‘) =

3 ] el -
j=0

X +y Q(xy)

ein Polynom, dessen Koeffizienten rational sind, wenn a € Q : P(x,y), Q(x,y) € Q[x,¥] .
Der Beweis des Satzes 5.9 erfolgt durch die Anwendung der Formel (5.20) auf die

Fourier—Koeffizienten von F

A(y,n) = (47y) "B, C, +
(5.33)

—2
(4ry) " 2 BnICn2W(4m2y,a,—r)e my
n = n,+n
1772
n;,n, > 0

Aus der iiblichen Darstellung der '-Funktion als Integral, angewandt in der Formel (5.20),
folgt, daB



L
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Y B G T ) Heraa e

0,0y > 0

Ende des Beweises.

5.10. Nun sind die Vorarbeiten fiir den Beweis des Satzes 5.4 geleistet. Wir verwen-
den den Satz 5.9, hier setzen wir g(z) = v )(XM)W(C) und G(z) = Gt (z,8+v+2-2Kk)
G (z,8+i'+2-2k) . Wir behaupten, daB die Voraussetzungen c) des Satzes 5.6 erfiillt wer-
den. Zum Beweis der absoluten Konvergenz von (5.19a) fir Re(s) >> 0 werden Abschit-
zungen des Wachstums von holomorphen und nichtholomorphen Modulformen verwendet.
Erstens, wenn h € & IL(F) eine Modulform von halbganzen oder ganzen Gewicht £ bzgl.
einer gewissen Kongruenzuntergruppe I’ C SL2(H) ist, dann gilt die Abschatzung (mit

einer Konstante ¢, > 0):
Ih(z)| <14y (€277, £ > 0) (5.34)

In der Tat, in diesem Fall kann man, wie in der Arbeit von Sturm [28] Satz 2 die folgende
Uberlegung anstellen: Die Funktion ¢(z) = yﬂ‘/ 2 |h(z)| ist invariant bzgl. der Aktion der
Gruppe T' und geniigt der Abschitzung

|o(2)| < egy*? (2 € 8(D), ¢ > 0) (5.35)
im Fundamentalgebeit (T') = H/T , dabei folgt (5.35) unmittelbar aus der Fourier—Ent-

wicklung der Funktion h(z) . Fir ein beliebiges z € H wihlen wir g = [g 3] €T mit
der Bedingung g(z) € (I') , dann gelten die Abschatzungen
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Wlz) = vl (8(2)) = Ag(@)) < cym(g(2)*/? = cpy*/?|cara)

Offensichtlich, bei ¢# 0 gilt |cz+d| 2 |c|y 2 y und deshalb

| (z) | < coyf‘/2 . y_f‘ < 1:03,'_9'/2 . Wenn aber ¢ =0 80 |cz+d| 2 1, und daher
le(z)| < cOyP'/ 2 | Aus beiden Abschatzungen folgt |¢(z)] < cO(y_f‘/ 24 ye‘/ 2) , das
beweist (5.34). Zweitens, was die Reihen

G (z,54+v+2-2k) = G¥(z,5+v+2-2k;k—1-1/2,0,N)

betrifft, 50 kann man fiir die Abschitzung ihres Wachstums den Satz 3 aus der Arbeit von
Shimura {26] verwenden. Solche Abschitzung wird aus der Fourier—Entwicklung der Rei-
ken Gi(z,s+u+2—2k) und aus der Abschitzung des Wachstums der Whittaker—Funktio-
nen W(4#ny,a,8) erhalten. Bei speziellen Werten von 8 € Z, 0 < 8 < 2k—1, wenn die
Fourier—Entwicklung von Gi(z,s+ v+2-2k) nur nichtnegative Glieder enthilt, erhalten
wir, daB die Abschitzung des Wachstums fiir diese Reihen mit der Abschitzung fiir holo-

morphe Modulformen fibereinstimmt: fiir eine gewisse Konstante ¢, > 0 gilt:
|G F(as+2-2K)| < co(14y (E1/2))

wenn 8 €7, k <8 <sk-2,
|G (zs+u+2-2k) | < cy(1+y (E12))

wenn 8 €U, 1<s<k-1.
Schliefllich erhalten wir die Abschitzung

|F(s) < cq(l+y Y )14y X2, > 0) (5.36)
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fir die Funktion

F(z) = g(2)G(z) = 6*)(xy)G* (2,84 v+2-2K)
.‘Eine analoge Abschitzung gilt auch fir die Funktionen F| v wo 7€ SL2(H) . Die Eigen-
schaft des gemafigten Wachstums der Funktionen F | i7 berpriift man unschwer durch
das Einsetzen der Abschitzungen (5.36) in die Formel (5.19a). Dafiir ist es erneut ange-
bracht, die Transformation w+—— :—:z? zu verwenden, die H in den Einheitskreis
U={w€C||w| <1} uberfihrt. Die Existenz der analytischen Fortsetzung in den
Punkt fiir das Integral (5.19a) mit der Funktion F = gG wird mit Hilfe der Fourier—Ent-
wicklung des Integrals (5.19a) nach z und der analytischen Fortsetzung jedes einzelnen
Koeffizienten gewonnen. Jetzt ergeben sich die Formeln fiir die Fourier—Koeffizienten von
(5.14) und (5.15) wenn man die Formel (5.32a) des Satzes 5.9 auf die Fourier—Entwicklun-
gen (5.9) und (5.10) anwendet. Aus dem Satz 5.9 folgt ebenfalls, daB

PT(x;y) = P(x,y;k,(s—v+1)/2, ((k-1—(s+2)/2)) =
LA 4y oty

P-(X:Y) = P(x,y;k,(2—s)/2, —(3—1—1’)/2) =
L2 4y Q(xy)

hierbei erhdlt man auch die Eigenschaften (5.16) und (5.17). Der Satz 5.4 ist vollstindig
bewiesen. Aus dem Satz 5.4 folgen auch die Formeln fiir die Fourier—Koeffizienten der
Modulformen (5.1), (5.2):
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V¥(z,8,%) = F(2,8,%) | UM’) =
(5.36)

Y v (M/n8,x)e(nz) € Ky (N, D)
n=1

5.11. Die Algebraizitatseigenschaften der Fourier—Koeffizienten der Modulformen

(5.1) und (5.2) folgen unmittelbar aus dem Satz 5.4:

vF(n,8,x) €Qx) C QP2 k8 € T) (5.37)
v (n,8,x) € Qx) C @*%(s < k-1, 5 € T) (5.37a)

Dafiir geniigt zu bemerken, daB in den Formeln (5.14), (5.15)

gt (n,50) €Qx) (8>0,8€1) (5.38)
g (nsw) €EQx) (8<0,8€1) (5.38a)

Kraft der klassischen Formeln fiir speziellen Werte der L—Reihen von Dirichlet in ganzen
Punkten, die diese Werte durch verallgemeinerte Bernoulli—Leopoldt—Zahlen ausdriicken

[4]1, [12], [30].
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§ 6. Ganzheitseigenschaften und Kongruenzen fiir Distributionen

6.1. Zum Beweis des Hauptsatzes werden §—wertige Distributionen .@':’M
(k <8< 2k—2,5€I), QE,M (1 <8<k-1,s€Z) verwendet, die im § 5 konstruiert wur-
den. Mittels fixierter Einbettung ip :  Cansp Cp werden diese Distributionen als
Q'.p—wertige betrachtet, wir werden sehen, wie sie nach einer bestimmten Regularisation

p—adisch beschrinkt werden.

Sei c eine natirliche Zahl, so daB (c,Nj) =1 und c > 1. Gemé8 2.3 existieren

solche eindeutig bestimmte Distributionen Q;H' und Q:_,so daB
- 2, 1.2(5-k)y o
280 = (- 7 (), (6.1)

2500 = (-G ) gt () «

-1
TT {(1—( ¥0)(a)g ¥+

(H?x)(q)qs_k)} x
q | NO
(6.2)

x CF ey,

wobei P ’;' M{x) und 9; M{X) in 4.4 definiert sind. Unter den Voraussetzungen des § 1
gilt u.a. (C,C(x)) =1, wo C(y) Fihrer des Charakters y ist. Aus den Eigenschaften der
Gauf’schen Summen folgt, daBl



—62 —

c(B)®__ ¢t ex)® _
G(x¥) G()x(C($))G(¥)¥C(x)

(6.3)
8
c(9*x(e(#) UL [G(HHCHN ™
G(x) |
Jetzt konnen wir S—adische Mafle aus dem Hauptsatz definieren:
9% =i (Dy 7)), Pt = ip(Di"') (6.4)

6.2. Satz. a) Fiir alle ganzen 8 mit k 8 { 2k—2 sind die Distributionen ip(.@g'l')
beschrinkt und es gilt die folgende S—adische Identitat:

—Xk+1 .
[ xx87H a9 =i (a5t (6.5)
Gg

wobei fiir 5 z ¥ (mod 2) beide Seiten verschwinden.

b) Fiir alle ganzen s mit 1 <8 < k—1 sind die Distributionen i p(gg‘) beschrinkt
und es gilt die S—adische Identitit:

—k+1 — . _
| xxi a9 =i (95 (0) (6.6)
Ss

wobei fir 8 = v (mod 2) beide Seiten verschwinden.

6.3. Der Beweis basiert auf der Benutzung der Integraldarstellungen (5.12) und
(5.13) aus denen folgt, daf
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QETM( X)<hi>n =
(6.7)
AM’)<tB | V(C), F*¥(z,5,x) | U(M’ YW(CN)>
0 0/”7CN,
fir 5 =k,...,2k—2,
(6.8)
1M )< V(C), F(z,6,x) | U(M’ JW(CNg)>cN,
fir 8 =1,....k—1, wobei
m
+ +
F(zsx) = ) v (nsx)e(nz) (6.9)
n=1
hierbei
Vc+(n,S,X) — C—(28+3—2k)/4 %
(6.10)
) (n)a%n, (B 2+3)2p+ (4 0)4n, s—k+1,0. 7)
Xm\np/0 0o 2 2 » nzx
A2
n—Cn1+112
n, ,n2>0

7(s—k+1+6

x
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WD M (i ) TT (R
G(¥%) "2 qINg 1-(79) ()a " H

V(8,x) = c{2s+3-2k)/4
(6.11)
2 xM(nl)n'f P_(nz,n)ﬂ(n.z,s—k-i-l,w%’f) +
n=Cn§+n2
n,,n,>0

(P Ny, ) +

(%) xr (o) [(YB) o 2002y -

((2s-2kct 1)/2) P54 1/2) 1 (g gy 41 9%72)
I((s+v)/2+1-K)0 (k1)

Es sei daran erinnert (siehe Hilfssatz 4.2 und der Punkt 5.3), daB in (6.10) und (6.11)
N= CNOM’ = 4C2M0M’ ein Quadrat ist und w“*z einen solchen primitiven Charakter

bezeichnet, fiir den
o (@) = [T xo(9() = [55%) ) (6.11a)

bei (d,NO) =1 und n,= tm? ( t quadratfrei). Die Funktionen (6.9) und ihre Fourier
Koeffizienten (6.10) und (6.11) geniigen offensichtlich der Vertraglichkeitsbedingung (2.3),
deshalb bestimmen sich die Gleichungen (6.10) und (6.11) bei entsprechenden Werten von

s gewisse Distributionen
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v“F(n,8), v (ns)
auf GS mit Werten in Qab .
6.4. Betrachten wir das {-lineare Funktional

<f|V(C),h|W( CN0)>CNO

<f,f>C

auf dem komplexen Vektorraum 4 (CNg,¢) und sei

o

h(z)= ) a(nh)e(nz) € #,(CN,¥)
n=0

Aus der Atkin—Lehner Theorie und den Eigenschaften des Petersson’schen Skalarproduktes
folgt, daBl das Funktional .¢ iiber § definiert ist, d.h. fiir eine bestimmte endliche An-
zahl von Indexen n; € N und bestimmte algebraische Zahlen £(n;) € § hat man

#(h) = Y a(n,,h)e(n,) (6.13)

1

und unsere regularisierten normalisierten Distributionen 9:* mit Hilfe von (6.12)

(gemaB (6.7) und (6.8) in der Form aufgeschrieben werden kdnnen:

F¢ () = 7M7) AVyp7(2.,1)) (6.14)
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wobei
VT (z8,%) = F(a,8,%) | UM’) (6.15)

Jetzt folgt aus 6.13, daf

25 M0 = L 1M )(m)v (M n5.%) (6.16)

und die Behauptungen des Satzes 6.2 a) b) sind unter den Voraussetzungen des
Hauptsatzes adquivalent zu entsprechenden Behauptungen iiber die Distributionen

vci(M’ n,s) weil bei wachsendem M’ |i p(7(M’ )) |p konstant bleibt aufgrund der
Bedingung |ip(a(M’ NI p= 1 und der Definition (4.15). Wir werden zeigen, daf8l die
Distributionen vc*(M’ n,5) im wesentlichen zum S—adischen Mazur—Ma8 (siehe (2.4))
reduziert werden und daraus den Satz 6.2 ableiten. Aber vorerst werden die Resultate von

2.4 in einer fir unsere Belange bequemere Form iibersetzt.

6.5. Sei wmod A ein primitiver Dirichlet—Charakter mit dem Fithrer A dessen
Trager S(A) disjunkt zuist,d.h. (AMg) =1, My = ]_I q . Definieren wir die normali-
q€

sierten Dirichletschen L—Funktionen

.6 )
L+ 2i°T(s) cos

MO(B,EU) = @) Lyz(s,xw) , (6.17a)




— 67 —

Lﬁo(s,xﬁ) = Lyg{s,xw) (6.17b)
wobei

§=01, (-1)° = xw(-1),

S5=SUS(A), M=T Tq
q€S

Dann kann man die Funktionalgleichung fiir die Dirichletschen L—Reihen in der folgenden
Form schreiben (siehe [30])

. _ C(_w)s 1-x(q) s-1 =
M7 6 e 1o M o19

dabei wird die Primitivitit von w beriicksichtigt.
6.6. Satz. Sei ¢ eine natiirliche Zahl mit (c,M) =1, ¢ > 1. Dann existieren

Cp—wertige Masfe p+(c, w), 4 (c,w) auf Zlg die durch die folgenden Bedingungen ein-

deutig bestimmt sind:

oo - Cwx) ,,
ixx xidut(e,0) = ip [(1Fefe)e ™) ng%
S

(6.19)

+ o= o 8—ly = g1
L5 I {(1 xo(a)a* ) (1-Fe(@)a™) ]]

s€L 8>0,
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_[ x x,du (e0) =
Ig
(6.20)
ip((1—x@e)e" g (8.%0)

s€X 5<0.
Zum Beweis betrachten wir die kanonische Projektion H'E‘ —_— Zl; und das § adische

Mazur-MaB u® auf H;. Dann werden p+(c,u) und g (c¢,») durch Integration lingst

der Projektionsfasern gegeben:

J x du (c,w) = J X Ly du® (x € Xg) (6.21a)
Ig Iy
J X dp+(c,w) = J x xglw_l du® (6.21b)
X x
Ig Iy

Es sei bemerkt, dafl die konstruierten Mafle der Funktionalgleichung

J X Ix~ ldp (c,0) = I x d,u+(c,w) (6.22)
X
Ig

geniigen, die ihrerseits unmittelbare Folge der archimedischen Funktionalgleichung (6.18)

ist.
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6.7. Der Beweis des Satzes 6.2 wird mit Hilfe der abstrakten Kummerschen Kon-
gruenzen durchgefiihrt, siche (2.3). Dabei wird die Funktionenfamilie benutzt, die aus allen
Charakteren y € Xgors endlicher Ordnung besteht. Eben diese Kongruenzen kann man
auch fiir den Beweis der S—adischen Identitéten (6.5), (6.6) benutzen, da die Giiltigkeit der
Kongruenzen (2.5) die eindeutige Definierbarkeit des entsprechenden MafBes nach sich zieht
[10], p. 259. Dafiir wird die grofiere Funktionenfamilie

xx; (xEXgors,sﬁﬂ,OSSSk-Q)

benutzt.

Jetzt wihlen wir fiir eine beliebige endliche Anzahl von Charakteren y € Xgors ein
geeignetes M und M’ geniigend groB, so daB fiir jeden der Charaktere die Integralformel
des Satzes 4.5 (als auch (6.7), (6.8)) fiir ngM(x) giltig ist. Dann verwenden wir (6.16)
und reduzieren den Beweis der entsprechenden Kongruenzen fiir die Zahlen vci(M’ n,s,x) .
Dann fixiert man n,, n, in den Summen (6.10) und (6.11) und beriicksichtigt die Kon-

gruenz C n% + ny =0 (mod M’} . Daraus folgt:

Pt (nyn) = (-Cnf)(zk_H_V)/ 2(mod M’) (6.23)

P(ny.n) = (—Cnf)(s_l_u)/  mod M) (6.24)
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Auflerdem gilt (n;,M’) = (n,M") =1 aufgrund des Faktors x,(n,) in (6.10) and
(6.11) und des Kongruenzes Cnf = -1, (mod M’) . Der zweite Summand in (6.11) entfillt

aufgrund des Faktors & [iC—EJ XM [@ mit M‘n anstelle von n . Es sei erinnert, da

in (6.10) und (6.11) w,

und ny = tm? ('t quadratfrei) gilt o, (4) = [:(‘19] #(d) . Dann ist wfl2(d) I

den primitiven Charakter bezeichnet, soda8 bei (d,Nyn,) =1
2

und falls q|M,

2
9 - (229 - (249 - 029

Man sieht, dafl wy = e —Ct¢ , wobei & _ct der primitive quadratische Charakter von

2
Q(+~Ct) ist.
Wir vergleichen jetzt (6.10) mit (6.19), und (6.11) mit (6.20). Hierbei wird beriick-
sichtigt, daf

C(wn2¥) = C(MDQ)C(Y), C(#x) = C(#)C(x) » vy (C(x)) = HC(X))

I]2

(deshalb [%] =1)

Glu, ) = Gy )oy, (CRIGDR(CAs,, ) =
(6.26)
= G(s, JHCEIGEFCLs, )
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1-(79)2(c)c % = (1—un2§(c)c“‘3)(1 + wn2;(c)c‘“) , (6.27)

G(¥x) = G(#HHC(N)G(x)x(C(#)) (6-28)

Als Resultat erhdlt mn (unter Beriicksichtigung von (6.26)—(6.28)) bei Anendung der Ein-
bettung ip , da die entsprechenden Summanden in (8.10), (6.11) bei fixierten n;, n, in
folgende Gestalt iiberfiihrt werden kdnnen

2s—2h+3)/2
xpg(ny)n’n{%—2+3)/2 p¥(

n2,n),3(n2,s—k+1,wn2f) x
G( wn2) c(28-2k+3) /4
G(¢) x(cm,,2)/c(wns))(0(wnz)/cw))“‘]"“I

(6.29)

(140, 3O [ g Hant e, ),

”g(NO)

c—{(26-2k+3)/4

XM(nl)nlll P_(nz,n) n2,s—k+1,wn2E)

(6.30)
A+ 2 x| xg awTen, )

I;,(NO)

Wir benutzen jetzt die Kongruenzen (6.22) und (6.23) und bemerken, daB der Ausdruck

Any8-k+1,0 X) eine endliche Linearkombination mit ganzen algebraischen Koeffizien-
2

ten von Gliedern der Art



*(@)T(0) (/D X (a,Ng) = (b,Ng) = 1)
darstellt. Aus (6.29) und (6.30) folgt unter Anwendung der Einbettung ip , daB
vci(M’n,s,x) (mod M”)
bei entsprechenden Werten von 8 die Gestalt annimmt:

~k+1 —k+1, &
YA x(y)ry et J x x5 (e, ) (6.31)
2,i

EE(NO)

wobei y, € llg (N.) Hierbei sind A, € ip(m gewisse p—beschriankte Koeffizienten. Es
0

bleibt zu bemerken, daf fiir die Ausdriicke (6.31) die abstrakten Kummerschen Kon-
gruenzen offensichtlich erfiillt sind. Deshalb sind die entsprechenden Behauptungen auch
fiir die Distributionen ip( Qgi) giltig, und es gelten die Identitaten (6.5), (6.6). Satz 6.2
ist gezeigt.

Der Hauptsatz folgt jetzt aus den Sitzen 6.2, 3.3 und den Definitionen (6.1), (6.2),
(4.13) sowie (4.14). Die nichtarchimedische Mellin Transformierte

P (xf) : Xg — ¢, (x€Xg)

der S—adischen Maen 2 geniigen allen Bedingungen des Hauptsatzes.
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§ 7. Die nichtarchimedische Funktionalgleichung
7.1. Die Herleitung der Funktionalgleichung aus dem Theorem 1.6 basiert auf dem

Vergleich spezieller Funktionswerte von .@c+(x x;_k+1,f) und QC_(x_lxg_B, fP) bei
|
x € Xtors, k <8< 2k—2, s € I . Dazu verwenden wir (1.10) und (1.11), es folgt

2k—2-5
219 k) = S G

a(C(x))
(7.1)

B(2k—1-s,y ") & (2k-1-5,1°, 1) (1-(x#)2(2)22 X))
= 12 —2(s-k+1) s—k
(1(x¥)“(c)c . ERg(x)(l—('v’x)(Q)q )
(2(C(x)) = FC(x))a(C(x)))
wobei Q*(s,f,x) durch (1.8) und (1.9) definiert sind und
B(s,x,a) = B(2k"1-3:x_1:;) =
(@l 2a Y 1y )l ) 2g 22
. Eu(x)(l x(@)a(a)"q” ")(1—x “(a)e(a)’q )

ein endliches Eulerprodukt (1.12) ist. Jetzt vergleichen wir (7.1) und (1.10). Es sei
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1-%(q)(x; %) (a)
7(x,1f) = 1 Xg— € 7.3
0= e Tt P 9

Dann folgt aus (7.1) und (1.10) unter Beriicksichtigung von (7.2), da8

ot . f)(1-¢‘2(2)(x;1x)2(2))
(x5 1) (1-9*(2)x*(2))

(7.4)

, ERICRD) 2 G(x) ,[‘ Clx8) [ nd (25—2k-+1)/2
| o= ey Wty S LA (e o)

bei y € Xgors’ s =k,..,2k-2, x=yx x;_k+1 € XS .

7.2. Zur Umformung der rechten Seite von (7.4) verwenden wir die Identitat (1.19)
und die Funktionalgleichung fir die Konvolutionen, die in voller Allgemeinheit in der Ar-

beit von Li [13] entwickelt wurde. In den Bezeichnungen von [13]
2 = —
LC(x)C(28_2k+2'(m L(s,51(%)) = LF1’F2(S k+1) (7.5)

wo F| =1, F, =1{P(x) primitive Spitzenformen sind (wesentlich fiir die Primitivitat ist

die Bedingung (C,C(x))=1).Sie =T | ¢q die Zerlegung des Charakters ¢ in das
q

Produkt der Charaktere ¢ 4 mit q—primaren Fiihrern. Wir erinnern an die Definition der

Ausgleichskoeffizienten & q(s) mit Hilfe des Begriffs der n{q)—Nahe von primitiven Spit-
zenformen Fl’ F2 mit der Bedingung Q1 = Q2 auf die g—Komponenten ihrer Fihrer
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N,, N, . Laut Definition, ist n(q) die grofite ganze Zahl m mit der Eigenschaft

Ag(Fy (%) TIFZ) = A (Fy) TTFp) (7.6)

fiir alle Charaktere w mit Fihrern, die q™ teilen, wo A q(F) der pseudo—Eigenwert der
Atkin—Lehner—Involution W q auf der primitiven Form F ist (siehe [2]), der fiir alle
Primteiler des Fithrers F definiert ist. Wenn (7.6) fir alle g—primére Dirichlet—Charak-
tere erfiillt ist, 5o n(q) = . In unserem Fall ist F, =1f Fy= P(u), N, =C,

N, = C( x)2C =N, e= ﬁz, C(e)—Fiihrer von € . Wir definieren ganze r(q) durch die
Bedingung

(C(x)%C)/Cle) = T ¢ (1.7)

Es ist bekannt, da88 dann entweder n(q) < [r(q)/2] oder n(q) = @ (siehe [13], Th. 1.7
und 1.8). Es seien Q und Q, die g—primiren Komponenten der Zahlen N und C(e) .

Fiir alle Primzahlen q|C definieren wir ganze Zahlen

m(q) = {min (n(q,[x(q)/2]) falls a(q) =0 (78)

0 sonst

und fir q|C mit der Eigenschaft Q. =1 setzen wir die Koeffizienten 9q(s) ([13],
S. 142):
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1(¥x)(a)a *, falls qCy¥, trivialand Q =g,

d C
1-y2x(@a@2a Y | fas = g 4 W, 1,

{ 1-(#0¥(@a™® , falls m(q) = [ ] r(q) gerade,

1—(1,6_)0((1)q_ﬁ falls m(q) = [t ] r(q) ungerade,
1, sonst (7.9)

-

Hier und im weiteren weist der Index 0 auf den primitiven Charakter hin. Der Arbeit

[24] folgend, fiihren wir die normalisierten primitiven symmetrischen Quadrate (mit dem

primitiven Charakter y )

+ -1 %
g (s,f,}):];g 6y (5—k+1)" 7 (5,£3) (7.10)

ein. Jetzt verwenden wir die Funktionalgleichung fiir die Konvolution aus [13]. Setzt man

&(s,f,x) =
(7.10a)

(27) 280 (s)0 (s—k+1) m 0q(s—k+1)—1Lf f p(x)(s—k+ 1),

so, angewandt auf unseren Fall, nimmt die Identitat des Theorems 2.2 aus [13] die Gestalt

8(s,1,%) = A(s,f,x)8(2k—1-s,f,x) (7.11)
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an, wobei wir durch A(s,f,x) den entsprechenden Faktor A(s—k+1) aus dem Theorem
2.2 bezeichnet haben, er wird weiter unten explizit beschrieben (Satz 7.3). Nutzen wir die
Identitat (1.19) fir die Eulerprodukte, die unter Beriicksichtigung von (7.5) die Gestalt

LMC(s-k+1,¢E) D(s,fx) = L{,fp(x)(s—k+ 1)

annimmt, wobei y primitivist mod M .

Verkniipfen wir diese Identitdt mit den Definitionen (1.8), (1.9) und (7.10) fiir die Reihen
P*(s5,x) und F*(sx) dann folgt aus (7.11) und der Funktionalgleichung (6.18) fiir
die Dirichletschen L—Reihen die Funktionalgleichung fiir normalisierte symmetrische

Quadrate

j-i-(sxf)?) = A(s 1 %
G (2k-1-8,1P,x) (&.£.x)
C( ?—)s—k+l l—qu)qs_k (711a)

G(x¥) a|C1-xp(q)q "<t

Zur Beschreibung des Faktors A(s) aus (7.11) definieren wir fir q|C die Zahlen

2(ord qQ—m(q)) ,falls Q_=1
n4(q) = 2(ord Q-n(q)) , falls Q. > 1, a(q) = 0,
2 ordqQ + ordqu ,falls Q> 1, a(q) $0,
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_ G r(q)
T “qlc,Qg,a(q)aeoq ’ (1:12)

n4(q)

Cx = q
q]C,Q >1,a(q)=0

n4(q)
Ci= T 9 0=0C
q H 6_

7.3. Satz. Seifir alle q|C(y) der Charakter xg nichttrivial, db. Q_ > 1. Dann
gilt in den Bezeichnungen von (7.12) des Punktes 7.2

AGs) = #(C4)C (1 2/2p,
(7.13)

4
« w(C(ynE S o(412(1-28)
#(C(x)) (0 (x)

bei der Bedingung der Minimalitat (q—Primitivitdt) von f fir q|C wo B; eine von s

und y unabhingige Konstante ist:

2 1-k
By = A(0)’ M’"E@) Gy YRCHALD,

10 =T T A0 q(@)

(7.14)

®
Konstante aus der Funktionalgleichung fiir L(s,f) = z a(n)n"®
n=1
2
AL(D) = I ] A (EFP)/A (D),
q/C,Q >1,a(q)=0 1 1
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[(x(a)+1)/2]
) SymAiff), falls n(a) = [x(a)/2]

m=0
A q(f,fp) = 4 (7.15)
Sq(r(q)—n(Q))fvfp) , Bonst

und die Bezeichnung von Li

S(m,f,P) = —‘11-2,\({ )A, (@) (7.16)

(die Summierung in (7.16) geschieht iiber die primitven Charaktere w des Fihrers q™ )

angenommen wurde.

Bemerkung. Die n(q)—N&he aus (7.15) gehdrt zu den Spitzenformen F, ={ und
Fo= fP(x) , doch ist n(q) unter den Voraussetzungen des Satzes in der Tat von y unab-
hiingig. Und zwar, wenn Nahe n(q) fir das Paar f und {° wird durch n,(q) bezeich-

net, so kann man leicht nachpriifen, dafl wenn a(q) =0, so

n(q) = min( [x(q)/2], ny(q)) (7.17)

Einerseits gilt immer n(q) < [r(q)/2] da x2 nichttrivial ist (sieche Theorem 1.8 in
[13]). Weiterhin sei Q(F) die g—primére Komponente des Fiihrers der primitiven Spitzen-
form F . In unserem Fall gilt Fo(w) = F'i’ (wy) und m < [(r(q)+1)/2] € ord i deshalb
gilt fiir q|Ci Q(Fo(w)) = ma.x(Q(Fl),qzm) = Q und da (C,C(x)) =1 soist fir diese
q
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A(Fo@) = TQA(FY(0)) (7.18)

Unter Beriicksichtigung der Definition der n(q)—Nahe (7.6) beweist es (7.17). Der Beweis
des Satzes 7.3 erfolgt durch die Berechnung der Faktoren des im Theorem 2.2 aus [13]

definierenden Produktes A(s) mit der Beziehung

6(6) = T T luglen/q(@)

ord

( w ist primitiv mod A, Q = q“" ) fiir GauB’ sche Summen und aus den bekannten

Formeln

A (F(R)) = QA (F)

(falls q teilt N, der Fithrer von F ),

A (F(x) = ¥(Q )—q‘L ALY

(a}C(x), Q= Qi, NC( x)2 der Fithrer von F(x) ). Diese Formeln sind giltig, wenn der
Fiihrer N der primitiven Spitzenform teilerfremd mit dem Fiithrer des Charakters y ist.

7.4. Jetzt definieren wir die nichtarchimedischen Ausgleichsfaktoren p qL(x,f)
(x € Xg) sodaB p (xx5,0) =i (6,(s)) bei 8€2Z, xE Xg%™® (vgl. mit (7.9))
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1-¢y(a)x(@) ", falls q|C, ¢ trivial und Q =g
1—¢§(q)5(a)2(x§‘1x)‘1q ,falls ord Q = ord C(¥) > 1

pyxd) = { 1-#3(@)x(@)™? , falls m(q) = [(q)/2], r(q) gerade
1-$y(a)x(a) ", falls m(q) = [1(q)/2] >0, r(q) ungerade
1, sonst

.

Definieren wir wie in (1.17) die Funktionen
R (xf) = 9% (x,0) x
(1+ 3(2)(x; %)(2)) ! (1-#a)x(@) ) o (xx 10

7.5. Der Satz iiber die Funktionalgleichung. Unter den Voraussetzungen des Haupt-
satzes 1.3 nehmen wir zusitzlich an, daB f minimal ist (d.h. dal man f nicht aus einer
Form non niedrigerer Stufe mit Hilfe der Twistung mit einem Dirichlet—Charakter be-

kommen kann). Dann gilt fir alle x € Xg
R (xx L19) = R+ 0A(D)
wobei

A(xf) = (x;/ 5l cuc(Hw, W= i (Bg %%,) ,
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und die Konstanten Cy, B durch (7.12) und (7.14) definiert sind.

7.6. Zum Beweis des Satzes 7.5 betrachten wir den Ring € (XS) der beschrinkten
analytischen Funktionen auf X¢ und seinen Quotientenring #(Xg) bzgl. der Funktio-
nen G(x) € #(Xg) so daB fiir alle Komponenten der Zerlegung (1.1) xT = xX(U)

(x € xgm) der Potenzreihe t —— G(xt) nicht identisch verschwindet.
Angenommen, fiir die Funktion H(x) € 4 (XS) sind spezielle, von Null verschiedene Wer-
te H(xox) = a.xox gegeben, fiir ein fixiertes y, € Xg und fiir fast alle x € xgors . Dann

bestimmen diese Werte die Funktion H(x) eindeutig. Tatsdchlich, nehmen wir an, daf es

zwel Funktionen

Hl(x) = Fl(x)/Gl(x) und H2(x) = F2(x)/G2(x)

mit der Bedingung
H, (xo%) = 2 ox = B2(Xo?)
gibt. Dann
Gl(XoX)Gz(on)axox = F,(xx)Gy(xgx) = Fo(xpx)G(xp%)

Folglich, gilt fir alle x € Xg
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F (x)Gy(x) = Fo(x)G,(x) und H,(x) = Hy(x)

aufgrund der Eindeutigkeit (siehe (2.3)) fiir Ringelelemente aus A(XS) . Daraus folgt, da8
A(x,f) aus dem Satz 7.5 eindeutig durch die Werte

RC+(Xx;—k+1,f)

R“'"(x_lxllﬁ_s 1°)

(x € X5, k <5 < 2k-2)

bestimmt wird. Dabei kann man sich auf solche Charaktere y € xéors beschrinken, bei
den der Fiihrer von 12 S—voll ist, d.h. fiir alle q € S der Charakter xi nichttrivial ist,
weil diese Beschrinkung nur endlich viele Charaktere in jeder Analytizitdtskomponente in
(1.1) betrifft. Jetzt folgt aus den Gleichungen (7.4) und (7.11)

—k+1 — —1_k—1
R (o LR (T xpF) =

g A1) Sy S, (1.19)

(x)” G(¥)

«FHOLCNCR) 2]

Zum Abschlufl des Beweises des Satzes 7.5 geniigt es, die Formel des Satzes 7.3 und die

Gleichung (7.19) anzuwenden.
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