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Une caractérisation différentielle des points de
Weierstrafl généralisés d’une surface de Riemann
compacte de genre g > 2.

Franck Leprévost

Introduction

Soit § une surface de Riemann compacte, de genre ¢ > 2, munie de sa métrique hermitienne canonique,
dite jacobienne (c¢f. [5]) et Ns un diviseur canonigque. Dorénavant n désigne un entier > 1 fixé. La plupart
des objets définis dans cet article dépendent de n. Cependant, le contexte excluant toute ambiguité, nous
omettirons, pour alléger les notations, de signaler indiciellement cette dépendance. Nous montrons dans cet
article que les éléments de 'ensemble S[n] des points de Weierstra§ d’ordre n associés au systéme linéaire
|[nKs| (ef. [1]) sont exactement les points annulant le représentant canonique de ta premiére classe de Chern
d’un fibré en droites holomorphe et hermitien pour une métrique déduite de la métrique jacobienne sur S. Ces
points constituent, selon Mumford {¢f. [7], p. 11), analogue, pour les courbes de genre y > 2, de I'ensemble
E[n] des points d’ordre n d’une courbe clliptique £. Le présent travail donne donc une interprétation de
ces points en termes différentiels, prolongeant [6] ol une caractérisation est donnée, dans le cas n = 1, pour
les points de WeierstraB hyperelliptiques. Ce résultat s’étend au cas des points de Weierstrafl associés & un
systéme linéaire |G| (cf. [1]), complet. et sans points fixes.

Cet article est structuré de la maniére suivante : dans la premiére partie, nous définissons des espaces
Jondamentauz d’ordre n en un point p € S§. Dans la deuxiéme partie, nous rappelons la définition des
points et lacunes de WeierstraB. Ceci nous perinet, dans une troisi¢éme partie, de définir des fibrés, que
nous appelons osculateurs par analogie avec la cinématique, desquels nous déduisons des fibrés en droites
holomorphes et hermitiens. Dans la derniére partie, nous calculons explicitement le représentant canonique
de la premiére classe de Chern de ces fibrés, et prouvons notre résuliat.

1 Espaces fondamentaux

Fixons quelques notations. Pour tout diviseur D, notons £(D) = {¢ ; (¢) + D > 0} U {0} et {{(D) sa
dimension. En particulier, on définit Pentier d comme égal & {(nKg), i-e.

;- g sin=1,
€= (2n—1)(g—1) sin>2

Pour tout entier 5 > 0 et toute fonction holomorphe f, notons 9 f = %f et, st fi,..., fq sont d fonctions
holomorphes, désignons par & f(z) le vecteur (&' f1(2),...,8" fa(2)).

Soit (wy,...,wq) une base de (S, L(nig)). Avec ces notalions, si, pour 1 € k < d, wy s’éerit dans une
carte holomorphe locale (U, z) d’ordre | (i.e. ordp(z —2(p)) =1)en p€ S

wi(2) = fe(2)(dz)",

on définit le i-éme espace fondamental d’ordre n de S en p par

Vo(p) = {0}
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et, pour i > 1, .
Vi(p) = Vect(f(2), ..., 8" (),

Cette définitton est justifiée par le lemme suivant :

Lemme 1.1 Vi > 0, Vi(p) ne dépend ni du choix de la carte holomorphe locale d’ordre 1 en p € S, ni de
celui de la buse (wy, ..., wq).

Soient en effet (U, z) et (U',z') 2 cartes holomorphes locales en p. Sur U N U, la fonction de transition
est donnée par ' = p(z). Pour 1 < k < d, wy s'écrit dans ces cartes @ wi(z) = fi(2)(d2)? et wi(2') =
Ji(Z')(d=")". On montre aisément par récurrence que, pour tout entier » > let k € {1,...,d},ona

av 0 a
-,,,fk ') Z Avgt,mar ( 8 oSk (2)+'~‘V+1(Z)§fk(z),

m=0

oll, Vim € {0,...,v — 1}, Aug1.m+1(z) est une fonction holomorphe sur U NU’ et w(z) = %, soit, en termes
matriciels,

x(z) 0 . 0 0 fk(z) fi(2")
Az2,1(3) L C) R 0 0 ( = fil)
: : e KY(2) 0 U i
Moata(z) Avsr2(z) o Apre(s) wF() 25 fiu(2) aw Ji ()

Comme &(p) # 0, Vi(p) = V/(p), ce qui établit la premiére partic du lemme. La seconde assertion du lemurne
découle de ce que, si (w1, .. .,wq) eb (W], ..., w}) sont deux bases de H"(S, £(n/'s)) telles que, dans une carte
locale (U, z) en p, on ait pour tout entier & tel que 1 < k < d, wi(z) = fi(2)(dz)" et wi(z) = [i{2)(d2)",
alors il existe P € GL4(C) tel que

J(z) = fi{z)P.
Dorénavant, S sera supposé muni de sa métrique hermitienne canonique & (cf. [5], [6]), dite jacobienne,

telle que, si wy,...,wy désigne une base orthonormale de PPespace des 1-formes holomorphes globales alors,
si u,v € Tp(S), on ait.

y —
hp(u,v) = Zwk(p).u we(p)-v.
k=1

Avec les notations adoptées ici, dans une carte holomorphe locale, on obtient h = 3_7_, |fx (z)*dz @ d%.

2 Points de Weierstraf3 d’ordre n
[’ensemble des points de Weierstrafl d’ordre n sur S est
Snl={pe S; l{nks—d(p)) >1}.

Donnons une autre description de ces points. Soit p un point de S. Par induction, I’on construit. une base
(wi,...,wq) de lespace H2(S, L{nk'g)), telle que, pour | < i < d, la quantité

vp(wi) = pi(p) — |
soit minimale. On définit ainsi la suite
L=pi(p) <pa(p) < < pa(p) <d+g
des lacunes de Weterstraf d’ordre n en p. Les non-lacunes de Weierstrafl d’ondre n en p sont les g entiers

2<r(p)<r2p) < < rg(p) £d+ g,



tels que
[Ld+gl={p(p),....pa(p)} U {ri(p), ..., rg(p)}.
On définit le poids de Weierstrafl d’ordre n en p par
d

Palp) =) _(pilp) — ).
i=1
Comme p;(p) > i, cette quantité est > 0. Un point p € S est un point de Weierstraff d’ordre n si P, (p) > 0.
Les points de Weierstrall d’orcdre n sont done les points en lesquels les lacunes de Weierstral n’atteignent
pas leurs valeurs minimales i.e. les p € S tels'que 2 < ri(p) < d. 1l 0’y a en fait qu'un nombre fini de tels
points (cf. [4]). Plus précisément, P, (p) < %g(y + 1) et le poids total des points de Weierstrafl d’ordre n est

3 .

_ ) g—9g sin=1,
Z Pnlp) = { d?q sin>2
peS(n]

La proposition suivante dohne une caractérisation, en des termes plus pratiques pour notre propos, des points
de Weierstrall d’ordre n.

Proposition 2.1 Soit r un entier tel que 2 < r < d. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) p est un point de Weierstraf el r est la plus petite non-lacune > 2 en p.

b) Soit {wy,...,wq} une base du C-espace vectoriel HO(S,L(nKg)) et (U,z) une carte holomorphe locale
d'ordre | en p en laquelle, Yk € {1,...,d}, wi(z) = fe(2)(dz)". Les vecteurs (f(p),...,0""2f(p)) forment
une famille libre et (f(p),...,0 "1 f(p)) une famille lide.

En vertu du lemime 1.1, la condition §) ci-dessus ne dépend ni de la base des (1,0)-formes holomorphes
choisie, ni de la carte holomorphe choisie en p. Cette proposttion, bien connue. est établie dans le cas r = 2
dans [6]. Pour le confort du lecteur, nous en donnons une démonstration par récurrence sur 7.

En effet, supposons r > 3, la propriélé vraie pour s = 2,...,r — l et, dans un premier temps, ) rem-
plie. Soit w = Zi:lAkwk € H°(S,L(nKs)). Localement en p, w ZL VAR (2)(d2)? = f(2)(dz)"
ol f(z) = Eﬁ=] Apfe(2). 11 vient -g:,—__lzf(p) = Y0z d o Bz'f(i))' Supponons vp(w) > r — 1. Alors,
Vi € {0,...,r =2}, %,—f(p) = 0, si bien que %f{p) =0 ie vo{w) > r el r nest pas une lacune de

Weierstrafl en p. Soit s la plus petite non-lacune de Weierstral > 1 en p et supposons 1 < s < r {rappelons
que r > 3). La proposition étant vraie pour s par I'hypothése de récurrence, le &) correspondant montre que
les vecteurs (f(p),..., @1 f(p)) formenti une famille lide, ce qui contredit I’hypothése d’indépendance des
vecteurs (f(p),...,0 "2f(p)), car s — | < r — 2. Par suite r est la plus petite non-lacune de Weierstra8.

Supposons maintenant la condition «} remplie : p est un point de WelerstraB3 et » la plus petite non-lacune
de WeierstraB > | en p. Si les vecteurs (f(p),...,0""2f(p)) sont lids, soit s le plus grand entier tel que les
vecteurs (f(p),...,0* 2 f(p)) forment un systéme libre. ¥z € C, (f1(2),..., fa(2)) # (0,...,0) (cf. [2) p.
119}, donc 2 < s < r. Par maximalité de s, le systéme de vecteurs (f(p),..., 81 f(p)) est lié et il existe

B=(Bo,....0-1) €C* = {{0,...,0)} tel que
-1 =2

V‘.‘E{l, d} '8’—1831 ])_Zﬁxal I ).

De plus 8,1 # 0 (sinon ﬁ = 0) et lon peut poser, pour i € {0,...,s — 2}, B = E_El—] On a alors

o f(p) = s ﬁ,(?' Les conditions du &) de la proposition pour s < r sont remplies : s est
la plus petite non Iacune Weierstraﬁ > 1 en p, ce qui contredit la minimalité de ». Donc les vecteurs
(f(p),..., 072 f(p)) sont libres. Soit p le rang de la matrice

Nilp) Ofi(p) .. O )

fal®) OLalp) o O falp)

(%)



Comme 2 < r <d, 1 < p < r. Supposons p = r; en changeant au besoin l'ordre des indices, on peut
supposer que la matrice M (p), obtenue en supprimant a la matrice précédente les d — r derniéres lignes,
est. de déterminant non nul. Le systéine (uy, ..., ;)M (p) = (0,...,0,1) admel done une untque solution
(H1,--- 1) € C7. BEn ce cas, '8lément w(z) = §J ;_, miwi(z) de H°(S, L(nKg)) vérific w(p) = - =
w=p) = 0 et wT=V(p) = 1, si bien que vy{w) = r — 1 et r est une lacune de Weierstra, ce qui constitue
une contradiction. Par conséquent p < r et les vecteurs (f(p),...,d""1f(p)) sont liés. La proposition en
découle.

Par ailleurs, les espaces fondamentaux en p € S vérifient la

Proposition 2.2 Pour tout p € S, et tout entier i tel que I < 1 < d, on a dim V, )(p) = i. Plus
précisément, V) (p) = Vect (871~ f(z2), ..., P (2))) .

Pour montrer la premiére assertion de cette proposition, il suffit d’établir que, ¥: € {0,d — 1}, Pinclusion
Vo) (P) C Vooii(py(p) est stricte, en posant po(p) = 0 et ¥5{0) = {0}. Il est tout d’abord clair que
Vo) () = Vi(p) # {0}. Notons I = {i; 1 <i<d—1el Vyy)(p) = Vpiyr(p) ()} Supposons 7 # @ et soit
i son plus petit élément. Comme V.. 1(p) = V,,(p)(p), il vient que ¥j tel que pi(p) < j < pig1(p) — 1
(dont P’existence est assurée par I'inégalité p;(p) < pir1(p) — 1), Pon a & f(p) € V,,(p)(p). En particulier
arinP)-lr(p) e Vo (p). Par conséquent

pilp)—=1

aPi+l(P)_1f(p): Z ﬂm@mf(P)
m=0

olt (Bo,.--, B (p)-1) € cr) . Or pilp) — 1 < piga(p) — 2, donc Vi € {0,...,pi(p) — 1}, 8" fiqa(p) =
0, donc §#+P=1f (p) = 0, ce qui contredit la définition de pi;(p). Par conséquent I = @ et Vi €
{1....,d = 1}, Vo, (py(p) est strictement inclus dans V), ,y(p), si bien que dim V,,,)(p) = i. De plus, on
a clairement Vinclusion Vect(971®)=1f(p), ..., 87 P)=1 f(p)) C V,,(p)(p). Par récurrence sur i, on montre
aisément que les vecteurs (871(P)=1 f(p), ..., 870" f(p)) forment un systeme libre. 1’aprés ce qui précede,
ceci montre Pinclusion inverse V, .y (p) C \’ect(aﬂ‘(P)_lf(})), ., 0771 1(p)) ) et termine la démonstration
de la proposition.

3 Fibrés osculateurs

Les résultats précédents permettent de définir, pour 1 < i < d, I'application de Gaufl généralisée !

gi

S G(i, CY)

Voitpy (P)

. . d s . . . . .. . ,
ol G(#,C%) désigne la Grassmanienne d’ordre i de C?. On construit ainsi, pour 0 < i < d, des fibrés
osculateurs £ de rang { an dessus de S par

P

E():SX{O]

el, pour 1 <i<d,
Fy = U (P: Vp.'(p)(p)) :

PES

En effet, d’une part, si I/ est 'ouvert, formé des points de S qui ne sont pas de WeierstraB, il est clair que
les E; construits ci-dessus sont des fibrés holomorphes au dessus de S, obtenus comme image réciproque par

Dans le cas n = i = 1, cette application n’est autre que I'application de GauB qui & un point d'une surface de Riemann
compacte associc son espace tangent.



-

gi du fibré tautologique au dessus de G(i, C9}. Tel est encore le cas au-dessus des points de WeierstraB. En
effet, au voisinage d’un point de WeierstraBl p, S est un anneau local régulier de dimension 1, car S est une
courbe lisse, donc un annecan de valuation discréte SpecR. Le morphisine

gi U — G(i,C9)
s'interpréte alors comme un morphisme
gi - Speck — G{(i, C9),

ot i est le corps des fractions de R. Par compacité de G(i, C9), le ctitére valuatif de propreté ([3], p. 101)
affirme que g; se prolonge de Spech” & Spec de maniére unique, on note encore g; ce prolongement. On
reproduit ce procédé en chaque point de Weierstra (rappelons qu’il n’y a qu’un nornbre fini de points de
Weierstraf).

Ces fibrés forment une tour :
Sx{0}=EyCcTS=FC - CF4 CEd=SXCd

L’inclusion £; C §x C% permet de munir £; d’une métrique hermitienne canonique, induite par les métriques
canoniques de S et de C%. On définit alors, pour 1 < i < d, le fibré & comme étant, le quotient 2/ E;_,. Ce
fibré hérite également d’une métrique hermitienne canonique. En effet

E,'/E,'_l ~ EI-J'_],
I’isomorphisme étant C°°. En d’autres termes,
1
61' = U (Pa ‘/Pi—l(P)(p)) s
pES
et l’'on ala

Proposition 3.1 Pour tout entier i tel que | < i < d, & est un fibré en droiles sur S, hermitien et
holomorphe.

Une section holomorphe naturelle de chaque fibré &; est donnée par ’application

i

S

’E:')

p —— (" 1)) |

ol [0#P)=1 f(p)] désigne la classe de 97~ f(p) dans Vi, (p)(p)/ Ve (my(p). Les fibrés & ainsi construits
permettent de définir, pour 1 < k& < d, les fibrés en droites hermitiens et holomorphes Fy par :

k
Fy = ® &

4 La caractérisation différentielle

Nous nous proposons ici de calculer explicitement, V& € [1,d], le représentant canonique de la premiere
classe de Chern du fibré Fj,.

Posons Gg(#) = 1 et, pour tout entier m > |, Gu(< zy,...,2m >) le déterminant de la matrice de
Gramm du systéme de vecteurs 2y,...,%,. Si s est un entier > —I, notons plus simplement G,y =
Gep1(< £,0f,...,0°f >). On montre alors la formule suivante, établie pour le cas s = 2 dans [6) :



Proposition 4.1
’a EGs

a°
Vs> 2 Log (Gy-1) = 7

" 8:0%

=1

[.a démonstration donnée ci-dessous de cette forimule nous a été communiquée par J.-13. Bost ([2]), et simplifie

1 | |
grandement notre argumentation initiale. 1l s’agit en effet d’établir que, si f est un germe d’applications
holomorphes de C vers C% on a :

a2

R a? kAo _ e
18820 SO 5—=Log| Ao S V1 = (IAZ SR ATZ 7O,

ou l'on note Af‘=0f(‘) =fAJ A---AJ) Ceci découle des relations suivantes :
(i) Si ¥ ne s’annule pas, ° aza~ Loggo gpmgw—z 5‘;2%22_
(i) ZALSO2 = ENAf SN =< FAS A AFEDAFEID FAFA A fR) >
(ifi) g2gzllAfoo /DU = If A S Ao A flE=D) A plht1|2,

(iv) St aq,...,ax,0,b € C9 ona

llay A Aag AallPlar A Aag AP = lar A Aar]]*l|ler A Aag Aa AbJJ?
H<ar A Aag Aa,ay A Aag Ab > |E

La relation (i) est élémentaire, (ii) et (iii) découlent de la sesquilinéarité de <, > et de la formule de Leibniz.
Enfin, pour établir (iv), il suffit de traiter le cas ol les ¢; sont orthonormés, et ol « et b sont orthogonaux
aux a;. La relation (iv) se réduit ainsi & la formule de Lagrange classique : ||a]|?][b]|2 = [laAb||*+]| < a,b > |*.

Nous avons construit des fibrés en droites, &;, holomorphes et munis d’une métrique hermitienne canonique.
11 existe alors (¢f. [8] p. 63} une unique connexion sur & préservant la métrique hermitienne et de type (1, 0}.
Cette connexion canonique, V;, induit une (1, 1)-forme de courbure, RV*. Notons ici ¢1(&) le représentant
canonique de la premiere classe de Chern de & dans H?(S, R). 1l est donné (cf. [8] p. 68) par la (1, 1)-forme

_RV

2im

cr(&)
Compte tenu de ce que
Fk = ® El)

i=1

le représentant canonique de la premiére classe de Chern de Fy est donné par

k

alFi) =) al&) =5 ——m

i=1

k

ot Ry = 5. RV est la (1, 1)-forme de courbure canonique du fibré Fx. Or pour toute section sans zéros s
i=1

du fibré &, on a (cf. [8] p. 72)

1 5 9
c1 (&) = —adLog||s||".
(&) = 5= 0FLoglls
En particulier, I'on peut choisir s = s;. [l vient alors

G(< 0 =1f(z), . 9ri-r =1 f(5), 9Pie)=1 f(2) >)
G(< om@=1f(z), ..., 0n1(-1](z) >) ’

i) 12 = A2 (55(2), Vi o) (2)) =

et donc

Ry = 90Log (G,..(< oI s (), 0T () >)).



Soit p un point de Weierstral de S, de plus petite non-lacune de WeierstraBl r € [2,d] : les » premiers termes
de la suite des lacunes de Weierstrall en p sont

(pl(p):‘ - -;Pr—l(P]xpr(J))} = (l! "lr_ I,Pr(p))

olt pr(p) > r+ 1. D'une part, d’aprés la proposition 2.1, Vi € [0,7 — 1], Gi(p) # 0 et Gr(p) = 0. D’autre
part, Yk € [2, 7],

_ Gr_oGe
Ri_1 = 08Log (Gy—1) = %'
k-1

en vertu de la proposition 4.1.
Par suite, si » > 3, Uon a, Yk € [1,r— 2], Re(p) #0 et Ry (p) =0 et,sir =2, y(p) =0.

Réciproquement,, si
r=inf{k €2,d]; Rs-1(p) =0},
il est. clair, en vertu de la proposition 4.1, que p est un point de Weierstral de plus petite non-lacune de

Weierstra$ r.

Finalement nous avons établi la caractérisation suivante des points de Weierstrall d’ordre n en termes des
fibrés holomorphes et hermitiens Fy, généralisant [6] ot le cas n = 1 el r = 2 est, traité :

Théoréme 4.2 Soit p € § et r un entier tel que 2 < r < d. Les deur assertions suivantes sont équivalentes
a} p est un point de Weierstruff d’ordre n de plus petite non-lacune de Weierstrafl ».

b) Le représentant canonique de la premiére classe de Chern du fibré F._) est nul en p ef v est minimal pour
cette propriété.
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