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o. Introduction

La formulation, aujourd'hui tres generale, des conjecture~ de B eilin~on a ete inauguree
par Bloch, et influencee en particulier par une etude numerique du cas des courbes ellip
tiques E definies sur Q faite en 1981 par Bloch et Grayson, [Bloch, Grayson 1986]. Nous
reprenons ici le travail de Bloch et Grayson et presentons ensuite une etude analogue du
carre symetrique d'une courbe elliptique. Notre travail repose sur une version explicite des
eonjeetures de Beilinson relatives aux valeurs L(S ym k E, k +1), k 2:: 2, donnee recemment
par Deninger: [Deninger 1988], [Deninger 1989]. Nous verifions numeriquement les rela
tions conjecturees par Beilinson et Deninger dans le eas k = 2, pour des eourbes elliptiques
pour lesquelles ~ette eonjeeture explicite donne un enonee non trivial. Il s'avere que eelles
d'entre ces courhes qui admettent un point de torsion rationnel sont en nombre nni. Voir
plus precisement, 3.4.1 et 3.4.6.

Les conjectures de Beilinson expriment la valeur L( r) (5) de la premiere derivee non
nulle en tout entier 5, de la fonction L d'un motif sur Q, en termes de regulateurs definis a
moyen de la /(-theorie (ou cohomologie motivique) du motif. Si E est une courhe elliptique
sur Q, la valeur speciale L(E,2) est ainsi conjecturalement liee au groupe /(2(E). Une
fac;on de se donner des elements de /(2 (E) utilise des diviseurs definis sur Q a support
dans les points de torsion de E. Les regulateurs de ces eU~ments de K 2 (E) s'expriment
en termes de series de I(ronecker attachees a Ej L(E,2) s'exprime done eonjecturalement
eomme eombinaison lineaire acoefficients rationnels de eertaines series de Kronecker. Dans
le cas d'une courbe a multiplications complexes, la fonction analytique L(E, 3) est deja
combinaison lineaire de series de I(ronecker - cf. [Rohrlich 1987], [Deninger, Wingberg
1988]. POUT certaines eourhes sans multiplieation complexe, Bloch et Grayson [Bloch,
Grayson 1986] ont mis en evidence l'existence de teiles combinaisons lineaires au point
s = 2.

Le phenomene le plus important decouvert dans [Bloch, Grayson 1986] est la necessite
d'introduire une condition d'integralite dans la eonjecture. Si E est un modele minimal
regulier sur Z de la eourhe E, on eonjeeture que seuls les elements du sous-groupe /(2(&)
de /(2(E) ont des regulateurs lies a la valeur L(E,2). Bloch et Grayson ont calcu1e ex
plicitement cette restriction.

Dans 1a premiere partie de notre article, nous reprenons le travai1 de Bloch et Grayson.
Nous insistons sur le fait que l'existence de suffisamment de diviseurs rationnels asupport
dans E(Q)tors semble necessaire a l'obtention de teIles relations lineaires - voir 1.3.2.
En general, on ne peut done s'attendre a une teIle relation entre series de I(ronecker et la
valeur L(E, 2).

Au §1.6 nous eomparons les elements de ](2(E) ohtenus aceux donnes par la methode
modulaire de Beilinson [Schappacher, Scholl 1988] si E est parametree par une courhe
Xo(N).

Bloch, dans [Bloch, Grayson 1986], se demandait s'il n'existe pas de relations lineaires
entre valeur L et series de !(ronecker pour sentier 2:: 3. Tout au debut de notre travail, nous
nous sommes poses 1a meme question. Mais nos essais dans cette direetion nous out inspire
la convietion que ce n'etait pas le eas. C'est Deninger qui a trouve une raison theorique a
cela en 1987 :- Dans le cas des eourbes elliptiques E)L multiplications complexes il pouvait
etablir un lien entre les valeurs speciales L(E, s), pour 5 entier > 2, et des regulateurs de
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Beilinson eorrespondants - voir [Deninger 1988], [Deninger 1989]. Sa methode eonsiste
a monter d'abord a eertaines puissanees symetriques de E et a redeseendre au niveau de
la eourbe, au moyen des multiplieations eomplexes. ür, pour toute puissanee symetrique
d'une eourbe E quelconque, Deninger obtient toujours des elements d'un eertain groupe
de eohomologie motivique attaehee a eette puissanee. Mais, les multiplications complexes
faisant defaut, il est impossible de redescendre cette version explicite des eonjectures de
Beilinson a Ia courbe elle-meme.

Nous donnons, dans la deuxieme partie de eet article, un resume de la partie du
travail de Deninger qui s'applique aux courbes elliptiques definies sur Q. C'est la seule
generalisation a d'autres valeurs speeiales de fonetions L des conjeetures explicites du §1
que nous connaissons actuellement. Mais ici, eneore plus que dans le CRS de Bloch et
Grayson, l'absence de suffisamment de diviseurs rationnels a support dans E(Q)tor", pour
une eourbe E "generique", restreint la portee de ees conjectures explicites - voir 2.4.2.
Par exemple, pour toute eourbe il existe un ko - generalement assez petit; voir plus loin
le eas k = 2 - tel que, pour tout k ~ ko, la methode de Deninger ne suffit pas a fabriquer
un regulateur non-nul de Sym k E.

Le §2.5 eontient la generalisation aux puissanees symetriques, due aScholl, de la
fonnule explicite donnant la condition d'integralite, e'est-a-dire la generalisation de la
formule trouvee par Bloch et Grayson qui earaeterise le sous-groupe !(2(E) de ](2(E).

La troisieme partie de ee travail est eonsaeree aux verifications numeriques des eonjee
tures de Beilinson-Deninger pour le earre symetrique de eertaines eourhes elliptiques, ainsi
qu'a la classifieation de families de eourbes pour lesquelles ces conjectures de Beilinson
Deninger donnent un enonce non-trivial. Deux jeux differents se presentent selon que la
eondition d'integralite intervient ou non.

Si elle n'intervient pas - e'est a dire, si la eourbe a potentiellement bonne n§duction
partout (mais n'admet pas de multiplieation eomplexe ... ) - on peut se servir de diviseurs
contenant soit tous les eonjugues d'un point de torsion donne, soit tous les elements d'un
sous-groupe fini rationnel. Pour les sous-groupes rationnels eyeliques nous arrivons atraiter
eompletement le eRS de toutes les eourbes admettant un n~gulateur non-nul: 3.2, 3.3.

Si au eontraire il y a obstruction d'integralite - c'est a dire, si la courhe a reduetion
(potentiellement) multiplieative quelque part -, alors les diviseurs "d'orbites" n 'y passent
pas. Nous montrons au numero 3.4 qu'il n'y a qu'un nomhre fini de telles eourhes avee
n§gulateur non-nul, si on se restreint aux diviseurs formes de multiples d'un seul point de
torsion rationnel. Au dernier numero 3.5, nous en presentons des exempies nUlneriques,
mettant en evidenee l'analogue, pour le carre symetrique, des "relations exotiques" entre
series de !(roneeker eonstatees par Bloch et Grayson au niveau de la eourbe elle-meme (cf.
1.5.3).
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1. La courbe

Dans ce nwnero, nous reprenons la situation etudiee auparavant dans [Bloch, Grayson
1986].

1.1 Notations

Soient E une courbe elliptique sur Q et [, son modele minimal regulier sur Z. * Fixons
une differentielle non nulle w de E definie sur R. Soit Wl = IJE(R)O wila periode reelle

de (E, w). Choisissons W2 tel que A = Wl Z + W2 Z C C soi t le reseau rendant (CI A, dz)
isomorphe a (E, w) sur C et tel que T = ~ ait une partie imaginaire y = ~(T) posi tive.

2

On emploie les notations (legerement modifiees) de [Weil 1976, chap. VIII] : A(A) = w;. Y,

(" x) = exp( 'X~(;ti). Pour un diviseur a = L:xEC/A ax(x) sur E(C) et un entier v 2: 0, on

pose-si m(8) > ~ + 1-,

, I ~y

]\y(O, a, 8, A) = L axL (" x) ( _),,'
xEC/A iEA I'

Pour sEC quelconque, les valeurs de ces double3 3erie3 de Kronecker sont d6finies par
prolongement analytique. Si le reseau A de ](y n'est pas precise, on convient que A = Z+ZT
- ce qui est independant du choix de w.

Pour un entier d > 1, on ecrit Q[Edt le Q-espace vectoriel des diviseurs acoefficients
rationnels sur E qui sont definis sur Q en tant que diviseurs, de degre zero et a support
dans les points de d-torsion de E. Sur C les elelnents de Q[Ed]O s'identifient ades cliviseurs
a comme avant sur E(C) = CIA.

1.2 COholllologie motivique

Soit X une variete quasi-projective lisse sur Q. Une fa<;on d'introduire les groupes de
cohomologie motivique de X est cle definir, pour taut j ~ 0, i ~ 2j,

Hit (X, Q(j)) = Gr{(](2j-i(X) ~ Q),

ou le gradue est relatif a la filtration, sur le ](-graupe de Quillen tensaris6 par Q. - Cf.
[Beilinson 1985], [Schneider 1988, §3]. On sait demontrer que l'image de ](2j-i(X) 0 Q
dans Hit (X, Q(j)) ne depend pas du choix d'un modele regulier propre X de X sur Z-si
un tel modele existe. Elle est notee H1t(X, Q(j)).

Considerons la suite exacte suivante, extraite de la suite exacte de loealisation de [,
par rapport a sa fibre generique E - cf. [Bloch, Grayson 1986], [Deninger, Wingberg
1988], [Jannsen 1988b].

* Si besoin est, on supposera que E est parametree par une eourbe modulaire Xo(N).
De meIne, dans nos exemples nous citons parfois des eourbes par le nom qui leur est danne
dans la "Table 1" cle [Modular F\lllctions ... IV].
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8=II 81' 3 3
(1.2.0) H't(&, Q(2)) ~ H'it(E, Q(2)) -+ Up HM,S(p)(&' Q(2)) -+ HM (&, Q(2)).

La somme est etendue a tous les nombres premiers p.

Beilinson eonjeeture que:

(1.2.1 ?)
(1.2.2 ?)

dimQ H1t(&, Q(2)) = ord~=oL(E, s) = 1,
Hit(&, Q(2)) = O.

On sait [Jannsen 1988b, §12] que l' "homologie motivique" H1,E(p)( &, Q(2)) = I(~ (&(p) )0z

Q es t non nulle si et seulement si le faeteur eulerien L p (E, s) -1 en p de L(E, s) =
npLp(E, s) s'annule en s = 0, done si et seulement si E a mauvaise reduetion multi
plieative deployee en p. Cette homologie motivique est alors de dimension 1.

Ceei implique la eonjeeture :

dirn Q H1(E, Q(2)) = ord~=oLs(E, s) = 1 + #{p I Lp(E, 0)-1 = O},

ou S est l'ensemble des nombres premiers de mauvaise reduetion pour E, et Ls = np~s Lp
est la fonetion L sans faeteurs euIeriens en S. L'assertion 1.2.3? est un eas partieulier de la
premiere partie d'une S -conjecture de Beilin",on, proposee deja dans une lettre de Deligne
a Soule [Deligne 1985], et developpee par Ramakrishnan [Ramakrishnan 1989a], .Jannsen
et Scholl [non publies].

Notons que la finitude de la dimension de H1(E, Q(2)) - ou de H1(&, Q(2)) 
n'est toujours pas etablie. Relnarquons d'autre part qu'on a heaucoup de mal a construire
explicitelnent des elements non nuls de ces groupes. Toutefois on sait, grace a la methode
des eourhes modulaires developpee par Beilinson-voir 1.6; cf. [Beilinson 1985], [Beilinson
1986], [Schappacher, Scholl 1988]-, que H'it(&, Q(2)) f:. 0 pour taute eourhe E parametree
par une eourhe modulaire-donc eonjecturalement pour toute eourhe elliptique sur Q.

1.3 COl1Ullent construire des elenlents de H1(E, Q(2))

Notons r l'application du regulateur de Bloch-Beilin30n - cf. [Schneider 1988], [Rohrlich
1987], [Deninger, Wingberg 1988];

r : H1(E, Q(2)) -+ H1(E/R , R(2)) = H 1 (E(C), R(1))F~.

Ici, F oo est l'involution eorrespondant a la structure reelle HJR(E/R ) 0 R(1), ou R(l) =
21riR.

Bloch eonjecture [Bloch, Grayson 1986, p.84, note (*)] que l'applieation rest injective
sur H1(E, Q(2)), et les resultats de [Bloch, Grayson 1986] sont pleinement en aecord avec
cette conjecture - voir 1.5.3, cf. aussi [Schappacher, Scholl 1988, 1.1.3 (iii)]. Dans le cadre
general de Beilinson, on est arnene a conjecturer au moins l'injectivite de la restriction de
r a. H~ (&, Q(2) ). Si Ia eonjecture plus forte de Bloch est juste, alors l'application edefinie
ei-apres est unique.
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1.3.1 LelTIlue. Poul' taut d > 1, il existe une application Q-lineail'e

[r(e(a)),w] = A(A? [(1(0, a, 2, A),

ou [a, ß] der 2~i JE(C) a 1\ ß, poul' deux 1-fol'mes a, ß sul' E. De plus, si e > 1 et i e

Q[Edt '--+ Q[Edet, alol's ed = ede 0 i e .

L'application epeut se construire facilement eu termes de symboles {f, g} E ](2(Q(E))
relevables dans H'it(E, Q(2)): Etant donne a, appellons P le sous-groupe de E d engendre
par les points qui apparaissent dans a avec un coeffieient non nul, et posans d' = #(P).
Comme a est defini sur Q, il en est de meme du sous-groupe P. 11 existe done des
fonetions rationnelles sur Q, f, 9 E Q(E) ayant eomme diviseurs div (f) = d' a, div (g) =
2[d'(0) - LYEP(Y)]' Par un lemme de Bloch [Bloch 1980, p. 8.6f], [Deninger, \Vingberg
1988, Lemma 5.2], quitte amodifiel' le symbole {f, g} E !(2(Q(E)) par un symbole du type
{h, cl, h E Q(E)*, cE Q*, on tombe dans H'it(E, Q(2)) t.....+ !(2(Q(E)) ~ Q. Nonnalisons
le regulateur de {t/J,1/;} E !(2(Q(E)), avec div(<jJ) = L:px(x), div(1/;) = L:qx(x), comme
etant A(A)2 L:x y Pxqy 1(1 (0, X - y, 2, A)-c'est Ia normalisation qu'on trouve dans [Bloch,
Grayson 1986] (avec A = Z + Zr); dans [Deninger, \\Tingberg 1988] et [Deninger 1988],
[Deninger 1989], il y a un facteur correctif de - ~. Alors on pose ed ( a) = 2JI2 {f, g}, et la
formule donnant r(e(a)) dans 1.3.1 decoule du fait que 1(1 (0, x, s) est une fonction impaire
de la variable x. La construction donnee de Cd ne depend pas du d tel que a E Q[Ed]O, ce
qui demontre la derniere assertion de 1.3.1.

Mais en fait, la constl'uction qu 'on vient de donner ne depend pas du sous-graupe
rationnel P de E toTs utilise tel que a soit a support dans P. Ceci decoule aussit6t de la
construction de eemployee par Deninger-voir [Deninger 1988]; cf. [Schappacher, Scholl
19**]-; noter pourtant que la normalisation adoptee par Deninger est differente de la
n6tre ce qui fait que son application est sensible au changement du sous-groupe P.

1.3.2 L'aetion de Galois

Voici la eontrainte essentielle, dans le eas d'une eourhe elliptique, de cette fa<.;on de
se donner des elements en cohomologie motivique (nous en verrons une autre en 2.4.2,
qui s'applique a toutes les puissances symetriques et devient essentielle surtout pour les
puissances paires):

Si l'image de Gal(Q/Q) dans Aut(Ed ) = GL2(Z/dZ) contient (~1 ~1)' alors le nigu

lateur r(e(Q[Edt)) vaut 0 - done conjecturalement aussi e(Q[Edt) = O.

C'est a cause du fait, deja utilise dans la demonstration precedente, que 1(v(0, x, s),
comme fonction de Ia variable x, a la parite de v.

L'hypothese concernant l'image de l'action de Galois est souvent satisfaite. Elle vaut
systematiquement pour tout d > 1, si l'image de Ga1(Q/Q) dans Aut(EtOT5 ) = GL2 (Z)
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est aussi grand que possible, c'est-a.-dire d'indiee deux - par exemple, si E est la eourbe
97A, discutee dans [Berre 1972, exemple 5.5.6].

1.3.3 Remarque. Dans [Ramakrishnan 1989b, Question 8], on trouve un exemple, du
a R. Ross, d'un symbole {4>, 1f;} E ](2(Q(E)), sur la eourbe E : y2 = x 3 + x, tel que
di v(4» contienne un point d'ordre infini de E et tel que {<p, 7P }6 soit dans le noyau du
symbole modere T de la suite exaete de loealisation de E relatif a Q(E). L'astuce de
la eonstruction est que les valeurs TQ ( {4>,?jJ }), Q E E( Q), sont des racines d 'unite. Il
semble qu'il y a seulement quelques eourbes pour lesquelles un tel symbole existe. Du
reste, nous ne eonnaissons pas d'autres methodes pour produire des elements non-nuls
dans HÄ-1(E, Q(2)) a partir de diviseurs eomportant des points d'ordre infini.

1.4 Conjecture de Beilinson

Elle etablit un lien entre le premier tenne du developpement de L(E, s) en s = 0 et le
regulateur de Hit (E, Q(2) ). Elle dit en particulier que, pour a E Q [Ed] 0, on a

w11 [r(~(a)),w] E L'(E,O).Q,

pourvu que ~(a) appartienne aH~([, Q(2)).

Compte tenu de l'equation fonetionnelle de L(E, s) et des proprietes elementaires des
series de I{ronecker, eeci equivaut a rure que:

(1.4.1 ?) a(~(a)) = 0

(Rappeions qu'un reseau non ecrit dans ](v est toujours Z + ZT.)

1.4.2 Invariance par isogenie

L'existence d'un diviseur a E Q[Etor",t tel que

y2 ](1 (0, a, 2)
L(E,2)

soit un rationnel non nul est une nation invariante par isogenies rationnelles. En fait,
si 4> : E' -+ E est une isogenie d6finie sur Q et a un diviseur convenable sur E, alors
y,2 ](1 (0, 4>*a, 2, Z + ZT') ne differe de y2 ](1 (0, a, 2) que par un facteur rationnel non nul.
- En fait, par un calcul direct on se reduit au eas Oll l'isogenie est induite, sur C, par
l'inclusion A' '"--+ A de deux reseaux. Alors on note que, par rapport a l'accouplement
{., .Lv, on a l'identit6 ([A : A'].A)-l = AIA' ~ CIA'. D'ou la relation
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1.5 La fornlule et les calculs de Bloch et Grayson

L'article [Bloch, Grayson 1986] a mene a la formulation des conjectures de Beilinson que
nous cannaissons aujourd'hui: il amis en evidence la nece8site de se restreindre au 80U8
graupe Hlt(E, Q(2)) de Hlt(E, Q(2)). La caracterisatian explicite de ce sous-groupe par
le lemme ci-apres est a la base de l'article [Bloch, Grayson 1986].

Soit p un nombre premier ou E a reduction multiplicative deployee. La fibre speciale
en p de E e8t alors un polygone de Neron Iv. Fixons une numerotation des ses v cotes
teIle que la composante numero 0 contienne l'origine de E. Identifions Hl-t,&(p)(E, Q(2)) =
K~ (E(p)) ®z Q a Q en choisissant une base-cf. 1.2 plus haut. Ceci nous permet d'ecrire
les images de 8p comme des nambres rationnels determines a un facteur pres.

1.5.1 Le111111e. (i) Si v = 1, alors 8p = O.
(ii) Soit x E E(Q)v teJ que x mad p appartienne a Ja premiere composante. Alol's, poul'

j = l, ... ,v,
8p (e((jx)-(0))) . CB3(~)'

v

OU C :j:. 0 ne depend que de v et B 3 (X) = X 3
- ~X2 + !X est Je troisieme polynome de

Bernoulli.

Cette formulation du resultat de Bloch et Graysan nous a ete signalee par A.J. Scholl.
11 permet en fait de calculer 8p(e(a)), pour taut a E Q[Etor"t. Une formule legerement
plus generale est utilisee dans [Bloch, Graysan 1986] sans demonstration. D'autre part,
1.5.1 est un cas particulier du lemme 2.5.1 plus lain.

1.5.2 Remarque. On voit que si, par exemple, taus les nombres premiers p cle recluction
multiplicative deployee de E sont tels que la fibre speciale en p n'ait qu'nn senl cote,
alors les elements e((jx) - (0)) de Bloch et Grayson ne sont jarnais dans H1(E, Q(2)) 
Hlt(E, Q(2)), qui devrait pourtant etre non video Comme exemple, on peut eiter la eourbe
llA, c'est-a dire, X 1(11).

1.5.3 L'article [Bloch, Grayson 1986] peut se voir d'au moins trois points de vue differents:
a) Bloch et Grayson y verifient numeriquement la eonjecture 1.4.1?, pour 39 courbes

elliptiques parmi une eollection de 41 dont la torsion rationnelle n'est pas reduite a
des points d'ordre 2, et pour des diviseurs a E Q[E(Q)torst convenables.

b) Bloch et Grayson y verifient sur les valeurs approchees des series de Kronecker que
dimQr(e(Q[E(Q)tor.!l]o)) semble etre bornee par la dimension de Hlt(E, Q(2)), selon
1.2.3? (En fait, dimQHlt(E, Q(2)) n'est pas ecrite dans [Bloch, Grayson 1986]; il
faut, pour chaque courbe, determiner quels sont les nombres premiers de reduction
multiplicative deployee, re~p. non deployee.) De plus, les auteurs verifient numerique
ment que les series de I(roneeker semblent respecter les restrietions imposees par 8.
Parfois, il arrive que les e(a) qu'on construit tombent automatiquement dans le noyau
de 8p, pour un premier p tel que Lp(E, 1) = 0 (cf. 1.5.2.). Ceci se traduit par plus de
relations lineaires entre les series de I(ronecker [r(~(a)),w] que la seule dimension de
l'espace ambiant Hlt(E, Q(2)) ne laisserait attendre. Ces relations ainsi constatees
numeriquement sont parfois appelees "relationJ exotiqueJ".
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c) Bien que ce ne soit pas redige dans [Bloch, Grayson 1986], Bloch et Grayson ont
eertainement du eonstater que, si 8(c(a)) f:. 0, alors y2 1(1 (0, a, 2) ne senlble pas etre
rationnellement lie a L(E, 2).

1.6 Le cote modulaire

Si la courbe E est parametn~e par une courbe modulaire - i. e., X 0 ( N) ----+ E, ou plus
generalement M ----+ E, pour n'importe quelle eourbe modulaire M - alors le theoreme de
Beilinson relatif ala valeur en s = 2 des fonetions L de courhes modulaires - voir [Schap
pacher, Scholl 1988]; cf. [Beilinson 1985], [Beilinson 1986] - permet de eonstruire des
elements non nuls dans H.L(t', Q(2)) ~ H.L(E, Q(2)) dont les regulateurs satisfont a la
conjecture de Beilinson, i.e., sont lies ala valeur L(E, 2). Malheureusenlent, il semble etre

impossible, en general, de les situer par rapport au sous-espaee veetoriel3 d~f ~(Q[Etor.9t)
de H.L(E, Q(2))-bien que eonjeeturalement H~(t',Q(2)) soit de dimension 1. Toute
fois, les quelques ca3 particulier3 ou on arrive a comparer des symboles de H.L(A1, Q(2))
consideres par Beilinson a. :=: fournis3ent le3 "eul3 exemples actuellement connus de courbes
elliptiques E sans multiplication complexe pour lesquelles on sait demontrer des relations
entre L(E,2) et des senes de Kronecker du type envisage numeriquement par Bloch et
Grays on. C'est pourquoi nous en padons ici.

1.6.1 Soit done une applieation non constante 1f; : ],,1 ----+ E, pour une eourbe modulaire
M sur Q. Supposons qu'il y ait un sous-groupe rationnel fini P ~ Etor.9 tel que 'Ij;-l(P)
soit entierement eontenu dans l'ensemble des pointes M - M de M. Alors, etant donne
un diviseur a E Q[pt, le regulateur [r(c(a)),w] calcule "sur la courhe elliptique" est le
meme que le regulateur d'un symbole d'unites modulaires dans {O*(M), V*(M)} releve
dans H.L(M, Q(2))-et en fait dans H.L(Mz, Q(2))-, ealeul6 "sur la eourbe modulaire" .
- Cf. [Sehappaeher, Scholl 1988, 1.1] pour la construetion et l'enonee des proprietes des
symboles eonstruites a partir des unites modulaires. Vue la eonstruction de c(a) donnee
dans la demonstration du lemme 1.3.1, l'egalite des regulateurs decoule immediatement de
la formule [rE(a),w] = [1M('ljJ*(a)), 'ljJ*w] qui est elle-meme une consequenee immediate de
l'identite, valable sur toute eourbe algebrique lisse X,

[rx({!,g}),w] = r logl!1 d log 9 I\w.
}X(C)

Voir [Deninger, Wingberg 1988, 1.10], et [Schappacher, Scholl 1988, 1.3].
01', les regulateurs provenant d'unites modulaires de M satisfont a la conjeeture de

Beilinson relative a L(M, s) eu s = O-c'est le theOrelUe de Beilinson, voir [Sehappaeher,
Scholl 1988, 1.1.2]. En passant a la composante propre correspondant a E sous l'aetion de
l'algebre de Hecke, on en deduit que y2 1(1 (0, a, 2) E L(E, 2).Q, et que en fait 8(c(a)) = 0,
eomme I'exige la eonjeeture 1.4.1? .

Reste done averifier, ehaque fois que la situation discutee ici se presente, si r(c(Q(P]O))
est non nuI. Pour une fois, c'est un enonee qui se demontre sur ordinateur.

1.6.2 Voici un cadre qui couvre tous les exemples que nous eonnaissons aetuellement ou
l'on peut demontrer des relations entre series de I(ronecker et la valeur L(E,2) par la
methode esquissee en 1.6.1.
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Soit le diagramme cartesien

M ---+ Xo(N)

~l l~
E ~ E'

OU<p : Xo(N) --t E' est une "courbe de Weil forte involutoire", i. e., 1. il n'y a pas de courbe
elliptique EI non isomorphe a E' qui s'insere dans l'application <p : Xo(N) --t EI -+ EI,
et 2. E' est le quotient Xo(N)/U par un sous-groupe U du groupe W engendft3 dans
Aut(Xo(N» pax les involutions d'Atkin-Lehner w p , pour les diviseurs premiers p de N.
Ensuite, ,.\ est une isogenie definie sur Q, de degre d > 2, et M est le produit fibre

E XE' Xo(N). Posons P der kerA.

Supposons maintenant que M est une courbe modulaire et que l'application A1 -----+

Xo(N) est l'application naturelle entre courbes modulaires. Alors, comme E' est invo
lutoire, rp-1(OEI) est contenue dans l'ensemble des pointes de Xo(N). Par consequent,
'I/J-1(p) ne consiste que de pointes de M. Alors, si r(~(a» i=- 0, pour un a E Q[P]O, on
trouve que y2 ](1 (0, a, 2) E L(E, 2).Q*.

1.6.3 1Sxemples
a) N = 11, E' = X o(ll), E = X 1 (11) = Al, U = {I}, P engendre par x = (00) - (0).

Le fait que ]{1 (0, 2x, 2) =j:. 0 a ete verifie par Grayson: voir la table de [Bloch, Grayson
1986], courbe llA.

b) N = 20, E' = E = X o(20) = M, U = {I}, P = E(Q)tors = {pointes}, #(P) = 6.
Alors [Bloch, Grayson 1986], table, ~OB, montre que r(~(Q[pr» i=- 0.

c) N = 24, E' = E = X o (24) = M, i.e., la courbe 24B, U = {I}, P = E(Q)tors =
{pointes} rv Z/4Z X Z/2Z. Nous avons verifie sur ordinateur que ]{I (0, X, 2) =j:. 0, pour
x E C/Z+Zr correspondant aun point rationnel de E d'ordre 4. Done rCe(Q[p]O» f
O.

cl)? N = 26, E' ="26B", E ="26A", U = {I, W2}, #(P) = 3. Nous ignorons pour le
moment si M est modulaire.
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2. Les puissances synletriques

Ce numero est eonsaere a l'enonee des conjectures explicites generales relatives aux puis
sances symetriques d'une courbe elliptique sur Q, analogues aux conjectures figurant en
§1.

2.1 Les nlotifs

Afin de pouvoir parleI' de la cohomologie motivique d'un motif, il faut travailler avec la
categorie M Q des motifs sur Q eonstruite apartir de la categorie d'objets les heX), pour
toutes les varietes projectives lisses X sur Q, avec morphismes (si Y est equidimensionnelle)

H om(h(X), h(Y)) = CHdimY(X X Y) 0 Q,

des cycles algebriques aequivalence rationnelle pres (et non pas aequivalence homologique
pres).

On dispose dans cette categorie d'un rnotif h~ (E), et un motif Sym k E peut y etre
eonstruit par un des procedes equivalents suivants.

(2.1 .1) On peut suivre la methode de Beilinson dans [Beilinson 1986, §4], et considerer
E k comme Ia sous-variete de E k+1 sur laquelle la somme des eomposantes vaut
zero - elle sera notee ici E kl

. Alors Sym k E est le sous-motif de h(Ekl
) sur lequel

le groupe des permutations Sk+l agit par le caractere signe.
(E.1.2) Deninger [Deninger 1989, §8] montre que ceci equivaut a prendre la partie de

hl(E)0k~c'est un sous-rnotif de h(Ek) muni d'une action de Sk-sur laquelle Sk
agit par le earactere signe.

(2.1.9) Finalement - cf. [Scholl 1989, §1] - SymkE peut etre vu COlnme la partie de
h(E)0k sur laquelle

• S k agi t par le caraetere signe;
• en chaque composante, h(-1): h(E) ---+ h(E) agit par -1;

Alors, pour toute theorie de cohomologie H· compatible avec nos motifs, qui admet une
formule de !{ünneth et qui satisfait H(h l (point)) = H I (point), on a

2.2 COholllologie 1110tivique

La eohomologie motivique se factorise par la eategorie des motifs que nous eonsiderons.
On peut done parler de Hit (Syn1,kE, Q(j)). La "partie integrale" HitCSym k E, Q(j))z
analogue a la eohomologie motivique du modele minimal E dans le cas k = 1-peut etre
definie comme l'image dans Hit(SymkE,Q(j)) de HitCik,Q(j)), ou i k est Ia nonnali
sation de Ia puissance de t: sur Z. De meme, dans Ia troisieme construction de Sym k E
(2.1.3), Ia generalisation de I"'homologie motivique" utilisee en 1.2 s'ecrit comme Ia partie

propre par rapport aux trois operations decrites en (2.1.3) de l'espace H i "-I: (Ek, Q(j)).
M, ... (p)

Nous le notons simplement Hit,p(Sym k E, Q(j)).
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On obtient alors la suite exacte suivante, analogne de 1.2.0.

(2.12.0)
a-Il &

H.tt 1(Sym k E, Q(k + l))z ~ H.tt 1(Sym k E, Q(k +1)) ~ p

a-Ila
~ p IIpH.tt,~(SymkE, Q(k + 1))~ H.tt 2 (Sym kE, Q(k + l))z.

Soit L(Symk E, s) = TIp Lp(Sym k E, s) la fonction L du motif Sym k E. Elle est definie
par rapport aux Frobeni'UB geometriques agissant sur les realisations l-adiques du motif en
question. Par eonsequent, L(Sym1E, s) = L(E, s), la fonetion L habituelle de Ia eonrbe
elliptique E.

Voiei des eonsequenees des eonjeetures de Beilinson, analogues aux enonees eorrespon
dants de 1.2.

(2.2.1?) dimQH.tt 1(SymkE,Q(k + l))z = ord8 =oL(Symk E,s) = [~] + 1,
(2.2.12 ?) H.tt 2

( Sym k E, Q (k + 1))z = 0,

(12.2.9?) dimQH.tt 1(Sym k E, Q(k + 1)) = [~] + 1 + #{p I Lp(Symk E, 0)-1 = O},
(12.2.4?) H5J1 (Sym k E, Q(k + l))z '--+ H.tt 1(Sym k E, Q(k + 1)).

2.3 L'application de Deninger

Imitant les symboles d'Ei~en~teinde Beilinson [Beilinson 1986], Deninger [Deninger 1988],
[Deninger 1989, §8], eonstruit, ponr tout entier d > 1, une application

qui, pour k = 1, coineide avec l'application ~ de 1.3.1.

2.3.0 Remarque. En fait, la eonstruetion de Deninger donne parfois un peu plus, et nous
allons en profiter. Ansi, pour k pair, on peut eonstruire une applieation qui assoeie un
eleinent de H:J~JSynlkE, Q(k + 1)) a chaque diviseur de degre zero a support dans Etor~

sur lequel Gal(Q/Q)" agit par ±1. - En effet, la premiere etape de Ia eonstruetion de
Deninger est de passer d'un diviseur donne ß au produit ß0 0: ® ... ® 0:, avec k exemplaires
d'un meme diviseur 0:, et sur ee produit Ie groupe symetrique Sk+1 agit par Ie earaetere
sigue. TI est done invariant par ß t---+ -ß.

Comme pour k = 1, ecrivons r l'application du regulateur de Beilinsonj

Ce dernier groupe de cohomologie de Deligne est Ia partie de Sym k H 1 (E(C), C), obtenu
par Ia projection C --+ R(k), qui est invariante sous l'involution de de Rham Foo . 11 est
done de dimension [~] + 1 sur R. Si w, 7] est une base de HJn(E/Q ), 810rs une base de

H~+l(SymkE /R' R(k+1)) est donnee par Ies projeetions par C ~ R(k) des differentielles
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W(k),W(k-l)71, ... ,W(k-[fD 71({!D comme R-hase [Deligne 1979,7.7 (h)]. La projection sera
notee par le signe ......

Pour deux k-formes Cl, ß sur E k
, soit [Cl, ß] = (2;i)' JEk(C) Cl 1\ ß. Alors, ~ est car

aeterise (conjecturalement de fa~on unique) par les relations suivantes-cj. 1.3.1. Si
a = 2:d.x=O ax(x) E Q[Edt, on a, pour j = 0, ... , [~],

(~.9.1)

2.3.2 Remarque. Remarquons que les deux membres de 2.3.1 sont homogenes de poids
k - 2j par rapport aw; le changement W J---+ .\w,). E R, multiplie le eote droit par .\k-2j.

Ceei est en aecord avee le fait que, agauche, W f-+ AW implique que 1] J---+ A-11] - se rappeier
par exemple la relation de Legendre.

2.4 Conjecture de Beilinson

Ici eneore, le formalisme est tout cl. fait analogue au cas k = 1-voir 1.4. Pour trouver
la periode qui generalise le W1 dans 1.4 on remarque que, si west definie sur Q alors
w1 = c+(H1 (E)(l)) dans le formalisme de Deligne [Deligne 1979] et on fait appel a [Deligne
1979,7.7], avee les donnees c-(H1(E)(1)) = ~(w2)i = w1yi et 8(H1(E)(1)) = 27fi. [Deligne
1979, 7.7], pennet alors de calculer la periode c+(Sym k E(k)) dans la conjecture suivante.

2.4.0 COlljecture. Soient ao, ... , a[ i 1 E Q[Edt teis gue ieurs ima.ges par eappm'tiennent

a H:J1(Sym k E, Q(2))z. Aiors

Naus allans donner la reformulation analogue a 1.4.1? de cette conjecture dans le cas
k = 2 au §3.

2.4.1 Remarques.
(i) Camme eu 2.3.2, on verifie que la conjecture ne depend pas du choix de w qui affeete

le cote gauche de la relation. En fait, l'homogeneite de c+(Sym k E(k)) est de degre

~(~ + 1) eu A, si k est pair, et ([~] + 1)2, si k est impair-ce sout precisement les
degres qu'on ohtient par la regle dounee eu 2.3.2 paur le determinant.

(ii) La conjecture 2.4.0 est invariante par isogenie, dans le sens suivant. Soit une isogenie
</> : E' -+ E definie sur Q. Alors eu prenant des diviseurs a~ = </>*(ad, on ne change
que par un facteur rationnel le determinant de 2.4.0. Ceci se voit sur 2.3.1 par les
ealculs esquisses en 1.4.2.

(iii) Les puissances symetriques paires d'une eourhe elliptique E sont invariantes par tor
sion quadratique. Plus precisement si E est la tordue de EI par ~, alors~ definit
sur Q(~) une isogenie </> : EI -+ E teIle que Gal( Q/Q) agisse sur a~ = </>*(ad par ±1.
Grace a 2.3.0, ceci permet de definir ~(ai), et de toutes les series de I(ronecker dans
son r~lateur- qui ont toutes la meme parite que l'ordre de Ia puissance symetrique
- vD sort a une puissanee paire. Done finalement on est dans la meme situation
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qu'en (ii): aun facteur rationnel pres, les regulateurs pour les puissances syn1etriques
paires restent inchanges par torsion quadratique. - TI en est de meme, bien sur, des
fonctions L des puissances symetriques paires.

Vues les proprietes bien connues de l'action de Galois sur les points de torsion d'une
eourhe elliptique sans multiplication complexe [Serre 1972], le lemme suivant implique que,
pour k assez grand, il est impossible de trouver des diviseurs ai rationnels sur Q tels que le
determinant dans 2.4.0 soit non nuI. En fait, les ealculs de 3.3 et 3.5 indiquent bien que ces
k "assez grands" ont tendanee aetre plutot petits pour la plupart des eourhes elliptiques

2.4.2 Lenlme. Soient v 2: 0, d > 1, et 8 E C. Alors pour taut w E ClA, on a

L:: !(v(O, x, 8, A) = dv+2-26](v(O, W, 8, A).
d.x=w

En particulier, I:d.x=O !<v(O, x, 8, A) ne differe de !(v(O, 0,8, A) que par un lacteur qui ne
depend que de v - 28.

Ce faeteur est done partout le meme quand on eerit sous la forme de 2.3.1 les
coefficients de la matriee dont on prend le determinant en 2.4.0. Noter de plus que
!(v(O, 0, 8, A) = 0 si v est impair.

La demonstration du lemme est une simple application des relations d'orthogonalite
des earacteres.

2.5 Calcul de a
Voici la generalisation annoncee plus haut du lemme 1.5.1. Nous quittons, pour une fois,
le eorps des nombres rationnels: Si Fest une extension de Q, nous notons par EF, [.F, ete.
les extensions des scalaires de E, &, ete. a F, voir 0 F. Le lemme suivant fai t referenee a
la suite exaete analogue a 2.2.0 sur F.

2.5.1 Lemme. Soit a = L:d.x=O ax(x) E Q[Edt. SoU F un corps de nombres tel que
tous les points de d-torsion de E soient rationnels sur F. Soit v une place de F telle que la
fi bre speciale [.F ( v) soU un polygone de Neron ! v, dOIlt nous numerotons les co tes comme
en 1.5. Notons d(a, i), pour i = 0, ... , v - 1, le degre de la reduction de a restreinte a la
i-ieme composante. Alors on a l'equivalence

v-l .

L:: d(a, i)Bk+2 (!..) = 0,
i=O v

ou Bn(X) est le n-ieme polynome de Bernoulli.

Ce lemme sera demontre dans [Sehappacher, Scholl 19**]. Disons simplement qu'il
y a deux demonstrations possibles de ee lemme. L'une s'appuie sur les construetions
dans [Beilinson 1986, 3.1.7, et avan t] . En effet, la restriction aux pointes correspond par
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specialisation a la reduction en une place multiplicative - cf. 3.4.3 plus loin. L'autre
demonstration consiste a generaliser la fonnule 1.5.1 de Bloch et Grayson par la theorie
des invariantes des groupes symetriques Sk ....

2.5.2 Rappeions que les polynomes de Bernoulli sont definis par l'identite

tetX co t k

et -1 = LBk(X) k!'
k=O

de sorte qu'on ait:

Bo(X) = 1, B 1(X) = X - ~, Bz(X) = X Z
- X + ~

B 3(X) = X 3
- ~Xz + ~X, B4 (X) = X 4

- 2X3 + X Z
- 3

1
0

Bs(X) = X S - ~X4 + ~X3 - ~X B6 (X) = X 6 - 3X5 + ~X4 - ~X2 + 2.-
2 3 6' 2 2 42

3. Le carre sYluetrique

Le lemme 2.4.2 indique combien il est difficile de se proeurer suffisamment d'6lements
independants de H~1(SymkE, Q(k + l))z. Pour disposer facilement de courbes avec un
determinant regulateur non nuI, il est commode de se borner ades espaces de dimension
2, c'est-a-dire a k ~ 3. Or, entre 2 et 3, k = 2 est clairement preferable, car les series
I<v figurant dans le regulateur ont la parite de k. C'est la raison pour laquelle nous nous
sommes d'abord occupes du carre symetrique.

3.1 La fonction L

Nous tirons du travail de Coates et Schmidt [Coates, Schmidt 1987] les renseignements
suivants.

3.1.1 Le facteur euIerien en p, L p(Sym 2 E, 8)-1 s'annule en 8 = °si et seulement si Ia
courbe E a mauvaise reduction multiplicative en p.

Selon 2.2.3?, ceci predit que dimQH1(Sym2 E, Q(3)) - 2 serait le nombre des places
de reduction multiplicative.

3.1.2 Equation fonctionnelle

Soit C le conducteur du systeme de representations l-adiques H 1(Sym 2 E). On pose
A( Sym2E, 8) = C&/2'Jt"-&/2 r( ~ )(2'Jt") -Sr(s)L( Sym2 E, s). Alors

A(Sym2 E, 3 - s) = A(Sym2 E, s).

Ceei, joint a 2.3.1 et a Ia formule c+(Sym2E(2)) = 'Jt"W1 2y tiree de [Deligne 1979, 7.7],
nous permet de traduire 2.4.0, pour k = 2, en un enonce en s = 3:
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3.1.3 Conjecture. Soient a, b E Q[Edt tels que leurs images par ~ appartiennent a
Hi" (Sym2E, Q(3))z-autrement dit, te1s que a(~(a)) == a(~(b)) == 0. Alors on a l'identite
suivante a un facteur (! E Q pres.

(9.1.9 ?) ](o(O, a, 2)) == C 3 / 2 L(S 2 E 3)
](0(0, b, 2) (! ym,.

Par la suite, on posera (rappeIons eneore une fois que ](/1 est relative au reseau Z + Zr):

R( b) == y4 cl 't (](2(0, a, 3)
a, 7l'2 e ](2(0, b, 3)

](0(0, a, 2))
](0(0, b, 2) .

3.2 Courbes ayant potentiellenlent bonne reduction

Nous examinons la eonjeeture 3.1.3 en cleux etapes. : d'abord, dans ee numero et la sui
vante, en exigeant que la eourbe ait bonne reduetion potentielle partout, ee qui sert a
eviter eompletement l'obstruetion d'integralite; puis, aux §§ 3.4 et 3.5, pour des eourbes a
reduetion semi-stable en une place au moins, en tenant eompte des restrietions imposees
dans ce cas par le lemme 2.5.1.

Meme si la eourbe E a bonne n§duction potentielle partout, une action de Galois
trop grande sur les points de torsion de E nous empechera de trouver deux diviseurs
rationnels a, b E Q[Etor"t tels que R(a, b) soit non-nu!. Si par exemple Gal(Q/Q) s'envoie
surjectivement sur Aut(Ed ), on deduit ausitöt de 2.4.2 qu'il est impossible de trouver
a, b E Q[Edt avec R(a, b) =1= 0. 11 faut donc une hypothese restrietive sur l'aetion de
Galois, et TIOUS allons bientöt supposer qu 'il y existe un sous-graupe cyc1ique fini P C E tors

denni sur Q. Toutefois, avant cl'imposer ceci, force est de constater qu'il y ades cas
intermediaires clont la parametrisation modulaire n'est pas aussi bien eomprise que les
courbes X o(N),X1 (N) ee qui fait que DOUS igllorons poul' l'illstant si leur nombre est nni.
Ce sont les eourbes elliptiques sur Q sans multiplieation complexe dont l'image de Galois
dans Aut(Ep ), pour un nombre premier p, est le normalisateur d'un sous-groupe de Cartan.
(RappeIons que les sous-groupes de Cartan non-deployes n'apparaissent pas eomme ilnage
de Galois sur Q. - Voir [Serre 1972, 5.2.iv].)

3.2.0 Exemple

Soit E : y2 == x 3 - 6x + 8 la courhe elliptique d'invariant j == -1728, eonducteur N =
6912 = 28 33

, diseriminant 6. == _29 33
. Le conducteur du carre symetrique vaut C == 26 34

.

Les facteurs euleriens du carre symetrique aux mauvaises pIaces sont L 2(Syrn 2 E, s) =
(1 +21-")-1 et L3 (Sym2 E,s) _ 1. Dans la table 4 de [Modular Functions .... , IV, p. 132],
E s'appelle "25* - 1". E n'admet pas de multiplieation cornplexe; l'ilnage de Galois dans
Aut(E3 ) est le normalisateur d'un sous-groupe de Cartan deploye. En fait, eette image peut
s'interpreter de deux fa~ons differentes eomme un tel normalisateur: les eorps quadratiques
associes aux deux quotients de l'image par les sous-groupes de Cartan sont respeetivement
Q(v'6) et Q( J-2). 11 n'y a done pas de point rationnel d'ordre 3 sur E, mais les diviseurs
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a, b suivants sont definis sur Q. Soit P le point de E dont le parametre analytique dans
C/Z + Zr vaut 1/3. L'orbite de P sous Gal(Q/Q) est O(P) = {±t,±ltT

}. On pose
a = 4.(0) - L:QEO(P) (Q) et b = 4.(0) - L:2.Q=O(Q). Alors on trouve que numeriquement
R(a, b) =I 0, et en fait

Ceei est en aeeord avee la eonjeeture 3.1.3.

Passons maintenant aux images de Galois plus petites: A Q-isogenie et a torsion
par un earaetere quadratique pres - ee sont les deux operations qui n'affeetent pas le
earre symetrique de la courbej cJ2.4.1, (ii), (Ei) -, il y a vingt-quatre eourbes elliptiques
sur Q sans multiplieation eomplexe qui ont potentiellement bonne reduction partout 
autrement dit, clont l'invariant j est entier -, et qui possedent un sous-groupe cyclique
Bni P deBni sur Q.

En fait, on possede graee aux travaux de Mazur [Mazur 1978] une liste eomplete des
groupes eyc1iques d'ordre premier qui apparaissent comme sous-groupe de E(Q), pour E
une eourbe elliptique sur Q. Si N decrit les ordres possibles de ces sous-groupes eycliques,
alors notre liste de eourbes deeoule de la recherche systematique des points rationnels et
d'invariant jentier sur les eourbes modulaires Xo(N). Nous supprimons ici les details des
ealculs.

Pour ehaeune des 24 eourbes ainsi trouvees, il n'y a en fait qu'un seul sous-groupe
eyclique fini P qui est rationnel sur Q. Ecrivons d son ordre (d est done toujours premier),
et posons

a = deO) - L(X)'
xEP

L'hypothese de bonne reduction potentielle entralne que

Ht.(Sym2 E, Q(3))z = Ht.(Sym2 E, Q(3)).

La eonjeeture 3.1.3 predit done en particulier pour ees 24 eourbes, que, pour bn = n 2 (O)
L:nx=O(x), le quotient

(3.2.1) (ln = C a!2 L(Sym2E,3) (n ~ 2),

est un nombre rationnel.

Noter que, d'apres le lemme 2.4.2, on a

4 n 4 -1
(ln = (l2 15 n Z

Done, afin de ne pas introduire des faeteurs parasites, on peut ealeuler soit gd, soit
(l2. Il s'avere en foot que les resultats sont plus siluples quand on caleule (lz. C'est done ee
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que nous donnons comme resultats dans la table suivante. - Bien entendu, les calculs ne
determinent qu'approximativement ces nombres; dans aucun cas on ne sait demontrer que
ce soit des nombres rationnels. Toutefois, les resultats coherents presentes dans la table
ci-apres semblent convaincants.

3.2.2 Les resultats

Dans la table suivante, nous notons [;>2
1 au lieu de [;>2; car, pour chacune des vingt

quatre courbes, on trouve nmneriquement que

avec 3 :::; a :::; 14, 0 :::; ß :::; 2, 1 ~ , ~ 3 - en fait, , ::; 2, sauf si d = 5 -, et m vaut
toujours 1, sauf pour quatre courbes:

n05 m=13; n° 7 m=1/5; n° 15 m = 1/17; n° 24 m = 1/21.

Ces numerateurs (!) de [;>2 dans les trois derniers cas devraient indiquer que le reseau
engendre par les images ~(a), ~(b) n'est pas le rt3Seau maximal pour le raffinement "sur Z"
de la conjecture de Beilinson.

D'autre part, le denominateur 13 de [;>2 obtenu pour la courbe n° 5 semble bien
plus interessant. Pourtant nous en ignorons a present une interpretation dans le cadre
de la conjecture de Bloch et I(ato [Bloch, I(ato 1989]. - Aussi faut-il dire que c'est
la seule courbe pour laquelle nous avons trouve un denominateur etrange - tous les
facteurs bizarres pour les courbes semi-stables du numero 3.5 semblent s"expliquer' par
des "relations exotiques".

NB. RemarquoIlS eu passant,

que dans le cas de la conjecture de Beilinson relatif a la valeur L(E,2), Bloch et
Grayson n'ont pas trouve de facteur inattendu comme dans notre calcul de la courbe
n° 5. Peut-etre faudrait-il pousser plus loin les calculs de Bloch et Grayson ?
que Rohrlich (Rohrlich 1987] a su tres bien contröler les facteurs rationnels intervenant
dans le cas d'une eourbe a multiplieation eomplexe, pour la conjecture de Beilinson
relatif a la valeur L(E, 2).

3.2.3 Remarques sur les ealculs

Les series !(v de Kronecker ont ete calculees comme des integrales de fonctions theta
d'apres (\Veil1976, p.79-S0].

Pour la valeur L(SY1n2 E, 3), une methode de calcul satisfaisante decoule de [Fried
man 1988]. Toutefois, nous ne l'avons pas implementee, car le calcul naiT, generalement
fortement deconseille, du produit eulerien semble suffisant pour nos besoins. La precision
des calculs, est d'environ huit chiffres significatifs.
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3.3 Table nU111erique

Pour ehaeune des 24 eourbes elliptiques sans multiplication eomplexe avec jentier qui
admettent un sous-graupe cyclique fini non trivial P defini sur Q, nous donnons ici les
informations suivantes.

ligne 1: numero, (eventuellement, sigle relatif a [Modular Functions ... IV),) condueteur
N de la courbe et signe de son discriminant 6..

ligne 2: at,a2,a3,a4,a6; 16.1, C, Lp(Sym2E,s), d, (a,b), (22'1
lei,

les ai sont les eoefficients de l'equation de vVeierstrass generalisee;
16.1 est la valeur absolue de son diseriminant;
C est le eonducteur de Sym2E;
1.6.1 et C sont donnes par leurs exposants des diviseurs prelniers p de N;
les facteurs euleriens aux mauvaises places'" p sont codes comme ceci:

1 : Lp (Sym 2 E, S)-1 = 1 .
+: Lp (Sym2E, 8)-1 = 1 + p1-~

Lp (Sym2E, 8)-1 = 1 _ p1-~;

d est l'ordre du sous-groupe P et a~bT (moel Z + Zr) est un generateur de
P(C) C C/Z + Zr;
finalement, on donne le nombre rationnel suggere par notre calcul du quotient (22 1 =
cJL(Sym

2
E,3) 1 . ~ 11 d 32R(a,b

2
) , es notatIons etant ce es e ..

Par exemple, la cinquieme courbe est donnee par l'equation E : y2 = x 3 + x 2 - 72x - 380.
Le conducteur de E est N = 15376 = 24

• 31 2
, son discrilninant ß = -30505984 =

_210 . 313 . (Le reseau A attaehe au modele donne de E est donc un lozange.) Le carre
symetrique de E a eonducteur C = 3844 = 22 . 31 2 . Pour les deux diviseurs premiers de
N, p = 2,31, le faeteur eulerien de L(Sym2(E), s) en pest (1 +p1-S)-1. La eourbe possede
un sous-groupe-et done en l'oecurence un point rationnel-d'ordre 2 sur Q qui, sur C,
est enge~dre par ~ (mod Z +Zr) E C / Z + Zr. Enfin, le calcul donne approximativement

(]2 = 106496 = 2 13 . 13'

... Nous remercions G. Henniart qui nous a inclique des methodes efficaces pOllr deter
miner les facteurs euIeriens de L(Sym2 E, s) aux mauvaises plaees, ainsi que le conclucteur
C.
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1. 1~8A N = 128 = 27 +
0 -1 0 1 -1 7 8 1 2 1 0 29

2. 1200C N = 200 = 23 5 2 +
0 1 0 -3 -2 4 3 4 2 1 - 2 0 1 _29

3. N = 1152 = 27 3 2 +
0 0 0 -6 4 8 3 8 2 1 + 2 1 0 211 3

4. N = 4225 = 52 132 +
1 1 1 -23 -44 3 3 2 2 2 1 0 212 3

5. N = 15376 = 24 31 2 -
0 1 0 -72 -380 10 3 2 2 + + 2 1 0 212 13

6. N = 8712 = 23 3 2 112 +
0 0 0 -99 242 10 3 3 4 2 2 1 + + 2 0 1 _215 3

7. N = 900 = 22 3 2 52 +
0 0 0 -15 -50 8 3 3 2 2 2 + + - 2 1 0 2 11 3

5

8. N = 2312 = 23 172 +
0 1 0 -28 12 8 3 4 12 1 - 2 0 1 _214

9. N = 1568 = 2.572 -

0 1 0 -2 -8 6 3 6 2 1 + 2 1 0 212 3

10.a 196C N = 196 = 2 2 7 2 +
0 1 0 -114 -127 4 8 2 2 + - 3 1 0 23 32

10.b tordue de 196C par Q()7) N = 784 = 24 7 2 +
0 1 0 -2 -1 4 2 2 2 + - 3 1 0 24 32

11. N = 2704 = 24 132 -

0 1 0 -4 -12 8 2 2 2 + - 3 1 0 27 32

12. N = 2700 = 22 3 3 52 +
0 0 0 -15 10 8 3 2 2 4 2 + 1 + 3 1 0 29 34

13. N = 1296 = 24 3 4 +
0 0 0 -9 9 4 6 2 4 + - 3 1 0 24 33

14. N = 1296 = 24 3 4 +
0 0 0 9 -18 8 6 2 4 + - 3 1 0 25 33
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15. N = 1369 = 372 +
0 1 1 -12 -17 3 2 5 0 1 2 8 3 53

17

16. N = 43264 = 28 132 -
0 -1 0 9 -53 9 3 6 2 1 - 5 1 0 27 32 53

17. N = 4225 = 5 2 132 +
0 1 1 -108 394 4 3 2 2 + - 5 1 0 28 53

18. N = 6400 = 28 5 2

0 1 0 17 13 9 4 6 2 1 + 5 1 0 26 3 53

19. N = 3969 = 3 4 72 +
1 -1 0 -9 -8 4 2 4 2 7 0 1 27 3 72

20. N = 1369 = 372 -

1 -1 1 2 -2 2 7 1 0 27 72

21. 1211 N=121=11 2 -
1 1 1 -305 7888 10 + 11 1 9 26 11

22. N = 20736 = 28 34 -
0 0 0 6 8 9 4 6 4 1 - 13 1 0 26 32 132

23. N = 9025 = 52 192 +
0 0 1 -95 356 3 2 2 ·2 13 1 0 28 132

24. N = 1225 = 5 2 72

1 1 1 -8 6 3 2 2 2 37 1 0 2 7 37 2

3 7
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3.4 Des courbes qui adll1ettent un regulateur non-nu]

Considerons des eouples (E, T), ou E est une eourbe elliptique sur Q sans multiplieation
eomplexe, et T E E(Qtor,g) d'ordre d ~ 2 tel que, pour tout (j E Gal(Q/Q), on ait
(j(T) = ±T. On eerira P le sous-groupe engendre par T et L la plus petite extension
de Q telle que P C E(L). Done [L : Q] ~ 2. L'ensemble de tous les eouples (E, T) est
stable par Q-isogenie et aussi par torsion quadratique. D'apres 2.3.0, on dispose d'une
applieation e:L[pr'± -----+ H;J 1 (Sym 2 E, Q(3». RappeIons de 3.1.3 la notation R(a, b)

pour le regulateur de cleux diviseurs a, b E L[pr'±. .

3.4.1 Theoreme. A Q-isogenie et a torsion quadraticjtle pres, il n 'y a qu 'un nombre
fini de couples (E, T) comme ci-dessus tels qu 'il existe de diviseuTS a, b E L[pr'± avec
a(e(a» = a(e(b» = 0 et tels que R(a, b) soit non-nul.

Demonstration. Le eas DU E a partout bonne reduction potentielle ayant et6 traite en
3.2, nous supposons que l'ensemble fini S des nombres premiers p tel que E ait mauvaise
reduction potentiellement multiplicative en p, est non-video (Par exemple, si le conducteur
N de la courbe est sans facteur carre, toute mauvaise reduction est multiplieative.) Quitte
a remplacer (E, T) par une tordue quadratique, on suppose que L = Q, i.e., T E E(Q).
Pour F un corps de nombres soit S = {v I v place de F, vip, pour un PES}. Choisissons
F tel que E d C E(F) et tel que E/Fv soit une courbe de Tate pour tout v E S. Alors la
fibre speciale EF(V) est de type 111 pour un v avee dlv. Pour taut v ES, nous fixons une
numerotation cyclique du polygone Id inserit dans EF(V), en donnant, bien Bur, le numero 0
ala composante neutre. Pour calculer I'obstruction imposee par av aun diviseur a E Q[pr
il suffira, d'apres 2.5.1, de connaitre le numero iv de la composante de I d sur laquelle T
s'envoie par reduetion modulo v. Quitte a renumeroter nos polygones de Neron, nous
supposons toujours que 0 ~ i v :::; [~]. (De meme, comme B 4 ( d~m) = B 4 ( 7) et que les '
series 1(0 et 1(2 sont paires, il suffit de travailler avec des diviseurs dans Q[prcle la forme

a = L:~d~~] ak(k.T).) Avec ces notations, on a le

3.4.2 Lenulle. Pour qu'il existe deux diviseurs a, b E Q[pt avec a(~(a» = a(e(b) = 0
et tels que R(a, b) soit non-nul, il faut qu'il existe jl,j2, 0 ~ jl < j2 ~ [~] tels que, pour
tout v E S, jl 1= i v i= j2'

Demonstration du lemme. Le representant entre 0 et 1 d'un nombre reel modulo Z
est note par (.). Vu le lemme 2.5.1, il s'agit de montrer que

V def det(B
4
((k.i) 1= o.

d O$k,i:5[t]

D'apres [Mazur 1978], on a d ~ 12 et d f:. 11. 0 n delnontre donc le leIurne en calculant le
determinant pour ces 10 valeurs de d .... - Toutefois, donnons aussi une preuve theorique,
mais seulement dans le eas ou d est un nombre premier hnpair :

Dans ce eas le determinant V' der det (B 4 ( ( kdi ) ) I< k i<!..::.!. est un determinant du graupe
_ '_2

9 = (Z/dZ)* /{±1} et est done - d'apres la formule de Dedekind [Lang 1978, ehap. 3,
§6] - au signe pres egal au produit suivant sur les earacteres pairs modulo p :

V' = ± TI LX(k)B4((~)) = ± TI B4,x = =F TI L(-3,X) = =F(Ql/'p)+(-3) # O.
x 0 x x
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Cf. [Washington 1982, Thm. 4.2].

Or, on a V = - 3
1
0 '0*, Oll '0* = det(B1( (k

l
/) )l<k i<i=.ll avec B1(X) = B4(X) + io -_ l _ 2

X 4 - 2x 3 + X 2 • Par la formule de Dedekind et les relations d'orthogonalite on a

V* = II L X(k)B4 ( (~)) • L B;( (~))
X~l 0 0

Les termes de la derniere somme sont positifs et les autres facteurs sont non-nuls paree
que 'V' =I O. Donc V =I 0, si d est premier.

q.e.d.

Exploitons le lemme du point de vue modulaire: Le eouple (E, T) deerit un point
rationnel de la eourhe X 1 (d) et i v apporte des renseignements sur les pointes de .I\l(d)
qui, modulo v, se eonfondent avec le point (E, T). Plus precisement, dans l'interpretation
modulaire des points de Xl (d), une pointe eorrespond a un polygone de Neron IJ,ll vld,
avec, sur sa eomposante numero 1 (a isomorphisme pres on peut normaliser n'importe quel
generateur du groupe des eomposantes pour etre sur la premiere composante), un point (n,
i.e" une certaine puissance du generateur fixe ( de Pd C Gm. La pointe que nous venons
de decrire est souvent notee [;':], ou m = ~. Comme plus haut nous inscrivons tous ces
polygones I J,I dans I d. Alors on voi t que, en chaque place v E S l le point (E, T) E Xl (d) (F)
est congru modulo v aune pointe de la forme [d/i

v
]' Notons aussi que, en dehors des places

de S, le point (E, T) ne peut etre eongru a une pointe. Le lemme 3.4.2 se traduit donc
comme ceCl.

3.4.3 Leillme. Pour qu'il existe deux diviseurs a, b E Q[pt avec 8(e(a)) = 8(e(b)) = 0
et te1s que R(a, b) soU non-nu1, il faut qu'il existe deux pointes [~], [~] de .IY1(d) avec

o ::; :;1 < ::2 ::; [~] et telles que, sur Spec Z, 1a section du poin t (E, T) de Xl (d) ne
rencontre nulle part ceiles de [..!!..l...], [..!!..2...].

m1 m2

Ce lemme ilOUS ramene a verifier l'enonce de finitude suivant.

3.4.4 Proposition. SoU C une courbe affine de 1a fonne X 1 (d) - {[~], [~]}, les nota
tions etant comme plus haut. A10rs C n 'a qu 'un nombre fini de points entiers.

Cette proposition est en fait un eas partieulier du theoren1e de Siegel sur les points
entiers, a savoir:

3.4.5 Theorelue. [Siegel 1929, Zweiter Teil, en partieulier §1] Soit une eourbe projeetive
irreduetible C sur Q et soit C = C- {Pl , P2 } une eourbe affine avee deux "points a
l'infini". A10rs C ne possede une infinite de points entiers que si C est de genre 0 et PI, P2

sont quadratiques eonjugues.

Appliquons eeci ala situation de 3.4.4 : D'apres [Ogg 1973], une pointe [~] de X 1(d)
ne peut etre quadratique sur Q que si m = ~ E Z. Or, dans ce cas, sa conjuguee est aussi

de la forme [~]. Done 3.4.5 implique 3.4.4, et ilOUS avons demontre le theoreme 3.4.1.
q.e.d.

23



3.4.6 Remarques.

(i) Notons explicitement que nous n'avons pas vraiment utilise dans la demonstration
la liherte offerte par le carre symetrique de passer d'une eourhe E a une tordue
quadratique, disons E'. En fait, E et E' ne peuvent pas en meme temps definir
un point rationnel de X 1 ( d). Autrement dit nous avons demontre l'enonce suivant:

A Q-isomorphisme pres, i1 n 'y a qu 'un nombre fini de eourhes elliptiques E sur Q
d'invariant j non-entier, munies d'un point rationnel T d'ordre fini, telles qu 'il existe
des diviseurs a, b E Q[(T)r avee 8(~(a)) = 8(e(b)) = °et tels que R(a, b) soit
non-nul.

(ii) Nous n'avons pas insiste sur l'analyse des regulateurs R non-nuls dans les eas Oll
les points rationnels de la eourbe elliptique E forment un groupe du type Z/2Z x
Z/2vZ, 1 ::; v ::; 4 au lieu d'un groupe eyclique P .... Cf. toutefois 1'exemple de la
eourbe 24B.

3.5 Exemples nU111eriques

Nous presentons iei une petite liste d'exemples de eouples (E, T) sur Q eomme au §3.4
qui admettent un regulateur non-nuI. L'interet est de voir explieitement les ohstruetions
d'integralite et des "relations exotiques" analogues a eelles deerites en 1.5.3.h, provenant
de eonditions d'integralite trivialement satisfaites par les diviseurs utilises .

Les huit premiers exemples qui suivent sont - a isogenie pres -toutes les eourhes de
eondueteur inferieur a30 qui admettent un regulateur R(a, b) f:. °de diviseurs satisfaisant
8(e(a)) = 8(eCb)) = 0.

La eourbe llA

Les coefficients a), a2 , a3 , a4 ,a6 sont respeetivement 0, -1, 1, 0, 0. C'est une courbe semi
stahle de eondueteur 11, donc le conducteur du earre symetrique vaut C = 121. Son groupe
de Mordell-Weil sur Q est engendre par un point P d'ordre 5. Le discriminant vaut ~ =
-11. Done, dans C / Z+ZT, P Cehoisi convenablement) est donne par ~. La fibre speciale de
E en p = 11 est de type I). Done les diviseurs eomposes de points rationnels ne rencontrent
pas d'obstruetion d'integralite. Une Q-base de 1'espace des [](2(0, a, 3), ]ioCO, a, 2)] avec
a E Q[E(Q)tor6t est donnee par les diviseurs a1 = (0) - (P); a2 = (0) - (2.P) - se
rappeller que [(2 et [(0 sont des fonctions pairesj done (3.P), (4.P) donnent les memes
valeurs que (2.P), (P).
Alors on trouve numeriquement que

lei le fait qu'il n'y a pas d'obstruetion a l'integralite suffit pour assurer l'existence d'un
regulateur non-trivialj mais ne se traduit pas par une "relation exotique".

24



La eourbe 14A

Les eoeffieients sont 1, 0, 1, -1, 0. C'est une courbe semi-stable de condueteur 14, done le
eonducteur du earre symetrique vaut C = 142

. Son groupe de Mordell-Weil sur Q est en
gendre par un point P d'ordre 6. Dans les coordonnees du modele de Weierstrass, prenons
P = (1,0). Comme le diseriminant ß = -28 est negatif, l'image de P (eonvenablement
ehoisi) dans C / Z + Zr est donnee par ~. La fibre speeiale de E en p = 2 est de type 12 Oll
P s'envoie sur la composante non-triviale. En p = 7, on trouve le type 11, de sorte qu'ici, il
n'y a pas d'obstruction d'integralite pour les diviseurs eomposes de points rationnels. Une
Q-base de l'espaee des [K2(0, a, 3),1(0(0, a, 2)] avec a E Q[E(Q)torst tel que a(e(a)) = °
est donnee par les diviseurs a1 = (P) - (3.P), a2 = (0) - (2.P).
On trouve numeriquement que

lei encore, les eonditions d'integralite permettent simplement d'obtenir un regulateur non
trivial.

La eourbe 15A

Les eoefficients sont 1,1, 1,0,0. C'est une eourbe semi-stable de condueteur 15, dane le
eondueteur du earre symetrique vaut C = 152 . Son graupe de Mordell-Weil sur Q est
engendre par un point P d'ordre 4. Comme le diseriminant .6. = -15 est negatif, l'irnage
de P (convenablement ehoisi) dans C/Z + Zr est donnee par i. En p = 3 auusi bien
qu'en p = 5, on trouve le type 11 eomme fibre speciale de E, de sorte qu'il n'y a pas
d'obstruetion d'integralite du tout pour les diviseurs eomposes de points rationnels. Une
Q-base de l'espaee des [1(2(0, a, 3), 1<0(0, a, 2)] avec a E Q[E(Q)tor"t est donnee par les
diviseurs a1 = (0) - (P); a2 = (0) - (2.P).
On trouve numeriquement que

Petant d'ordre 4, les conditions triviales d'integralite lcussent juste de la plaee pour un
regulateur non-trivial.

La courbe 17A

Les coefficients sont 1, -1,1, -1,0. C'est une eourbe semi-stable de eonducteur 17, done
le eonducteur du carre symetrique vaut C = 172 . Son groupe de Mordell-Weil sur Q est
engendre par un point P d'ordre 4. Le discrinünant .6. = +15 est positif, et on verifie que
~ + ~ dans C/Z + Zr eorrespond a. un point rationnel P. En p = 17, la fibre speeiale
de & est de type 11 • Done on n'a pas d'obstruetion d'integralite pour les diviseurs a
support dans les points I'ationnels. Une Q-base de l'espaee des [1<2(0, a, 3), 1(0(0, a, 2)]
avec a E Q[E(Q)tor"t est, eomme dans l'exemple precedent, donnre par les diviseurs
a1 = (0) - (F); a2 = (0) - (2.P).
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Et eomme dans le ealeul preeedent, on trouve numeriquement que

Ici eneore, la eondition triviale d'inb§gralite permet simplement d'obtenir un regulateur
non-trivial.

La courbe 20A

Les eoefficients sont 0,1,0, -1, O. En p = 2, la eourbe a bonne reduetion potentielle, tandis
que la reduction est semi-stable en p = 5, avee fibre speeiale de type 11 . Le eondueteur est
20; le diseriminant ß = +80; le eondueteur du earre symetrique vaut C = 22 .52 = 100. Le
faeteur eulerien en p = 2 de L(Sym2 E, s) est (1 + pl-S)-l. Le groupe de Mordell-Weil sur
Q est engendre par UD point P d'ordre 6. On verifie que i + f dans C/Z + Zr eorrespond
a un point rationnel P. Comme le I) en p = 5 n'impose pas d'obstruetion d'integralite
pour les diviseurs a support dans E(Q), on se retrouve, pour la premiere fois dans cette
liste d'exemples, avee plus de deux diviseurs de degre zero lineairement indepenclants
satisfaisant aux eonditions d'integralite. Autrement dit, on devrait trouver une "relation
exotique" entre leurs regulateurs. Soient al = (0) - (P); a2 = (0) -(2.P); a3 = (0) -(3.P).
Alors on trouve numeriquement que

Ceei suggere - noter que les determinants se retrouvent au denominateur dans notre
fa~on d'afficher les resultats - que e(2a3 - ad E e(a2).Q. En fait, on verifie aussitüt
numeriquement la "relation exotique" suivante entre vecteurs de series de I(ronecker.

Done on trouve par exemple :

C 3
/

2 L(Sym2 E, 3) 28 .33

R(al, 83) ~ 29"'

La eourbe 21C

Les coefficients sont 1,0,0, -39,90. C'est une eourbe semi-stable de conducteur 21, done
le eondueteur du earre symetrique vaut C = 21 2 . Les points rationnels sont engendres par
un point P d'ordre 8 rationnel sur Q. L'image de P dans C/Z + Zr est donnee par l + f.
La fibre speeiale de [, en p = 3 est de type 18 Oll P s'envoie sur la cOlnposante numero
3, pour un sens de numerotation convenablement choisi. En p = 7, on trouve le type 1},
de sorte qu'il n'y a pas d'obstruetion d'integralite pour les diviseufs eomposes de points
rationnels.
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Pour i = 1, .. ,4, posons b i = (0) - (i.P) et 77i - [1(2(0, b i, 3), ](0 (0, bi, 2)]. Com
men<;ons cette fois-ci par la "relation exotique" :

Convenons de l'utiliser afin d'eliminer 7]3 de la discussion qui suit. Quant a l'obstruction
d'integralite (en p = 7), on a -8(e(b;) = -~(e(bi» = B4({~i})+ 3

1
0 = ({~i})2({~i) _1)2.

Toutes les solutions de 8(e(a)) = °sont engendrees - modulo la "relation exotique" ci
dessus, et modulo le noyau conjecturalement trivial de e(a) I-t []<2(O, a, 3),1<0(0, a, 2)] 
par

On trouve numeriquement que

03/2L(Sym2E,3),-v 2
R(a1,a2) ,-v-32

C'est la combinaison lineaire des b i qui donne le resultat le plus simple. Les autres s'en
deduisent par la relation exotique. Par exemple, on trouve des resultats comme :

0 3
/

2 L(Sym2 E, 3) ,-v 29

R(25b2 - 16b!, 49b4 - 256b3 ) ,-v - 29 . 37

La courbe 24B

Les coefficients sont 0, -1,0, -4,4. Eu p = 2, la eourbe a bonne reduction potentielle,
tandis que la reduction est selui-stahle en p = 3, avec fibre speciale de type 12 , Le eon
ducteur est 24; le diseriminant .ß = +28 .32 ; le conducteur du carre symetrique vaut
o = 24 .32 = 144. Le facteur eulerien en p = 2 de L(Sym2 E, s) est 1. Le graupe de
Mordell-Weil sur Q est isomorphe a Z/4Z x Z/2Z. Soit P = (0,2) un point rationnel
d'ordre 4. Dans C/Z + Zr, P correspond a i + ~. P se reduit sur la eomposante neutre
en p = 3. (L'autre facteur du graupe des points rationnels remplie le 2-gone de Neron
en p = 3.) Done il n'y a pas d'obstruction d'integralite pour les diviseurs eOluposes de
multiples de P. Pasons a1 = (0) - (P); a2 = (0) - (2.P).
On trouve numeriquement que

0 3
/

2 L(Sym2 E,3) ,-v 212

R(ab a2) ,-v 32

La courbe 26D

Les eoefficients sont 1, -1, 1, -3,3. La eourhe est senli-stahle de conducteur 26, done
le conducteur du carre symetrique vaut 262 . Les points rationnels sont engendres par
un point P d'ordre 7. COlulne le diserilninant ß = -27 .13 est negatif, l'image de P
(eonvenablement ehoisi) dans C/Z + Zr est donnee par t. La fibre speciale de f, en p = 2
est de type 17 ou il s'avere que P s'envaie sur la composante numero 2, pour un sens de
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numerotation eonvenablement ehoisi. En p = 13, on trouve le type 11 de sorte que la, il
n'y a pas d'obstruetion d'integralite pour les diviseurs composes de points rationnels. Une
Q-base de l'espace des [K2 (0, a, 3), 1(0(0, a, 2)} avec a E Q[E(Q)tor.!r tel que a(~(a)) = °
est donnee par

al = 4(0) - 4(P) - 9(2.P) + 9(3.P); a2 = -3(0) - (P) + 4(2.P).

On trouve numeriquement que

La courbe 66I

Les coefficients sont 1,0,0, -45,81. C'est une courbe semi-stable de eonducteur 66, done
le conducteur du carre symetrique vaut 662 . Les points rationnels sont engendres par
un point P d'ordre 10 rationnel sur Q. Dans les coordonnees du modele de Weierstrass,
p = (-6,15); l'image de P dans C/Z + Zr est donnee par 1

1
0 +~. La fibre speciale cle

E en p = 2 est de type 110 ou P s'envoie SUT la composante numero 3, pour un sens de
numerotation convenablement choisi. ·En p = 3, on trouve le type 15 avec la reduction
de P sur la premiere composante. En p = 11, on trouve une fibre speciale du type 11 ,

de sorte qu'il n'y a pas d'obstruction d'integralite pour les diviseurs eomposes de points
rationnels. Une Q-base de l'espace des [1(2(0, a, 3), 1<0(0, a, 2)} avec a E Q[E(Q)tor.!r
tel que a(~(a)) = °est donnee par les diviseurs Ri = L:~=oaij(i.P)j i = 1,2,3, ou:
a1 = (alj) = (-1,10,-5,5,-10,1); a2 = (a2j) = (10,-1,13,-13,1,-10); a3 = (a3j) =
(-5,0, -4,0,9,0).
On trouve numeriquement que

On constate done numeriquement, comme il convient, l'existence d'une dependance lineaire
"exotique" entre les regulateurs de ~(a3) et de ~(a1 +a2)' En fait, on verifie numeriquement
que

Cette relation devrait deja exister dans l'image de ~ ....

La courbe 90G

Les coeffieients sont 1, -1, 1, -122,1721. C'est une eourbe semi-stable de conducteur 90,
done le eonducteur du earre symetrique vaut 902 . Les points rationnels sont engendres par
UD point P d'ordre 12. Comme le diseriminant .6.. = _212 .37 .53 est negatif, l'image de P
(convenablement ehoisi) dans C/Z + Zr est donnee par /2' La fibre speciale de E en p = 2
est de type 112 ou P s'envoie sur la eomposante numero 5, pour UD sens de numerotation

28



convenablement choisi. En p = 3, on trouve le type I;. Le groupe des composantes
connexes de &3 est cyclique d'ordre 4 et P s'envoie dans une eomposante d'ordre 4. Mais
apres extension des sealaires a l'extension ramifiee Q(J -3), la eourbe aequiert une fibre
sp6eiale de type 12 en l'unique plaee au-dessus de 3. En fait, elle est isomorphe sur ee
eorps a la eourbe 30C, clont le 11 sur Q se deploie en un 12 sur Q(yC3). P s'envoie
dans la eomposante non-triviale de 12 . Finalement, en p = 5, on trouve une fibre speciale
du type 13 , OU P s'envoie sur une eomposante non-triviale, disons le numero 1. Nous
avons done trois eonditions d'integralite et une par le degre des diviseurs, imposees aux 7
multiples (i.P), i = 0, ... ,6. On s'attend done a trouver une "relation exotique" entre les
regulateurs de 3 elements e(a) tels que a E Q[E(Q)torst, 8(e(a)) = 0. Voiei de tels a:
al = (1,2,2,1, -1, -3, -2); 82 = (8,10, -7, -15, -8,5,7); aa = (0, -2, -3,1,4,1, -1).
On trouve numeriquement que

Ceei suggere deja que ~(a2 + 13a3) E ~(a1 ).Q. Eu fait, on trouve numeriquement la
"relation exotique"

Une courbe de conducteur 2730

Soit finalement E la courbe elliptique donnee par l'equation y2 +43xy - 210y = x 3 - 210x2,
de conducteur N = 2.3.5.7.13 = 2730 et discriminant ~ = +212.36.53.74.13. Elle possede
un point rationnel P = (0,210) d'ordre 12, qui, dans C/Z + Zr est donne par /2 + ~.

E est semi-stablej done C = N2. Les fibres speciales de E aux mauvaises places sont
respeetivement: de type 112 en p = 2; de type 16 en p = 3; de type I a en p = 5; de type 14 en
p = 7; de type I1 en p = 13. Pour tout p, notre point P s'envoie sur un generateur du groupe
des composantes de Iv' En dehors de p = 2,13, on peut le normaliseI' eomme etant le cote
numero 1. En p = 2, P s'envoie sur le numero 5 du I12 . Ces quatre eontraintes d'integralite
nous permettent done juste de trouver deux diviseur integraux dont le regulateur est noo
uul: a1 = (20, -42,39, -26, 15, -12,6); a2 = (-3, -2, 16, -26,38, -52,29).
Alors on trouve numeriquement que
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