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Abstract

In dieser Note berechinen wir die Totientenzahlen einer Vektorraum-
zerlegung eines kartesischen Produktes einer Menge mit der induzierten
rechteckigen Struktur. Insbesondere stellen wir einen Zusammenhang mit
gewissen simplizialen Komplexen und dem Schnittverhalten ihrer Sin-
plizes lher. Beispiele sind rechteckige Ordnungsstrukturen, die aus dem
Reprisentationssatz fiir distributive Verbiude entstehen, etwa Assozia-
tionsschemas eingefiithrt von Speed und Bailey. Wir stellen einen Zu-
sammenhang mit der Struktur der Links des simplizialen Komplexes her.
Daraus ergibt sich eine Beziehung zu einer kanonischen Formn der Alexan-
derdnalitiit von simplizialen Komplexen. lnsbesondere erhalten wir Glei-
chungen zwischen den Eulercharakteristiken der Links eines Komplexes
und denen seines Alexanderduals. SchlieBlich betrachten wir die Simpli-
zes eines Komplexes, welche Durchschnitt von maximalen Simplizes sind.
Der Unterkomplex der ersten baryzentrischen Unterteilung, der von sol-
chen Simplizes anfgespannt wird, ist ein Retrakt des gegebenen simplizia-
len Komplexes.



1 Totientenzahlen von Ordnungsblockstruktu-
ren

Sei P eine endliche Menge mit einer Tetlordnung und setze P = {1,2,...,n}.
Sei L = Z(P) der distributive Verband aller ldeale von P. Seien Fy, Fy, ..., F,
Mengen mit je mehr als einem Element und setze X = F} x Fy x ... x F,,. Wir
setzen f; = |F;| und f = |X|. Fiir ein gegebenes I € L und fiir =, y € X definiere
eine Relation Ry auf X durch die Vorschrift

(s, ER; & {i€P|m#tyt=1

Dann bildet nach einem Resultat aus [SB] , Prop. 2 und Prop. 3 mit der
Notation 8p_; fiir unser Ry die Menge der Relationen {R;|1 € Z(P)} ein Asso-
ziatiousschema auf der Menge X. Dieses Assoziationsschema werden wir dann
Ordnungsblockstrukinr (poset block structure) nennen. Falls P eine Antikette (
d.h. eine Menge mit leerer induzierter Ordnung) ist erhalten wir das rechteckige
Assoziationsschema (rectangular association scheme) der Arbeit [B].

In dieser Note wollen wir allerdings den allgemeinen Fall betrachten, also fiir
irgendeine Teilmenge S C P setzen wir (§) = I das Ordnungsideal erzeugt von
den Elementen von $ . Fiir den Spezialfall einer Antikette P hatten wir bereits
gewisse Teilraume des Totalraumes R[X] der Menge X betrachtet. Insbesondere
bendtigen wir aus der Arbeit [B] die Definition der gemeinsamen Eigenrdume
Fr der 0 — 1 Matrizen der Relationen Rg die zu dem Eigenwert

ps(T) = (=T TT (fi- 1)

1€ES-T

gehoren. Es gilt nach [B] Formel (8) dim(E7) = [];ep(fi —1). Nun betrachten

wir P mit der gegebenen Ordnungsstruktur und setzen

Eigyy= @ Er (1)

(T)=I

Vi= P Fig (2)

|I]|=t

wodurch wir die Zerlegung
RIN}=ED Vi (3)
t=0

als eine orthogonale direkte Sumime von Eigenraumen mit dem kanonischen
inneren Produkt auf dem Totalranm R{X]. Mit. den Bezeichuungen (1) und (2)
gilt iusbesondere: W, = R(1,1,...,1) ist die vomn Nur-Einsen Vektor erzeugte
Gerade.

[n dieser Situation erinnern wir an die Definition der Totientenzahlen aus [B]



oder [B1] in der Form ¢(;_, V;) als die kleinsten positiven ganzen Zahlen
welche auf dem Unterraum @:=0 Vi ganzzahlig dargestellt werden kénnen. Es
gibt also einen ganzzahligen Vektor in diesemn Unterraum, dessen Koordinaten
sich zu ¢(i_, Vi) aufsummieren. Mit diesen Definitionen kénnen wir nun
unseren ersten Satz formulieren.

Satz 1 : Secien Iy, Iy,..., I alle Ordnungsideale von P it der Eigenschaft
il.| = t. Dann sind die Totientenzahlen der Ordnungsblockstruktur durch die
folgenden Formeln gegeben:

$EP Vi) = 99T (fir - fio - o fiuos | P= Lo = {ir, i, inci} mit a=1,..,k)
i=1

i 4)

#( @ Vi) = kgV(fi, - Fis oo fiy | La = {31,500 n da} mit =1, k) (5)

i=t41

Beispiele: (i) Im Fall einer Antikette ( leeren Ordnung aunf P ) sind die Ord-
nungsideale gerade die simtlichen Teilmengen S von P mit |S| = ¢. Dann
reduziert sich der Satz | gerade auf die Formel (37) von Theorem 2 aus [B].
(ii) Im Fall einer Totalorduung gibt es nur ein einziges Ordnungsideal I mit,
1] = ¢, und somit erhilt man als Totientenzahlen zwei Produkte der Form

fiifario fi
Jexr - figer o Ja

Dieser Fall wurde (jedenfalls mit, f; = p Primzahl ) in einer allgemeineren Form
w [B1] untersucht.

(iii) Sei P = {1,2,3,4} it der Teilordnung 1 < 3,2 < 3,2 < 4. Dann gibt es
fiir t = 2 genau 2 Orduungsideale I; = {},2} ; I, = {2,4}und somit erhalten
wir

d(Vi @ Vy) = gqT(fs fa, 1+ f3)
d(Va® Va) = kgV(fi - fa, J2 - fa)

2 Verallgemeinerung auf simpliziale Komplexe

Um den Beweis von Satz 1 moglichst zweckméafBig fithren zn kdnnen, ist es
zunichst ratsam, eite noch etwas allgemeinere Situation zu betrachten. Eine
endliche Menge P = {1,2,...,n} uud ein System K von nichtleeren Teilmengen
von P heiflt ein simplizialer Kompler | falls fir T € X und S C T stets
gilt § € K. Wir fordern also nicht, daB jede einclementige Teilmenge von



P unbedingt in K liegen muB. Fiir einen solchen simplizialen Komplex auf
{1,2,...,n} kéunen wir definieren

vK)=6ED Er (6)

Tex
W(KYy:= P Br (T#0) (7)
TgK
Damit. gilt die Zerlegung
RX] =V, LV(K) L W(K) (8)

Die im ersten Abschnitt betrachtete Situation 148t sich in dieser Sprache inter-
pretieren; wir brauchen uur

K={ScP: (9 <t} (9)

zn setzen, um einen simplizialen Komplex zu erhalten, fiir den dann gilt .
t
Dvi=vK)
i=1

n
EB Vi = W(K)
i=t+1
Um den Leser vor einem MiBverstandnis zu bewahren, bemerken wir hier, daf§
die Gleichung (9) sicherlich nicht. die geometrische Realisierung der Teilordnung
P inniiblichen Sinue darstellt. Min diesen Bezeichnungen kdnnen wir dann eine
Verallgemeinerung unseres Satzes formulieren.

Satz 2 :  Selen oy, 04,..., 01 die ( inklusionsweise) maximalen Simplizes des
simnplizialen Komplexes K. Danun sind die Totientenzahlen der obigen Zerlegung

(8) durch

d(V(IK)) = g4 (fi,  Jiy - Fino | P—o0a = {i1 82, inoe} mit @ =1,2,...k)
(10)
HW(K)) =kgV ([, - fia - Filow = {01, 72, .. e} mit «=1,2,..,k) (11)

gegeben.

Man kann bei der Formuliernng des Satzes iibrigens auf die Forderung der Ma-
ximalitdt der Simplizes verzichten, wie man sehr leicht sieht. Die Zaht t = ¢t
kann mit ¢ variieren,

Beweis:  Wir zeigen, dafl die linken Seiten von Formelu (10) und (11) die rech-
ten Seiten teilen. Aus Formel (23) von [B] wird dann der Satz 2 folgen. Fiir



die Formel (10) ist das zuniachst eimmal ganz einfach. In (14) und (15) von [B]
haben wir néimlich die Existenz gewisser 0 — 1 Vektoren c¢(Face(s,#,)) in den

Raumen
E’(S”) = @ ET
TCe

gezeigt mit der Eigenschaft

fc(Face(o, x4))| = HL

i€o

Daraus folgt sofort fiir jedes o € X

$(V(K)) teilt T] 5

ige
und somit gilt die Teilbarkeitsbeziehung in der Formel (10) .

Die Teilbarkeitsbeziehung in der Formel (11) ist schwieriger zu zeigen. Wir wer-
den zunachst ehier indirekt ein Gleichungssystemn untersuchen, dessen Lésbarkeit
i1 ganzen Zahlen die Teilbarkeitsbedingung in der Gleichung (11) impliziert,
Dazu betrachten wir die Orthogonalprojektionen

Pr: R[X] — Er (12)
\
deren explizite Koordinatendarstellung in (9) aus [B] gegeben wurde. Sei also
0 = {0,0,...,0) € X und betrachte fiir gewisse ganze Zahlen 7 die lineare
Kombination

v=Y wr-f-Pr(0) mit T¢K,T#9 (13)
T

Offenbar ist der Vektor v mit ganzzahligen Komponenten in dem Raum W(X)
enthalten. Diese Komponenten an der Stelle # € X hingen nur ab von der
Relation iy , die durch (0, %) € R definiert ist. Mit Formel (9} aus [B] kénnen
wir die Komponenten von v an der ,, Stelle “ S als

vy = ZJ;T (~1)$071 H i 1)
T

{€T—(SNT)

angeben. Falls wir diese Ausdriicke vg als Funktion von f;,, fi,, .-, fi, verstehen,
wo T~ (SNT)={i1,is, ..., 1} ist, so gilt offenbar

vg(fi) =vs(fi) mit fy =0fiir:€eSNT

und somit ist es genug, sich anf den Fall $ = § zu beschrauken.
Wir miissen nun die x7 so wihlen, da die Zahl

g=gyT(fi, - fiy - fi_,| Bedingungen wie in (10) )



den Ausdruck vy teilt. Das erreichen wir durch ausmultiplizieren der Terme
[1(fi — 1) und Nullsetzen derjenigen Vorzahlen der ( quadratfreien) Monome
fr=fi - fi, wo It ={ji,...,4r } C P der Bedingung der Teilbarkeit i Wege
steht, also

RpP P—o, Ya=1,2,.k (14)

Wir erhalten also bei Berticksichtigung der Vorzeichen ein Gleichungssystem in
den Variablen yp = (—1)ITl . 27 das sich bei besonderer Beachtung des Falles
R = ¥ wie folgt darstellt, wobei in den Gleichungen iiber gewisse angegebene

T, T ¢ K sununiert, wird:
Yowr=1 (15)
T

Z yr=0mit R£§ (16)

RCT
giltig fiir alle R, welche die Bedingungen (14) erfiillen. Die Losbarkeit des
ganzzahligen Gleichungssystems (15) (16) in ganzen Zahlen ist dann offeubar
hinreicheud fiir den Beweis der Teilbarkeit. in der Formel (11); die Komnponenten
des entsprechenden Vektors v (1,1,..., 1) sind namlich nach Konstruktion alle
durch g teilbar.
Das 1aBt sich noch ein wenig tibersichtlicher gestalten, falls tnan bemerkt, dafl
die Bedingung R 3 P — o, dquivalent 1st zu der Bedingung P — R ¢ K. Wir
kénnen also nochmals zu den Komplementen iibergehen und erhalten mit Hilfe
des Mengensystems

=2 -K

einen weiteren simplizialen Komnplex auf der Eckenmenge P, namlich

L= {LIP-LecL (17)

Die Koeffizientenmatrix des Systems (15) {16) ist dann ofleubar gerade indiziert
durch die Terme P = T und R, welche beide Simplizes in dem simplizialen
Komplex £ sind, und die Koeflizienten der zugehdrigen ( natiirlich quadratischen
} Matrix sind 1 oder 0, Je nachdem ob die Indexmengen P — T und R leeren
oder nichtleeren Schnitt, haben. _

Die Losbarkeit des Systems in ganzen Zahlen ist jedenfalls dann gewéhrleistet,
wenn wir zeigen kénnen, dalB die Determinante der entsprechenden Matrix den
Betrag eins hat. Das wird im folgenden Abschnitt gezeigt, und somit folgt dann
auch der Beweis von Satz 2 aus dem Satz 3 des folgenden Abschuitts.

3 Die Schnittmatrix eines simplizialen Kom-
plexes

Sei also auf der Eckenenge P ein simplizialer Komplex £ gegeben mit L; Sim-
plizes der Kardinalitit 7. Wir wollen sagen , L sel ein Kardinalitil n Kowmplez



,falls Ly > O und L4y = 0ist. Sei L = Lo+ Ly + .. + L, die Anzah] aller
Simplizes aus £. Die L x L Matrix

SM(L)= (sau) (18)

indiziert durch alle (einschlieBlich des leeren ) Simplizes vou £ und definiert
durch

sagg=1 © Anp=49
sap=0 & ANp#d

heifle die Schnittinetriz des simplizialen Komplexes C.

Nacl Koustruktion ist die Schuittimatrix symmetrisch.

Der folgende Satz beendet dann den Beweis der Satze 1 und 2 ; er ist aber
vielleicht auch fiir sich selbst von einem gewissen Interesse. Jedenfalls ist es
wohl nicht véllig offensichitlich, daf die Kounstruktion der Schmittmatrix durch
eine eher zahlentheoretische Frage motiviert ist.

Satz 3 : Die Determinante der Schnitimatrix eines simplizialen Komplexes £
hat immer den Absoluthetrag eins ; in Formeln

|det(SM(L))] =} (19)

genauer gilt
det(SM(L)) = (=1)krtbetodlaint. (20)

Wir wollen anmerken, dafl dieser Satz sich tatsichlich auf simpliziale Komplexe
erstreckt, und nicht beliebig verallgemeinert werden kann. Es ist sehr leicht,
beliebige Mengensysteme anzugeben, deren Schnittmatrix z.B. singular ist.

Beweis : Wir filliren den Beweis durch Induktion nach der Totalanzahl der Sim-
plizes von £ | also nach der Zahl L . Fiir L=1 besteht der simpliziale Komplex
nur aus dem leeren Simplex, die Schuittiatrix ist. (1) vou der Determinante 1.
Nehmen wir nun an, der Satz 3 sei schon gezeigt fiir alle sirnplizialen Komplexe
mit weniger als L Simplizes. Sei £ ein simplizialer Komplex mit L Simpli-
zes. Wille aus £ irgendein ( 1nklusionsweise ) maximales Simplex s aus und
betrachte die Schnittmatrix in der Weise, daB p die lefzte Zeile und Spalte in-
diziert. Die Determinante der Schuittmatrix dndert sich nicht, wenn man dann
zu der letzten Spalte gewisse Linearkonibinationen vorheriger Spalten addiert.
Falls wir die Spalten mit. M (o) € Z% bezeichuen, dann gilt nach dem In-Ex-
Klusionspriuzip die Gleichuny (summiert iiber 7 # 1)

Z (=)=l M (7 = (=) g,

TCH



e, Einheitsvektor mit 1 an der Stelle yz. Durch weitere Spaltenoperationen kann
man dann die letzte Zeile der Schnittmatrix ( auBer im Diagonalelement ) zu Null
machen. Die neue Matrix hat eine (—1)/* an der rechten unteren Diagonalstelle,
Nullen iiberhalb und links von dieser Stelle; aber die verbleibende (L—1)x(L—1)
Matrix ist die Schunittinatrix des simplizialen Komplexes £ — j1. Das zeigt den
Induktionsschritt.

Folgerung: Die Signatur der Schnittmatrix des Komplexes L ist gleich der
Eulercharakteristik. vou L : Sign(SM (L)) = x(L).

Beweis :  Nach einer bekannten Formel (L] fiir die Signatur hat man fiir die
a X a Hauptininoren ¢, und sy = 1 die Formel

n

Sign(SM(L)) = > sa_1 - 5

a=1
woraus sicl leicht
Sign(SM(L)) = Sign(SM(L — p) + det(SM(L — 1)) - det(SM(L))
undd somit folgt aus dem Satz 3
Sign(SM(L)) = Sign(SM(L = ji)) + (= 1)!"!
was wiederwun den Induktionsschiritt fiir die Folgerung liefert.

Man sieht auch leicht eine weitere Eigenschafl der Schuittmatrix ein. Seien
namlich L und M zwei simpliziale Komplexe und ist L e M ihr Join, so gilt fiir
die Schnittinatrizen die Formel

SM(L e M)=SM(L)® SM(M)

Wir wollen noch einmal das obige Beispiel (1i1) betrachten. Der zugehidrige sim-
pliziale Komplex besteht aus den Simplizes @, {1}, {2}, {4}, {1,2},{2,4} Wir
bendtigen zur Konstruktion des obigen Vektors v nur die drei Mengen T =
{33, {1,4}, {1, 3,4} was man algebraisch durch die Identitit fiir den Ausdruck

NH=Dfs-Dfa=D+(A=-D(fa=1)=(fs-1)=NSafa—fifs—fafsa+1

direkt verifizteren kann. Bis anl die Konstante teilt ja die Zahl ¢ = g¢T(fafa, f1 f3)
jeden Term jenes Ausdrucks.



4 Eulercharakteristiken und die Inverse der
Schnittmatrix

Sei K ein simplizialer Komplex auf der Eckennenge P und sei £ sein Dual im
obigen Sinne, d.L. A ist Simplex in £ falls

AEL &= P-2gk

L soll dann das kenonische Alezanderdual von K heiflen. Wir erinnern an
die Definition des Links eines Simplexes o in einem simplizialen Komplex K :

Lkg(o)={r€K | tNe=0# rUse K}

Insbesondere ist im Folgenden anch der Spezialfall wichtiy, daB fir 0 ¢ K
der Komplex Lk (o) aus gar keinen Simplizes besteht, dafl er also der leere
Komplex ist, und insbesoudere nicht einmal das Element ¢ enthal.

Es stellt sich nun heraus , daB die Lésung des Gleichungssystems (15), (16)
durch die Eulercharakteristiken der Links aller Simplizes von K gegeben ist.
Dazu wollen wir zunéchst die Eulercharakteristik eines simplizialen Komplexes
K mit dem leeren Simplex,also kg = 1 und mit, k; Simplizes der Kardinalitit

t > 1 durch _
X(K) =Y (=) &
"2”
festlegen. Dabei soll inshesondere die Eulercharakteristik eines leeren Komple-
xes gleich 0 und die Eulercharakteristik des Komplexes {#} gleich 1 sein.
Es ist leicht zu sehen, daB fiir die Eulercharakteristiken von kanonisch alexan-
derdualen Komnplexen gilt :

X(K) = (=1)FI+1(L) (21)

Fiir eine Teilmenge  der Punktmenge P von K definieren wir die Einschrdnkung
K|n von K auf 3 als die Menge aller Simplizes vou K | deren Eckpunkte ganz
in 5 liegen. Daun ist das kanonische Alexanderdual ( iunerhalb der Menge
1t genomen ) des Komplexes K|y isomorph zu dem Komplex Lk (P — ).
[nsbesondere gilt fiie die Eulercharakteristiken

x(Kn) = (=) (Lk (P = ) (22)
Mit. diesen Bezeichnungen ergibt sich dann .

Satz 4: SeiA=P ~q.

(i) D x(Lkg(a) =1

oEN

@)V # 0 Y x(Lhi(e)) = (1" x(Lkg(2)) (23)

ony==4

9



Inshesondere gilt fiir n € K — {#}

(i) Y x(Lkk(c)) =0

ony=9

Hierbei wird stets iiber die angegebenen ¢ summiert. Die Summation in der
Formel (i1} gelt iiber alle o it ¢ C A,

Beweis: (1) Jedes nichileere Simplex 7 liefert einen Beitrag in allen Termen
xX(Lkg(e)) die der Bedingung o C 7 geniigen ; und zwar ist dieser Beitrag ge-
rade (—1)I"1=1°l. Daraus folgt sofort, daB nichtleere 7 insgesamt einen Beitrag
0 liefern. Nur das Simplex @ liefert. den Beitrag 1.

(11) In dem Ausdruck 3 x(Lkg (o)) summiert, iiber alle o mit 0Nz = @ geben we-
gen der alternierenden Vorzeichen wiederum alle 7 mit 7 € 5 einen Nullbeitrag.
Nur digjenigen 7 € K mit 7 C 3 ergeben den Beitrag

Z x(Lky(a)) = Z (=) = x(K1y)

ony==4 TCy

wobel die letztere Sumine sich nur itber 7 € K erstreckt. Aus der Gleichung
(22) folgt dann die Behauptung.
(i1) folgt aus (i1) weil die betrachteten Links leere Komplexe sind.

Aus Satz 4 (i) und (iii) entnehmen wir insbesondere, daf der Vektor (x{(Lky{(e)))sei
eine Losung eines Gleichungssystemns der Form (15) (16) ist.

Die Gleichung (ii) hat in diesen Zusammenhang aber noch eine ganz besondere
Bedeutung. Sie gibt niumlich die Berechnung des Ausdrucks v aus (13) zum
Einen als Koeflizienten der [];c4(fi — 1) und 2zum Anderen als Koeffizienten der
Hjes fi . Es st iibrigens klar, dafl der Uhergaug von einem solchen Ausdruck
zum Anderen gerade das ( mit geeigneten Vorzeichen versehene ) Prinzip von
Inklusion und Exklusion ist.

Wir kdunen die Losung des obigen Gleichungssystems anch auffassen als die erste
Spalte/Zeile der Inversen der Schnittmatrix des Komplexes K . Der allgemeine
Ausdruck der Inversen dieser Matrix wird durch den niichsten Satz gegeben.

Satz 5 : Seien £,y € K. Daun gilt

S (=) (L (0 = (ENG)) = &,

ann=9H

das Kroneckerdelta vou & und 7, wobei sich die Sumne iiber die angegebenen o
erstreckt.

Zum Bewecis sieht man wie ber Salz 4 zundchst, dafl ein Siimplex 7 nur dann

10



einen nichttrivialen Beitrag leisten kann, falls 7 D & und gleichzeitig 7 C 7 ist.
Wegen der alternierenden Vorzeichen heben sich aber auch alle solchen Beitrage
gegenseltig weg mit Ausnahine des Falles £ = 7 = 5, in dem nur ein Beitrag von
I stehenbleibt.

5 Die maximalen Simplizes

Wir wollen nun nochi erkliren, daB die maximalen Simplizes des simplizialen
Komplexes K eine besondere Rolle spielen. Einerseits ist das vollig offensicht-
lich,wenn man die Forinel aus Satz & betrachtet. Falls dort ndmlich o ein maxi-
males Simplex ist, so muB Lkg (o) der nur aus dem leeren Siraplex bestehende
Komplex sein, und der Eingang in der Inversen Matrix ist £1 oder 0 je nachdem
ob das Simplex 7 in ¢ enthalten ist oder nichit. Der “Teil der Inversen, dessen Zei-
len oder Spalten durch die maximnalen Simplizes indiziert ist, ist also (jedenfalls
bis auf gewisse Vorzeichen ) nichis Anderes als die gewohnliche Inzidenzmatrix
des simplizialen Komplexes.

Andererseits it sicli aber bei der Berechnung der Inversen der Schnittimatrix
feststellen, dafl viele der vorkomimenden Eulercharakteristiken = 0 sind. Setze
dazu

man(Ky = {4 | pti mazimal in K}

prim(K) = {3 Oy 0V N g |y € mam(K)}

Fiir ein Simplex ¢ € K wollen wir das kleinste Element 7 € prim(K) welches
o enthdlt, den AbschluBl von o in I nennen. Dann ist der folgende Sachverhalt
leicht zu sehen:

Satz 6 : Falls o & prim(K) und 7 der Abschlufl von o in K ist, so gilt
Lkg(a) = Lky(r) e (T —0)

wobel aul der rechien Seite der simpliziale Join steht. Insbesondere ist also
Lk (o) stets koutraktibel, falls o € prim(K) 1st. lufolgedessen ish in diesem
Fall auch die Eulercharakteristik x(Lkg (o)) = 0.

Der Beweis ist klar, wenn man bedenkt, da die maximalen Simplizes des Kom-
plexes Lk (o) gerade von der Form p — o mit g € max(K) sind.

Die Behauptung iiber die Eulercharakteristik ergibt sich iihrigens auch aus ei-
nem Satz von Rota iiber die Mdbiusfunktion einer Teilordnung mit Abschlu
operator, siehe [A], Kap IV, Satz 4.27, Seite 167.

Tatsichlich bestehen zwischen dem simplizialen Komplex und der Teilordnung
der abgeschlossenen Meugen wichtige Beziehungen, die wir hier noch diskutie-
ren wollen. Der simpliziale Komnplex aller Ketten von Elementen aus prim(K)
ist offenbar ein Unterkomplex der ersten haryzentrischen Unterteilung von K,

11



in offensichtlicher Notation also KP™™ C K*7. Offenbar ist der Unterkomplex

KP™m ein voller Unterkomplex von Kb, Es gilt

Satz 7: Der Unterkomplex K7 ist, ein Deformationsretrakt des Komnplexes
A'bnr

Beweis: Sei
128} C‘TZCn-CUn

ein Simplex in K%7. Bezeichne mit 7 = 7 das kleinste Simplex aus KPrm

welches o; enthilt. Setze
L={il1<i<nm=m)

und erhalte eine Partition des ganzzahligen Intervalls [1, n]. Dann ist die stetige

Abbildung
11 L]
Zf..‘ﬂ; — Z(z ti)(TJ‘

i=1 j=1 igf;

die behauptete Deformationsretrakiion, wie man leicht nachpriift.

[nshesondere kéunen wir das unn anf Eulersche Rimme anwenden. Wir erinnern
daran, dalB ( jedenfalls mit unserer Kouvention beziiglich der Eulercharakteri-
stik } ein Kardinalitit n simplizialer Komplex K ein  Fulerraum  heifit | falls
fiir jedes nichtleere simplex o wit lo| = & die Gleichung x(Lky (0)) = (=1)*~*
gitt. Ein Kard n simplizialer Komplex K heifit ein mod £ Eulerraum | falls die
Eulercharakteristik x(Liy (0)) fiir jedes nichtleere Simplex itimer ungerade ist.
Wir wollen dann noch einen siinplizialen Komplex einen allgemcinen Enlerraum
uennen, falls fiir jedes nichtleere Simplex o die Bulerchavakteristik x(Lkg (o))
immer von Null verschieden ist. Dann erhalten wir aus Satz 7 die

Folgerung: In einem allgemeinen Eulerraum K ist jedes Simplex der Durch-
schnitt vou maximalen Simplizes, formal gilt prim(K) = K. Insbesondere gilt
dies auch fiir einen mod 2 Eulerraum, also fiir einen Eulerraum, also fiir jede
Mannigfaltigkeit.

Ein instruktives Beispiel, in dem das Dual besonders gut zu sehen isk, wird
durch ( den Rand des ) n-dimensionalen Kreuzpolytops K = Oct(n) gegeben.
Offenbar ist, Oct(n) C A(2n). Das kanonische Alexanderdual L hat daun nur we-
nige abgeschlossene Mengen ; in der Tat ist L = RundA () in natiirlicher Weise.

[ch danke Frau Professor R.A.Bailey [iir einen Brief, in dem sie die Arbeit,
{SB] als Verallgemeinerung des rechiteckigen A-schemas zu ineiner Beachtung
empfahl.
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