
Totientenzahlen, sirnpliziale
Komplexe und Alexanderdualität

Thornas Bier

Am Badepark 16

2903 Bad Zwischenahn

Germany

MaxwPlanck-Institut rur Mathematik

Gottfried-Claren-Straße 26
0-5300 Bann 3

Germany

MPI /91-53





Totientenzahlen, simpliziale I(0111plexe und

Alexanderdualität

ThOlnas Bier

12. Juli 1992

Abstract

In dieser Note bereehueu wir die Totielltenzahleu einer Vektorraulll
zerlegullg eines ka.rtesischen Produktes einer Menge mit der induzierten

rech teckigell Strllktur. Insbesoudere stellen wir eineIl Zusammenh ang mi t
gewisseu sim plizialen KOlli plexen und dem Seh lIi ttverh aI teu ihrer Si 1lI

pi izes her. Beispiele si ud rechteckige 0 rd III1Ugsstru k t ureu, die aus delll
Reprii.seutatiolLssatz für distrihutive Verbälltle entstehen, etwa Assozia
tionsschemas eingefii hrt VOll Speed !lud Bailey. Wir stellen einen Zu
siunmellhalLg mit der Struktur der Links des simplizialeu Komplexes her.
Daraus ergi bt si ch eine BeziehUIIg zn ei lIer kanonischen Forlll der Alex,Lll
derd uali Uii VOll si III pI izi alell KOlli plext:lJ. tus besondere erh a1 teu wir Glei
chllugeu zwischen den Eulerchara.kteristikell der Links eines Komplexes
uuu delleH seilles Alexallderduals. Schliel.llich hetrachten wir ('tie Simpli
zes eines Komplexes, welche Durchschnitt VOll maximalen SiIllplizes sind.
Der Unterkom plex der erstell haryzentrischen U ntertei1ung) der VOll 801
ehen Simplizes iLHfgespallllt wird, ist eiu Retrilkt des gegebenen sililplizia
leu Kom plexes.



1 Totientenzahlen von Ordnungsblockstruktu
ren

Sei P eiue endliche Menge mit eiller Teilordllllug und set.ze P = {I, 2, , n}.
Sei L = I (P) der dist.ributive Verhaud aller Ideale von P, Seieu F I , F2l , Fn

Mengell mit je mehr als einem Elell1ellt und set,ze X = F I X F'}, X .. , X Fn . Wir
setze11 f; = IFd uud f = lXI· Für eill gegebenes I E L und für x, y E X definiere
eine Relation R1 auf X durch die Vorschrift

Dann bildet nach eillem Result.at. aus [SB] ,Prep, 2 und Prep. 3 mit der
NotatiOll Bp_ I für \llIser R I die Mellge der Relat,ioneu {RI II E I(P)} ein Asso
ziatiollsschell1a auf der Menge X. Dieses Assoziationsschema werden wir dann
Ordu1l U ysblockSt11tkltt1, (pos et block stnt ctur'c) neUlIeH. Falls P ei ue Antikette (
d,h, eine Menge mit leerer induzierter Ordnung) ist erhalten wir das r'echteckige

Assoziationsscheuw (r'eclangllhH' (lS8ocilltion schcmc) der Arbei t, [B].
In dieser Note wolleIl wir allerdings den allgell1einell Fall bet.rachten, also für
irgelldeine Teilmenge S' C P setzen wir (5) =I das Ordnullgsideal erzeugt von
den Element.en VOll S ' Für den Spezialfall einer Alltiket.te P hat,tell wir bereits
gewisse Teilräume des T'ot.alrall 11 leB R[X] der Mellge X betracht.et., hisbesondere
beuötigen wir alls der Arbeit [8] die Definitioll der gemeinsamen Eigenräull1e
&r der 0 - 1 Ma.trizell der Relat,ionell Rs die zu dem Eigenwert

]Js(T) = (_1)lsnTI TI (/i-I)
iES-T

gehöreil. Es gilt. nach [ß] Formel (8) dim(ET ) =DiET(!i - 1). Nun betrachten
wir P mit der gegebeuell Ordllllllgsst.ruktur ulld set.zen

wod 11 reh wir cl ie Zer leg lI11g

Ei!/! = E9 ET
(T)=I

VI = EB Ei9I
111=t

(1)

(2)

(3)U[X] = EB VI
t=O

als eine orthogonale direkt.e SUllHl1e von Eigellräul11en mit dem kanonischen
inneren Produkt. auf delll Tot.alralllll R[X]. Mit. den Bezeichullllgell (1) und (2)
gilt illsbesondere: \!() = R.(l, 1, ... ) 1) ist. die vom Nur-Einsen Vektor erzeugt.e
Gerade,
In dieser Situation erinnern wir an die Definit.ion der Totienl.ellzahlen aus [B]
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oder [B I] ill der FOrI 11 4>(EB~=1 Vi) als die kleinst.en pOSI tIvell ganzel~ Zahlen

welche auf dem Unterraum EB~=o \.Ii ganzzahlig dargest.ellt werden können. Es
gibt also eilleu ganzzahligen Vektor iu die.'lem Unl.errallm l desseu Koordinaten
sich zu 4>( EB~=l \.Ii) aufsllnunierell. Mit diesen DefinitioneIl könneu wir nun
ullseren erst.ell Satz formuliereu.

Satz 1 : Seien 111 12 l "'1 halle 0 rdnU IIgsideale VOll P In it der Eigenschaft
11" I = t. Dann sind cl ie Totientenzahlen der Ordnungsblockst.ruktur d 11 reh die
folgenden Formeln gegeben:

,
4>(EB \.Ii) = g!/T (fi I "fi 'J . ." . fi" _I J P - I" = {i1 l i 2 1 "", in - d mit 0' = 1, ... , k)

i=I
(4)

4>( EB \.Ii) = kgV(fh . Ji'J ..... fjt 1 1(, = UI,j2l .,.,j,} mit er = 11 """' k) (5)
i=t+1

Beispiele: (i) Im Fall eiuer Ant.ikette ( leeren Ordnung auf P ) sind die Ord
1l11llgsideale gerade die sämtlichen Teilmellgen S VOll P mit ISI = t. Dann
red Hziert sich der Sat.z 1 gerade <l:ll f die Formel (37) von Theorem 2 alls [8].
(i i) Im Fall eitler Tot.alOl'duHllg gib t es 11m ein ei IIZ igf'..s Ord 1111ngsi deal I mi t.
PI = t, und somit. erhält. man als Totient.enzahlen zwei Produkte der Form

!1+1 . fl+2 ..... fll

Dieser Fall wurde (j eeieH falls Illi j. fi = 1) P ri ITlzahl ) i 11 ei ner allgemeineren Form
iu [BI] untersucht..
(iii) Sei P = {ll2,3,4} mit Jer Teilordllllllg 1 < 3,2< :3,2< 4. Danll gibt. es
für t = 2 gellf1.u 2 OrdllHugsideale 11 = {I, 2} ; 12 = {2 1 4}uud somit. erhalten
WIr

4>(V1EB V2) = !/!lT (/3' 14, /1 '13)

4>(V3 EB V4 ) = kgV(fl . h, h . /4)

2 Verallgemeinerung auf simpliziale Komplexe

UIIl den Beweis von Sat.z 1 möglichst. zweckmäßig führen zn können, ist es
zllll~i.chst. ratsam, eille Hoch etwa.s allgemeiuere Sit.uation zu betrachten. Eine
endliche rvlellge P = {ll 2, ... ,H} \lud eiu System K. von nichtleeren Teilmengen
VOll P heißt. ein simplizialer J(Of/tplex , falls für T E K, ulld SeT stet.s
gi 11, S E K.. Wir fordem also !Licht l daß jede eillelement.ige Teilll1ellge von



P unbedingt. in K liegen muß. Für elIlell solcIleIl simplizialen Komplex auf
{1, 2, ". ,n} kÖHnen wi r defiu ieren

Dallli t. gil t. cl ie Zerlegung

V(K:) := EB fJT
rEK

W(K) := EB Er (T"#~)
T~K.

R[X] = V{l 1- V(K) 1- W(K)

(6)

(7)

(8)

Die im erst.ell Abschllit.t, bet.rachtete Sit.uation läBt. sich in dieser Sprache inter
pret.iel'ell; wi I' branchen Hur

K = {S' c P : 1(8)1 ~ t}

zu setzeu , Hili eineu simplizialen Komplex zu erhalten, für den dann gilt, :

t

EB Vi = V(K)
i=l

EB Vi = ~V(K)
i=t+l

(9)

Um den Leser vor eillem ~'1ißversUindnis zu bewahrell , bemerken wir hier, daß
die Gleicltllllg (9) sicherlich nicht. die geometrische Realisienlllg der Teilordnung
P inl üblichen Silllle darst.ellt. Mit diesen Bezeichnungen könlleu wir dann eine
Verallgemei uerung uIlsercs Satzes formlilieren .

Satz 2: Seien 0'1, lT;l, ... , (Tk die ( inklusionsweise) maximaleJl Simplizes des
silllplizialen Komplexes K. Danll sind die Tot.ient.ellzaltleu der ohigen Zerlegung
(8) durch

q,(V(K)) = ggT(Jil . Ji'J ..... fi"_11 P - O'n = {i l , i 21 ""l~-d mit n = 1,2, "'I k)
(10)

tjJ(W(K)) = kgV(Jil . fh ..... Jij IlTn = {jl' h, '''1 jt} mit n = 1,2, "'1 k) (11)

gegeben.

Man kanu hei der Forlllulierung de.s Sat.zes übrigens auf die Forderung der Ma
xilllali tät, der Simplizes verzicht.en , wie man sehr leicht. sieht.. Die ZaiJ1 t = t o

kallu mit, n variierelI.

Beweis: \Vir zeige1l , daß die lillkeu Sei t.ell VOll Formelu (10) \lud (11) die rech
tell SeiteIl teilei!. Aus Formel (2:3) VOll {ß] wird danll der Sat.z 2 folgeu. Für
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die Formel (10) ist das zUlIächst einmal ganz einfach, In (14) und (15) von [B)
haben wir llämlich die Existellz gewisser 0 - 1 Vektoren c(Face(a,;(;o)) in den
Rällmeu

EI(~o) := EB ßT
Tür

gezeigt mi t der Eigenschaft,

Ic(Face(l1, ;(;0))1 = I1 fj
j~o

Daraus folgt. sofort. für jedes a E K

I,b(V(K)) t.eilt 11 /j
ji.o

Ulld somit gilt die Teilbarkeit.sbeziehllng in der Formel (10) ,

Die Teilbarkei tsbezieh uug inder Formel (11) ist. schwierigel' Z I1 zeigen, Wir wer
den zunächst eher illdirekt ein Gleichullgssystem ullt.ersuchen, dessell Lösbarkeit
ill ganzen Zah len die Tei Ibarkei t.sbed ingu ng in der Gleich \lug (11) im pi iziert,
Dazu betrachten wir die Orthogollalpl'ojekt.ionell

PT ; R(X] -----* ET (12)

(13)

\

deren explizite Koordinatendarstellllllg in (9) alls [B) gegeheu wurde. Sei also
o = (0,0, .. ,,0) E X liud betrachte für gewisse ganze Zahlen :t;T die lineare
Kombinatioll

v = L X'l' " f "PT (0) mit T rI: K., T :j: '"
T

Ofl'enbar ist. der Vektor v Init gauzzaltligell Komponenten in dem Raum W(K)
ent.halt.ell, Diese KOlIlpolleuteu an der St.elle x E X hiillgen nur a.b von der
Rela.t.ioll R s 1 die dUl'ch (0, ;,;) E Rs definiert ist., Mit Formel (9) allS [ß] kömlell
wir die Komponenten von v au der II Stelle" S als

Vs = L :I:]' ,(_l)lsnTI rr (fi - I)
T iET-(SnT)

a.lIgeben. Palis wir diese Ausdriicke Vs als F'unktioll von fit' fi'J' """, hl versteheil ,
wo T - (8 n T) = {i 1 , i 2 , "', i,d ist, so gilt. offellbar

v~(Ji) = vs(fd mit. h =0 für i E S' n T

Ilild sOlnit ist es genug, sich auf den Fall S = ~ zu beschränken,
\Vir miissell Bun die XT so wählen, daß die Zahl
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den Ausdruck Ve teilt.. Das erreichen wir durch allsmlllt.iplizieren der Terme
TI (Ja - 1) uml Nllllset.zen derj eil igen Vorzahlen der ( qHad ratfreien) Monome

JR =Jil ' '" .Jir wo R = {jl' "" ir} C P der Bediugllng der Teilbarkeit im Wege
steht., also

RiJ P-(J'(l 'Vn=I,2, ... ,k (14)

(16)

(15)

vVir erhalt.ell also bei Beriicksicht.igullg der Vorzeichen ein Gieichullgssystem in
dell Variablen !tr = (-1 )ITI . '.I:T, das sich bei besonderer Beacht.ulIg des Falles

R = 0 wie folgt. darstellt, wobei in deli Gleichungen über gewisse angegebene
T, T t/:. Je Slllllll"liert. wird:

L!tr=l
T

L 1tr = 0 mit R -::j:. 0
RCT

giil t.ig fii ralle R , welche die Bedingungen (14) erfüllen, Die Lösb arkei t des
gallzzahligell Gleichllllgssyst.ellis (15) (Hi) in ganzen Zahlen ist. daHIl offellbar
hinreichend für den Beweis der Teilbarkeit. in der Formel '( 11); die Komponenten
des eo tsp rechelluell Vek t.ors v ± (1, 1) "', I) sind IlämIich nach Konstruk t.ion alle
d\Irch 9 l.ei Ibar.

Das läßt. sich noch ei 11 wenig ii hel'sicht.licher gestalten) falls lIlall bemerkt., daß
die BediugHllg R iJ P - (T 0 ~lq lIivaleIl t. ist. Z1l der Bed ingllll g P - R t/:. K. Wi r
köHllen also lIoch mals z11 deli Komplement.en ii bergehen llIHI erhai t.en mit HiIfe
des Mengellsystems

einen weiteren simplizialell Komplex auf der Eckenmenge P, nämlich

C := {LIP - L E .c'} (17)

Die KoeHizielltenmat.rix des Systems (15) (16) ist dann offeubar gerade indiziert
dmch die Terme P - T lIud R, welche heide Siluplizes in dem simplizialen
Komplex .c siud, und die Koeffizienten der zugehörigen ( lIatiirlich quadratischen
) lvI atrix si ud 1 oder 0 I je H<~chdem ob die Indexmeugell P - T IIl1d R leeren
oder llich1.lecl'eu Scil Ili tt. habeIl.
Die Lösbarkci t des Sys tems in ganzen Zahlen ist jedenfalls dau1I gewii.hrleistet' l

wenn wir zeigeH kÖHnen) daß die DeterrniHall t.e der ent.sp rechenclen M at.rix den
Betrag eins hat.. Das wird im folgendeIl Abschni tt. gezeigt, lind somit. folgt daIlll
auch der Beweis VOll Sat.z 2 aus dem Sat.z :{ des folgenden Abscllllit.ts.

3 Die Schnittmatrix eines simplizialen Kom-
plexes

Sei also auf der Eckenlllenge Pein simplizialer Komplex .c gegehen lnit L j Sim
plizes der I(ardiualitii-I. i. \-Vil' wolleu Hagen, L sei ein J(unliualiUil 1L J(01l~Jllex
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, falls Lu > 0 lIud Ln+1 =0 ist. Sei L = Lo + L 1 + .. + Lu die Anzahl aller
Simplizes ans L. Die L x L Matrix

(18)

indiziert durch alle (eillschließlich des leeren ) Simplizes VOll .c \lud definiert
durch

5>',/1 =1 {::} ,,\ n Il =f/J

s>',/l = 0 {::} ,,\ n Il 1:- 0

heiße die Sclwittma!1'i'J: dp-s simplizialell Komplexes .c.
Nach I<ollstrllkt.ion ist die Sclllli t.t 11 I;l.f,r ix symmetrisch.
Der folgende Sat.z beeHdet daull den Beweis der Sätze 1 und 2 ; er ist aber
vielleicht. auch für sich selbst. VOll einem gewissen Int.eresse. Jedenfalls ist es
wohl uicht völlig offellsich1.lich I daß die KOllstru ktiou der ScImitt.mat,rix d \Irch
eine eher zahlent.heoret.ische ~"'rage motiviert. ist.

Satz 3: Die Determillaute der Schnitt.matrix eines simplizialell Komplexes .c
hat immer deli Ahsoillthetrag eills ; iu Formelu

geuauee gi It

Idet(SM(L))1 = I (19)

(20)

vVir wolleu anmerken, daß dieser Sat.z siell t.atsiteldich auf simpliziale Komplexe
erstreckt., lind uicht beliebig verallgemeinert. werden kaHIl. Es ist. sehr leicht,
bel iebige f\'lellgeusyst.eme auz ugeben, deren Sch 11 it.tmat.rix z.l3. si uglllär ist.

Beweis: \Vir fiihrell den Beweis durch Induktion nach der Tot.alallzahl der Sim
plizes VOll .c I also nach der Zahl L . Fiir L=1 besteht der simpliziale Komplex
Hur alls dem leeren Silllplex, die Schuil.t.lIlatrix ist. (1) VOll der Determinant.e 1.
Nehmen wir Will an, der Satz :3 sei scholl gezeigt, für alle simphzialeu Komplexe
mit welliger als L Simplizes. Sei Lein simplizialer Komplex mit. L Simpli
zes. Wühle alls L irgelldein ( i llklllsiollsweise ) maximales Simplex Il alls und
betrachte die Schuit.t.matrix in der \Veise l daß Il die letzte Zeile ulld Spalt.e in
diziert. Die Determillallte der Schllitt.mat.rix ändert. sich uich!., wellJl man dann
zu der Iet.zteu Spalte gewisse LinearkolllhillatiollCIl vorheriger Spalten addiert.
Falls wir die Spalteu mit. l11(lT) E ZL hezeichuell l dann gilt, nach dem In-Ex
Klusiollspriuzip die Gleichung (summiert über r 1:- Il )

L (_1)I/JI-1r l M(r) = (_1)1111. eil

Tell
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eil Einheitsvekt.or mit 1 an der St.elle 11. Durch weitere Spalt.enoperat.ionen kann
man dann die letzt.e Zeile der Schnittmat.rix ( außer im Diagollalelemeut. ) zu N 1111
machen. Die neue Mat.rix hat. ei ue (-1) I/li an der rech t.en 1111 teren Diagonalstelle,
NIllIen üherhalb lIlld links VOll dieser St.elle; aber die verblei bende (L-l) x (L-l)
Matrix ist die Scllllit.t.matrix des simplizialen Komplexes [, - Il. Das zeigt den
111d uk t.ionsschri t. t..

Folgeruug: Die Signat.ur der Schnit.t.mat,rix des Komplexes L ist gleich der
Elllercharakteristik. VOll L : SiYH(S1I1(L)) = X(L).

Beweis: Nach eiBer bekallnt.en Fornlel (L) für die Sigllatur hat man für die
(l x (l Haupt.minorell Sa und So = 1 die Formel

n

SiY1L(SM(L)) = L Sa-1 . S(l

1'1=1

woraus sich leicht.

Si!lIl(SM(L)) = Sigu(SM(L - Il) +det(Slvf(L - Il)) . det(SM(L))

lIlId somit folgt alls dellt Satz :{

was wiedel'lll n den 111d 11 ktiollssch ritt. für die Folger IIng liefert.

!\'Iau sieht. auch leicht, eine weit.ere Eigenschaft der Schuit.t.mat.rix ein. Seien
nämlich L \lud !\'1 zwei simpliziale Komplexe \lud ist L • M ihr .loiu, so gilt für
die Schni t.t.matrizen die Formel

SA1(L. M) = SM(L) @ SM(M)

Wi r wolleIl lIoch eillmal das obige Beispiel (iii) betrachteil. Der zugehörige silll

pliziale Komplex besteht allS dea Simplizes ~,{IL{2},{4},{1,2},{2,4}.Wir
benöt.igen zur KOllstrllktioll des obigeIl Vekt.ors v nur die drei J\'lellgell T =
{:l}, {I , 4 }, { 1, :3, 4} was mall algebraisell d \lreh die Identi l.ii.t. für deu A llsdrllck

direkt. verifizieren kalIlI. Bis allf die KOlIst.allte teilt. ja die Zahl !I = !/!JT (hf4, ft!J)
j edell Tel' 111 j elles A Ilsd fU cks.
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4 Eulercharakteristiken und die Inverse der
Schnittmatrix

Sei K.. ein simplizialer Komplex auf der Eckenmenge P und sei L sein Dual im
obigeu Siulle, d.h. A ist. Silnplex ill L falls

L soll dalln das kanonische Alalwdenlual von K heißeI!. Wir erinnern an
die Defillition des Links eines Simplexes er in einem simplizialen Komplex J( :

LkJ((rr)={rEK I rnrr=~ rUlTE I<}

Insbesondere ist. im Folgelldeu auch der Spezialfall wichtig, daß für lT rt. J<
der Kom plex LkK (fT) alls gar kei neH Si III pI izes besteht.} d a.ß er also eier leere
Komplex ist.} lilld insbesondere !licht. einmal das Element ~ ent.hält,.
Es stell t sich n\111 heraus , daß die Lösung des Glei chullgssystems (15L (16)
d llrch die Eulercharakt.erist.ikeu der Lill ks aller Silllplizes VOll f{ gegeben ist.
Dazu wolicil wir zunächst die Eulcl'charakl.erist.ik ei!les sirnplizialeu Komplexes
K mit dem leereIl Simplex,also ko = 1 ulld mit. ~~i Simplizes der Kardinalität
i > 1 durch

xe/{) = I)-l/ .kj

i2. 11

fest.legen. Dabei soll insbe.':iondere die Enlercharakteristik eines leeren Komple
xes gleich 0 lIIld die Elllercharaktcristik des Komplexes {~} gleich 1 sein.
Es ist. leicht. zu sehen, daß für die Eulercharakteristikell VOll kanonisch alexall
derdualen Komplexen gilt. :

(21 )

Für eille Teilmellge 11 der Puuktmellge P VOll K definieren wir die Einschränkuug
Klrl von K auf I} als die Meuge aller Simplizes VOll K 1 deren Eckpullkte ganz
in 1] lieget!. Danll ist. das kallouische Alexanderdual ( ilJllerhalb der Menge
'1 genolllmen ) des Komplexes ](11} isomorph Zll dem Komplex LkL(P - 11).
lnsbesolldere gil t. für die Elilercharakteristj keil

(22)

Mit. dieseH Bezeichullllgell ergibt sich dallil

Satz 4: Sei A = P - 1/.

(i) L X(Lk/{(lT)) = 1
oE/{

(ii)'V11:f. f/J L X(Lk/{(lT)) = (_1)1 111+ 1
. X(LkL(A)) (2:~)

onll=l



Insbesondere gilt für 1/ E J( - {~}

(iii) L X(L~:}{((T));;;: 0
crnIJ=~

Hierbei wi rd stets über die angegebenen (T summiert, Die S 11 111 Illation i11 der
ForllIel (ii) geh t über alle (T lni t (T ~ )..

Beweis: (i) .ledes nichl.leere Simplex r liefert einen Beitrag ill allen Termen
X(LkK(U)) die der Bedillgung a ~ r geniigen ; und zwar ist. dieser Beit.rag ge
rade (-1 )ITI-1cr l , Daraus folgt. sofort, daß uichtleere r insge.'lalllt eiuen Bei trag
oliefern. Nur das Simplex ~ liefert. den Beitrag 1.
(ii) In dem Ausdruck L X( LkK (a)) summiert. iiber alle (T mit an1J =0geben we
geu der alt.efllierenden Vorzeicltell wiederum alle r mi t r Cf:. 11 eiuen Nullbeitrag.
Nur diejelligell r E J{ [Ilit. T ~ 7J ergehen den Beit.rag

wobei die let.ztere SUlIlme sich IIIIf iiber T E [( erst.reckt. Alls der Gleichung
('2'2) folgt. daull die Behaupt.ung.
(iii) folgt alls (ii) weil die bet.rachteten Links leere Komplexe sind,

Alls Sat.z 4 (i) und (iii) ellt.llehmell wir insbesolldere, daß der Vektor (x(LkJ«a)))crEf(
ei ne Lösung ei lies G lei cllllllgssystems der Form (15) (1 G) ist.
Die Gleichllng (ii) hat in diesem ZIIS,Ulunen hallg aber 1I0ch eine ganz besoudere
ßedeu t.ung. Sie gibt ll;llnlich die Berechnullg des Aasdrucks 11 ans (13) zum
Eiueu als Koefiizientell der IliET (h - 1) und zum Anderen als Koeffiziellten der

njES Ji . Es ist. übrigens klar, daß der Übergallg VOll einem soldIen Ausdruck
zum AlIdereIl gerade das ( rni t geeigneten Vorzeichell vel'Sehelle ) Prinzip von
Inklusion und Exklusioll ist.

"Vir köunen die Lösung des obigen GleichllHgssysterns auch auffassen als die erst.e
Spalt.e/Zeile der Inversen der Schllitt.matrix <!p.s Komplexes K , Der allgemeine
Ausdruck der luversell dieser I\'I at.rix wird durch den lIächsteu Sat.z gegeben.

Satz [.: Seieu ~,lJ E K, DarlII gilt

L (_i)I{ncrIX(LkuK(O(a - (~n u))) D{r}

cr n 7J=0

das Kroneckerdelt.a VOll ~ \lud '/, wobei sich die Snme über die augegebenen a
erstreckt..

ZUlli Beweis sieht. mall wie bei Satz 4 zUlIächst, daß eilt Simplex T Hur dann
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einen nichUrivialen Beit.rag leisteIl kann, falls T => € lind gleichzeitig T C 11 ist.
WegeIl der alternierelldeu Vorzeichen heben sich aber auch alle solchen Beiträge
gegenseitig weg mit Allsnahme des Falles € = T = 7}, in dem IllIr ein Beit.rag von
1 st.ehenbleibt..

5 Die maximalen Simplizes

\Vir wolleIl HIlU noch erklären, daß die maximalen Simplizes des simplizialen
Komplexe." K.. eine hesondere Rolle spielelI. Eillersei ts ist das völlig offensicht
lich, wenn mall die Forllte! allS Sntz 5 betrachtet.. Falls dort, nälnlieh er ein maxi
males Simplex ist, so nmß LkK(er) der 1I11r alls dem leeren Simplex bestehende
Komplex sein, und der Eingang in der Inversen Matrix ist. ±l oder 0 je nachdem
ob das Simplex T ill er enthalt.en ist. oder nicht. Dei' Teil der Inversen, dessen Zei
leu oder Spal t.ell du reh die maximalen Simplizes indiziert. ist., ist also (jedenfalls
bis auf gewisse Vorzeichen) nicht.s Anderes als die gewöhnliche Inzidenzmat.rix
des silllplizialen KOlllplexes.
Alldererseits liißt. sich aber bei der Berechuung der luversen der Scllllit.t.matrix
feststellen, d aß viele der vorkOIlllIleudeu Eulercharakt.erist.iken = 0 sin d. Set,ze
dazu

1/W:l:(J{) = {}Li I/Li 1IHL:J;ima[ iu K}

rn''im{I{) == {,Li n JLj n ... n I'k 1 1'. E nwx(K)}

Fiir ein Simplex (J" E f{ wollen wir das kleinste Element. T E 111'i1n(I{) welches
(J" eut.ltält 1 dcn Abschl HU VOll (J" ill K neulIen. Daull ist. eIer folgcude Sachverhalt,
leicht zn sehen:

Satz G: Falls (T f/:. IJ1'irU(J{) Illid T der Abschlnß von (J" iu K ist, so gilt

wobei auf der rechteIl Seite der simpliziale .1 oin steht.. Illsbesoudere ist also
LkJ( ((T) s l.ets koutrakl.i bel) falls (T f/:. 1)1';m( [{) ist. Iufolgedessen ist ill diesern
Fall an eh cl ie Eulercharak terist.i k X(L kK ((T)) = O.

Der Beweis ist. klar 1 wenll mall bedenkt) daß die maximalen Simplizes des Kom
plexes LkK(er) gerade von der Form I' - rr mit JL E nwx(J<) siBd.

Die Behauptung über die Eulercharakt.erist.ik ergibt. sich übrigens auch aus ei
nern Satz VOll Rota ii bel' die Möbiusfllnktion einer Teilordullllg mit. Abschluß
operator 1 siehe [AL Kap IV, Satz 4.27, Seit.e 167.

Tatsächlich Iw.stehell zwischeu dem simplizialen Komplex \lud der Teilordllung
der abgeschlosseuen Mengen wichtige Beziehllugell) die wir IJ ier noch diskutie
ren woIleiL Der simpliziale KOlllplex aller Ketten von Elemellten aus 111'im(I<)
ist offenbar ein Unt.erkoll1plex der erstell haryzellt.rischen UlIt.erteiluug von K,
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iu offensicht.licher Not.at.i0l1 also f{prim C f{b(jr. Offenbar ist. der Unterkomplex
j{prim ein voller Unt.erkornplex von Kb(jr. Es gilt,

Satz 7: Der UnterkOillplex J(l'rilll, ist. eiu Deformat,ionsret,rakt. (h....s Komplexes
]{b(jr

Beweis: Sei

(Tl C (1"2 C ... C an

eill Simplex ill j{bar. ßezeiclllle mit. T = (Ti das kleinst.e Simplex aus [{prim

welches (1"i ent.hält.. Setze

1111 d erhaI te ei ne Par l. it.i Oll des gall zzah I igell 111 tervalls [1 J n]. Do.1111 ist. die st.etige
Abbildullg

n

L li (1" i ~ 2:(L t;)aj
i=1 j=l iE!j

die behall () tet.e Defoflilatiollsretrakt.ion, wie lIlall lei eh t. naclJ p rii fL

Illsbesonclere köllueu wir das HHn auf Enlersche Rii.lIl1le anwelldell. Wir erinnern
darall, daß ( jedellfalls rnit. 1IIJserer l(ollvellt.ion bezii glich der 8111ercharakteri
st.ik ) ein Kardinali !.fit. 11 simplizialer Komplex K eill ElIlc1'1'fl1Wt heißt 1 falls
für jedes lIicht.leere silllpiex a lIlit I(TI = ~: die Gleicllllllg X(L~:f{(a)) = (_1)n-k
gilt.. Ein Kard II sirnplizialer Komplex K heißt ein mod 2 Eulc1Tamu , falls die
Eulercharakteristik x(Lkf{(a)) für jedes lIicht.leere Simplex immer ungerade ist.
\Vir wolleIl daun noch eillen simplizialell Komplex eiuen allgc1/H:iucn Eulcrraum
llelltlell, falls für jedes lIicht.leel'e Simplex a die Elliercltal'aktcristik X(LkJ((fT))
immer von Null verschiedeu ist.. Dann erhalten wir alls Satz 7 die
Folgeruug: In eillelJl allgemeillen Eulerrallm K ist jedes Simplex der Durch
sclllliu. VOll lIlaximalell Simplizes, fonnal gilt lJ1'im( K) = [{. lusbesondere gilt
dies auch für eineu Illod 2 EnlerraulTI, also für eillell EnlerraulIl, also für jede
M alilligfaltigkei t.

EilJ iastru kt.i ves Beispiel, iu denl da.<; Dual besonders gut. zu sehell ist" wird
dmch ( deli Rand des) n-dirnellsionalell Krenzpolyt.ops J( = Oct(n) gegeben.
Offenbar ist Oct(H) C 6.(2n). Das kanollische Alexaudel'dua] L hat. dalill Ilur we
llige abgp....':ichlossene lvI ellgen ; ia der Tat. ist. L =: RrmdD, (H) iu uat.ürlicher Weise.

Ich danke Frau Profes.''JOr R.A. Bailey für einen ßrief1 iu delll sie die Arbeit
[SB] als VerallgemeillefHllg des rechteckigen A-schemas zu meiner Beachtung
eillpfahl.
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