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Einleittmg

Es sei D die Diskriminante eines reellquadratischen Zahlkörpers F, B die

Norm eines ganzen Ideals von F und Y(D, B) die durch D und B definierte

Hilbertsche Modulfläche. Auf der glatten komplexen projektiven FlAche Y(D,B)

existiert eine Klasse algebraischer Kurven, die zuerst von Hirzebruch in [Hit]

systematisch beschrieben wurde. Den von den Poincaredualen ihrer Komponenten

aufgespannten Unterraum von H2 (Y(D,B),C) nennen wir· wie in [HLR] - den Raum

der Hirzebruch-Zagier·Zykel. Ziel dieser Arbeit ist es, die Dimension des

Raumes der Hirzebruch-Zagier-Zykel und der algebraischen Zykel, d.h. die

Plcardzahl der glatten projektiven FlAche Y(D,B),' zu bestimmen. Für eine

Primdiskriminante 0 haben Hirzebruch und Zagier in [HZ t ] algebraischen Kurven

auf Y(D,l) Spitzenformen vom Gewicht zwei zur Stufe D vom Nebentypus

zugeordnet. Yir greifen diesen Gedanken in Kapitel 3 und 4 wieder auf.

Die Grundlage für diese Arbeit sind die Ergebnisse von Harder, Langlands und

Rapoport in [~LR]. Wir werden in Kapitel 2 Shimuravarietäten SK konstruieren,

die über Q definiert sind, und deren minimale glatte Kompak~lfizierungenSK(~)

der komplexwertigen Punkte SK(C) von SK die disjunkte Vereinigung von

Hilbertschen ModulflAchen zur erweiterten ( bzw. gewöhnlichen) Modulgruppe

sind .

.Für einen algebraischen Zahlköper L bezeichnen wir mit ~(L) den Unterraum

2 - -von H (SK x~ Q,Ql(l», der von den über L definierten algebraischen Kurven von

SK xQ ij erzeugt wird. Die Galoisgruppe Gal(ij/L) operiert auf H2 (SK x~ ~'~l(l»

und lAßt ~(L) invariant, d.h.:

Die Tate-Vermutung für SK besagt nun, daß Z(L) bereits der ganze Gal(iö/L)

invariante Unterraum von H2 (SK x~ ij'~2(l» ist, d.h.
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Die Kohomologie H2(SK x~ ij,ijl(l» zerlegt sich in die direkte Summe der

Schnittkohomologie der Satake-Baily-Borel Kompaktifizierung SK von SK und dem

Teil, der von den Poincaredualen der Auflösungskurven der Singularitäten von

SK erzeugt wird

Die Schnittkohomologie IH2 (SK x
Gl

ij, ijl) zerfällt unter der Aktion der Hecke

Algebra von Gl2«~)f) in eine direkte Summe

(*) IH2 (SK x~ ij,ijl) =$ X(~f) ~ W(wf )
W

über automorphe Darstellungen w von Gl2(~) mit nicht-trivialer relativer Lie

Algebren Kohomologie. Dabei ist X(w
f

) ein endlich-dimensionaler ~l-Vekto~raum,

auf dem die Galoisgruppe Gal (ii/an operiert. Harder, Langlands und Rapoport

haben in [HLR] die Tate-Vermutung für automorphe Darstellungen ~, die nicht

vom CM-Typ sind, und für abelsche GM-Formen bewiesen ..Der Beweis der Tate-

Vermutung für diedrale· CM-Formen wurde von Klingenberg in [Kl] und von Murty

und Ramakrishnan in [MR] durchgeführt. Diese Ergebnisse sind in Kapitel 2

zusammengestellt.

In [HLR] wird die Dimension des Raumes der Tate- Zykel in X(w f) für die

automorphen Darstellungen, die in (*) auftreten, beschrieben. Es zeigt sich,

daß, außer für diedrale GM-Formen, die Tate-Zykel bereits durch die

Hirzebruch-Zagier-Zykel gegeben sind. In Kapitel 3 wird die Anzahl gewisser

automorpher Darstellungen ~ von G12 (AF), die in (*) auftreten, bestimmt und

damit in Kapitel 4 die Dimension des Raumes der Hirzebruch-Zagier-Zykel in

H2 (Y(O,B),C) und die Picardzahl von Y(D,B) abgeschätzt (Satz 4.4 und 4.5):

Satz:

Es sei F der reellquadratische Zahlkörper der Diskriminante 0 > 12 und

B - N(b) die Norm eines ganzen Ideals von F. Wir setzen B teilerfremd zu 0
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voraus. Dann ist die Dimension des Raumes der Hirzebruch-Zagier-Zykel in

H2(Y(D,~),C) größer oder gleich

1+ 2 2-
t

(D1)'{dim 52(D1.[~1])+2(1 +

0 1 >0 d<-4
01 110 dl10 1

2· [~]) ·h(d)· JI (1 + [~])} .
plD 1

( 52(D1,(~1) ist der Raum der 5pitzenformen vom Gewicht zwei zum

Nebeneypus.) Yenn wir mit l(~) die Anzahl der Kurven auf Y(O,~) bezeichnen,

die durch Auflösung von Singularitäten entstanden sind, dann ist die

Picardzahl Pic(Y(O,B») von Y(O,B) größer oder gleich

2 2-t
(D1).{ dim 52(D1.[~1])

0 1 >0
01 110

- 2 h(d)' JI (1 + &]) }
d<-4 plD 1

dllo!

+ 2 (1 + [~)'h(d)'h(D/d) + 2 + 1(1.)

d<-4
dilD

Es zeigt sich, daß diese Abschätzungen für Primdiskriminanten D bereits die

Dimension des Raumes der Hirzebruch--Zagier-Zykel und die Picardzahl liefern

(Satz 4.6):

Satz:

Für einen reellquadratischen Zahlkörper mit Primzahldiskriminante D ist die

Dimension des Raumes der Hirzebruch-Zagier-Zykel in H2(Y(0,l),~) gleich

Die Picardzahl von Y(D,l) 1st

Dabei ist 1(0) die Anzahl der Auflösungskurven der Singularitäten von

X(O,O).
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Damit ist die Vermutung aus [HZ t ] über die Dimension des Raumes der

Hirzebruch-Zagier-Zykel bewiesen. Wir zeigen in Abschnitt 4.4., daß für

reellquadratische Zahlkörper F, die eine Grundeinheit negativer Norm besitzen,

eine einfache Beziehung zwischen der Dimension des Raumes der Hirzebruch-

Zagier-Zykel von Y(D,B), und den geometrischen Geschlechtern der Modulflächen

Y(O,l) und Y (D,l) ( der symmetrische Modulf1Ache ) besteht (Satz 4.16):
r

Satz:

Es sei Fein ree11quadratischer Zah1körper, der eine Grundeinheit 80

*negativer Norm enthält, und p bzw. p die geometrischen Geschlechter der
g g

Hi1bertschen Modu1flAche Y(D,1) bzw. der symmetrischen Modu1flAche Y (0,1).
r

Dann ist die Dimension des Raumes der Hirzebruch-Zagier-Zyke1 von Y(D, B)

gleich

*(p - 2'p ) + 1g g

und die Plcardzah1

*(p - 2·p ) + 2 + l(b) .g g.

Dabei- ist 1(b.) die Anzahl der Auf1ösungskurven der SingularitAten von

X(D,b.).

Für die Lefschetzzah1 A(Y(D,B» von Y(O,B), d.h. der Differenz zwischen der

Dimension von Hl,l(Y(D,B),C) und der Picardzahl von Y(O,B), und die Lefschetz-

zahl A(Y (O,B» gilt unter diesen Voraussetzungen (Satz 4.17 und 4.18):
r

Satz:

Falls F eine Einheit negativer Norm enthält, ist die Lefschetzzahl der

Hilbertschen Modulflächen Y(D,B) gleich

*.A(Y(D,B» - p + 2'p
g g

und die Lefschetzzahl der symmetrischen Hilbertschen Modulfläche Y (0,1)
r

*A(Y (D,l» - 2·p
r g
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Diese Beziehungen wurden für Primdiskriminanten bereits von Hirzebruch

(unveröffentlicht) vermutet.

In den übrigen Fällen können wir mit Hilfe von Lemma 4.19 die Dimension des

Raumes der Hirzebruch-Zagier-Zykel und die Picardzahl der Hilbertschen

Modulflächen Y (D, B) zur erweiterten Modulgruppe für· alle Diskriminanten
e

13 ~ D < 300 bestimmen.

Bei diesen Untersuchungen stellt sich heraus, daß es genau eine Hilbertsche

Modulfläche Y(D,B) vom allgemeinen Typ mit maximaler Picardzahl gibt. Es ist

dies die Fläche Y(60,ll). Sie wird in Kapitel 5 untersucht.

In der anschließenden Tabelle werden diese Ergebnisse für die Flächen

Y (D,B) mit 13 ~ D < 300 und B beliebig angegeben.
e

In der vorliegenden Arbeit werden die Invarianten der Hi1bertschen Modul-

flächen ( und der Modulflächen zur erweiterten Modulgruppe ) als bekannt

vorausgesetzt. Diese Ergebnisse sind in [Ko} zusammengestellt. Da die Arbeit

[Ko] bisher nicht veröffentlicht wurde, ist sie als Anhang in diesen Preprint

aufgenommen worden.

Diese Arbeit entstand unter der Leitung von Herrn Prof. Dr. F. Hirzebruch.

Ich danke ihm herzlich für die Unterstützung bei der Durchführung. der Arbeit

und die ausgezeichneten Arbeitsbedingungen, die ich am Max-Planck-Institut für

Mathematik in Bonn vorfand. Ebenso danke ich Herrn Prof. Dr. G. Harder, dessen

Hilfe sehr zu meinem· Verständnis der grundlegenden Arbeit [HLR] beigetragen

hat, und Herrn Prof. Dr. J. Schwermer für seine wertvollen Hinweise bei der

endgültigen Fertigstellung dieser Arbeit. Außerdem danke ich Herrn Dipl. Math.

U. Weselmann, der mir einen Beweis von Lemma 2.9 mitgeteilt hat.
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Kapitel 1

1.1. GrOßencharaktere

1

1.1.1. Es sei L ein algebraischer Zahlkörper. Mit F bezeichnen wir 1m

folgenden immer einen reellquadratischen Zahlkörper der Diskriminante D. Die

GrundeInheit von F bezeichnen wir mit 80. Falls eo postive Norm hat, wählen

wir eo immer totalpostitiv. d.h. mit q(eo) > 0 für die zwei reellen

Einbettungen q von F. Für eine Primstelle ~ von L bezeichnen wir mit L die
So

Vervollständigung von L bezüglich $. Die endlichen Primstellen ~ von L

entsprechen bij ektiv den Primidealen p, von L. Wir werden daher auch die

Bezeichnung p - p für eine endliche Primstelle $ verwenden. In diesem Fall
~

bezeichnen wir mit 0p den Ring der ganzen Zahlen in Lp und mit up

Einheiten von 0P' Für eine unendliche Primsteile $ definieren wir

:- 0* diep

U
$

für L == IR
tt.

für L == C
$

Ein L-Adel a - (a ) 1st dann ein Element aus dem Produkt der lokalen Körper L
$ $

über alle Prlmstellen e. von L, so daß für fast alle endlichen Stellen ap aus

0p ist. Den Ring der L-Adele bezeichnen wir mit· AL' Für eine Primstelle ~ von

L fassen wir Le. in kanonischer Weise als Unterring von ~ auf. Die lQ-Adele

bezeichnen wir mit A:-AlQ und die endlichen Q-Adele mit Af . Die invertierbaren

*Elemente von ~ bilden die Idelegruppe I L, Die multiplikative Gruppe L läßt

*sich in kanonischer Weise in I L einbetten. und wir bezeichnen mit CL :- IL/L

die Idelklassengruppe von L. Auf ~ ( und damit auf I L ) wird durch die be

schränkte Produkttopologie eine Topologie erklärt ( siehe [W] .I,l.I.).

1.1.2. Es sei K eine endliche Galoiserweiterung von L. Eine Primstelle ~ von K

liegt über einer Primstelle t9- von L, wenn • die Bewertung $ fortsetzt. Wir

schreiben dafür -1$. Wir benützen die Notation p, < ~ für die endlichen und $I~

für die unendlichen Primstellen. Die Relativnorm von K über L und von K über
(8 19-

L wird mit N
KmlL

t9- beziehungsweise NK/ L bezeichnet. Das Produkt der Relativ-
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normen über alle Primstellen aJ von K definiert einen Homomorphismus von I K

*nach I
L

, der auf K mit NK/
L

übereinstimmt. Yir bezeichnen daher diesen

Homomorphismus und den durch ihn definierten Homomorphismus der Idelklassen~

gruppen ebenfalls mit NK/ L.

Die Galoisgruppe G - Gal(K/L} operiert auf I K beziehungsweise auf CK. Für

den Fixteil dieser Operation gilt:

(siehe z.B.: [N] ,III,Satz(2.5) und (2.7». Dabei haben wir I L und CL durch die

kanonische Einbettung I L ~ IK als Untergruppen von I K bzw. C
K

aufgefaßt.

1.1.3. Mit J L bezeichnen wir die Idealklassengruppe von L und mit h(L): IJLI

die Klassenzahl von L. Für den reellquadratischen Zahlkörper F der

Diskriminante D setzen wir h(D) :- h(F). Der Homomorphismus

I
L
~ J

L

(a ) ~ II (P )190(81.90)
190 tt.

Uo<CIO

definiert einen Isomorphismus (siehe Z.B.: [N],III, Satz (2.3»

(1.1)

Für den reellquadratischen Zahlkörper F bezeichnen wir mit J
F

die

Idealklassengruppe von F im engeren Sinne und mit h(D) die Klassenzahl im

engeren Sinne. Dann definiert der Homomorphismus

~

~

einen Isomorphismus

(1.2)
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"..*1.1.4. Ein Größencharakter von L ist ein stetiger Homomorphismus ~:IL ~ ~ ,

*der trivial auf L ist. Nach (1.1) entsprechen die Idealklassencharaktere von

*L gerade den Größencharakteren von L, die trivial auf n U~ x rr L~ sind. Für

einen reellquadratischen Zahlkörper F entsprechen die Charaktere der

Idealklassengruppe im engeren Sinne den Größencharakteren von F die trivial

auf rr U sind. Eine besondere Rolle spielen in diesem Fa~l die Geschlechts-
~

klassencharaktere , d . h . die Charaktere von JF der Ordnung zwe i . Sie sind

gerade die Gal(F/~)-invariantenCharaktere von JF . Sie werde z.B. in [Z],§12

beschrieben. Insbesondere gibt es 2t (D)-1 Geschlechtsklassencharaktere ( wir

bezeichnen mit t(D) die Anzahl der Primteiler von D).

Definition:

Für eine endliche Primsteile p eines algebraischen Zahlkörpers K und einen

*Charakter A von Kp sei a die kleinste natürliche Zahl, für die A trivial

~ a 0 Qauf up:- l+p (Up:-Up) 1st. Dann nennt man das Ideal P den Führer des

Charakters A und schreibt cond(A) :-p
Q

• Für K - (Q schreiben wir auch

a Q:
cond(A):- p statt (p) . Der Führer eines Größencharakters von K ist dann

das Produkt der Führer der lokalen Charaktere über die endlichen Prim..

stellen von K.

Für eine abelsche Erweiterung K über L haben wir den Reziprozitäts ..

isomorphismus ([N] ,III,6.12)

Insbesondere ist für eine quadratische Erweiterung NK/LC
K

eine Untergruppe vom

Index zwei in CL' Wir bezeichnen In diesem Fall mit fK/L den nicht .. trivialen

Größencharakter von L, der trivial auf NKfLCK 1st. Analog definieren wir f
E1

/
E

für eine quadratische Erweiterung lokaler Körper.
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1.1.5. Zum Abschluß dieses Abschnitts beweisen wir einige Aussagen über die

Existenz von lokalen Charakteren und Größencharakteren,

Bedingungen erfüllen.

Lemma 1.1:

die gewisse

Es sei F der reellquadratische Zahlkörper der Diskriminante D mit der

Grundeinheit eo und N(eo) - 1. Dann gibt es eine in F verzweigte Primstelle

*q von ~, so daß für die Primsteile q von F über q ein Charakter ~ von F
q

der Ordnung 2,

*~: F ---+ ~±1 ~q

mit ~(eo) - -1 existiert.

Beweis: Nach (Ko1] ,Satz 2, gibt es einen Primteiler q von 0, der die Norm

N(eo+l) teilt. Aus N(eo+1)·N(eci-l)-N(e~-1) folgt, daß es eine natürliche Zahl

a ~ 1 mit

(1.3)
Q

q N(e~-l), aber

qa +N(eo-l).

Für die Primstelle q. von F über q gilt q 2_(q) und N(q)-q. Nach (1.3) gilt

daher

aeo .. 1 mod q .

. ß a aWir bezeichnen mit u .die Untergruppe l+q. von U . Der Quotient U /U ist eine
q. q. q. q

endliche, abelsche Gruppe, in der die Klasse (aal die Ordnung zwei hat. Wir

wAhlen einen Charakter ~ : U~ - ~±l~ mit ~([eo]) - -1. Verbunden mit der
CI q

Projektion

u -u /Ua
q. q. 4

*definiert ~ einen Charakter von U . Jedes Element x aus F läßt sich schreiben
~ ~

als x - ;t. u für eine lokale Uniformisierende ~ von 4, taus Z und u aus U .
q.

*Wir setzen ~ durch ~(x) :- ~(u) auf F fort.
q. o
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Lemma 1.2:

---~-------------~_._-----------

5

Es sei Fein reellquadratischer Zahlkörper der Diskriminante D. Für die

endlichen Stellen P von F seien Charaktere

unendlichen Stellen _'$1 und 62 Charaktere c
51

cp von Up und für die

+und c von IR vorgegeben.
'$2

Dann gibt es einen Größencharakter

(1.4)

genau dann, wenn

für alle Stellen ~ von F,

Ir c (e) - 1
'$

'$

für alle totalpositiven Einheiten e von F gilt. In diesem Fall gibt es h(D)

Charaktere, die (1.4) erfüllen.

Beweis: Für ein vollständiges Repräsentantensystem b1' ... '~ (h:-h(D») der

Idealklassen von F im engeren Sinne wAhlen wir endlich F-Idele b
1

, ... ,bE mit

(1.5)

Dann ist nach (1.2)

h
*I F - u b . F .( rr u )

i-I i '$

und

h
*- U b i . ~ rr U / (F () Ir U.J ~ .

i-I tJ .,

Wir können einen Grö,8encharakter f7, der (1.4) erfüllt, genau dann

ko~truieren, wenn

II c (e) - 1
'$
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*erfüllt ist für alle e aus F () II U, das heißt für alle totalpositiven
'tf.

Einheiten e von F. Der Quotient zweier Größencharaktere, die (1.4) erfüllen,

kann mit Hilfe von (1.2) als Charakter der Idealklassengruppe im engeren Sinne

aufgefaßt werden. Wie wir gesehen habe gibt es genau h(D) solche Charaktere.

Daraus folgt die Behauptung.

Mit Hilfe des Isomorphismus (1.1) beweist man analog.

o

Lemma 1.3: Es sei L ein algebraischer Zahlkörper . Für die endlichen Prim-

stellen seien lokale Charaktere cp von Up. und für die unendlichen Prim

*stellen Charaktere c von L gegeben. Dann gibt es einen Gröpencharakter ~.,. .,.
von L mit

für alle endlichen Primsteilen p von L und

für alle unendlichen Primstellen .,. von L,

genau dann, wenn

II c.,,(E) - 1

für alle Einheiten E von L gilt. In diesem Fall gibt genau es h(L) solche

Charaktere.
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1.2. Darstelltmgstheorie von G12

7

1.2.1. Es sei L ein algebraischer Zahlkörper. Mit G bezeichnen wir die über ~

definierte algebraische Gruppe ResL/~G12' die durch Weil-Restriktion aus G1 2

über L entsteht ( siehe {W],Kap. 1.3). Das Zentrum von G bezeichnen wir mit Z.

Dann ist

Z(A) - { (~ ~) I a E I L } •

und wir können einen Größencharakter ~ von L durch

,p(( ~ ~)) :-,p (a)

auch als Charakter von Z(~)\Z(A) auffassen. Für einen GrOßencharakter ~ von L

'definieren wir den Hilbertraum L2(~) :-L2 (G«(Q)\G(A) ,1/1) der meßbaren, komplex-

wertigen Funktionen f, für die gilt

(1.6) (1) f(z'g) - ~(z)'f(g) für alle g E G(A) und Z E Z(A) , und

(2) f If(g)1 2
. l,p(det(g»!-l dg <-.

Z(A)·G(lQ)\G(A)

Die Gruppe G(A) operiert durch die rechtsreguläre Darstellung R~(g) unitär auf

L2 (ljI). Nach {Ge],§8 (siehe auch {Sch] ,1.6.) läßt sich R-rP als direkte Hilbert·

summe von irreduziblen unitären Darstellungen ~ (mit Multiplizität eins) und

k sstetigen Integralen von unitären Darstellungen ~' z8;legen:

(1.7) R~(g) - (~~) $ ( $ J ~k,s ds ).
j k

Definition:

Eine automorphe Darstellung ist eine irreduzible, unitäre Darstellung

~: G(A) ~ Aut(H ), die, für einen Größencharakter ~ von L, zu einer der
~

1 k s
Darstellungen ~ oder ~ I äquivalent ist. Wir nennen w :- ~ den zentralen

~

Charakter von 'Ir.
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Definition:

Eine Funktion f E L2(~) heißt cuspidsl, wenn sie

Jf([ ~ ~ ) .g) <Ix - 0 für fast alle gaus G(A) erfüllt.

Q\A

Kapitel 1

Wir benutzen die Bezeichnung ~(~) für den Unterraum der cuspidalen Formen in

L2 (1Jt). Der Raum ~(1P) ist G(A) -invariant unter RVJ , und wir bezeichnen mit

&t(g) die Darstellung von G(A) auf ~(1Jt).

Lemma 1.4: ({Ha] ,3.1.1. und 3.1.2.)

Für eine automorphe Darstellung w von G(A), die diskret in der Zerlegung

(1.7) vorkommt, gilt:

(1) Wenn H endlich-dimensional ist, dann ist H ein-dimensional, und die
w w

*Darstellung ~:G(A) ~ C faktorisiert über die Determinante, d.h. ~(g)

- ~(det(g» für einen Größencharakter ~ von L.

(2) Wenn H unendlich-dimensional ist, dann ist ~ cuspida1, d.h. H ist ein
~ ~

irreduzibler Unterraum von ~(VJ).

Die G(A)-Module H können in ein beschränktes Tensorprodukt
~

von G12 (L ) -Modulen H zerlegt werden. Dabei läßt G1 2 (0J..) für fast alle
tJ. iJ. ,.,

endliche Primsteilen P von L einen ein-dimensionalen Unterraum von Hp. fest.

Das beschränkte Tensorprodukt 0 H besteht dann aus allen (h) mit hJ..
$ tt. $. ,.,

Gl 2 (Op)-invariant für fast alle p. Wir schreiben wals

(1.8)

mit lokalen Darstellungen w von G1 2 (L). Diese Zerlegung ist bis auf
$. $.

Äquivalenz eindeutig. Wir benutzen die Abkürzungen

und
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1.2.2. Wir werden nun die lokalen Darstellungen, die in (1.8) auftreten,

beschreiben. (siehe (GL] ,Appendix B). Dazu setzen wir K :- L .
$

Definition:
co

Eine komp1exwertige Funktion f auf G1 2 (K) heißt glatt, wenn sie vom Typ C

für einen archimedischen Körper K, beziehungsweise lokalkonstant für einen

nicht·archimedischen Körper ist.

*Für zwei Charaktere ~1 und ~2 von K bezeichnen wir mit ~(~1,~2) die

Darstellung von G12 (K) durch Rechtstranslation auf dem Raum der glatten,

komplexwertigen Funktionen f auf GI2 (K), die

IU II / 2
f(a·n·g) - ~1(U)~~2(V)' - ·f(g),v

[ UD] n- [01tl ]für alle a - 0 v ' und g beliebig aus G12 (K), erfüllen.

Falls die Darstellung ~(~1,~2) reduzibel ist, hat sie genau einen unendlich-

dimensionalen, irreduziblen ~otienten. Wir bezeichnen diese Darstellung mit

Definition:

Die irreduziblen Darstellungen .1r(~1'~2) heißen Hauptseriendars tel lungen .

Die Darstellungen q(~1,~2) heißen diskrete Seriendsrstellungen für K

archimedisch, beziehungsweise spezielle Darstellungen für K nicht·

archimedisch. Eine irreduzible unitäre Darstellung 1(' auf einem komplexen

Vektorraum H heißt supercuspidal, wenn es für alle haus H eine offene

kompakte Untergruppe U von N :- [0
1

tl] I t E K } gibt, mit

f ".(n)h dn - 0

U
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Man kann für eine quadratische Körpererweiterung K1 von K und einen Charakter

*A auf Ki eine Yeil-Darstellung W(A) von GL2 (K) konstruieren. Diese

Konstruktion 1st zum Beispiel in [Ge],§7 beschrieben. Falls A invariant unter

der Operation von Gal(K1/K) ist, d.h. falls A - ~ 0 NKt/K für einen Charakter

*~ von K gilt, ist W(A) äquivalent zu der Darstellung w(~,~.EK1/K)' sonst ist

~(A) supercuspidal. Eine supercuspidale Darstellung, die nicht äquivalent zu

einer Yeil~Darstellung ist, heißt exzeptionell. Exzeptionelle Darstellungen

von G1 2 (K) treten nur für nicht~archimedische lokale Körper K mit Rest-

klassenkörpercharakteristik zwei auf (siehe [GL] ,Appendix B). Im Fall K - O2

gibt es, bis auf Äquivalenz, genau vier verschieden exzeptionelle

Darstellungen. Sie wurden von Nobs in [No] konstruiert.

Lemma 1.6: ([Ge] ,Tb. 4.21)

Es sei ~ eine cuspidale automorphe Darstellung von G(A), W - 0 ~ . Dann ist
'$

für alle Stellen Go die Darstellung ~ supercuspidal oder äquivalent zu
ö

einer irreduziblen Darstellung ~(~t,~2) oder a(~t'~2)'

Für eine quadratische Erweiterung algebraischer ZahlkOrper Lt von L definiert

ein Grö,Bencharakter A von Li eine irreduzible Darstellung ~(A) von G12(~)

(siehe [Ge] ,§7,B). Es gilt:

Lemma 1.7: ([Ge] ,Tb.7.l1)

Falls A nicht über die Norm N
Lt

/ L faktor1s1ert, ist ~(A) cuspidal.

1.2.3. Für eine automorphe Darstellung ~ und einen Grö,Bencharakter ~ von L be-

zeichnen wir mit ~ 0 ~ die automorphe Darstellung (~0 ~)(g):- ~(g)·~(det(g».
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Definition:

11

Eine cuspidale automorphe Darstellung 1f' heißt CH·Form, wenn es einen

nicht-trivialen Größencharakter ~ von L gibt mit

Lemma 1.8: ([GL] ,Appendix C,(2.l»

Eine automorphe Darstellung 71' ist genau dann eine CM·Form, wenn es eine

quadratische Erweiterung Li von L und einen GrOßencharakter A von Li mit

71' ~ ~(A) gibt. In diesem Fall gilt 1f' ~ ~ =71' für einen Größencharakter ~

von L genau dann, wenn q trivial auf NLifLCLi ist.

1 .. 2.4. Für eine quadratische Erweiterung algebraischer Zahlkörper E über L

bezeichnen wir mit (71' x E) die Liftung einer automorphen Darstellung 71' von

Gl2(~) zu einer automorphen Darstellung von G12 (A
E
). Zu der Definition der

Liftung automorpher Darstellungen verweisen wir auf [L],Chapt. 2 und [Sh]. Es

gilt:

Lemma 1.9: ([Sh],Th. 3)

Es sei E über L eine quadratische Erweiterung algebraischer Zahlkörper ,
0 ••

dann gilt:

(1) Jede automorphe Darstellung 1f' hat genau eine Liftung.

(2) Eine automorphe Darstellung rr von Gl2(~) ist genau dann die Liftung

einer automorphen Darstellung von GL2(~)' wenn sie Gal(E/L)-invariant

ist.

(3) Die Darstellungen 1f'i und ~2 haben genau dann die gleiche Liftung, wenn
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Wir benötigen die folgenden Aussagen über die Liftung lokaler Darstellungen:

Lemma 1.10: ([Sh] ,Prop. I )

Es seien E und L wie in Lemma 1.9, tt. eine Primsteile von L und • eine

Primste11e von E über ~. Dann gilt:

(1) (~.x E). - ~~ falls $ in E zerfällt.

(2) Falls ~ nicht zerfällt dann gilt,

(2.1) für ~tt. nicht supercuspidal und N :- NE.fLtt.'

(w x E) - ~(~1oN,~2oN) für ~ - ~(~1,~2) unds ~

(2.2) Falls ~ - ~(A) für einen Charakter A einer quadratischen Köper
$

erweiterung K von L ist, gilt
tt.

(~ XE). - ~(AoNE .K/K) für Ee ~ Kund
•

(w x E) - ~(A,A')s . für E Kund A' den bezüglich L
• tt.

konjugierten Charakter von E .
Cl\I

1.2.5. Der Führer einer automorphen Darstellung 1r von G1 2 (~) wird z. B. in

[Ge] ,4.25 definiert. Eine lokale Darstellung 1r ist genau dann unverzweigt,tt.

wenn sie äquivalent zu einer Hauptseriendarstellung w(~,v) mit ~ und v

unverzweigt, d.h. trivial auf Utt.' ist ([Ge],Th. 4.23.).
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2 .. 1. Die ShimuravarietAt Sx
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2 .. 1 .. 1 .. Für den reellquadratischen Zahlkörper F der Diskriminante 0 bezeichnen

wir, wie im Abschnitt 1.2, mit G die über Q definierte, reduktive algebraische

Gruppe ResF/~ G12 . Die Zusammenhangskomponente der Eins in der Gruppe G(m) der

reellen Punkte von G bezeichnen wir mit Go(m). Im folgenden ist K immer'eine

offene kompakte Untergruppe von G(Af ). Dann bestimmt der Homomorphismus

*h: C -----+ G(IR)

a+ i·b - [: -:)x[: -:)
eine quasiprojektive Varietät SK :- SK(G,h), die in natürlicher Yeise über Q

definiert ist (siehe [HLR] ,1.1 und [Dei] ,§3). Wir bezeichen mit

den Zentralisator von h. Dann gilt für die komplexwertigen Punkte von SK

(2.1)

Die quasiprojektive Varietät SK besitzt eine natürliche Kompaktifizierung SK

über ~, die Satake-Baily-Borel Kompaktifizierung. Die projektive Varietät SK

ist der Zariski~Abschluß des Bildes von SK unter einer plurikanonischen Ein

bettung. Das Komplement von SK in SK besteht aus endliche vielen Punkten, den

Spitzen. Falls K fixpunktfrei auf G(~)\G(A)/K~ operiert, ist SK(C) glatt. Die

Auflösung der Spitzensingularitäten von SK(C) wird in in [HLR],§l beschrieben,
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2.1.2. Die Zusammenhangskomponenten von SK(~) werden zum Beispiel in (R] ,2.24 .

beschrieben. Die Determinantenabildung

bildet die Menge der Zusammenhangskomponenten von SK(lC) bij aktiv auf die

endliche Menge Cpl(det(K.K~)) ab. Es gibt eine endliche Menge C in G(Af ) mit

((BJ],4.3.)

(2.2)

Für c aus C setzen wir

(2.3)

dann ist

G(A) - U G(~)·c·K·Go(m).

cEC

(2.4)

Der Homomorphismus von G12 (m)

Zahl (a·i+b)/(c·i+d) zuordnet,

nach ([;*, der einer Matrix (: ~) die komplexe

definiert einen Isomorphismus GO (IR) /K == D-I2 •
. co

Die Operation von rauf D-I2 unter diesem Isomorphismus läßt sich nun wie folgt
c

beschreiben. Wir fixieren eine Einbettung von F in m und bezeichnen mit

a ~ a' die über 0 konjugierte Einbettung. Dann operiert die Untergruppe r
c

von G(O) == G12 (F) als

(2.5)

auf ~2. Aus (2.4) folgt dann:

(2.6)
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2.2. Die Zusammenhangskomponenten gewisser ShiduravarietAten und Hilbertsche

Kodulflächen

2.2.1. Für den reellquadratische Zahlkörper F der Diskriminante 0 mit

Grundeinheit eo benutzen wir die Bezeichnungen:

0 für den Ring der ganzen Zahlen von F,

u. für ein Ideal in 0,

U für die Einheitengruppe von 0,

u+ für die totalpositiven Einheiten aus U und

U2 für die Einheitenquadrate in U.

Die Gruppe der Einheitenquadrate U2 ist eine Untergruppe der totalpositiven

Einheiten U+. Für ihren Index in u+ gilt ( N :- NF/~ )

{

I falls N(eo) - -1
[U+:U2

] - 2
falls N(eo) - 1

Wir definieren die Modulgruppe r(O,u.) durch

a,d E 0, b E ~-1, c E ~ und a·d-b·c - 1 } und

r(o,u.) :- r(O,u.)/Zentrum(r(O,~».

Die erweiterte Modulgruppe r (O,u.) definieren wir durch
e

re(O,~) ;- {[~ ~) E G1 2 (F) a,d E 0, b E ~-1, c E ~ und a·d-b·c E U+ } und

r (O,~) :- f (O,u.)/Zentrum(f (O,u.».
e e e

Die Determinantenabbildung det: r (O,u.) ~ U+ liefert einen Isomorphismus
e

\ zwischen re(O,u.)/r(O,u.) und U+jU2. Es ist also r(O,u.) gleich re(O,u.) falls

N(eo) - -1, beziehungsweise eine Untergruppe vom Index zwei in r (O,lJ.) falls
e

N(eo) - 1 ist.
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Wir bezeichnen mit X(D,u.) und X (D ,u.)
e

die quasi~projektiven komplexen

Flächen r(O,b)\[H2 bzw. r (O,b)\rn2
• Sie können durch Hinzufügen von endlich

e

vielen Punkten, den Spi tzen , zu proj ektivan , no rmalen Flächen X(D , b) bzw.

X(D,b) kompaktiflziert werden. Die Flächen X(D,l.) und X(D,b) haben endlich
e e

viele Singularit4ten, die durch die elliptischen Fixpunkte von f(O,b) bzw.

r (O,b) und·die Spitzen gegeben sind. Die Auflösung der Spitzensingularitäten
e

wurde in [Hit] ,§2 beschrieben. Die glatten projektiven komplexen Flächen, die

durch minimale Desingularisierung von X(D,b) und X (D,u.) entstehen, bezeichnen
e

wir mit Y(D,b) und Y (D,l.).
e

Definition:

Die Flächen Y(D,b) und Y (O,l.) heißen Hilbertsche Hodulflächen
e

(bzw.

Hilbertsche Modulflächen zur erweiterten Modulgruppe) zur Diskriminante D

und zum Ideal l..

Falls b t und ~ zum selben Idealgeschlecht gehören, sind die Flächen Y(D,bt)

und Y(O,~) bzw. Y (O,b1) und Y (O,b:a) isomorph. Da das Geschlecht eines
e e

Ideals l. nur von seiner Norm B:-N(b.) abhängt, benutzen wir auch die Be~

zeichnungen Y(D,B) für Y(D,u.), bzw. Y (O,B) für Y (O,b.). Dabei wählen wir b
e e

immer so, daß B - N(u.) teilerfremd zu D ist.

2 . 2 . 2. Wir beze ichnen mi t . Ko die maximal kampakte Unte r gruppe von G(Af) ,

gegeben durch

(2.7) Ko :- II G1:a(Op).
p<r:o

Wie wir in Abschnitt 2.1.2. gesehen haben, gibt es dann eine Bij ektion

zwischen den Zusammenhangskomponenten der komp1exwer:tigen Pu~te SKo (I{;) von

SKo und der endlichen Menge er/( II Utt. ). Nach (1.2) ist diese als Gruppe
t90



Kapitel 2 17

isomorph zu der Idealklassengruppe im engeren Sinne J F' Wir können nun die

Zusammenhangskomponenten von SKo(C) wie folgt beschreiben:

Lemma 2.1:

Es sei Ko die maximal kompakte Untergruppe von G(Af ) und ~ ein

vollständiges Repräsentantensystem der Idealklassen im' engeren Sinne von F.

Dann sind die komplexwertigen Punkte der Shimuravarietät SKo die disjunkte

Vereinigung der Flächen X (D,b) über alle b E ~:
e

Sv_(C) ~ Ü X (D,b)
"'0 ~ e

Beweis: Für ein Repräsentantensystem ! der Idealklassen im engeren Sinne von F

wählen wir endliche F-Idele bb mit b - F n bb·( rr 0p.m2
). Wir definieren

(2.8)

Dann ist

G(A) - U G(~)·c·Ko·Go(m),

CECO

und es gilt für alle· c aus Co

Aus (2.6) folgt dann die Behauptung. o

2.2.3. Wir wollen nun im Fall N(eo) - 1 eine offene kompakte Untergruppe Ki

von G(Af ) konstruieren, so daß SKi (C) die disjunkte Vereinigung von Flächen

X(O,b) ist.
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Lemma 2.2:

Kapitel 2

Falls F eine Grundeinheit eo mit N(eo) - 1 besitzt, gibt es, nach Lemma

*1.1, eine Primsteile ~ von F und einen quadratischen Charakter ~ von F mit
q.

~(eo) - -1. Wir setzen

K1 :- ~ k E Ka I ~(det(k » - 1 ~.q.

Dann sind die komplexwertigen Punkte der Shimuravarietät SK
1

die disjunkte

Vereinigung (mit ~ wie in Lemma 2.1.)

SK (t) - ü X(D,~).
1 b.d

Beweis: Wir betrachten wieder die Zerlegung

G(A) - U G(~)·c·Ka·Go(m),

cECo
doh. jedes g E G(A) läßt sich schreiben als

g - 1'°c·k·gco

mit l' E G(~), c E CO' gco E GO(R) und k E Ka. Falls k nicht aus K1 ist, d.h.

falls ~(det(k~» - -1 ist, schreiben wir g als

(

-1
eo 0 80 0 eo 0g- 1'. ).c.() ok.( ).g

'. 0 1 0 1 f 0 1 co co

d.h. (~o ~)f'k E K,. Also ist G(~)·c'Ka'Go(m) - G(~)'c'K"Go(m) für ,alle

CD und wir erhalten die Zerlegung

G(A) - U G(~)·c·K1·Go(m) .
CECO

c aus
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Es gilt:
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- { [~ :] E G12 (F)

- {[~ :] E G1 2 (F) -1 2-}a, dEO , beb. I cel.J. , ad-bc EU.

Das liefert uns einen Isomorphismus

r / Zentrum(r )
c c

r(oJ,. ) .
c

[b-1 0]
Dabei bezeichnen wir für c - ° 1 mit ~c das Ideal ~c

Aus (2.4) folgt dann die Behauptung.

:- F n b·(IT 0p.m2
).

p

o
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2.3. Die Kohomologie von Sx
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2.3.1. Es sei ~ :- Lie(G(m)) @ C die komplexifizierte Lie-Algebra von G(m) und

1r eine cuspidale oder ein-dimensionale automorphe Darstellung von G(A). Yir

betrachten den G(m)-Modul

(H) ;- @ H (siehe (1.8)).
1r a::l 1r

~Ia::l $

Dann ist ((Ha],3.1.2) der Unterraum (H) der K ~endlichen Vektoren in (H )
1r.a::l co 1r ao

ein (~ ,K )~Modul ([BW] ,0,2.2). Für die Definition der relativen Lie-Algebren
ao ao

Kohomologie Hq(~,K ;~ ) verweisen wir auf [BW] ,1,5.1. Wir setzen
co 1f ao

Definition:

Mit Cah bezeichnen wir die Menge der cuspidalen oder ein~dimensionalen

automorphen Darstellungen 1r von G(A) mit nicht-trivialer relativer

Lie-Algebren Kohomologie

Die Menge Coh zerfällt in den Anteil Coho der cuspidalen und Coh der
e

ein-dimensionalen Darstellungen.

Es gilt:

Lemma 2.3: ([Ha] ,3.4 Und (BL] ,3.2)

Eine automorphe Darstellung 1r von G(A) ist genau dann aus Coh, wenn gilt:

(1) '" ist cuspidal und die lokalen Darstellungen '" an den unendlichenu.

Stellen tJ. von F sind äquivalent zu der diskreten Seriendarstellung

u(ltl l / 2 , Itl-I / 2), oder

(2) 1r ist ein-dimensional, d.h. 1r - xodet für einen Größencharakter X von

F, und der Charakter X ist trivial auf m+x m+ .
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2.3.2. Für eine Primzahl ,€ bezeichnen wir wie üblich mit ZJ. die J. ·adischen

ganzen Zahlen und mit «IJ. ihren Quoti,entenkörper. Der Tate-Modul (Q,e(1) ist der

l-adische Galoismodul lJ.(l) ~ Q mit

-Ziel) - !!! ~ r E ij I reine J.n_ te Einheitswurzel ~.
n

Außerdem setzen wir ijJ.:- ~J. ~ ij , ijJ.(I):- QJ.(l) 0 ij und fixieren Einbettungen

ij ~ ijJ. ~ ~. Die Darstellung der Galoisgruppe Gal(ij/~) auf Ziel) entspricht

unter dem Artinschen Reziprozitätsgesetz dem Ideleklassencharakter (Tate-

Charakter)

(2.9) a : x ---+1 lxi :- II Ix I
~ $.

""
(siehe z.B.: [N},Satz 4.10)

2.3.3. Es sei K eine offene kompakte Untergruppe von G(Af ). Dann hat SK(~)

Spitzen- und (möglicherweise) Quotientensingularitäten. Wir bezeichnen mit S~

eine offene Untervariet4t von SK' deren komplexwer~ige Punkte SK(~) gerade die

Menge der glatten Punkte von SK(~) sind. Die Quotientensingularit4ten können

durch endliche Ketten von rationalen Kurven mit normalen Schnitten aufgelöst

werden. Die Auflösung der Spitzensingularitäten wurde in [HLR}, §l über ~,

beziehungsweise in [Hit] über ~ beschrieben.' Wir bezeichnen mit SK die'" so

gewonnene glatte Kompaktifizierung von SK' Dann ist SK(~)-SK(C) ein Divisor

mit normalen Schnitten. Das Bild der Restriktionsabbildung

ist unabhängig von der Wahl der glatten Kompaktifizierung ([HLR},§2). Wenn wir

die Schnittkohomologie IH2 (SK xQ ij'~J.(l» der Kompaktifizierung SK x~ ij von

SK xlll iii (siehe z. B. [CGM}) als Untergruppe von H2 (SK x~ iiLQ.e(l» auffassen,

gilt nach [HLR],Lemma 2.2.
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Auf IH2 (SK xIII iö,iö..e) ope~iert die Hecke-Algebra :fK(ij) der (C-wertigen, K-bi

invarianten Funktionen auf G(A
f

) mit kompaktem Trager. Diese Operation

kommutiert mit der Operation von Gal(iö/~). Man bekommt somit ([HLR],2.3. und

[BL] ,3.4) eine Zerlegung von IH2 (SK xQ iö,ijl) in isotypische Komponenten:

(2.10) - $ X(~f) ~ Y(~f)·
~ E Goh

Dabei ist W(~f) ein irreduzibler. ~K(iö)-Modul, dessen Komplexifizierung

KW(wf ) ~ C isomorph zu Ki , dem Raum der K-invarianten Elementen aus ~f ' ist
1

( [BL] , 3 . 4 . ) .

Galoisoperation

(2.11)

ist ein endlich-dimensionaler Ö..e-Vektorraum mit

Gal(iü/(Q) : - Aut(X(1I'f».

Betrachten wir nun die Schnittkohomologie der komplexwertigen Punkte SK(~) von

SK' Nach [BL],3.4 .. ist IH2(S(C),~) isomorph zur direkten Summe der relativen

Lie-Algebren Kohomologien über die automorphen Darstellungen ~ aus Goh:

(2.12)

Nach [BL] ,3.2. gilt für die Dimension der Kohomologie H2(~,K ;~ ):
«I «I

{

2 für 11' E Goh
dirn- H2(~,K ;~ ) _ e
~ «I co
, 4 für ~ E Coho.

Ein Vergleich von (2.10) und (2.12) ergibt:

(2.13)
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2.3.4. Wir bezeichnen mit H2
i (SK(C),C) den von den Poincaredualen der Auf-s ng

1ösungskurven von SK(C)· in H2 (SK (a:::) ,a:::) erzeugten Unterraum von H2 (SK (a:::) I a:::) .

Mit Z(lt) bezeichnen wir eine Auflösung der Untervarietät SK(a:::)-SK(C). Wir

betrachten die Gysin-Sequenz ([De4l,(8.2.8))

Das Bild des Gysin-Homomorphismus 7 ist per Definition H2
i (SK(C),C). Darauss ng

folgt:

(2.14)

Wir können diese Ergebnisse wie folgt zusammenfassen:

Lemraa 2.4:

Es sei K eine offene kompakte Untergruppe von G(A
f
), SK ein glattes Modell

von SK und H:ing(SK(a:::),a::) der von den Poincaredualen der Auflösungskurven

erzeugte Unterraum von H2 (SK(C),C), dann gilt
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2.4. Die Hirzebruch-Zsgier-Zykel
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2.4.1. Es sei H die über Q definierte algebraische Gruppe G1 21 h' der

Homomorphismus

, ".. *h : IV ---+

a+i·b -

H(IR)

und L eine offene kompakte Untergruppe von H(A
f
). Dann existiert, wie in

2.1.1, eine Shimuaravariet4t J L : - J
L

eR, h I ), definiert über 1Q, für deren

komplexwertige Punkte gilt:

mit

La> :- { [: -~) E H(Dl) }-

Wir betrachten die über Q definierte Diagonaleinbettung

d : H I G.

Falls die Diagonaleinbettung die Untergruppe L von H(A
f

) in die Untergruppe K

von G(A
f

) abbildet, gibt es einen über ~ definierten Morphismus

(2.15) -

Nach (HLR] 12 :10. liegt der Zykel, der durch das Bild von J L unter diesem

Morphismus gegeben ist,

Abbildung

2 - -in IR (SK x~ ~'~l(l»). Wir erhalten somit eine

2.4.2. Für e~n gaus G(A
f

) und eine offene kompakte Untergruppe K' von G(Af )

-1
mit K' c g·K·g gibt es einen über ~ definierten Morphismus

der auf den komplexen Punkten von SK' durch Rechtsmultiplikation mit g gegeben

ist ([De1], 3.2.).. Der Morphismus R(g) läßt sich zu einem endlichen, flachen
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Morphismus

R(g) SK'~ SK

fortsetzen ([HLR],1.7.). Wir erhalten somit für K'

korrespondenz

25

-1
:- K n g·K·g die Hecke-

SK'

R(lY ~R(g)
- -
SK SK

R(g) induziert einen Homomorphismus auf der Kohomologie

(siehe [HLR],l.7.).

Durch Komposition mit der Transferabbildung ([BL],2.3.1)

Trans

erhalten wir eine Operation von g auf IH2 (SK xQ ij'~l(l)).

Definition: ([HLR] ,2.10.)

Wir bezeichnen mit ~ den von den Bildern von HO(J
L
x~ ij'~l) unter dieser

Operation erzeugten Unterraum von IH2 (SK xQ ij,Ql(l). Seine Elemente heißen

Hirzebruch-Zsgier-Zykel. Das Bild von ~ ~~ C unter dem Isomorphismus
1

bezeichnen wir mit ~C.
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2.5. Die algebraischen Zykel
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2.5.1. Es sei X eine glatte, zwei-dimensionale quasi-proj ektive Varietät,

definiert über Q . Ein Divisor auf X XQ ij ist eine endliche formale Summe

von irreduziblen Kurven"C auf X x~ ij . Die Picardgruppe Plc(X x~ ij) ist dann

- *die Gruppe der Divisoren modulo linearer Äquivalenz, d.h. modulo lij(X) . Ein

Divisor D heißt E-rational für einen algebraischen Zahlkörper E, wenn

u a -
D - D :- L nC C für alle u aus Gal(~/E) ist. Die freie abelsche Gruppe der

E-rationalen Divisoren bezeichnen wir mit DivE(X XIII iih und die Gruppe der

* -E-rationalen Divisoren modulo E(X) mit PicE(X Xli.} 1II). Dann haben wir die

Chernklassenabbildung

(2.16) c Pic (X x
itl

ib

Das Bild von" PicE(X x(Q üb unter c ist invariant unter der Operation von

Gal(ij/E) auf H2 (X x~,ij'~l(l». Ein Teil der Tate-Vermutung für X besagt nun,'

daß das Bild von (2.16) , tensoriert mit 1II.2 bereits der ganze

Gal(ij/E)-invariante Teil von H2 (X x~ ij,III.2(1» ist:

(2.17)

Definition:

Für einen algebraischen Zahlkörper E bezeichnen wir mit ~(E) den Unterraum

c(PicE(X x~ ~) ~ (Ql von H2 (X x~ ij'~l(l». Mit ~ bezeichnen wir den

Unterraum c(Pic(X x(Q ij») @ ~1 von H2 (X x~ i,i,tI).2(l». Die Elemente von ~

heißen algebraische Zykel von X.
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2.5.2. PUr die komplexe, quasi-projektive Mannigfaltigkeit X(C) definieren wir

Pic (X(lt» als die freie abelsche Gruppe der über C definierten irreduziblen

Kurven modulo globaler meromorpher Funktionen. Die Picardzahl von X(C) is t

dann der Rang des Bildes von Pic(X(C» unter der Chernklassenabbildung

(2.18)

Definition:

c: Pic(X(C» ~ H2 (X(lt),C).

Wir bezeichnen mit ~C den Unterraum c(Pic(X(C») ~ C. Die Elemente von ~C

nennen wir algebraische Zykel.

2.5.3. Der Isomorphismus

(2.19)

liefert eine Abbildung von ~ ~~ C nach ~lC' Aus dem Beweis von Proposition
1

1.5. in [D84] folgt, daß jeder über C definierte Divisor Z zu einem über ij

definierten Divisor Zo algebraisch äquivalent ist. Insbesondere haben dann Z

·und Zo dasselbe Bild in H2 (X(C),C). Deshalb gilt

(2.20)

und die Picardzahl der komplexen Fläche X(C) ist gleich der Dimension des von

c(Pic(X x~ ij» aufgespannten Unterraumes in H2 (X x~ ij'~l(l».

2.5.4. Betrachten wir nun die algebraischen Zykel auf SK(C), Nach (2.14) gilt

Der Summand H2

i (SK(C),C) besteht per definitionem aus algebraischen Zykeln.s ng
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Jeder algebraische Zykel auf S~(C) kann zu einem algebraischen Zykel auf SK(C)

fortgesetzt werden. Daher sind die algebraischen Zykel ~C von S~(C) in

im(H~(SK(C),C) ~ H2 (Si(C),C)) =IH2 (SK(C),C) enthalten.

2.5.5. Für eine automorphe Darstellung ~ aus Coh operiert Gal(ij~) durch p(~)

auf dem Ql-Vektrorraum X(~f) (siehe (2.10) und (2.11)). ·Wir bezeichnen mit Q

den Tate-Charakter (siehe 2.3.2.) und definieren für einen algebraischen

Zahlkörper E und eine automorphe Darstellung ~ aus Coh:

(2.21) ~(~,E) :- ~ x E X(~f)lp(~)(u)(x)-a-l(u).x V u E Gal(ij/E) ~

und t(~tE) :- d~ ~(~,E) .
1

Dann gilt für die E-rationa1en algebraischen Zykel 7(E) von S~

und die Tate-Vermutung für Si läßt sich mit diesen Bezeichnungen als

formulieren (siehe auch (HLR],§~ ). Es gilt:

Satz 2.5: ([HLR],4.6. und 4.7.)

Für eine automorphe Darstellung K aus Coh gilt:

(1) Für alle algebraischen Zahlkörper E ist t(~,E) aus (O,l.2).

(2) Für alle ~ aus Coh gibt es einen algebraischen Zah1körper Eo mit
e

t(~,Eo) - 2.

(3) Für ~ aus Goho gibt es genau dann einen Zahlkörper Eo mit t (1f, Eo)-2,

wenn ~ vom CM-Typ (siehe 1.2.3.) und die zugehörige quadratische

Erweiterung von F biquadratisch über ~ ist.
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Definition:
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Eine GM-Form ~ aus Goho heißt abelsch, wenn sich der algebraische

Zahlkörper Eo in Satz 2.5,(3) so wählen läßt, daß Eo über ~ abelsch ist.

Anderenfalls heißt w diedral.

"245.6. Es sei wein Größencharakter endlicher Ordnung von (Q. Mit Hilfe des

Reziprozitätsisomorphismus (siehe (N] ,111,6".12) fassen wir w auch als

Charakter endlicher Ordnung von Gal(ij/~) auf. Für eine automorphe Darstellung

waus Goh definieren wir den ijl-Vektorraum der Ta~e-Klassen

J -1 -1(2.22). 1(~,w):- 1 x E X(~f)lp(~)(u)(x)-a (u)·w (q)·x

und t(~,~) :- d~ ~(~,w).

1

Außerdem definieren wir die Tate-Klassen in ~ und ~ durch:

v q EGal (iö/an ~

(2.23) 2:(1r,w) :- 2: ~ Öl n ~(~,w) ~(1r,w) :- dl~ 2:(1r,w)
1

!)(1r,w) :- !) & Öl n :r(1r,w) , a(7f,w) :- diIDij) !J(1r ,w) .
1

Die Dimensionen 1(1f,w) und a(1r,w) wurden in (HLR] untersucht. Um diese

Ergebnisse angeben zu können, benötigen wir die folgende Definition.

Definition: «(HLR],2.7.)

Es sei ~ ein Größencharakter von ~. Eine cuspidale automorphe Darstellung w

-1von G(A) heißt ausgezeichnet bezüglich w , wenn sie sich darstellen läßt

als:

Dabei sind

(1) ~~ eine automorphe Darstellung von G1 2 (A) und 1rlJ) x F ihre Liftung

nach F (siehe 1.2.4.) und
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(2)" 11 und tt.I
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Größencharaktere endlicher Ordnung von F, für deren

Einschränkungen auf 1~ gilt:

tt.I - 41' IIlQ ,

(Dabei ist w1f~ der zentrale Charkter von 7r~ und EF/~ der nicht-triviale

Größencharakter von~, der trivial auf NF/~IF ist).

Wir bezeichnen dann (71',41) als ein ausgezeichnetes Paar.

Satz 2.6: ({HLR] ,2.8.-2.11.)

Es sei wein Größencharakter endlicher Ordnung von lQ und EF/~ der nicht

triviale Größencharakter von Q, der trivial auf NF/~IF ist, dann gilt:

(1) Für alle 1f aus Goh ist ~(1f,w) aus (O,l) und ~(1f,w) - t(1f,w).

(2) Für alle 1f aus Goh , d.h. 1f(g) 17(det(g» sei X7r : -'71 14) '. dann ist
e

~(1f,w) 1 dann·, -1
oder -1

. !F/lQ ist undgenau wenn X1f 41 X - 411f

d(1f ,w) 1 dann,
-1

ist.genau wenn X7f - 41

(3) Für 7f aus Goho ist:

d(1f,w) - ~(1f,w) - t(1f , w) und

d(1f,w) - 1 genau dann, wenn (1f,w) ein ausgezeichnetes Paar ist.

Lemma 2.7:

Für eine GM-Form 1f aus Goho , die zu einer biqUadratischen Erweiterung von ~

gehört, gibt es genau dann einen algebraischen Zahlkörper E und Größen-

charaktere endlicher Ordnung Wt und 412 von q mit t(1f,Wt) - t(1f,W2) - 1 und

wenn 1f eine abelsche GM-Form ist.

Beweis:

- ~ -: Es seien E, Wt und W2 wie oben. Wir wählen Eo mit
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Dann ist t(~,Eo) - t(~,E)- 2 und

Also ist Gal(Eo/~) abelsch.
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- ~ -: Falls ~ eine abelsche GM-Form ist, gibt es eine abelsche Erweiterung Eo

von ~ mit t(~,Eo) - 2. Dann ist p(~) eine zwei-dimensionale Darstellung der

abelschen Gruppe Gal(Eo/tQ) auf "(~, Eo) und damit direkte Summe von zwei

ein-dimensionalen Darstellungen. o

Nach Satz 2.6 wissen wir, daß für ein-dimensionale und cuspidale automorphe

Darstellungen ~ von G(A) , die nicht vom GM-Typ sind, und für abelsche

CM-Formen der Raum der Tate-Zykel "(~,E) für einen algebraischen Zahlkörper E

bereits aus Hirzebruch-Zagier-Zykeln besteht. Der Fall der diedralen CM-Formen

wurde in [Kl} und [MR} behandelt. Auch in diesem Fall besteht "(~,E) aus

algebraischen Zy~eln ([Kl] ,Satz 4.4.5.).

Satz 2.8: ([HLR} , [Kl} und [MR})

Es sei·,.. eine automorphe Darstellung von G(A) und E ein algebraischer

Zahlkörper. Dann sind alle Tate-Zykel aus ~(~,E) algebraische Zykel.

~ir werden nun· beweisen., daß alle ausgezeichneten GM-Formen abelsch sind. Dazu

benötigen wir das folgende Lemma:

Lemma 2.9:

Es sei L über ~ eine biquadratische Körpererweiterung. Wir bezeichnen mit a

und T zwei Erzeugende von Gal(L/(Q) und mit E und F die Fixkörper von a bzw.

T. Dann gibt es Größencharaktere ~ und v von E bzw. F·mit

~ONL/E - VONL/ F

die keine Liftungen von Größencharakteren von ~ sind. Es gilt

-1
~II~'v II~ - fE/~'fF/~ .
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Beweis: Wir wählen eine Fortsetzung ~ des quadratischen Größencharakters ~F/~

auf CE ' Dann ist E2II~ • 1 und es gibt einen Größencharakter ~ von E mit

Wir definieren

-1
JJ :- ,,'e

Dann gilt für x aus I E:

T T T -1
p(x) - ,,(x )'E(X ) -2 r-l

- ~(x)'~(x) '~(x)

-1 r-l- p(x) . ~ (x) . E (x )

T -1
- P(x)'EF/~(x.x) .

Da die Normgruppe nicht in enthalten ist, kann J1.

insbesondere keine Liftung sein. Weiterhin gilt für y aus IL:

TUT TU -1 U T TU -1 -1
(poNL/E)(y/y) - ,,«y,y )'(y 'y ) )'~«y.y ).(y.y ) )

U T TU T T U
- ~(y'y 'y,y ) - EF/~(Y'Y .(y.y ) ) - 1 .

Also gibt es einen Größencharakter v von F mit

(2,24)

Dann kann v ebenfalls keine Liftung sein, denn für einen Größencharakter a von

~ mit aONF/~ - v gilt-pONL/ E - (aoNE/~)ONL/E ' Daraus folgt p - aONE/~ oder

p - (a'~F/~)oNE/Q im Widerspruch dazu, daß p keine Liftung ist. Yir

definieren

Aus (2.24) folgt

Außerdem gilt für x aus I E
T T -1 r

Q(x'x) - p(x'x )'v (x'x)

T -1 U- p(x'x ).p (x,x)

T -1
- p(x·x )

( nach (2,24) )

( denn X
U

- x ).
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Da ~ keine Liftung ist, ist 0 also nicht trivial auf NE/~(IE)' Analog zeigen

*wir, daß 0 nicht trivial auf NF/~(IF) ist. Damit ist ~ .NL/~(IL) die größte

Untergruppe von I~ auf der 0 verschwindet. Da die Charaktergruppe von

I~(~'NL~(IL» von !F/Q und (E/Q erzeugt wird, folgt daraus die Behauptung.O

Mit diesem Lemma beweisen wir:

Lemma 2.10:

Jede ausgezeichnete GM-Form ~ aus Coho ist abelsch.

Beweis: Nach Lemma 2.7 müssen wir zeigen, daß ~ bezüglich zweier verschiedener

Größencharaktere Wt und W2 ausgezeichnet ist. Wir schreiben ~ als

w - (w(O) X F) ~ A

mit einem Größencharakter O-einer imaginärquadratischen Erweiterung E von ~.

(Das wir w so darstellen können folgt zum Beispiel aus den Beweisen von Lemma

3.10 und Satz 3.12.) Dann ist wausgezeichnet bezüglich

-1
Wt - ~~(O)·AII~·eF/~ .

Wir setzen L :- E·F und definieren mit den Charaktere ~ und v aus Lemma 2.9

~':- (~(O·~) x F) ~ (A'v- l ) .

Dann ist (siehe [GL] , Appendix B)

-1
~ - ~«O'~)ONL/E'(A'V )oNL/ F)

- ~(OONL/E'AONL/F) ( nach Lemma 2.9)

- w

und w' ist ausgezeichnet bezüglich

-I -1
W2 - w~(O.~)·(A'V )II~·eF/~

- w~(O)'AII~'(!F/Q'fE/~)'fF/Q

-1
,. Wt

Daraus folgt:

o
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Korollar 2.11:
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Es seien ~C und ~C der Raum der Hirzebruch-Zagier-Zykel beziehungsweise der

algebraischen Zykel in IH2 (SK(C),C), Dann gilt:

di~ ~~ - 1di~(~~)
1r ausg.
nicht GM

d~ Z~ - 2 di~(~~)
1r ausg.
nicht GM

1r ausg.
GM

+ 2 2di~(~~)
1r GM

biquad.

+ 2 2 di~(~~)
1f'EGoh

e

(Dabei wird immer über 1r aus Goh summiert).

Zur Berechnung der Dimensionen von ~C und ~C benötigen wir also die folgenden

Informationen:

(1) Die K
1r aus Goh.Dimension des Raumes der K-invarianten Funktionen 1rf für

(2) Die Anzahl der ausgezeichneten Darstellungen 1r aus Goho
K

mi t 1rf '" {O 1•

(3) Die Anzahl der ausgezei~hnetenGM-Formen 1r' Goho mit Kaus 1r'f ,. {Ol.

(4) Oie Anzahl der GM-Formen 1r' ·aus Goho mit K
1f f ,. ( 0), die zu einer

biquadratischen Erweiterung von ~ gehören ( siehe Lemma 1.8 ).
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3.1. Die Dimension des Raumes der K-invarianten Funktionen einer automorphen

DarstelllDlg

Es sei Fein reellquadratischer Zahlkörper der Diskriminante DI G die alge-

braische Gruppe ResF/~G12 und K eine offene kompakte Untergruppe von G(Af ).

Ziel dieses Abschnittes ist es, die cuspidalen automorphen Darstellungen ~ von

G(A) zu beschreiben, für die es nicht-triviale K-invariante Funktionen in ~f

K
gibt, und die Dimension von ~ft dem Unterraum der K-invarianten Funktionen in

~f' zu bestimmen. Wir werden dies für die maximal kompakte Untergruppe Ko von

G(A
f

) und für ihre, in Lemma 2.2 definierte, Untergruppe K1 tun. Nach [JL]

gilt

Lemma 3.1: ([JL] ,3.9.)

Es sei Ko die maximal kompakte Untergruppe von G(A
f
). ~ eine cuspidale

automorphe Darstellung von G(A) und ~Ko der Unterraum der Ko-invariantenf

Funktionen in ~f' Dann ist 1['Ko genau dann nicht-trivial, wenn für allef

endlichen Primsteilen p von F die lokale Darstellung ~p eine unverzweigt~

Hauptseriendarstellung ist, d.h. wenn es unverzweigte Charaktere ~1 und ~2

von F; gibt mit ~p ~ ~(~11~2). In diesem Fall ist dirne ~~ - 1.

Lemma 3.2:

Falls der reellquadratische Zahlkörper F eine Grundeinheit eo mit N(eo) - 1

besitzt, gibt es nach Lemma 1.1 eine Primstelle ~ von F und einen quadrati

*schen Charakter ~ von F mit ~(eo) - -1. Wir setzen wie in Lemma 2.2q.

K1 :- ~ k E Ka I ~(det(k )) - 1 ~.q.

Für eine cuspidale Darstellung ~ von G(A) ist ~~1 genau dann nicht-trivial,

wenn gilt

(1) an jeder endlichen Primsteile p ~ q. ist ~p unverzweigt und

(2) ~ oder ~ 0 p ist unverzweigt.q. q.
K1In diesem Fall ist dime ~f - 1.
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Beweis: Wir zerlegen ~f als K f - 0 Kp und K1 als rr Kp' dann ist
p p
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für Kp unverzweigt

sonst.

Es reicht also zu zeigen:

di~ K(K
q

) _ { 1 für Kq oder Kq ~ ~ unverzweigt

q 0 sonst.

Bis zum Ende dieses Beweises setzen wir K:-K und K' :-G12 (O ). Dann istq. q.

Für eine Funktion f aus, KK definieren wir f durch
q.

- [ao0)f(g) :- f(g) + f(g' ° 1)'

K'
Dann ist f aus Kq. . Wir unterscheiden nun zwei Fälle:

(1) ~ ist verzweigt und wK ~ {Ol: Dann gibt es' eine Funktion f aus ~K_{Ol,
CI q. q.

K'
und t ist aus w - (al, d.h.q.

f(g. [~o ~)) - -f(g) • und

(f @ #) (g.[~o ~)) - (f @ #)(g) für alle gaus G12 (Fq).

K'
Dann ist f ~ ~ aus (K 0~) Da aber f 0 ~ • 0 ist, muß K ~ ~ unverzweigt

q. q.

Ksein. Außerdem ist die Abbildung f ~ f ~ ~ ein Isomorphismus zwischen K
q.

K' K
und (K~ ~~) • daraus folgt di~ w~ - 1.
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größer als eins ist, gibt es eine Funktion f

K'
unverzweigt: In diesem Fall ist der ein-dimensionale Unterraum wq.

Kf ~ f ist ein Homomorphismus von ~ nachq

(2) 1r ist
CI

Kin ~ enthalten. Die Abbildung
q

K' K
w . Wenn die Dimension von ~
~ q

aus wK_{O) mit f • 0, d.h.
q

o

K'
und f ~ ~ - 0 ist aus (~ ~~) , im Yiderspruch zu w unverzweigt, denn dannq. q

K' K
ist ~q 0 ~ verzweigt und (~q ~~) - (O). Daraus folgt di~ ~~ - 1.

3.2. Die unverzweigt gelifteten Darstellungen

3.2.1. In diesem Abschnitt bezeichnen wir mit K immer die maximal kompakte

Untergruppe Ko von G(Af ).

Notation:

Wir bezeichnen mit K
Caho die Menge der unverzweigten automorphen

Darstellungen waus· Coho .

Wir führen die folgende Definition ein:

Definition:

Eine Darstellung ~ aus Coh~ heißt unverzwelgt geliftet, wenn sie' sich

schreiben läßt als

w - (~~ X F) 0 ).

Kmit einer unverzweigten Liftung ~~ x F aus Coho und einem Größencharakter A

von F.

+ +In diesem Fall ist auch A unverzweigt und trivial auf mX R . Dann entspricht

A unter dem Isomorphismus (1.2) einem Charakter der Idealklassengruppe von F

im engeren Sinne, insbesondere ist also • 1. Unverzweigt geliftete

Darstellungen sind ausgezeichnet bezüglich
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o

Wir werden in diesem Abschnitt die Anzahl der unverzweigt gelifteten

Darstellungen ~ bestimmen und ein Kriterium dafür angeben, wann unverzweigte

ausgezeichnete Darstellungen bereits unverzweigt geliftet sind.

Lemma 3.3:

Es sei ~Q eine cuspidale automorphe- Darstellung von G1 2 (A) und Fein reell

quadratischer Zahlkörper. Dann ist die Liftung (~~ x F) von ~~ genau dann

Kaus Coho , wenn ,gilt:

(1) Für alle endlichen Primstellen p von GI ist ~Q äquivalent zu einer

Hauptseriendarstellung ~(~,v) mit ~ 0 NF /Q und v 0 NF /Q unverzweigt.
p p p P

(2) An der unendlichen Stelle ist ~Q äquivalent zu der diskreten

Seriendarstellung u(ltI 1/ 2 , Itl-1/ 2).

Beweis: .(2) folgt unmittelbar aus Lemma 1.10 und 2.3.

(1) Falls p in F zerfällt, folgt die Behauptung unmittelbar aus Lemma

1.10,(1). Wir nehmen also an, daß p in F nicht zerfällt, und bezeichnen mit P

die PrimBtelle von F, die über p liege, und mit N die Relativnorm NF /~ . Nach
P p

*Voraussetzung gibt es unverzweigte Charaktere ~ und ~ von Fp ' so daß (~Q x F)p

äquivalent zu der Hauptseriendarstellung ~(~,~) ist. Da ~ und v unverzweigt

sind, sind sie insbesondere Gal(Fp!Qp)-invariant, und es gibt Charaktere ~ und

* - -v von ~ mit ~ - ~oN und v - voN. Nach [GLl,Theorem l,(c), kann man ~ und v sop

wAhlen, daß (~Q)p äquivalent zu ~(~,v) ist.

Der zentrale Charakter w von (~Q x F) ist unverzweigt und nach Lemma 3.3

trivial an den unendlichen Stellen. Er ist außerdem die Liftung des zentralen

Charakters wQ von ~~. Wie wir bereits in 1.1.4. bemerkt haben, entspricht w

unter dem Isomorphismus (1.2) einem Geschlechtsklassencharakter . Wir wollen

diese Charaktere näher beschreiben. Dazu zerlegen wir die Diskriminante D von

F in ein Produkt von Primdiskriminanten von.D t d.h. wir schreiben D als
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o - II D(p),
plD

wobei p die Primteiler von 0 durchlAuft und O(p) definiert ist als

{~
für p • 1(4)
für p • 3(4)

(3.1) O(p) :- für p - 2, 0 • 4(8)
für p - 2, o .. 0(8), D/S .·1(4)

-S für p - 2, 0 • O(S), 0/8 • 3(4)

Definition:

Wenn ein Teiler 0 1 von 0 ein Produkt von Primdiskriminanten von 0 ist, dann

sagen wir, daß 0 von 0 1 als Diskriminante geteilt wird, wir schreiben dafür

Die unverzweigten Größencharaktere von F, die über die Norm N
F

/(1;1

sieren, sind dann die Charaktere f L/ F - fL1/~o NF/~ mit Lt :- ~(~),

L:- Lt'F. Da der zentrale Charakter w von (~~ x F) trivial auf ffi x ffi

Dt insbesondere positiv sein, Es gilt:

LeDaa 3.4:

faktori~

ist, muß

KEine automorphe Darstellung ~ aus Goho ist genau dann unverzweigt geliftet,

wenn sie sich darstellen lAßt als:

71' - (~~ x F) ~ A

für einen positiven Teiler D1 1lD und L :- ~(~) mit:

(1) Der zentrale Charakter ~(~~) von ~~ 1st eL/~ ,

(2) Für die Führer ,von ~~ und w(~~) gilt:

cond(~~) - cond(w(~Q» - 0 1 ,

(3) Für alle endlichen Primsteilen p von ~ ist (~~)p äquivalent zu einer

Hauptseriendarstellung ~(~,v) mit ~ oder v unverzweigt.

1/2 -1/2(4) An der unendlichen Stelle ist ~~ äquivalent zu q(lt\ ,Itl ).

(5) A ist ein unverzweigter Größencharakter von F, trivial auf m+x m+.

In diesem Fall ist ~ ausgezeichnet bezüglich
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Beweis: Wir schreiben ~ als
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~ - (~~ x F) ~ Al

-1
mit w - w~~'fF/~ und (~~ X F) wie in Lemma 3.3. Es sei D2 das Produkt der

Primdiskriminanten O(p) für die (1f'~)p äquivalent zu 1f'(Jl, v), mit Jl Ym! v

verzweigt, ist. Nach Lemma 3.3 kann dies nur für Teiler p von D der Fall sein.

~ir setzen L3 :- ~(~). Dann gilt:

~ -
-1

und w -

«1f'Q ~ fL2/~) X F) ~ (A' '(f~2~~O

w(1f'Q~fL2/~)'!F/~ - w~Q'fF~_'

p

Der zentrale Charakter von ~~ :- 1f'~& fL2/~ ist, wie wir gesehen haben, gleich

!L/~ für ein 0 1 > 0 mit 01 110 und L:- ltI{~). Außerdem erfüllt ~~ die

Bedingung (3) nach Lemma 3.3,(1). Wir definieren

I - 1
A :- A '(fL3/~o NF/~) .

Dann erfüllt A die Bedingung (5) und es bleibt nur noch (2) zu zeigen.

Nach [Ge],4.25, ist der Führer von 1f'~

cond(w~) - rr cond(w(Jl ,v»
p p p

- rr cond(Jl )~cond(v ) .
p p

Nach Konstruktion ist aber Jl oder v unverzweigt, also ist
p P

Da !L/Qo NF/ Q unverzweigt ist, folgt die andere Rich~ung unmittelbar aus Lemma

3.3. 0
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3.2.2. Für eine positive ganze Zahl N sei ro(N) die Gruppe

ro(N) :- {[~~) E 5l2 (Z) I c • 0 mod(N) }

41

*und ~ ein Charakter von (ZjNZ) . Dann bezeichnen wir wie üblich mit Sk(N.~)

den Raum der ro(N)-Spitzenformen vom Gewicht k zum Charakter ~. Unser Ziel ist

es . einen Zusammenhang zwischen den in Lemma 3.4 beschriebenen automorphen

Darstellungen lf
lll

von Gl2 (A) und den 5pitzenformen 52 (0, • (~,) ( (~,) ist der

Legendrecharakter) für eine positive ganze Zahl Dt , die 0 als Diskriminante

teilt, herzustellen. Für den Fall einer Hilbertschen Modulfläche zur

Primdiskriminante wurde dies bereits mit anderen Methoden in (HZ t ]

durchgeführt.

Der Raum 52(D,.(~,) hat eine Basis aus Eigenformen bezüglich der Operation

der Heckeoperatoren T(p) mit ggT(D,. p) - 1. Da der Charakter (~,) den Führer

Dt hat, besteht diese Basis aus Neuformen ([Ge],§5,B). Der Legendrecharakter

(~,) auf (ZfD,Z)* definiert durch den natürlichen Homomorphismus

einen GrÖßencha~akter t
Dt

von Q, der mit dem Charakter tL~ für L ;- ~(~)

identisch ist ([Ge] ,§3,A). ~ie in (Ge] ,§5,C beschrieben, kann man einer Hecke

eigenform f aus 52 (0,. (~,) eine automorphe Darstellung lf(f) mit zentralem

Charakter t L/ Q von G1 2 (A) zuordnen. Dazu zerlegt man gaus G12 (A) in

g - ..," So>" 1<0 mi t .., aus Gl,. (1Il). go>- (~ ~) aus Gl,.(IR) + und 1<0-(~ ~) aus der

maximal kompakten Untergruppe von G1 2 (A
f
). Dann ist

aus ~(G12(~)\Gl2(A),EL~). Der Unterraum H(f) von ~(G12(~)\G12(A),EL/~)' der

von den Rechtstranslaten von ~f erzeugt wird, ist dann der Darstellungsraum

einer automorphen Darstellung ~(f) von G1 2 (A).
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Lemma 3.5: ([Ge] ,Lemma 5.16 und Theorem 5.19)

Für eine fest gewählte Basis Baus Hecke-Eigenformen von S2(Dl.(~1)) ist

die oben beschriebene Zuordnung

f - ,,(f)

eine Bijektion zwischen B und den automorphen Darstellungen ,,~von G12 (A),

die die folgenden Bedingungen erfüllen:

(1) Der zentrale Charakter von ",~, ist fL/~ mit L :- ~(~).

(2) Der Führer cond(",~) von ~~ ist D1 •

(3) An der unendlichen Stelle ist ",~ äquivalent zu der diskreten Serien

darstellung o(ltl l / 2 , It,-1/2).

Die in Lemma 3.5 charakterisierten Darstellungen_ sind gerade die Dar-

stellungen, die die Bedingungen (1), (2) und (4) aus Lemma 3.4 erfüllen. Wir

werden nun zeigen, daß die Bedingung (3) in Lemma 3.4 überflüssig ist.

Lemma 3.6:

Es sei ",~ eine cuspidale automorphe Darstellung von GI2 (A) mit zentralem

Charakter w und cond("'~) - cond(w), dann ist ",~ an allen endlichen Stellen

p von ~ äquivalent zu einer Hauptseriendarstellung 1f(Jj,v) mit Jj oder v

unverzweigt.

Beweis: Nach [Ge],4.25, gilt für eine Hauptseriendarstellung "'(Jj,v)

cond("'(Jj,v» - cond(~)'cond(v) .

Wir bezeichnen mit pa.,pß und p'" die Führer cond(~), cond(v) und cond(Jj·v).

Dann ist.., :s max(a,ß) und damit kann pa+ß - pa .pß - p'" nur dann erfüllt sein,

wenn a oder ß null, d.h. wenn Jj oder v unverzweigt ist. Es genügt also zu

zeigen, daß ",~ an den endlichen Stellen nicht äquivalent zu einer speziellen

oder einer supercuspidalen Darstellung sein kann.

Fall 1: Angenommen ("'III)p ist. eine spezielle Darstellung o(Jj,v). Dann ist

Jj'v-1(t) -Itl oder It,-l und daher cond(Jj)-cond(v). Nach [Ge],4.25 gilt
p p

{

cond(Jj)~ für ~

cond(o(J',v» - p sonst.

verzweigt
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Außerdem ist ~ - p·v. Zunächst bemerken wir, daß p unverzweigt sein muß, denn
p

sonst ist cond(w ) - 1 und cond«~~) ) - p.
p ~ p

Sei also cond(p) - pß und cond(p·v) - p7 für ganze Zahlen ß und 7 ~ 1. Dann

ist 7 :si ß und cond( (wllJ) p) - p2ß. Also ist ..., < 2ß, im Widerspruch zu der

Voraussetzung.

Fall 2: Angenommen (~~)p ist supercuspidal. Dann ist ~p äquivalent zu einer

~eil-Darstellungw(.\) oder einer exzeptionellen Darstellung ([No]). Betrachten

wir zunächst den Fall der Weil-Darstellung. Es sei Q über llJ eine quadratische
p

*Erweiterung lokaler Körper und A ein Charakter von Q . Wir bezeichnen mit P

das maximale Ideal von Q. Da lf(A) supercuspidal ist, ist A nicht Gal(QJllJ)-

invariant, also insbesondere verzweigt. Nach [Ca] ,3.1. und (30) gilt:

c~nd«1f~) ) - NQ/~ (cond(A».cond(EQ/~ ).
pp. p

Der zentrale Charakter von (1f~) ist AI~ .!Q/~ ([GL] ,Appendix B) und damit
p P P

Da der Führer von A nicht trivial ist, kann cond«1f~)p) - cond(~p) nur dann

erfüllt sein, wenn

NQjIQ (con~(.\»
p

cond( !QjtQ )
P

- cond(.\lllJ ) und
p

- 1

gilt. Aus der zweiten Gleichung folgt, daß p - (p) und NQj~ (P) - p2 ist. Wenn
p

nun cond(.\) - pa für eine ganze Zahl a ~ I und cond(AI~ ) - pP gilt, dann ist
p

2aß ~ a. Es gilt aber NQ/~ (cond(.\» - p und ß < 2a, im Widerspruch zu der
p

Voraussetzung.

Exzeptionelle Darstellungen von Gl2 (tD ) existieren nur für p - 2. In diesem
p

Fall gibt es, bis auf Äquivalenz, genau vier exzeptionelle Darstellungen. Die
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Führer dieser Darstellungen werden in (No] ,Theoreme 3' angegeben (Wir benutzen

die Bezeichnungen von [No]):

cond(E3 +) - 23

,

cond(ES .) - 28

,

cond(E7 ) - cond(E7 .) - 27
.,+ ,

Die Führer der zentralen Charaktere dieser Darstellungen bestimmen wir mit

Hilfe der Tabelle in [No]. Danach gilt:

cond(w ) 
p {~

für 11' - E und &
P 3,+ 7,+

für ~ ES. und &7 .p, ,

Auch in diesem Fall ist cond(wp) ~ cond«1I'~)p).

Aus Lemma 3.4 bis 3.6 folgt:

Lemma 3.7:

o

Eine automorphe Darstellung 11' von G(A) aus Coho ist genau dann unverzweigt

geliftet, wenn es eine Darstellung 11'~ und einen Größencharakter A von F

gibt mit

11' - (~~ x F) ~ A,

und ~~_und A die folgenden Bedingungen erfüllen:

(1) Es gibt eine positive ganze Zahl Dtt die D als Diskriminante teilt t und

eine Hecke-Eigenform f aus 52 (0,. (~,)). so daß ~~ aquivalent zu der f zu

geordneten automorphen Darstellung 1I'(f) ist.

+ +(2) Oer Größencharakter >. ist unverzweigt und trivial auf ~ x m .

In diesem Fall ist 11' ausgezeichnet bezüglich

-1
w - w - fL/~·fF/~ - !Lt/Q

mit L :- ~(~) und LI :- ~(J 0/0 1 ).

KUm die Anzahl der unverzweigt gelifteten Darstellungen 11' aus Coho bestimmen zu

können, benötigen wir noch das folgende Lemma:
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Lemma 3.8:
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Für i aus {l,2} seinen D
i

positive ganze Zahlen, die D als Diskriminante

teilen, und Bi Basen aus Hecke-Eigenformen von S2(Di , (~i). Für zwei

Spitzenformen f i aus .Bi seien 1fi - 1f(fi ) die entsprechenden automorphen

Darstellungen. Dann gilt

für'zwei Größencharaktere At und A2 von F, die unverzweigt und trivial auf

+ +R x m sind, genau dann, wenn Dt - D2 ist und es einen Teiler d von Dt als

Diskriminante gibt mit

für L:- fJC/d).

Beweis: Nach Voraussetzung ist

("'t x F) ~ " - (1r2 X F) für"

u
~ (1ft X F) ~ (" I,,) - (1ft X F) .

Dann ist entweder" eine Liftung, oder 1f ist eine CM-Form·mit 1r ~ !E/F - 1f für

eine u
imaginArquadratische Erweiterung E von Fund "1,, - !E/F Da "

+ +unverzweigt und trivial auf mx m ist kann der zweite Fall nicht auftreten,

denn es gilt:

und

Also ist

Daraus folgt

"u«;-o-) ) -" «-1) )." «;-0-) ) - ,,«;-0-) )
IX) co co cJ3 co co co

€E/F«;-O-)cJ3) - -1 da E imaginArquadratisch ist.

" - ;;ONFI~ mit " - !L/lQ , L :- lQ(.[cr) und dlID.

und nach Lemma 1.9,(3) gilt
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Wir können o.B.d.A. ~1 S ELjQ - ~2 annehmen (sonst ersetze d durch Djd) und es

gilt w - w und damit 0 1 - D2 nach Lemma 3.5.
~1 ~2

Da der Führer von ~1 gleich dem Führer von 1['2 ist, muß insbesondere d~Dl

gelten. o

Es gibt genau Zt(D 1
) ( t(D 1 ) ist die Anzahl der Primteiler von D1 ) Teiler von

D1 als Diskriminante (dies sind die Produkte der in (3.1) definierten Prim-

diskriminanten) und h(D) Größencharaktere von F, die unverzweigt und trivial

+ + 'auf mx R sind. Damit gilt:

Satz 3.9:

Es sei Fein reellquadratischer Zahlkörper der Diskriminante D. Dann ist

die Anzahl der unverzweigt gelifteten automorphen Darstellungen ~ von

K
G12(~) aus Goho gleich

2dim S2(D1, (~1).( h(D)·2-t (D1».
D1>O
D1 11D

Bemerlctmg: Die Dimension des Raumes der Spitzenformen vom Nebentypus

S2(D1.[~1) läßt sich einfach berechnen. Siehe dazu zum Beispiel [CO].

3.3. Die unverzweigt gelifteten CK-Formen aus Goho

In diesem Abschnitt'werden wir die Anzahl der unverzweigt gelifteten GM-Formen

K
~ aus Goho bestimmen. Zunächst bemerken wir:

Leuoa 3.10: (siehe auch [HLR],4.81)

Es sei Fein reellquadratischer Zahlkörper, der eine Einheit e mit

negativer Norm enthält. Dann gibt es keine unverzweigten GM-Formen aus

Goho .

Beweis: Sei ~ eine unverzweigte GM-Form aus Goho . Nach Lemma 1.8 gibt es dann

eine quadratische Erweiterung L von F und einen Größ~ncharakter ~ von L mit
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~ - ~(~), und es gilt ~ ~€L/F ~~. Da ~ an den unendlichen Stellen äquivalent

zu a(ltl l / 2 , Itl-l/2) ist, muß L imaginArquadratisch sein ([Ge] ,§7,B). Außerdem

muß, da ~ unverzweigt ist, auch !L/F unverzweigt sein. Deshalb gilt für die

Einheit e von F mit negativer Norm:

fL/F(e) - sgn(e)·sgn(e') - -1,

im Widerspruch dazu, .daß E
L

/ F ein Größencharakter von Fist. o

In 3.2.2. haben wir gesehen, wie man einer Hecke-Eigenform f aus 52(0,,(~,)

eine automorphe Darstellung ~(f) von Gl2 (A) zuordnet. Es gilt:

Lemma 3.11:

Es sei F der reellquadratische Zahlkörper der Diskriminante 0, Dt ein

Teiler von 0 als Diskriminante und B eine Basis aus Hecke-Eigenformen von

52 (0" (~,). Oann ist die Anzahl der GM-Formen in

~ ~ - ~(f) I f aus B ~

gleich

2( h(d)·ll (1 + (~)) .
d<-4 plOt

dllD 1

Davon erfüllen für d < -4, dllD 1 und L:- lI.)(n)

h(d)·ll (1 + (~)
plOt

Darstellungen die Bedingung

7f' ~ 1f' ~ !L/lI.) .

Beweis: Es sei feine Hecke- Eigenform aus 52 (0, , (~,) und .. - .. (f) die ihr

zugeordnete automorphe Darstellung von G1 2 (A). Wenn 7f' vom CM-Typ ist, dann

gibt es eine quadratische Erweiterung L von ~ und einen Größencharakter A von

L mit 1f' ~ ~(A). Da 1f'~ ~ a(ltI 1/ 2 , Itl-1/ 2) ist, muß L imaginArquadratisch sein,
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dann ist L ~ C und ([Ge] ,7.20)
IX)
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(3.5) A (z) - z/izi oder z/Izl.
co

Wegen 1r S C!L/(Q =: 1r und cond(1r) - 0 1 , muß L - lQ(n) für ein dllo 1 sein.

Für eine endliche Prim~telle p von ~ ist ([Ge] ,Theorem 7.4) ~(A) äquivalent
p

zu

(3.6) (1) ~(ApJAp')

(2) 1r(~,~.(eL/Q)p)

gilt und

für (p)-p.p' in L,

falls p in L nicht zerfAllt und Ap - ~oNL /(Q
p p

(3) supercuspida1 in allen anderen Fällen.

Es sei Lt :- ~(~) und ~ - 1r(f) für ein f aus B. Wir wollen die

Einschränkungen von A auf die lokalen Einheitengruppen von L beschreiben. Nach

Lemma 3.6 und 3.7 1st ~ äquivalent zu 1r(p,v) für zwei Charaktere ~ und v von
p

*~ . Wir unterscheiden drei FAlle:
p

Fall 1: pld :

In diesem Fall ist (p) - p3 und nach (3.6) ist Ap - ~ 0 NL /ltl für einen
p. p

*unverzweigten Charakter ~ von ~ .
p

Fall 2: pI (D 1/d)

In diesem Fall muß p in L zerfallen, denn, da (C!L/~)p unverzweigt ist,

hätten sonst - nach (3.6),(2) - p und v die gleiche Einschränkung auf U .
P

Nach geeigneter Wahl von p und p' sind Ap und Ap ' . (C!Lt/ltI)p unverzweigt. Wir

haben hier also insgesamt 2t (D t )-t(d) Wahlmöglichkeiten.

Fall 3: p + Dt :

In diesem Fall muß Ap für alle Plp unverzweigt sein.

Wir sehen also, daß ~(A) genau dann die Bedingungen (1)· (3) in Lemma 3.5

erfüllt, wenn gilt
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(3.7) (1) für alle pi (Dtfd) zerfällt die Primstelle p in L, d.h. ~) - 1.

Wir schreiben (p) als (p)-P'P' und benutzen den Isomorphismus

Qp ~ Lp :: Lp ' , dann gilt

>"p.>"p' lu - (fL/G)) lu .
p P

(2) >"p ist unverzweigt für alle Pr1mstelle~ P von L, die nicht über

einem Teiler von Dt/d liegen.

(3) >.. (z) - z/lzl oder z/lzj .
CX)

Nach Lemma 1.3 gibt es einen Charakter .\ von L, der (1) - (3) erfüllt, gena~

dann, wenn für alle' Einheiten E von L gilt

(3.8)

oder

rr (f ) (E) . (EIlEI) - 1
p!(Dt/d) Lt/Q p

II (f ) (E) . (EilE!) - 1
pI (Dt/d) Lt/~ P

Die Einheiten von L sind Einheitswurzeln und (f Ll/~)P ist ein Charakter der

Ordnung zwei. Deshalb kann (3.8) nur dann erfüllt sein, wenn E2
_ 1 für alle

Einheiten E von L gilt, d.h. L nur ±l als Einheiten hat. Das ist aber

äquivalent zu d < -4. In diesem Fall gilt mit L2 :- ~(J D1/d )

TI (t ') (E) 'sgn(E) - (E
L21ln

) (E) - 1.
pI (D

1
/d) Ll/~ P I ~

Ein Charakter >.. mit den gesuchten Eigenschaften existiert also genau dann,

wenn d < -4 ist und

11 1:.'(1 + (S!) - 1
plD l /d 2 P

gilt. Wir haben für.\ die. Wahl zwischen zl Iz I und zl Iz I und in (3. 7) , (2)
CX)

haben wir 2 t (D 1 )-t(d) Yahlmöglichkeiten. Nach Lemma 1.3 gibt es damit
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h(d).2.2 t (Dtl-t(d). II 1.(1 + ~)
plD1 /d 2

- 2·h(d)· II (1 + (~)
plOt

Größencharaktere A von L, die (3.7) erfüllen. Nach [GL] ,Appendix G, gilt

(7

genau dann, wenn Ai - A2 oder Ai - A3 für das nicht-triviale Element q von

Gal(L/~) gilt. Das heißt, wir haben

h(d)· II (1 + ~)
pl01

verschiedene GM-Formen mit den gewünschten Eigenschaften. Summierung über dllo 1

und d < -4 liefert die Behauptung.

Daraus folgt:

Satz 3.12:

o

Es sei F der reellquadratische Zahlkörper der Diskriminante O. Die Anzahl

Kder unverzweigt gelifteten GM-Formen ~ aus Goho ist

i1(D)·2 2-
t

(D 1
). ( 2 ( h(d)·ll (1 + ~)) )

0 1>0 d<-4 pl01

01 110 dl10 1

Davon erfüllen für d < -4 und dllo

i1(D).2 2-t (D 1 ). (

d 1-d,D/d
d 1 <-4

2(h(d 1 )·1l (1

D1>O pl01

d 1 llD 1 llo

Darstellungen die Bedingung ~ & EL/ F =w mit L:- F(~) (t(D 1 ) bezeichnet

die Anzahl der Primteiler von 0 1 ).

Beweis: Sei ~ - (7!'11) X F) Oll A ausgezeichnet. ("'11) x F) unverzweigt und '" aus

Goho . Wenn ~ eine GM- Form ist, gibt es einen unverzwelgten, quadratischen
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Größencharakter ~ von F mit

(~~ x F) S ~ ~ ~~ x F.

51

Dann ist ~ eine Liftung ~ - EL/~ 0 NF;etI mit L :- ~(./d) für ein diID. Also ist

o.B.d.A.

(sonst vertausche d und D/d ).

Die Behauptung folgt dann aus Lemma 3.8 und 3.11.

Korollar 3.13:

Die Anzahl der unverzweigt gelifteten Darstellung '" aus
KCoho ,

o

die keine

GM-Formen sind, ist

h(O)· 22-C(0,).{ dim 52(0,. (~1))
D1 >O

D1·IID

2 h (d)· Ir (1 + (~) } .
d<-4 'plD 1

dllD 1

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 3.9 und Satz 3.12. 0

Nach Korollar 2.11 können wir die Dimension des Raumes der Hirzebruch-Zagier-

Zyke1 und die Picardzah1 mit Hilfe der Anzahl der unverzweigt gelifteten

Darstellungen abschätzen. Um zu entscheiden, wann diese Abschätzung eine

Gleichheit ist, wollen wir nun die Fälle charakterisieren, in denen

unverzweigte ausgezeichnete Darstellungen ~ aus KCoho bereits unverzweigt

geliftet sind. Dazu beweisen wir:

Lemma 3.14:

KFür eine automorphe Darstellung ~ aus Coho bezeichnen wir mit M die Menge
~

der Darstellungen w S ~ wobei ~ die ·unverzweigten Größencharaktere

durchläuft, die trivial auf IR+ x IR+ sind. Es sei (T das nicht-triviale

Element aus Gal(F/~). Dann gilt:
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(1) Die Menge M wird genau dann von a in sich überführt,
11'

wenn 11'

ausgezeichnet ist.

(2) Die Aktion von u auf M läßt genau dann mindestens ein Element von M
11' 11'

fest, wenn 11' unverzweigt geliftet ist.

Beweis:

a u u
(1) Wenn 11" - (1I"11l X F) 0 A ausgezeichnet ist, gilt (11' 0 '7) - 11' 0 (A /A)'" ,

und (11" 0 '7)u ist aus M . Falls M von u festgelassen wird, gilt insbesondere
11" 11'

1I"u _ 11" 0 '7 für ein '7. Da '7 trivial auf I~ ist, gibt es einen Größencharakter A

von F mit '7 - A/Aq. Also ist (11' l8l A) q- invariant und daher eine Liftung

1r~ x F. Also ist ~ - (1r~ x F) 0 A- l
ausgezeichnet.

K -1
(2) Falls 11' - (lrQ X F) l8l A aus Gaho unverzweigt geliftet ist, wird 11' l8l A von

q festgelassen. Andererseits ist ein q-invariances Element 11" 0 '7 in M
11"

-1
Liftung (11"~ x F) und wir können 11" schreiben als (1r

11l
X F) 0" .

Korollar 3.15:

eine

o

(1) Falls die Diskriminante 0 des reellquadratischen Zahlkörpers Feine

Primzahl ist, ist jede ausgezeichnete Darstellung 11' aus KGoho bereits

unverzweigt geliftet.

(2) Falls die Klassenzahl im engeren Sinne h(D) • 2 mod 4 ist, ist jede

Kausgezeichnete GM-Form 11' aus Goho bereits unverzweigt geliftet.

Beweis:

(1) Die Diskriminante von Fist genau dann eine Primzahl, wenn die Klassenzahl

von F im engeren Sinne ungerade ist «(Z],Korollar,p.ll2). Die Norm der Grund-

einheit eo von F ist in diesem Fall negativ und nach Lemma 3.10 gibt es keine

GM-Formen. Deshalb hat M die Mächtigkeit h(D). Da h(D) ungerade ist, wird,
11'

falls 11' ausgezeichnet ist, von q mindestens ein Element von M festge1assen.
11"

(2) Falls 11" eine GM-Form ist,

argumentieren wieder wie in (1).

hat M die Mächtigkeit h(D)/2 und wir
11"

o
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Bemerkung:

Im allgemeinen sind nicht alle ausgezeichneten Darstellungen aus

53

KGoho

unverzweigt geliftet. Wir können also nicht alle ausgezeichneten

Darstellungen mit den Methoden von Lemma 3.7 konstruieren. Wir werden

darauf noch in Abschnitt 4.4 eingehen.

3.46 Die CM- Formen aus Coho

Für den reellquadratischen. Zahlkörper F der Diskriminante D sei Keine

offene kompakte Untergruppe von G(A
f
). Wie wir in Korollar 2.11 gesehen haben,

benötigen wir zur Bestimmung der Dimensions des Unterraumes der algebraischen

2 - KZykel ~C von IR (SK(C),~) die Anzahl der CM-Formen ~ aus Goho . Wir beschränken

uns hier'auf den Fall der maXimal kompakten ~ntergruppe Ko von G(A
f

) , falls

die Grundeinheit ea von F negative Norm hat, und auf den Fall der in Lemma 3.2

definierten Untergruppe Kt von Ko, falls 80 positive. Norm hat. In beiden

Fällen folgt aus ~ & A ~ w, daß der quadratische Größencharakter A eine

biquadratische Erweiterung von Q definiert. Wie wir bereits in Lemma 3.10

gesehen haben, gibt es im Fall N(~a) - -1 und K :- Ka keine GM-Formen aus Goha

Kmit ~f ~ (Ol. Für den Fall K :- Kt -gilt:

Satz 3.16:

Es sei F ein ree~lquadratischer Zahlkörper der Diskriminante D > 12 mit

Grundeinheit ea positiver Norm und Kt die, in Lemma 2.2 konstruierte,

offene kompakte Untergruppe von G(Af ). Es sei ~ eine GM-Form aus Goho mit

Ki
1ff p6 (Ol. Dann ist 'K äquivalent zu ~(O) für einen Größencharkter 0 von

L:- F(jd) mit d < 0 und dlID.

Die Anzahl der automorphen Darstellungen ~(O) aus Goh~i für einen Größen

charakter 0 von L:- F(jd) ist

h(d)·h(D/d)·h(D)· {
1

2

für d oder O/d aus (-3,-4)

sonst.
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K
Die Gesamtzahl der CM-Formen ~ aus Coho mit ~ft ~ {O) ist

2h(d)·h(D/d)·h(D)

d<-4
dliD

Kapitel 3

Beweis: Im Beweis von Lemma 3.10 haben wir bereits gese~en, daß ~ äquivalent

zu ~(O) für einen Größencharakter 0 einer unverzweigten quadratischen Er-

weiterung L :- F(.(d) mit d < 0 und dliD ist. Die Darstellung ~(O) ist genau

dann aus coh~t I wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(3.9) (1) An den unendlichen Stellen $ von List o (z) - z/Izl oder z/ Iz I.
~

(2) An den endlichen Stellen ~Ip von L mit p ~ ~ ist 0 unverzweigt.
$

(3) An den endlichen Stellen ~Iq. von List o oder 0 .~ 0 NL /F un-
1J 1J.

tl q.

verzweigt.

Nach Lemma 1.3 gibt es einen Größencharakter 0 von L mit diesen Eigenschaften

genau dann I wenn

(3.10)

für alle Einheiten E von L erfüllt ist. In diesem Fall gibt es genau h(L)

solche Charaktere. Da je zwei unter Gal(L/F) äqui,.valente Charaktere 0 die

gleiche Darstellung ~(O) definieren, können wir uns o.B.d.A. auf 0 (z) - z/Izi
~

an einer der beiden unendlichen Stellen festlegen. Die im folgenden benutzten

Informationen über die Klassenzahl und die Einheitengruppe von L findet man in

1[Has] ,111,26. Danach ist h(L) - 2· Q·h(d) .h(D/d) .h(D) I wobei Q der Index der

Einheitengruppe von F in der Einheitengruppe von L ist. Wir unterscheiden zwei

Fälle:

Fall 1: d, D/d ~ (-3,-4):

In diesem Fall sind ±l die einzigen Einheitswurzein in L. Die Einheiten E

von L lassen sich schreiben als

n
E - ±Eo
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für eine Grundeinheit Eo von L und ein n aus Z. Wir definieren Eo als

55

Eo :_ {r;;;-
eo

Die Klassenzahl von List

für~ E L

sonst

heL) - ~'Q'h(d)'h(D/d)'h(D)

mit

Q ;- { :
für Eo - Ba

sonst

Wir bezeichnen mit G1 und G2 die beiden unendlichen Primsteilen von L und

mit p 0 N das Produkt der lokalen Normen rr p 0 NL /F . Dann gibt es nach
tJ-1q. '" q.

(3.9) bis auf Äquivalenz unter Gal(L/F) die folgenden Möglichkeiten für 0 :

II 0 lu 0 0
Glq. 1'- G D1 52

(1) 1 z/Jzl z/izi

(2) 1 z/lzj z/Izl

(3) p 0 N z/izi z/lzl

(4) p 0 N z/Izl z/lzl

In allen Fällen _gilt

0(-1) - rr 0 (-1)-0 (-1)-0 (-1) - 1.
I Ö 51 "'2

1'- Ci

Wir fixieren zwei Einbettungen a1 und a2 von L in ~ mit a11F. a21F'

Falls Eo - Ba ist, gilt:

{
11m Fall (1) und (2) }. N(eg)

-p(eo)2 im Fall (3) und (4) IN(80)1

1 .
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Es erfüllen also alle vier Fälle die Bedingung (3.10) und es gibt ( Q - 1 )

14·-·h(d)·h(D/d)·h(D} - 2·h(d}·h(D/d}·h(D}
2

K1verschiedene Darstellungen ~(O) aus Coho .

Falls. Eo - ~ ist, gilt

für (I) und (2)

für (3) und (4)

für (I) und (3) }

für (2) und (4)

Das Vorzeichen des letzten Faktors hängt von der Wahl der komplexen

Einbettungen U1 und U2 ab. Es treten also nur die Fälle (I) und (4) oder

(2) und (3) auf. Auch in diesem Fall gibt es (Q - 2)

2·i·2.h(d).h(D/d)-h(D) - 2-h(d)·h(D/d)·h(D}

K1Darstellungen ~(O) in Coho .

Fall 2: d E {-3,-4}, D/d ~ {-3,-4}

In diesem· Fall lassen .sich die Einheiten von L schreiben als.

n
E - 77·Eo

für eine 6-te (bzw: 4-te) Einheitswurzel '7, n aus Z und Eo - 60 oder j-=eo

(bzw. ~o ) falls d - -3 (bzw. -4) ist. Durch die Einheitswurzeln 77 und

die Wahl der komplexen Einbettungen U1 und U2 ist 0 an den unendlichen

Stellen bereits festgelegt. Damit halbiert sich die Zahl der Möglichkeiten_

Der Beweis verläuft sonst analog zu Fall 1. o
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3.5. Die unverzweigten Darstellungen aus Coh
e

57

Die ein-dimensionalen automorphen Darstellungen ~ von G(A) faktorisieren über

die Determinante, d.h. es gibt einen Größencharakter X~ von F mit

w(g) - X (det(g»)
w

Nach Lemma 2.3 ist ~ genau dann aus Coh , wenn X trivial auf ~+x ~+ ist. Wir
e 1r

bezeichnen wieder mit Ka die maximal kompakte Untergruppe von G(Af ). Dann ist

~~ genau dann nicht trivial, wenn X~ trivial auf det(Ka) - ~ Up ist • d.h.

wenn X unverzweigt ist. Für 4 und ~ wie in Lemma 1.1 definieren wir wieder
~

die Untergruppe Ki von Ka als

Es sei nun w aus Cohe mit W~i ~ (O}. Dann ist X~ trivial auf det(Kt)·(ffi+x ~+).

Nehmen wir an, daß X1f verzweigt ist. Dann ist x~(eo) - -1, im Widerspruch

dazu, daß X ein Größencharakter von F ist. Damit haben wir bewiesen:
W

Lemma 3.17:

Es sei Fein reellquadratischer ZahlkOrper der Diskriminante D, 11'. eine

automorphe Darstellung aus Coh und K entweder die maximal kompaktee

Untergruppe Ka von G(Af ) oder, falls F keine Einheit negativer Norm

KenthAlt, die oben definierte Untergruppe Ki von Ko . Dann ist 1I'f genau dann

nicht trivial, wenn X", ein unverzweigter Größencharakter, trivial auf

+ +
~ x ~ , ist. Insbesondere gibt es genau h(D) automorphe Darstellungen 1r aus

KCohe mit w
f

~ {O}.
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4.1. Die Kohomologie der Hilbertschen Kodulfläcben

Kapitel 4

b(,.. das. (,. - F n

Es sei Y(D,B) die Hi1bertsche Modulfläche zur Diskriminante D und Norm

B - N(b.) eines ganzen Ideals (,. von F:- lQ(jD). Wir wählen (,. immer so, daß

B - N(b.) teilerfremd zu D ist. Wir untersuchen nun die Kohomo10gie der

Komponenten X(D,(,.) bzw. Xe(D,b.) der komplexen Varietät SK(~).Dazu definieren

wir einen Automorphismus T auf der mittleren Schnittkohomo10gie und unter·
'7

suchen, wie er auf ihrer Zer1egung in die Schnittkohomo1ogien der Komponenten

bzw. in relative Lie·A1gebren Kohomo10gien (siehe (2.11» operiert.

Notation:

In diesem Abschnitt bezeichnen wir, falls F eine Einheit negativer Norm

besitzt, mit K die maximal kompakte Untergruppe Ko von G(Af ) , sonst die, in

Lemma 3.2 definierte, Untergruppe K1 vom Index zwei von Ko .

KDie Menge der CM-Formen waus Coho mit ~f ~ (O) bezeichnen wir mit GM. Mit

~ bezeichnen wir ein vollständiges Repräsentantensystem der Idealklassen im

engeren Sinne von F und wählen . für alle (,. aus ~ - ein endliches F·ldel

( blJ..n 0p.R2
) erfüllt. Wir definieren, wie in (2.8)

p.

CD :- {[~-l~) Ib- b~ für ein ~ aus ~ }

[b-1 0)
und bezeichnen mit bc das endliche F-Idel, für das c - Oc 1 gilt.

Nach Lemma 2.1 und 2.2 sind die Zusammenhangskomponenten des glatten Modells

SK(~) von SK(~) isomorph zu den Hilbertschen Modulflächen Y(D,lJ.) für lJ. aus ~.

Die Kohomologie von SK(~) zerlegt sich daher in die direkte Summe der

Kohomologie der Zusammenhangskomponenten:

(4.1)

~ m IH2 (X(D,b),C)
l,eA
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Dabei haben wir mit H2
i (Y(D,~),C) den Unterraum von H2(Y(D,~),C) bezeichnet,

s ng

der von den Poincaredualen der, Auflösungskurven in H2(Y(D,~),C) erzeugt wird.

Da die Schnittmatrix der Auflösungskurven negativ-definit ist, ist die

Dimension des komplexen Vektorraumes H2
i (Y(D,~) ,C) gleich der Anzahl der. s ng

Auflösungkurven. Wir wollen diese Anzahl mit l(~) bezeichnen.

Lemma 4.1:

Für zwei ganze Ideale ~t und ~2 von F gilt:

Beweis: Für ein Ideal ~ aus ~ bezeichnen wir mit a2(~)' a~(~) und a;(~) die

Anzahl der Quotientensingularitäten vom Typ (2;1,1), (3;1,1) und (3;2,1)

(siehe (Hi t ],3.3) auf X(D,~), mit lo(~) die Anzahl der Auflösungskurven der

Spitzensingularitäten von X(D.~) und mit rF(-l) den Wert der Zetafunktion von

F an der Stelle -1. Dann gilt

Die Dimension von H2(Y(D,~),C) berechnen wir nach (Ko] ,1.1:

Daraus f,olgt

Nach (Hau] (siehe auch (Ko] ,S.6)'h4ngen 82(b) und (a~(~)+a;(~» nicht mehr von

~ ab. Daraus folgt die Behauptung.

Nach Lemma 2.1 und 2.2 gilt

o

(4.2)
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Daraus folgt

(4.3)

Kapitel 4

Wir wollen diesen Isomorphismus nun angeben. Dazu bezeichnen wir mit 0. dasc

Ideal 0.
e

(4.4)

Nach [BL)",Cor.l.3.5. und Prop. 1.3.8. ist die Sehnittkohomologie isomorph zur

relativen Lie-A1gebren Kohomo1ogie

(4.5) IH2(SK(~)'C) ~ H2(~,K~;L2(G(~)\G(A)/K)~)und

. IH2 (X(O,b. ),C) ~ H2(~,K ;L2 (r \Go(m»~)
e ~ c

Wie in [BJ] ,4.3, definieren wir den Isomorphismus:

(4.6) L2(G(~)\G(A)/K)~~ IT
eECo

f ~ IT f
ceECo

mit f (g) :- f(e·g). Der durch (4.6) induzierte Isomorphismus auf derc ~ ~

Kohomologie liefert (4.3).

Ein unverzweigter Größencharaktere '7

definiert einen Automorphismus

+ +von F, der trivial auf IR X IR ist,

(4.7)

f ---+. f ~ '1

Auf der Kohomologie IH2 (SK(C),C) erhalten wir mit (4.5) einen Isomorphismus

(4.8)

Untersuchen wir zunächst die Operation von T auf der Zerlegung (4.3), Für ein
'1

e aus CD und g~ aus GO(IR) gilt
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(T f) (g ) - (f 0~) (g )
~ c ~ C m

- (f 0 ~) (c.' g~)

- f(c.g~).~(det(c»·~(det(g~»

-1
- fc(g~)·~(bc )

61

Auf operiert T

"
deshalb durch Multiplikation mit einer

Einheitswurze1:

(4.9) T
~

IH2 (X(D,b ),e)~ IH2 (X(D,b ),C)
c c

x .~ ~(b-l).x
c c c

Betrachten wir nun die Operation von T auf der Zerlegung (2.12)

"
(4.10)

- $ H2(~,K ;~K).
ce

~

Auf dieser Zer1egung operiert T durch

"
(4.11)

Wir erhalten mehr Information über die Operation von T , wenn wir die Hodge
~

Zer1egung der Schnittkohomo1ogie von SK(C) mit der von X(D,b) vergleichen. Aus

(4.9) folgt, daß T die Hodgezerlegung von IH2 (X(D,b) ,lt) und damit die von" .
IH2 (SK(C),C) invariant läßt. Die relative Lie-Algebren Kohomologie H2(~,K ;~ )

~ ce

hat eine Hodgezerlegung, deren direkte Summe unter dem Isomorphismus (4.10)

die Hodgezerlegung von liefert. Die Hodgezerlegung

für ~ aus Cah
e

für ~ aus Coho .
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Das geometrische Geschlecht p (Y(D,b )) ist die Dimension dim-H2,o(Y(D,~ ),C).g c ~- c

Die Schnittkohomologie IH2 (X(D,b ),C) ist gerade der reine Anteil vom Gewicht
c

2 -2 der gemischten Hodge-Struktur von H (X(D,b ),C) und es gilt
c

Da H2

i
(Y(D,b) ,C) per Definition aus algebraischen Zykeln besteht, ist

s ng c

dieser Summand vom Typ (1,1) und es gilt

Pg(Y(D,bc)'C) - dime H2 ,O(Y(D,b
C
)'C)

- dimc IH2 ,O(X(D,{,.c) ,e) .

Für die Bestimmung der Hodgezerlegung von IH2 (X(D,b.) ,C) benötigen wir das

folgende Lemma:

Lemma- 4.2:

Es sei 0 der Ring der ganzen Zahlen des reellquadratischen Zahlkörpers F

der Diskriminante D und b ein ganzes Ideal von F. Dann gilt für das

geometrische Geschlecht p der Hilbertschen Modulfläche Y(D,b):
g

Pg(Y(D,b)) - Pg(Y(D,O)) - h~D)' 2
1fECM

KDabei durchläuft '" die CM-Formen aus, Goho , für die '"f '" {O} ist, und '1("')

ist der nicht-triviale Größencharakter von F mit ~ =~ ~ '1("')

Beweis: Für ein d~D bezeichnen wir mit !d den Größencharakter !L/F mit

L:- r(.;-;J). Mit -bI"" ,-blo(c) bezeichnen wir die Selbstschnittzahl der

Kurven der Spitzenauflösungen. Dann berechnet sich das geometrische Geschlecht

von Y(D,{,.) als ([Ko] ,5.7):

10 (0.)

Pg(Y(D,b)) - ~rF(-l) -1 + ~'a2(b) + ~.a~(b) + ~.a;(b) + 2 (3 - b
i

)/12

i-I

+ •
Wie wir wissen hängen 82(0.) und (a3(b)+a3(o.)) nicht mehr von dem Ideal 0. ab.
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Nach [VdG] ,Th.3.2. gilt

10 (t,.)2 (3-b i )/12 --2 'd(bl».h'(d).h'(D/d)

i-1 d«O/d)<O
dllo

63

{

h(d)
für die modifizierte Klassenzahl h'(d) :-- 1/2

1/3

Außerdem gilt ([Ko], S. 6): .

a;(b.) _ a;(O) _ { 0
~'h(-O/3)'(1-f (b ».2 d b.

Das ergibt:

für d < -4
für d - -4
für d - -3

für 0 • 0(3)

sonst

p (Y(D,b.» - p (Y(D,O»
g g

\ 1 { 2·h(d)·h(D/d)
L 2·(1-~d(bb.»' h(-D/3)

'(D/d)<d<O h(-D/4)
dllo

\ 1 'L 2' (l-f d (bt,.».h(d).h(O/d)

d<-4
dllo

- h~D) 2 i·(l-'d(bl»).h(d).h(D/d).h(D)

d<-4
dilD

- h~D) 2 i· (1-" ( ...)(b1»)
1rECM

für d .. -3,-4
für d - -3
für d - -4

( nach Satz 3.17) o

Wir wollen nun die Hodgezer1egung von untersuchen, dazu

bezeichnen wir, für ein x aus H2(~,K ;~K), x ~ 0, mit <{T (x)} > den von den
~ ry ry

Bildern T (x) für alle unverzweigten Grö,Bencharaktere ry, die trivial auf
ry

+ + -mx m sind, aufgespannten Unterraum von IH2 (SK(t),t). Nach (4.9) ist, falls x
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aus HP,q(~,K~;~K) ist,

HP,q(~,K~;~K) enthalten.

LeJm:u. 4 .. 3:
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auch der von x erzeugte Unterraum « I (x)) > in
'7 '7

K
Es sei 1r eine automorphe Darstellung aus Coh mit 11'f P' (O) und x ,. ° aus

HP,q(~,K ;1rK). Dann gilt
~

(1) Falls ~ keine K
eH-Form ist und 1r f '" (O) gilt, ist der Unterraum

« T (x)) >
'7 '7

h(D)-dimensional und hat eine Basis aus

IH2 ÖC(D,b. ) ,(;).
c

(2) Falls ~ eine CM-Form und x aus HP,q(~,KQ);1rK) ist,

h(D)/2-dimensional und hat eine Basis

ist <{T (x)} >
'7 '1

(xc }cEC(1r)

(xc }cEC(1r)

Dabei ist C(1r):- ( c E

Beweis:

für (p,q) aus (2,O),(O,2)}

für (p,q) - (1,1) .

CD I '1(1r)(b ) - 1 } und x ausc c

und

(1) Yenn ~. keine GM-Form ist, dann gilt (bezüglich der in [HLR] (3.2)

definierten Paarung) für alle Charaktere '71 und '12 von er/( rr U$ ):
~

Da es genau h(D) Charaktere von CrI( n U~ ) gibt, ist also
~

dirn- «I (x)) > - h(D)
!L '1 "

Yir zerlegen x nach (4.3) als

Aus (4.9) folgt dann
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und damit ist {XC}CEC
O

eine Basis von <(T~(X)}~>. Aus Dimensionsgründen ist

xc~ 0 für alle c aus CO'

(2) Für eine GM-Form 1r ist T~(1f) - id und damit operiert T~('lf) auf dem

ein-dimensionalen Raum H2'O(~.K ;1rK) als Multiplikation mit einer konstantenco

s('lf) - ± 1. Außerdem gilt

Deshalb ist, für ein x aus der Raum <{T (x)} > h(O)/2-
~ ~

dimensional. Wir zerlegen x wie oben als

In diesem Fall gilt

T~(~)(X) - 2 ~(~)(b:l).xc - 2' S(~).Xc
cECO CECO

d.h. Xc - 0 für c aus C(1r) :- ( C E Co

Da C(1r) genau h(D)/2 Elemente enthAlt, ist aus Dimensionsgründen x genau dann
c

null, wenn c aus C(w) ist. Damit ist {x } ~C( ) eine Basis von <{T (x)} >.
c c~ 1r ~ ~

Wir bestimmen nun s(w):

-2
miCH

2 0 K - -1 \ 1 -1 --1
di~ H ' (~,Kco;'lf )·h(D) + L 2'(1+~(w)(bc )·s(1f»·2·h(D)

1fECM
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Daraus folgt

P (Y(D,~ )) - P (Y(D,O))
g c g

Kapitel 4

h~D) ~ t·s(~)'{~(~)(b~l) - 1)

1fECM

Ein Vergleich mit Lemma 4.2 liefert

( denn h(D)-2·h(D) falls GM ~ 0 )

s(~) - -1 für alle CM~Formen ~

und C(~) - { C E CD I '1 (1f) (be) - 1 }. '

Da die komplexe Konjugation auf IH2(X(D,~c)'C) den Unterraum IH2'O(X(D,~c)'C)

in IHo'2(X(D,~ ),C) überführt, folgt die Behauptung für (p,q) - (0,2) aus
c

<{T (x)} > - <{T-(x)}-> - <{T (x)} >
'1 - '1 '1 '1 '1 '1

Zum Schluß betrachten wir den Fall (p,q) - (1,1). Wieder zerlegen wir x. aus

Hl'l(~,K~;~K) als

Der Raum <{T (x)} > ist h(D)/2~dimensional und '1("') operiert darauf durch
'1 '1

Multiplikation mit s(~) aus {±l}. Dann gilt wie oben

[0
1 °1)Insbesondere für Co - gilt

x - 0 ~ s(1f) - ~ 1
Co

Aus Lemma 4.1 folgt x ~ 0 und damit s(~) - 1. Daraus folgt
Co

x - ° ~ c ist nicht aus C(~) .c

o
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4.2. Die algebraischen und die Hirzebruch-Zagier-Zykel im Primzahlfall

67

In Kapitel 3 haben wir die Anzahl der unverzweigt gelifteten automorphen

KDarstellungen ~ aus Coho bestimmt. Diese sind insbesondere ausgezeichnet. Nach

Korollar 2.11 liefert uns dies eine Abschätzung der Dimension des Raumes der

Hirzebruch-Zagier-Zykel. Nach Lemma. 3.14 sind, falls die Diskriminante D von F

Keine Primzahl ist, alle ausgezeichneten Darstellungen ~ aus Coho bereits

unverzweigt geliftet. Wir erhalten also in diesem Fall durch Satz 3.9 bereits

alle ausgezeichneten Darstellungen.

Wir beschränken uns in diesem Abschnitt auf den Fall, daß der algebraische

Zahlkörper F die Diskriminante D > 12 hat. Für D ~ 12 sind alle Hilbertschen

Modulflächen Y(D,~) rationale Flächen (siehe (Hit] ,4.6) und haben somit

maximale Picardzahl, d.h. die Picardzahl von Y(D,~) ist gleich der Dimension

di~ Ht 'l(Y(D,b),C). Damit läßt sich die Picardzahl aus den bekannten

Invarianten dieser Flächen bestimmen. Aus Lemma 3.10 folgt außerdem, daß es in

diesen Fällen keine GM-Formen gibt. Die Hirzebruch-Zagier-Zykel bilden also

einen Unterraum der Kodimension 1 (b) + 1 in Hl,l (Y(D, l,.) ,C) ( dabei ist l({")

die Anzahl der Auflösungsktirven der Singularitäten von X(D,b.) ).

Satz 4.4:

Es sei F der reellquadratische ZahlkOrper der Diskriminante D > 12,

B - N(b.) die Norm, eines ganzen Ideals von F und Y(b.) die Hilbertsche

Modulfläche Y(D,b.) oder die Hilbertsche Modulfläche Y (D,b.) zur erweiterten
e

Modulgruppe . Wir bezeichnen mit X(b.) die singulären Flächen X(D ,b.) oder

X (D,l,.). Wir setzen B teilerfremd zu D voraus. Dann ist die Dimension dese

Raumes der Hirzebruch-Zagier-Zykel in H2 (y(b.),C) größer oder gleich
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K
Beweis: Zunächst einmal bemerken wir, daß für x ~ 0 aus H2(~.K~;~ ) n ~C und

x - \ X mit x e IH2 (X(b),C) auch X aus ~~ ist. In diesem Fall ist x vom Typ
Lee c ~

cEGD

(1,1) und es gilt nach Lemma 4.3:

_ -1 { 1 falls
- h(D) .di~ «{T (x)) ». 2 falls

~ ~ 0 falls

~ e GM
~ E GM und ~(~)(b ) - 1
~ E GM und ~(~)(bc) - -1

c

Nach Lemma 3.1, 3.2 und 3.17 ist für alle- automorphen Darstellungen ~ mit

K K1rf ~ (O) der Raum 1rf ein-dimensional. Aus Korollar 2.11 folgt dann ( Wir

Ksetzen immer 1r aus Goh voraus und kürzen unverzweigt geliftet mit ug. ab.):

- -1 { 2 +4· 2 1
) +21 }- h(D)· 1 2" (1 + ~(1r) (be)

1fflCM ?rECH 1rECoh
e

~- ausg. 1r ausg.

~ h(D)-l.{ 2 1 +4· 2 1
~(1r)(b ) ) +21}-. (1 +2 c

1ffECM 1I'ECM ?rEGoh
e1f ug. 1r ug.

- -1 { 2 2 1 +2'2 (1 + ~(1f)·(b » h(D) }- h(D)· 1 +c
'Ir ug. 1I'eGM ?rEGK

'Ir ug. 1r ug.

- -1 { 2 1 2(1 + 2'''(1f)(b » + h(D) }- h(D) .' +
C

'Ir ug. 1rECM
1f ug.

-1+ 2 2-t (Dd'{dim S2(Dl.[~1)+2(1+2'[~)'h(d)' II(l+ [~)}
0 1>0 d<-4 pl01

0111D dllo1

nach Satz 3.9 und 3.12 für B :- N(b ).
c o
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Satz 4.5:

69

Es sei F der reellquadratische Zah1körper der Diskriminante 0 und B die'

Norm B :- N(b) eines ganzen Ideals von F, teilerfremd zu D. Wir bezeichnen

mit l(b) die Anzahl der Auflösungskurven der Singul~ritäten von X(D,b).

Dann ist die Picardzahl Pic(Y(D,B» von Y(D,B) größer oder gleich

2 2-
t
(D,).{ dim 52 (D,. [~,) - 2 h(d)· n (1 + [~) }

0 1>0 d<-4 pl01

D1 110 dllo 1

+ 2 (1 + [~).h(d) .h(D/d) + 2 + 1(")

d<-4
dllo

Beweis: Nach (4.1) ist die Picardzahl von Y(D,b ) gleich
c

Kund nach Korollar 2.11 und Lemma 4.3 gilt (wir setzen immer waus Coh voraus)

d~ (~C n IH2 (X(O,bc ),C»

- h(D)-1.{ 2 1 + 2· 2 2'~.(1 + ~(.)(b~» + 2 2 }
~ weCM ~Coh

ew ausg.

Aus Korollar 3.13 und Satz 3.16 folgt dann

2 2-t (D, ) .{ dirn 52 (D, • [~,) - 2 h (d)· n (1 + [~) } + 2

0 1>0 d<-4 pl01

D1 1lD d~01

- -1 \+ 2·h(O) . L
d<-4
dllo

(1 + [~). h(d) .h(D/d)· h(D)
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Daraus folgt die Behauptung, denn falls es negative Teiler dllD gibt, hat F

eine unverzweigte imaginarquadratische Erweiterung und der zugehörige

unverzweigte Größencharakter ist nicht-trivial an den beiden unendlichen

Stellen. Daher kann F keine Einheit negativer Norm enthalten und es gilt

h(D) - 2·h(D). o

Satz 4 .. 6:

Für einen reellquadratischen Zahlkörper mit Primzahldiskriminante 0 ist die

Dimension des Raumes der Hirzebruch-Zagier-Zyke1 in H2(Y(D,1),~) gleich

1 + ~'dim 52 (D, (~))

Die Picardzah1 von Y(D,l) 1st

2 + ~. dim 52 (D. (~)) + 1 (0) .

Dabei ist 1(0) die Anzahl der Auflösungskurven der Singularitäten von

X(D,O).

Bemerlamg:

Für die Primdiskriminaten 12 < D < 300 sind die Dimension des Raumes der

Hirzebruch-Zagier-Zyke1 (Hzz) und die Picardzah1 (Pie) der Flächen Y(D,l)

in der Tabelle am Ende dieser Arbeit angegeben.

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus Korollar 3.15, Satz 4.4 und 4.5.0

4.3. Bemerlamgen zur Lefschetzzahl der Hl1bertschen Modulflächen

Definition:

Wir definieren die Lefschetzzshl A(Y(D,b)) der Fläche Y(D,b) als



Kapitel 4 71

Die Lefschetzzahl ist birationa1 invariant und, da H2
i (Y(D,ö),C) nicht zurs ng

Lefschetzzahl beiträgt, gilt

.\(Y(D,ö»

'Wir definieren

Nach Satz 2.5 ist .\ (-11') - 0 für 11' E Coh und 11' aus Coho vom CM-Typ. Damit ist
e

.\(SK(C» :-H K
11' ausgezeichnet, nicht vom CM-Typ H(4.12) 11' E Coho

+ 2· H K
11' nicht ausgezeichnet, nicht vom CM-Typ ~ I71' E Coho

Lemms: 4. 7 :

Es sei D die Diskriminante de~ algebraischen Zahlkörpers Fund Bt und B2

Normen von ganzen Idealen von F. Dann sind die Lefschetzzahlen der

Hilbertschen Modulflächen Y(D,B t ) und Y(D,B2 ) gleich.

Satz 4 .. 8:

Es sei D die Diskriminante des algebraischen Zahlkörpers F, dann sind die

folgenden Aussagen äquivalent:

(1) Es gibt ein Ideal Öo von 0, so daß Y(D,bo) maximale Picardzahl hat.

(2) Für alle ganzen Ideale ö von F hat Y(D,b) maximale Picardzahl.

(3) Die Fläche Y(D):- Y(D,O) ist rational.

Beweis: (1) ~ (2) : siehe Lemma 4.7.

(3) => (1)

(2) => (3)

Wenn Y(D) rational ist, dann hat Y(D) maximale Picardzahl.

Wenn Y(D "ö) maximale Picardzahl für ein beliebiges ganzes Ideal

(,. hat, dann hat die Fläche SK(lt) t deren Komponenten diese Flächen sind,
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maximale Picardzahl und es gibt, wie wir in (4.12) gesehen haben, keine

Knicht-CM-Form aus eoho . Das geometrische Geschlecht p (Y(D» erfüllt die
g

Gleichung (siehe Beweis von Lemma 4.3)

Pg(Y(D» - h(D)-l. L d1~ H2'O(~.K~;.K)
1fECH

Daraus folgt p (Y(D» - 0 und nach Satz 6 in [Ko] ,p.40 ist Y(D) rational. Cl
g

Korollar 4.9:

Die Hilbertsche Modulfläche Y(60, 11) ist die einzige Hilbertsche

Modulfläche vom allgemeinen Typ mit maximaler Picardzahl.

Beweis: Dies folgt aus der Klassifikation der Hllbertschen Modulflächen in

[Ko], Tabelle IV,p.67.

4.4. Die Picardzahl gewisser Hilbertscher ModulflAchen

Cl

4.4.1. Es· sei Fein reellquadratischer Zahlkörper der Diskriminante D und

t:-t(D) die Anzahl der Primteiler von D. In diesem Abschnitt bezeichnen wir

mit K die maximal kompakte Untergruppe Ko von G(Af ) , mit U das nichttriviale

Element der Galoisgruppe Gal(FjQ) und mit ~ ein vollständiges Repräsentanten

t-lsystem der Idealklassen' von F im engeren Sinne. Dann enthält ~ genau 2

Repräsentanten b. ambiger Idealklassen. Diese werden durch Ideale /,.

i f LU L . *repr4sent ert, ür die ~ - a'~ mit einer total-positiven Zahl a aus F gilt.

- t-lDie anderen s :- h(D) - 2 Idealklassen werden paarweise vertauscht.

Die Involution u operiert auf den F-Adelen und damit auch auf G(A). Die

Untergruppen G(F), Kund K werden dabei in sich überführt. Also definiert u
co

eine Involution auf den komplexwertigen Punkten der Shimuravarietät
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Wie wir, in Lemma 2.1 gesehen haben, ist SKo (<<:) isomorph zu der disjunkten

Vereinigung der Flächen X (D,~) über alle ~ aus ~. Die Determinantenabbildung
e

d S (~) Ir! F*.rru .1R2 ~- J-et: K v... --t> P F

(siehe (1.2)) identifiziert die Zusammenhangskomponenten X (Dt~) von SK (It)
e 0

mit den Idealklassen im engeren Sinne von F. Diese Abbildung ist mit der

Aktion von q verträglich. t-1Es werden also von q die 2 Komponenten von

SKo(C) , die den ambigen Idealklassen entsprechen, festgelassen und

- t-1restlichen h(D) -2 Komponenten paarweise vertauscht. Wir wollen nun

die

die

Operation von q auf den FIxkomponenten beschreiben. Dazu benötigen wir die

Hurwitz-Maaß-Erweiterung r (Ot~) der Hilbertschen Modulgruppe r(O,~).
m

4.4.2. Die Hurwitz-Maaß-Erweiterung r (O,~) ist die maximale diskrete
m

Erweiterung von r(O,~) in (PGl~(IR)3. Nach [Hau],§l, kann man ein

Repräsentantensystem von r (O,~);r(O,~) wie folgt angeben:
m

Für einen quadratfreien Teiler w von 0, bezeichnen wir mit P das ganze Ideal
w

in ° :- 0F mit N(Pw) - w und woOF - P~o Wir betrachten die Matrizen Sw- (~ ~)

aus G12 (F) mit a-,d aus P , b aus pwu.-1, c aus P ~ und det(S ) - w. Es gilt:w w w

Lemma' 4.10:({Hau11 ,§l und {Koi],Satz 2)

Die Gruppe r (O,u.);r(O,~) ist isomorph zu (Z/2Z)t-l und wird erzeugt von
m

den Matrizen S . Wir bezeichnen mit a die Klasse von S in r (O,u.)/r(O,~).w, w w m -

Dann gelten die folgenden Relationen (qf(n) bezeichnet den quadratfreien

Anteil von n):

a 0 a , - a ,für alle w,w' 10 undw w qf(w·w )

aqf(D) - at - id .

Falls die Grundeinheit 80 von F positive Norm hat, ist die erweiterte

Modulgruppe r (O,~) isomorph zu r(O,b.} u a ·r(O,b} mit Wo:- qf(N(eo+l)}.
e Wo
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4.4.3. Auf X (D,b.) operiert noch die Koordinatenvertauschung, die auf n-J2
e

gegeben ist durch ( B:-N(b.) ):

Die Operationen von °w
und r kommutieren und lassen sich auf X (O,l,.) und

e

Y (O,B) fortsetzen, wir bezeichnen diese Operationen ebenfalls mit ° bzw. r.
'e w

LeIma 4.11:

Es sei u das nicht - tr i viale Element von Gal (F/«1) und b. de r Repräsentant

einer ambigen Idealklasse. Dann operiert a auf der l,. entsprechenden

Komponente Xe(D,b.) von SKo(C) als 0W0 1', dabei ist Pw ( N(Pw) - w) ein

ambiges Ideal, das im engeren Sinne äquivalent zu b. ist.

Beweis: Mit den Bezeichnungen aus dem Beweis von Lemma 2.1 ist

G(A) - U G(III),c'Ko'Go(m)
CECn

mit b. - F n bb.· ( Ir 0p _1R2
) _ Nach Voraussetzung repräsentiert b. eine ambige

Idealklasse . Es gibt also eine totalpositive Zahl a aus F* mit l,.
U

- a .b.. Da

jede ambige Idealklasse durch ein, Ideal Pw mit N(Pw) - wund wlo repräsentiert

*wird, gibt es außerdem eine total-positive Zahl p aus F mit b. - p.p . Es gilt
w

also

a .
d.h. bu. - af·bb.'~' dabei ist Qf der endliche Anteil von Q in A

F
und J.S aus

n Up _ Daraus folgt

a
C mit a:-[~ ~). c:-[~2 ~) und u:-[~-1~) .

Für einen Repräsentanten g - 1-c-ko'g mit 1 E G(~), ko E Ko und g E GO(m),
m ~

ist dann

a -1 q q
(1 -a )'c-(u-ko)-a-g

co ~



Kapitel 4 75

Unter dem Isomorphismus (2.6) entspricht g dem durch (Zt,Z2) in ~2

repräsentierten Punkt in X (D,b) und gU dem Punkt (a'z2,a"Zt) (siehe (2.5».
e

Dann ist

Auf ~2 operiert 5 wie

5:- (a0) .[0 l/B) _ (0 alB)° 1 -1 ° -1 °

S :_ [0 W'ß.a/B)
-w·ß

- w

2 -1 U ·1 u·1 ·1und es ist w·ß·a/B aus P 'b'P 'b'~ '(b .b) - p·b und ·w·ß aus P 'b .w w w w

Die Oetenninante von S 1s t die totalpos 1tive Zahl w2. 132
• a/B. Das Haupt ideal

(w·ß2· a /B) ist gleich p2.b2.p-2.ba.~.1.(ba.b)·1- 0 . Also ist w2·ß2· a/B
w w F

modulo einer total-positiven Einheit und a operiert als

Notation:

a 0.,
w

auf X (D,l,.).
e

[J

Wir bezeichnen die minimalen Desingularisierungen von Y(D,B)/., und

Y (D,B)/., mit Y (D,B) bzw. Y (0,8).e ., e.,

4.4.4. Wir wollen nun die relative Lie-Algebren Kohomo1ogie H2 (g.,k;lrK) und

insbesondere die Aktion der Homomorphismen T (siehe Abschnitt 4.1.) und der

"Galoisinvolution U beschreiben. Es wird sich zeigen, daß das Whittakermode1l

für diesen Zweck die geeignete Realisierung der automorphe Darstellung 11' von

G(A) ist. Nach [Ge], 5 .5. bestimmt die cuspidale automorphe Darstellung 1f

eindeutig eine irreduzible Darstellung 11" der Hecke-Algebra 2(G(A» ([Ge] ,4.1.

und p.61) auf dem Raum der Ko·K -endlichen Funktionen in ~(G(Q)\G(A),~). Für
c:o

einen nicht· trivialen Charakter, von AF/F definieren wir für jedes ~ aus H
1f

,

( dem Darstellungsraum von 11") den ersten Fourierkoeffizienten:

Iljl(g):- f "'W~) og) 0 .(x) dx

yF
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Die Abbildung t/J ---+ Vi<p bildet H1r auf den Raum W(1r,,,) der komplexwertigen

Funktionen W, für die gilt:

(4.14) (i)

(ii)

llm ~]. g] - ,(t) .ll(g)

ll[[~ ~] .g] - ~(x) -ll(g)

für alle t aus ~

für alle x aus.I
F

(iii) Y ist 1<o·K -endlich, cfZJ
an den unendlichen Stellen undco

erfüllt gewisse Wachstumsbedingungen (siehe (Ge]. Lemma 5.6.)

(iv) Die Darstellung von 2(G(A» durch Rechtskonvolut1on auf W(~,,,)

ist äquivalent zu 1r' .

Es gilt:

Lemma 4.12:«(Ge] ,6.8)

Das Whittakermodell V1(~,,,) ist eindeutig bestimmt.

Wir wählen nun einen geeigneten Charakter " wie folgt:

Lemma 4.13:

Es s~i F der reellquadratische Zahlkörper der Diskriminante D, dann gibt es

einen Gal(F/~)-invarianten Charakter " von ~F mit den folgenden

Eigenschaften:

(i) an den unendlichen Stellen $ ist , (x) - exp(21rix) und
$

I -d(ii) an den endlichen Stellen p p ist 'p genau auf p trivial,

d .
p die höchste Potenz von p die D teilt.

dabei ist

Beweis: Wir wählen einen Charakter '~ von ~~ wie in [Ge],Remark 3.5, dann

1st ('~)co(x) - exp(2~ix) und ('~)p ist genau auf 0p trivial. Der Lift

" :- ,~otrF/lQ ist dann Gal(FjG:I)-invariant und erfüllt (1). Nach [Se],III,

-1Prop.6 und 7, ist tr(x) genau dann in 0, wenn die Norm N(x ) die
p

Diskriminante teilt. Daraus folgt die Behauptung. 0

Es sei ~ ein unverzweigter Größencharakter von F, der trivial auf m+x m+ ist.

Dann ist die Darstellung 1r ~ 17 von G(A) äquivalent zu der rechtsregulären
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Darstellung von G(A) auf H ~ ",
1("

d.h. dem Raum der

77

Funktionen

(f ~ ,,) (g) :-f(g) ·,,(det(g)) mit f aus H . Da mit W aus Y(1r, ,) die Funktion1f

y ~ ~ ebenfalls die Bedingungen (4.14),(i)-(iii) erfüllt, folgt aus der

Eindeutigkeit des Whittakermodells, daß die Abbildung Y ~ Y ~" einen

Homomorphismus von W(1r,') nach W(1f ~ ~,,) liefert. Desgleichen ist, für a aus

a
Gal(F/~), die Darstellung 1f äquivalent zu der rechtsregu14ren Darstellung von

G(A) auf (H )u, dem Raum der Funktionen ~(g):_f(gu) mit f aus H . In diesem
11' 11'

aFall erfüllt, wenn wir, wie in Lemma 4.13 gewählt haben, mit Y(g) auch Y (g)

d1e Bedingungen (4.l4),(1)-(i11). Auch 1n diesem Fall ist W(g) --4 yU(g) ein

4.4.5. Es sei nun 1f eine unverzweigte automorphe Darstellung aus Coho und

K:-Ko. Mit f und ~ bezeichnen wir die' komplexifizierten Lie-Algebren von

Gl:z (IR) und L co (siehe 2.4.1). M1t diesen Bezeichnnungen schreiben wir d1e

Künneth-Formel ([BY1,I,l.3) als

Dann bilden

(g.,k)-Modul

p+: - U-iJ und P- ;- [_i ~ i) eine Basis von 'g./k. Es sei D2 der

der L -endlichen Vektoren in H für j - 1,2, dann zerfällt O2co 1f
co,j

über S02(1R) in

O2 - $ C.~.

n-0(2) n
ru-'O

mit m [[ cos(O) Sin(O)) g) _ einO.rn(g)
"'0 - s1n(0) cos (0) . ,..

[CuJ,2.1. ist nun

(siehe [Cu],2.1. und (Ge],§4). Nach

_C. [P~~ ~2)
P --+ 0

e C. [P~--+ 0 ) .
p --+ ~-2
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Betrachten wir nun die Realisierung von ~ im Whittakermodell W(~,,). Dann ist

Dabei sind ifJ2 .und 4J-2 die CP2 und 'P-2 in den lokalen Whittakermodellen der

unendlichen Stellen entsprechenden Funktionen. Nach [Cu] ,2.3. (siehe auch

+ -(Go] ,2.20.') haben 4J2 und ifJ-2 ihren Träger in Gl 2 (m) bzw. Gl 2 (m) . Wir wählen

(p+- 162] a (- 162]'W :- p":.--. o 1 P ---+ o 21

(p~- 162] a (p+- 0 ] (p+- 0 ] (P~- 162]W2 :- P .--. 0 1 P----+ tP-2 2+ p.---+ ifJ-2 It6' P .--. 0 2

+ (+ ] (+ ] +P .--. ifJ2 P .--. 0 P .--. 0 P .--. 4J2
'W::J :- (p-- 0 ],a p.- 16-2 2- p-- 16-2 ,a (p-- 0 L

(p+- 0] (p+- 0 ]
W4 '- - &-. p.--. tP-2' 1 P ---+ tP-2 2

Betrachten wir nun Y(~,,)p' das lokale Whittakermodell an der endlichen

Primstelle plp. Da wir wp als unverzweigt vorausgesetzt haben, können wir nach

(Go] ,1 ,Th.11 und Gleichung (268), eine Funktion hp aus Y(1fp ' 'p) wählen, die

Kp-invariant ist und durch die Normierung

( für eine lokale Uniformisierende tu von P und d wie in Lemma 4.13, (li) )

eindeutig bestimmt 1st. Wir definieren nun h als das Produkt der hp über alle

KPrimsteilen p von F. Dann ist haus Y(1f")f . Außerdem definieren wir

Die Hodgezerlegung von H2(~)
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H2,0(~) _ C'Wl(K)

H1,1(K) _ C'W2(K) $ C'W3(K)

HO,2(K) - C'W4(~)

Wie wir bereits in (4.11) gesehen haben, definiert ein unverzweigter

+ +Größencharakter A, der trivial auf mX m ist, einen Homomorphismus

Die Op~ration von a auf Gal(F~) definiert ebenfalls einen Homomorphismus auf

IH2 (SK(C),C), der auf der Zerlegung (4.10) wie folgt operiert:

Lemma 4.14:

Es sei K eine ausgezeichnete automorphe Darstellung aus Coh~ mit ~a ~ K ~ i

+ +für einen unverzweigten Größencharakter A, der trivial auf mx ~ ist. Wir

setzen Sgn(A):- 1, falls A trivial auf mx ~ ist, und Sgn(A):- -1 sonst.

Dann gilt

Beweis: Betrachten wir zunächst die endlichen Stellen plp. Es sei wieder pd

die höchste Potenz v~n p, die D teilt, weine lokale Uniformisierende von p

und " wie in Lemma 4.13. Wie wir gesehen haben, ist hp invariant unter

Rechtstranslation mit Elementen von Kp ' Es gilt also

Außerdem gilt
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Da hU und h 0) A
f

jeweils den ein-dimensionalen Unterraum der K- invarianten

Funktionen in W(~u")f erzeugen, liefert die Multiplikation über alle

endlichen Primstellen p:

+Da ~2 und ;-2 ihre Träger in G1 2 (R) bzw. G12 (ffi) haben, gilt an den

unendlichen Stellen

Aus

folgt die Behauptung.

{

-1
w~ - wi ' +1

für i -1,2,4

für i-3

o

Die Kohomologie IH2 (SK(C)/u,lt) ist isomorph zu dem O'-invarianten Teil von

IH2 (SK(C) ,a::). Sie wird erzeugt von Elementen x + X
U

für x aus IH2 (SK(lt) ,tt).

Für eine unverzweigte automorphe Darstellung ~ aus Coho bezeichnen wir mit M
1f

die Menge Darstellungen

Falls ~ keine CH-Form 1st, hat M die Mächtigkeit h(D).
~

Notation:

KWir bezeichnen mit CH die Henge der CH-Formen in Coho und mit S ihr

Komplement.

Wir unterscheiden nun zwei Fälle:

Fall 1: Wenn ~ aus S nicht ausgezeichnet ist, dann wird M nach Lemma 3.14 von
~

0' auf M(~u) ~ M~ abgebildet und die (2,0)-Formen Wl(~') + W1(~')0' für ~' aus

M~ erzeugen einen h(D)-dimensionalen u-invarianten Unterraum von IH2(SK(~)'~)'
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~enn wir Wt(~) nach den Komoponenten von SK(C) zerlegen in

81

(siehe (4.6», wird dieser Unterraum von { Xc + x~ I c ~us Co } erzeugt. Aus

UOimensionsgründen gilt dann x + x ~ 0 für alle c aus CO. Auch für eine nicht
c c

ausgezeichnete CM-Form wird die Menge M~ durch a bijektiv auf die Menge M(~u)

abgebildet. Beide Mengen enthalten genau h(D)/2 Elemente und die (2,O)-Formen

Wt(~')+Wt(~')u für ~l aus H erzeugen einen h(O)/2-dimensionalen a-invarianten
~

Unterraum von IH2 (SK(C) ,C). Es sei wieder Xc die Proj ektion von Wt (7l") auf

IH2 (X (D,b ),C), dann ist nach Lemma 4.3,(2) x + X
U genau dann null, wenn ce c c c

aus C(1r) ist.

Fall 2: ~enn 1r

W t ('" ') + W t ('" • ) a für 1r

Nach Lemma 4.14 ist

aus 5 ausgezeichnet mit 1r
u =: 1r ~). ist, erzeugt

aus Meinen a-invarianten Unterraum von IH2 (S(C),C).,..

Wenn wir Wl(~) wieder in 2Xc zerlegen, dann ist nach (4.9)

Wl(~) + Wl(~)U - 2Xc - sgn(A)·A(det(c».xc
CECO

und damit ist die Projektion von Wt("') + Wt(1r)u auf IH2 (X (O,~ ),(;) genau dann
e c

null, wenn sgn()')·)'(det(c» - 1 gilt. Insbesondere ist die Projektion auf

IH2 (X (0,0),(;) genau dann null, wenn sgn().) - +1 ist. Daraus folgt:e

Lemma 4.15:

*Es seien P
g

und P
g

das geometrische Geschlecht der Hilbertschen Modulfläche

Y (0,1) bzw. der symmetrischen Modulfläche Y (0,1), dann gilt
e er

- * \h(O)·(Pg - 2· Pg) - L sgn().)

1fES
1ru~1f0).
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Beweis: Die CM·F~rmen tragen. nach Lemma 4.3,(2) nicht zu p bei. Also gilt
g

h(D)·p - Isl .
g

*Nach den obigen Überlegungen gilt für p
g

- * Ih(D)'Pg - (~aus S

+ I( K aus S

Daraus folgt die Behauptung.

Satz 4.16:

1
~ nicht ausgezeichnet ll'2

KU ~ 7r @ A und Sgn(A)- -1 II

o

Es sei Fein reellquadratischer Zahlkörper, der eine Grundeinheit eo

* .
negativer Norm enthält, und p und p die geometrischen Geschlechter der

g g

Hilbertschen ModulflAche Y(D,l) bzw. der symmetrischen ModulflAche Y (0,1).
T

Dann ist die Anzahl der unverzweigten ausgezeichneten automorphen

Darstellung K aus Coho gleich

- *h(D) . (p - 2· p )
g g

Die Dimension des Raumes der Hirzebruch·Zagier-Zykel von Y(D,B) ist in

diesem Fall

*(p - 2·p ) + 1
g g

und die Picardzahl

*(p - 2·p ) + 2 + l(b) .
g g

Dabei ist l(b) die Anzahl der Auflösungskurven der Singularitäten von

X(D,b).

Beweis: In diesem Fall ist Y (D,B) - Y(O,B) ,Y (O,B) - Y (D,ß) und es gilt
e eT T

für alle unverzweigten Größencharaktere A

Sgn(A) - A (80,eo') - A(eo) - 1 .co
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KNach Lemma 3.10 gibt es in diesem Fall in Goho keine GM-Formen, die Anzahl der

Kausgezeichneten automorphen Darstellungen " aus Goho folgt daher aus Lemma

4.15. Die Dimension des Raumes der Hirzebruch-Zagier-Zykel ist dann nach

Korollar 2.11 und Lemma 4.3 und 3.17

- -1 * - - *'h(D) .«p - 2·p )·h(D) + h(D) ) - p - 2·p + 1g g g g

Die Picardzahl bestimmen wir dann mit Hilfe der,Zer1egung (4.1).

Satz 4.17:

o

Unter den Voraussetzungen von Satz 4.16 ist die Lefschetzzah1 der

Hilbertschen Modu1f1ächen Y(D,B) gleich

*A(Y(D,B» - p + 2·p .g g

Beweis: Wie wir in Abschnitt 4.3. gesehen haben ist

1 1 K
A(H ' (~,k;W(",,) »

K
'" E Goho

wobei A(Hl,l(~,k;W("",)K» die Kodimension des Raumes der Hirzebruch-Zagier

Zykel in Hl,l(~lk;y(~,,)K) ist. Also ist, da es in diesem Fall keine GM-Formen

gibt,

I 1 K -{~
falls '" ausgezeichnet ist

A(H ' (~,k;Y(~,,) »
sonst

Daraus folgt (wir summieren immer über K
'" aus Goho )

A(Y(D,B)) - h(D)-l. ( 2 1 + 2 2)
'" ausg. " nicht

ausg.

~ " ausg.

o
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Satz 4.18:

Kapitel 4

Mit den Bezeichnungen und Voraussetzungen von Satz 4.16 gilt für die

Lefschetzzah1 der symmetrischen Hi1bertschen Modulfläche Y (D,l)
T

*~(Y (D,l» - 2·p .
T g

Beweis: Da F eine Einheit negativer Norm enthält, ist in diesem Fall sgn(~)- 1

+ +für alle unverzweigten Größencharktere ~, die trivial auf mx R sind. Wie wir

gesehen haben, liefern nur die nicht-ausgezeichneten automorphen Darstellungen

*~ einen Beitrag zu p . Es gilt also
g

:- (Z.h(D»-l. I{ ~ aus Coh~ I ~ nicht ausgezeichnet 11 .

Der (l,l)-Anteil von IH~(X(D,l)/r,C) wird erzeugt von· den Projektionen von

W2(7t") + W2(~)u und W3(7f') + W3(7t")U auf IH2 (X(D,1)/r,C) für alle ~ aus Coh~.

Nach Lemma 4.14 verschwindet W2(~)+W2(~)a auf IH2 (X(D,1)/r,C) genau dann, wenn

~ ausgezeichnet ist. .In diesem Fall wissen wir, daß ein ein- dimensionaler

1 1 KUnterraum von H ' (~,K;Y(w,,) ) aus Hirzebruch-Zagier-Zykeln besteht. Nun

steht W2(W), bezüglich der in .[HLR],(3.Z) definierten Paarung, senkrecht auf

H
W3(~). Wie in [HLR] bezeichnen wir mit ~2(~) die durch die Diagonaleinbettung

H(2.15) zurückgeholte (l,l)-Form. Oa W2(~) verschwindet, steht W2(~) nach

Hilfssatz 3.5 in [HLR] senkrecht auf dem Raum der Hirzebruch-Zagier-Zykel.

Also besteht W3(W) . und damit auch in diesem Fall aus

Hirzebruch-Zagier-Zykeln. Die ausgezeichneten Darstellungen tragen damit nicht

zur Lefschetzzahl von Y (0,1) bei. Daher gilt
r

~(Y (0,1» - (Z.h(0»-1. I{ w aus Coh~ I ~ nicht ausgezeichnet 11·2 .r

Daraus folgt die Behauptung. o
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Wir geben in der Tabelle am Ende dieser Arbeit die Dimension der Hirzebruch-

Zagier-Zykel und die Picardzahl der Hilbertschen Modulflächen Y (D,B) für alle
e

Diskriminanten 13 S D < 300 an. Dazu benötigen wir das folgende Lemma:

Lemma 4.19:

Es sei F der reellquadratische Zahlkörper der Diskriminante D. Wir setzen

voraus, daß die Grundeinheit Ba von F positive Norm hat. Wir bezeichnen mit

*p das geometrische Geschlecht der symmetrischen Modulfläche Y (0,1) und
g e~

*mit p das der symmetrischen Modulfläche Y (D,B t ), wobei Bt :- N(bt) und
g- e~

bt im engeren Sinne äquivalent zu dem Ideal (~) ist. Dann gilt:

* K(1) p - 0 c. alle K aus Coho sind ausgezeichnet und
g-

* K(2) p - 0 ~ alle nicht GM-Formen ~ aus Ccho sind ausgezeichnet.
g

Beweis: Es sei 1r aus KCcho nicht ausgezeichnet. Yir bezeichnen mit x die
c

Projektion von Wt(w) auf IH2 (X(D,b )'~)l dann ist x + X
U nach Fall 1 (siehe

c c c

oben) genau dann nicht null, wenn x nicht null ist. Nach Lemma 4.3 ist dies,
c

falls ~ keine CM-Form ist, für alle c aus CD der Fall. Daraus folgt (2).

Falls 1r eine GM-Form ist mit 1r =~ ~ A, ist x nach Lemma 4.3 genau dann nicht
c

null, wenn Ä(det(c» - -1 gilt. Für das dem Ideal bt entsprechende Ct (zur

Notation siehe 4.1.) gilt:

da Ä - f L/F für eine, imaginArquadratische Erweiterung L von F ist. Also ist

x + X
U für alle nicht ausgezeichneten Darstellungen ~ aus Coh~ nicht null.

Ct Ct

Damit ist " >:$ ". in (1) bewiesen.

K aNehmen wir nun an, daß alle 1r aus Cohö ausgezeichnet sind. Für 1r - ~ S Ä und

x wie oben, ist
C

a
X + X - x sgn(Ä)'Ä(det(ci»'X - 0Ci Ci Ci Ci

da sgn(A) - Ä(det(ct» für alle Ä ist. Daraus folgt die Behauptung. o
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Korollar 4.20:
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Eine notwendige Bedingung für das Auftreten von diedralen GM- Formen ist

* *Pg_ > O. Falls Pg - 0 erfüllt ist, ist diese Bedingung auch hinreichend.

Die ersten diedralen CM-Formen gibt es damit, wie in [HLR] vermutet, für

die Diskriminante D - 161.

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus Lemma 4.19. Das Beispiel ergibt

sich dann aus der Tabelle sm Ende dieser Arbeit.

Bemerkung:

o

Wir kÖnnen nun die Dimension des Raumes der Hirzebruch-Zagier-Zykel (Hzz)

und die Picardzahl (Pic) der Hilbertschen Modulf1ächen Y (D, B)
e

in den

folgenden Fällen berechnen:

(1) Falls der reellquadratische Zahlkörper F der Diskriminante Deine

Einheit negativer Norm enthält, mit Hilfe von Satz 4.16.

(2) Falls F keine Einheit negativer Norm enthält, aber (mit den

*Bezeichnungen von Lemma 4.19) P - 0 ist, mit Hilfe von Lemma 4.19. Denn
g-

K .
in diesem Fall sind alle Darstellungen f( aus Caho ausgezeichnet und die

Lefschetzzahl der Flächen Y (D,B) ( mit B - N(b) ) ist dann nach Lemma 4.3
e

gleich P . Damit können wir die Picardzahl berechnen und, da alle f( aus
g .. '

KCaho ausgezeichnet sind, 1st die Dimension des Raumes der Hirzebruch-

Zagier-Zyke1 gleich

Hzz - Pie - 1 - l(b),

wobei wieder l(b) die Anzahl der Auflösungskurven auf Y (D,B) ist.
e

(3) In Einzelfällen können auch noch weitere Fälle behandelt werden. In den

Erläuterungen der Tabelle wird dies in. zwei Beispielen durchgeführt.
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5. Die Hilbertsche Hodulfläcbe Y(60,11)

In Korollar 4.9 haben wir gesehen, daß die Fläche Y :- Y(60,11) die einzige

Hilbertsche Modulfläche vom allgemeinen Typ mit maximaler Picardzahl ist. Wir

werden zeigen, daß Y eine Horikawa-Fläche ist, und die Fl~che Y als verzweigte

I 1doppelte- Überlagerung von IP x IP darstellen. Dazu beweisen wir zunAchst die

Minimalität der Fläche Y mit Hilfe der Methoden von Hirzebruch aus [Hi 2 ].

Lemma 5.1:

Die Hilbertsche Modulfläche Y :- Y(60,ll) ist minimal.

Beweis: Wir benutzen die Konfiguration der Auflösungskurven einer der heiden

Spitzen von X(60,ll) und die Modulkurven F6 und F11 um die Konfiguration 111 1

-2

Divisor von Y. Dann 1st

eins. Wir bezeichnen mit K den kanonischen

dieser Konfiguration. Dabei zählen wir die

formale Summe der irreduziblen Kurven

fett gezeichneten Kurven mit Multiplizität

Wir definieren den Divisor L als die

zwei und die anderen mit MultiplizitAt

elliptisch-2

-2

-2

-2 -2 und nach der Proposition in [Hi 2 ] müßte

-2
jade Ausnahmekurve auf Y in L enthalten

sein. o

(Die Kurven sind, falls nicht anders vermerkt, rational. Sie sind durch ihre

Selbstschnittzahl gekennzeichnet)
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Definition:

Kapitel 5

Eine Horikawa·Fläche Y ist eine minimale Fläche vom allgemeinen Typ, deren

Invarianten X (arithmetisches Geschlecht) und K2 (Selbstschnittzahl des

kanonischen Divisors K von Y) die folgende Gleichung erfüllen:

K2
- 2·X - 6 .

Lemma 5.2:

Die Hilbertsche Modulfläche Y :- Y(60,ll) ist eine Horikawa-Fläche.

Beweis: Die Invarianten von Y sind K2
- 4, X - 5 und die Eulerzahl e(Y) - 56.

Die Behauptung folgt dann aus Lemma 5.1. o

Wegen X - 5 ist nach (Ho],Th.l.6 die Fläche Y die minimale Desingularisierung

- 1 1einer doppelten Uberlagerung des IP x IP , verzweigt entlang einer (eventuell

reduziblen) Kurve vom Typ (6,6). Persson konstruiert in (P] Horikawa·Flächen

mit maximaler Picardzahl, indem er doppelte Überlagerungen

1r y' -+ X

betrachtet, die entlang einer singulären Kurve B auf X verzweigt sind. Es

seien EI"'" En numerisch unabhängige, rationale Kurven, disjunkt von der

Verzweigungskurve B, so daß die Schnittform auf dem von ihnen aufgespannten

Unterraum von H2 (X,a::) negativ· definit ist. Es sei Y die minimale

Desingularisierung von y' und a(B) die Summe der Indizes der einfachen

SingularitAten von B ( zur Definition und Bezeichnung der einfachen

Singularltäten siehe [P],I.I und 1.2). Dann gilt

Pic(Y) ~ Pic(X) + a(B) + n .

Persson nennt eine Verzweigungskurve B maximierend, wenn die folgende

Gleichung erfüllt ist:
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In diesem Fall hat Y maximale Picardzahl. Wir werden sehen, daß Y :- Y'(60,11)

die minimale Desingularisierung einer doppelten Überlagerung

1r: Y'--_I IP i x !pi,

I 1verzweigt entlang einer nicht·maximierenden Kurve B vom Typ (6,6) auf ~ x ~

ist.

Dazu betrachten wir die Operation der Koordinatenvertauschung

-----+1 IH2

auf der Fläche Y. Die Fixpunktmenge dieser Operation besteht aus den

Modulkurven F U5 und F60 • Die Kurve F60 ist irreduzibel und FilS hat zwei

irreduzible Komponenten, wir bezeichnen sie mit F~15 und F~6' Die Fixkurven

bilden mit den Auflösungskurven der Singularitäten von X(60,11) die folgenden

Konfigurationen

(5.1)

(A)

(B)

(C)

(D)

_1~-2

1-2

1-2

_1--2

F
' 2

115

2 mal

2 mal

2 mal

2 mal

(E) 6 mal .
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Die Involution r führt in den Fällen (A)-(D) die (-2)-Kurven in sich über, im

Fall (E) werden die beiden (-2)-Kurven vertauscht. Die Invarianten der

Fixkurven von r sind:

(5.2)

K·F60

2, e(F i
)

U5
2

2.

für i aus (l,2)

Wir bezeichnen mit Y den Quotienten Y/r. Da die Involution r keine isolierten
r

Fixpunkte auf Y hat, ist Y glatt. Die Invarianten X(Y ) und e(Y ), d.h. das
T r T

arithmetische

( [Ko] ,Satz 3)

Geschlecht und die E~lerzahl von Y ,
T

sind gegeben durch

(5.3) x(Y )
T

Auf Y finden wir die folgende Kurvenkonfiguration:
r

Faa

-1

-1

-1

-1
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'Wir blasen F6 und nacheinander 12 Kurven der Spitzenauflösungen auf Y nieder.
T

Außerdem ergeben die Konfigurationen (A)-(E) 14 Ausnahmekurven auf Y , die wir
T

*ebenfalls niederblasen. Mit Y bezeichnen wir die Fläche die wir auf diese
T

*Weise erhalten. Die Eu1erzah1 von Y ist dann
T

*e(Y )
T

e(Y ) - 27 - 4
T

Wir bezeichnen mit p: Y~ Y die doppelte Überlagerung, mit ~1: Y
T T

*~Y
T

die birationa1e Abbildung, die durch Niederblasen der 21 Ausnahmekurven ent

*steht, und mit B:- 1r10p(Fls U F~s U F6o ) die Verzweigungskurve auf Y . Die
T

Verzweigungskurve B hat dann die folgenden Singu1arltAten:

4 aB (Niederblasen von jeweils 3 Kurven der Spitzenauf~ösungen)

6 a2 (Niederblasen der durch (E) gegebenen Ausnahmekurven)

8 42 (Niederblasen der durch (A)-(D) gegebenen Ausnahmekurven)

Die 4 (-3)-Kurven in den Spitzenauflösungen von Y werden durch ~1oP auf zwei

rationale Kurven E1 und E~ mit E~ -" E~ - 0 und E1·E~ - 1 abgebildet. Wir sehen

*also, daß Y isomorph zu pt x pt ist. Die beiden irreduziblen Kurven E1 und E2T

sind Erzeugende der Picardgruppe von p1 X pt. Die Verzweigungskurve B hat mit

E1 und E2 das folgende Schnittverhalten:
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Wir sehen insbesondere, daß B vom Typ (6,6) ist. In unserem Fall ist u(B):

u(B) - 4·5 + 1·1 + 6·2 + 8·1 - 41

Wegen n - 0 gilt

Die Verzweigungskurve B ist also nicht maximierend im Sinne von Persson. Die

Differenz

Pic(Y) - u(B) - piC(pi x pi) - 3

ist folgendermaßen zu erklären:

1.) Die Urbilder von Ei und E2 unter lrl0P erzeugen einen 4-d'imensionalen

Unterraum der algebraischen Zykel in H2(~,C).

2.) Die Volumenformen Wi - (dxi A dYi)/y~ und W2 - (dx2 A dY2)/Y~ erzeugen

einen 2-dimensionalen Unterraum der algebraischen Zykel, doch nur der von

Wi~2 erzeugte Unterraum (er wird von dem Poincaredualen der Kurve F6

erzeugt) wird in Perssons Konstruktion erfaßt.

Bemerkung:

Auf y* ~ pi X Wt operiert das Element Q2 der Hurwitz-Maaß-Erweiterung. Die
l'

*Fixpunktmenge dieser Operation ist die Kurve lriop(F~o). Der Quotient Y /02
l'

ist isomorph zu p2. Wir bezeichnen mit 11'2 die doppelte Überlagerung

* *Y ----+1 Y /02
l' l'
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Dann ist 5: - 1r207ft 0p (F60 ) die Steinersche Quartik mit ihren 3 a2-Sin

gularit4ten. Die Kurve Ct :- 1r207ftop(Ft5) ist ein glatter Kegelschnitt, der

S in zwei Punkten transversal und in zwei weiteren Punkten mit der Ordnung

3 schneidet. Die Kurve C2 :- "'2 o"'top(F30 ), d.h. die Verzweigungskurve von

"'2, ist ebenfalls ein glatter Kegelschnitt. Sie schneidet S in 2 Punkten

transversal und in 3 weiteren Punkten mit der Ordnung 2. Die Kegelschnitte

Ct und C2 schneiden sich in 2 Punkten mit der Ordnung 2.
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Erläuterung der Tabelle

D Diskriminante eines reellquadratischen ZahlkörPers mit 13 ~ 0 < 300

N(e) Vorzeichen der Norm der Grundeinheit eo des reellquadratischen

Zahlkörpers F der Diskriminante D.

B Norm eines ganzen Ideals b von F.

Ges Vorzeichenfolge der Hilbertsymbole (D,B) für alle
p

Primteiler p von 0 .

Eu Eu1erzahl von Y(D,B).

eh Arithmetisches Geschlecht X von Y(D,B).

Eu-e Eulerzahl von Y (O,B)
e (.nur für N(e) - 1 )

Ch-e Arithmetisches Geschlecht X von Y (D,ß) ( nur für N(e) - 1 )
e

Arithmetisches Geschlecht von Y (D,B)
el"

äquivalent im engeren Sinne zu (;-0-) )

( nur für ß - lader b

Hzz

Alg

L

Pie

Lef

Dimension des Raumes der Hirzebruch-Zagier-Zykel in IH2 (X (D,b),C)
e

Dimension des Raumes der algebraischen Zykel in IH2 (X (D,b),C).
e

Anzahl der Auflösungskurven der SingularitAten von X(D,b).
e

Picardzahl von Y (D,ß).
e

Lefschetzzahl von Y (O,B)'.
e



95

Bemerkung:

(1) Für N(eo) - -1 wurde Hzz und Alg mit Hilfe von Satz 4.16 bestimmt. Für

N(eo) - +1 folgen die Ergebnisse aus Lemma 4.19. Dabei müssen die Fälle

o - 209 und D - 217 gesondert behandelt werden. In diesen Fällen ist

h(D) - 2 und nach Korollar 3.15,(2) sind alle ausgezeichneten GM-Formen aus

Coh~ unverzweigt geliftet. Wir können ihre Anzahl also mit Hilfe von Satz

3.12 bestimmen. Es gibt daher für 0 - 209 eine und für 0 - 217 drei

ausgezeichnete GM-Formen aus Goh~o. Dies sind in beiden Fällen bereits alle

GM-Formen aus coh~. Die nicht-ausgezeichneten Darstellungen ~ aus Coh~,

die nach Lemma 4.19, (2) existieren, sind demnach nicht vom GM-Typ und wir

können auch in diesen Fällen Hzz und Pic. bestimmen.

(2) Die Invarianten der Hilbertschen Modulflächen wurden mit den Methoden

berechnet, die im wesentlichen bereits von Hirzebruch in [Hit] benutzt

wurden. Für die Flächen Y(D,B) und Y (D,B) findet man die Formeln für die
e

Eulerzahl und das arithmetische Geschlecht in [Ko] ,1.1,2.3 und 2.4. Für die

Flächen Y (0, B) und Y (0 ,B) wurden sie mi t SpurformeIn berechnet , die
r er

bereits für die Hurwitz-Kaaß-Erweiterung in [Ko] ,Kapitel 2 benutzt wurden.

Ähnliche Rechnungen hat auch Bassendowski in [Ba] durchgeführt. Wichtig ist

in allen Fällen die genaue Kenntnis der Fixpunkte der Elemente der Hurwitz-

Kaaß-Erweiterung und der Koordinatenvertauschung r. Diese Informationen

findet man in den Arbeiten von Hausmann [HaUt] und [Hau2]'
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0 N(e) B Ges Eu eh Eu-e Ch-e Ch* Hzz Alg L Pie Lef

13 + 15 2 11 13 0

17 + 16 2 12 14 0

21 + 1 ++ 18 1 15 2 11 13 0
21 + 5 25 2 15 2 11 13 0

24 + 1 ++ 19 1 19 1 3 4 13 17 0
24 + 5 26 2 26 2 1 2 20 22 0

28 + 1 ++ 20 1 18 1 3 4 12 16 0
28 + 3 26 2 25 2 1 2 19 21 0

29 + 28 2 2 3 20 23

33 + 1 ++ 21 1 19 1 3 4 13 17 0
33 + 2 28 2 26 2 1 2 20 22 0

37. + 29 2 ·2 3 21 24

40 1 ++ 32 2 2 3 24 27
40 3 28 2 2 3 20 23

41 + 30 2 2 3 22 25

44 + 1 ++ 32 2 29 2 2 3 21 24
44 + 7 38 3 28 2 2 3 20 23

53 + 40 3 3 4 28 32 2

56 + 1 ++ 34 2 31 2 4 5 21 26
56 + 5 46 4 37 3 2 3 27 30

57 + 1 ++ 34 2 29 2 2 3 21 24
57 + 2 41 3 29 2 2 3 21 24

60 + 1 +++ 30 1 21 1 5 6 13 ·"19 0
60 + 11 --+ 56 5 34 3 1 2 26 28 0
60 + 7 -+- 38 3 25 2 3 4 17 21 0
60 + 17 +-- 40 3 26 2 3 4 18 22 0

61 + 41 3 3 4 29 33 2

65 1 ++ 44 3 3 4 32 36 . 2
65 2 40 3 3 4 28 32 2

69 + 1 ++ 35 2 25 1 7 8 15 23 0
69 + 5 56 5 46 4 1 2 36 38 0

73 + 43 3 3 4 31 35 2

76 + 1 ++ 44 3 41 3 3 4 29 33 2
76 + 3 50 4 40 3 3 4 28 32 2

77 + 1 ++ 44 3 28 2 4 5 18 23-
77 + 6 56 5 34 3 2 3 24 27
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D N(e) B Ges Eu Ch Eu-e Ch-e Ch* Hzz Alg L Pie Lef

85 1 ++ 56 4 4 5 40 45 3
85 3 48 4 4 5 32 37 3

88 + 1 ++ 46 3 42 3 5 6 28 34 2
88 + 7 58 5 48 4 3 4 34 38 2

. 89 + 52 4 4 5 36 41 3

92 + 1 ++ 46 3 35 . 2 8 9 21 30
92 + 7 64 6 56 5 2 3 42 45

93 + 1 ++ 46 3 41 3 3 4 29 33 2
93 + 11 67 6 41 3 3 4 29 33 2

. 97 + 53 4 4 5 37 42 3

101 + 60 5 5 6 40 46 4

104 1 ++ 64 5 5 6 44 50 4
104 5 56 5 5 6 36 42 4

105 + 1 +++ 46 2 35 2 8 9 21 30
105 + 2 --+ 56 4 40 3 6 7 26 33
105 + 26 -+- 84 8 54 5 2 3 40 43
105 + 13 +-- 66 6 45 4 4 5 31 36

109 + 61 5 5 6 41 47 4

113 + 60 5 5 6 40 46 4

120 + 1 +++ 56 3 46 3 9 10 28 38 2
120 + 29 --+ 94 9 65 . 6 3 4 47 51 2
120 + 7 -+- 72 7 54 5 5 6 36 42 2
120 + 17 +-- 62 5 49 4 7 8 31 39 2

124 + 1 ++ 56 4 46 3 9 10 28 38 2
124 + 3 74 7 67 6 3 4 49 53 2

129 +. 1 ++ 74 6 49 4 4 5 33 38 3
129 + 2 81 "7 49 4 4 5 33 38 3

133 + 1 ++ 64 5 38 3 5 6 24 30 2
133 + 3 76 7 44 4 3 4 30 34 2

136 + 1 ++ 74 6 63 5 5 6 43 49 4
136 + 3 62 6 57 5 5 6 37 43 4

137 + 68 6 6 7 44 51 5

140 + 1 +++ 64 4 44 3 9 10 25 36 2
140 + 23 --+ 58 6 45 4 7 8 28 36 2
140 + 19 -+- 100 10 62 6 3 4 44 48 2
140 + 13 +-- 80 8 52 5 5 6 34 40 2

141 + 1 ++ 57 4 41 2 12 13 23 36
141 + 5 92 9 76 7 2 3 58 61
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0 N(e) B Ges Eu Ch Eu-e Ch-e Ch* Hzz Alg L Pie Lef

145 1 ++ 82 7 7 8 54 62 6
145 2 78 7 7 8 50 58 6

149 + 78 7 7 8 50 58 6

152 + 1 ++ 70 6 62 5 7 8 40 48 4
152 + 13 82 8 68 6 5 6 46 52 4

156 + 1 +++ 76 5 56 4 8 9 36 45 3
156 + 23 --+ 114 11 68 6 4 5 48 53 3
156 + 7 -+- 88 9 62 6 4 5 42 47 3
156 + 5 +-- 78 7 50 4 8 9 30 39 3

157 + 77 7 7 8 49 57 6

161 + 1 ++ 68 5 52 4 1 6 11 30 41 J
161 + 5 104 11 70 7 2 4 5 48 53 3

165 + 1 +++ 68 4 46 3 11 12 26 38 2
165 + 23 --+ 84 8 54 5 7 8 34 42 2
165 + 29 -+- 120 12 72 7 3 4 52 56 2
165 + 7 +-- 80 8 52, 5 7 8 32 40 2

168 + 1 +++ 64 4 54 3 15 16 30 46 2
168 + 11 --+ 84 8 78 7 '7 8 54 62 2
168 + 13 -+- 80 8 62 5 11 12 38 50 2
168 + 17 +-- 116 12 94 9 3· 4 70 74 2

172 + 1 ++ 88 8 69 6 6 7 45 52 5
172 + 3 94 9 68 6 . 6 7 44 51 5

173 + 86 8 8 9 54 63 7

177 + 1 ++ 79 7 65 5 2 11 12 39 51 4
177 + 2 100 10 86 8 1 5 6 60 66 4

181 + 85 8 8 9 53 62 7

184 + 1 ++ 76 6 64 5 '11 12 38 50 4
184 + 5 112 12 82 8 5 6 56 62 4

185 1 ++ 96 9 9 10 60 70 8
185 2 88 9 9 10 52 62 8

188 + 1 ++ 70 6 57 4 14 15 31 46 3
188 + 11 100 11 92 9 4 5 66 71 3

193 + 103 10 2 8 9 63 72 11

197 - + 94 9 9 10 58 68 8

201 + 1 ++ 102 10 63 6 6 7 39 46 5
201 + 2 109 11 63 6 6 7 39 46 5

204 + 1 +++ 104 8 78 6 10 11 50 61 5
204 + 35 --+ 144 14 90 8 6 7 62 69 5·
204 + 7 -+- 96 10 66 6 10 11 38 49 5
204 , + 5 +-- 112 12 82 8 6 7 54 61 5
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0 N(e) B Ges Eu Ch Eu-e Ch-e Ch* Hzz Alg L Pie Lef

205 + 1 ++ 110 10 79 7 7 8 51 59 6
205 + 3 98 10 73 7 7 8 45 53 6

, 209 + 1 ++ 102 10 75 7 2 7 8 45 53 8
209 + 2 114 12 81 8 2 5 6 51 57 8

213 + 1 ++ 71 6 53 3 17 18 27 45 2
213 + 11 120 13 102 10 3 4 76 80 2

217 + 1 ++ 100 9 68 6 2 10 11 38 49 7
217 + 3 136 15 86 9 2 4 5 56 61 7

220 + 1 +++ 88 7 74 6 14 15 42 57 5
220 + 3 --+ 104 11 82 8 10 11 50 61 5

, 220 + 19 -+- 136 15 98 10 6 7 66 73 5
220 + 13 +-- 104 11 82 8 10 11 50 61 5

221 + 1 ++ 108 10 66 6 1" 6 7 42 49 5
221 + 5 92 10 58 6 6 7 34 41 5

229 + 97 10 10 11 57 68 9

232 1 ++ 108 11 11 12 64 76 10
232 3 100 11 11 12 56 68 10

233 + 114 12 2 10 11 66 77 13

236 + 1 ++ 100 10 89 8 8 9 57 66 7
236 + 11 118 13 86 8 8 9 54 63 7

237 + 1 ++ 98 9 79 7 1 7 8 51 59 6
237 + 14 133 14 79 7 . 1 7 8 51 59 6

241 + 133 14 3 10 11 77 88 17

248 + l' ++ 94 9 81 . 7 13 14 47 61 6
248 ...+ 13 130 15 99 10 7 8 65 73 6

249 + 1 ++ 127 13 89 8 3 14 15 51 66 7
249 + , 2 148 16 110 11 1 8 9 72 81 7

253 + 1 ++ 98 9 67 6 1 8 13 37 50 5
253 + 7 134 15 85 9 2 6 7 55 62 5

257 + 116- 13 2 11 12 64 76 14

264 + 1 +++ 124 11 96 8 14 15 58 73 7
264 + 5 --+ 114 13 91 9 12 13 53 66 7
264 + 13 -+- 124 15 96 10 10 11 58 69 7
264 + 17 +-- 162 17 115 11 8 9 77 86 7

265 1 ++ 136 15 2 13 14 76 90 16
265 2 132 15 13 14 72 86 16

268 + 1 ++ 120 13 91 9 9 10 55 65 8
268 + 3 126 14 90 9 9 10 54 64 8
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D N(e) 8 Ges Eu Ch Eu-e Ch-e Ch* Hzz Alg L Pie Lef

269 + 112 12 12 13 64 77 11

273 + 1 +++ 108 10 78 7 1 11 16 42 58 6
273 + 17 --+ 170 20 102 11 2 7 8 66 74 6
273 + 2 -+- 110 12 72 7 11 16 36 52 6
273 + 19 +-- 144 18 96 11 7 8 60 68 6

277 + 133 14 2 12 13 77 90 15

280 + 1 +++ 104 10 88 8 16 17 48 65 7
280 + 23 --+ 120 14 96 10 12 13 56 69 7
280 + 31 -+- 152 18 112 12 8 9 72 ' 81 7
280 + 3 +-- 120 14 96 10 12 13 56 69 7

281 + 142 16 3 12 13 78 91 19

284 + 1 ++ 110 11 75 6 20 21 37 58 5
284 + 7 152 18 124 13 6 7 86 93 5

285 + 1 +++ 100 8 62 5 17 18 30 48 4
285 + 17 --+ 140 16 82 9 9 10 50 60 4
285 + 14 -+- 180 20 102 11 5 6 70 76 4
285 + 13 +-- 108 12 66 7 13 14 34 48 4

293 + 120 13 13 14 68 82 12

296 1 ++ 152 16 2 14 15 88 103 17
296 5 140 16 14 15 76 91 17
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Anhang

Vorwort

Ziel dieser Arbeit ist die vollständige Klassifikation

der Hilbertschen Modulflächen zu den diskreten Erweiterungen

aer Hilbertschen Modulgruppe in (PL;(m))~ Dazu werden

i~ weien~lichen die schon in den Arbeiten "von Hirzebruch,

Zagier und Van de Ven ([l~ und [j.~ ) benutzten Methoden

verwendet. Die Invarianten der Zwischenflächen werden

mit Hilfe "des Fixpunktsatzes von Atiyah-Bott aus den

Invarianten der l'gewöhnlichen ll Hi1bertschen Modu1f1ächen

berechnet. Die grundlegende Referenz für diesen Abschnitt

ist die Arbei t von Hirzebruch [12J .
In Kapitel 5 werden die nicht einfach-zusammenhängenden

Hilbertschen Modu1f1ächen zu Untergruppen der maximalen

di s kontinuie r 1i ehen Erwei,terung de r syIMletri sehen Modulgruppe

klassifiziert.

Anzahl und Typ der Fi~punkte der untersuchten Erweiterungen

werden in den Arbei ten von Hausmann ([6J und [7J) bes chrieben.

Im letzten Kapitel werden die kanonischen Divisoren

von Y(65) und Y (65) eingehender untersucht. Mit der
m

Arbeit von Hermann[9] lassen sich in diesen Fällen die

Schnittpunkte der kanonischen Divisoren mit de~ Kurven

der Spitzenauflösungen bestimmen.

Die Invarianten der Modulkurven bezüglich der Hurwitz

Maaß Erweiterung werden aus den Tabellen von Bassendowski in

[2]und[~entnornmen. Alle anderen Berechnungen wurden mit

einem Tischeomputer durchgeführt".

Herrn Professor Hirzebruch und Herrn Dipl. Math.

Bassendowski, äie mich zu äieser Arbeit anregten

unä mich bei ihrer Durchführung unterstützten,

möchte ich an dieser Stelle herzlich danken.
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Anhang

Kapitel 0: Grundlagen

0.1 Die Flächen Y(D,B).

Sei K = U.(~) ein reeller quadratischer Zahlen

körper mit Diskriminante 0 und Maximalordnung ~.

x ~ Xl sei der nichttriviale 0 - Automorphismus

von. K unä N(x)-:= x·x' die Norm von x c: K.

Ein Element x E K heißt total positiv, x » 0, genau

dann, wenn x>O und Xl >0 ist.

U:={ x e ~I N(x)= ! I} ist

von K. U+: = {x ~ U Ix» 0 }

die totalpositiven Einheiten

von 0.. Es gilt U2: U+"2 U2 •

die Einheitengruppe

und U 2 :={ x 2
1 XE U} sind

bzw. die Einheitenquadrate

Sei E die Grundeinheit von &, dann gilt:

[u+ u2] = 1 <=> N(s) = -1
[u+ U2 J = 2 <=> N (s) = +1

(T~(r ;-1) 1
S 1 2 (0", 2.r) : = det(T) = 1 ~ für ein Ideal~ in 0".

)

Die Hilbertsche Modulgruppe G(O"',i-):= 5 1 2 (0'", j 1·
I { :: 1 }

operiert effektiv und eigentlich diskontinuierlich auf

H2 unter: T = (~ nc: S 1 2 (O';.bl definiert eine Abbildung:

Der Quotient X(D,~): = H; ist eine· nicht-
G (O"',b-)

kompakte komplexe Fläche mit endlich vielen Quotiente-

singula;:itäten .
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(I)

Die parabolischen Punkte von G(cr,~) sind gerade

die Punkte von ]PI (K). Dabei wird ]?I (K) durch die

Einbettung x 1-+ (x,x') als Teilmenge von (FI(:R ))2

aufgefaßt. G(a,~) operiert damit auf PI (K) und die

Äqui valenzkl as sen [m: nJ €' PI (K) /G (er,;") si nd clurch

"Ur: = mcf + n ~I eindeutig den Idealklassen' von 0

zugeordnet. Die Menge der Iäealklassen wird mit C

bezeichnet. Die Anzahl der Idealklassen ist die

Divisorenklassenzahl h(D). X(O,~) kann daher durch

hinzufügen von h(O) Punkten, den Spitzen, kompaktifiziert

werden. (siehe z.8.: [J.J] 3.7 ).

2
Y (D,Jr) . - H / G (0"',i,1 sei die Kompaktifizierung

von x(D,k) mit den Quotienten- und Spitzensingularitäten

aufgelöst.

Die Spi tze [ffi: n] ist vom Typ (J.,.:"l~2 , U 2 ) mi t ,ur.. wie

oben. (siehe [JJ] 2.1 ). Die Auflösung der Spitze

besteht aus Zykeln rationaler Kurven S , ... ,S 1o r-
falls fu+:u~= 1 bzw. einer doppelten unverzweigten

U r; + .. 21berlagerung von S., ..• ,S 1 falls LU:Ü = 2.o r- .
Sei b,:= -5, .s, die negative Selbstschnittz'ahl von

J. J. J.

5, mi t i = 0, • • • , r - I • ( (b ,..., b 1)) ist ein
J. 0 r-

primitiver Zyklus und kommt mit Vielfachheit gezählt

genau 2 t O- 1 mal als Zyklus einer Spitzenauflösung vor.

Nach [6J §,I ist Y(D,~) isomorph zu

Y(D,.ß..2 ) wenn,G-I und.b-
2

aus dem gleichen Geschlecht

sind, d.h. wenn

(N(~2) 'D) I
= P I pD, P prim

(siehe [4J Kap. 3, §3) .

Seien 18 die Äquivalenzklassen der Ideale in cr unter

der Relation (1). DaDn werden im Folgenden die Flächen

Y(D,J...) auch als ,{(D,S) mit S = NU,) oder als Y(D,'13)

bezeichnet.



Anhang 3

Seien e i : = ( N~:'O) mit Pi".' • .iP
to

den

Primteilern von D. Nach~J ist 8 1 · ... ·e t = 1

und für alle e1, ... ,e t € {-l,+l} mit di~ser

Eigenschaft gibt es einD Ideal .b in 0" mi t

Daher gibt es ztD-l Äquivalenzklassen unter (1).

In den Tabellen im Anhang wird die Vorzeichen

folge der e, mit 0 bezeichnet. B wird hier
l.

immer als die kleinste natürliche Zahl mit

(B,D) = 1 gewählt, die Norm eines Ideals

...&aus einer Äqui valenzklas se Q3 is t.

0.2 Die Flächen Ym(D,B) .

G (O",~ läß t eine maximale di skrete Erwei terung

in (Pl; (IR)) 2, di.e Hurwi tz-Maaß Erw"ei terung Gm (cr',b) zu_

Sei

( 2 )

und

J
Ci , 6 E 0", 6 c R7 1, Y f; ..Q,
o,-ö-S-y = ~»O

y/IW , 6/1W ganz algebraisch.

G (~,~) ist die Gruppe der Matrizen vorn Typ (2) I

m
geteilt durch das Zentrum:

oder

l,d

w= 1,d

falls

fallsund

{ (~ ~) I 0. E: <9-} (siehe 0:4] 3 _1 und[q] § 1 ).

Für einen quadratfreien Teiler w von D sei G (~k)
w

oie von den Matrizen T mit det(T) = werzeugte Er-

weiterung von G(~,~). Es ist:

G
'jj

(o-,-l-) /G (O',~) = 'tzh 2Z

G ( O"';.Q,..) =G ( r;y,lr)
w

Ferner ist G (O",...ß.) = G (O",..e,..)
w

1
Wz

Dabei ist qf(n) der quadratfreie Anteil von n.

G (<>,..8-)
IjJ

Naeh Cf; ]§ 1 ist: Gm (~, t) =wYD
qf(w)=~

=> G (c>,ß)/G(o-,lr) hat die Ordnung 2to -
1

.m
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Gm(O",b)/G(O",.Q,-) operiert auf X (er,1,.) und auch auf

der Kompaktifizierung X(~,b). Zwei Spitzen[m:~ und

[mi :nj' ePl(K) werden genau dann aufeinander abgebil~et,

wenn sie vom gleichen Typ sind, d.h. ~-1~2 und

1r1 ~-2 die gleiche engere Idealklasse in C+

repräsenti eren. Dabei is t ,/Jl.: = mO'" + n..tr 1 und
J-1JJL' =m I 0" + n I .(.r •

Das erzeugende Element von G (cr,.b1/G(O',..t1 wird mit
w

a bezeichnet. a operiert als holamorphe Involution
w w

auf Y (D ,.ß...). Für be li ebige Tei le r w von D wi rd

a w := aqf(w) gesetzt. Falls N(E) = -1 operiert

a frei auf den Zykeln der Spitzenauflösungen.
w

Im Fa~l N(E) = 1 operiert a mit w = N(l+E) als
w

~ixpunktfreie Involution auf den Zykeln der Spitzen-

auflösungen. (siehe [i:zJ Satz 2 )'.

Für beliebige r

Y r (D ,j.) : =

ist

Auch in .diesem Fall gilt wieder Yr(D,b
1

) = Yr(D,~)

wenn 1r1 und ,{;z aus dem gleichen Geschlecht sind.

Daher wird im Folgenden Yr (D,.(,.) auch als Yr (D, B)

mit 8= N(!) bezeichnet.

Weiterhin definiert man:

Y (D,8) := YG (o-,j,-) (D,tr1
w

w
Ym(Q,B) := Y (D,M

Gm (~.f,)

Die von Hirzebruch und Zagier i~ [j. 4J untersuchten

Flächen Y(D) und Y (D) entsprechen in dieser Notation

den Flächen Y(D,~) bZ'N. Y(D,~ mit .t=(~) und tii:O"

mit negativer Norm.

Bemerkunc: Im Folgenden wird t D > 1 und D > 12 voraus

gesetzt. Für 0 = 12 gibt es zwei Geschlechter.

Beide Flächen Y(12,B) sind in {141 als rational

klassifiziert. Nach 3.1 sind deshalb die Flächen

Y (12,B) ebenfalls rational.m
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Kapi tell: Klassi fika tion der Y (D, B) .

1.1 Die Invarianten der Flächen Y(D,B)

Eine Fläche ist im Folgenden immer eine

kompakte,. komplexe Mannigfaltigkeit der komplexen

Dimension 2. Nach ~~2J J [14j und [2 iJ is t Y (D, B) eine

einfach-zusammenhängende algebraische Fläche.

Sei Y := Y(D,B) dann ist wie üblich:

q := dirn HO(y,~y) die Irregularität vony

und b 1 := dim'HI(y,~) die erste Bettizahl.

Da Y einfach-zusammenhängend ist, also IT
1

(Y) ~ {e}.

gilt b 1 = 0 und damit q = b l /2 = O.

Das arithmetische Geschlecht X = I + P I wobei
g

p := dirn H2 (y,cr) = dirn HO(y,n l ) das geometrische
g y

'Geschlecht bezeichnet.

mit i =1,2 die i-te Chern-

cI (Y) bzw. C 2 (Y) auf [~, dem

gegebenen Erzeuger von H4 (y , 2Z L

Sei c. (y) € H2i (y,ZZ)
.l

klasse. cf und c 2 seien

durch die orienti~rung

ausgewertet.

K bezeichnet e.lnen kanonischen Divisor auf Y.

Durch ihn is t ein Element LKJ aus H
2

(Y, ZZ) bestirrunt.

[K] ist Poincare-dual zu -~1(Y). Damit gilt:

ci = K.K und cI(Y)'~J= - K.C für eine irreduzibele Kurve

C"; Y. Fer.ner. ist c 2 = e, die Eulerzahl von Y.

Notation: Für cI' X und K von Y werden auch die

Bezeichnungen cf(Y), x(Y) und Ky benutzt.

Die Noetherformel gibt den Zusammenhang zwischen

X K2 und e an'o,
2 + c 2 K 2cl + e

X = =12 12

X und cl werden im Folgenden bestimmt.
1
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H2
Definition: Eine isolierte Singularität p E /G(o,b)

ist vom Typ (q;Ql,Q2) mit Q,Ql,Q2 ~ E,

(Q,q,) =, 1 für i = 1,2, wenn für geeignete
~

Koordinaten (2 1 ,z2) mit p =(0,0)

GP : = {g E G ( O",.e,.) I g (p) = p }

von (z1,z2) - (;Q1 z1 ,;q2 z2 ), 'für eine

primitive q-te Einheitswurzel ~, erzeugt wird~

Für D > 12 treten in H2/G(O,ln nur isolierte Singularitäten

des Typs (2;1,1), (3; 1,.1) und (3; 1,2) auf. Ihre

Anzahl wird mit a 2 , . a; bzw. a; bezeichnet.

Eine Liste der Singularitäten findet sich in~JS.87-89:

D=1(4) 0=0 (8) 0/4:= 7 (8) 0/4 =3(8)

a
2 h (-4D) 3h (-D) 4h (-D/4) 10h(-D/4)

D/3 =1 ( 3) D/ 3 =1 (3) D/ 3 =2 (3) D/3=2(3)
D,tO (3) 8=1 (3) B= 2 ( 3) B= 1 ( 3) B: 2 (3)

+ 1h (-3D) 4h(-D/3) h(-D/3) 3h(-D/3)a 3

a3 .1.. h (-D/ 3) 4h(-D/3) 3h(-D/3)2h (-3D)
/

(M,N s :IN).< 1 < wmi t ° < w( 3 )

Nun zur Bestimmung der Auflösungskurven der Spitzen

singularitäten.

Nach[~ §3 gehört zu jeder Kurve S der Spitzenauflösungen

eine reduzierte quadratische Irrationalität

M + ID
w = 2. N

Durch diese Zuordnung erhält man alle reduzierten
-1 ,. I

q u adrati s c hen Irra ti 0 ~ a 1 i t ä te n , für cl i e (ZZ'''' + ';2Z • 1 ) =', 2...
im Geschlecht vonk liegt. Nun ist N($) = N, also

gehört eine reduzierte quadratische Irrationalität

genau dann zu einer Kurve S aus der Spitzenauflösung

von Y(D,~) wenn N Norm eines Ideals aus ~ ist.

Bei dieser Zuordnung ko~mt jede reduzierte quadratische

I t ' 1'" 2 t D- 1 1rra ~ona ~tat genau ma vor.
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Für ein solches w gilt:

7

(4 ) M + ID
2·N

> 1 > M - ID
2. N > 0

Diese Bedingung ist äquivalent zu:

N > 0,

Mit k:= M-2N gilt dann:

(5) N >0, k 2
< D, k 2 :D(4N2 ), k + 2N:.:/D..

Daraus folgt: k 2
< D und N2

< D/4

Es gibt also nur endlich viele Zahlenpaare (N,k), die

(5) erfüllen und damit nur endlich viele reduzierte

quadratische Irrationalitäten. Da k 2 und N2 kleiner

als D bzw. D/4 sind, kann man mit endlich vielen

Versuchen alle w mit (3) bestimmen und prtifen~

ob N Norm eines 'Ideals aus ~ ist.

Die reduzierten quadratischen Irrationalitäten sind

in Zykeln angeordnet mit:

b
1

wk = k - w
k

+
1

- b k = Sk.Sk ist dabei die Selbstschnittzahl der

rationalen Kurve Sk der Spitzenauflösung.

Jedem Zyklus w , .•• ,W 1 von reduzierten quadratischeno r-
Irrationalitäten zum Geschlecht ~ entsprechen 2t D- 1

k 1 f ( ) tD-2Zy e n 5, ..• ,5 1 allsN E = -1 bzw. 2 Zykelno r-
S , ••• , S l' 5 , ... , S 1 falls N ( 2 )= + 1 .o r- 0 r-

Seien 5 , .•. ,5 1 1 die Kurven der 5pitzenauflösung.o .-
von Y (D, B), dann ist ( [23J 2. 2 )

2 1 1-1
( 6 ) c 2 = 2VOl(H/G (O",);.) ) - a~ + L ( 2 b

i
)

1 3 3
1=0

2· + .1 .s. + + .§. 1c 2 = vol (H/G (0 ,j...) ) a 2 + 3 a 3
a 3 +2 3

und darni t:

x· =

rn[8Jwird gezeigt, daß G(o-,"&') und G(O"',O"") korrunensurabel

5 i nd • Des haIbis t naeh [1 ~ 1. 5 :
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2
vol (H/G (e,...f,1) = : G ( 0"' )" G ( "', cr

Anhang

In [2J wird gezeigt = 1 .

Damit ist also:

2' 2
v 0 1 (H / G ( O",.ir)) = v 0 1 (H/ G ( 0"', 0')) = 2 r; K ( -:- 1 )

Dabei ist die Zetafunktion des Körpers K

mit 01 (n) = ) d .
din

In [l4J S. 68-69 sind die Invarianten cr und X für

Y(D) und Y_(D) aufgelistet für D s 1500 und c~so~oder x=1.
Wie bereits bemerkt ist Y(D) = Y(D,~) und Y (D)=Y(D, (6.))

mi t ü E 0'" von negati ver Norm. z. B. Cl = ID .

In Tabelle I werden deshalb die Invarianten der Y(D.~)

ausgedruckt, wenn gilt:

1 .) r:t i 13 und ( u) i 03 ,
2.) D ~ 1500

3 .) cr ~ 0 oder x=l •

Das sind alle Y(D,B) die noch nicht in [14], untersucht

wurden und die noch nicht durch ci und X als Flächen

von allgemeinem Typ. klassifiziert sind.

1.2 Die Kurven FN auf Y(D,B)a

Für das Hauptges chlech t 'Nurden a~e Kurven F N in [i ~ § 4

und für allgemeines Geschlecht in[~ untersucht.

Eine schiefhermitsche Matrix

A = ( a/D
-A I

nennt man ~-ganz wenn a,b 2 Q und A E~-l ist.

A heißt primitiv, wenn es keine natürliche Zahl n>1

gibt mit (aln, bin, ;\/n) € 22 2 +1,..-1.

S-H(h,N) sei die Menge der primitiven~-ganzenschief

hermiteschen Matrizen der Determinante N/B.
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FN sei cJ.e Menge der Punkte in X (0',;") cJ.e einen

Repräsentanten (zl /z 2) €H
2 haben der mit Ae:S-H(1.r,N)

aie Gleichung:

Es gilt:

9

(7 ) (~) I: -1
N B

Die Fortsetzung dieser Kurve auf Y(D,~) wird ebenfalls

mit FN bezeichnet.

F
N

geht genau.dann durch eine Spitze, wenn N = NC~l)

Norm eines Ideals 1,1 aus 11 ist. In diesem Fall gibt

es ein k mit 0 s k ~ 1-1 und p,q e: JN, so daß sich

N als

2 2(8) N = P Nk _
1

+ pqM
k

+ q Nk
r1k + ID

schreiben läßt. Dabei ist wk = eine
- 21'1k

reduzierte quaaratische Irrationalität zum Geschlecht~.

Man nennt dann t· von Charakteristik (k\p,q).

Nach [1 JJ 2.3 gibt es lokale Koordinatensys terne (u
k

' vk )

in Uk ' so äaß die offenen Mengen Uk eine Umgebung

der Spitzenauilösungen überdecken. Der Koordinaten

wechsel von (uk,vk ) zu (zl,z2)-Koordinaten geschieht

folgendermaßen:

2TIiZ 1 = Ak _ 1log u k + Aklog v k

2rriz 2 = Ak_1log u k + Aklog v k

Dabei ist ~

Sk ist in Uk durch· vk ::= 0 und in Uk _ 1 ciurch uk:-t 0

yegeben. Die Kurve FN mit N wie in (7) ist in Uk durch;

uq/(p,q) = -vp/(p,q)
k t. k

für eine {p,q)-te primitive Einheitswu=zel ~ gegeben.
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N heißt zulässig, wenn (p,q) = 1 gilt.

Wenn N zulässig und nicht durch d = qf(D) teilba=

ist, hat jede Komponente F von FN H/fO(N) als

nichtsinguläres Modell~ (siehe (i4J 3.3 ).

Dabei ist fO(N) die Klein-Fricke Gruppe 9ie auf

H operiert. (siehe [20J 1.6). Für die Fälle in

denen H/fO(N) rational ist, sind die Anzahl der

Fixpunkte von.ro(N) auf Hund 0, die Anzahl der Spitzen

von H/fO(N) in Tabelle II aufgeführt.

Nach [i iJ 4.3 ist:

Notation: Unter einer (-b) - Kurve wird im Folgenden

~ine glatte rationale Kurve der Selbst

schnittzahl -b verstanden.
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.,-h für Pr'q
l..0 sonst

1.3 Die Ausnahmekurven auf Y(D,B) in den Nebengeschlechterna

Wie schon im Hauptgeschlecht kommen als Ausnahmekurven

die Komponenten der Kurven F I , F 2 , F 3 , F 4 , Fg und

die Auflösungskurven gewisser Quotientensingularitäten,

die diese Kurven schneiden in Frage.

( 7) ist F = 0 <=> ] plD prim . '~Wegen m~ t \ ( = -1.N N·B

Sei N 2 , dann ist für p \ D= q

(~) = (D t ID ) (D \2 . (B~D)f 'lfl =~) da p ;{ BaN·B

\B~D) = -1 für mindestens zwei p und (D(~)r=

(
D \

Also ist ~! = -1 für mindestens ein p
N·S

=> für e- i~ist F l , F 4 , Fg = ~a

(zu den Eigenschaften des Legendre- und Hilbertsymbols

siehe Anhang 1 ).

Nach Korollar 2.11 in L6J haben F 2 und F 3

~ t ID \ 1 tD
( 1°) ITD (1 + I (Pi) ) b zw ."2 TI (

2 i=l \ 28 J i=l
Komponenten.

Jede Komponente von F 2 wird von einer rationalen

(-2) - Kurve. gesch~itten. Für N = 2,3 und Feiner

irreduzibelen Komponente von FN ist c1(Y(D,B))~J'a 1

und das nicht-singuläre Modell von F ist rational.

Wenn X > 1 ist, also Y(D,B) nicht =ational, dann ist

nach Korollar I iz: Ci 1= 4.3 F singulari tä ts frei mi t

Cl (Y (D, B) ) [F] = 1. In diesem Fall ist also jede Komponente

von F 2 und F 3 eine Ausnahmekurve. Es qilt daher:
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Lemma: Auf Y(D,B) mit X > 1 und B "I- 1 können mindestens

(11 )
t n ( 1 ( ( ))) .1.

t n ( 1 + (D(Pi)))l' == IT + + rr
i=l 2.B 2

i=l 3-a
Kurven niedergeblasen werden~

In den in Tabelle I untersuchten

berechnet und zusammen mit c~:

.gedruckt.

1~4 Klassifikation der Y(D,B) ~

Fällen 'NUrde l'

== c 2 + T aus1

In diesem Abschnitt werden alle Y(D,B) klassifiziert,

die noch nicht in den Arbeiten [li] und G41 untersucht

wurden.

Y(D,B) sind einfach-zusammenhängende, reguläre

algebraische Flächen. Sie sind also entweder

( I ) rationa 1 mi t X == 1

oder sie haben ein eindeutig bestimmtes minimales

Modell (ä~h. frei von Ausnahmekurven) , das zu einer

der folgenden Klassen gehört.:

(II)

(III)

( IV)

K3 - Flächen X = 2, ci == 0 )

echt elliptische Flächen (ci == 0 )

Flächen von allgemeinem Typ (cf> 0) .

In der letzten Spalte von Tabelle I wurde cI
für Y(D,B) mit den bekannten Ausnahmekurve nieder

geblasen angegeben. X F 1 in allen Fällen. Deshalb

existiert .ein eindeutig bestimmtes minimales Modell

yO(D,B) von Y(D,B) und es gilt:

ci (y
O (D , B)) ~ c ~ > 0

für Y(85,3) und Y(120,17). Diese Flächen sind also

von allgemeinem Typ_

In den librigen Fällen gilt X ~ 2. Diese Flächen

werden mit Hilfe der Methoden cus ~~ 5.1 klassifiziert.
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Satz 1: (~4] 5.1 ) Sei Y eine einfach-zusammenhängende

algebraische Fläche. Y sei nicht rational. Wenn

Y eine elliptische Konfiguration enthält, dann

ist das minimale Modell yO von Y entweder eine

K3-Fläche oder eine echt elliptische Fläche.

Wenn Y eine solche Konfiguration enthält, die

von einer (-2)-Kurve geschnitten wird, die

nicht da~u gehört, ist y O eine K3-Fläche.

Wenn yO keine K3-Fläche und E eine irreduzibele

Kurve auf Y ist mit cl CE] (:=c 1 (Y)LEj ) :: 0,

dann ist entweder

( 12) I . ) C 1[E] =1 und E ist Ausnahmekurve, oder

2. ) ellE] =0 und E ist (-2)-Kurve,oder

3 • ) c 1LE] =0 und E.E = 0, e (E) = 0.

Eine elliptische Konfiguration ist entweder:

(i) Eine nichtsinguläre Kurve E mit E.E = ° und e(E) = 0,

(ii) Eine rationale Kurve E mit genau einem singulären

Punkt (Spitze oder Doppelpunkt) mit E.E = 0, oder

(lii) Eine der folqenden Konfigurationen von (-2)-Kurven:

D'4Al
1

Ak-1
(Zykel der Länge k~3)

oder als dualer Graph geschrieben:

•

f
• •

EJ.
0

• • • • ! • .']:'1
.... S

•

••••••
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Auf den noch zu klassifizierenden Flächen Y(40,3),

Y(60,7), Y(60,17), Y(6S,2) und Y(10S,2) werden

nun elliptische Konfigurationen angegeben.

Anhang

gekennzeichnet.

Die reduzierten quadratischen Irrationalitäten

Wk=(Mk + 1D)/2Nk werden wie in 1.1 bestimmt und

in Zykeln angeordnet •. b k , Mk , Nk sind in ~abelle III

aufgeführt. Jeder Zyklus in Tabelle III kommt

2t D- 1 mal vor. Mit ~ und N
k

ist nach 1.2 auch das

Schnittverhalten der Modulkurven FN mit den

Kurven der Spitzenauflösung bekannt. Für alle

im Folgenden benutzten Kurven F
N

ist N zulässig,

und aus Tabelle II folgt dann cl[~ ~ 0 für alle

Komponenten F von FN •

Ausnahmekurven sind mit

Auf Y(40,3) hat man folgende Konfiguration:

2 -2 -2

.-. ~ - F
3

Hier und im Folgenden sind Modulkurven und
Kurven der Quotientenauflösungen durch Geraden
und Kurven der Spitzenauflösungen durch ge
krümmte Ku'rven dargestellt . r

Angenorrunen yo (40, 3) . ist keine K3-Fläche, dann gilt

nach Satz 1 entweder:

1.) C 1[F
S
] = 1 und F S ist eine Ausnahmekurve, nach

Niederblasen von F S würden sich 4 Ausnahmekurven

transversal schneiden. Nach Korollar II! in ~~ 4.4

wäre dann Y(40,3) rational im Widerspruch zu X = 2.

2.) FS ist eine (-2)-Kurve. Nach Niederblasen von

F 3 hat man eine elliptische Konfiguration vom Typ

D4 die von einer (-2)-Kurve geschnitten wird.

=> yO(40,3) ist eine K3-Fläche.
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3.) FS.F
S

= 0 und e(FS ) = 0 , also eine elliptische

Konfiguration,die von einer (-2)-Kurve geschnitten

wird. => yO(40,3)ist eine K3-Fläche.

=> yO(40,3) ist eine K3-Fläche.

In den übrigen Fällen gilt X > 2, also ist

yO(D,B) keine K3-Fläche. In diesen Fällen wird

nur noch die elliptische Konfiguration angegeben.

Das die benutzten Komponenten der FN tatsächlich

(-2)-Kurven sind,folgt dann aus Satz 1 analog

zu Y(40,3).

Y(6S, 2):

-2
- ....-----~---F 7

--~----~--- F8

Diese Konfiguration
kommt 2 mal vor.

=> yO(65,2) ist echt elliptisch.

Y (105, 2) :

y Diese Konfiguration
kommt 4 mal vor.

=> yO(lOS,2) ist echt elliptisch.

Y (60, 7) : Diese Konfiguration
korrunt 4 mal vor.

~ c-:-
--~~---,"""'"----- F7

=> yO(60,7) ist echt elliptisch.

Y (60, 17) :

Diese Konfiguration
korrrn t 2 mal vo r .-2-2-2-2

-+-----1f--------r---I----- F 5

=> yO(60,17) ist echt elliptisch.
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Beweis: C[ .:l
X = - +12 12

Nach 1 .1 ist c 2

Damit sind alle Y(D,B) für 0 $ 1500 klassifiziert.

Man muß nun noch zeigen, daß Y(D,B) vom allgemeinen

Typ ist für D > 1500. In Kapitel 4 wird bewiesen,

daß Y (D,B) vom allgemeinen Typ ist für D > 1500.
m

Daraus folgt dann die Behauptung für Y(D,B).

(siehe dazu auch 3. 1 )"e

Wie in [14] 4. 2 zeigt man:

Lemma: X(Y(D,B)) > 3 für D > 350 unä ci (Y(D,B)) > 0 .

> vol(H 2/G(0",b1) = vol(H 2/G(0',0"'))

= 2 e .; K (- 1 ) > D3/ 2/ 1 80 (LI 4J 4 e 2 ) .

Damit ist X > Cr/12 + 0
3

/ 2/2160

Aus D3/ 2/2160 > 3 für D > 350 folgt dann die

Behauptunge

Mit den Ergebnissen von [i 4] gilt dann:

Satz 2: Die Flächen Y(D,B) sind rational <=>

Ihr minimales Modell yO(D,B) ist:

x = 1

K3-Fläche

echt elliptisch

von allgemeinem Typ

<=> X = 2

<=> X = 3 oder X = 4 und (D,B)EA

<=> X > 3 und (D,8) i A .

Dabe"i ist A : = {( 85 , 1), (105, 2) , (140, 1), (165, I)} .

Bemerkung: Die 4 Ausnahmen i~ A werden in Kapitel 4

noch einmal in einem anderen Zusammenhang

auftauchen. Es sind genau die Flächen Y(D,B)
I

deren minimales Modell echt elliptisch

ist, uno auf denen es eine fixpunktfreie

Involution gibt.
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Kapitel 2: Spurformel für

2.1 Die Fixpunkte der a
w

a* auf HO(Y(O,B) ,al).w------ _

17

Die Fixpunktmenge der a auf Y(D,B) besteht aus
w

isolierten Punkten, (-2) und (-3) -Kurven ..?ulzahl

und Typ der Fixpunktmengen wird in~Jbeschrieben.

Sei a~eu(w}' die Anzahl der Äquival~nzklassen der

Fixpunkte von G (O',.t) auf H2" die keine Fixpunkte
w

von G (qß1 sind. Sei D (-d) die Diskriminante des

imaginär-quadratischen Zahlenkörpers Q(/-d},

dann ist nach [6] 5.90 -96:

a~eu(w) = gw (D) ·h(D(-w)} ·h(D(-w})

mit w:= qf(D/w} und 9 (0) aus der folgenden Tabelle:
w

Bedingung Zusatz- Bedingung 9 (O)
bedingung; D

wan w : an :

w - 3 (4) w - 7 (8) - 4

w,w ;I; 3 w - 3 (8) D - 5 (8) 4
D - o (4) 10
D :'1(4} 16

IJJ = 3 - D - 1 (8) 5
D - 5 (8) 1
D - 0(4) 3

w - 1 ( 4) - D - 1 ( 4) 1
D - o (8) 3

w - 2 ( 4) - D - 4 (8) 1

und 9 (D) = g_(D).w IJJ

Nach Satz 4. 1'1 in [6J operiert Ci. frei auf den
w

Quotientensingularitäten von H2/G(v,Qry falls

w,w ~ 2,3 und 0 > 12 gilt.

Für w = 2 hat H2/G(cr,t1 Singularitäten vom Tyo
tu ~

(4;1,1) oder (4;1,3). Ihre Anzahl wird mit a~ bzw.

a4 bezeichnet. Im ersten Fall läßt u
2

auf Y(D,B).

eine (-2)-Kurve der Auflösung punktweise fest, im

zweiten Fall hat 02 zwei isolierte Fixpunkte darauf.
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Nach~Jergibt sich die folgende Tabelle:

Anhang

Bedingung Zusatz- Bedingung
+an D : bedingung: an B : a
4 a 4

D - 0(8) - - h(-D)/2 h(-D)/'2

D - 4 (8) D/4 - 7(8} B - 1 ( 4) 2h(-Q/4} 0
B - 3 ( 4) 0 2h(-D/4)

D/4 - 3 (8) B - 1(4} h(-D/4) 3h (-D/4)
B - 3 ( 4) 3h(-D/4} h(-D/4}

FUr w = 3 hat H2/G(~,b) Quotientensingularitäten
w

vom Typ·.(6;1,1) oder (6;1,5). Ihre Anzahl wird mit
+a 6 bzw. a 6 bezeichnet. Im ersten Fall läßt a

3
eine

(-3)-Kurve fest, im zweiten Fall hat a 3 drei

isolierte Fixpunkte auf den Auflösungskurven einer

Quotientensingularität vom Typ (3; 1,2) :

Nach [6J ist ihre Anzahl

Bedingung Bedingung
+an D : an B . a
6

a
6.

D/3 - 1 ( 3) B - 1 ( 3) 0 h(-D/3)
8 - 2 ( 3) h(-D/3) 0

D/3 - 2 ( 3) B - 1 ( 3) h(-D/3) 0
8 :: . 2 ( 3 ) 0 h (-D/ 3)

+ a4(w) ,
+ und aE:(w)Im Folgenden 1,.,ird auch a

4
(\l.l) , a 6 (w)

benutzt, dabei ist:

+ +
a~(w)a 4(w) : = a 4 für w , W = 2 und . - 0 sonst,

+ + +
a6(~) := a 6 für w ,w = 3 und a 6(w) .- 0 sonst .

Dann hat Cl auf Y(D,B) für D "7 12 die Fixpunktmenge:
w

an
2
eu (w) .,...' 2 - () 3 - ( )a

4
w + a

6
w isolierte Fixpunkte,

(-2) -Kurven,

(-3)-Kurven.



Anhang 19

2.2 Die Spurformel für

In diesem Abschnitt wird die Spur der linearen

Abbildung: ..
a

w

untersucht. Die wichtigste Referenz für diesen

Abschnitt ist die Arbeit von Hirzebruch ~~.

Damit wird dann P
g

(Y r (D, B)) : = dirn HO (Y r (D, B),~2

. berechnet.

Dazu wird zunächst eine allgemeinere Situation

betrachtet:

Sei Y eine kompakte, komplexe Mannigfaltigkeit

der Dimension n. Sei g eine holomophe Abbildung

auf Y von endlicher Ordnung, d.h. es gibt eine

natürliche Zahl d mit gd = idly . Dabei ist

gd die d-fache Iteration von d.

rE r seien die Differentialformen auf Y mitp,
lokaler Gestalt:

Nach ~i §8 erhält man einen elliptischen Komplex:

(13 ) o ä ä...,. fE ...,.
o,r fE l ,r

ä ""E• •• - 1 n,r
ä
~ 0

Man definiert Ker ( ä

Auf den Begriff des elliptischen Komplexes soll hier

nicht näher eingegangen werde. Er ist z.8. in ~~ §6

definiert. Wichtig ist in diesem Zusammenhang nur, daß

für einen elliptischen Komplex (13) Hi(y,r) ein

endlichdimensionaler komplexer Vektorraurn ist.
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Durch g wird eine C-lineare Abbildung

~ ig : H (y, r)

induziert. Da Hi(Y,r) ein endlichdimensionaler

Fix (g) . wird von
J

Atiyah und Bott eine komplexe Zahl v(Fix(g) j)

zugeordnet. Damit gilt:

komplexer Vektorraum ist, macht es Sinn von der

Spur der linearen Abbildung g~ auf Hi(Y,r) zu sprechen.

Da Y kompakt ist, hat Fix(g), die Fixpunktmenge von

g, endlich viele Zusammenhangskomponenten Fix(g) j

mi t l.s. j ~ k • Da g endliche Ordnung hat, läßt sich

in einer Umgebung eines Fixpunktes ein geeignetes

Koordinatensystem wählen, so daß g linear operiert.

Fix (g) . ist daher eine kompakte, komplexe Unter-
J

mannigfaltigkeit.

Jeder Zusammenhangskomponente

n . ~I
( 14 ) L (-1 ) ~ spur g Hi (Y , r)

i=O

k
= L \) (Fix (g) j)

j=l

Für F = Fix(g) j ist v(F) wie folgt definiert:

Sei y f; F, dann hat gl (y) T ...... TEigenwerte lJ,
y Y

die alle d-te Einheitswurzeln sind. Sie treten mit

einer Vielfachheit n auf, die nicht von der Wahl
~

von y f; F abhängt. Für alle d-ten Einheitswurzeln ~

ist so ein Vektorraumbündel E über F definiert,
~

dessen Fasern E gerade die Eigenräume vonu,y .
gl (y) zum Eigenwert ~ sind. EI ist das komplexe

Tangentialbündel zu F.
i +- TSei ch(~ E ) € H (F,~) der Chernsche Charakter der

IJ
i-ten äußeren Potenz des dualen Bündels von E

~

(siehe [iq §10 ).

(15) .- IIJ(_\J)i ch(l\i E*)
i=O IJ

Sei weiterhin td(F)~H+(F,~) die totale Toddsche
?

Klasse von F und Cl € H-(F,C) die l-te Chernklasse

von Y eingeschränkt auf F.



Anhang

Nach U. 2J § 11 ist mi t diesen Bezeichnungen:

21

r. 1 ~-
(16) v (F) = (det gl (y)) (exp(-rc l ) td(F) TI ch(A (E-1E))) LFJ

\1rfl -\1 \1

Sei nun Y eine Fläche, dann ist F ={y} mit einem .

isolierten Fixpunkt y oder F ist eine irreduzibele

Kurve. Im ersten Fall ist \) {F) schon in [i2]

berechnet worden. Es ist

(det Cl (y)) r
( 17) v ( {y }) = det (1 _ g I (y) )

Für eine irreduzibele Kurve Fist n l = 1 und n~ = 1

für eine d-te Einheitswurzel u. E ist in diesem. \1

Fall das Normalenbündel v F von F in Y.

Nach [1q1 § 10 ist:

ch(A (E~» += 1 - ~ exp ( Cl (v F) )
-lJ lJ ...= 1 - \..1 (1 + Cl (')F»

* + -c1(u F )= 1 - J.l -~C1(vF) , C1(u F ) =
1 1 ( 1 ~=> ch(A (E+)l= - ~ Cl (v F )1-u
-IJ ~

td(F)

Damit ist (16)

= 1 + .12

v (F)

Es gil t:

r= u

Cl (F) [F] = e(F) (Gauß - Bonnet Formel)

Cl ( v F) [F] = F. F ( ~ g] Th. 4. 8 . 1. )

elLr] = - K.F = F.F + e(F) (.~.djunktions-formel)

und

(19 ) I) (F)
ru= 1-u ( c 1 CF1( 1- r ) - F. F .(~ +
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Damit gilt:

Anhang

Lemma: Sei g eine holomorphe Abbildung der Ordnung

d auf einer Fläche Y. Feine irreduzibele

Fixkurve von g und y E F. Sei ~:= det gl (y)

und cl die I-te Chernklasse von Y" dann ist

Die hier untersuchten Abbildungen a haben die
w

Ordnung 2. Da dirn HO(Y(D,B) ,0 2 ) = dirn HO(Y(D,B) ,1)

(Dolbeault-Dualität wird hier der Fall r = 1

untersucht.

Für einen isolierten Fixpunkt y gilt dann

(-1 0)g I (y) = o -1

bezüglich einer geeigneten Basis und damit nach (17)

'J ({y}) = 1.
4 ·

Für eine irreduzibele Fixkurve Fist u = -1 und damit

v (F) = ~ c llF1
Damit ist die rechte Seite von (14)

(20)
k •
'} v (Fix (a ) .) =

j;1 w J

Nun zur linken Seite von (14). Sei Y .- Y(D,B)

und r :=1 wie oben.

(Def . )
:: Hi (Y,i1 2 )

(Dolbeaul t)
2C H 2- i (y , ~) *

(Serre)

für i=O,1,2

Dann ist 1 H1 (y, 0-) + da =:egulär: Cf (Y, 1) := = 0 y

H2 (y,l) ::t HO (Y, 0'") + :: C da y kompakt,

HO (Y , 1) HO(Y,u 2 )
zusammenhängend

::.
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.[ 0Daraus folgt: Spur a 1 =
'.u H (Y,1)

Spur
...

1O,wIH 2 (Y,1) =

Spur * Spur a:\HO(y,n 2 )C1 W IHo (Y, 1) =

Mit (20) und (14) folgt

23

Lerrnna: Sei Y := Y(D,B) und a e: G (o,~)/G(o,.&-) dann ist:w m

( 21 ) S '* \ 1. ( ne u ( ) . 2 - () 3 - () + ( )) 1pur (l' w HO (Y , n2) = 4 a 2 w .,.. a 4 w + a 6 w - a 6 w -

2.3 X(Yr(D,B)) für G(O",lr) 5r of.Gm (o,..ß1

Mit Hilfe der Spurforrnel aus 2.1 wird nun

Pg(Yr(D,B)) = dirn HO(Yr(D,B) ,a 2 ) bestimmt.

Sei r eine diskrete Erweiterung der Hilbertschen

Modulgruppe. Y~ sei Y(D,B) in den isolierten Fix

punkten von r /G (cr,M aufgeblasen. Dann is t

f: y. 't/ r = Yr (D, B) =: Yr

eine verzweigte Uberlagerung der Ordnung Ir /G (0 ,fr) I.
In einer Umgebung eines jeden Punktes Zo ist

bezüglich lokaler Koordinatensysteme um Zo und

f(zo) durch det f' (z) = 0 der Verzweigungsdivisor

Df gegeben. Da jedes 0w die Ordnung 2 hat, und

verschiedene C1 keine gemeinsamen Fixpunkte haben,
w

haben alle Punkte Z E Df die Verzweigungsordnung 2.

Lemma: Sei Y, Y~ und r wie oben. Sei HO(Y+,Q2) r der

Raum der unter r invarianten,holomorphen
;jE-

2 - Formen auf Y , dann ist:

Ho (y:r , (""J 2 ) r -::: 0 (y ? )
H H r,n-

Beweis: f liefert einen Monomorphismus

~ 0 ( 2)f : H yr,r.

Es bleibt zu zeigen, daß f~ surjektiv ist.
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Sei n € HO(y ~/~2)r. Für jeden Punkt z' € y*/rwird nun

in einer Umgebung U t von z I eine holomorphe 2-Form ii U I

definiert mit f~(n\UI) = nlf -i(U 1 )

Für Zl .i f(D
f

) wird ein zef-I(zl) gewählt und isomorphe

Umgebungen U1 und U um z' bzw. z. Dann ist

Da n invariant ist unter r, ist die Definition von ii

unabhängig von der Auswahl des Punktes z e: f- i
(z I) •

Für z I s' f (D f ) sei wieder z e f- I (z I ).1 dann gibt es

eine Umgebung U' von z' mit lokalen Koordinaten (u',v l
)

und eine Umgebung U von z mit lokalen Koordinaten (u,v) 1

50 daß r /Gin U al5(u / v) ~ (-u/v) operiert und diez
Uberlagerungsabbildung f durch f: (u,v) ~ (u 2 / v)

gegeben ist. Sei n in lokaler Darstellung:

n(u/v) = h(u,v) dUAdv

Da n (u, v) = g*'( n) (u 1 v) = -h (-u, v) du"dv mi t gt: rz/G (O',ß.) ,

ist h(u,v) = U.h 1 (u 2 ,V) für eine holomorphe Funktion h
1

.

Damit erfüllt

die Bedingung. Auch in diesem Fall ist die Definition

unabhängig von der Auswahl von z e: f-i (z I ) ~

Dadurch ist eine globale holomorphe 2 - Form n
definiert, denn im ersten Fall läßt sich f

a15 f ( u , v) =(u , v) =(u i ' vi) 5 c h r eiben, im zwei ten· . 

Fall als f(u,v)=(u 2 ,v)=(u2,v2) . Damit ist der

Koordinatenwechsel von (ui,vi) zu (u 2,v2) gerade

(Ui 2 ,V1) "= (u2,v2). Und ~ transformiert sich

entsprechend.
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Die Dimension von HO(Y,n 2)f läßt sich mit Hilfe der

Spurformel (21) bestinunen... Nach einem Theorem aus

~5J 1 .. 4 ist:

25

Dabei ist G: =G (o,.e4 und
. 0 +

Und es gilt H (Y ,n 2 ) ~

1 '* IIr/GI L Spur a w HO (y,n 2 )

a Er/G
w

+Spur id = dirn HO(y,n 2 ) =

HO (Y , Q 2) ..

p .
g

Mit (21) gilt dann also:

Satz3: Sei G(o,.ß.) ~ r ~ G (o,!) dann ist mit G:=G(O",b):m

und

Eine ähnliche Formel wie in Satz 3 kann man auch

für ci(Yr(D,B» herleiten .. Sei y* wie in 2.3 . Da sich

ci von Y(D,B) b~im Aufblasen in einern Punkt um 1 ver

ringert gilt:

() 2(~) 2( \ neu - -22 cl Y = cl Y) - L a 2 (w)+2a 4 (w)+3a6 (w)
a Er/G
aUJFiä

w

Nach der Noetherformel ist:

(23)
ci (y*) =

ct(Y r ) =

12X (y"')

12x('1r) e (Y .,)
1

Da jeder Verzweigungspunkt die Verzweigungsordnung 2

hat, ist mit n := jr/G I
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Mit (23) und Satz 3 ist dann:

Aus (22) folgt dann:

Lemma: Mit den Voraussetzungen von Satz 3 ist:

(24)

In Tabelle IV sind die Invarianten von Y (D/B) mitm
Hilfe von Satz 3 u~d (24) berechnet worden. Und zwar

für D.$.lSOO I c~..:s. 0 oder X=' 1 .

Dabei ist:
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2.5 Die Kurven FN auf Ym(D,B).

In [2J und [3J werden die Invarianten der Modulkurven

F auf Y (D/B) bestimmt. Eine Auswahl dieser KurvenN m
ist für cl (Ym (D, B)) lFNl:::. 1 in Tabelle V, 1 und für

cl (Ym (D, B) ) [FNl2: -1 in Tabelle V, 2 wiedergegeben.

Die -spalten 2~5 geben die Bedingungen an, die

erfüllt sein mü?sen, damit FN von dem angegebenen

Typ ist. Spalte 3 enthält unter cr die Vorzeichen von

(N'~:J für Pi !(D,Nl prim mit Pl< ... <Pk ·

In Tabelle V,l bedeutet ~ die Anzahl der Kurven,

die nacheinander niede~geblasen werden können,

wenn die Komponenten der FN Ausnahmekurven sind.

Das ist z.B. der Fall, wenn X ~ 1 ist.

In Tabelle IV bedeutet ~ die Gesamtzahl der Kurven,

die auf diese Weise auf Ym(D,B) niedergeblasen

werden können. Damit ergibt sich äie Abschätzung

In Tabelle IV wird Cr(Ym(D,B)) unter Cl und

Cr(Ym(D,B)) + ~ unter C10 aufgeführt.

Bemerkung: Bis auf Ym(57,2) gilt in allen Fällen

CIO ~ O. Auf Y (57,2) wird nach Nieder-
m

blasen der T bekannten Ausnahmekurven

eine Kurve der Spitzenauflösung zur Aus

nahmekurve und kann ebenfalls nieder

geblasen werden.

27
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Kapitel 3: Klassifikation der Yr(D,B) für G(o,.?1<rs.G
m

(o,bt.

3.1 Die Kodaira-Dimension der Yr(D,B).

Sei y*,wie in dem vorangegangenen Kapitel, die

Fläche Y(D,B) in den isolierten Fixpunkten von r/G

aufgeblasen. f sei die Ir/G I - fache, verzweigte

Uberlagerung:

f ~ Yr(D,B)

Nach~Jist Y(D,B) einfach-zusammenhängend und

alle a c r/G operieren mit Fixpunkten auf Y(D,B}
w

(siehe 2.1). Nach dem folgenden Satz aus Li] is t dann

Yr(D,B) ebenfalls einfach-zus~~nhängend.

Satz 4 (Armstrong):

Sei G eine Gruppe von Homöomorphismen, die"
diskontinuierlich auf einem weg-zusammen
hängenden, einfach-zus~enhängenden, lokal
kompakten, metrischen Raum X operiert. Sei
H der Normalteiler von G, der von den Elementen
aus G erzeugt wird, die Fixpunkte auf X haben.
Dann ist die Fundamentalgruppe von X/G
isomorph zu G/H.

Damit sind die Flächen Yr(D,B) einfach-zusammenhängende,

reguläre, algebraische Flächen.

Sei D ~ Y ein Divisor auf einer algebraischen Fläche Y.

Dann ist nach [22J die D-Dimension auf Y wie folgt definiert:

-1 falls dirn HO(Y,O'(mD)) = 0 für alle m.

0 falls dirn H
O (Y , 0'( mD) ) beschränkt ist aber ~(D,Y);e-1"

K(D, Y) :=
falls dirn ° beschränkt ist aber ~(D,Y)~ 0"1 H (Y, O"(mD) ) /m

2 falls dirn HO(Y,e(mD»/m unbeschränkt ist.

Insbesondere ist die Kodai=a-Dirnension

K (Y) : = K (Ky , Y)

Aus [22J Satz 5,,13 und 6.10 folgt:
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Satz 5: (Ueno)

Sei f: V + Weine surjektive, holomorphe Abbildung

algebraischer Flächen, -dann gil t:

für einen Divisor ~W
~(25) K(f D,V) = K(D,W} ,

und für die Kodaira-Dimension:

undK(V) f!. K(W)

K (V) =K (W)

(26)

falls funverzweigt oder
Niederblasen einer Ausnahme
kurve ist.

Nach der Klassifikation von Kodaira-Enriques gilt

für eine einfach-zusammenhängende, algebraische Fläche Y:

K (Y) = -1 <=> y ist rational,

K(Y) = 0 <=> y o ist eine K3-Fläche,
(27)

K(Y) = 1 <=> y o ist eine echt elliptische Fläche,

K (Y) = 2 <=> yo ist von allgemeinem Typ.

In Tabelle IV wurde in der 6. Spalte der Typ der

Flächen Y(D,B) bzw. yO(D,B)a aufgeführt. Einen großen

Teil der Flächen Y (D.B) kann man nach (27), (26) und 1.4m
mit den schon bekannten Informationen aus Tabelle IV

klassifizieren:

2
1. ) X ? 1 und c 1 + T > 0

2.) Y(D,B) rational

3.) yO(D,B) echt elliptisch
und X i3·

4.) yO(D,B) K3-Fläche

=> Ym(D,B) von allgemeinem Typ

=> Ym(D,B} rational

=> Y~ (D,S) echt elliptisch

~> ~m (.D, B) rational <=>x=l

iyo(D,B) K3-Fläche<=>x=2
....... m

x und ci beziehen sich dabei auf Ym{D,B}.

Die Flächen, die auf diese Weise klassifiziert werden

können sind in Tabelle IV durch * gekennzeichnet.

'Im Fall 1.)-3.) sind alle Zwischenflächen vom gleichen

Typ, im Fall 4.) ist der Typ der Zwischenflächen durch

x eindeutig festgelegt.
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Sei r := G (cr,b), dann ist die Uberlagerungsabbildung
w

f : yT(D,B) y (D,B)
w

•entlang der Fixkurven von a auf Y (D,B) verzweigt.
w

Wenn Cl
w
~ Cl 2' Cl) ist, sind alle irreduzibelen Komponenten

der Fixkurven von Cl Ausnahmekurven, d.h. a. hatw ' w
auf Y(D,B} nur isolierte Fixpunkte. Das Gleiche ist

der Fall, wenn

Cl W = Cl 2 und D/4 :: 7 (8) und B - 3 ( 4)

oder CI. w = Cl) und D/3 - 1 (3) und B - 1 ())

oder D/3 - 2(3) und B - 2(3) (si ehe 2. 1) ,

Das folgende Lemma zeigt, daß Y (D,E) in diesen
cu

Fällen vom gleichen Typ ist wie Y(D,B) .

'Lemma: Sei a:Y + Y eine holamorphe Involution auf einer

algebraischen Fläche. Wenn die Fixp~nktmenge von

Cl nur aus, Aus-nahmekurven besteht, dann ist

(28) K(Y/').) = K(Y)

Beweis: Sei KX ein kanonischer Divisor auf X := Y/Cl und

f: Y X

=>

die Uberlagerungsabbildung. Dann ist

ein kanonischer Divisor auf Y. Da Df die Fix

punktmenge einer holomorphen Involution ist,

schneiden sich die irreduzibelen Komponenten

von Df nicht und können daher unabhängig

voneinander niedergeblasen werden. Sei

Niederblasen von Df - Dann gibt es einen kanonischen

Divisor Ky ' auf Y' mit

+
K y = E (Ky ') + D f

*' +s (Ky I) = f (K
X

)
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Nach Satz"S ist dann
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= K(X)

. Q.E.D.

Aus (27) folgt dann, daß Y(D,B) und Y (D,B) vom gleichen
w

Typ sind.

In Tabelle VI sind für die Fälle, in denen die

Flächen Y (D,B) nicht schon mit den Informationenm
aus Tabelle IV zu klassifizieren sind, a~eu , a: '

a 4, a~, und a6 für wlD aufgelistet. Die Fälle,

in denen a~(w)' = a~(w) = 0 gilt, sind durch.

gekennzeichnet. In diesen Fällen sind Y(D~B) und

Y (D,E) vom gleichen Typ.
w

Für Y(65,1) , Y(65,2) und Y(77 , 1) ist r = Gm (o-,Jr)w
für :.u = 5 bzw. w = 7 . In den letzten beiden

Spalten von Tabelle VI sind

SI Spur *' 1 und:= a. +w

52 + + )- aufgeführt..- -(2a 4 (w) + 5a 6 (w).-

In den drei oben erwähnten Fällen ist X = X(Y(D,~)) + 81 = 2.

Y~D,B) und damit yO(D,B) sind in allen drei Fällenm
echt ellipt~sch.

Bemerkung: Im Gegensatz zu den Flächen Y(D,B), für die

X = 2 genau dann. wenn yO(D,B) eine K3-Fläche ist,

gibt es also unter den Flächen yO(D,B) echtm
elliptische Flächen mit X = 2.

Die Frage ist nun, ob diese Flächen Homotopie

K3-Flächen sind, d.h. von gleichem orientierten

Homotopie-Typ einer K3-Fläche sind. (Alle

K3-Flächen gehören dem gleichen orientierten

Homotopie-Typ an.)
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In ~~ wird gezeigt, daß jede Homotopie-K3-Fläche

entweder eine K3-Fläche ist oder eine reguläre

echt elliptische Fläche mit X = 2. Nach Lemma 1

in [16J is t cl (Y) CF] =0 (2) für alle irreduz ibelen

Kurven auf einer Homotopie-K3-Fläche Y.

Damit kann man beweisen, daß die hier vorliegenden

Flächen keine Homotopie-K3-Flächen sind, denn es

ist:

auf yq (65, 1) ist 0
LF10J -1cl (Ym) =m

auf yO(65,2) ist cl (Y~) lF 11 ] = -1

auf Y~(77,l) ist cl (Y~) fF 13 J = -1m

(siehe Tabelle V,2 , die FN schneiden keine

der Ausnahmekurven.)
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3.2 Klassifikation durch elliptische Konfigurationen.

Nach Tabelle VI und den Ergebnissen von 3.1 sind noch

folgende Flächen zu klassifizieren:

33

Y (5 6 , 5), Y
m

( 7 6 , 3), Y ( 9 3 , 11), Y ( 10 4 , 1) I Y (1 2 4, 1) I Ym ( 21 3 , 1 )m m m m

roi t X ~ "3 und t n = 2

Ym(60,7), Ym(60,17) mit X = 2 und t D = 3

Ym(120,17), Ym (156,5. ), Ym(156,1), Y
m

(168, 1) mitx~3 und t D = 3.

In den Fällen mit t D =' 3 müssen noch die Zwischenflächen

klassifiziert werden.

Diese Flächen werden mit den Methoden aus Satz 1

klassifiziert, d.h. es werden elliptische Konfigurationen

auf diesen Flächen gesucht. Dafür benötigt man die folgenden

Informationen:

1. Die Zyklen der Spitzenauflösungen. Sie sind in

Tabelle III angegeben. In allen hier untersuchten

Flächen hat Ym(D,B) nur einen Spitzenzyklus.

2. ::ine Abschätzung von c 1 (Y (D,B)) [FNJ. Eine

solche Abschätzung ist inL2J und GJ gegeben. Für

die hier benutzten-Kurven FN ist sie in Tabe*~e V

angegeben. Die Bezeichnung: 'tFN ist vom Typ (0; NI, N2) 11 .

bezieht sich auf Tabelle V.

3. Das Schnittverhalten der FN: es läßt sich aus dem

Schni ttverhal ten der T
N

nach [6J 4 . 4 bestimmen.

TN: = L F NI n 2 •

n2.jN

Notation: "Nach Niederblasen von n XFN, (-2) I (-3t bedeutet,

daß die Kurve FN n Komponenten hat, die alle

Ausnahmekurven sind. Jede dieser Komponenten

wird von.je einer (-2)- und (-3)-Kurve der

Auflösung der Quotientensingularitäten ge

schnitten und alle diese Kurven werden nach

einander nierdergeblasen.
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Auf Ym(56,5), Ym(76,3) und Ym(104,1) ist F IO vom

Typ (+;5,1). F10 hat nach Tabelle V,2 eine Ko~ponente

und es gil t cl (Ym (D, B) )[F 1J ~O. Die Bestimmung der

Zykeln der Spitzenauflösung ist in diesen Fällen

nicht notwendig, denn nach [i4ls. 4 gibt es eine

Konfiguration des folgenden Typs auf Yrn(D~B) :

F(D_b 2 )/4

Ibl.$ ID- 2 , b:: 0 ( 2) •

. "
,- 2 , - 2

..
-2

Es ist (56-16)/4 = (76-36)/4 = (104-64)/4 = 10 und

X ~ 3 in allen Fällen.

=> In allen drei Fällen ist yO(D,B) eine echt elliptische
m

Fläche.

Auf Y (93-,11) bilden die Kurven der Spitzenauflösungm
nach Niederblasen von F 3 , (-2) und F12 eine elliptische

Konfiguration vom Typ ~. X = 3

=> Y~(93,11) ist echt elliptisch.

Auf Y (213,1) und Y (141,1) ist F 24 vom Typ (-;1,8)m . m
und F 27 vom Typ (+;9,1). In diesen Fällen hat man nach

Niederblasen von F3 , (-2) und F
12

die folgende

elliptische Konfiguration:

-2 -2

-2

.
••0- 2 +- nur -"", - 2
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~> yO(141,1) ist eine K3-Fläche.
m

x(Y (213,1)=3 ~> yO(213,1) ist eine echt elliptischem m
Fläche.

Auf Ym(44,7) bilden nach Niederblasen von F 2 , (-2)

und Fa die Kurven 5
0

, ••• ,5 5 eine elliptische Kon

figuration vom Typ AS. F7 ist vom Typ ( ;7,1) und

schneidet diese Konfiguration.

=> y O (44,7) ist eine K3-Fläche.
m

Auf Ym(124,1) ist F10 vom Typ (+;5,1) und Fg
vom Typ ( ;9,1). Es existiert eine elliptische

Konfiguration vom Typ AS bestehend aus:

F10,52,53,Fg,55,56 · X = 3
=> yO(124,1) ist echt elliptisch.

m

Auf Ym(57,2) bilden F S,5 2 , ... ,5 7 eine elliptische

Konfi~uration vom Typ A6. F 8 ist vom Typ ( ;S,1).

Nach Niederblasen von F 2 , (-2) ,F 3 , (-2) und So wird

diese Konfiguration von den (-2)-Kurven SI und 58

geschnitten.

=> yO(57,2) ist eine K3-Fläche.
m

Auf Ym(92,l) ist Fgvom Typ ( ;1,9), F12 vom

Typ (-;1,.3) und F32 vom Typ (+;8:1). Diese Kurven

bilden die folgende Konfiguration:

-2 -2

=> Y~(92,1) ist eine K3-Fläche.
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Nun zu den Fällen mit t
D

=3. In diesen Fällen gibt

es zwischen Y(D,B) und Yrn(D,B) jeweils 3 Zwischen

flächen.

yO(60,7) ist echt elliptisch, nach dem Lemma in

3.1 und Tabelle VI sind Y~(60,7) und Y~(60,7)

ebenfalls echt elliptis eh.

X(Y3(60,7»=2 und ct(Y3(60,7))~-6. a 3 operiert

frei auf den Spitzen und auf den Komponenten von

F7 · F7 hat zwei Komponenten auf Y3(60,7) die

alle (-2)-Kurven sind. Nach Niederblasen von

2 X F3 , (-2) hat man die folgende Konfiguration

auf Y 3 (60, 7) :

o
=> Y3 (60,7) ist eine K3-Fläche.

=> yO(60,7) ist eine K3-Fläche.m ( X = 2 )

yO(60,17) ist eine echt elliptische Fläche,

nach Tabelle VI ist deshalb auch Y~(60,17) und·

Y~(60,17) echt elliptisch.

u 2 operiert frei auf den beiden elliptischen

Konfigurationen vom Typ D4 die in 1.4 benutzt

wurden. Nach Niederblasen von 2 x F 2 , (-2) und 2 x Fa
ergibt sich die folgende KonfiguratioA von (-2)-Kurven:

-2 2 -2 -2

o
~ Y2(60,17) ist eine K3-Fläche.

~ yO(60,17) ist eine K3-Fläche.m ( ;( = 2 )
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Y(120,17) ist vom allgemeinen Typ. Nach Tabelle

VI ist Y6 (120,17) ebenfalls vom allgemeinen Typ.

ci(Y2(120,17))=-3 und CI(Y 3 (120,17))= -6.

Ausnahrnekurven auf Y(120,17) sind 2 x F 2 , (-2) und 2 X F3 :

Darauf operieren:

auf ~2 trivial frei

auf F 3 frei trivial .

Damit können auf Y2(120,7),2 x F 2 , (-2) und F3 also

5 Kurven, auf Y3(120,l7) ~2' (-2) und 2 x F 3 , (-2) also 6 Kurven

niedergeblasen werden.

Damit ist ci(Y~(120,17)) a 2 und cf(Y~(120,17)) ~ o.
=> Y2 (120,17) ist von allgemeinem Typ.

Auf Y(120,17) ist F 12 eine rationale Kurve von Charakteristik

(110, 2).. Nach ~~ (34) in 4.5 ist cl (y) [F I2]?: cl (12) + 2 = o.

a3 hat 2 isolierte Fixpunkte auf F12 . Damit ist

Cl (y 3 (120, 17) ) [F 12J~ 0 (s iehe [1 ~ 5 • 1). Darni t liegt

auf Y3 (120,17) nach Niederblasen von 2 X F 3 , (-2) die

folgende elliptische Konfiguration vor:

-2-2

~-------t-------+------+_.-12

=> Y~(120,17) ist echt elliptisch.

=> Y (120,17) ist echt elliptisch.
m

x = 3

X = 3

Y(156,S) ist vom allgemeinen Typ. Y6(lS6,S) ist dann

ebenfalls vom allgemeinen Typ .

.~uf Y2(1S6,S) können 2 X F 2 , (-2), 2:<F a I und F 6 , also

7 Kurven Niedergeblasen werden.

=> cf(Y~(lS6,5)) ~-5 + 7 = 2

=> Y2(156,5) ist vom allgemeinen Typ • ( :< = 4

Auf Y3(156,5) können F 2 ,(-2),und F
6
,(-2), also 4

Kurven niedergeblasen werden.

=>cI (Y~(156, 5)) ?: -2 + 4 = 2

=> Y3(156,5) ist vom allgemeinen Typ. ( :< = 4
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Auf Y
m

(156,5) ist F 32 vom Typ (+:8,1) ,und.F S vom

Typ ( ;5,1). Damit hat man die folgende

Konfiguration auf Y (156,5):m

Anhang

-2 -2

-4
Auflösung einer
Quotientensingularität

( X = 3 )

-2

Nach Niederblasen von F 6 , (-2) entsteht eiIle elliptische

Konfiguration.

=> yO(156,5) ist echt elliptisch.
m

Y(~56,1) ist vom allgemeinen Typ. Damit sind

nach Tabelle VI auch Y3 (156,1) und Y6(156,1) vom

allgemeinen Typ. F10 ist vom Typ (+;5,1) auf

Ym(156.:. 1 ) und Cl 3 operiert frei auf den Komponen ten

von F10 . Deshalb hat F10 zwei Komponenten auf

Y2 (156, 1), u~d für jede Komponente F gil.t cl (Y 2 (156,1)) [Fj?:; o.

Deshalb findet man auf Y2(1S6,1) eine elliptische

Konfiguration vom Typ A7 bestehend aus FIO 'SI,S2,S3'

F IO ,5 5 'S6'S?'

=> Y~(156,1) ist echt elliptisch. ( X = 3

=> yO(IS6,1) ist echt elliptisch. ( X = 3
m
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Y(168,1)' und damit Y6 (168,1) sind vom allgemeinen

Typ ...ll.,.uf Y2,(168,1) können 2 x F 2 , (-2), (-3), 2 X F4 , (-2)

und 2 X F9 , also 12 Kurven niedergeblasen werden. Damit

ist nach Tabelle VI

ct(Y~(168,1» ;:: ct(Y2(168,1» + 12 = -10 + 12 = 2 ..

=> Y2(168,1) ist vom allgemeinen Typ_

Auf Ym(168,1) ist F15 vom Typ (-;1,5) und F 36 vom

Typ (++;3,1). a 2 operiert frei auf den Komponenten

von F 15 und F 36 - Deshalb hat man auf Y2(168,1)

zwei mal die folgende elliptische Konfiguration:

39

-2 -2

Die Flächen Y (D,B) mit D s 1500, die vom allgemeinen
m

Typ sind und für die X < 4 gilt, sind im zweiten Teil

von Tabelle IV aufgeführt.
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Damit ist für Ds1500 bewiesen:

Anhang

Satz 6: Sei X das arithmetische Geschlecht der Flächen

Y (D/B) I dann gilt:
m

1 • ) Alle Ym{D,E) mit X = 1 sind rational ..

2. ) Die. folgenden Y~(D,B) sind echt elliptisch' mit X = 2 :

yO(65,1) yO(6S,2) yO(77,1)
m m m

Alle übrigen yO(D,B) mit X = 2 sind K3-Flächen.
m

3 . ) Die folgenäen Y (D,S) sind vorn allgemeinen Typ mit x=3:rn

Y (60 I 11) Y (85,3) Y (133,1) Y (165,3)
m m m m

Y (77,6) Y (105,13) Ym ( 1 40 ,. 23 ) Y (285,1)m m m

Alle übrigen yO(D/B) mit X = 3 sind echt elliptisch.m

4. ) Die Fläche yO(104,1) ist echt elliptisch mit X = 4 •m

Alle übrigen Ym(D,a) mit X ~ 4 sind vom allgemeinen Typ.

Aus den Ergebnissen von Kapitel 4 folgt, daß

dieser Satz für beliebige D gilt.



Anhang

Der Typ der Zwischenflächen wird hier noch einmal

zusammengefaßt:

41'

Y (60,7) ; x=3
(eIl. )

~
_Y 2 ;X=3 Y3;X=2 Y6 :X=2

. (el~1/ (ell.)

Y (60,7) :X=2
m (K3)

Y(120,17);X=S
(all. )

/l~·.
Y2 ;x=4 Y 3 ;x=3 YS ;x=4

(all~l(/ (all.)

Y (12ü,17):x=3m(eIl. )

Y ( 60 , 17) : x= 3
(eIl. )

/l~
Y2 :x=2 Y};x=3 Y6 ;x=2

(K~l/ (ell.)

Y (60,17) ;x=2
m (K3)

Y(168,l) ;x=4
(all. )

/l~
Y2;x=4" Y3;x=3Y6;x=3

zallZl / (all.)

Y (168,1);x=3
m (eIl. )

Y ( 1 56 f -5) ; X= 7
(all. )

/l~
Y2;x=4 Y3;x=4 Y6 ;x=S

(all~I / (all.)

Ym(156,~);x=3
(eIl.)

Alle anderen Zwischenilächen kann man nach 3.1 mit den

Informationen aus Tabelle IV und Tabelle IV klassifizieren.
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Kapitel 4: Abschätzung von ci und X für Ym(D,B).

Ziel dieses Kapitels-ist es, zu zeigen, daß für

D > 1500 gilt: cf > 0 und X ~ 4 .

Zu diesem Zweck wird zunächst gezeigt, daß für

D > 1 500 und c 2 > 0 gi1 t : X ~ 4.
1

Nach 2.4 ist:'

tD-lmit n:= 2 •

Aus 1.1 (6) folgt:

e(Y (D,B)) ~ .l(2t;K(-1)~2a2+L {3an2eu(w)+2a~(w)+6a-4(w)})
m n a sGm/G

aWrfid
w

Die a operieren frei auf den Fixpunkten von G(o,h) oder
w

sie lassen sie fest. Im zweiten Fall entstehen auf

H
2

/G (~,~) Quttientensingularitäten des Typs (4;1,1) oderm
( 3) · +' - t -14 : 1 , . Es g ~ 1 t also: a 2 + a 4 + a 4 ~ n = 2 D

Für Qw rf Q I operiert Q frei auf den isolierten
W w

Fixpunkten von Qwl • Deshalb gilt a~eu(w) ~ 2.tD- 2=n/2

für alle a ~ id. Daraus folgt:w

e(Ym(D,B)) > ~( 2C;K(-1) + 1 n + 3(n-1) 1
-. *( 2l;K(-1)) + ~ n.

Nach der Noetherformel ist:

c 2
X = 1 + ~(D(B))

12 12

> cf/12 +

Für t n 2' 6 ist 2 tD - 1 /8 ;a 4 _

Für t n = 5 ist D:::. 4-3-5-7·11 :: 4620
in 1 _4 benutzten Abschätzung

und nach der schon

'K (-1) >

4ist ~K(-1)/(6'2 ) > 9_

D3/ 2

360
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Für t
D

~ 4 und D > 1500 ist ~ K (-1 ) / (6 · 2 t D-1) > 3 •

Damit ist bewiesen:

Lemma: Für die Flächen Y (D,B) mit 0 > 1500 gilt:
m

( 30) ci > 0 => X > 3 •

Nun wird gezeigt, daß cr > 0 gilt für 0 > 1500.

Nach 1. 1 ( 6 ) is t

2 1 '+ 1-1
c 1 (Y(D,B)) = 4~K(-I) - 3" a 3 + L (2-b i )

i=o
Mi t den Bezeichnungen aus 114l 2. 3 ist:- -

1-1
3 15 (.~q (1/1.) ) 1 (.z..-Jq CL.~ )L (2-b, ) = L + -1-

i=O Alt EC

nach [i4J 2.3 = L + 1 (lrslq (.L;t) ) .t- 1 1
( 19) : - 1 ('( Sq (~ ) - 1 Ufsq tvU ) •

)l(.f; C

1
= - L 1 (yßSq (L7) ) für ein yr:K mit N(y)<O .

Alt e: C+
1-1

Also ist I (b i -2) die Anzahl der Auflösungskurven
1=0

der Spitzensingularitäten von Y(D,Y-3&) .Das ist 2 t O- 1

mal die Anzahl der reduzierten quadratischen

I . 1'" M + ID , .
rrat~ona ~taten w = 2N m~t N Norm e~nes

Ideals aus' dem Geschlecht von y • Sei 1(0) die

Anzahl aller reduzierten quadratische Irrationalitäten

zur Diskriminante o. Dann ist:

Nach 2.4 (24) ist

., 1
ct(Y(O,B) + +co. = ZtO-l - 2a 4 5a 61

+
1

(4t::
K

(-1) ~ + + 2 t D- 21(D))> ZtO-l - 2a 4 -Sa ... -3 0
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Mit der bereits benutzten Abschätzung für l;K(-l)

ergibt sich:

D3/ 2 +

(32) cl 1 a 3 + + _2 tD-21 (D) )> "'2tD- 1 - 5a6 2a 41 90 3

Aus den Tabellen in 1.1 und 2.1 entnimmt man:

(33) + .l·h( -3D) für 0 t o (3)a
3 = 2
+ S 4 h(-D/3) für D 0(3 )a 3 -
+ 0 für 0 1 ( 4)a 4 = -
+ 1 h ( -D) für D o (8)a 4 = -2
+ 3 h (-D/4) für D 4 (8)a 4 So -
.+

0 für D ft o (3)
a~ =
a 6 So h(-D/3) für D - o (3)

Nach Gut [s] gil t die folgende Abschätzung für h o( -D) :

(für 0 > 24 )

(34) h(-D) < D
4

h~-D) <: J2..12

für D t 0(4)

für D - 0 (4)

Zur Verminderung der Rechenzeit ist es sinnvoll, die

folgenden Fälle zu unterscheiden:

(I) D J- a (4) und D ;i 0(3 )
(II) D t o (4) und D - 0(3 )
(III) D - 0(4) und 0 t 0(3 )
(Iv) 0 - 0(.4) und D - 0(3 )

Mit (33) und (34) gilt dann:

>

(I)

(II)

(III)

( IV)

+a 3 <3D/8

+a 3 < D/3 ,

+a 3 < 0/8

+a 3 < D/9 ,

+ +a =0 a =04 6
+ +a 4=o , a 6 <D/12

+ +a 4 <3D/16, a 6 =O

+ +a 4 <3D/16, a 6 <O/36

Q
8

li
> - 36 0

10 0
24

> _ 119 0
216

2tD-21(D~ wird nach ~~ 4.4 abgeschätzt durch:

2to-21 (0) < 2to-2.(lD + 1)' A{~)S

mit s = log 2/1og 11 = 0 ~ 28906 . .. und ."A. = 5. 1039 7 8 19 6 . . .
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Damit ist hinrei chend für cf > 0

(35)
D 3/ 2

- O,-D - 2tn-2(/D + 1) "A" (~f > 090

( 1/8
in- Fall I

mit 0,
19/36 in Fall II

- 10/24 in Fall III
119/216 in Fall IV

In allen Fällen ist a < 0.0

Für Diskriminanten D mit tD ~ 7 gilt:

45

D > 4-3-5.7-11-13-16(tD-6) = 60069 2 4 (tD-2) ~ 969960 .
21 6

Sei ß := 60060/2 16 , damit läßt sich die linke Seite

von (35) von unten Abschätzen durch:

0.6
2"S

t -2
> D·2 D ·0.13 > o.

Damit ist (35) für tD a 7 erfüllt •.

dann ist die linke Seite von (35) gerade f
t

(D).
D

Für festes t ist ~~t monoton steigend für D > o.

daß ft(D) > 0 für alle D ~ D l gilt.t
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Im Fall I ( Cl = 1/8 ) zeigt man mit dieser Uber-

legung, daß (35) erfüllt ist für:

t D :i 2 und D ~ 4220

t o = 3 und D .:2:- 10047

t D = 4 und D ~ 24872

t D
= 5 und D 2:. 63163

t D = 6 und D ~ 163028

=> D ~ 5· 7 · 11 · 13 · 1 7 = 85085 > 63163

=> D ~ 5·7·11·13·17·19 = 1616615 > 163028

(35) ist deshalb erfüllt für D ~ 24872. Mit dem

Cqmputer überprüft man (35) für alle Diskriminanten

D mit 1500 $ D ~ 24872. In den Fällen, in denen (35)

nicht erfüllt ist berechnet man Cr(Ym(D,B)) für

alle Geschlechter. In all diesen Fällen ist

CI(Ym(D,B)) > o.
=> Cf(Ym(D,B))> 0 für D?1500 im Fall I.

Im Fall II ( a = 19/36 ) ist (35) erfüllt für:

t o $ 2 und D G 8719

t D = 3 und D ~ 16301

t o = 4 und D ~ 34027

t D = 5 und D ~ 77071

t D = 6 und D ~ 184696

t D ' 6 = > D > 3· 5 • 7 • 11 • 1 3 • 1 7 = 2 5 5 25 5 > 1 84 6 9 6

Man überprüft wieder (35) bzw. Cf(Ym(D,B)) > 0 für

1500 5 D s 77071.

=> ci (Y
m

(D, B)) > 0 für D > 1500 im Fall II_

Im Fall III Cl = 10/24 ) ist (35) erfüllt für

t o s 2 und D ~ 7264

t o = 3 und D ~ 14371

t D = 4 und D ~ 31303

t D = 5 und D ~ 73041

t D = 6 und"D ~ 178529

t D ~ 6 => D> 4-5-7-11-13-17 = 340340 > 178529

Man überprüft wieder (35) bzw_ c 1
2 (y (0,8)) > 0

m
für 1 500 :$ D ~ 7 304 1 •

=> cr (Ym (0, B)) > 0 für D > 1500 im Fall III.
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Im Fall IV Cl =·119/216 ) ist (35) erfüllt für:

t o S 2 und D ;::;, 9044

t o = 3 und D ~ 16723

t o = 4 und D ~ 34614

t D = 5 und D ~ 77930

t D = 6 und D ~ 185999

In diesem Fall muß (35) bzw. Cr(Ym(D,B)) > 0 für alle

D mit 1500 .$ D < 18599 überprüft werden.

=> auch im Fall IV ist cr (Ym(0, B) ) > 0 für D ~ 1500.

Die Ergebnisse dieses Kapitels kann man wie folgt

zusammenfassen:

Satz 7: Für die Invarianten der Flächen Ym(D,B) gilt:

47

D >1500 => c 2 > 0 und X > 3.
1

Korollar: Für D ~ 1500 und G (O"',b).s. r s....G (0",~ gi 1 t:
m

Yr(D,B) ist vom allgemeinen Typ.

Beweis: Aus Satz 7 folgt, daß Ym(O,B) vom allgemeinen

Typ ist.• Nach Satz 5 sind dann auch die Flächen

Yr(D,B) vom allgemeinen Typ.
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Kapitel 5: Die nicht einfach-zusammenhängenden

Hilbertschen Mgdulflächen,

Anhang

5,1 Die Fundamentalgruppe der Hilbertschen Modulflächen.

Wie bereits in 3,1 erwähnt, sind die Flächen Y~(D,B)
i

für G(O",.ß,) s r So G (o,fr) einfach-zusammenhängend.m
Dies ist nicht mehr der Fall, wenn man zu Unter-

gruppen der maximalen diskreten Erwe~terung der

symmetrischen Modulgruppe übergeht.

Die Abbildung: t: H2

-1
8z '2

kommutiert mit allen a w E Gm(cr,in/G(~,~ und operiert

als holomorphe Involution auf Y(D,B) .

Sei G tm (0,,&) := Gm (o-,k) V tGm(o,.Q..) • Alle nicht-trivialen

Elemente aus G (r::r,.Ir) /G (er, f.,.) haben die Ordnung 2 • SieTm ....
weräen mit a bzw. at für wlD bezeichnet •. Y (D,B):=HfG (0,'&)w (.LI 7m"Tm

Die Fixpunktmenge von a. t wird in [7]beschrieben.
w

Die eindimensionale Fixpunktmenge ist:

C
Fw~ FD/w für D=l(2) oder (D=4(8)undw:O(2))

(36) Fix(a. T) =
w FwUF 4wU FD/ 4wV FD/ w sonst 0._

Die Anzahl der isolierten Fixpunkte von a T auf X(~,~ ist:
w

2tD- 1 falls D= 1 (4 ) Al Q (w , 1, 2B) erfüllt·
2 t D-2 falls Q (w, 1 , 2B) erfüllt und{D=O(8)

(37) a 2 (a
w
-r)= oder (w·D=4(8.) .. l2~) = 1 )

oder ( D= 4 (8) .. w:2 (4) -' B:l (4) ) }

0 sonst

Dabei ist die Bedingung Q(w,a,b) wie folgt definiert:

Q(w,a,b) ist erfüllt : ~

V pID/!-u , p prim, pr:2 (~)

und V pjw I p prim, pr!2 (~\
aD/wJ

= (~)

= (D~O»)
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Aus dem Theorem in S.1[7Jfolgtfür ä 2 (a
w

-r), die

Anzahl der isolierten Fixpunkte auf der Spitzen

auflösung auf Y(D,B):

49

(38) Fix(a -r) = ~
w

=> a2 (a 1') = 0
w

Bemerkung: ä 2 (Cl
w

1') kann nach [7J bestimmt werden und

damit, wie in Kapitel 2, die Spur von

a T~ auf HO(Y(D,S) ,a 2 ) berechnet werden~
w

Mit diesen Ergebnissen kann dann wieder

X(Yr(D,B» und Cf(Yr(D,B» für

G(O',f,.) ~ r So G (cr,~) bestimmt werden ..Tm
Dieser Weg wird hier jedoch nicht weiter

verfolgt. Ziel dieses ,Kapitels ist es,

die nicht einfach-zusammenhängenden Fläcnen

zu klassifizieren.

In Tabelle VII sind alle Tripel (D,B,w) aufgeführt, für

die Cl T fixpunktfrei auf Y(D,B) operiert und D ~ 500 gilt.w
Es wird nun gezeigt, daß es unendlich viele Tripel mit

dieser Eigenschaft gibt.

'Lemma: Für alle Diskriminanten der Form:

Beweis: (39) ist äquivalent zu D = S-n mit n::1(8) und n.=2(S).

Nach (36) ist Fix( Ct5 -r) = FsUFn· Sei N =P1-' - .'-Pk

die Primzahlzerlegung von n, dann ist:

( i ) ( ; 11) • re p ') = (~) = (i) = -1

=>3'i, 1 ~ i Sk m ( ) = -1 => FS = ~

(ii) (~) = (~J = -1 => F n = ~
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(iii) Q(5,1,2) ist nicht erfüllt, denn

l~) = -1 F 1 = l~J

Aus (i) - (iii) folgt nach (36), (37) und (38)

daß asT Eixpunktfrei auf Y(D,1) operiert_

Weitere Beispiele fixpunktireier Operationen sind:

aST auf Y(D) mit D = 165 + k-200

a3T auf Y(D) mit D = 204 + k-288

u3T auf.Y(D) mit D = 168 + k-S76

Es bleibt zu zeigen:

Lemma: Es gibt unendlich viele Diskriminanten der Form:

D = 85 + k-200

Beweis: D = 85 + k-200 ist äquivalent zu D = 5-n mit

n=17(40)_ Die Anzahl der natürlichen Zahlen n=17(40)

kleiner oder gleich einer natürlichen Zahl N

läßt sich abschätzen durch:

I=f: { ne::IN I n.s. N; n:: 1 7 ( 40)} ~ N/40-1

Sei 0 nicht quadratfrei, also p 2 lo_ Aus 0=85(200)

folgt: 0 :: 10 (25) => p rf 5 => p 2
1 n

D:: 1 (4) => p ~ 2

=> ~p2,40) = 1 und nach dem chinesischen Rest

klassensatz gibt es ein.. y c: JN , . y < 40p2, so daß

alle gemeins amen" Lösungen von n:: 17 (40) und

n :: 0 (p2) von der Form:

Dann ist

n = y + k· 40 _p2 sind.

{ ne:N In:: 17(40), n:: 0(p2), n < N}~N/(40p2)+1

Aus diesen Abschätzungen folgt:

A (N) : = { n E: JN !~ :: 1 7 ( 40) , n=qf (n) , n SN}

> N/40 1 ;\ (N/(40p2) + 1
3<p< IN

> N/40 -1 - N- (,.2/6 - 1)/40 - IN
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> N·O.35/40 - 1 - ~

=> A(N) ~ ~ für N ~ ~

=> Es gibt unendlich viele quadratfreie, positive

ganze Zahlen n mi t n =1 7 (40) .

=> Es gibt unendlich viele Diskriminanten der

Form D = 85 + k·200 •

Nun zu de r Fundarnen talgruppe von Y r (D, B) •

Satz 7: (a) Die Hilbertschen Modulflächen Yr(D,B) sind

entweder einfach-zusammenhängend, oder ihre

Fundamentalgruppe ist isomorph zu ~/2~

(b) Yf (D, B) mit G (0"', b) s; r s"Gm (o-,h) und Y-rm (D, B)

sind ei?fach- zus amrnenhängend.

Beweis:' (b) Der erste Teil der Behauptung wurde schon

in 3.1 gezeigt. ~ operiert auf Y;(D,B), d.h.

auf Ym(D,B) in den isolierten Fixpunkten

von ~ aufgeblasen~ mit Fixpunkten, denn ~

läßt FD fest.

(
00( ...... , ,
~J = 0 -F -1

0 ••

Nach Satz 4 in 3.1 ist damit Y (0,8)Tm
einfach-zusammenhängend.

(a) Sei

ist

CX T
w

ist

nun Cl l' t: r/G , f' :'= fl""'\ Gm (l':!,b) • Dannw·
f /G = r I /G V Cl ,1'. r YG , denn für

° w
E r/Gist Cf, 1'·a .T = a. f ( I) (; rYG. Alsow w q w·w
a. l' = a. f ( I)· a. I l' i: a. 11'· r I / Gw q w·w w w

Sei H die Untergruppe von r/G, die von

den Elementen.die mit Fixpunkten operieren.

erzeugt wird. Dann gilt:

·H = r /G <=> ~ Cl 11' i: r /G das Fixpunkte hat
w

< => V Cl I T E: r /G operieren f ixpunktf rei .w
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Im ersten Fall ist Yr(D,B) nach Satz 4 einfach-zusammen

hängend, im zweiten Fall ist, ebenfalls nach Satz 4,

die Fundamentalgruppe von Yr(D,B) isomorph zu

(r /G}H : ZZ /222
Q.E.D •.

Korollar ~Die Fundamentalgruppe von Yr(D,B) ist genau

dann isomorph zu 'ZZ /222, wenn r - (r('lGm(0, Lr) ) rf~

gil t und alle Cl T E: r/G fixpunktfrei operieren.
w

Korollar aEs gibt unendlich viele Hilbertsche Modul

flächen Yr(D,B) die nicht einfach-zusammen

hängend sind.
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5.2 Klassifikation der nicht einfach-zusammenhängenden

Hilbertschen Modulflächen.

Sei wi~der Y* die Fläche Y(D,B) in den isolierten

Fixpunkten vonr/G aufgeblasen. Dann defini.ert die

Uberlagerungsabbildung f: y+ ~ Yr(P,B) einen Mono

morphismus

53

Da y. regulär ist, ist Yr(D,B) ebenfalls regulär.

Der Zusammenhang zwis~hen dem Typ einer Fläche

und ihrer Kodaira-Dimension, der in (27) für

reguläre, einfach-zusammenhängende algebraische

Flächen formuliert wurde, gilt mit einer Änderung

auch für nicht einfach-zusammenhängende, reguläre

algebraische Flächen. Und zwar ist hier

K(Y) = 0 <=> y O ist eine Enriques-Fläche (X=l)·.

Sei nun G (~,J.n ~ r ~ G (O',.er) und Yr (D, B) nichtTm
einfach-zusammenhängend, dann is t also r ~ Gm (o,.f...1 ..

Sei ct IT und r' wie in dem Beweis von Satz 7, so daß
tU .

r/G = f'/Gva wl • r'/G. Dann is t f: Yr I (0, B) ~ Yr (D, B) eine

doppelte unverzweigte Uberlagerung, und nach (28)

ist i< (y r (D, B)) = K (Y r I (D, B) ). Dami t gi1 t :

y~,(D, B) K3-Fläche 0 Enriques-Fläche=> Yr (D,B)
0 echt eil. e

echt elliptischYft( D, B) => Yr(D,B)
0 allg. 0 ist allgemeinenYr'( D, B) Typ => Yr (D,B) vom Typ .

Also auch insbesondere Ym(D,B) vom allgemeinen Typ

=> Yrt(D,B)" vom allgemeinen Typ => Yr(D,B) vom

allgemeinen Typ .

Ein Vergleich von Tabelle VII und Tabelle IV zeigt,

daß es nur 6 Fälle gibt,

vom allgemeinen Typ ist

fixpunktfrei auf Y(D,B)

in denen Ym(D,B) nicht

und es ein a T gibt, das
IJJ

operiert.
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Es sind dies die Fälle:

0
D B cr w Typ (Y (D , B) )

85 1 ++ 5 echt elliptisch

105 2 --+ 5 echt elliptisch

105 1 +++ 3 K3-Fläche .

140 1 +++ 5 echt elliptisch

165 1 +++ 5 echt elliptisch

168 1 +++ 3 allgemeinen Typ

Damit ist bewiesen:

Anhang

Satz 8: Es gibt unendlich viele nicht einfach

zusammenhängende Hilbertsche Modulflächen.

Davon haben 4 eine echt elliptische Fläche

als minimales Modell, es sind dies:

Eine Fläche hat eine Enriques-Fläche als

minimales Modell, und zwar die Fläche

Y3(105,1).

Alle ande~en sind von allgemeinem Typ.

Bemerkung: Bis auf 4 Ausnahmen gilt X = 3 für

alle Flächen Y(D,B), die eine echt

elliptische Fläche als minimales Modell

haben. Die 4 Ausnahmen sind genau die

Aufblasungen echt elliptischer Flächen

Y(D,B) auf denen ein a T fixpunktfrei
w

operiert. Aus.Satz 3 folgt dann, daß

x(Y (D,B)) = x(Y(D,B))/2 .
w

Also muß X(Y(D,B)) in diesen Fällen

gerade sein.
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Kspitel 6: Die kanonischen Divisoren auf Y(65) und Ym(~

Nach den Ergebnissen von Kapitel 3 sind Y(65)

und Y (65) Aufblasungen echt elliptischer Flächenm
mit p = 2 bzw. p = 1 . Auf Y (65) gibt es also

g g m
einen eindeutig bestimmten kanonischen Divisor, d.h.

einen bis auf Multiplikation mit einer Konstanten

eindeutig bestimmten globalen Schnitt a E H~(Ym(65) ,n 2 ) •

In diesem Kapitel werden die Schnittpunkte der

kanonischen Divisoren auf Y(65) und Y (65) mit den
m

Kurven der Spitzenauflösungen bestimmt. Da man die

Dars~ellung der Modulkurven FN in einer Umgebung der

Auflösungskurven kennt, ergibt sich dadurch zum

Beispiel, daß der kanonische Divisor auf Ym(65) nicht

durch die bekannten Kurven darstellbar ist.

Die wichtigste Referenz für dieses Kapitel ist die

Arbei t von Hermann [9J. Sei 0" die Maximalordnung in Q ( 165) .

Die Thetakonstanten

e (z) : = I exp iT i { ( g +~) 1;- z· (g1) + (g~). m" }
m ge:ZZ 2 2

sind auf der Siegelschen Halbebene H2 definiert.

m' =(:~) (
m

ll

)
, rrI' = rrI~ sind zwei Spaltenvektoren mit

Komponenten 0 oder 1. m = (ml,rn2'~i,m2) heißt die

Charakteris~ik von e .
m

Es gibt zwei Modulareinbettungen:

2IJJ.: H -:,.
-~

wobei A.
1.

mit u 1 := 1.und u 2 := 7 .

für i=1,2

o )A
z2 i

- _j_Ui 1
, t: i :=\ 2/65 + 2
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Mit Hilfe der Modulareinbettungen lassen sich holomorphe

Funktionen 8 i «zl,z2» .. - 8(1,1,1,1) (1J i (zl,z2» für i=1.2

definieren.

f: H2 * ~ holomorph heißt Modulform vom Gewicht k

zu ·G(O",lr), wenn für alle

M = (~ ~) E: G(e-,Q,.) gilt:

f (M ( Z1 ' Z2» = « y z 1+ö) (y z 2+C) ) k f( (z1 ' Z2 » ..

Man nennt feine Spitzenform, wenn f in den Spitzen

verschwindet.

Den Spitzenformen vom Gewicht 2 entsprechen durch

die Zuordnung f(zl,z2) ~ f(zl,z2)dzl~dz2 die

holomorphen 2-Formen.

Herrnann zeigt inL~, daß sich jede Spitzenform vom

Gewicht 2 zu G(~,g) als

für komplexe Zahlen a und b schreiben läßt.

Das erzeugende Element von Gm(~,~)/G(~,~), 0S~

operiert auf X(65,~) und bildet die beiden

Spitzen von X(65,~) aufeinander ab .. (h(65)=2, N(~)= -1).

Sei z=(Z1,z2) ein lokales Koordinatensystem in

einer Umgebung eines Repräsentanten z e: H2 und
o

zl=(Zl'Z2) ein lokales Koordinatensystem um 05(zo).

Dann gilt nach Hilfssatz 3 in [~:

(41 )
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Die Auflösung der Spitze in ~ besteht aus 9

rationalen Kurven Sk. Sie entsprechen den reduzierten

quadratischen Irrationalitäten w
k

= (Mk +(6;)/2Nk

k -bk ~ Nk

0 9 9 1
1 3 9 4
2 2 15 10
3 2 25 14
4 2 31 16
5 2 33 16
6 2 31 14
7 2 25 10
8 3 15 4

In den lokalen Koordinaten (~, vk ) in einer Umgebung

U' von Sk wird skdurch vk=O und Sk_1 durch uk=Ok
beschrieben:

2~izl = ~_11og u k + ~~og v k

2~iz2 = Ak_1log uk + Aklog v k

l"I"l';t 1 -1
H~ Ao := ;.Ak +1 := wk + 1 ~ ·

Nun wird 8 i in (uk,vk)-Koordinaten transformiert:

Sei i = 1,2 ; k = 0, ••• ,8, dann ist

.... 1 (O:i Si),', . (u v) =--
'+'~ k' k 2TIi Y

i
0i

in U
k

mi t 0. e -AI; 2 +A.. 1 C2 • Cl • - A I; 2 +AtZ 2
1, i . - k-l i -l<-l i I 2, i · - k i k i

Sl,i:=~i~i(Ak-l-Ak-l) ;S2/i:=~i~i(Ak-Ak)

01 . :=Ak 1~~+Ak'-1~~ ; 02 . :=Ak~~+Ak'~~
,~ - ~ ~ ,~ ~ 1

und 0.. e - C1.
1

. log uk + (J2 . log V
k1 , 1 , 1

S. e - 6 1 . log Uk + 3 2 ,i log Vk1 , 1

Ö. .- Öl' log Uk + O
2

. log Vk1 , 1 , 1

8. schreibt sich dann in (uk,Vk)-Koordinaten:
1

57
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~

für k 0 ist (°1 .,Ct 2 .) 05 ,1) für i=l= = (a, 1) für i=2,1. ,l.

(Sl . ,ß
2

.) U4 ,0) für i=l= (2,0) für i=2,1. ,1.

(öl .,ö
2

·) Ü4 ,1) für i=l= (1, 1) für i=2, 1. , .1.

Darni t is t (Cl 2, i (g 1+~) 2 +2 B2, i (g 1 + ~) (g 2+ ~) + Ö2, i (g 2+ ~)~ /2

= ((g +.1. )2 + (g +.1)2 ) / 21 2 2 2

.?:. ~ 11 = 11 für gl,g2 = 0,-1 .

=>

=>

mit in Uo holomorphen Funktionen h. (u ,v ), i=1,2 •
.1. 0 0

Nach (40) läßt sich jede holomorphe 2 - Form lokal als

schreiben~ w transformiert sich dann in (u ,v ) 
o 0

Koordinaten.als

(43) w(uo,v )=(C (u _1)4(u +1) (au +b(U
o

+l}2)+v hoa,b(U ,v )}du ~dv
o 00 0 0 0 00 0 0

mit einer Konstanten C 2 C und einer holomorpheno
Funktion ha,bo .

Analog berech~et man w(uk,vk ) in U
k

für 1$k~8 .

( 44) W(uI' VI ) = (Cl (u1-1) (av 1 (u1-1) 2+b ) +v 1h ~' b (u 1 ' v 1 )) d u
1

• dv 1

w(uk,uk )= (Ck(aukvk+b)+Vkh~,b(Uk'Vk))duk_dvk ' 2~k~7

W(ua'v a )= (Ca (uS-l) (avau s (Ua-lf+b) +vah~,b (us'v
a

)) dus"dv
a

mit Konstanten Ck und holamorphen Funktionen h~,b(Uk'Vk) .
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Seien nun (uk,vk ) Koordinaten in einer Umgebung Uk
der Auflösungskurven Sk der zweiten Spitze. Nach

(41) i5 t
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(45)

Damit folgt aus (43) und (44):

w(u· Vi )=(C (u l _l)4(u' +l) (bul+a(u1 +a)2)+v' h b ,a(u l Vi »du l ... dv'
0' 0 0 0 0 0 0 0 0 0' 0 0 0

w(U1. ' vi ) ~ (C 1 (u 1. - 1) (bv 1. (U]. - 1) 2+a) +v]. h~ , a (u 1. ' vi» du 1. a d v 1.

W(uk ' ~k) = (Ck (bukvk+a) +vk.h~' a (uk,Yk» d'uk"dvk ' 2$}u;. 7

W(Ug,va) = (Ca (Ua-l) (bVgu g(u g-l ?+a) +V8h~' a (U g,va» dUa... dva

AU5[~ Satz 1 folgt, daß für f(z)=elG~(z) und f(z)=eie2(z)

auf X(65,~) gilt:

(46) f(z) = 0 <=> ze: F IvF4

F1 und F4 haben je 2 Komponenten. Die Kom~onenten von F1
werden j ewei15 yon einer (- 2) und einer (-3,) -Kurve

der Auflösung der Quotientensingularitäten geschnitten.

In Uo ist F 1 durch uo=l und F 4 durch u o = -1 gegeben.

In U1 und Us i 9t.F 4 ~urch u1=1 bzw. U~=l gegeben.

Desgleichen in Uk für k=O,l,S . Sei F
4

die Komponente

von F4 die So schneidet, F: diejenige·,;.. die S~ schneidet.

( as operiert frei auf den Spitzen und den Komponenten

von F 4 ). In zwei Spezialfällen kann ~er' Divisor von (42),

also ein kanonischer Divisor auf Y(65) durch bekannte

Kurven dargestellt werden. Es sind dies:

1 • a=l, b=O, mit (43)-(46) gilt dann:

F I
3F

2
8

K = 4F 1 + + + L s. + E1 4 4 i=l ~

2. a=O, b=l :

+3F
1

F 2
8

K2= 4F 1 + + t S~ + E4 4
i=l 1.

Dabei ist E eine Linearkombination der (-2)- und (-3)

Kurven die F1 schneiden.
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Die holomorphe 2-Form w in (42) wird nach (41) genau

dann von a;. festgelassen, wenn a=b gilt. Der kanonische

Divisor auf Ym(6S) wird daher von

bestimmt. Der Schnittpunkt des durch w bestimmten

kanonischen Divisors K mit So ,ist nach (43) durch

die Lösungen der Gleichung

(47) u + (u +1)2 =
o 0

u 2 + 3u
o 0

+ 1

-3 ± 15gegeben, d.h. Uo = 2 Von den Auflösungs-

kurven wird S nur in u =0 (S8) und in u =~ (Sl)
000

geschnitten. Die Kurven FN schneiden So in UO=O/~ oder

in u = ~ für eine Einheitswurzel ~. Da die Lösungen
o

von (47) keine Einheitswurzeln sind, gilt:

Satz 9: Der kanonische Divisor auf Y (65) kann nichtm .

durch Kurven der Singularitätenauflösungen und

Modulkurven dargestellt werden.
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Anhang: Legendre-und Hilbertsyrnbol

Definition: Sei D die Diskriminante eines reell

quadratischen Zahlenkörpers, dann ist

'für eine Primzahl plD die Prirn

diskriminante,D(p) definiert als
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.P p=l (4)
-p p=3 (4)

D(p) .- -4 p=2 und D= 4 (8)
8 11 und D=O(8) , D/8=l(4)

-8 11 und 11 D/8=3(4)

Die Eigenschaften des Legendresyrnbols ([4l):

(i) Für a,m € E mit a,m ungerade und (a,m)=l ist

l~) = (~(m-ll (a-ll 1 4

(i1) Für m ~ :N, m ungerade ist : (-1) (m-1)/2

2
(-1) (m -1) /8

(iii) Für a,al,m € JN , (a/m)=l und a:a'(m) gilt

(iv) Für a,a',m f; :IN , (a,m)=l, (al,m)=l gilt

(a~a') = l~) 'l~

Definition des Hilbertsymbols:

( i) P prim, prf2 a. b=pß v (u,p)=l (v,p)=la=p u , ,

dann ist \ a~b J .- (_1)aß(p-l)/2 \~ß ~a

(ii) a=2(J,u, b=2 Sv , Cu, 2) = (v, 2) =1

dann ist M .- (-1) (u-I) (v-ll 14+a (v 2 -11 18+ß (u 2 -1) 18
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Lemma: Sei plo, p prim und p { N, dann ist

\N~D ) =(D~p))
~

Anhang

Beweis: 1. Fall: p ~ 2, dann ist D = p~D' mit (D',p)=l.

Nach der Definition von D(p) ist .in diesem Fall

D - ( 1) (p-1) /2P
(p) - - '.

Damit ist

( N~0 ) = l~)= ( -1) (N-1) (p-ll /4 li ) .
= ( ~ II (p-1) /2 )(~ ) = (0~p) )

2: Fall: p = 2, dann ist D = 2 6D 1 mit (2,0')=1.

Nach Definition ist 0(2)'= 2 ß (-1) (D
I

-1)/2.

Dann ist

(-1) (N-1) (D'-1)/4

((_~) (0'-1)/2) =

\N~O)= (-1) (N-1) (0'-1)/4

= (~) a

= (~t

+ S (N-1) /2

Q.E.D
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Tabelle I: Die Flächen Y(D,B)

R 8 0 ZE LA LO A2 A3+ A3- x Cl C10

40 3 7 -8 8 ,5 2 2 2 -4 0

60 7 -+- 12 -8 12 8 6 0 3 -2 0

60 17 +-- 12 -12 8 8 0 6 3 -4 0

65 2 16 -14 14- 8 -") 2 3 -4 0~

85 3 18 -10 10 4 6 6 4 0 2

105 2 --+ 36 -32 16 8 0 ':. 4 -8 0

120 17 +-- 34 -24 8 12 2 8 5 -2 4

Erklärung: cr := Vorzeichenfolge vonlBp~) mit pil D,

1-1
LA : = I (2-b . )

i=O ~

LO := 1

ZE .- 6·l;K(-1)

Cl .- cl
1

e10:= c 2 + l'1
(siehe 5.12 (11) )
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Tabell"e II

KLEIN-FRICKE-GRUPPEN

f'1 A2 A3 <) E Cl
I 1 1 1 2 1
2 1 0 :2 2 1
3 0 1 :2 .") 1~

4 0 0 3 2 1
5 2 0 2 :2 0
6 0 0 4 2 0
7 0

.., 2 2 o ...
8 0 0 4 :2 0
9 0 0 4 2 0

10 2 0 4 2 -2
12 0 0 6 2 -2
13 2 2 2 .., -2..
16 0 0 6 2 -2
18 0 0 8 .., -4..
25 2 0 6 2 -4

cr : = Anzahl der Spi tzen von H/r.o (N)

E : = e (H/ r (N) )o

Anhang
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Tabelle III: Spitzenauflösungen

D = 40, B = 3 , cr = k ~.. bk Mk
"N

k
N (E) =-1 ° 4 8 2

1 3 8 3
2 2 10 5
3 3 10 3

D = 44, B = 7 , cr = k. b k Mk Nk
N (E) = 1 ° 5 10 2

1 2 10 7
2 2 18 10
3 2 22 11
4 2 22 10 "
5 2 18 7

D = 57, B - ? cr = k b k Mk Nk-,
N(E)= 1 0 3 9 3

1 5 9 2
2 2 11 8
3 2 21 12
4 2 27 14
5 2 29 14
6 2 27 12
7 2 21 8
8 5 11 2

D = 60,B = 7, cr = -+- k b k Mk Nk
N(E)= 1 0 4 12 3

1 2 12 7
2 2 16 7

D = 60, B =17,0 =+-- k b k ~ Nk
N (s) = 1 0 5 10 2

1 2 10 5

r., = 65, B = 2, cr = k b k Mk Nk
~ ( E ) = -1 Ü 5 9 2

1 2 11 7
2 2 17 8
3 3 15 5
4 2 1S 8
5 2 17 7
6 5 11 2

65
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Tabelle III: Spitzenauflösungen

D = 93, S = 11, cr - -- k b k . ~ Nk
N(E) = 1 0 5 15 3

1 2 15 11
2 2 29 17
3 2 39 21
4 2 45 23
5 2 47 23
6 2 45 21
7 2 39 17
8 2 29 11

D =105, B = 2, cr =--+ k b k Mk Nk
~ (E ) = 1 0 6 11 2

1 2 13 8
2 2 19 8
3 6 13 2

D =120, B =17, cr =+-- k b
k ~ Nk

N (E) = 1 0 6 12 2
1 4 12 3

D =124, B = 1 , cr = ++ k b k Mk Nk
N (s) = 1 0 12 12 1

1 3 12 5
2 2 18 10
3 2 22 9
4 7 14 2
5 2 14 9
6 2 22 10
7 3 18 5

D =141, B = 1, cr =+++ k b k Mk Nk
N (s.) = 1 0 13 13 1

I'1 2 13 7
2 5 15 3
3 2 15 7

D =156, B = 1, cr =+++ k b k Mk
N

k
N (E) = 1 0 14 14 1

1 2 14 10
2 2 26 13
3 2 26 10

D =213, B = 1 , cr =++ k b k ~ Nk
N (E) = 1 0 15 15 1

1 5 15 3
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Tabelle IV: Die Flächen Y (D,B)m

(51, 52 siehe S.26,T 5.27 )

D 8 'J: Y: X Cl TYP SI 52 YM: x Cl 'l CI0 rlP
21 5 2 -1 K3 0 -5 1 -3 *RAT.
21 1 ++ 1 -6 RAT. 1 0 1 -3 *RAT.
24 5 :2 -2 K3 2 -2 2 -2 2 0 *K3
24 1 ++ 1 -7 RAT. 1 -7 1 -7 *RAT.
28 3 2 -2 K3 2 0 2 -1 1 0 *K3
28 1 ++ 1 -8 RAT. 1 -4 1 -6 *RAT.
33 2 2 -4 K3 2 0 2 -2 2· 0 *K3
33 1 ++ 1 -9 RAT. 1 -5 1 -7 *RAT.
40 3 2 -4 K3 2 -2 2 -3 3 0 *K3
40 1 ++ .") -8 K3 2 -2 2 -5 5 0 *K3"-

44 7 3 -2 ELLIP. 1 -6 2 -4 4 0 K3
44 1 ++ 2 -8 K3 2 -2 2 -5 5 0 *K3
56 5· 4 2 ALLG. 2 -4 3 -1 1 0 ELLIP.
56 1 ++ 2 -10 K3 2 -4 :2 -7 7 0 *K3
57 :2 3 -5 ELLIP. 1 -5 2 -5 4 -1 K3
57 1 ++ 2 -10 K3 :2 0 2 -5 5 0 *K3
60 7 ._+- 3 -2 ELLIP. S -10 2 -3 :3 0 K3
60 17 +-- 3. -4 ELLIP. 5 -8 2 -3 3 0 K3
60 1 +++ 1 -18 RAT. 3 -18 1 -18 *RAT.
6S :2 3 -4 ELLIP. 1 0 :2 -2 :2 0 ELLIP.
65 1 ++ 3 -8 ELLIP. 1 0 2 -4 4 0 ELLIP.
69 1 ++ 2 -11 K3 0 -15 1 -13 *RAT.
76 3 4 -2 ALLG. 2 -6 :3 -4 4 0 ELLIP.
76 1 ++ 3 -8 ELLIP. 3 -2 3 -s S 0 *ELLIP.
77 1 ++ 3 -8 ELLIP. 1 0 2 -4 4 0 ELLIP.
85 :3 4 0 ALLG. 2 0 3 0 1 1 *ALLG.
85 1 ++ 4 -8 ELLIP. 2 0 3 -4 4 0 *ELLIP.
88 7 5 2 ALLG. 3 -2 4 0 2 2 *ALLG.
88 1 ++ 3 -10 ELLIP. 3 -2 3 -6 6 0 *ELLIP.
92 1 ++ 3 -10 ELLI P'. 1 -12 2 -11 1 1 0 K3
93 1 1 6 5 ALLS. 0 -15 3 -5 5 0 ELLIP.
93 1 ++ :3 -10 ELLIP. 3 0 3 -5 5 0 *ELLIP.

104 5 5 4 ALLS. 3 -6 4 -1 3 2 *ALLS.
104 1 ++ ;S -4 ALLS. 3 -6 4 -5 5 0 ELLIP.
105 2 --+. 4 -8 ELLIP. 8 0 :3 -2 2 0 *ELLIP.
lOS 13 +-- 6 6 ALLG. 6 -10 3 -1 2 1 *ALLG.
lOS 1 +++ 2 -22 K3 .~ -10 2 -8 8 0 *K3
120 29 --+ 9 1.4 ALLG. 7 -14 4 0 2

.., *ALLG......
120 17 +-- 5 -2 ALLG. - -14 3 -4 4 0 ELLIP.l

120 1 +++ 3 -20 ELLIP. 9 -4 3 -6 6 0 ~ELLIP.

124 1 ++ 4 -8 ALLG. 2 -12 3 -10 10 0 ELLIP.
129 2 7 3 ALLG. -s 4 -1 4 3 *ALLG.
129 1 ++ 6 -2 ALLG. ."') 0 4 -1 5 4 *ALLG......
133 1 ++ 5 -4 ALLG. 1 0 3 -2 4 2 *ALLG.
136 1 ++ 6 -2 ALLS. 4 -4 5 -3 - 4 *ALLG.(

140 23 --+ 6 4 ALLG. 6 -12 3 -2 3 1 +ALLG.
140 1 +++ 4 -16 ELLIP. 8 -4 3 -5 5 I) *ELLIP.
1 41 1 ++ 4 -9 ALLG. 0 -25 2 -17 17 I) K3
152 1 ++ 6 2 ALLG. 4 -,~ 5 -2 6 4 +-ALLG.
156 5 +-- 7 6 ALLG. 5 -26 3 -5 5 0 ELLIP.
156 1 +++ 5 -16 ALLG. - -16 :3 -8 8 0 ELLIP.(
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Tabelle IV

0 8 0 Y: x Cl TYP SI 82 YM: x Cl -r elO rTP
161 1 ++ 5 -8 ALLG. 3 0 4 -4 6 2 *ALLG.
16S 23 --+ 8 12 ALLG. 4 -20 3 -2 3 1 *ALLG.
165 1 +++ 4 -20 ELLIP. 8 0 3 -5 5 0 *ELLIP.
168 13 -+- e 16 ALLG. 8 -24 4· -2 4 2 *ALLG.
168 1 +++ 4 -16 ALLG. 8 -24 3 -10 10 0 ELLIP.
177 1 ++ 7 5 ALLG. 3 -15 S ·-5 10 5 *ALLG.
184 1 ++ 6 -4 ALLG. 4 -4 5 -4 8 4 *ALLG.
188 1 ++ 6 2 ALLG. 2 -20 4 -9 1 1 2 *ALLG.
204 7 -+- 10 24 ALLG. 6 -32 4 -2 4 2 *ALLG.
204 1 +++ 8 -8 ALLG. a -:24 4 -8 10 2 *ALLG.
213 1 ++ 6 1 ALLG. 0 -35 3 -17' 17 0 ELLIP.
220 1 +++ 7 -4 ALLG. 9 -16 4 -s 7 2 *ALLG.
264 1 +++ 1 1 a ALLG. 13 -8 6 0 6 6 *ALLG.
284 1 ++ 1 1 :22 ALLG. 1 -28 6 -3 1 1 8 *ALLG.
:285 13 +-- 12 36 ALLG. 4 -40 4 -1 5 4 *Al:..LG.
285 1 +++ 8 -4 ALLG. 4 -40 3 -11 12 1 *ALLG.
312 . 1 +++ 9 6 ALLG. 11 -34 5 -7 1 1 4 *ALLG.
348 1 +++ 13 26 ALLG. 7 -54 5 -7 13 6 *ALLG.
357 1 +++ 10 10 ALLG. 6 -50 4 -10 12 2 *ALLG.
429 1 +++ 14 22 ALLG. 6 -50 5 -7 13 6 *ALLG.

YM(O,B) MIT x < 4 VON ALLG. TYP

0 8 9 Y: X Cl TY'P 81 82 Yt'-l: x: Cl -r CI0 TYP
60 1 1 --+ 5 4 ALLG. 7 0 3 1 0 1 *ALLG.
77 6 5 4 ALLG. 1 0 3 2 0 :2 *ALLG.
85 3 4 0 ALLG. 2 0 3 0 1 1 *ALLG.

105 13 +-- 6 6 ALLG. 6 -10 3 -1 :2 1 *ALLG.
133 '1' ++ 5 -4 ALLG. 1 0 3 -2 4 :2 *ALLG.
140 23 --+ 6 4 ALLG. 6 -12 ·3 -2 ~ 1 *AL~.~ .
165 23 --+ 8 . 12 ALLG. 4 -20 3 -2 :3 1 *ALLG.
285 1 +++ 8 -4 ALLG. 4 -40 3 -11 12 1 *ALLG.
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TABELLE V;l: AUSNAHMEKURV~J AUF YM

0 := 1 ( 4)

N (1'1,0) Nt f\f2 A2 A3 KOMP. '1"
1 1 1 1 1 1 1 3
2 1 2 1 1 0 1 2
3 1 3 1 0 1 1 1
3 3 + 1 1 1 0 1 2
4 1 1 4 0 2 1 1
4 1 4 1 0 0 1 t
6 3 1 2 1 0 1 2
9 3 + 1 3 0 1 1 1
9 3 + 3 1 2 0 2 4·

12 3 + 1 4 0 0 1 1
18 3 3 2 0 2 2 2
36 3 + 3 4 0 0 2 2

0 = 4 ( 8)

N (N,O) ., 1'11 N2 A2 A3 KOMP. -r
1 1 t 1 1 1 1 3
2 2 + 1 1 1 0 1 2
3 1 3 1 0 1 1 1
3 3 + 1 1 1 0 1 :2
4 4 + 1 1 1 0 1 2
6 2 1 3 0 1 1 1
6 6 1 1 1 0 1 2
8 4 • 1 2 0 0 1 1
a 4 + 2 1 0 0 1 1
9 3 + 1 3 0 1 1 1
9 3 + 3 1 2 0 :2 4

16 4 + 4 1 0 0 2 2
18 6 3 1 0 1 1 1

D = I) ( 8)

N (1'1,0) 0 NI N2 A2 A3 KOMP. '1'
1 1 1 1 1 1 1 3
2 :2 + 1 1 1 t) 1 .~

J-

3 3 1 0 1 1 1
3 3 + 1 1 1 t) 1 2
4 4 + 1 1 1 I) 1 2
6 2 1 :3 0 1 1 1
6 6 1 1 1 0 1 :2
9 ""'I + 1 3 0 1 1 1,:.

9 3 + 3 1 2 I) .., 4.-
18 6 3 1 0 1 1

69



70

Ta!)elle V;2

D :: 1 (4)

Anhang

N (N, D) a NI N2 A2 A3 Kamp. Cl

8 1 8 1 0 0 I 0
10 5 + 2 1 3 0 1 -1
11 11 + 1 1 4 0 1 -1
13 13 + 1 1 3 1 1 -1
24 3 1 8 2 0 1 0
27 3 + 9 1 2 2 2 0

D :: 4(8)

N (N, D) cr NI N2 A2 A3 Kamp. Cl

5 1 5 1 2 0 1 0
7 1 7 1 0 2 1 0
9 1 1 9 2 0 1 0
9 1 9 1 0 0 1 0

10 2 + 5 1 0 0 1 0
12 4 I 3 2 0 1 0
32 4 + 8 1 1 0 2 0

D :: o (8)

N (N, D) cr NI N2 A2 A3 Kamp. Cl

8 8 + 1 1 3 0 1 0
10 2 + 5 1 0 0 1 0
15 3 1 5 2 0 1 0
30 30 -+- 1 1 3 0 1 0
36 12 ++ . 3 1 2 0 1 0
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Tabelle VI Die Flächen Y (D,B)
w

71

D 8 'J X Cl w A2 A4+ A4- A6+ A6- 81 82 X Cl
44 7 3 -2 2 2 3 1 0 0 1 -6 2 -4
56 5 4 :2 2 4 2 2 0 0 :2 -4 3 -1
57 2 3 -5 3 5 0 0 1 0 1 -5 2 -5
60 7 -+- 3 -2 2 4 0 4 0 "0 * 3 0 3 -1

3 6 0 0 2 0 1 -10 2 -6
6 4 0 0 0 0 *' 1 0 2 -1

60 17 +-- 3 -4 2 4 4 0 0 0 1 -8 :2 -6
3 6 0 0 0 2 * 3 0 3 -2
6 4 0 0 0 0 * 1 0 :2 -2

65 2 3 -4 5 4 0 0 0 0 ;E- I 0 2 -2
6S 1 ++ 3 -8 5 4 0 0 0 0 * 1 0 :2 -4
76 3 4 -2 2 6 3 1 0 0 2 -6 3 -4
77 1 ++ 3 -8 7 4 0 0 0 0 * 1 0 2 -4
92 1 ++ 3 -10 2 4 6 0 0 0 1 -12 2 -11
93 1 I 6 5 3 3 0 0 3 0 0 -15 3 -5

104 1 ++ 5 -4 :2 6 3 3 0 0 3 -6 4 -5
120 17 +-- 5 -2 2 8 :2 :2 0 0 3 -4 4 -3

3 6 0 0 2 0 1 -10 3 -6
5 12 0 0 0 0 .. 3 0 4 -1

124 1 ++ 4 -8 :2 8 6 0 0 0 2 -12 3 -10
141 1 ++ 4 -9 3 5 0 0 5 0 0 -25 2 -17
156 5 +-- 7 6 :2 4 8 0 0 0 1 -16 4 -5

3 6 0 0 :2 0 1 -10 4 -2
6 12 0 0 0 0 * 3 0 5 3

156 1 +++ 5 -16 2 4 8 0 0 0 1 -16 3 -16
3 6 0 0 0 :2 * 3 0 4 -8
6 12 0 0 0 0 * 3 0 4 -8

168 1 +++ 4 -16 :2 12 :2 ,..2 0 0 4 -4 4 -10
3 12 0 0 4 0 :2 -20 3 -18
6 8 0 0 0 0 *' 2 O· 3 -8

213 1 ++ 6 3 7' 0 0 7 0 0 -35 3 -17

SI uno 52 siehe S. 31"
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Tabelle VII Fixpunktfreie a 7 auf Y(D,B)
w

D 8 rJ w
85 1 ++ 5

105 2 --+ 5
lOS 26 -+- 7
lOS 1 +++ :3
140 23 --+ 10
140 1 +++ S
165 29 -+- S
165 1 +++ 5
168 11 --+ 6
168 1 +++ 3
204 35 --+ 0-
204 1 +++ 3
205 3 S
221 5 13
273 17 --+ 7
273 :2 -+- 3
273 1 +++ 13
280 23 --+ S
280 1 +++ 7
285 14 -+- 5
285 1 +++ 5
345 :2 --+ 5
345 11 -+- 3
345 1 +++ 15
357 26 --+ 7
357' 1 1 -+- 17
3~7 10 +-- 17
357 1 +++ 3
364 1 1 -+- 14
364 1 +++ 7
365 1 ++ S
385 3 --+ 1 1
385 1 +++ 5

7
408 47 --+ 3
408 1 +++ 6
429 . 17 --+ 13
429 1 +++ 13
445 3 5
460 3 --+ 10
460 1 +++ 5
465 :2 --+ 15
465 1 1 -+- S
465 1 +++ 3
476 1 +++ 7

14
485 1 ++ 5
492 23 --+ 6
492 1 +++ 3
493 1 ++ 17

Anhang
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