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Einleitung

Es seli D die Diskriminante eines reellquadratischen Zahlkdérpers F, B die
Norm eines ganzen Ideals von F und Y(D,B) die durch D und B definierte
Hilbertsche Modulflache. Auf der glatten komplexen projektiven Flache Y(D,B)
existiert eine Klasse algebraischer Kurven, die zuerst von Hirzebruch in [Hi,]
systematisch beschrieben wurde. Den von den Poincarédualen ihrer Komponenten
aufgespannten Unterraum von H2(Y(D,B),C) nennen wir - wie in [HLR] - den Raum
der Hirzebruch-Zagier-Zykel. Ziel dieser Arbeit ist es, die Dimension des
Raumes der Hirzebruch-Zagier-Zykel und der 'algebraischen Zykel, d.h. die
Picardzahl der glatten projektiven Flache Y(D,B), =zu bestimmen. Fir elne
Primdiskriminante D haben Hirzebruch und Zagier in [HZ;] algebraischen Kurven
auf Y(D,1) Spitzenformen vom Gewicht zwel zur Stufe D vom Nebentypus
zugeordnet. Wir greifen diesen Gedanken in Kapitel 3 und 4 wieder auf.

Die Grundlage fir dilese Arbeit sind die Ergebnisse von Harder, Langlands und
Rapoport in [HLRJ. Wir werden in Kapitél 2 Shimuravarietaten SK konstruieren,
die dber @ definiert sind, und deren minimale glatte Kompaktifizierungen §K(C)
der komplexwertigen Punkte SK(C) von SK die disjunkte Vereinigung wvon

Hilbertschen Modulflachen zur erwelterten ( bzw. gewdhnlichen ) Modulgruppe
n-sind.

‘Fir einen algebraischen Zahlkdper L bezeichnen wir mit Z(L) den Unterraum
von H2(§ xQ ﬁ,@ (1)), der von den dber L definierten algebraischen Kurven von

K *q Q erzeugt wird. Die Galoisgruppe Gal(@/L) operiert auf H’(s XQ 6,92(1))

und 138t Z(L) invariant, d.h.:

- ~ Gal(Q/L)
Z(L) c Hz(SK xq Q,Q,(1)) .

Die Tate-Vermutung fdr §K besagt nun, daf Z(L) bereits der ganze Gal(ﬁ/L)-

Xq Q, Q (1)) ist, d.h.

invariante Unterraum von HZ(S

Z(L) - H3(5, xq Q,Q,(1) % W/L),



II

Die Kohomologie H3(S 5,52(1)) zerlegt sich in dle direkte Summe der

K Q

Schnittkohomologie der Satake-Baily-Borel Kompaktifizierung EK von SK und dem

Teil, der von den Poincarédualen der Aufldsungskurven der Singularitdten von

SK erzeugt wird

H3 (5, xg @,Q, (1)) = THA(S, xp .Q,(1)) @ HY, (§y xq Q.Q,(1))

Die Schnittkohomologie IH’(EK xQ 6,62) zerfallt unter der Aktion der Hecke-

Algebra von Glz((AF)f) in eine direkte Summe
2/g o0y =
(*) IA%(S, X0 Q.QI) = C: X(rf) ® W(frf)

Uber automorphe Darstellungen x von Glg(AF) mit nicht-trivialer relativer Lie-
Algebren Kohomologie. Dabel ist X(nf) ein endlich-dimensionaler ﬁz-Vektorraum,
auf dem die Galoisgruppe Gal(Q/Q) operiert. Harder, Langlands und Rapoport
habea in [HLR] die Tate-Vermutung fdr automorphe Darstellungen x, die nicht
vom CM-Typ sind, und fir abelsche CM-Formen bewiesen. Der Beweis der Tate-
Vermutung fir diedrale CM-Formen wurde von Klingenberg in [K1] und von Murty
und Ramakrishnan in [MR] durchgefihrt., Diese Ergebnisse sind in Kapitel 2
zZusammengastellt.

In [HLR] wird die Dimension des Raumes der Tate-Zykel in X(wf) fir die
automorphen Darstellungen, die in (*) auftreten, baeschrieben. Es zeigt sich,
dag, aufer fir diedrale CM-Formen, die Tate-Zykel bereits durch die
Hirzebruch-Zagier-Zykel gegeben sind. In Kapitel 3 wird die Anzahl gewisser

automorpher Darstellungen x von Glz(A die in (*) auftreten, bestimmt und

y
damit in Kapitel 4 die Dimension des Raumes der Hirzebruch-Zagier-Zykel in
H2(Y(D,B),C) und die Picardzahl von Y(D,B) abgeschatzt (Satz 4.4 und 4.5);
Satz:

Es sel F der reellquadratische Zahlkdrper der Diskriminante D > 12 und

B = N(6) die Norm eines ganzen Ideals von F. Wir setzen B teilerfremd zu D
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voraus. Dann ist die Dimension des Raumes der Hirzebruch-Zagier-Zykel in

H2(Y(D,b6),C) grdfer oder gleich

1+§ 2_t(Di)-{dm Sz(Di.[?—‘])+ E (1+ 2-[%])-h(d)- T+ [—3])} .
D,>0 d<—b PIDy

D, |D d|p,

( Sz(Di,[gi]) ist der Raum der Spitzenformen vom Gewicht zwel zum
Nebentypus.) Wenn wir mit 1(6) die Anzahl der Kurven auf Y(D,6) bezeichnen,
die durch Aufldésung von Singularitdten entstanden sind, dann ist die

Picardzahl Pic(Y(D,B)) von Y(D,B) grdfer oder gleich

E 2":“)*)-{ dim s,(n,,[&]) - } h(d)- T (1 + E]) }

D>0 d<—ts PIDy
D, ||D d|D,

+ } (1 + [%]).h(d).hcn/d) +2 + 1(b)

d<—4
d||p

Es zeigt sich, daf dilese Abschatzungen fir Primdiskriminanten D bereits die
Dimension des Raumes der Hirzebruch-Zagier-Zykel und die Picardzahl lieferm
(Satz 4.6):
Satz:

Fir einen reellquadratischen Zahlkérper mit Primzahldiskriminante D ist die

Dimension des Raumes der Hirzebruch-Zagier-Zykel in H2(Y(D,1),C) gleich

1+ %‘--dim So(D, [2])

Die Picardzahl von Y(D,l) ist

2 + %-dim s,(n,[?]) + 1(0)

Dabei 1ist 1(0) die Anzahl der Aufldsungskurven der Singularititen von

X(D,0).
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Damit 1ist die Vermutung aus [HZ;] dber die Dimension des Raumes der
Hirzebruch-Zagier-Zykel bewiesen. Wir zeigen iIn Abschnitt 4.4., dag far
reellquadratische Zahlkérper F, die eine Grundeinheit negativer Norm besitzen,
eine einfache Beziehung zwischen der Dimension des Raumes der Hirzebruch-
Zagier-Zykelvvon Y(D,B), und den geometrischen Geschlechtern der Modulflachen
Y(D,1) und YT(D,l) ( der symmetrische Modulflache ) besteht (Satz 4.16):
Satz:
Es sei F eln reellquadratischer Zahlkdrper, der eine Grundeinheit egq
negativer Norm enthalt, und pé bzw: p; die geometrischen Geschlechter der
Hilbertschen Modulflache Y(D,1) bzw. der symmetrischen Modulfliche Yr(D,l).
Dann ist die Dimension des Raumes der Hirzebruch-Zagier-Zykel von Y(D,B)

gleich
( 2.p7) + 1
pS pS

und die Picardzahl

(py = 2:P) + 2 + L&)

Dabei- ist 1(6) die Anzahl der Aufldsungskurven der Singularitiaten von

X(D,b).

Fir die Lefschetzzahl A(Y(D,B)) von Y(D,B), d.h. der Differenz zwischen der
Dimension von Hl'l(Y(D,B),C) und der Picardzahl von Y(D,B), und die Lefschetz-
zahl A(Yr(D,B)) glle Qnter diesen Voraussetzungen (Satz 4.17 und 4.18):
Satz:

Falls F eine Einheit negativer Norm enthadlt, ist die Lefschetzzahl der

Hilbertschen Modulflachen Y(D,B) gleich

"
A(Y(D,B)) = + 2-
(Y( )) pg Pg

und die Lefschetzzahl der symmetrischen Hilbertschen Modulfliche Yf(D,l)

*
A(YT(D,I)) - 2-pg .



Diese Beziehungen wurden fir Primdiskriminanten bereits von Hirzebruch
(unverdffentlicht) vermutet,.

In den dbrigen Fallen kénnen wir mit Hilfe von Lemma 4.19 die Dimension des
Raumes der Hirzeﬁruch-Zagier-Zykel und die Picardzahl der Hilbertschen
Modulflachen Ye(D,B) zur erwelterten Modulgruppe f£fir ' alle Diskriminanten
13 s D < 300 bestimmen.

Bei diesen Untersuchungen stellt sich heraus, dag es genau eine Hilbertsche
Modulflache Y(D,B) vom allgemeinen Typ mit maximaler Picardzahl gibt. Es ist
dies die Flache Y(60,11). Sie wird in Kapitel 5 untersucht.

In der anschliefenden Tabelle werden diese Efgebnisse fir die Fliachen
Ye(D,B) mit 13 < D < 300 und B beliebig angegeben.

In der vorliegenden Arbeit werden die Invarianten der Hilbertschen Modul-
flachen ( und der Modulfliachen zur erweiterten Modulgruppe ) als bekannt
vorausgesetzt. Diese Ergebnisse sind in (Ko] zusammengestellt. Da die Arbeit
[Ko] bisher nicht verdffentlicht wurde, ist sia.als Anhang in diesen Preprint
aufgenommen worden.

Diese Arbeit entstand unter der Lelitung von Herrn Prof. Dr. F. Hirzebruch.
Ich danke ihm herzlich fidr die Unterstitzung bei der Durchfihrung. der Arbeit
und dlie ausgezelchneten Arbeitsbedingungen, die ich am Max-Planck-Institut far
Mathematik in Bonn vorfand. Ebenso danke ich Herrn Prof. Dr. G. Hardef, dessen
Hilfe sehr zu meinem. Verstidndnis der grundlegenden Arbeit [HLR] beigetragen
hat, und Herrn Prof. Dr. J. Schwermer fir seine wertvollen Hinweise bhei der
endgiltigen Fertigstellung dieser Arbeit. AuBerdem danke ich Herrnm Dipl. Math.

U. Weselmann, der mir einen Bewels von Lemma 2.9 mitgeteilt hat.
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Kapitel 1 1

1.1. Grdpencharaktere

1.1.1. Es sei L ein algebraischer Zahlkérper., Mit F bezeichnen wir im
folgenden Limmer einen reellquadratischen Zahlkérper der Diskriminante D. Die
Grundeinheit von F bezeichnen wir mit eg. Falls e, postive Norm hat, wahlen
wir eg 1lmmer totalpostitiv, d.h. mit o(eq) > O far die zwel reellen
Einbettungen ¢ von F. Fir eine Primstelle ® von L bezeichnen wir mit Lﬁ die
Vervollstdndigung von L bezidglich ®. Die endlichen Primstellen s von L
entsprechen bijektiv den Primidealen p wvon L. Wir werden daher auch die
Bezeichnung b = bu fir eine endliche Primstelle ¢ verwenden. In diesem Fail
bezeichnen wir mit @, den Ring der ganzen Zahlen in L, und wit U, := 0; die

2} b p
Einheiten von Op. Fdr eine unendliche Primstelle # definieren wir

{ r* far L% R
U =
L 3

C* fir L
k. 3

e
¥

Ein L-Adel a = (aﬁ) ist dann ein Element aus dem Produkt der lokalen Kdrper Lﬁ

dber alle Primstellen ®» von L, so dag fir fast alle endlichen Stellen ap aus

Op ist. Den Ring der L-Adele bezeichnen wir mit A . Fir eine Primstelle & von

L’
L fassen wir L‘ in kanonischer Weise als Unterring von AL auf. Die Q-Adels

bezeichnen wir mit A:-AQ und die endlichen @Q-Adele mit Af. Die invertierbaran

*
Elemente von AL bilden die Idelegruppe I Die multiplikative Gruppe L 148t

L
sich in kanonischer Weise in IL einbetten, und wir bezeichnen mit Cp = IL/L*
die Idelklassengruppe von L. Auf AL ( und damit auf IL ) wird durch die be-
schrdnkte Produkttopologle eine Topologie erklart ( siehe [W],I,1.1.). .

1.1.2. Es sei K eine endliche Galoiserweiterung von L. Eine Primstelle o von K
liegt uber einer Primstelle # von L, wenn ® die Bewertung ¢ fortsetzt. Wir
schreiben dgfﬁr alo. Wir benitzen die Notation p < » fir die endlichen und ulm

fir die unendlichen Primstéllen. Die Relativnorm wvon Km dber Lu und von K dber

L wird mit N beziehungsweise N

Ku/Lu K/L bezeichnet. Das Produkt der Relativ-
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normen uber alle Primstellen » von K definiert einen Homomorphismus von IK

*
nach IL' der auf K mit NK/I. Ubereinstimmt. Wir bezeichnen daher diesen

Homomorphismus und den durch ihn definierten Homomorphismus der Idelklassen-

gruppen ebenfalls mit NK/L'

Die Galoisgruppe G = Gal(K/L) operiert auf IK beziehungsweise auf CK' Far
den Fixteil dieser Operation gilt:
G

G
IK - IL und CK - CL

(siehe z.B.: [N],III1,Satz(2.5) und (2.7)). Dabel haben wir IL und CL durch die
kanonische Einbettung IL — IK als Untergruppen von IK bzw. CK aufgefagt.

1.1.3. Mit JL bezeichnen wir die Idealklassengruppe von L und mit h(L): -VIJLI
die Klassenzahl wvon L. Fir den reellquadratischen Zahlkdrper F der

Diskriminante D setzen wir h(D) := h(F). Der Homomorphismus

I, —J

L L

(a,) — 1 (b))%’
W

definiert einen Isomorphismus (siehe z.B.: [N],III, Satz (2.3))

*
(1.1) C./(ODU xTOL ) =J
. Lp<unp isll:l:bB L

Fir den reellquadratischen Zahlkdrper F bezeichnen wir nmit jF die
Idealklassengruppe von F im engeren Sinme und mit h(D) die Klassenzahl im

engeren Sinme. Dann definiert der Homomorphismus

I, — J
F s(a )
(a,)) — M (p) s
® [
L]
einen Isomorphismus
(1.2) CF/( I Up x 1 U0 ) = JF

H<eo

o]
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*
1.1.4. Ein Gréfencharakter von L ist ein stetiger Homomorphismus n:IL — C ,

*
der trivial auf L 1st. Nach (1.1) entsprechen die Idealklassencharaktere von

*
L gerade den Grdfencharakteren von L, die.trivial auf M U, xII Lﬁ sind. Rir

b
einen reellquadratischen Zahlkérper F entsprechen die Charaktere der

Idealklassengruppe im engeren Sinne den Gréfencharakteren von F die trivial
auf 1I U0 sind. Eine besondere Rolle spielen in diesem Fall die Geschlechts-
klassencharaktere, d.h. dle Charaktere wvon jF der Ordnung zwel. Sie sind
gerade die Gal(F/Q)-invarianten Charaktere von J
,t(D)-1

P Sie werde z.B. in [Z],§12

begschrieben. Insbesondere gibt es Geschlechtsklassencharaktere ( wir
bezeichnen mit t(D) die Anzahl der Primteiler wvon D).
Definition:

Fir eine endliche Primstelle p eines algebraischen Zahlksrpers K und einen

* .
Charakter )\ von K, sei{ a die kleinste natdrliche Zahl, far die A trivial

b
auf Ug:- 1+ ( Ug:- b) ist. Dann nennt man das Ideal p& den Fihrer des

Charakters A und schreibt cond(k):-bq. Far K = Q schreiben wir auch
cond(}i):= pa statt (p)a. Der Fihrer eines Grdfencharakters von K ist dann
das Produkt der Filhrer der lokalen Charaktere dber die endlichen Prim-
stellen von K.

Fir eine abelsche Erweiterung K dber L haben wir den Reziprozitats-

isomorphismus ({N],III1,6.12)

CL/NK/LCK Z Gal(K/L)
Ingshesondere ist fir eine quadratische Erweiterung NK/LCK eine Untergruppe vom
Index zwel in CL' Wir bezeichnen in diesem Fall mit EK/L den nicht-trivialen

Gréfencharakter von L, der trivial auf NK/LCK ist. Analog definieren wir ¢

E;/E
fdr eine quadratische Erwelterung lokaler Kdrper.
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1.1.5. Zum Abschluf dieses Abschnitts beweisen wir einige Aussagen dber die
Existenz von lokalen Charakteren und Gréfencharakteren, die gewisse

Bedingungen erfillen.

Lemma 1.1:
Es sel F der reellquadratische Zahlkérper der Diskriminante D mit der
Grundeinheit eg und N(egp) = 1. Dann gibt es eine in F verzweigte Primstelle
q von Q, so dag fir die Primstelle ¢ von F dber q ein Charakter u von F;
der Ordnung.é,
" F; — {1}
mit u(eg) = —1 existiert.
Bewels: Nach [Kol],Satz 2, gibt es einen Primteiler q von D, der die Norm
N(eg+l) teilt. Aus N(eg+l)-N(eg—1)=N(ed-1) folgt, daB es eine natirliche Zahi
az 1l mit
(1.3) " | N(e?-1), aber
qa + N(ep—-1).
Fir die Primstelle ¢ von F uber q gilt qz-(q) und N(g)=q. Nach (1.3) gilt
daher
e2 = 1 mod ¢, aber
ep ® 1 mod qa.
Wir bezeichnen mit U:.die Untergruppe 1+qa von Uq' Der Quotient Uq/U: i;t eine
endliche, abelsche Gruppe, in der die Klasse [eg] die Ordnung zwel hat. Wir

wahlen einen Charakter ; : Uq/U: — {tl} mit ;([eo]) = =]1. Verbunden mit der

Projektion

a
U9 ——Uu
¢ Q/UQ

definiert 5 einen Charakter von Uq' Jedes Element x aus F: 148t sich schreiben
als x = Et-u fdr eine lokale Uniformisierende w von ¢, t aus Z und u aus Uq.

- - *
Wir setzen u durch u(x) := u(u) auf Fq fort. a
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Lemma 1.2:
Es sei F ein reellquadratischer Zahlkdrper der Diskriminante D. Far die

endlichen Stellen p wvon F selen Charaktere cb von Up und fir die

4
unendlichen Stellen ©; und #, Charaktere ¢, und c, Vvon R" vorgegeben.
: ’ 1 2

Dann gibt es einen Grdfencharakter
*
n:CF——-» C nit

(1.4) qIU = c fir alle Stellen v von F,

2

®
genau dann, wenn

I cu(e) -1
v

fir alle totalpositiven Einheiten e von F gilt. In diesem Fall gibt es h(D)
Charaktere, die (1.4) erfidllen.

Beweis: Fir ein vollstAndiges Représentantensystem 6 b (h:=h(D)) der

1" h
Idealklassen von F im engeren Sinne wahlen wir endlich F-Idele bl""'bﬁ mit
. 02 - - ™Y
(1.5) bi (o Op R¥Y nrF bi fir L = 1,...,h .
Dann ist nach (1.2)
H +*
I - Ub,-F - (TIU )
F fal i [y
und
h *
C., = uUb, - {O0U /(F nnu)}
F - =1 i 'Y L ’

Wir kénnen einen Gréfencharakter g, der (l.4) erfille, pgenau dann

konstruieren, wenn

I c6(e) -1
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erfillt ist fiar alle e aus F*n I Uu, das heigt far alle totalpositiven
Einheiten e von F. Der Quotient zweier Grdfencharaktere, die (l.4) erfdllen,
kann mit Hilfe von (1.2) als Charakter der Idealklassengruppe im engeren Sinne
aufgefaft werden. Wie wir gesehen habe gibt es genau h(D) solche Charaktere.

Daraus folgt die Behauptung. : O
Mit Hilfe des Isomorphismus (1.1l) beweist man analog.

Lemma 1.3: Es sei L ein algebraischer Zahlkdérper. Fir dle endlichen Prim-
stellen seien lokale Charaktere cp von Up und fir die unendlichen Prim-

*
stellen Charaktere ¢, von Lu gegeben. Dann gibt es einen GrdBencharakter n

von L mit

n = c far alle endlichen Primstellen p von L und
lu, ™ % |
nl * ™ Sy fir alle unendlichen Primstellen & von L,
F
v

genau dann, wenn
e (E) = 1
fir alle Einheiten E von L gilt. In diesem Fall gibt genau es h(L) solche

Charaktere.
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1.2. Darstellungstheorie von Glj

1.2.1. Es sel L ein algebralscher Zahlkérper. Mit G bezeichnen wir die dber Q

dafinierte algebralsche Gruppe Res Glz, die durch Weil-Restriktion aus Gl,

L/Q
dber L entsteht ( siehe {W],Kap. 1.3). Das Zentrum von G bezeichnen wir mit Z.

Z(A)-{[g g] ael, }

und wir kémnen einen Gréfencharakter ¥ von L durch

(52)) v

auch als Charakter von Z(Q)\Z(A) auffassen. Fir einen GrdfSencharakter ¥ wvon L

Dann 1ist

'definieren wir den Hilbertraum Lz(ﬁ):-Lz(G(Q)\G(A),¢) der mefbaren, komplex-

wertigen Funktionen £, far die gilt

(1.6) (L) f(z-g) = ¥(z)-£f(g) fir alle g € G(A) und z € Z(A), und
(2) I |£(8) 12+ |¥(det(g)) | dg < =.
Z(A)-G(@)\G(A) ’
Die Gruppe G(A) operiert durch die rechtsregulire Darstellung R¢(g) unitar auf
L2(¥). Nach [Ge],§8 (siehe auch [Sch],l.6.) lagt sich R¢ als direkte Hilbert-
summe von 1irreduziblen unitaren Darstellungen wJ (mit Multiplizitdt eins) und
stetigen fntagralen von unitiren Darstéllungen xk’s zerlegen:

k,s

(1.7) RPg) = @m)e (o) »%ds ).

hi k
Definition:

Eine automorphe Darstellung ist eine irreduzible, unitare Darstellung
n: G(A) — Aut(Hr), die, fir einen Gréfencharakter v von L, zu einer der
Darstellungen nJ oder "k,s 4quivalent ist. Wir nennen wooi= ¥ den zentralen

Charakter von =.
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Definition:

Eine Funktion f € L*(%) helft cuspidal, wenn sie

J f[[ é T ]-g] dx = 0 far fast alle g aus G(A) erfillt.
Q\A
Wir benutzen die Bezeichnung L3(y¥) fir den Unterraum der cuspidalen Formen in
L3(y$). Der Raum LZ(y¥) 1Ist G(A)-invariant unter Rw, und wir bezeichnen mit

Rg(g) die Darstellung von G(A) auf L3(#).

Lemma 1.4: ([Ha],3.1.1. und 3.1.2.)
Fir eine automorphe Darstellung = von G(A), die diskret in der Zerlegung
(1.7) vorkommt, gilt:
(1) Wenn HTr endlich-dimensional ist, dann ist Hx ein-dimensional, und die
Darstellung x:G(A) — C* faktorisiert Qber die Determinante, d.h. =(g)
= n{det(g)) fir einen Grdpencharakter n von L.
(2) Wenn I-I’Ir unendlich-dimensional ist, dann ist =» cuspidal, d.h. Hw ist ein

irreduzibler Unterraum von L3(¥).

Die G(A)-Module H, kénnen in ein beschridnktes Tensorprodukt
H -®H
x ®
1
von Glz(Lu)-Modulen Hu zerlegt werden. Dabei 1lagt Gla(Op) for fast alle

endliche Primstellen p von L einen ein-dimensionalen Unterraum wvon H, fest.

3
Das beschrankte Tensorprodukt @ Hs besteht dann aus allen (hs)u mit hb
Glz(Ob)-invariant fuir fast alle p. Wir schreiben = als
(1.8) T - Lo
-

mit lokalen Darstellungen r, von Glz(Lﬂ). Diese Zerlegung 1ist bis auf
Aquivalenz eindeutig. Wir benutzen die Abkirzungen

wf i= ® 'p und o= @
8|o
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1.2.2. Wir werden nun die lokalen Darstellungen, die in (1.8) auftreten,
beschreiben. (siehe [GL],Appendix B). Dazu setzen wir K := Lu'
Definition:
Eine komplexwertige Funktion f auf Glp(K) heift glatt, wenn sie vom Typ c®
fir einen archimedischen Kdrper K, beziehungs?eise lokalkonstant fir einen

nicht-archimedischen Kdrper ist.

*
Far zwel Charaktere u; und uz wvon K bezeichnen wir mit «(uq,uz) die
Darstellung von Glz(K) durch Rechtstranslation auf dem Raum der glatten,

komplexwertigen Funktionen f auf Gla(K), die

1/2

f(a'n-g) = #1(“)%#2(V)'I$I -£(g),

fir alle a = [ ; 3 ], n = [ é ; ] und g beliebig aus Glz(K), erfillen.
Falls die Darstellung =(u:,u2) reduzibel ist, hat sie genau einen unendlich-
dimensionalen, irreduziblen Quotienten. Wir bezeichnen diese Darstellung mit

o(py,B2).

Definition:
Die irreduziblen Darstellungen =(u;,uz) heifen Hauptseriendarstellungen.
Die Darstellungen o(u,,ua) helfen diskrete Seriendarstellungen fir ¥
archimedisch, beziehungsweise spezielle Darstellungen fir K niéht-
archimedisch. Eine‘irreduzible unitire Darstellung n auf einem komplexen

Vektorraum H helft supercuspidal, wenn es fir alle h aus H eine offene

1t

kompakte Untergruppe U von N := { [0 1

] | £ € K ) gibt, mit

I #(n)h dn = 0
u
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Man kann fdr eine quadratische Kdrpererweiterung K, von K und einen Charakter
A auf Kf eine Well-Darstellung =()) von GLa(K) konstruieren. Diese
Kongtruktion ist zum Beispiel Iin ([Ge],§7 beschrieben. Falls A invariant unter

der Operation von Gal(K;/K) ist, d.h. falls A = n o N fdr einen Charakter

K,/K

*
n von K gilt, ist x(A) Aquivalent zu der Darstellung =(n,np-¢ sonst ist

Kt/K)’
x{(A) supercuspidal. Eine supercuspidale Darstellung, die nicht 4quivalent zu
einer Well-Darstellung 1st, heift exzeptionell. Exzeptionelle Darstellungen
von Gla(K) treten nur fur nicht-archimedische 1lokale Kérper K mit Rest-
klassenkdrpercharakteristik zwei auf (siehe [GL],Abpendix B). Im Fall K = @,

gibt es, bis auf Aquivalenz, genau vier verschieden exzeptionelle

Darstellungen. Sie wurden von Nobs in [No] konstruiert.

Lemma 1.6: ({Ge],Th. 4.21)
Es sei 7 eine cuspidale automorphe Darstellung von G(A), n = & L Dann ist
fir alle Stellen ® die Darstellung Ty supercuspidal oder Aiquivalent zu

einer irreduziblen Darstellung r(p1,ﬁg) oder o(py.pu2).

Fdr eine quadratische Erweiterung'algebraischer Zahlkdrper L; von L definiert
ein Grdfencharakter A von L; eine irreduzible Darstellung =(i) von Glz(AL)

(siehe [Ge],§7,B). Es gile:

Lemma 1.7: ([Ge],Th.7.1l)

Falls A nicht dber die Norm NL /L faktorisiert, ist x{A) cuspidal.
1

1.2.3. Fir eine automorphe Darstellung x» und einen GrdBencharakter n von L be-

zeichnen wir mit x ® 5 die automorphe Darstellung (x ® n)(g):= x(g) -n(det(g)).
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Definition:
Eine cuspldale automorphe Darstellung =« heift CM-Form, wenn es einen
nicht-trivialen Gréfencharakter n von L gibt mit

=2 x @09

Lemma 1.8: ([GL],Appendix C,b(2.1))
Eine automorphe Darstellung =z ist genau dann eine CM-Form, wenn es eine
quadratische Erweiterung L; von L und eilnen Grdfencharakter A von L, mit
x =2 (1) gibt. In diesem Fall gilt » ® 6 = x fir einen Grdfencharakter n

von L genau dann, wenn n trivial auf N ist.

C
Ly/L'Ly
1.2.4. Fir eine quadratische Erweiterung algebralscher Zahlkérper E uber L
bezeichnen wir mit (x x E) die Liftung einer automorphen Darstellung = von
Glg(AL) zu einer automorphen Darstellung von G13(AE). Zu der Definition der
Liftung automorpher Darstellungen verwelsen wir auf [L],Chapt. 2 und {Sh]. Es

glile:

Lemma 1.9: ([Sh],Th. 3)

Es seli E Uber L eine quadratische Erweiterung algebraischer Zahlkarper,

dann gilt: )

(1) Jede automorphe Darstellung = hat genau eine Liftung.

(2) Eine automorphe Darstellung NI von Glz(AE) ist genau dann die Liftung
einer automorphen Darstellung von GL,(AL), wenn sie Gal(E/L)-invariant
ist.

(3) Die Darstellungen =x; und =x3; haben genau dann die gleiche Liftung, wenn

Ny = M3 oder Ty =~ W2 & GE/L gilt.
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Wir bendtigen die folgenden Aussagen Uber die Liftung lokaler Darstellungen:

Lemma 1.10: ([Sh],Prop. 1 )
Es seien E und L wie in Lemma 1.9,4 eine Primstelle von L und o eine
Primstelle von E dber %. Dann gilt:
(1) (=% E)u - T falls & In E zerfallt.
(2) Falls & nicht zerfillt dann gilt,

(2.1) far LN nicht supercuspidal und N := NEg/Lu,
(x X E), = #(pyoN,pz0N) fdr = = m(4q,43) und
(x X BE) o = a(pyoN,pz0N) far =« = o(p1,42).

(2.2) Falls - x()) fir einen Charakter A einer quadratischen K3per-

erwelterung K von L'3 ist, gile
(r x E)o - n(AoNEo_K/K) fur Eﬂ » K und

(x X E)s - x(A,A'). far Ea = K und X' den beziglich Lu

konjugierten Charakter von By

1.2.5. Der Fihrer einer automorphen Darstellung x von Glz(AL) wird z.B. in

[Ge] ,4.25 definiert. Eine lokale Darstellung LW ist genau dann unverzwelgt,

wenn sie &quivalent zu einer Hauptseriendarstellung =(u,v) mit u und v

unverzwelgt, d.h. trivial auf Uﬁ, ist ([Ce],Th. 4.23.).
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2.1. Die Shimuravarietat SK

2.1.1. Fir den reellquadratischen Zahlkérper F der Diskriminante D bezeichnen
wir, wie im Abschnitt 1.2, mit G die dber Q definierte, reduktive algebraische
Gruppe ResF/Q Glz. Die Zusammenhangskomponente der Eins in der Gruppe G(R) der
reellen Punkte von G bezeichnen wir mit G2(R). Im folgenden ist K immer'eine

offene kompakte Untergruppe von G(Af). Dann bestimmt der Homomorphismus

h: C —— G(R)

a b a ~b
orir— [

eine quasiprojektive Varietat S, := SK(G,h), die Iin natiirlicher Weise uber @

K
definiert ist (siehe [HLR],1.1 und [De;],§3). Wir bezeichen mit

el ) e |

den Zentrallisator von h., Dann gilt fidr die komplexwertigen Punkte von SK
(2.1 SK(C) - G(Q)\G(A)/K-Km.

Die quasiprojektive Varietdt SK besitzt eine natirliche Kompaktifizierung Ek

dber Q, die Satake-Baily-Borel Kompaktifizierung. Die projektive Varietat §K

ist der Zariski-Abschluf des Bildes von S, unter einer plurikanonischen Ein-

|4
bettung. Das Komplemeﬁc von SK in §K besteht aus endliche vielen Punkten, den
Spitzen. Falls K fixpunktfrel auf G(@)\G(A)/K_ operiert, ist SK(G) glatt. Die

Auflésung der Spitzensingularitaten von §K(C) wird in in [HLR]}, §1 beschrieben.
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2.1.2. Die Zusammenhangskomponenten von SK(C) werden zum Beispiel in (R],2.24

beschrieben. Die Determinantenabildung
det : SK(C) — CF/(dec(KoKQ))

bildet die Menge der Zusammenhangskomponenten von SK(C) bijektiv auf dile

endliche Menge CF/(det(K-Km)) ab. Es gibt eine endliche Menge C in G(Af) mit

([BJ],4.3.)

(2.2) G(A) = U G(Q)-c-K-G°(R).
ceC

Fir c¢ aus C setzen wir

(2.3) L, = G@ n (c-K-c *-GR)),

dann ist

(2.4) G(R)\G(A)/K-K_ = U rc§c°(m)/xw .

ceC

&
Der Homomorphismus von Gla(R) nach € , der einer Matrix [a b] die komplexe

c d
Zahl (a-1+b)/(c-1+d) zuordnet, definiert einen Isomorphismus G°_(R)/I§m > M3,
Die Operation von Pc auf H? unter diesem Isomorphismus lagt sich nun wie folgt
beschreiben. Wir fixieren eine Einbettung von F in R und bezeichnen mit

a — a' die dber Q konjugierte Einbettung. Dann operiert die Untergruppe Fc

von G(Q) = Glz(F) als

ab a-z;+b a'-z,+b’
(2.5) [é d](z"ZZ) [ crzy+d ' c'-zgp+d’ ]

auf H2. Aus (2.4) folgt dann:

(2.6) G(Q\G(A)/K-K_ & U T \H2.
ceC ¢
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2.2. Die Zusammenhangskomponenten gewisser Shimuravarietiten und Hilbertsche

Modulflachen

2.2.1. Fir den reellquadratische Zahlkérper F der Diskriminante D mit
Grundeinheit ep benutzen wir die Bezeichnungen:

0 fur den Ring der ganzen Zahlen von F,

o fir ein Ideal in @,

U far die Einheitengruppe von &,

U fir die totalpositiven Einheiten aus U und

U2  for die Einheitenquadrate in U,

Die Gruppe der Einheitenquadrate U? ist eine Untergruppe der totalpositiven

Einheiten U'. Far thren Index in U’ gilt ( N := Npq )
+ 1 falls N(eq) = -1
(U :U?] =
2 falls N(eg) = 1 .

Wir definieren die Modulgruppe I'(0,6) durch

1

T0,6) := {[2 :] € Gl (F) a,def,beb , cebund a-db-c =1 } und

r(0,b) := T(0,b)/Zentrun(T(0,6)).

Die erweliterte Modulgruppe Pe(O,b) definieren wir durch

1

fe(O,b) P {[2 :] € Gla(F) a,de O, beb -, ce€bund a-d-b-c & ut } und

r (0,6) := fa(ﬂ,&)/Zentrum(fe(O,b)).

Die Determinantenabbildung det: fe(o,h) — U+ liefert einen Isomorphismus
zwischen T_(0,6)/T(0,6) und ut/U?. Es ist also I'(0,6) gleich r_(0,6) falls
N(eg) = -1, beziehungsweise eine Untergruppe vom Index zwei in Fe(ﬂ,&) falls

N(eo) =1 ist,
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Wir bezeichnen mit X(D,6) und Xe(D,(») die quasi-projektiven komplexen
Flachen TI'(0,6)\H? bzw. Fe(O,b)\mz. Sie kénnen durch Hinzufdgen von endlich
vielen Punkten, den Spitzen, zu projektiven, normalen Flichen X(D,6) bzw.
ie(n,b) kompaktifiziert werden. Die Flachen X(D,6) und ie(n,b) haben endlich
viele Singularitdten, die durch die elliptischen Fixpunkte von TI'(0,6) bzw.
I‘e(ﬂ,b) und die Spitzen gegeben sind. Die Auflésung der Spitzensingularitaten
wurde in [Hi,;),§2 beschrieben. Die glatten projektiven komplexen Flidchen, die
durch minimale Desingularisierung wvon i(D,&) und Ke(D,b) entstehen, bezeichnen

wir mit Y(D,6) und Ye(D,b).

Definition:
Die Flachen Y(D,6) und Ye(D,b) heifen Hilbertsche ModulfliAchen (bzw.

Hilbertsche Modulfldchen zur erweiterten Modulgruppe) zur Diskriminante D

und zum Ideal 6.

Falls 6, und 6, zum selben Idealgeschlecht gehdren, sind die Flachen Y(D,6,)
und Y(D,65) bzw. YE(D,b,) und Ye(D,l»,) isomorph. Da das Geschlecht eines
Ideals 6 nur von seiner Norm B:=N(6) abhdangt, benutzen wir auch die Be-
zelchnungen Y(D,B) fur Y(D,6), bzw. Ya(D,B) far Ye(D,b). Dabei wahlen wir &

immer so, dag B = N(b4) teilerfremd zu D ist.

2.2.2. Wir bezeichnen mit Ko die maximal kompakte Untergruppe von G(Af),

gegeben durch

(2.7) Ko := 11 Gla(Ob).
p<=

Wie wir In Abschnitt 2.1.2. gesehen haben, gibt es dann eine Bijektion

zwischen den Zusammenhangskomponenten der komplexwertigen Punkte S, (C) von

Ko

SKQ und der endlichen Menge CF/( I Us ). Nach (1.2) ist diese als Gruppe
o
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isomorph zu der Idealklassengruppe im engeren Sinne J Wir kénnen nun die

P
Zusammenhangskomponenten von SKO(C) wie folgt beschreiben:

Lemma 2.1:

Es sel Ko die maximal kompakte Untergruppe von G(A und % ein

£
vollstandiges Reprasentantensystem der Idealklassen im engeren Sinne von F.

Dann sind die komplexwertigen Punkte der Shimuravarietat S die disjunkte

Ko
Vereinigung der Flachen Xe(D,b) uber alle & € %:

Bewels: Fir ein Reprasentantensystem 3 der Idealklassen im engeren Sinne von F

wihlen wir endliche F-Idele b, mit 6 = F n bb'( o0 -R% ). Wir definieren

[

| v L o
(2.8) Cp = [0 l] | b = b, fir ein bed },

Dann ist

6

G(A) = U G(Q)-c-Kg-G°(R),

ceCD

und es gilt fdr alle c aus CD :
T =G(Q) n ( c-Ko-cwl-Go(R) )

c
ab
- {[C d] = Glg(F)

Aus (2.6) folgt dann die Behauptung. o

a,de 0, be 6-1, ¢ce€bund a-d-b-c € U+}.

2.2.3. Wir wollen nun im Fall N(eg) = 1 eine offene kompakte Untergruppe K,

von G(Af) konstruleren, so daf SK (C) die disjunkte Verelnigung von Flichen
1

X(D,4) ist.
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Lemma 2.2:
Falls F elne Grundeinheit eo mit N(eg) = 1 besitzt, gibt es, nach Lemma
*
1.1, eine Primstelle ¢ von F und einen quadratischen Charakter g von Fq mit

pleg) = =1, Wir setzen

Ky : =4 k € Ko | pldet(k )) = 1 b

Dann sind die komplexwertigen Punkte der Shimuravarietadt § die disjunkte

Ky
Vereinigung (mit % wie in Lemma 2.1.)

Sg (©) = U X(D,b).
1 LeB

Beweis: Wir betrachten wieder die Zerlegung

G(A) = U G(Q)-c-Ko-G°(R),
ceCD

d.h. jedes g € G(A) 148t sich schreiben als
g = vckg,
mit ¥y € G(@Q), ¢ € Gy, g, € G°(R) und k € Ko. Falls k nicht aus K; ist, d.h.

falls p(det(kq)) = -1 ist, schreiben wir g als

1
= . lea 0 .. [eo O] . |ea ©
B= 7 [o 1] ¢ {o 1]f k [0 1]=°'5==

wic v (52 ) e o, 50 Y, e, € °® una

#(det([go g]q-kq)) 'ﬂ(eo)'#(det(kq)) -1,

d.h. [80 g]f'k € Ky. Also ist G(Q)-¢-Kg-G°(R) = G(Q)-c-K,-G(R) fur alle c aus
CD und wir erhalten die Zerlegung

G(A) = U G(Q)-c-K,-G°(R)

cECD
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Es gilt:

I, = G(® n ( c-x1-c_1-c°(m) }

- {[: :] € Gl (F) | a,de0, beb >, ceb, ad-be & U und p(ad-bc)-l}

1, ceb, ad-be € Uz'}.
c d

- {[a b] € Gla(F) | a,de0, bet™

Das liefert uns einen Isomorphismus

Fc/ Zentrum(Fc) —_— P(U.ﬁc)

-1
Dabei bezeichnen wir fir c = b 0 mit & das Ideal &6 := F n b.-(I O,_-R%).
) o 1 c c b 23

Aus (2.4) folgt dann die Behauptung. a
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2.3. Die Kohomologie von SK
2.3.1. Es sei g := Lie(G(R)) ® C die komplexifizierte Lie-Algebra von G(R) und
n eilne cuspldale oder ein-dimensionale automorphe Darstellung wvon G(A). Wir
betrachten den G(R)-Modul

(H )m =@ H (siehe (1.8)).
e ele Ts

Dann ist ([Ha],3.1.2) der Unterraum (Hﬂ_)m der Km-endlichen Vektoren in (Hx)m
ein (gm,Km)-Modul ({BW],0,2.2). Fir die Definition der relativen Lie-Algebren

Kohomologie Hq(g-,l(a;(l-lx)m) verweisen wir auf [BW],I,5.1. Wir setzen
Hl(g, R in ) = (g, K ;).

Definition: -
Mit Coh bezeichnen wir die Menge der cuspidalen oder ein-dimensionalen
automorphen Darstellungen =« von G(A) mit nicht-trivialer relatlver
Lle-Algebren Kohomologie
H (¢,K_ i7 ).
Die Menge Coh zerfallt in den Anteil Cohg der cuspidalen und Cohe der
ein-dimensionalen Darstellungen.
Es gilc:
Lemma 2.3: ([Ha],3.4 und [BL],3.2)
Eine automorphe Darstellung = von G(A) ist genéu dann aus Coh, wenn gilt:
(1) » ist cuspidal und die lokalen Darstellungen T, an den unendlichen
Stellen ®# von F sind aquivalent zu der diskreten Serien.darstellung
o(1e1Y2, 16172, oder
(2) m ist ein-dimensional, d.h. x =~ yodet fir einen Grdfencharakter y von

F, und der Charakter x ist trivial auf R'x R' .
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2.3.2. Far eine Primzahl £ bezeichnen wir wie ublich mit Zg die 2-adischen

ganzen Zahlen und mit Qz ihren Quotientenkérper. Der Tate-Modul Qz(l) ist der

L-adische Galoismodul Zj(l) @z Q mit

22(1) - lim {re Q | ¢ elne 2"-te Einheitswurzel }.
n .

Auflerdem setzen wir 61:- QE ®Q, ﬁﬁ(l):- 02(1) ® Q und fixieren Einbettungen
Q — ﬁz — €. Die Darstellung der Galoisgruppe Gal(Q/Q) auf Zz(l) entspricht
unter dem Artinschen Reziprozititsgesetz dem Ideleklassencharakter (Tate-

Charakter)

(2.9) a  x — |x| =1 |xu|
s

(siehe z.B.: [N],Satz 4.10)

2.3.3. Es sei K elne offene kompakte Untergruppe von G(Af). Dann hat §k(C)
Spitzen- und (mdglicherweise) Quotientensingularitdten, Wir bezeichnen nmit Sk
eine offene Untervarietit wvon SK' deren komplexwertige Punkte Sé(C) gerade die
Menge dér glatten Punkte von SK(C) sind. Die Quotientensingularitiaten kénnen
durch endliche Ketten von rationalen Kurven mit normalen Schnitten aufgelést

werden. Die Auflésung der Spitzensingularitidten wurde in [HLR],§1 dber Q,

beziehungsweise in [Hi,] tber C beschrieben. Wir bezeichnen mit §K die'so

gewonnene glatte Kompaktifizierung von S Dann ist §K(C)—Sk(C) ein Divisor

K
mit normalen Schnitten. Das Bild der Restriktionsabbildung

B2 (s xg ®.Qy(1)) = im( H3(S xg Q,Q (1)) — HA(Sy xp @, (1)) )

ist unabhangig von der Wahl der glatten Kompaktifizierung ([HLR],§2). Wenn wir
die Schnittkohomologie IHz(SK Q qQ, Q (1)) der Kompaktifizierung S Q Q@ von

K *Q Q (siehe z. B. [CGM]) als Untergruppe von Hz(S 0 Q, Q (1)) auffassen,

gilt nach [HIR],Lemma 2.2.

H2(S Q, Q,(1)) = IH3(S, Q, Q,(1))

K *Q K *a



22 Kapitel 2

Auf IH’(SK XQ ﬁ.ﬁz) operiert die Hecke-Algebra ﬁx(ﬁ) der ﬁ-wertigen. K-bi-

invarianten Funktionen auf G(Af) mit kompaktem Tridger. Diese Operation

kommutiert mit der Operation wvon Gal(Q/@). Man bekommt somit ([HLR],2.3, und

[BL],3.4) eine Zerlegung von IH2(§K *q ﬁ.ﬁz) in isotypische Komponenten:

(2.10) mz(sK *q Q'Qz) - @ X(«f> ® W(rf).

x € Coh

Dabei 1ist W(x ein irreduzibler ﬁK(ﬁ)-Modul, dessen Komplexifizierung

£)

W(xf) aﬁ C isomorph zu x?, dem Raum der K-invarianten Elementen aus =« ist
2

f ¥

([BL],3.4.). X(r;) ist ein endlich-dimensionaler 62-Vek:orraum mit
Galoisoperation
(2.11) p(n) : Gal(Q/Q) : — Aut(X(rp)).

Betrachten wir nun die Schnittkohomologie der komplexwertigen Punkte §K(C) von
§K' Nach [BL],3.4. ist IH3(S(C),C) isomorph zur direkten Summe der relativen

Lie-Algebren Kohomologien Gber die automorphen Darstellungen x aus Coh:

(2.12) HGO©,0 2o H(g.Kir) @ .
neCoh

Nach [BL],3.2. gilt fir die Dimension der Kohomologie Hz(p,Km;«m):
2 fir » € Coh
dimg H?(g,K ;7 ) = e

4 fir = € Cohg.

Ein Vergleich von (2.10) und (2.12) ergibt:

R

(2.13) (1) X(x @E Cc

2
(iD) W(Rf) @ﬁzm = x

£ H?(g,K_;x_) und

K
P
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2.3.4, Wir bezeichnen mit H:ing(gK(C)’c) den von den Poincarédualen der Auf-
lésungskurven von §K(®)-in H’(§K(C),C) erzeugten Unterraum von H3(§K(C),C).
Mit Z(€) bezeichnen wir eine Aufldsung der Untervarietat §K(C)—Sk(€). Wir

betrachten die Gysin-Sequenz ([De4],(8.2.8))
— H2(2(D),€) T HA(5(0),€) — HA(S(D),C) —

Das Bild des Gysin—Homomorphismus vy ist per Definition H:ing(gx(C),G). Daraus

folgt:
2.6 ~ 2,3 —_ H3¢g’ 2 3
(2.14)  HA(E(O),0) ¥ in(# (3 (©),0) — B (5p(0),0)) @ 1}, (5,(D).0).

Wir kdnnen diese Ergebnisse wie folgt zusammenfassen:

Lemma 2.4:

Es sei K eine offene kompakte Untergruppe von G(Af), §K ein glattes Modell

von §K und H:ing(gx(C),C) der von den Poincarédualen der Auflésungskurven

erzeugte Unterraum von H2(§K(C),C), dann gilt

2,3 o 2,35 -
B35 (0),0) & M35, (0),0) o B (§(©.0

~ K -
2o (H%(g,K ; ® ® H3 5,(C),T).
Ecoﬁ (g.K,im,) @ x2) sing( k(0.0
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2.4. Die Hirzebruch-Zagier-Zykel

2.4.1. Es sei H die uber @Q definierte algebraische Gruppe Glz, h' der
Homomorphismus
h': €° —— H(R)

a-b
s — [0

und L eine offene kompakte Untergruppe von H(Af). Dann existiert, wie in
2.1.1, eine Shimuaravarietat JL T JL(H,h'). definiert uber Q, fir deren
komplexwertige Punkte gilt:

J, () = H(@\H(a)/L-L_ .

L ;-{ [g ‘;] € HR) }

Wir betrachten die tber @ definierte Diagonaleinbettung

mit

A: H-——G.
Falls die Diagonaleinbettung die Untergruppe L von H(Af) in die Untergruppe K

von G(Af) abbildet, gibt es einen dber Q definierten Morphismus

{(2.15) JL —_— SK'

Nach [HLR],?..'l-O. liegt der Zykel, der durch das Bild wvon JL unter diesem
Morphismus gegeben 1ist, iIn IH3(§K XQ G_J,Qg(l)). Wir erhalten somit eine
Abbildung ‘

H°(JL Xq U8y —— ma(sK Xq Q,Q,(1)).

2.4.2. Fir ein g aus G(Af) und eine offene kompakte Untergruppe K' von G(Af)

nit K' ¢ g-K-g—l gibt es einen uber Q definierten Morphismus

R(g) SK' —_— SK ,

der auf den komplexen Punkten von SK‘ durch Rechtsmultiplikation mit g gegeben

ist ([De;],3.2.). Der Morphismus R(g) 1ld4B8t sich zu einem endlichen, flachen
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Morphismus
R(g) : Sgr T Sy¢
fortsetzen ([HLR],1.7.). Wir erhalten somit fiar K' := K n g-K-g_l die Hecke-

korrespondenz

SKI
R(li)/. \R(g)
Sg Sg

R(g) induziert einen Homomorphismus auf der Kohomologie

" (siehe [HLR],1.7.).

* . 2/a o 2/a n
R(g) : IHZ(S, *a @,Q,(1)) — 1IH (Sg- *q Q,Q,(1)).
Durch Komposition mit der Transferabbildung ([BL],2.3.1)
Trans : IH3(§K. *q 6,@1(1)) —_ m’(EK *q 5,02(1))

erhalten wir eine Operation von g auf IHZ(‘S:K XQ ﬁ,ﬂlﬂ(l)).

Definition: ({HLR],2.10.)
Wir bezeichnen mit 9 den- von den Bildern wvon HO(JL XQ 6,02) unter dieser
Operation erzeugten Unterraum von Il-lz(gK xQ @,Qﬂ(l)). Seine Elemente heifen

Hirzebruch-Zagier-Zykel. Das Bild von 9 GQ C unter dem Isomorphismus
2

m’(stQQ,QB(l)) @ch = mz(sx(u:),C)

bezeichnen wir mit EDC.
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2.5. Die algebraischen Zykel

2.5.1. Es sei X eine glatte, zwel-dimensionale quasi-projektive Varietdt,

definiert dber Q . Ein Divisor auf X XQ Q ist eine endliche formale Summe

D-chC ,nCE Z,

von irreduziblen Kurven C auf X xQ Q . Ddie Picardgruppe Pic(X xQ Q) ist dann
die Gruppe der Divisoren modulo linearer Aquivalenz, d.h. modulo ﬁ(X)*. Ein
Divisor D heifgt E-rational fdr elnen algebraischen Zahlkdrper E, wenn
D=D0%:=3 n, c® far alle o aus Gal(ﬁ/E) ist. Die frele abelsche Gruppe der
E-rationalen Divisoren bezeichnen wir mit Divt(x XQ Q) und die Gruppe der
E-rationalen Divisoren modulo E(X)* mit PicE(X xln Q). Dann haben wir die

Chernklassenabbildung
) 0y — . y2 0
(2.16) c : Ple(X Xq Q) B (X Xq Q,Qz(l)).

Das Bild von PicE(X xq ﬁ) unter ¢ ist Invariant unter der Operation wvon
Gal(ﬁ/E) auf H3(X xm‘a.mz(l)). Ein Teil der Tate-Vermutung fir X besagt nun, -
dag das Bild wvon (2.16), tensoriert mit Qz , berelts der ganze

Gal(Q/E)-invariante Teil von H3(X Xg 6,02(1)) ist:

= ~ - Gal(Q/E)
(2.17) c(Ple (X xq @) @ Q, = H* (X xg 8., (1)) )

Definition:
Fir einen algebraischen Zahlk&érper E bezeichnen wir mit Z(E) den Unterraum
c(PicE(X XQ D) © Qz von H?*(X *q 6.02(1)). Mit Z bezeichnen wir den
Unterraum c(Plic(X xq o)) ® Q, von H2 (X *q ﬁ,@z(l)). Die Elemente von ¥

heifen algebraische Zykel von X.
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2.5.2. Fir die komplexe, quasi-projektive Mannigfaltigkeit X(C) definleren wir
Pic(X(€)) als die freie abelsche Gruppe der dber T definierten irreduziblen
Kurven modulo globaler meromorpher Funktionen. Die Picardzahl von X(C) 1ist

dann der Rang des Bildes von Pic(X(C)) unter der Chernklassenabbildung
(2.18) c: Pic(X(C)) —— H3(X(T),T).

Definition:

Wir bezeichnen mit ZC den Unterraum c(Pic(X(C))) ® C. Die Elemente von Zt

nennen wir algebraische Zykel.

2.5.3. Der Isomorphismus

(2.19) H3(X xq @Q,(1)) ®°z C = H*(X(C),C)

liefert eine Abbildung von Z ®q C nach Zt. Aus dem Beweis von Proposition
£

1.5. in [De,] folgt, da8 jeder uber T definierte Divisor Z zu einem dber @

definierten Divisor 2o algebraisch Aaquivalent ist., Insbesondere haben dann 2Z

‘und 2o dasselbe Bild in H?*(X(C),C). Deshalb gilt

(2.20) z % C = 2€
2

und die Picardzahl der komplexen Flache X(T) ist gleich der Dimension des von

c(Pic(X xQ ﬁ)) aufgespannten Unterraumes in H3(X ><Q 6,@2(1)).
2.5.4. Betrachten wir nun die algebraischen Zykel auf Sk(@). Nach (2.14) gilt
2,3 ~ 2,3 —_ y2(g° 2 3
H(5,(©),0) % 1a(H(5.(0),€) — HA(54(0),0) © HZ,  (5,(©),0).

Der Summand H:ing(gK(c)’C) besteht per definitionem aus algebraischen Zykeln.
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Jeder algebraische Zykel auf SR(C) kann zu einem algebraischen Zykel auf §K(C)
fortgesetzt werden. Daher sind die algebraischen Zykel ZC von Sk(t) in
im(H? (5, (C),€) — H*(5.(C),C)) = IH?(5,(C),C) enthalten.

2.5.5. Fir eine automorphe Darstellung x aus Coh operiert Gal(Q/Q) durch p(x)
auf dem ﬁz-Vektrorraum X(wf) (siehe (2.10) und (2.11)). Wir bezeichnen mit a

den Tate-Charakter (siehe 2.3.2.) und definieren fir einen algebraischen

Zahlkérper E und eine automorphe Darstellung x aus Coh:

(2.21) J(x,E) :={ x € X(wf)|p(ﬂ)(a)(x)-a—l(a)-x v o € Gal(Q/E) }
und t(x,E) := d J(x,E)
imaz
Dann gilt fir die E-rationalen algebraischen Zykel Z(E) wvon Sk :

ZE) e §,c © I(rE) 8 x|
n€Coh

und die Tate-Vermutung fur Sk 148t sich mit diesen Bezeichnungen als

Z(E) ® 62 - ® J(x,E)® «lé
xcCoh

formulieren (siehe auch [HLR],§2 ). Es gilt:

Satz 2.5: ([HLR],4.6. und 4.7.)
Fir eine automorphg Darstellung = aus Coh gilt:
(1) Fdr alle algebraischen Zahlkérper E ist t(x,E) aus {0,1,2).
(2)_ Fir alle = aus Cohe gibt es einen algebralschen Zahlkdrper Eg mit
t(x,Eq) = 2.
(3) Fir = aus Cohp gibt es genau dann einen Zahlkérper Eq mit &(x,Eq)=2,

wenn x vom CM-Typ (siehe 1.2.3.) und die zugehdérige quadratische

Erweiterung von F biquadratisch uber Q ist.
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Definition:
Eine CM-Form = aus Cohg heift abelsch, wenn sich der algebraische
Zahlkérper Eg in Satz 2.5,(3) so wahlen liSt, daf Eo Uber @ abelsch ist.

Anderenfalls helft = diedral.

2.5.6. Es sei w ein Grdfencharakter endlicher Ordnung von Q. Mit Hilfe des
Reziprozitdtsisomorphismus (siehe (N],III,6.12) fassen wir w auch als
Charakter endlicher Ordnung von Gal(Q/@) auf. Fir eine automorphe Darstellung

7 aus Coh definieren wir den ﬁz-Vektorraum der Tape-Klassen

(2.22).  T(r,w) =4 x € X(xp)|o(m) (@) (x)=a Y(o)-w t(o)-x ¥ o € Gal(@/@)}

und ¢t(7r,w) = dimﬁ T(r,w).
2

AufBerdem definieren wir die Tate-Klassen in ¥ und Z durch:

(2.23) Z(r,w) = Z @ 02 NI (xr,w , 2(xr,w) := dimﬁ Z(r,w)
2

F(r,w) =D 62 NT(r,w) , d(x,w) := dimg H(r,w).
)

Die Dimensicnen %(x,w) und d{r,w) wurden in [HLR] untersucht. Um diese

Ergebnisse angeben zu kdénnen, bendétigen wir die folgende Definition.

Dafinition: ([HLR],2.7.)
Es sel w ein Gréfencharakter von Q. Eine cuspidale automorphe Darstellung =
von G(A) heift ausgezeichnet beziglich w_l, wenn sis sich darstellen 14t
als:
] n-]-
A - (RQ xF)® (v-w') ",
Dabel sind

(1) "Q eine automorphe Darstellung von Glz(A) und x, X F ihre Liftung

Q
nach F (siehe 1.2.4.) und
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(2) v' und w»' GréBencharaktere endlicher Ordnung von F, £dr deren
Einschrankungen auf IQ glle:

] .
w - w w -VI - €

ITq » "mq Tq
(Dabei 1ist v der zentrale Charkter von HQ und ¢

Q
Grdfencharakter von Q, der trivial auf N

F/Q °
F/Q der nicht-triviale
F/QIF ist).

Wir bezeichnen dann (x,w) als eln ausgezeichnetes Paar.

Satz 2.6: ([HLR],2.8.-2.11.)

Es sei w ein GrdBencharakter endlicher Ordnung von Q und ¢ der nicht-

F/Q

triviale GrdfBencharakter von @, der trivial auf N ist, dann gilt:

F/Q'F
(1) Fir alle » aus Coh 1st #(m,w) aus {0,1) und z(x,w) = {{r,w).

(2) Fir alle x aug Cohe, d.h. n(g) = n(det(g)) sel x”:-nlI ,dann ist
' Q

#(7,w) = 1 genau dann, wenn Xy = @ oder X, = w 'GF/Q ist und
d(x,w) = 1 genau dann, wenn Xe ™ w_l ist.

(3) Fir = aus Cohg 1ist:
d(m,w) = g(x,w) = &(x,w) und

d{x,w) = 1 genau dann, wenn (x,w) ein ausgezeichnetes Paar ist.

Leoma 2.7:
Fir eine CM-Form x aus Cohg, die zu einer biquadratischen Erweiterung von Q
gehért, gibt es genau dann einen algebraischen Zahlkérper E und Gréfen-
charaktere endlicher Ordnung w, und wy von Q mit t(x,wy) = t(w,wy) = 1 und

T(x,E) = T(x,vy) ® T(7,wg),

wenn x eine abelsche CM-Form ist,

Beweis:

" =» ": Es seilen E, w; und wy wie oben. Wir widhlen Eg mit

Gal(Q/Eq) = (Ker wy) N (Ker wy).
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[ %]

Dann ist t(mx,Eq) = ¢t{x,E)= 2 und

Gal(Eo/Q) ¥ Gal(@/Q)/((Ker wy) N (Ker wz)).

Also ist Gal(Eg/@) abelsch.

" « ": Falls = eine abelsche CM-Form ist, gibt es eine abelsche Erwelterung Ego
von.Q mit ¢(x,Eg) = 2. Dann ist p(r) elne zwel-dimensionale Darstellung der
abelschen Gruppe Gal(Ey/Q) auf J(7,Ep) und damit direkte Summe von zwel
ein-dimensionalen Darstellungen. i
Nach Satz 2.6 wissen wir, dag fir ein-dimensionale und cuspidale automorphe
Darstellungen =« von G{(A), die nicht vom CM-Typ sind, und fdr abelsche
CM-Formen der Raum der Tate-Zykel J(x,E) fir einen algebraischen Zahlkérper E
bereits aus Hirzebruch-Zagiler-Zykeln besteht. Der Fall der diedralen CM-Formen
wurde in [Kl1] und {MR] behandelt. Auch in diesem Fall besteht J(x,E) aus

algebraischen Zykeln ([K1],Satz 4.4.5.).

Satz 2.8: ([HLR], [K1l] und {MR])
Es sel ‘x eine automorphe Darstellung von G{A) und E ein algebraischer

Zahlkérper. Dann sind alle Tate-Zykel aus J(n,E) algebraische Zykel.

Wir werden nun beweisen, daf alle ausgezeichneten CM-Formen abelsch sind. Dazu

bendtigen wir das folgende Lemma:

Lenma 2.9:

Es sei L dber Q eine biquadratische Kdrpererweiterung. Wir bezeichnen mit o
und r zwel Erzeugende von Gal(L/@) und mit E und F die Fixkdrper von o bzw.
r. Dann gibt es Grdfencharaktere p und v von E bzw. F-mit

poNy g = Vol g

die keine Liftungen von Gréfencharakteren von Q sind. Es gilt

-1
n % - €
|1Q |IQ E/Q ‘F/Q .
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Bewels: Wir wahlen eine Fortsetzung ¢ des quadratischen Grdfencharakters ¢

F/@

auf C. . Dann ist 2

E |1 = 1 und es gibt einen GrdBencharakter n von E mit

Q
2 =nn L.

Wir definieren

Dann gilt fdr x aus IE:

px7) = n(xy e(x) Y - nx)- e 2ex™y

p(x)e(x) Toex™) 7t

#(X)-eF/Q(x-xr)'l.

Da die Normgruppe NE/Q(IE) nicht in NF/Q(IF) enthalten {st, kann u

insbesondere keine Liftung sein. Welterhin gilt fir y aus IL:

o) (5/37) = (v -7y h ety Ty T

=« y7y Y0 =g gy yyDT) =1
Also gibt es einen Gréfencharakter » wvon F mit

(2.24) - VONL

ol g /F
Dann kann v ebenfalls keine Liftung sein, denn fir einen Grdfencharakter a von

Q mit aoNF/Q -y gilt-poNL/E - (aoNE/Q)ONL/E . Daraus folgt u = GONE/Q oder
U - (Q'CF/Q)ONE/Q , im Widerspruch dazu, dag p keine Liftung ist. Wir
definieren
-1
Q= u v .
ITg ™ I7q

Aus (2.24) folgt

0 -]
Auferdem gilt fuir x aus IE

ﬂ(x-xr) - p(x-xr)-v-l(x-xr)
- p(x-xr)-p-l(x-xa) ( nach (2.24) )

- p(xf-x-l) ( denn %’ - X ).
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Da p keine Liftung ist, ist Q also nicht trivial auf N Analog zeigen

£/Q'TE)
*

wir, dag O nicht trivial auf NF/Q(IF) ist. Damit ist @ -NL/Q(IL) die gréfte

Untergruppe von IQ auf der Q verschwindet. Da dle Charaktergruppe von

IQ/(QX-NL/Q(IL)) von EF/Q und GE/Q erzeugt wird, folgt daraus die Behauptung.Od

Mit diesem Lemma beweisen wir:
Lemma 2.10:

Jede ausgezeichnete CM-Form x aus Cohg ist abelsch.

Bewels: Nach Lemma 2.7 mﬂsseﬁ wir zeigen, daf =x beziglich zweler wverschiedener
Grdfencharaktere w,; und wy ausgezéichnet ist. Wir schreiben = als

* = (n() x F) & )
mit einem Grdfencharakter Q- -einer imaginidrquadratischen Erweiterung E von Q.
(Das wir n so darstellen kdnnen folgt zum Beispiel aus den Beweisen von Lemma

3.10 und Satz 3.12.) Dann ist x ausgezeichnet beziiglich
-1

Wy =W -xl - €

x () IQ F/Q °
Wir setzen L := E-F und definieren mit den Charaktere u und v aus Lemma 2.9

' = (7(Q-p) X F) ® (A-V-l)

Dann ist (siehe [GL], Appendix B)

-1
L/E-(A-v )oNL/F)

( nach Lemma 2.9)

x' = x((Q-p)oN

-7

und ' ist ausgezeilchnet beziglich

o

1

pRMTRRECES '1g F/a

- wﬂ(ﬂ).AIIQ.(EF/Q.CE/Q).CF/Q

] w;l . 0O

Daraus folgt:
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Korollar 2.11:
Es gelen QC und Zt der Raum der Hirzebruch-Zagler-Zykel beziehungswelse der

algebraischen Zykel in IH’(EK(C),C). Dann gilt:

K K K
dimg, @5 = E dimp(re) + 2 5 dimp(rc) + E éimm(”f)
7T ausg. x ausg. «GCohe
nicht CM CM

ding 7y - } dimg(rg) + 2 E dimg(rg) + 2 E dtmg(x5)
x ausg. x CM neCoha
nicht CM biquad. -

(Dabei wird immer Uber » aus Coh summiert).

Zur Berechnung der Dimensionen von Zc und ﬁc bendtigen wir also die folgenden

Informationen:

(1) Die Dimension des Raumes der K-invarianten Funktionen wK far = aus Coh.

f

(2) Die Anzahl der ausgezeichneten Darstellungen =x aus Cohg mit w?

= (0}.

= (0).

(3) Die Anzahl der ausgezeichneten CM-Formen n aus Cohg mit w§
K

(4) Die Anzahl der CM-Formen =« aus Cohg mit e w {0}, die zu einer

biquadratischen Erweiterung von Q gehéren ( siehe Lemma 1.8 ).
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3.1. Die Dimension des Raumes der K-invarianten Funktionen einer automorphen

Darstellung

Es sel F ein reellquadratischer Zahlkérper der Diskriminante D, G die alge-
braische Gruppe ResF/QGlg und K eine offene kompakte Untergruppe von G(Af).
Ziel dieses Abschnittes ist es, die cuspidalen automorpheh Darstellungen = von

G(A) zu beschreiben, fdr die es nicht-triviale K-invariante Funktionen in e

gibt, und die Dimension von r?, dem Unterraum der K-invarianten Funktionen in
Mg ZU bestimmen. Wir werden dies fir die maximal kompakte Untergruppe Ko von
G(Af) und fir ihre, in Lemma 2.2 definierte, Untergruppe K; tun. Nach {JL]

gile

Lemma 3.1: ([JL],3.9.)

Es sel Ko dle maximal kompakte Untergruppe von G(Af), x eine cuspidale
Ko

automorphe Darstellung von G(A) und e der Unterraum der Kg-invarianten

Funktionen in Mg Dann ist r§° genau dann nicht-trivial, wenn fudr alle

endlichen Primstellen p von F die lokale Darstellung «p

Hauptseriendarstellung ist, d.h. wenn es unverzweigte Charaktere u; und pg

Ko
P 1.

eine unverzweigte

von F; gibt mit xb = n(uy,42). In diesem Fall ist dimc P

Lemma 3.2:
Falls der reellquadratische Zahlkérper F eine Grundeinheit eq mit N(eg) = 1
besitzt, gibt es nach Lemma 1.1 eine Primstelle ¢ von F und einen quadrati-
schen Charakter u von F: mit u(e;) = ~1. Wir setzen wie in Lemma 2.2
Ky ;=4 k € Ko | uldec(ic )) = 1 b
Fir eine cuspidale Darstellung = von G(A) 1ist x?‘ genau dann nicht-trivial,

wenn gilt

(1) an jeder endlichen Primstelle p » ¢ ist mx, unverzweigt und

b
(2 e oder Ta ® p  1st unverzweigt.

In diesem Fall ist dimC wg’ -1.
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Bewels: Wir zerlegen n_ als n_ = @ r, und Ky als I K, , dann ist
f b b
b b
N T
prq

Fir p » ¢ ist K

, = G12(0,) und damit ({JL],3.9.)

1 fir », unverzweigt

b

0 sonst.

(K.)
dimc wb Hh! - {

Es reicht also zu zeigen:

dimc TG

) _ { 1 far e oder e ® u unverzweigt
L

0 sonst.

Bis zum Ende dieses Beweises setzen wir K:-Kq und K':-Glz(Oq). Dann ist

' - ’ eo 0 .
K' =K U [o 1] K.

Fir eine Funktion f aus-«i definieren wir f durch

B - £ + 2 [0 ).

Dann ist f aus RE . Wir unterscheiden nun zwei Fille:
(1) 'q ist verzweigt und 15 » {(0)}: Dann gibt es eine Funktion f aus xﬁ—{O},

und ¥ ist aus «ﬁ - (0}, d.h.

2 [° ) - -£(@) . una

(f @ p) (g-[g° g]) = (f ® pu)(g) fir alle g aus Glz(Fq).

Dann ist £ ® y aus (wq ® p)K . Da aber £ ® uy w 0 ist, muj "q ® p unverzweigt

sein. AuBerdem ist die Abbildung f —— f @ g ein Isomorphismus zwischen wK

K K
und (n-qr ® pu) , daraus folgt dimc wq - 1.
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¢
in ﬂz enthalten. Die Abbildung f —— f ist ein Homomorphismus von wz nach

xi . Wenn die Dimension von xz gréfer als eins ist, gibt es eilne Funktion f

(2) wq ist unverzweigt: In diesem Fall ist der ein-dimensionale Unterraum =

aus xz—{O} mit £ = 0, d.h.

f<s[3° 2]) - —f(g) far alle g aus Gl3(F)

und £f @ 4 = 0 ist aus (xq ® p)K, im Widerspruch zu ”q unverzweigt, denn dann

ist ”q ® p verzweigt und (xqr ® p)K = {0}. Daraus folgt dimc ri - 1. a

3.2. Die unverzweligt gelifteten Darstellungen

3.2,1. In diesem Abschnitt bezeichnen wir mit K immer die maximal kompakte

Untergruppe Ky von G(Af).

Notatiom:
Wir bezeichnen mit Coh§ die Menge der wunverzwelgten automorphen
Darstellungen = aus. Cohg.

Wir fihren die folgende Definition ein:

Definition:
Eine Darstellung = aus Coh§ helft unverzweigt geliftet, wenn sie sich
.schreiben lagt als

X - (wQ X F) & A

mit einer unverzweigten Liftung Tq ¥ F aus Coh§ und einem GréBencharakter A
von F.
In diesem Fall ist auch X unverzweigt und trivial auf R'x R". Dann entspricht
A unter dem Isomorphismus (1.2) einem Charakter der Idealklassengruppe von F
im engeren Sinne, insbesondere 1ist also AIIQ m 1. Unverzweigt geliftete
Darstellungen sind ausgezeichnet beziglich
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Wir werden in diesem Abschnitt die Anzahl der unverzwelgt gelifteten
Darstellungen = bestimmen und ein Kriterium dafir angeben, wann unverzweigte

ausgezeichnete Darstellungen berelits unverzweigt geliftet sind.

Lemma 3.3:
Es sel "Q eine cuspidale automorphe Darstellung von Gla(A) und F ein reell-
quadratischer Zahlkérper. Dann 1st die Liftung (wQ x F) von Tq senau dann
aus Cohg, wenn gilc:
(1) Fir alle endlichen Primstellen p wvon @ ist “Q dquivalent zu elner

Hauptseriendarstellung «(u,v) mit u o NF /Q und v o NF /Q unverzweigt.

pp £ p
(2) An der unendlichen Stelle 1ist 'ﬂo dquivalent zu der diskreten

-1/2

Seriendarstellung a(|t|1/2,|t| Y.

Bewels: (2) folgt unmittelbar aus Lemma 1.10 und 2.3.
(1) Falls p in F zerfallt, folgt die Behauptung unmittelbar aus Lemma

1.10,(1). Wir nehmen also an, dag p in F nicht zerfallt, und bezeilchnen mit b

die Primstelle von F, die dber p liegt, und mit N die Relativnorm NF Q. Nach
5 p
~ ~ *
Voraussetzung gibt es unverzweigte Charaktere g und v von Fp' so dag («Q X F)p

aquivalent zu der Hauptseriendarstellung x(x,v) ist. Da 4 und v unverzweigt

sind, sind sie insbesondere Gal(Fp/Qp)-invariant, und es gibt Charaktere u und
* - -

v von Qp mit 4 = upoN und v = voN. Nach [GL],Theorem 1,(c), kann man g und v so

wahlen, dap (rq)p dquivalent zu x{u,v) ist. a

Der zentrale Charakter w von (RQ X F) 1st unverzweigt und nach Lemma 3.3
trivial an den unendlichen Stellen. Er ist auferdem die Liftung des zentralen
Charakters wg von mq. Wie wir bereits in 1.1.4. bemerkt Eaben, entspricht w
unter dem Isomorphismus (1.2) einem Geschlechtsklassencharakter. Wir wollen
diese Charaktere ndher beschreiben. Dazu zerlegen wir die Diskriminante D von

F in ein Produkt von Primdiskriminanten von.D, d.h. wir schreiben D als
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D = I D(p),
p|D

wobei p die Primteiler von D durchlauft und D(p) definiert ist als

P far p = 1(4)
-p fdr p = 3(4)
(3.1) : D(p) := 4§ —4 far p = 2, D = 4(8)
8 fir p = 2, D = 0(8), D/8 wm.1(4)
-8 far p = 2, D = 0(8), D/8 = 3(4)

Definition:
Werm ein Teilgr Dy von D ein Produkt von Primdiskriminanten von D ist, dann
sagen wir, dag D von Dy als Diskriminante geteilt wird, wir schreiben dafdr
D, ||D.
Die unverzweigten Gréfencharaktere von F, die uUber die Norm NF/Q faktori-
sieren, sind dann die Charaktere eL/F - €L1/Q° NF/Q mit L,:= Q(/ Dy), D|D und
L:= L,-F. Da der zentrale Charakter w von («Q x F) trivial auf R x R ist, mup
D, insbesondere positiv sein. Es gilt:
Lemma 3.4:
Eine automorphe Darstellung = aus Coh§ ist genau dann unverzweigt geliftet,
wenn sle sich darstellen lagt als:
N - (1rQ X F) @ A
fir einen positiven Teiler Dy|D und L := Q(/ Dy) mit:

{1) Der zentrale Charakter w von ﬁQ ist ¢

(mg) L/Q -

(2) Far die Fihrer von wQ und w(ﬂo) glle:

cond(ro) = cond{w D;.

(r@)’ ~
(3) Fdr alle endlichen Primstellen p von @ ist (ﬂQ)p 4dquivalent zu einer
Hauptseriendarstellung n(u,v) mit u oder v unverzweigt.

(4) An der unendlichen Stelle ist wo dquivalent zu a(lt]l/z,ltt—l/z

).

(3) A ist eiln unverzweigter Gr&fencharakter von F, trivial auf R+x R+.

In diesem Fall ist x ausgezeichnet beziglich w—l

Ly = Q(J D/Di).

- w(ﬁm).eF/Q - eL,/Q mit
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Bewels: Wir schreiben = als
x - (wb xF) &)\

-1
mit w - 1w ,-€

8 F/Q und (fd X F) wie in Lemma 3.3. Es sei Dy das Produkt der

Primdiskriminanten D(p) fur die (”ﬁ)p aquivalent zu =(u,v), mit u und v

verzweigt, ist. Nach Lemma 3.3 kann dies nur far Teiler p von D der Fall sein.

Wir setzen Lg:= Q(/ D). Dann gilt:

' . [l - l
T - ((a'Q ® eLz/Q) X F) ® (A -(eLz/Qo NF/Q))

und w

- W, ‘€ -, € .
(«QseLz/Q) F/Q Q F/Q.

Der zentrale Charakter von 7, = 7, @ ¢ ist, wie wir gesehen haben, gleich
Q Q L2/Q

ep)q fOr ein Dy > O mic DD und L:= Q(/ D;). AuBerdem erfullt =, die

Q
Bedingung (3) nach Lemma 3.3,(l). Wir definjeren
] . ' .
Y= Ao e Ve
Dann erfdllt A die Bedingung (5) und es bleibt nur noch (2) zu zeigen.

Nach [Ge],4.25, ist der Fdhrer von =«

Q :
cond(zQ) - g cond(«(pp,vp))
- g cond(pp)lcond(up)

Nach Konstruktion ist aber pp oder v unverzwelgt, also ist

d - .
con (ﬂQ) g cond(,up vp)

= cond{w

(ﬂ'Q))

- Dy

Da eL/Qo NF/Q unverzwelgt ist, folgt die andere Richtung unmittelbar aus Lemma

3.3, o
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3.2.2. Fir eine positive ganze Zahl N sel I'g(N) die Gruppe

To(N) := {[: :] € S12(Z) | ¢ = 0 mod(N) }

und ¥ ein Charakter von (Z/NZ)*. Dann bezeichnen wir wie ublich mit Sk(N,ﬁ)
den Raum der Tg(N)-Spitzenformen vom Gewicht k zum Charakéer Y. Unser Ziel ist
es, einen Zusammenhang zwischen den in Lemma 3.4 beschriebenen automorphen
Darstellungen ”Q von Glz(A) und den Spitzenformen Sz(Dt,[g’]) ( [21] ist der
Legendrecharakter) fir eine positive ganze Zahl D,, die D als Diskriminante
teilt, herzustellen. Fir den Fall einer Hilbertschen Modulflache =zur
Primdiskriminante wurde dies bereits - mit anderen Methoden - in [HZ,]
durchgefihrt.

Der Raum Sz(D_i,[-l_-)-‘]) hat eine Basis aus Eigenformen beziglich der Operation
der Heckeoperatoren T(p) mit ggT(D,,p) = 1. Da der Charakter [21] den Fihrer
D, hat, besteht diese Basis aus Neuformen ([Ge],§5,B). Der Legendrecharakter

[?‘] auf (Z/Dil)* definiert durch den natdirlichen Homomorphismus

0: — @m

elnen Grdfencharakter ¢, von 0O, der mit dem Charakter ¢ fir L := Q(/ Dy)

. D, L/Q
identisch ist ({Ge],§3,A). Wie in [Ge],§5,C beschrieben, kann man einer Hecke-

eigenform f aus Sz(Dt,[gi]) eine automorphe Darstellung =(f) mit zentralem

Charakter eL/Q von Glz(A) =zuordnen. Dazu zerlegt man g aus Glz(A) in
g = 'Y'Sm'ko mit v aus Glz(@), gm-[: :] aus Glg([R)+ und ko-[: g] aus der

maximal kompakten Untergruppe von Glz(Af). Dann ist

2
) a-i+b 1
(8 = f[c.i+d] ' [c-1+d] detley) e gl

aus L%(Gla(o)\clch),eL/Q). Der Unterraum H(f) von Lg(Glg(Q)\Glg(A),eL/Q), der

von den Rechtstranslaten wvon ¢f erzeugt wird, ist dann der Darstellungsraum

elner automorphen Darstellung »(f) von Gla(A).
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Lemna 3.5: ([Ge],Lemma 5.16 und Theorem 5.19)
Fir eine fest gewihlte Basis B aus Hecke-Eigenformen von Sz(Dt,[gi]) ist
die oben beschriebene Zuordnung
f —— =(£)
eine Bijektion zwischen B und den automorphen Darstellungen Q von Gla(A),
die die folgenden Bedingungen erfidllen:
(1) Der zentrale Charakter von xm‘ist eL/Q mit L := @/ D,).
(2) Der Fdihrer cond(«m) von "Q ist D,.
{3) An der unépdlichen Stelle ist "Q dquivalent zu der diskreten Serien-

-1/2

darstellung a(|t|1/2,|t| ).

Die in Lemma 3.5 charakterisierten Darstellungen sind gerade die Dar-
stellungen, die die Bedingungen (1), (2) und (4) aus Lemma 3.4 erfdllen. Wir
werden nun zeigen, daf die Bedingung (3) in Lemma 3.4 dberflissig ist.
Lemma 3.6:
Es sel q elne cuspidale automorphe Darstellung von Glz(A) mit zentralem
Charakter w und cond(wm) = cond(w), dann ist xQ an allen endlichen Stellen
p von Q aquivalent zu einer Hauptseriendarstellung = (u,v) mit u oder v
unverzweigt.
Bewels: Nach [Ge],4.25, gilt fir eine Hauptseriendarstellung =(u,v)
cond(x(u,r)) = cond(u)- -cond(v)
Wir bezeichnen mit pd’,p"3 und p7 die Fihrer cond(u), cond(v) und cond(u-v).
Dann ist v < max{a,f) und damit kann p°+ﬁ - pa-pﬂ - p7 nur dann erfillt sein,
wenn a oder f null, d.h. wenn g oder » unverzweigt ist, Es genGgt also zu
zeigen, dap Tq an den endlichen Stellen nicht aquivalent zu einer speziellen
oder einer supercuspldalen Darstellung sein kann.
Fall 1: Angenommen (rQ)p ist. eine spezielle Darstellung o(u,v). Dann ist

p-u—l(t) -|c|p oder |t[;1 und daher cond(u)=cond(v). Nach [Ge],4.25 gilt

cond(u)* far B verzweigt

P sonst,

cond(o(u,v)) = {
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Auferdem ist wp = u-v. Zundchst bemerken wir, dag u unverzwelgt sein muf, denn
sonst 1ist cond(wp) = 1 und cond((«Q)p) - p.

A und cond(p-v) = p7 fir ganze Zahlen 8 und v = 1. Dann

Sel also cond(u) = p
ist v s 8 und cond((ﬂ'Q)p) - pzﬁ. Also ist ¥ < 28, im Widerspruch zu der
Voraussetzung.

Fall 2: Angenommen (xo)p ist supercuspidal. Dann ist ”p dquivalent zu einer
Weil-Darstellung x()A) oder einer exzeptionellen Darstellung ({No]). Betrachten
wir zunachst den Fall der Weil-Darstellung. Es sei Q Uber Qp eine quadratische
Erweiterung lokaler Koérper und A ein Charakter von Q*. Wir bezeichnen mit p'

das maximale Ideal von.Q. Da x()) supercuspldal 1ist, 1ist A nicht Gal(Q/Q)-

invariant, also Insbesondere verzweigt. Nach [Ca],3.1. und (30) gilc:

cqnd((«Q)P) - Nq/Qp(cond(A))-cond(eq/up).

Der zentrale Charakter von (xo)p ist A ([GL] ,Appendix B) und damit

€
|op o/,

cond(wp) --cond(Alqp-eQ/Qp)

Da der Fihrer von A nicht trivial ist, kann cond((wo)p) - cond(wp) nur dann

erfillt sein, wenn

NQ/Qp(conQ(A)) - cond(qup) und

cond(e

-1
qQ’
v P
gllt. Aus der zweiten Gleichung folgt, dag b = (p) und NQ/Q (p) = p? ist. Wenn
P
nun cond(i) = pa fir eine ganze Zahl a =2 1 und cond(AIQ ) - pﬁ gllt, dann ist
P
B8 S a. Es gilt aber NQ/Q (cond(A)) = p2a und 8 < 2a, im Widerspruch zu der
P

Voraussetzung.

Exzeptionelle Darstellungen von Glz(Qp) existieren nur fir p = 2. In diesem

Fall gibt es, bis auf Aquivalenz, genau vier exzeptionelle Darstellungen. Die
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Fihrer dieser Darstellungen werden in [No],Théoréme 3' angegeben (Wir benutzen
die Bezelchnungen von [No]):
a
cond(E3,+) 2
cond(E5 _) - 28

- 97
cond(E7,+) cond(E7'_) 2°.

Die Fihrer der zentralen Charaktere dieser Darstellungen bestimmen wir mit

Hilfe der Tabelle in [No]. Danach gilt:

l far =_ = E und E
cond{w ) = { P 3.+ 7.¥

2 filr n_ = E und E
P - 7r'
Auch in diesem Fall ist cond(wp) e cond((«o)p). 0

Aus Lemma 3.4 bis 3.6 folgt:
Lemma 3.7:

Eine automorphe Darstellung x von G(A) aus Cohg ist genau dann unverzweigt
geliftet, wenn es elne Darstellung Q und einen Grdéfencharakter A wvon F
gibt mit

T - (FQ X F) ® A,

und rQ_und A die folgenden Bedingungen erfillen:

“(1) Es gibt eine positive ganze Zahl Dy, die D als Diskriminante teilt, und
eine Hecke-Eigenform f aus Sg(Di,[g‘]), so dapg Q dquivalent zu der f zu-
geordneten automorphen Darstellung =»(f) 1ist.

(2) Der Gréfencharakter A ist unverzweigt und trivial auf R+x R+.
In diesem Fall ist = ausgezelchnet beziglich

W= W

T ‘v ‘ra T L,/
mit L ;= Q(J Di) und Lg - Q(J D/Dt)

Um die Anzahl der unverzwelgt gelifteten Darstellungen = aus Cohg bestimmen zu

kdnnen, bendtigen wir noch das folgende Lemma:
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Lemma 3.8:
Far 1 aus {1,2) seinen Di positive ganze Zahlen, die D als Diskriminante
teilen, und Bi Basen aus Hecke-Eigenformen von S,(Di,[gi]). Fir zwei

Spitzenformen fi aus Bi seien,-ri - ﬂ(fi) die entsprechenden automorphen

Darstellungen. Dann gilt

(xry X F) @ Ay = (73 X F) ® A,
fir - zwei Gréfencharaktere A; und Az von F, die unverzweigt und trivial auf
R+x R+ sind, genau dann, wenn Dy = Dz ist und es einen Teiler d von D; als
Diskriminante gibt mit

Xy = M2 O ¢ Und)i-.xz'e

L/Q L-F/F

fur L:= Q(/ 4 ).
Beweis: Nach Voraussatzung ist

(K1XF)®A1-(ﬂ'2XF)®A2

= (xy XF)®n = (mag X F) Far n = Ay-Apt

>  (mexF) e (n’/n) = (x X F)
Dann ist entweder n eine Liftung, oder = ist eine CM-Form mit r @ EE/F = ¢ fdr
elne imaginArquadratische Erwelterung E wvon F und qd/q - CE/F Da 1n

unverzweigt und trivial auf R+x R+ ist kann der zweite Fall nicht auftreten,

denn es gilt:

no (D)) =0 (1) ) (D)) = a((/ D))
und eE/F((J D )m) = =1 da E imagindrquadratisch ist.

Also 1ist

n - ﬁoNF/Q mit 5 - L/Q L :=Q(/ d) und d|D.

Daraus folgt

(xy, ® ) X F = x5 X F,

und nach Lemma 1.9, (3) gilt

T, ® ; = w3 oder xp ® ¢

F/Q -
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Wir kénnen o.B.d.A. n; ® eL/Q = w5 annehmen (sonst ersetze d durch D/d) und es
gilt v = w_ und damit Dy = Dz nach Lemma 3.5.
LE! n2

Da der Fiahrer von n, gleich dem Fihrer von =, ist, muf insbesondere d|D,

gelten. . m]

Es gibt genau ZC(D‘) ( t(Dy) 1ist die Anzahl der Primteiler von Dy) Teiler von
D; als Diskriminante (dies sind die Produkte der in (3.1) definierten Prim-
diskriminanten) und h(D) Grdfencharaktere von F, die unverzweigt und trivial

auf R'x R" sind. Damit gile:

Satz 3.9:
Es sei F ein reellquadratischer Zahlkdrper der Diskriminante D. Dann ist
die Anzahl der unverzweigt gelifteten automorphen Darstellungen = von

Glz(AF) aus Coh§ gleich

—t(Dy)

} dim sam.[?‘])« B(p)-2 ).

D>0
D,|D

Bemerkung: Die Dimension des Raumes der Spitzenformen vom Nebentypus

Sz(Di,[g‘]) lapt sich einfach berechnen. Siehe dazu zum Beispiel [CO].

3.3, Die unverzweigt gelifteten CM-Formen aus Cohg

In diesem Abschnitt werden wir die Anzahl der unverzweigt gelifteten CM-Formen

T aus Coh§ bestimmen, Zunichst bemerken wir:

Lemma 3.10: (siehe auch [HLR],4.81)
Es sei F ein reellquadratischer Zahlkérper, der eine Einheit e mit
negativer Norm enthdlt. Dann gibt es keine unverzweigten CM-Formen aus
Cohg.

Bewels: Sei x eine unverzweigte CM-Form aus Cohg. Nach Lemma 1.8 gibt es dann

eine quadratische Erweiterung L von F und einen Grdfencharakter n von L mit
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x = x(n), und es gilt x ®¢ Z x. Da 7 an den unendlichen Stellen &dquivalent

L/F
1/2 -1/2
zu o(|t] el )y ist, muf L imagindrquadratisch sein ([Ge],§7,B). Auferdem

muf, da x unverzweigt ist, auch ¢ unverzweigt sein. Deshalb gilt far die

L/F
Einheit e von F mit negativer Norm:

cL/F(e) - sgn(e)-sgn(e’) = -1,

im Widerspruch dazu, .dag ¢ ein GréBencharakter von F ist. a

L/F
In 3.2.2. haben wir gesehen, wie man einer Hecke-Eigenform f aus Sz(Di,[gt])
eine automorphe Darstellung n(f) von Glz(A) zuordnet. Es gilt:
Lemma 3.11:
Es sel F der reellquadratische Zahlkbrpef der Diskriminante D, D, ein
Teiler von D als Diskriminante und B eine Basis aus Hecke-Eilgenformen von
Sz(D,,[g‘]). Dann ist die Anzahl der CM-Formen in
{x=n(f) | £ aus B }

gleich

( h(d)-m (1 + [—3]))
a<~+  PlD
d[|py

Davon erfdllen fir d < —4, d“D1 und L:= Q(/ d)

h(d) T (1 + [‘—1])
P{Ds P

Darstellungen die Bedingung

14

g D e

L/Q -
Beweis: Es sel f eine Hecke-Eigenform aus Sz(Di,[gi]) und r = x(£f) die ihr
zugeordnete automorphe Darstellung von Glp(A). Wenn 7 vom CM-Typ ist, dann

gibt es eine quadratische Erweiterung L von Q und einen Grdfencharakter A von

L mit = 2 n()). Da r = a(|t|1/2,|t|-1/2) ist, mupg L imagindrquadratisch sein,
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dann ist L_ = C und ([Ge],7.20)
(3.5) A (2) = z/|z} oder z/lz].

Wegen =« s.eL/Q 2 x und cond(n) = Dy, muf L = Q(/ d) fir ein d"Di sein.

Fir eine endliche Primstelle p von @Q ist ({Ge],Theorem 7.4) ﬂ(A)p dquivalent
zu

(3.6) (1) ﬂ(Ap.Ab-) far (p)=p-p’ in L,

(2) «(q,q-(cL/Q)p) falls p in L nicht zerfallt und A, = noN

b L /Qp

b
gilt und

(3) supercuspidal in allen anderen Fillen.

Es sei Ly:= @Q(/Dy) und = = «x(f) fir ein f aus B. Wir wollen die
Einschrankungen von A auf dle lokalen Einheitengruppen von L beschrelben. Nach
Lemma 3.6 und 3.7 ist "p dquivalent zu x(u,v) fir zwel Ch;raktere s und v von
Q;. Wir unterscheiden drei Fille:

Fall 1: pld :

In diesem Fall ist (p) = H2 und nach (3.6) ist A, = n o N fdr einen
p L,/Q,

unverzweigten Charakter n von Q:..
Fall 2: p|(D;/d)
In diesem Fall mu8 p in L zerfallen, denn, da (eL/Q)p unverzweigt ist,

hatten sonst - nacﬁ (3.6),(2) - p und v die gleiche Einschrankung auf U_.

Nach geelgneter Wahl von £ und p' sind A
t(Dy)—t(d)

b und Ab"(cLi/Q)p unverzweigt., Wir
haben hier also insgesamt 2 Wahlméglichkeiten.

Fall 3: p + Dy
In diesem Fall mup Ab far alle p|p unverzwelgt sein.

Wir sehen also, da =#()) genau dann die Bedingungen (1)-(3) in Lemma 3.5

erfdllt, wenn gilt
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(3.7) (1) far alle p|(Dy/d) zerfallt die Primstelle p in L, d.h. [g} - 1.
Wir schreiben (p) als (p)=p:p' und benutzen den Isomorphismus

2L 2L, ,d ilec
Q =L,%L, ,deng

A A, - (e ) .
U L/@’|u
B U, /U,
(2) Ab ist unverzweigt fir alle Primstelleq p von L, die nicht dber
einem Teiler von D;/d liegen.

(3) A_(z) = z/|z] oder z/|z|.

Nach Lemma 1.3 gibt es eilnen Charakter A von L, der (1)-(3) erfdllt, genau

dann, wenn fir alle Einheiten E von L gilt

(3.8) I (e ) (E) - (E/|E|]) =1
pl(Dy/ay /WP
oder i (e ) (E) - (E/|E|) =1 .
p|(Dy/ay /TP

Die Einheiten von L sind Einheitswurzeln und (¢ ist ein Charakter der

Lt/Q)P
Ordnung zwei. Deshalb kann (3.8) nur dann erfillt sein, wenn E%= 1 fir alle

Einheiten E von L gilt, d.h. L nur #*1 als Einheiten hat. Das ist aber
dquivalent zu d < =4. In diesem Fall gilt mit Lp := Q(/ ﬁt/d )

I (e ,o). (E)-sgn(E) = (e, )(E) = 1.
pl(Dy/ay /TP L2/Q

Ein Charakter A mit den gesuchten Eigenschaften existiert also genau dann,

wenn d < =4 ist und

L e Fﬂ) -1
pIDs/d P

gilt. Wir haben fir A, die. Wahl zwischen z/|z| und z/lz| und in (3.7),(2)

haben wir 2°(P1)7E(d) Wahlméglichkeiten. Nach Lemma 1.3 gibt es damit
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h(dy-2.25@)7d ¢ %-(1-+ Eﬂ)
PIDy/d

- 2.h(d)- O (1 + Fﬂ)
PiDy P

Grs8fencharaktere A von L, die (3.7) erfidllen. Nach [GL],Appendix C, gilt
x(Ay) = 1(Aa)

genau dann, wenn Ay = A oder Ay = Ag fir das nicht-triviale Element ¢ wvon
Gal(L/Q) gilt. Das heift, wir haben

h(d)-pTDi(l + Eﬂ)

verschiedene CM-Formen mit den gewinschten Eigenschaften. Summierung uber 4D,

und d < =4 liefert die Behauptung. ]

Daraus folgt:
Satz 3.12:

Es sel F der reellquadratische Zahlkérper der Diskriminante D. Die Anzahl

der unverzweigt gelifteten CM-Formen x aus Cohg ist

E(D)-E 2'“”"-[ ( h(d)-I (1 + [—;1])) ]
D,>0 d<—4 P|Dy

1
Dy|D dfin,
Davon erfillen fir d < —4 und d|D

E(D)-E 2‘““’“-[ } ( h(dy) T (1 + [31])) ]

d,=d,D/d D,>0 PIDs
dy<—b d,[|p, D

Darstellungen die Bedingung = @ EL/F = x mit L:= F(/ d ) (t(D,;) bezeichnet
die Anzahl der Primteiler von D,).

Bewels: Sei x = (ﬂQ X F) ® XA ausgezeichnet, (FQ X F) unverzweigt und x aus

Cohg. Wenn = eine CM-Form ist, gibt es einen unverzwelgten, quadratischen
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Grofencharakter n von F mit

(ﬂQXF)GqE‘;r x F.

Q

Dann ist # eine Liftung n = ¢ jq © Npq mit L := Q(/ d) fir ein d|D. Also ist

o.B.d.A.
'Q @ eL/Q = WQ
(sonst vertausche d und D/d ).
Die Behauptung folgt dann aus Lemma 3.8 und 3.11. a

Korollar 3.13:
Die Anzahl der unverzweigt gelifteten Darstellung = aus Coh§. die keine

CM-Formen sind, ist

50)- E Z-C(Di)'{ dim 32(01,[ 2‘]) - } h(d)- I (1 + [g]) } .

D,>0 d<-4 PP
Dy [D - d|p,
Baweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 3.9 und Satz 3.12. a

Nach Korollar 2.11 kénnen wir die Dimension des Raumes der Hirzebruch-Zagier-
Zykel und die Picardzahl mit Hilfe der Anzahl der unverzweigt gelifteten
Darstellungen abschatzen. Um zu entschelden, wann diese Abschdtzung eine
Gleichheit 1ist, wollen wir nun die F4lle charakterisieren, in denen
unverzweigte ausgezeichnete Darstellungen « aus Coh§ bereits unverzweigt
geliftet sind. Dazu beweisen wir:
Lemma 3.14:
Fir eine automorphe Darstellung x aus Coh§ bezelichnen wir mit M” die Menge
der Darstellungen 7 ® n , wobei #n die wunverzweigten GréfSencharaktere

durchliuft, die ctrivial auf R+ x R+ sind, Es sei o das nicht-triviale

Element aus Gal(F/Q). Dann gilt:
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(1) Die Menge M« wird genau dann von ¢ in sich dberfiéhrt, wenn =«
ausgezeichnet ist,
(2) Die Aktion von ¢ auf M” 148t genau dann mindestens ein Element von Mr

fest, wenn 7 unverzwelgt geliftet ist.

Bewels:

(1) Wenn =« = («Q x F) ® A ausgezeichnet ist, gilt (r ® n)a -1 ® (Aa/k)-qa,
und (x ® q)a ist aus H«' Falls Hr von o festgelassen wird, gilt insbesondere
X - ® n fir ein n. Da n trivial auf IQ ist, gibt es eilnen Grdfencharakter A
von F mit np = A/Aa. Also 1ist (x @ \) o-invariant und daher eine Liftung
Q X F. Also 1st = = (wQ x F) ® A-l ausgezeichnet.

(2) Falls = = (1rQ X F) ® X\ aus Cohg unverzwelgt geliftet ist, wird » ® A'l von
o festgelassen. Andererseits ist ein o-invariantes Element @ n in Hx eine

Liftung (xQ x F) und wir kénnen x schreiben als (“Q x F) @ n-l. 0

Korollar 3.15:
(1) Falls die Diskriminante D des reellquadratischen Zahlkdrpers F eine
Primzahl 1ist, ist jede ausgezeichnete Darstellung = aus Coh§ bereits
unverzweigt geliftet.
(2) Falls die Klassenzahl im engeren Sinne h(D) = 2 mod &4 ist, ist jede

ausgezeichnete CM-Form = aus Coh§ bereits unverzweigt geliftet.

Bewels:

(1) Die Diskriminante von F ist genau dann eine Primzahl, wenn die Klasgenzahl
von F im engeren Sinne ungerade ist ([Z],Korollar,p.1ll2). Die Norm der Grund-
einheit eg von F ist in diesem Fall negativ und nach Lemma 3.10 gibt es keine
CM-Formen. Deshalb hat M_ die Machtigkeit h(D). Da h(D) ungerade ist, wird,
falls n ausgezeichnet ist, von ¢ mindestens ein Element von Mr festgelassen,

(2) Falls = eine CM-Form ist, hat M_ die Machtigkeit h(D)/2 und wir

argumentieren wieder wie in (1). a
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Bemerkung:
Im allgemeinen sind nicht alle ausgezelchneten Darstellungen aus Coh§
unverzweigt geliftet. Wir koénnen also nicht alle ausgezeichneten
Darstellungen mit den Methoden von Lemma 3.7 konstruieren. Wir werden

darauf noch in Abschnitt 4.4 eingehen.

3.4. Die CM-Formen aus Cohg

Fir den reellquadratischen Zahlkérper F der Diskriminante D sei K eine
offene kompakte Untergruppe von G(Af). Wie wir in Korollar 2.11 gesehen haben,
bendtigen wir zur Bestimmung der Dimensions des Unterraumes der algebralschen
Zykel IC von IH3(§K(®),C) die Anzahl der CM-Formen = aus Cohg. Wir beschranken
uns hier auf den Fall der maximal kompakten Untergruppe Ko von G(Af), falls
die Grundeinheit eg von F negative Norm hat, und auf den Fall der in Lemma 3.2
definierten Untergruppe K; von Ko, falls eq positiva,Norq hat. In beiden
Fidllen folgt aus x @ A = «x, _daﬁ der quadratische Gr&Bencharakter XA eine
biquadratische Erweiterung von Q definiert. Wie wir bereits in Lemma 3.10
éesehen haben, gibt es im Fall N(eq) = —1 und K := Kg keine CM-Formen aus Cohg

mit =g = (0]. Far den Fall K := K, gilt:

Satz 3.16:
Es sel F eln reellquadratischer Zahlkdrper der Diskriminante D > 12 mit
Grundeinheit egy positiver Norm und K; die, in Lemma 2.2 konstruilerte,
offene kompakte Untergruppe von G(Af). Es sel » eine CM-Form aus Cohg mit
x?‘ » {0}). Dann 1ist = aquivalent zu #(Q) far einen GrdBencharkter O von

L:= F(/ d) mit d < 0 und 4dfD.

Die Anzahl der automorphen Darstelluhgen n (1) aus Cohlé1 fir einen Grépen-

charakter Q@ von L:= F(/ d) ist

1 fur d oder D/d aus (-3,-4)
h(d)-h(D/d) -h(D) -

2 sonst.
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Ky = {0} ist

Die Gesamtzahl der CM-Formen r aus Cohp mit L

E h(d) -h(D/d) -h(D)

d<—4
d|p

Beweis: Im Beweis von Lemma 3.10 haben wir bereits gesehen, dag n aquivalent
zu n(0) fdr einen Gréfencharakter I einer unverzweigten quadratischen Er-
weiterung L := F(/ d) mit d < 0 und d||D ist. Die Darstellung =x(Q) ist genau

dann aus Cohlé1 , wenn die folgenden Bedingungen erfdllt sind:

(3.9) (1) An den unendlichen Stellen & von L 1ist Qs(z) = z/|2| oder ;/|z|.
(2) An den endlichen Stellen s|bp von L mit p » ¢ ist a, unverzweligt.

(3) An den endlichen Stellen ®|q¢ von L ist g, oder O -p o N un-

Ly/Fq

verzweigt.

Nach Lemma 1.3 gibt es einen Grdfencharakter 2 von L mit diesen Eigenschaften
genau dann, wenn

(3.10) E ﬂu(E) -1

fir alle Eiﬁheitan E von L erfillt ist. In diesem Fall gibt es genau h(L)
solche Charaktere. Da je zwel unter Gal(L/F) aquivalente Charaktere Q die
gleiche Darstellung (1) definieren, kénnen wir uns o.B.d.A. auf ﬂu(z) =-z/\z|
an einer der beiden unendlichen Stellen festlegen. Die im folgenden benutzten
Informationen dber die Klassenzahl und die Einheitengruppe von L findet man in
[Has],I1I1,26. Danach ist h(L) = %-Q-h(d)-h(D/d)-h(D), wobei Q der Index der
Einheitengruppe von F in der Einheitengruppe von L ist. Wir unterscheiden zweil
Falle:
Fall 1: 4, D/d ¢ (-3,-4):

In diesem Fall sind f1 die einzigen Einheitswurzeln in L. Die Einheiten E

von L lassen sich schreiben als
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fir eine Grundeinheit Eg von L und ein n aus Z. Wir definieren Eg als
J eo fﬁrJeoeL
Eo:-
egp sonst

Die Klassenzahl von L ist

h(L) = 3-Q-h(d)-h(D/d) k(D)

1 fﬂl’.‘ Eo = &g
Q =

2 sonst

mit

Wir bezeichnen mit s, und v; die beiden unendlichen Primstellen von L und

mit 4 o N das Produkt der lokalen Normen I g o NL JF - Dann gibt es nach

slq o' q
(3.9) bis auf Aquivalenz unter Gal(L/Ff die folgenden M&glichkeiten far Q :

0?q9s|uu 0”1 nuz
(L 1 z/\z| z/|z|
(2) 1 z/|z| z/|z]|
(3) s oN z/|z| z/|z|
@ | woN  z/|z]  z/|z|

In allen Fallen gilct

Q(-1) - I 05(_1)'09 (-l)-ﬂu (-1) = 1.
’Iq 1 2

Wir fixieren zwel Einbettungen ¢, und oz von L in C mit ailF - ale.

Falls Eg = eq ist, gilt:

I ﬂu(Eo)'ﬂui(Ux(Eo))'Quz(az(Eo))

slq .
{ 1 im Fall (1) und (2) } N(eg)
p(eo)? im Fall (3) und (4) |NCeo) |
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Es erfillen also alle vier Fdlle die Bedingung (3.10) und es gibt ( Q = 1)
4-%-h(d)-h(D/d)-h(D) - 2-h(d) -h(D/d) -h(D)

verschiedene Darstellungen =x(Q) aus Coh§‘.

Falls Eq = J eq ist, gilt

I nu(Eo)‘Qul(Ui(Eo))'Qﬂz(oz(Eo))
u[q

1 far (1) und (2) { 1L far (1) und (3) }
- * -.t .
tu(eq) far (3) und (&) ) -1 far (2) und (4)
Das Vorzeichen des 1letzten Faktors hiangt von der Wahl der komplexen

Einbettungen o, und gz ab. Es treten also nur die Fialle (1) und (4) oder

(2) und (3) auf, Auch in diesem Fall gibt es ( Q = 2)

1

Z-E-Z-h(d)-h(D/d)-h(D) - Z;h(d)-h(D/d)-h(D)

Darstellungen x(Q21) in Cohgi.

Fall 2: d € (-3,-4}, D/d & {-3,-4)

In diesem Fall lassen sich die Einheiten von L schreiben als.
E = r’.Eg

fir eine 6-te (bzw. 4-te) Einheitswurzel n, n aus Z und Eq = eg oder J_:ED
(bzw. / 1-eg ) falls d = =3 (bzw. -4) ist. Durch die Einheitswurzeln n und
die Wahl der komplexen Einbettungen o, und ¢z ist O an den unendlichen

Stellen bereits festgelegt. Damit halbiert sich die Zahl der Mdglichkeiten.

Der Bewels verlauft sonst analog zu Fall 1. 0
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3.5. Die unverzweigten Darstellungen aus Cohe

Die ein-dimensionalen automorphen Darstellungen = von G(A) faktorisieren dber

die Determinante, d.h. es gibt einen Gréfencharakter X, von F mit

7(g) = x, (det(g))

Nach Lemma 2.3 ist x genau dann aus Cohe, wenn y_ trivial auf R+x R+ ist. Wir

bezeichnen wieder mit Ko die maximal kompakte Untergruppe von G(Af). Dann ist

xgo genau dann nicht trivial, wenn Xy trivial auf det(Kq) = 0II Up ist ,
b

wenn x_ unverzweigt ist. Tir ¢ und g wie in Lemma 1.1 definieren wir wieder

d.h.

die Untergruppe K, von Ko als

Ky :-{kel(olp(kq)-l e

Es sel nun » aus Cohe mit w?‘ » {0). Dann ist X, trivial auf det(K‘)-(R+x R+).
Nehmen wir an, daf X, verzweigt ist. Dann ist xr(eo) = -1, im Widerspruch

dazu, daf x_ ein GréBencharakter von F ist. Damit haben wir bewiesen:
” .

Lemma 3.17:

Es seli F ein reellquadratischer Zahlkdrper der Diskriminante D, x eine
automorphe Darstellung aus Cohe und k entweder die maximal kompakte
Untergruppe Ko von G(Af) oder, falls F keine Einheit negativer Norm
enthdlc, die oben definlerte Untergruppe K, von Kg. Dann ist x? genau dann

nicht trivial, wenn X ein unverzwelgter Gré6fencharakter, trivial auf

R R+, ist. Insbesondere gibt es genau h(D) automorphe Darstellungen = aus

K
Cohe mit “f w {0},
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4.1. Die Kohomologle der Hilbertschen Modulfliachen

Es sei Y(D,B) die Hilbertsche Modulflache zur Diskriminante D und Norm
B = N(6) eines ganzen Ideals & von F:= Q(/ D ). Wir wahlen & immer so, daf
B = N(6) teillerfremd zu D 1st. Wir untersuchen nun die Kohomologie der
Komponenten X(D,) bzw. Xe(D,ﬁ) der komplexen Varietit SK(C).Dazu definieren
wir einen Automorphismus Tﬂ auf der mittleren Schnittkohomologie und unter-
suchen, wie er auf ihrer Zerlegung in die Schnittkohomologien der Komponenten
bzw. 1n relative Lie-Algebren Kohomologien (siehe (2.11)) operiert.
Notation:
In diesem Abschnitt bezeichnen wir, falls F eine Einheit negativer Norm
besitzt, mit K die maximal kompakte Untergruppe Ko von G(Af), sonst die, iIn
Lemma 3.2 definierte, Untergruppe K, vom Index zwel von Kqo. |

Die Menge der CM-Formen r aus Cohg mit xK » {0} bezeichnen wir mit CM. Mit

£
8 bezeichnen wir ein vollstandiges Reprasentantensystem der Idealklassen im

engeren Sinne von F und wdhlen - fdr alle & aus B - ein endliches F-Idel

d.ma.l;—Fﬁ(bb-llﬂﬂl

v Lo
CD - [0 1] | b = bb fir ein 6 aus &

bb' ‘R® ) erfullt. Wir definleren, wie in (2.8)

-1
c

0

und bezeichnen mit bc das endliche F-Idel, fdr das c = [b l] gile.

0

Nach Lemma 2.1 und 2.2 sind die Zusammenhangskomponenten des glatten Modells
§K(C) von SK(C) isomorph zu den Hilbertschen Modulfldchen Y(D,6) flir 6 aus 3.
Die Kohomologie wvon §K(C) zerlegt sich daher in die direkte Summe der

Kohomologle der Zusammenhangskomponenten:

(4.1) H%(5,(C),C) = H?(Y(D,6),0)

&
6e®
~ 2,y
¥ @ IR2(X(D,6),0) @& H:ing(Y(D,b),C).
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Dabel haben wir mit Hiing(Y(D,ﬁ),C) den Unterraum von H*(Y(D,&4),C) bezeichnet,
der von den Poincarédualen der Aufldsungskurven in H2(Y(D,b),C) erzeugt wird.
Da die Schnittmatrix der Auflésungskurven negativ-definit 1ist, ist' die
Dimension des komplexen Vektorraumes H:ing(Y(D,b),C) gleich der Anzahl der

Aufldsungkurven. Wir wollen diese Anzahl mit 1(46) bezeichnen.
Lemma 4.1:
FMir zwel ganze Ideale 6; und 63 von F gilt:
dimg IH3(X(D,6,),C) = dimg IH3(X(D,62),C).

Beweis: Fir ein Ideal & aus 3 bezeichnen wir mit as(b), a;(&) und agz(6) die
Anzahl der Quotientensingularitdten wvom Typ (2;1,1), (3;1,1) und (3;2,1)
(siehe [Hi,],3.3) auf X(D,6), mit lo(6) die Anzahl der Aufldsungskurven der
Spitzensingularititen von X(D,6) und mit §F(—1) den Wert der Zetafunktion von

F an der Stelle -1. Dann gilt

dimc IH?(Y(D,6),C) = dimc HZ(Y(D.ﬁ),C)—&z(ﬁ)-ag(b)—z'a;(b)—lo(ﬁ)
Die Dimension von H2(Y(D,6),C) berechnen wir nach [Ko],1l.1:

dim. H3(Y(D,5),C) = 2-¢.(=1) + 2-az(b) + 2-at(b) + S.al(b) + 1o(b) 2

IIIC ' ' F 2.2 3 3 3 b | o .

Daraus folgt
- 1 2 -
dimg IH*(X(D,6),0) = 2:5.(-1) = 2 + 7-23(6) + $-(az(b) + as(6)).

Nach {Hau] (siehe auch [Ko],S5.6) hiangen as(4) und (a;(b)+a;(6)) nicht mehr von

& ab. Daraus folgt die Behauptung. o
Nach Lemma 2.1 und 2.2 gilt

(4.2) ‘ S
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Daraus folgt
(4.3) IH*(5,(C),C) = o IH*(X(D,6),0).
bR

Wir wollen diesen Isomorphismus nun angeben. Dazu bezeichnen wir mit bc das
Ideal 6 :=Fnb -( 008 xR? und setzen

c c b
(4.4) T_ = G(W N (c'Kee T GOR)).
Nach [BL},Cor.l1.3.5. und Prop. 1.3.8. ist die Schnittkohomologie isomorph zur

relativen Lie-Algebren Kohomologie

(4.5) IH2(5,.(D),0) = H3(g,K_;L*(G(R\G(A)/K)™) und

| IHA(X(D,6),C) ¥ HA(g,K ;LA(T N R)™)

Wie in [BJ],4.3, definleren wir den Isomorphismus:

(4.6) . LZ(G(Q)\G(A)/K)Q-—-—* I LZ(FC\G°(R))Q
ceC
D
£ — I £
cECD ¢

mit fc(gw) = f(c-g_ ). Der durch (4.6) Induzierte Isomorphismus auf der

Kohomologie liefert (4.3).

Ein unverzwelgter Grdégencharaktere n wvon F, der trivial auf R+x R+ ist,

definlert einen Automorphismus

(4.7) T L2(G(R)\G(A) /K)™ ———= L2(G(Q)\G(A) /K)"

£ — f @
Auf der Kohomologie IH’(§K(C),C) erhalten wir mit (4.5) elnen Isomorphismus
4, : 2(s. _ 2(s. " .
(4.8) Tn IH (SK(C).C)) IH (SK(C),C)

Untersuchen wir zunichst die Operation von Tﬂ auf der Zerlegung (4.3). Fdr ein

c aus Cy und g aus G°(R) gilt
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(T, (8,) = (£@m (g,)

(£ ® n)(c g,)

f(c g ) -n(det(c)) n(det(g ))

-1
- £.(g,)-n(b )

Auf IHz(i(b,hc),C) operiert Tq deshalb durch Multiplikation mit einer

Einheitswurzel:

. 2, 2.3
(4.9) Tﬂ : IH (X(D,bc),C) — IH (X(D,bc),C)

-1
xc . — ”(bc ).xc

Betrachten wir nun die Operation von Tﬂ auf der Zerlegung (2.12)

2:9 o 2 . K
(4.10) IH (SK(C),C) = : H (g,Km,wm) ® 7
z @ HZ(F,KN;RK)-
w .
Auf dieser Zerlegung operiert Tq durch
2 K 2 K
(4.11) Tﬂ : B9(g. K ;n) — H(g.K_i(x @ n) ).

Wir erhalten mehr Information dber die Operation von Tﬂ’ wenn wir die Hodge-
Zerlegung der Schnittkohomologie von §K(C) mit der von X(D,b6) vergleichen. Aus
(4.9) folgt, dap Tq die Hodgezerlegung von IHz(i(D,b),G) und damit die von
IH3(§K(C),C) invariant 1l4gt. Die relative Lie-Algebren Kohomologie Hz(g,Km;xm)
hat eine Hodgezerlegung, deren direkte Summe unter dem Isomorphismus (4.10)
die Hodgezerlegung von IHZ(EK(C).C) liefert. Die Hodgezerlegung
H?'%(x) @ H'''(x) ® H?'?(x) von H?(g,K_;x_) ist (siehe [HLR],§3):

(0) ® €% @ (0) f4r x aus Cohe

Hz.o(“) @ Hil!(ﬂ,) ® HOIQ(”.) g{
C eC2o® C far = aus Cohg .
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Das geometrische Geschlecht pg(Y(D,bc)) ist die Dimension dimCHz'°(Y(D.6c),C).
Die Schnittkohomologie IHz(i(D,bc),C) ist gerade der reine Anteil vom Gewicht

2 der gemischten Hodge-Struktur von Hz(i(D,bC),C) und es gilt
P.q ~ P.q,3 P.q
#28(1(0,6,),0 = TP X(D,6),0) @ HEI S (¥(D,6.),0)

Da H:ing(Y(D,bc),C) per Definition aus algebraischen Zykeln besteht, 1ist

dieser Summand vom Typ (1,1l) und es gilt

Pg(Y(D.bc),C) - dimg H3'°(Y(D.bc).C)

- dimg IH""‘(i(D,bc) ,€)

Fir die Bestimmung der Hodgezerlegung von IH3*(X(D,b6),C) bendtigen wir das
folgende Lemma:
Lemma- 4.2:
Es sel 0 der Ring der ganzen Zahlen des reellquﬁdratischen Zahlkdrpers F
der Diskriminante D und 6 ein ganzes Ideal von F. Dann gillt fdr das

geometrische Geschlecht pg der Hilbertschen Modulflache Y(D,H):

1 1
pg(Y(D,b)) PS(Y(D,O)) ik E 5

neCM

(L =n(m®,)).

Dabei durchliduft = die CM-Formen aus Cohg, fir die «? » {0} 1ist, und n(r)

ist der nicht-triviale GrdSencharakter von F mit = 2 » @ n(n)

Beweis: Far ein d[D bezeichnen wir mit ¢, den Gréfencharakter e mit

d L/F

L:= F(/ d ). Mit —bl,...,—b1 () bezeichnen wir die Selbstschnittzahl der
o

Kurven der Spitzenaufldsungen. Dann berechnet sich das geometrische Geschlecht

von Y(D,6) als ([Ko],S.7):

1 (6)
PL(Y(D.6)) = Fp(-D) -1 + Fraa(b) + rabe) + F-a3w) + ) (3= b/12
i=-1

Wie wir wissen hidngen az(4) und (a;(b)+a;(b)) nicht mehr von dem Ideal & ab.



Kapitel 4 63

Nach {VdG],Th.3.2. gilt

lo(6)
(3—bi)/12 - - } ed(bb)'h'(d)-h'(D/d)
{=l d<(D/d)<0
d[|p

h(d) fiar d¢ < &
fir die modifizierte Klassenzahl h'(d) :=4¢ 1/2 fir ¢ = =4
1/3 fir 4 = -3

Auferdem gilt ([Ko],S.6):

) ) 0 far D = 0(3)
ag(6) — az(0) = 3
E-h(—D/S)-(l—ed(bb))- sonst

Das ergibt:

Y(D,b6)) - D,0
pg( (D,6)) pg(Y( ))

1 2-h(d)-h(D/d) fir d = —3,-4
- } 5‘(1_ed(bb))' h(-D/3) fir d = =3
"(D/d)<d<0 h(-D/4) fir d = —&
d|p

L
3+ (1=¢ (b)) -h(d) -h(D/d)

1
P~
N

- (1=€ 4(b,)) -h(d) -h(D/d) -h(D)

[}
3
~l
l=}
SN
1
N

- E%B) E %'(1""(”)(bﬁ)) ( nach Satz 3.17) o

Wir wollen nun die Hodgezerlegung von IHz(i(D,bc),C) untersuchen, dazu
bezeichnen wir, fir ein x aus Hz(g,Km;«K), x = 0, mit <[Tq(x)}ﬂ> den von den
Bildern Tq(x) fir alle unverzwelgten Grdfgencharaktere n, dle trivial auf

S =
R'x R sind, aufgespannten Unterraum von IH’(SK(C),C). Nach (4.9) 1ist, falls x
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aus Hp'q(g,Km;nK) ist, auch der von x erzeugte Unterraum <{Tn(x)]q> in
Hp’q(g,Km;«K) enthalten.
Lemma 4.3:

Es sei x eine automorphe Darstellung aus Coh mit ﬂ? » (0) und x % 0 aus
Hp'q(g-,Kw;er) . Dann gilt

(1) Falls n keine CM-Form ist und w? » {0} gilt, 1ist der Unterraum

<{Tn(x)}"> E(D)-dimenﬁional und hat eine Basis (xc}ceCD mit x, aus
IH*(X(D,6),0).

(2) Falls n eine CM-Form und x aus Hp’q(g,Kw;xK) Lst, ist <(T () >
h(D)/2-dimensional und hat eine Basis

{ far (p,q) aus ((2,0),(0,2)}) und

xc]cec(w)
(%) cec(m) far (p,q) = (1,1)
Dabei ist C(x):= { ¢ € CD | n(w)(bc) =11} und xc.aus IHz(i(D,bc),C).
Bewels:
(1) Wenn =x keine CM-Form ist, dann gilt (beziglich der in [HLR] (3.2)

definierten Paarung) fir alle Charaktere ns und nz von CF/( I Uu )
s

H2(g,K_; (x @ )5 L B3 @K i(r @ 1)) = 0y mna

Da es genau h(D) Charaktere von CF/( I Us ) gibt, 1st also
s

di <{T (x)} > = h(D
Wir zerlegen X nach (4.3) als

- 2_
b4 § X, mit X, aus IH FX(D,&C),C)

cECD

Aus (4.9) folgt dann

T, (%) - } n(b_ by x

ceCD
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und damit ist (x } eine Basis von <(T (x)} >. Aus Dimensionsgrinden ist
c ceCD n n

x » 0 fdr alle ¢ aus C_.

c D

(2) Fir eine CM-Form = ist ’I.‘; id und damit operiert T auf dem

() n(x)
ein-dimensionalen Raum H2'°(9,Kw;xK) als Multiplikation mit einer konstanten

s(x) = * 1. AuBerdem gllt

H2(g,K_; (x @ n)5) L H3(g,K_; (r ® n2)5)

= nq % nz und ng ¥ nz-n(x).

Deshalb ist, fir ein x aus H”o(g,Km;wK), der Raum <(T”(x)]q> h(D)/2-

dimensional. Wir zerlegen x wie oben als

In diesem Fall gilt

T, (my (O = } n(x) (1) x_ = } s(r)x_

ceCD ceCD

d.h. x_ =0 far c aus G(r) = ( c € G | q(«)(bzl) - —s(1) ).
Da C(x) genau h(D)/2 Elemente enthalt, ist aus Dimensionsgrinden X, genau dann

null, wenn ¢ aus C(x) ist. Damit 1st (x )

) eac(n) eine Basis von <{T"(x)}ﬂ>.

Wir bestimmen nun s(n):
Pg(Y(D.b)) - dimg Hz’°(Y(D.6c).@)
- dimg IH?'°(X(D,6),0)

-} dimg H2°O(g.K_;x 0 -K(D) L + E 3 (L (m) (b1 -s(m) - 2.5
&M recM
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Daraus folgt

- Y(D,0
P, (¥(D,6.)) = B (Y(D,0))

- E L 2R ham - (e - 1)
weCM

1
(D)

} %-s(x)-(n(x)(b:l) -1 ( denn h(D)=2-h(D) falls CM = 0 )
reCM

Ein Vergleich mit Lemma 4.2 liefert

s(x) - -1 fdr alle CM-Formen =«

und C(m) = (ceCy|nm®)=11"

Da die komplexe Konjugation auf IH’(i(D,bc),C) den Unterraum IH3’°(i(D,&c),€)

in IHO'z(i(D,bC),C) dberfdhrt, folgt die Behauptung fir (p,q) = (0,2) aus
<(T > = <[T=(x)}=> = <{T (x)) > .
{ q(x))q { ﬂ(x)‘ﬂ { r’(x)],7

Zum Schlug betrachten wir den Fall (p,q) = (1,1). Wieder zerlegen wir x. aus

H"‘(Q,Kw;«K) als

XK= X .
c

cECD

Der Raum <[Tﬂ(x)]ﬂ> ist H(D)/Z-dimensional und n{x) operiert darauf durch
Multiplikation mit s(x) aus (*l}. Dann gilt wie oben
x. =0 e n(m® L) = 5
c c

Insbesondere fir cg = [g g] gile

o™ 0 e s(x) =-1

Aus Lemma 4.1 folgt Xo, * 0 und damit s(r) = 1. Daraus folgt

x, = 0 e ¢ 1ist nicht aus C{n)
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4.2, Die algebraischen und die Hirzebruch-Zagier-Zykel im Primzahlfall

In Kapitel 3 haben wir die Anzashl der unverzweigt gelifteten automorphen
Darstellungen.w aus Coh% bestimmt. Diese sind insbesondere ausgezeichnet. Nach
Korollar 2.11 liefert uns dies eine Abschitzung der Dimension des Raumes der
Hirzebruch-Zagier-Zykel. Nach Lemma 3.14 sind, falls die biskriminanta D von F
eine Primzahl 1st, alle ausgezeichneten Darstellungen = aus Cohg' barelts
unverzwelgt geliftet., Wir erhalten also In diesem Fall durch Satz 3.9 bereits
alle ausgezeichneten Darstellungen.

Wir beschridnken uns in diesem Abschnitt auf den Fall, da8 der algebraische
Zahlkdrper F die Diskriminante D > 12 hat. Fir D < 12 sind alle Hilbertschen
Modulflachen Y(D,b) rationale Flachen (siehe (Hi,],4.6) und haben somit
maximale Picardzahl, d.h. die Picardzahl von Y(D,46) ist gleich der Dimension
dime H''1(Y(D,6),C). Damit 138t sich die Picardzahl aus den bekannten
Invarianten dieser Fliachen bestimmen. Aus Lemma 3.10 folgt auferdem, daf es in
diesen Fallen keine CM-Formen gibt. Die Hirzebruch-Zagier-Zykel bilden also
einen Unterraum der Kodimension l(b) + 1 in Hl’l(Y(D,b),C) ( dabei ist 1(6)

die Anzahl der Aufldsungskirven der Singularitéten von X(D,s) ).

Satz 4.4:
Es sel F der reellquadratische Zaﬁlkérper der Diskriminante D > 12,
B = N(6) die Norm eines ganzen Ideals von F und Y(4#) die Hilbertsche
Modulflache Y(D,s) oder die Hilbertsche Modulflache Ye(D,b) zur erweiterten
Modulgruppe. Wir bezeichnen mit X(6) die singularen Flachen X(D,6) oder
ia(D,b). Wir setzen B teilerfremd zu D voraus. Dann ist die Dimension des

Raumes der Hirzebruch-Zagier-Zykel in H?*(Y(6),C) gréfer oder gleich

1+§ 2-t(D1)_{dim Sz(Di’[gt])_‘_} (1+ 2.[%]).}1((1)- I (1+ [%])} .

D.>0 d<—b PIDy
Dy|D d[p,
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Beweis: Zunidchst einmal bemerken wir, dag fdr x » 0 aus Ha(g,Kw;ﬂK) n ‘ZDC und

X = E X, mit x € IH2(X(6),C) auch X, aus S{B ist. In diesem Fall ist x vom Typ

cECD

(1,1) und es giit nach Lemma 4.3:

dimg, (<{Tn(x)}n> n qu(icn,bc),ﬁ:) )

4 1 falls = & CM
= B(D) ™" -dimg ((T_(x)) >)-{ 2 falls « € CM und n(m)(b ) = 1
n n 0 falls = & CM und n(x) (b)) = -1

Nach Lemma 3.1, 3.2 und 3.17 ist fdr alle automorphen Darstellungen = mit

xlé » {0) der Raum xlé eln-dimensional. Aus Korollar 2.11 folgt dann ( Wir

setzen immer » aus Cth voraus und kirzen unverzwelgt geliftet mit ug. ab.):

dime ( Bg 0 qu(i(ac),c) )

-E(D)l{ 1+ 4 E %-(1+q(w)(bc))+§l }
xgCM meCM neCoh
n ausg n ausg. e
- -1 1
= h(D) { 1 + 4- } 5-(1+q(x)(bc))+§1 }
neCM r€CM : reCoh
T ug. ® ug. ®
= H{(D) 1{ } 1 1 +'2.§ (1 +n(m)-(b)) + H(n)}
. wECM neCM
x ug. x ug.
- 5t { 1o+ (1 + 2n(m) (b)) + R(D) }
T ug, neCM
T oug,
-1+ E Z-C(D‘)-{ dim Sz(Dz,[g‘]) +§ (1 + 2~[%])-h(d)- m(1+ [%])}
D1>0 d<—4 P|D1
Dy D d|p,

nach Satz 3.9 und 3.12 fir B := N(bc). | a
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Satz 4.5:
Es sei F der reellquadratische Zahlksrper der Diskriminante D und B die’
Norm B := N(4) eines ganzen Iﬁeals von F, teilerfremd zu D. Wir bezeichnen
mit 1(6) die Anzahl der Auflésungskurven der Singularititen von X(D,b).

Dann ist die Picardzahl Pic(Y(D,B)) von Y(D,B) gréfer oder gleich

} 2‘t(°*)g{ din sz(n,,[gi]) - } R(d)- M (1 + Eﬂ) }
D;>0 d<— PIDs

DD df|p,

+ } (1 + [%])-h(d)-h(D/d) + 2+ 1(b)

d<—&%
d|ip

Bewels: Nach (4.1) ist die Picardzahl von Y(D,bc) gleich :
2,5
dim (IH*(X(D,6),C) n Zg) + 1(b)
und nach Korollar 2.11 und Lemma 4.3 gilt (wir setzen immer = aus Cth voraus)

dime (Zp N IH’(i(D,&c),t))

- E(D)'l-{ E 1 + 2 § 2.3.1 + n(x) (b)) + § 2 }

rECM xeCM : xcCoh
* ausg. e

3 E(D)_l-{ } 1 .+ 2. E 2-1-(1 +n(x) (b)) + § 2 }

nECM neCH x€Coh
® ug. e

(%]

[T

Aug Korollar 3.13 und Satz 3.16 folgt dann

- } z‘t(D‘)~{ din sz(Dt’[gi]) - 'E i@ oL+ [g]) } "
. D P
D0 d<—b P11

D, D dfp,
sl d
+ 2-RMD)". E (1 + [E])-h(d)-h(D/d)-h(D)

d<—4
d|p
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Daraus folgt die Behauptung, denn falls es negative Teiler d"D gibt, hat F
eine unverzweigte imaginArquadratische Erweiterung wund der zugehdrige
unverzwelgte Gréfencharakter ist nicht-trivial an den beiden unendlichen
Stellen. Daher kann F keine Einheit negativer Norm enthalten und es gilt

h(D) = 2-h(D). ' .

Satz 4.6:
Far einen reellquadratischen Zahlkdrper mit Primzahldiskriminante D ist die

Dimension des Raumes der Hirzebruch-Zagier-Zykel in H2(Y(D,1),C) gleich

1 + 3-dim Sa(D, [3])

Die Picardzahl von Y(D,1l) ist

2 + %-dim sz(D,[Q]) + 1(0)

Dabei ist 1(0) die Anzahl der Aufl8sungskurven der Singularititen von
X(D,0).

Bemerkung:
Fir die Primdiskriminaten 12 < D < 300 sind die Dimension des Raumes der

Hirzebruch-Zagier-Zykel (Hzz) und die Picardzahl (Pic) der Flichen Y(D,1)

in der Tabelle am Ende dieser Arbeit angegeben.
Bewels: Die Behauptuné folgt unmittelbar aus Korollar 3.15, Satz 4.4 und 4.5.0

4.3. Bemerkungen zur Lefschetzzahl der Hilbertschen Modulfliachen

Definition:

Wir definieren die Lefschetzzahl A(Y(D,b)) der Fliache Y(D,6) als

dimc H''1(Y(D,b),C) — Pic(Y(D,b)).
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Die Lefschetzzahl ist birational invariant und, da H:ing(Y(D,b),C) nicht zur

Lefschetzzahl beitragt, gilt
A(Y(D,6)) = dimg IH!' Y(X(D,6),C) =~ dimg (IH23(X(D,6),C) n Ze )
Wir definieren
A(r) 1= dim. HY'U(g,K ;nY) — dim. (H2(g,K_:m) n Z.)
(ﬂ') * mc 9' D)’ mm g'v Ql C
Nach Satz 2.5 1ist A(x) = 0 fir » € Cohe und » aus GCohg vom CM-Typ. Damit ist

(4.12) A(§K(C)) ={ r e CohE | = ausgezeiéhnet, nicht vom CM-Typ }|

+2- e Cohy | = nicht ausgezeichnet, nicht vom CM-Typ } |
Aus Lemma 4.3 folgt A(Y(D,bc)) - E(D)_I-A(§K(C)) und es gllt

Lemma 4.7:
Es sei D die Diskriminante des algebraischen Zahlkérpers F und B; und By

Normen von ganzen Idealen von F. Dann sind die Lefschetzzahlen der

Hilbertschen Modulflichen Y(D,B,) und Y(D,B;) glelich.

Satz 4.8;

Es sel D die Diskriminante des algebraischen Zahlkérpers F, dann sind die

folgenden Aussagen aquivalent:

(1) Es gibt ein Ideal 6g von O, so daf Y(D,6p) maximale Picardzahl hat.
(2) Fir alle ganzen Ideale & von F hat Y(D,6) maximale Picardzahl.

(3) Die Flache Y(D):=~ Y(D,0) ist rational.

Bewelg: (1) ew» (2) : siehe Lemma 4.7.
(3) = (1) : Wenn Y(D) rational ist, dann hat Y(D) maximale Picardzahl.
(2) » (3) : Wenn Y(D,6) maximale Picardzahl fir ein beliebiges ganzes Ideal

6 hat, dann hat die Flache §K(C), deren Komponenten diese Flachen sind,
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maximale Picardzahl und es gibt, wie wir in (4.12) gesehen haben, keine
nicht-CM-Form aus Cohlé . Das geometrische Geschlecht pg(Y(D)) erfdllt die

Gleichung (siehe Beweis von Lemma 4.3)

P (¥(D) = B } dimg, H3'%(g,K ;7
neECM '

Daraus folgt pg(Y(D)) = 0 und nach Satz 6 in [Ko],p.40 ist Y(D) rational. (]

Korollar 4.9:
Die Hilbertsche Modulflidche Y(60,11) ist die einzige Hilbertsche
Modulfliache vom allgemeinen Typ mit maximaler Picardzahl.

Beweis': Dies folgt aus der Klassifikation der Hilbertschen Modulflichen in

[Ko], Tabelle IV,p.67. o
4.4, Die Picardzahl gewisser Hilbertscher Modulflachen

4.4.1. Es sel F eln reellquadratischer Zahlkdéxrper der Diskriminante D und
t:=t(D) die Anzahl der Primteiler von D. In diesem Abschnitt bezeichnen wir
mit K die maximal kompakte Untergruppe Kg von G(Af), mit o das nichttriviale
Element der Galoisgruppe Gal(F/@) und mit % ein vollstandiges Reprasentanten- '
system der Idealklassen von F im engeren Simne. Dann enthalt # genau Zt’l
Reprasentanten & ambiger Idealklassen. Diese werden durch Ideale &
reprasentiert, fdr die 6° = a-6 mit einer total-positiven Zahl a aus F* gile.
Die anderen s := h(D) - 2t-1 Idealklassen werden paarwelse vertauscht.

Die Involution ¢ operiert auf den F-Adelen und damit auch auf G(A). Die

Uncergruppen G(F), K und K werden dabel in sich dberfdhrt. Also definiert o

eine Involution auf den komplexwertigen Punkten der Shimuravarietat

S(C) = G(M\G(A)/K-K .
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Wie wir in Lemma 2.1 gesehen haben, ist SKO(C) isomorph zu der disjunkten

Vereinigung der Flichen Xe(D,b-) dber alle & aus $. Die Determinantenabbildung

_ - * R2 o T
det : SK(C) IF/F o, -R —-JF

b

(siehe (1.2)) identifiziert die Zusammenhangskomponenten Xe(D,ts) von SKO(C)
mit den Idealklassen im engeren Sinne von F. Diese Abbildung ist mit der
Aktion von ¢ vertraglich. Es werden also von o die Zt'l Komponenten von
SKO(C)' die den ambigen Idealklassen entsprechen, festgelassen und die
restlichen h(D) ¢l Komponenten paarweise vertauscht. Wir wollen nun die

Operation von ¢ auf den Fixkomponenten beschreiben. Dazu bendtigen wir die

Hurwitz-Maag-Erweiterung Fm(O,b) der Hilbertschen Modulgruppe T'(8,6).

4.4.2. Die Hurwitz-MaaB-Erweiterung I‘m(O,b) ist die wmaximale diskrete
Erweiterung von T(0,6) 1in (PGli(R))2. Nach [Hau],§1, kann man ein
Reprasentantensystem von I‘m(O,b)/I‘(O,l;) wie folgt angeben:

Fir einen quadratfreien Teller w von D bezeichnen wir mit bw das ganze Ideal
in 0 := OF mit N(bw) = w und w-OF - b:. Wir betrachten die Matrizen ’Sw- [a b]

c d
aus Glz(F) mit a,d aus bw’ b aus pwb--l, c aus pwb und det(Sw) = w, Es gile:

Lemma 4.10:({Hauy],§1l und [Kol],Satz 2)
Die Gruppe I‘m(O,b)/I‘(O,b) ist isomorph zu (Z/ZZ)t-l und wird erzeugt von
den Matrizen Sw" Wir bezeichnen mit a, die Klasse von Sw in I‘m(O,(s)/I‘(O_,ls) .

Dann gelten die folgenden Relationen (qf(n) bezeichnet den quadratfrelen

Antell von n):

e Qg T~ aqf(w-w')

= id .

far alle w,w'|D und
*qf(py T *

Falls die Grundeinheit eg von F positive Norm hat, ist die erweiterte

Modulgruppe I‘e(O,b) isomorph zu I'(0,6) U @ ‘T'(0,6) mit woi= qf(N(eg+l)).
. o .
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4.4.3., Auf Xe(D,b) operiert noch die Koordinatenvertauschung, die auf H2
gegeben ist durch ( B:=N(&4) ):

T 1 (Z21,22) — (-1/(B-2z3),~-1/(B-24))
Die Operationen wvon @, und 7 kommutieren und lassen sich auf ie(D,ﬁ) und

»Ye(D,B) fortsetzen, wir bezeichnen diese Operationen ebenfalls mit a, bzw. .

Lemma 4.11:
Es sel o das nicht-triviale Element von Gal(F/Q) und & der RepraAsentant
einer ambigen. Idealklasse. Dann operiert ¢ auf der 6 entsﬁrechenden
Komponente Xe(D,b) von SKO(C) als a or, dabei ist bw ( N(bw) = w ) ein
ambiges Ideal, das im engeren Sinne Aquivalent zu &6 ist.

Bewels: Mit den Bezeichnungen aus dem Beweis von Lemma 2.1 ist

G(A) = U G(Q)-c-Ko-Go(R)

cECD

mit 6 = F n bb-( i1 OD-Ra). Nach Voraussetzung reprasentiert & eine ambige

Idealklasse. Es gibt also eine totalpositive Zahl a aus P mit 6%= a.6. Da

Jede ambige Idealklasse durch ein Ideal pw mit N(pw) = w und w[D repridsentiert
*

wird, gibt es auferdem eine total-positive Zahl 8 aus F mit 6 = ﬂ-bw. Es gilt

also

6% - Fnbz-( ru'J‘b.uz2 ) =Fnab, (IO, R ),

d.h. bz - af-bboﬁ, dabei 1ist ac der endliche Anteil von a in AF und u aus

I Up' Daraus folgt

ag
c =34

-1 -1
b," 0 {70
£ ¢ -[ob 1] und u.-[o l]

Fir einen Reprasentanten g = 7v-c-ko'g_mit vy € G(Q), ko € Ko und g, € GP(R),

-1 a0
-c-u mit a.-[o 1],

ist dann

o -1 -
g8 =7 ‘¢ -ko°s: - *ra-af -c-u-kg-g: - (+7a l)~c-(u-kg)-aw‘s:
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Unter dem Isomorphismus (2.6) entspricht g dem durch (z{,23) in H?
reprasentierten Punkt in X (D,6) und g’ dem Punkt (a-zz,a'-z;) (siehe (2.5)).

Dann ist

(arzg,a'*Zy) = S-(-1/(B-23),-1/(B-2z4)) mit
S aO'Ol/B]_O a/B
T 01)°(-10 -1 0
Auf H? operiert S wie

7 .. [0 w-f-a/B
S [-w-ﬂ ]

und es ist w-8-a/B aus b:-b-p;l-ba-b_l-(bo-b)'l - pw-b-1 und -w-$ aus p -6 .
Die Determinante von S ist die totalpositive Zahl w2?.82.a/B. Das Hauptideal

(v-B2-a/B) ist gleich pi-bz-b;z-ﬁa-b'l-(ba-b)'l - 0. . Also ist w2 f%.a/B = w

F
modulo einer total-positiven Einheit und ¢ operiert als a or auf XB(D,b). mi

Notation:

Wir Dbezeichnen die minimalen Desingularisierungen wvon Y(D,B}/r und

YB(D,B)/r mit Yr(D,B) bzw. Yer(D'B)'

4.4.4, Wir wollenm nun die relative Lie-Algebren Kohomologie Hz(p,k:nK) und
insbesondere die Aktion der Homomorphismen Tﬂ (siehe Abschnitt 4.1.) und der
Galoisinvolution ¢ beschreiben. Es wird sich zeigen, daf das Whittakermodell
far diesen Zweck die'geeignete Realisierung der automorphe Darstellung = von
G(A) 1ist. Nach [Ge],5.5. bestimmt die cuspidale automorphe Darstellung =
eindeutig eine irreduzible Darstellung ' der Hecke-Algebra ¥(G(A)) ([Ge],4.l.
und p.6l) auf dem Raum der Ko-Kw-endlichen Funktionen in L3(G(@)\G(A),¥). Fir
einen nicht-trivialen Charakter : von AF/F definieren wir fir jedes ¢ aus H«'

( dem Darstellungsraum von n') den ersten Fourierkoeffizienten:

o = [ o3
AF/F
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Die Abbildung ¢ —— W¢ bildet ﬁ”. auf den Raum W(r,:) der komplexwertigen

Funktionen W, fdr die gilt:

1t
(4.14) (1) W[[o l]-gJ = () -W(g) fdr alle t aus AF
(ii) wl|® 0 gl = ¥»(x)-W(g) fir alle x aus.I
0 x , F
(1i1) W ist Ko-Km-endlich, ¢® an den unendlichen Stellen und

erfillt gewisse Wachstumsbedingungen (siehe [Ge], Lemma 5.6.)
(iv) Die Darstellung von #(G(A)) durch Rechtskonvolution guf W(x,)
ist dquivalent zu ='.

Es gilt:

Lemma 4.12:([Ge],6.8)

Das Whittakermodell W(x,:) ist eindeutig bestimmt.

Wir wahlen nun einen geeigneten Charakter : wie folgt:
Lemma 4.13:
Es sei F der reellquadratische Zahlkdrper der Diskriminante D, dann gibt es
einen Gal(F/Q)-invarianten Charaﬁtar ¢ von AF/F mit den folgenden
Eigenschaften:
(i) an den unendlichen Stellen & ist su(x) = exp(2xix) und
(i1) an den endlichen Stellen p|p ist iy, genau auf b'd trivial, dabei ist
p? die héchste Potenz von p die D teilt.
Bewels: Wir widhlen einen Charakter tq von AQ/Q wie in [Ge],Remark 3.5, dann
ist (‘Q)m(x) = exp(2xix) wund (:.Q)p ist genau auf OP tri§ial. Der Lift
L = ‘QotrF/Q ist dann Gal(F/Q)-invariant und erfiallt (i). Nach [Se],III,

Prop.6 und 7, 1ist tr(x) genau dann in Op, wenn die Norm N(x'l) die

Diskriminante teilt. Daraus folgt die Behauptung. o

Es sel 5 ein unverzweigter Grdfencharakter von F, der trivial auf R*x RT ist.

Dann ist die Darstellung = ® 4 von G(A) 4quivalent zu der rechtsregularen
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Darstellung von G(A) auf Hr@ n, d.h. dem Raum der Funktionen
(f ® n)(g):=f(g) -n(det(g)) mit f aus Hﬂ_. Da mit W aus W(r,.) die Funktion
W ®n ebenfalls die Bedingungen (4.14),(1i)-(1iii) erfdllt, folgf aus der
Eindeutigkeit des Whittakermodells, daf die Abbildung W — W ® n einen
Homomorphismus von W(wx,:) nach W(x ® n,:) liefert. Desgleichen ist, fir o aus
Gal(F/Q), die Darstellung x’ dquivalent zu der rechtsreguldren Darstellung von
G(A) auf (Hr)a, dem Raum der Funktionen fa(g):-f(ga) mit £ aus H,,' In diesem
Fall erfullt, wenn wir . wie in Lemma 4.13 gewdhlt haben, mit W(g) auch Wa(g)
die Bedingungen (4.14),(i)-(iil). Auch in diesem Fall ist W(g) — Wg(g) ein

Homomorphismus von W(x,:) nach W(wa,L).

4.4,5. Es seli nun r eine unverzweigte automorphe Darstellung aus Cohp und
K:=Kq. Mit ¢ und Kk bezeichnen wir die komplexifizierten Llie -Algebren von
Glz2(R) und Lu° (siehe 2.4.1). Mit diesen Bezeichnnungen schreiben wir die

Kinneth-Formel ([BW},I,1.3) als

H (g, kix,) = H'(g.Kim, ) @ HI(g,Kix )

Dann bilden P := [i i] und P~ ;= [1 ﬂ eine Basis von g/k. Es sei D, der
(¢.%) -Modul der L -endlichen Vektoren in Hﬂ_ fadr j = 1,2, dann zerfallt D,
cn’j

dber SOQ(IR) in

Dz - B C'qJ
n=0(2)
0

n °

mit n[[:‘;igg; zirs‘ggg]g] - ™. 0(g)  (slehe [Cu],2.1. und [Ge],§4). Nach

fCu},2.1. ist nun

H'(3,K;Da) = Hom, (C-P* @ C-27,Dy)
2 .

eff=) e o)

P-—* 0 P-'_’ P2
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Betrachten wir nun die Realisierung von = im Whittakermodell W(x,¢). Dann ist

HE (g k0 (r, )5 = B3 (g, kW (r,0) ) ® W(m, )}

+ + + +
~f[p[P— ¢2 PP— 0 [P_—-» 452] [P_—- 0 ] ]]@w K
-[[C[P—*O]iec[i'—#qs_zisc?—*o aQGP—’ﬂﬁ-zz («,L)f
Dabel sind ¢ und ¢.2 die @2 und ¢.z In den lokalen Whittakermodellen der
unendlichen Stellen entsprechenden Funktionen. Nach ([Cu],2.3. (siehe auch

{Go],2.20.) haben ¢2 und ¢_3 ifhren Trager in Glz(lR)+ bzw. Glz(R) . Wir wihlen

nun eine Basis von H’(p,k;W(n,c)m) durch:

.
O et Ky S St W K (i
P—0 )4 P—4.2)2 P —— 4_2)1 P—0 )2

Betrachten wir nun W(r,:) das lokale Whittakermodell an der endlichen

p)
Primstelle blp. Da wir ™ als unverzweigt vorausgesetzt haben, kdnnen wir nach
(Go],1,Th.11 und Gleichung (268), eine Funktion hb aus W(wb,ap) widhlen, die

Kb-invariant ist und durch die Normierung

hb[[g-d ) -1

( far eine lokale Uniformisierende w von p und d wie in Lemma 4.13,(ii) )
eindeutig bestimmt ist. Wir definieren nun h als das Produkt der hp dber alle
Primstellen p von F., Dann ist h aus W(r,;)? . AuBerdem definieren wir

wi(fr) :-wiah fair L =1 = 4

Die Hodgezerlegung von HZ(m) := Hz(g,k;W(ﬂ,;)K) ist dann gegeben durch
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#2'00r) = Cowy ()
1,1
H () = Coug(n) @ Crug(n)

Ho'z(w) - Cwg(n)

Wie wir bereits in (4.11]) gesehen haben, definiert ein unverzweigter

Gréfencharakter A, der trivial auf R'x R' ist, einen Homomorphismus

Ty HZ(x) —— H¥*(x @ )

- Die Operation von o auf Gal(F/Q) definiert ebenfalls einen Homomorphismus auf

IHZ(EK(c),a:), der auf der Zerlegung (4.10) wie folgt operiert:
o: H3(x) — H2(x%)

Lemma 4.14:
Es seli x eine ausgezeichnete automorphe Darstellung aus Coh§ mit =7 = x @ A
fir einen unverzweigten Gréfencharakter A, der trivial auf R+x R+ ist. Wir

setzen sgn(l):= 1, falls A trivial auf R x R ist, und sgn(i):= =1 sonst.

Dann gilt

o —sgn(A) far i=1,4
wi(x) - Tk(wi(w))- +1 fir i=3
-1 far i=2

Bewels: Betrachten wir zunichst die endlichen Stellen p|p. Es sel wieder pd
dis héchste Potenz von p, die D teilt, w eine lokale Uniformisierende von p

und ¢ wie in Lemma 4.13. Wie wir gesehen haben, ist h, invariant unter

o

Rechtstranslation mit Elementen von K,. Es gilt also

b

(59 -l 9 (7 Yl 9) -

Auferdem gilt

-d -d
w O w 0 -d -d
iy 0[5 ) - mal(5 ) rpewr - 2y
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Da h’ und h @ Af jeweils den ein-dimensionalen Unterraum der K-invarianten
Funktionen in W(wa,e)f erzeugen, liefert die Multiplikation dber alle
endlichen Primstellen H:

R = A(( D)) (h @ Ap) = sga(d)-(h @ AL)

Da ¢ und ¢_z 1lhre Trdger in c12<R)+ bzw. Glz(R) haben, gilt an den
unendlichen Stellen

+1 far i{=1,4
(Ta(g) = vy sgnay far 1-2,3

Aus

[+
W, = W,

i i

-1 fir i =1,2,4
+1 fir i=3

folgt die Behauptung. a

Die Kohomologie IHz(EK(C)/a,C) ist isomorph zu dem o-invarianten Teil wvon
IH*(5,(C),C). Sie wird erzeugt von Elementen x + x? far x aus IH3 (5, (0),0).
Fir eine unverzweigte automorphe Darstellung x aus Cohg bezeichnen wir mit M«

die Menge Darstellungen

M = (x®) | A unverzweigt, A|m+x gF=1)

Falls = keine CM-Form ist, hat M_ die MAchtigkeit h(D).

Notation:

Wir bezeichnen mit CM die Menge der CM-Formen in Coh§ und mit § ihr

Komplement.

Wir unterscheiden nun zwel Falle:
Fall 1: Wenn x aus S nicht ausgezeichnet ist, dann wird M)‘r nach Lemma 3,14 von
o auf M(wa) » M” abgebildet und die (2,0)-Formen wy(x') + wl(x')a fiar x' aus

Ml erzeugen einen h(D)-dimensionalen o-invarianten Unterraum von IHZ(EK($),E).
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Wenn wir wy (x) nach den Komoponenten von §K(C) zerlegen in

wy (x) = E x
cECD

c

(siehe (4.6)), wird dieser Unterraum von { X + xz I c aus CD } erzeugt. Aus

Dimensionsgrinden gilt dann x, + xg » 0 fir alle c aus C_. Auch fir eine nicht

D
ausgezeichnete CM-Form wird die Menge Hﬂ durch o bijektiv auf die Menge M(”a)
abgebildet. Beide Mengen enthalten genau h(D)/2 Elemente und die (2,0)-Formen
wt(x')+Q1(t')a far »' aus Hn erzeugen einen h(D)/2-dimensionalen o-invarianten
Unterraum von IH’(EK(C),C). Es sei wileder X, die Projektion wvon w,(x) auf
IHz(ie(D,bc),C), dann ist nach Lemma 4.3,(2) x_ + xz genau dann null, wenn ¢
aug C{x) ist.
a

Fall 2: Wenn « aus S ausgezeichnet mit x =Z 7 ® X {st, erzeugt

wy(x') + wi(w')a fir ' aus MTr einen o-invarianten Unterraum von IH2(S(C),C).

Nach Lemma 4.14 ist
wi(m) + w (M = w(r) - sgn(d) T, (ws(m)
Wenn wir w,(x) wieder in E X, zerlegen, dann ist nach (4.9)

wy (x) + wi(x)a - E X, - sgn(A)-A(det(c))-xc
cECD

und damit ist die Projektion von w, (x) + w,(x)g auf IH’(ie(D,bc),C) genau dann
null, wenn sgn(A)-A(det(c)) = 1 gilt. Insbesondere ist die Projektion auf
IHz(ie(D,O),C) genau dann null, wenn sgn(A) = +1 ist. Daraus folgt:

Lemma 4.15:

*
Es seien pg und pg das geometrische Geschlecht der Hilbertschen Modulfliache

Ye(D,l) bzw. der symmetrischen Modulflache Yef(D,l), dann gilt

— . *
h¢D) - - 2. -
(D) (Pg pg) § sgn(x)
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Beweis: Die CM-Formen tragen, nach Lemma 4.3,(2) nicht zu ps bel. Also gilt
hy-p_ = |s| .
()-p, = |s]
*
Nach den obigen {lberlegungen gilt far Py

H(D)-p; = |{ x aus S | » nicht ausgezeichnet }|-%

+ |{ 7 aus S I 2 2 x @ A und sgn(A)= -1 1|

Daraus folgt die Behauptung. a

Satz 4.16:
Es sei F ein reellquadratischer Zahlkérper, der elne Grundeinheit eq
negativer Norm enthdlt, und pg und p; die geometrischen‘Geschlechter der
Hilbertschenlﬂodulflache Y¥(D,1) bzw. der symmetrischen Modulflache YT(D,l).
Dann 1ist die Anzahl der unverzwelgten ausgezeichneten automorphen

Darstellung x aus Cohg gleich
R(D)-(p_ = 2:p))
pS pS

Die Dimension des Raumes der Hirzebruch-Zagler-Zykel wvon Y(D,B) 1ist in

diesem Fall
( 2-p7) + 1
Pg Pg

und die Picardzahl

*
-2 6
(pg pg) + 2 + 1(b)

Dabei ist 1(6) die Anzahl der Aufldsungskurven der Singularitaten von

X(D,b).

Beweis: In diesem Fall ist Ye(D,B) = Y(D,B) , Yef(D,B) - YT(D,B) und es gilt
far alle unverzweigten Grdfencharaktere A

sgn(A) = X _(ec,e0’) = A(eo) = 1 .
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Nach Lemma 3.10 gibt es in diesem Fall in Coh§ keine CM-Formen, die Anzahl der
ausgezelchneten automorphen Darstellungen » aus Coh§ folgt daher aus Lemma
4.15. Die Dimension des Raumes der Hirzebruch-Zagier-Zykel ist dann nach

Korollar 2.11 und Lemma 4.3 und 3.17
fimy L« 2-p7)-B(D) + R(D) ) —2.p 1
Pg Pg Pg Pg

Die Picardzahl bestimmen wir dann mit Hilfe der Zerlegung (4.1). O

Satz 4.17:

Unter den Voraussetzungen von Satz 4.16 1ist die Lefschetzzahl der

Hilbertschen Modulflachen Y(D,B) gleich

+*
A(Y(D,B)) = + 2. .
(Y(D,B)) pg pg

Bewais: Wie wir in Abschnitt 4.3. gesehen haben 1ist

A(Y(D,B)) = h(Dy . } st g, ke, %)
x € Coh§

wobel A(Hl’l(g,k;W(w,s)K)) die Kodimension des Raumes der Hirzebruch-Zagier-

1,1

Zykel in H (p,k;U(x,c)K) ist. Also ist, da es in diesem Fall keine CM-Formen

gibe,

1 1 falls x ausgezelchnet ist

A (g ki, %) -{

2 sonst

Daraus folgt (wir summieren immer dber » aus Cohg)

A(Y(D,B)) = E(D)'l-[ } 1+ } 2 ]

* ausg. x nicht
ausg.

o (J - )]
. T ausg.

- -1 - - . *
- h(D) "-( 2.p -b(D) - h(D)- - 2.
(D) ~-( pg (D) (D) (pg 2 Pg)) o
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Satz 4.18:
Mit den Bezeichnungen und Voraussetzungen von Satz 4.16 gilt fur die

Lefschetzzahl der symmetrischen Hilbertschen Modulflache YT(D,l)
A(Y_(D,1)) = 2-p"
( r( y1)) = -pg .

Bewels: Da F eine Einheit negativer Norm enthdlt, ist in diesem Fall sgn(i)=- 1
fir alle unverzweigten Gréfencharktere A, die trivial auf R'x R" sind. Wie wir
gesehen haben, liefern nur die nicht-ausgezeichneten automorphen Darstellungen

*
= elnen Beitrag zu pg. Es gilt also
* = -1 K
Pg T (2-h(D)) "-]{ « aus Cohg | 7 nicht ausgezeichnet }| .

Der (1,l)-Anteil von IH3(X(D,1)/r,C) wird erzeugt von-den Projektionen von
wz(®) + wa(m)® und wa(m) + wa(m)® auf IH3(X(D,1)/r,C) far alle = aus Cohy.
Nach Lemma &4.14 verschwindet wg(x)+uwa(x)’ auf IH*(X(D,1)/r,C) genau dann, wenn
n ausgezeichnet ist. In diesem Fall wissen wir, daf ein ein-dimensionaler
Unterraum von Hl’l(g,K;W(x,L)K) aus Hirzebruch-Zagler-Zykeln besteht. Nun
steht wa(x), beziglich der in [HLR],(3.2) definlerten Paarung, senkrecht auf
wg(x). Wie in [HLR] bezeichnen wir mit wg(t)H die durch die Diagonaleinbettung
(2.15) =zurickgeholte (1,1)-Form. Da wz(w)H verschwindet, steht wa(x) nach
Hilfssatz 3.5 in [HLR] senkrecht auf dem Raum der Hirzebruch-;agier-Zykel.
Also Dbesteht wa(;) .und damit auch wgz{r) + ws(w)a in diesem Fall aus
Hirzebruch-Zagier-Zykeln. Die ausgezeichneten Darstellungen tragen damit nicht

zur Lefschetzzahl von YT(D,l) bei. Daher gilt

A(YT(D,I)) - (Z-H(D))-1-|{ 7 aus Coh§ | r nicht ausgezeichnet ]|-2 .

Daraus folgt die Behauptung. a
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Wir geben in der Tabelle am Ende dieser Arbeit die Dimension der Hirzebruch-
Zagler-Zykel und die Picardzahl der Hilbertschen Modulflachen Ye(D,B) far alle
Diskriminanten 13 s D < 300 an. Dazu bendtigen wir das folgende Lemma:
Lemma 4.19:
Es sei F der reellquadratische Zahlkdrper der Diskriminante D. Wir setzen
voraus, daf die Grundelnheit egq vbn F positive Norm hat. Wir bezeichnen mit .
p; das geometrische Geschlecht der symmetrischen Modulflache Yef(D,l) und
mit p;_ das der symmetrischen Modulflache Yef(D'Bi)- wobel By := N(6;) und
6, im engeren Sinne Aquivalent zu dem Ideal (J_B_) ist. Dann gilt:
(1) p;_ = (0 ew» alle » aus Coh§ sind ausgezeichnet und
(2) p; - 0 =» alle nicht CM-Formen r aus Coh§ 8ind ausgezeichnet,
Beweis: Es sei x aus Coh§ nlcht ausgezeichnet. Wir bezeichnen mit xc die
Projektion von w, (x) auf IHz(i(D,ﬁc),C), dann ist X, + xz nach Fall 1 (siehe

oben) genau dann nicht null, wenn xc nicht null ist. Nach Lemma 4.3 ist dies,

falls x» keine CM-Form 1ist, fdr alle ¢ aus CD der Fall. Daraus folgt (2).

Falls x eine CM-Form ist mit » = » ® A, ist X, nach Lemma 4.3 genau dann nicht

null, wenn X(det(c)) = -1 gilt. Fir das dem Ideal &, entsprachende ¢, (zur

Notation siehe 4.1.) gilet:

A(det(cq)) = A (/D ,-/ D) = sgn(d) = -1,

da A\ = CL/F fir eine, imagindrquadratische Erweiterung L von F ist. Alseo ist
x, + xz far alle nicht ausgezeichneten Darstellungen = aus Coh§ nicht null.
1 1

Damit ist " =» " in (1) bewlesen.

Nehmen wir nun an, dag alle x aus Coh§ ausgezaichnet sind. Far #° 27 ® A und

xc wie oben, ist

o
xc1+ xc1 - xci- sgn(,\)n\(dat(ci))-xcl =~ 0

da sgn(A) = A(det(c,)) fir alle X ist. Daraus folgt die Behauptung. QO
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Korollar 4.20:
Eine notwendige Bedingung fir das Auftreten von diedralen CM-Formen ist
p;_ > 0. Falls p; = 0 erfillt ist, ist diese Bedingung auch hinreichend.
Die ersten diedralen CM-Formen gibt es damit, wie in [HLR] vermutet, far
die Diskriminante D = 161. |

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus Lemma 4.19. Das Beispiel ergibt

sich damn aus der Tabelle am Ende dieser Arbeit. o

Bemerkung:
Wir kénnen nun die Dimension des Raumes der Hirzebruch-Zagier-Zykel (Hzz)
und die Picardzahl (Pic) der Hilbertschen Modulflichen 'Ye(D,B) in den
folgenden Fdllen berechnen:
(1) Falls der reellquadratische Zahlkd8rper F der Diskriminante D eine
Einheit negativer Norm enthalt, mit Hilfe von Satz 4.16.
(2) Falls F keine Einheit negativer Norm en?halt, aber (mit den
Bezelichnungen von Lemma 4.19) p;_ = 0 ist, mit Hilfe von Lemma 4.19. Denn
in diesem Fall sind alle Darstellungen = aus Coh§ aﬁsgezeichnet und die
Lefschetzzahl Qer Flachen Ye(D,B) ( mit B = N(6) ) ist dann nach Lemma 4.3
gleich Pg' Dapit kdénnen wir die Picardzahl berechnen und, da alle x aus
Coh§ ausgezeichnet sind, ist die Dimension des Raumes der Hirzebruch-
Zagler-Zykel gleich

Hzz = Pic - 1 = 1(b),

wobel wieder 1(6) die Anzahl der Aufldsungskurven auf Ye(D,B) ist.
(3) In EinzelfaAllen kénnen auch noch weitere Falle behandelt werden. In den

Erlauterungen der Tabelle wird dies in.zwel Beispielen durchgefithrt.
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5. Die Hilbertsche Modulfliache Y(60,11)

In Korollar 4.9 haben wir gesehen, dag die Flache Y := Y(60,11) die einzige
Hilbertsche Modulflache vom allgemeinen Typ mit maximaler Picardzahl ist. Wir
wverden zeigen, dag Y eine Horikawa-Flache ist, und die Flache Y als verzweigte
doppelte Uberlagerung von Plx Pl darstellen. Dazu beweisen wir zunachst die

Minimalitat der Flache Y mit Hilfe der Methoden von Hirzebruch aus [Hiz].

Lemma 5.1:
Die Hilbertsche Modulfliche Y := Y(60,11) ist minimal.
Beweis: Wir benutzen die Konfiguration der Aufldsungskurven einer der beiden

Spitzen von X(60,11) und die Modulkurven Fs und F;, um die Konfiguration III'

Wir definieren den Divisor 1L als die
formale Summe der irreduziblen Kurven

dieser Konfiguration. Dabei zahlen wir die
elliptisch

fett gezeichneten Kurven mit Multiplizitat

zwel und die anderen mit Multiplizitat

eins. Wir bezeichnen mit K den kanonischen

Divisor von Y. Dann ist

12 = L'K = K2 = 4

und nach der Proposition in [Hiz] miBte

jede Ausnahmekurve auf Y in L enthalten
sein. a
(Die Kurven sind, falls nicht anders vermerkt, rational. Sie sind durch ihre

Selbstschnittzahl gekennzeichnet)
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Definition:
Eine Horikawa-Flache Y ist eine minimale Fliche vom allgemeinen Typ, deren
Invarianten y (arithmetisches Geschlecht) und K2 (Selbstschnittzahl des

kanonischen Divisors K von Y) die folgende Gleichung erfiillen:
K2 = 2:x — 6

Lemma 5.2:
Die Hilbertsche Modulfliache Y := Y(60,11) ist eine Horilkawa-Flache.
Beweis: Die Invarianten von Y sind K® = 4, ¥y = 5 und die Eulerzahl e(Y) = $6.

Die Behauptung folgt dann aus Lemma 5.1. a

Wegen x = 5 ist nach [Ho],Th.1.6 die Fliache Y die minimale Desingularisierung
einer doppelten Uberlagerung des ?lx Pl, verzwelgt entlang einer (eventuell
reduziblen ) Kurve vom Typ (6,6). Persson konétruiert in [P] Horikawa-Flichen

mit maximaler Picardzahl, indem er doppelte Uberlagerungen
x Y — X

betrachtet, die entlang einer singuldren Kurve B auf X verzwelgt sind. Es
selen El""’En numerisch unabhdngige, rationale Kurven, disjunkt von der
Verzweigungskurve B, so daf die Schnittform auf dem von ihnen aufgespannten
Unterraum von H2(X,C) negativ-definit 1ist. Es sel Y die minimale
Desingularisierung von Y' und o(B) die Summe der Indizes der einfachen
Singularititen wvon B ( zur Definitioﬁ und Bezeichnung der einfachen

Singularitdten siehe [P],1.1 und 1.2). Dann gilt
Pic(Y) = Pic(X) + o(B) + n .

Persson nennt eine Verzweigungskurve B maximierend, wenn die folgende

Gleichung erfullt ist:

o(B) = dimm K1’ (Y,C) - n = Pic(X)
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In diesem Fall hat Y maximale Picardzahl. Wir werden sehen, dag Y := Y(60,11)

die minimale Desingularisierung einer doppelten Uberlagerung
n: Y'—— P! x P*,

verzwelgt entlang einer nicht-maximierenden Kurve B vom Typ (6,6) auf Plx Pl

ist.

Dazu betrachten wir die Operation der Koordinatenvertauschung

r: BB — M3

(z1,22) — (-1/(1l-z2),-1/(11l-z4))

auf der Flache Y. Die Fixpunktmenge dieser Operation besteht aus den
Modulkurven F;s und Fgo. Die Kurve Fgg 1st irreduzibel und F;g hat zwei
irreduzible Komponenten, wir bezeichnen sie mit Figs und F2g. Die Fixkurven
‘bilden mit den Aufldsungskurven der Singularitdten von X(60,11) die folgenden

Konfigurationen

F1
(A) 2 18 2 mal
Fis .
(B) i Feo 2 mal
Fao
. Fso
(5.1) (<) - 2 mal
Fie
(D) » Feo 2 mal
Fis

-2
(E) ‘EH\‘“‘u; 4——”””' Faq 6 mal
.—”:5""‘~‘\\‘-\_
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Die Involution r fihrt in den Fallen (A)-(D) die (—2)-Kurven in sich dber, im
Fall (E) werden die beiden (-2)-Kurven vertauscht. Die Invarianten der

Fixkurven von r sind:

(5.2) K-FX =2, e(Ff ) =2 far 1 aus (1,2)
18 15 :

K'Feo - 8, Q(Fgo) -2,

Wir bezeichnen mit Yr den Quotienten Y/r. Da die Involution r keine isolierten
Fixpunkte auf Y hat, ist Yf glatt. Die Invarianten x(Yf) und e(Yr). d.h. das
arithmetische Geschle;ht und die Eulerzahl von YT, sind gegeben durch
([Ko],Satz 3)

(5.3) (Y ) = 3 (x(¥) = - (K.Fig + K-Flg + K-Feo)) = 1

e(¥,) = 3 (e(1) + a(Fis) + e(Fls) + e(Fo0)) = 31 .

Auf Y finden wir die folgende Kurvenkonfiguration:

Fia Fao

Fao Fis

Feo Fle
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‘Wir blasen Fg und nacheinander 12 Kurven der Spitzenauflésungen auf Yr nieder.

Auferdem ergeben die Konfigurationen (A)-(E) 14 Ausnahmekurven auf Yr’ die wir
*

ebenfalls niederblasen. Mit Yf bezeichnen wir die Fliache die wir auf diese

*
Weise erhalten. Die Eulerzahl von Y, ist dann
Y Y 27 = 4
e( r) - a( 1,) -

: *
Wir bezeichnen mit p: ¥ — Yf die doppelte Uberlagerung, mit =,: Yr — Yf
die birationale Abbildung, die durch Niederblasen der 21 Ausnahmekurven ent-
*
steht, und mit B:= = 0p(Fig U F2g U Fgp) die Verzweigungskurve auf Y_. Die

Verzweigungskurve B hat dann die folgenden Singularititen:

4 ag (Niederblasen von jeweils 3 Kurven der Spitzenaufldsungen)
1 a4 (Nlederblasen von wy;op(Fg))

6 ap (Niederblasen der durch (E) gegebenen Ausnahmekurven)

8 a; (Niederblasen der durch (A)-(D) gegebenen Ausnahmekurven)

Die 4 (-3)-Kurven in den Spitzenaufldsungen von Y werden durch =,op auf zwel

rationale Kurven E;, und E; mit E? = B2 = 0 und E; E3 = 1 abgebildet. Wir sehen
*

also, dap Yr isomorph zu P! x P! ist. Die beiden irreduziblen Kurven E, und Eg

sind Erzeugende der Picardgruppe von P' x P!'. Die Verzweigungskurve B hat mit

E; und E; das folgende Schnittverhalten:

F2g E2

Feo v
A A

Feo F&o
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Wir sehen insbesondere, dag B vom Typ (6,6) Ist. In unserem Fall ist o(B):
o(B) = 45+ 1-1 +6-2+ 81 =41
Wegen n = 0 gilt
hi’*(Y) = 46 > o(B) + Pic(P! x P') = 43

Die Verzweigungskurve B ist alse nicht maximierend im Sinne von Persson. Die

Differenz
Pic(Y) — o(B) — Plc(P* x P') = 3
ist folgendermafSen zu erklaren:

1.) Die Urﬁilder von E; und E, unter =,op erzeugen einen &4-dimensionalen
Unterraum der algebraischen Zykel in Ha(Y,C).

2.) Die Volumenformen w; = (dxi ~ dy,)/yf und wy = (dxz ~ dya)/y% erzeugen
einen 2-dimensionalen Unterraum der algebraischen Zykel, doch nur der von
witwg erzeugte Unterraum (er wird von dem Poincarédualen der Kurve F,

erzeugt) wird In Perssons Konstruktion erfaft.

Bemerkung:
* .
Auf Y = P! x P! operiert das Element a; der Hurwitz-Maaf-Erwelterung. Die
*
Fixpunktmenge dieser Operation ist die Kurve w,0p(Fj0). Der Quotient YT/az

ist isomorph zu P?. Wir bezeichnen mit x; die doppelte Uberlagerung

* *
*g ! Yf e Yf/az
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Dann ist S:= =ngon,0op(Feo) die Steinersche Quartik mit i1hrem 3 az-Sin-
gularitdten. Die Kurve C; := maom,0op(F,g) ist ein glatter Kegelschnitt, der
S in zwei Punkten transversal und in zwei weiteren Punkten mit der Ordnung
3 schneidet. Die Kurve Cg; := mgox;op(Fag), d.h. die Verzwelgungskurve von
xz, 1st ebenfalls ein glatter Kegelschnitt. Sie schneidet S in 2 Punkten
transversal und in 3 weiteren Punkten mit der Ordnung 2. Die Kegelschnitte

C; und Cz schneiden sich in 2 Punkten mit der Ordnung 2.
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N(e)

Ges

Eu

Hzz

Alg

Pic

Lef

Erlauterung der Tabelle

: Diskriminante eines reellquadratischen Zahlkdrpers mit 13 < D < 300

: Vorzeichen der Norm der Grundeinheit ey des reellquadratischen

Zahlkérpers F der Diskriminante D.

: Norm eines ganzen Ideals 6 von F.

: Vorzeichenfolge der Hilbertsymbole (D,B)p fir alle

Primteiler p von D .

: Eulerzahl von Y(D,B).
: Arithmetisches Geschlecht yx von Y(D,B).
: Eulerzahl von YB(D,B) ( nur fuir N(e) = 1 )

: Arithmetisches Geschlecht x von Ye(D,B) ( nur fdr N(e) = 1 )

Arithmetisches Geschlecht von Ye,(D'B) ( nur fir B = 1 oder &

dquivalent im engeren Sinne zu (DY)

: Dimension Aes Raumes der Hirzebruch-Zagier-Zykel in IHz(ie(D,b),C)
: Dimension des Raumes der algebraischen Zykel in IHz(ie(D,b),C).

. Anzahl der Aufldsungskurven der Singularitdten von ie(D,b).

¢ Picardzahl von Ye(D,B).

: Lefschetzzahl von Ye(D,B).
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Bemerkung:

(1) Fir N(eg) = —1 wurde Hzz und Alg mit Hilfe von Satz 4.16 bestimmt. Fir
N(eqg) = +1 folgen die Ergebnisse aus Lemma &4.19. Dabel missen die Fille
D =209 und D = 217 gesondert- behandelt werden. In diesen Fadllen ist
(D) = 2 und nach Korollar 3.15,(2) sind alle ausgezeiéhneten CM-Formen aus
CohléO unverzweigt geliftet. Wir kénnen ihre Anzahl also mit Hilfe von Satz
3.12 bestimmen. Es gibt daher fdr D = 209 eine und fdr D = 217 drei
ausgezelchnete CM-Formen aus Cohgo. Dies sind in beiden Fillen bereits alle
CM-Formen aus Coh§°. Die nicht-ausgezeichneten Darstellungen x aus Coh§°,
die nach Lemma 4.19,(2) existieren, sind demnach nicht vom CM-Typ und wir
kénnen auch in diesen Fillen Hzz und Pic. bestimmen.

(2) Die Invarianten der Hilbertschen Modulflichen wurden mit den Methoden
berechnet, die 1im wesentlichen bereits von Hirzebruch in [Hi;] benutzt
wurden. Fir die Flidchen Y(D,B) und Ye(D,B) findet man die Formeln fir die
Eulerzahl und das arithmetische Geschlecht in [Ko],1.1,2.3 und 2.4. Fir die
Flachen YT(D,B) und Yaf(D,B) wurden sie mit Spurformeln berechnet, die
bereits fir die Hurwitz-MaaB-Erweiterung in [Ko],Kapitel 2 benutzt wurden.
Ahnliche Rechnungen hat auch Bassendowski in {Ba] durchgefdhrt. Wichtig ist
in allen Fiallen die genaue Kenntnis der Fixpunkte der Elemente der Hurwitz-
Magf-Erwelterung und der Koordinatenvertauschung r. Diese Informétionen

findet man in den Arbeiten von Hausmann [Hau,] und [Haua}.
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D N(e) B Ges Eu Ch Eu-e Ch-e Ch* Hzz Alg L Pic Lef
13 - 1 + 15 1 1 2 M 13 0
17 - 1 + 16 1 1 2 12 14 0
21 + 1 ++ 18 1 15 1 1 2 13 0
21 + 5 -- 25 2 15 1 1 2 13 0
26+ 1 4+ 19 19 1 3 4 13 17 0
24 + 5 -- 26 2 26 2 1 2 20 22 0
28 + 1 ++ 20 1 18 1 3 4 12 16 0
28 + 3 -- 26 2 25 2 1 2 19 21 0
29 - 1 + 28 2 2 3 20 23 1
33 + 1 +4+ 21 1 19 1 3 4 13 17 0
33 + 2 -- 28 2 26 2 1 2 20 22 0
37. - 1 + 29 2 2 3 21 24 1
40 - 1 ++ 32 2 2 3 28 27 1
40 - 3 -- 28 2 2 3 20 23 1
41 - 1 + 30 2 2 3 22 25 1
44 + 1 ++ 32 2 29 2 2 3 21 24 1
44 + 7 -- 38 3 28 2 2 3 20 23 1
53 - 1 + 490 3 3 4 28 32 2
56 + 1 ++ 34 2 31 2 4 5 21 26 1
56 * + 5 -- 46 4 37 3 2 3 27 30 1
57 + 1 ++ 34 2 29 2 2 3 21 24 1
57 + 2 -- 41 3 29 2 2 3 21 24 1
60 + 1 +++ 30 1 21 - 1 5 6 13 19 0
60 + N --+ 56 5 34 3 1 2 26 28 0
60 + 7 -+- 38 3 25 2 3 4 17 21 0
60 + 17 == 40 3 26 2 3 .4 18 22 0
61 - 1 + 41 3 3 4 29 33 2
65 1 ++ 44 3 3 4 32 36. 2
65 - 2 -- 40 3 3 4 28 32 2
69 + 1 ++ 35 2 25 1 7 8 15 23 0
69 + 5 -- 56 5 46 4 1 2 36 38 0
73 - 1 + 43 3 3 4 31 35 2
76 + 1 ++ 44 3 41 3 3 4 29 33 2
76 + 3 -- 50 4 40 3 3 4 28 32 2
77 + i ++ a4 3 28 2 4 5 18 23 1
77 + 6 -~ 56 5 3 2 3 24 27 i
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D N(e) B Ges Eu_Ch__ Eu-e Ch-e Ch* Hzz Alg L _ Pic Lef
85 - 1 4+ 56 4 ! 4 5 40 45 3
85 - 3 - 8 4 4 5 32 37 3
88 + 1 ++ 46 3 2 3 1 5 6 28 34 2
8 + 7 -- 58 5 8 4 1 3 4 34 38 2

89 - 1 4 52 4 1 4 5 36 41 3
92 o+ 1 ++ 6 3 /5. 2 8 -9 21 30 1
92 o+ 7 - 64 6 56 5 2 3 42 45 1
93 + 1 ++ 46 3 41 3 1 3 4 29 33 2
93 4+ 11 -- 67 6 3 3 4 29 33 2

97 - 1 4 53 4 1 4 5 37 42 3
101 - 1+ 60 5 1 5 6 40 46 4
108 - 1 ++ 64 5 1 5 6 44 50 4
104 - 5 - 56 5 5 6 36 42 4
105 + 1 +++ 46 2 /2 8 9 21 30 1
105 + 2 --+ 565 4 0 3 6 7 26 33 1
105 + 26 -+~ 84 8 54 5 1 2 3 40 43 1
105 + 13  +-- 66 6 5 4 & 5 31 3B i
09 - 1+ 61 5 1 5 6 41 47 4

M3 -1 4 60 5 1 5 6 40 46 4
120 + 1  +++ 56 3 46 3 9 10 28 38 2
120 + 29 -+ 94 9 65° 6 1 3 4 47 51 2
120 + 7 -4 72 7 54 5 5 6 36 42 2
120 + 17  +-- 62 5 49 4 7 8 31 39 2
126+ 1 ++ 56 4 46 3 1 9 10 28 38 2
126+ 3 - 78 7 67 6 1 3 4 49 53 2
120 &+ 1 ++ 74 6 49 4 1 4 5 33 38 3
129 + 2 -- 81 7 49 4 4 5 33 38 3
133 + 1 ++ 64 5 38 3 1 5 6 24 30 2
133 0+ 3 -- 76 7 a4 4 3 4 30 34 2
136+ 1 4+ 74 6 63 5 5 6 43 43 4
136 + 3 -- 62 6 57 & 5 6 37 43 4
137 - 1 4 68 6 1 6 7 44 51 5
180 + 1 +++ 64 4 a4 3 1 9 10 26 36 2
140 + 23 --+ 68 6 6 4 7 8 28 3 2
140 + 19 -+- 100 10 62 6 1 3 4 44 48 2
140 + 13  +-- 80 8 52 5 5 6 34 40 2
147+ 1 4+ 57 4 a1 2 12 13 23 36 1
149 + 5 - 92 9 7% 7 1 2 3 58 61 1
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D N(e) B Ges Eu Ch Eu-e Ch-e Ch* Hzz Alg L Pic Lef
145 - 1+ 8 7 : 7 8 54 62 6
145 - 2 - 78 7 7 8 50 58 6
149 - 1+ 78 7 1 7 8 5 58 6
152+ 1 ++ 70 6 62 5 1 7 8 40 48 4
152+ 13 -- 82 8 68 6 1 5 6 46 52 4
156 + 1  +++ 76 5 56 4 1 8 9 36 45 3
156  + 23  -—+ 114 11 68 6 1 4 5 48 53 3
15 + 7 -4+ 88 9 62 6 4 5 42 47 3
156 + 5  4-- 78 7 50 4 8 9 30 39 3
157 - 1 4 77 7 1 7 8 49 57 6
161 + 1 ++ 68 5 52 4 6 11 30 41 3
161 + 5  -= 104 11 70 7 2 4 5 48 53 3
165 + 1 +++ 68 4 46 3 1 11 12 26 38 2
165 + 23 --+ 84 8 54 5 7 8 3 42 2
165 + 29  —4- 120 12 72 7 1 3 4 52 56 2
165 + 7  +-- 80 8 52 5 7 8 32 40 2
168 + 1 +++ 64 4 54 3 1 15 16 30 46 2
168 + 11 --+ 84 8 78 7 7 8 54 62 2
168 + 13 -+- 80 8 62 5 11 12 38 50 2
168 + 17  +-- 116 12 9% 9 3. 4 70 74 2
172+ 1 ++ 88 8 69 6 6 7 45 52 5
172+ 3 -- 94 9 68 6 1 6 7 44 51 5
173 - 1 4 86 8 1 8 9 54 63 7
177 o+ 1 ++ 79 7 65 5 2 11 12 39 51 - 4
177 + 2 -= 100 10 86 8 5 6 60 66 4
181 - 1+ 85 8 1 8 9 53 62 7
186+ 1 ++ 76 6 64 5 - 1 11 12 38 50 4
184 + 5 - 112 12 82 8 1 5 6 56 62 4
185 - 1 4+ 96 9 1 9 10 60 70 8
185 - 2 - 88 9 3 10 52 62 8
188 + 1 +4 70 6 57 4 1 14 15 31 46 3
18  + 11 -= 100 11 2 9 4 5 6 71 3
193 - 1 4 103 10 2 8 9 63 72 11
197 - 1 4 9 9 1 9 10 58 68 8
201+ 1 ++ 102 10 63 6 1 6 7 39 46 5
200+ 2 -- 109 11 63 6 1 6 7 39 46 5
206 + 1 +++ 104 8 78 6 1 10 11 50 61 5
206 + 35 -+ 144 14 30 8 6 7 62 69 5
206 + 7 -+= 96 10 66 6 10 11 38 49 5
206 + 5 4e- 112 12 82 8 6 7 5 61 5
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o oh ~~4

D N(e) B Ges Eu Ch Eu-e Ch-e Ch* Hzz Alg L Pic Lef
205 + 1+ 110 10 79 7 1 7 8 51 59 6
205 o+ 3 -- 98 10 73 7 7 8 45 53 6

209+ 1 ++ 102 10 75 7 2 7 8 45 53 8
209 o+ 2 .- 14 12 81 8 2 5 6 51 57 8
213+ 1 ++ 716 53 3 17 18 27 45 2
213+ 11 - 120 13 102 10 3 4 76 80 2
217  + 1+ 100 9 68 6 2 10 11 38 49 7
217  + 3 -- 136 15 8 9 2 4 5 56 61 7
2200 4+ 1 +++ 88 7 74 6 1 14 15 42 57 5
220 + 3 --+ 104 11 82 8 10 11 5 61 5
220+ 19 -+- 136 15 98 10 1 6 7 66 73 5
220+ 13 4-- 104 11 82 8 10 11 5 61 5
221+ 1 ++ 108 10 6 6 1 6 7 42 49 5
221+ 5 - a2 10 58 6 6 7 34 41 5
229 - 1 4 97 10 1 10 11 57 68 9
232 - 1 ++ 108 11 1 11 12 64 76 10
232 - 3 -—— 100 11 11 12 56 68 10
233 - 1+ 114 12 2 10 11 66 77 13
236  + 1 ++ 100 10 88 8 8 9 57 66
236 + 11 -- 118 13 86 8 1 8 9 54 63
237+ 1 ++ 98 9 79 7 1 7 8 51 59
237 4+ 14 - 133 14 79 7 1 7 8 51 59
7L’ R 133 14 3 10 11 77 88 17
248+ 1 4+ 94 g 81 7 1 13 14 47 61 6
248 .+ 13 -- 130 15 99 10 1 7 8 65 73 6
249 o+ 1 ++ 127 13 89 8 3 14 15 51 66 7
249+ . 2 -- 148 16 110 11 1 g8 9 72 81 7
253+ 1 4+ 98 9 67 6 1 8 13 37 50 5
253 4+ 7 -- 134 15 85 9 2 5 7 5 62 5
257 - 1+ 116 13 2 11 12 64 76 14
264+ 1 +++ 124 11 9% 8 14 15 58 73 7
266+ 5 -4 114 13 91 9 12 13 53 66 7
264  + 13 -4+- 124 15 96 10 10 11 58 69 7
266+ 17 4+-- 162 17 115 11 1 8 9 77 8 7
265 - 1 ++ 136 15 2 13 14 76 90 16
265 - 2 -- 132 15 13 14 72 86 16
268 + 1 4+ 120 13 91 9 1 9 10 55 65 8
2686 + 3 -- 126 14 90 9 1 9 10 54 64 8
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D N(e) B Ges Eu Ch Eu-e Ch-e Ch* Hzz Alg L Pic Lef
269 - 1 + 112 12 1 12 13 64 77 1"
273 + 1 +++ 108 10 78 7 1 11 16 42 58 6
273 + 17 - 170 20 102 1" 2 7 8 66 74 6
273 + 2 -4+- 110 12 72 7 11 16 36 52 )
273 + 19 +-- 144 18 9% 11 7 8 60 68 6
277 - 1 + 133 14 2 12 13 77 90 15
280 + 1 +++ 104 10 88 8 1 16 17 48 65 7
280 + 23 --+ 120 14 9% 10 12 13 56 69 7
280 + 3 -+- 152 18 112 12 1 8 g 72 81 7
280 + 3 +-- 120 14 96 10 12 13 56 69 7
281 - 1 + 142 16 3 12 13 78 91 19
284 + 1 ++ 110 75 6 1 20 21 37 58 5
284 + 7 -- 152 18 124 13 1 6 7 86 93 5
285 + 1 +++ 100 8 62 5 1 17 18 30 48 4
285 + 17 --+ 140 16 82 9 g 10 50 60 4
285 + 14 -+- 180 20 102 N 1 5 6 70 76 4
285 + 13 +-- 108 12 66 7 13 14 34 48 4
293 - 1 + 120 13 1 13 14 68 82 12
296 ] ++ 152 16 2 14 15 88 103 17
296 - 5 - 140 16 14 15 76 o 17



(Ba]

(BJ]

(BL]

(BW]

[Ca]

[CGM]

(cO]

[Dey]

101

Literaturverzeichnis

Bassendowski,D.:
"  Klassifikation Hilbertscher Modulfldchen zur  symmetrischen
Hurwitz-Maag-Erweiterung ", Bonner math. Schriften 163, 1985.

Borel,A. - Jacquet,H.:
" Automorphic forms and automorphic representations ", 1Iin Proc.
Sympos. Pure Math. 33,1(1979), p.189-202.

Brylinski,J.-L. - Labesse,J.-P.:
" Cohomologie d'intersection et fonctions L de certaines variétés de
Shimura ", Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4) 17(1984), p.361-442.

Borel,A. - Wallach,N.:
" Continuous cohomology, discrete subgroups and representations of
reductive groups ", Ann. of Math. Stud. 94, Princeton University Press

1980.

Cartier,P.:

" La conjecture locale de Langlands pour GL(2) et la démonstration de
Ph. Kutzko ", Seminaire Bourbaki 550, Springer Lecture Notes 842
(1981), p.112-138.

Cheeger,J. - Goreski,M. - MacPherson,R.:

" L2-cohomology and intersection homology of singular algebraic
varieties ", in Seminar on Differential Geometry, Princeton University
Press 1982, p.303-340. '

Cohn,H. - QOesterlé,J.:
" Dimension des espaces de formes modulaires ", in Modular Forms of

One Variable VI, Springer Lecture Notes 627, p.89 - 78,

Curio,G.:

" Perlodenvermutung fiir Modulformen vom Gewicht 2 ", Diplomarbeit,
Bonn 1984 .

Deligne, P:

" Travaux de Shimura ", Seminaire Bourbaki 389, Springer Lecture Notes
627, p.123-165.



102

(Dez]

[Dea]

(Des]

(Ge]

(GL]

(Go]

[Hal

(HLR]

[Has]

[Hau, ]

[Haug]

Deligne, P:
" Variétés de Shimura: iIinterprétation modulaire et techniques de

construction de moddles canoniques ", in Proc. Sympos. Pure Math.
33,2(1979), p.247-290.

Deligne, P:
" Hodge cycles on abelian varieties ", in Hodge Cycles, Motives and
Shimura Varieties, Springer Lecture Notes 900, p.9-100.

Deligne, P:
" Théorie de Hodge III ", Publ. Math. IHES 44(1974).

Gelbart, S.:

» Automorphic forms on adele groups ", Ann. of Math. Stud. 83,
Princeton University Press 1975.

Gérardin,P. - Labesse,J.-P.:
" The solution of a base change problem for G1(2) ", in Proc. Sympos.
Pure Math. 33,2(1979), p.115-133.

Godement ,R.:

" Notes on Jacquet-Langlands' theory ", Institute for Advanced Study,
Princeton 1970,

Harder, G.:

® Eisenstein cohomology of arithmetic groups. The case Gl ", MPI
Preprint 84-22(1984), erscheint in Invent. Math.

Harder,G, -Langlands,R. -P. -Rapoport M. :
" Algebraische Zyklen auf Hilbert-Blumenthal-Flachen ", J. Reine
Angew. Math. 366(1986),p.53-120.

Hasse, H.:

" Uber die Klassenzahl abelscher Zahlkdrper ", Akademie-Verlag Berlin,
1952.

Hausmann,W. :

" Kurven auf Hilbertschen Modulflichen ", Bomnner Math. Schriften
123(1980).

Hausmann,W. :

" The fixed points of the symmetric Hilbert modular group of a real
quadratic field with arbitrary discriminant ", Math. Ann. 260
(1982),p.31-50.



[Hi,]

[Hiz]

[HZ,]

(HZa]

(Ho]

(JL]

(K1]

(Ko]

{Kol]

(L]

(LL]

103

Hirzebruch,F.:
" Hilbert modular surfaces ", Enseignement math. 19(1973), p.183-281.

Hirzebruch,F.:

" The canonical map for certain Hilbert modular surfaces ", In The
Chern Symposium 1979, Springer-Verlag New York-Berlin-Heidelberg 1980,
p.75-95,

Hirzebruch,F. - Zagier,D.:

Intersection numbers of curves on Hilbert modular surfaces and

modular forms of nebentypus ", Invent. Math. 36(1976), p.57-114.

Hirzebruch,F. - Zagler,D.:
" Classification of Hilbert modular surfaces ", in Complex Analysis
and Algebraic Geometry, Cambridge 1977, p.43-77.

Horikawa,E.:

" Algebraic surfaces of general type with small c¢f, I ", Ann. of Math.
104(1976), p.357-387.

Jacquet,H.-Langlands,R.-P.:
" Automorphic Forms on Gl(2) ", Springer Lecture Notes 114(1970).

Klingenberg,C.:

" Die Tate - Vermutung fir Hilbert-Blumenthal-Flachen ", Dissertation
1986, erscheint in Invent. Math..

Koehl,J.:
" Klassifikation Hilbertscher Modulflachen zu gewissen diskreten
Erwelterungen der Hilbertschen Modulgruppe ", Diplomarbeit, Bonn 1983,

als Anhang in dem vorliegenden Preprint .
Koll,F.-J.:

" Die elliptischen Fixpunkte und die Spitzen der diskreten Er-

welterungen der Hilbertschen Modulgruppe ", Bonner Math. Schriften
84.(1976) .

Langlands ,R.-P.:

" Base change for Gl(2) ", Ann. of Math. Studies 96, Princeton
University Press 1980.

Labesse,J-P. - Langlands,R.-P.:

" L-indistinguishabllity for S1(2) ", Canad. J. Math. 31(1979),
p.726-785.



104

[MR]

[N]

(No]

[P]

[R]

[Sch]

(Se]

(Sh]

[VdG)

(W]

(2]

Murty,V. -K.- Ramakrishnan,D.:
" Period relations and the Tate conjecture for Hilbert modular

surfaces ", Preprint.

Neukirch,J.:
"KLassenkdrpertheorie ", Bonner Math. Schriften 26(1967).

Nobs,A.:
" Les représentations exceptionnelles de Glz(@;) et PGlz(Qz) ", C.R.
Acad. Sc. Paris,286(1978),p.767-769.

Persson,U.:
" Horikawa surfaces with maximal Pilcard numbers ", Math, Ann.
259(1982), p. 287-312.

Ramakrishnan,D. :
" Arithmetic of Hilbert-Blumenthal surfaces ",Preprint.

Schwermer,J.:
" Kohomologie arithmetisch definierter Gruppen und Eisensteinreihen ",
Springer Lecture Notes 988(1983).

Sarre,J-P.:

" Local filelds ", Springer GIM 67, New York-Heidelberg-Berlin 1979,

Shintani,sS.:

" On liftings of holomorphic cusp forms ", in Proc. Sympos. Pure Math.
33,2(1979), p.97-110.

Van der Geer,G.:

" Hilbert modular surfaces ", erscheint Iin Grundlehren der math.
Wiss., Springer-Verlag, New York-Heidelberg-Berlin 1987.

Weil A.:

" Adeles and algebralc groups ", Birkhiduser Verlag, Boston 1982.

Zagier, D.:

" Zetafunktionen wund quadratische Kérper ", Springer Verlag,
Heidelberg-Berlin-New York 1981.



Anhang

Klassifikation Hilbertscher Modulfléchen
Zu gewissen diskreten
Erweiterungen der Modulgruppe

Diplomarbeit
von
Jirgen Koehl

Bonn 1983






Anhang

Vorwort

Ziel cdieser Arpbeit ist die vollstdndige Klassifikation
der Hilbertschen Modulflichen zu den diskreten Erweiterungen
der Hilbertschen Modulgruppe in (PLZUR))% Dazu werden
im wesentlichen die schon in den Arbeiten von Hirzebruch,
Zagief und Van de Ven ( [133 und I_-Zj.ﬂ,] ) benutzten Methoden
verwendet. Die Invarianten der Zwischenflidchen werden
mit Hilfe des Fixpunktsatzes von Atiyah-Bott aus den
Invarianten der 'gewdhnlichen'" Hilbertschen Modulflachen
berechnet. Die grundlegende Referenz flir diesen Abschnitt
ist die Arbeit von Hirzebruch ﬁz].

In Kapitel 5 werden die nicht einfach-zusammenhidngenden
Hilbertschen Modulflachen zu Untergruppen der maximalen
diskeontinuierlichen Erweiterung der symmetrischen Mcdulgruppe
klassifiziert.

Anzahl und Typ cer Fixpunkte der untersuchten Erweiterungen
werden in den Arbeiten von Hausmann ([B]und[i]) beschrieben.

Im letzten Kapitel werden die kanonischen Divisoren
von Y (65) und Ym(65) eingehender untersucht. Mit der
Arbeit von Hermann[b]lassen sich in diesen Fdllen die
Schnittpunkte der kanonischen Divisoren mit den Kurven
der Spitzenaufldsungen bestimmen.

Die Invarianten der Modulkurven beziliglich der BHurwitz-
MaaR Erweiterung werden aus den Tabellen von Bassendowski in
[é]und[i]entnommen. Alle anderen Berechnungen wurden mit

einem Tischcomputer durchgefihrt.

Herrn Professor Hirzebruch und Herrn Dipl. Math.
Bassendowski, die mich zu dieser Arbeit anregten
und mich bei ihrer Durchfihrung unterstiitzten,

mochte ich an dieser Stelle herzlich danken.
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Anhang ' 1

Kapitel O: Grundlagen

0.1 Die Flichen Y (D,B). (2], (4], [6]. 1)

Sei K = Q(ﬁg) ein reeller quadratischer Zahlen-
kérper mit Diskriminante D und Maximalordnung o
X -+ X' sei der nichttriviale § - Automorphismus
von K und N(x):= x*x' die Norm von x & K.
Ein Element x € K heildt total positiv, x >> Q, genau
dann, wenn x>0 und x' >0 ist.

Ur={ x € &| N(x)= I 1} ist die Einheitengruppe
von K. UT: = {x ¢ U |x>> 0 } und U2:={ x2| xe U} sind
die totalpositiven Einheiten bzw. die Einheitenguadrate
von o. Es gilt va uT= u2.

Sei ¢ die Grundeinheit von o, dann gilt:

[u" : u?] =1 <=> N(e) = -1
(U™ : u2] =2 <=> N(g) = +1
o ‘
Sl (o8] := LTC(Zé; ) det (T) = lj fir ein Ideal,@' in e.
Die Hilbertsche Modulgruppe G(auZﬂ:= 512(°Lg}{tl}

operiert effektiv und eigentlich diskecntinuierlich auf
2

H unter: T = (: S} E Slz(cilﬁ definiert eine Abbildung:
Hz. > H2
az,+8 a'z ,+8'
(zl,zz)~+ kf_;_r ,7_2_:)
{zl+o {‘22+0
Der Quotient X(D,&): = H? ist eine nicht-
G(o, 29

kompakte komplexe Flache mit endlich vielen Quotiente-

singularititen .



2 Anhang

Die parabolischen Punkte von G(<,4) siné gerade
die Punkte von Pl(K). Dabei wird Pl(K) durch die
Einbettung x +» (x,x') als Teilmenge von (ZPl( R ))2
l(K) und die
Aquivalenzklassen Ennﬂ € Pi(K)/G(omﬂ) sind durch

A = mo + nﬂ;l eindeutiq den Idealklassen von o

aufgefast. G(o,B) operiert damit auf P

zugeordnet. Die Menge der Idealklassen wird mit C
bezeichnet. Die Anzahl der Idealklassen ist die
Divisorenklassenzahl h(D). X(D,4) kann daher durch
hinzufiigen von h(D) Punkten, den Spitzen, kompaktifiziert
werden. (siehe z.B.: DJJ 3.7 ).

-

H2

Y(D,b) : = /G(G'EQ sei die Kompaktifizierung
von X{(D,f) mit den Quotienten- und Spitzensingularitdten
aufgeldst.

Die Spitze ﬁun]ist vom Typ (fld,z,uz) mit.r wie
oben. (siehe[}ﬂ 2.1 ). Die Aufldsung der Spitze
besteht aus Zykeln rationaler Kurven So""’sr—l
falls [b+:U%]= 1l bzw. einer doppelten unverzweigten
r-1 fall's EU+:02]= 2 .
Sei bi:= 'Si’si die negative Selbstschnittzahl von
Si mit i =0,...,0-1. ((bo,...,b

tiberlagerung von so,...,s

r—l)) ist ein

primitiver 2Zyklus und kommt mit Vielfachheit gezdhlt

genau 2tp-l

mal als Zyklus einer Spitzenaufldsung vor.
Nach [6)§1 ist Y(D,.&”ﬂi) isomorph zu

Y(D”@é) wenn,@l und ﬂ@ aus dem gleichen Geschlecht

sind, 4.h. wenn

N(&,),D N(&,),D
S R

(siehe{4]xap.3,53).
SeienXg die Aquivalenzklassen der Ideale in o unter
der Relation (l). Dann werden im Folgenden die Fliachen
¥(D,4) auch als Y(D,B) mit B = N(4) oder als Y(D,R)

bezeichnet .



Anhang 3

Seien e;: = &EééLdl) mit pls...Spt den

P; D
i
Primteilern von D. Nach[}] ist e ...re =1
und fiur alle €preser8 € {-1,+1} mit digser

Eigenschaft gibt eseiﬁDIdeal,ﬁ in & mit

e, =
1

(_N_(‘G')—D) fir 1 s 1 < t. .
o D

l -
Daher gibt es 2tp-t Aguivalenzklassen unter (1).
In den Tabellen im Anhang wird die Vorzeichen-
folge der e, mit o bezeichnet. B wird hier

immer als die kleinste natiirliche Z2ahl mit

(B,D) = 1 gewdhlt, die Norm eines Ideals

b aus einer )-iquivalenzklasse@ ist.

0.2 Die Flachen Ym(D,B).

G(e,4) 138t eine maximale diskrete Erweiterung
in (I?J.;(JR))2 , die Hurwitz-Maal Erweiterung Gm(c',é’r) zZu.
Sei

(2) T = (? S)

a,d € o, b cQ?l, Y € é;

a+8-Bey = w>>0
und o/vw , 8/Ye , v/Yw , §/Y/¢ ganz algebraisch.

z

Gm(oql% ist die Gruppe der Matrizen vom Typ (2),
geteilt durch das Zentrum:

(3] aesot (siene[1a3.1 unalelst .

Fir einen quadratfreien Teiler w von D sei Gw(onb)
die von den Matrizen T mit det(T) = w erzeugte Er-
welterung von G{ed-). Es ist:
- L
Gw(c-,l-)/G(o-',ﬁ-) = Zg,, falls wf 1.4
und  G_(o14) =G (o, 4) falls w= 1,d

Ferner ist Gwl(ozﬂ) = Gw2(enzﬁ ‘ <=>ml=w2 cder w1=qf(D/m2).
Dabei ist gf(n) der gquadratfreie Anteil von n.

Nach[6]§1 ist: Gm(e,ﬂ) =k|)D G (o.4)

qf(w)=uw -
=> Gm(oug)/G(om&) hat éie Ordnung 2-D7-.



4 :~ Anhang

Gm(c',lr)/G(c',ﬂv-) operiert auf X(e,f) und auch auf
der Kompaktifizierung X(eo, &) . Zwei Spitzen@nuﬂ und

En':njlePl(K) werden genau dann aufeinander abgebildet,
wenn sie vom gleichen Typ sind, a.nh. L~14%?  una

4=t 2 Gie gleiche engere Idealklasse in cV
reprédsentieren. Dabei ist Ml:= me + n&l und

i =m'ec + n‘b:l.

Das erzeugende Element von Gw(c“L)/G(chﬂa wird mit

a bezeichnet. o, operiert als holomorphe Involuticn
auf Y(Dhﬂd. FUir beliebige Teiler w von D wird

o, = aqf(w) gesetzt. Falls N(e) = -1 operiert

2 frei auf den 2Zykeln der Spitzenaufldsungen.

Im Fall N{(s) = 1 operiert e mit » = N(l+e) als
Lixpunktfreie Involution auf den Zykeln der Spitzen-

aufldsungen. (siehe [iﬂ Satz 2 ).

Fir beliebige I' mit G(e, s T sc;m(o',L-) ist

Y, (0.4 := HZ/I. .

Auch in diesem Fall gilt wieder YF(D.J&) = YF(D,zﬁ)
wenn éﬁ und 5 aus dem gleichen Geschlecht sind.
Daher wird im Folgenden Yr(Dhéa auch als Y.(D,B)
mit B= N({) bezeichnet.

Weiterhin definiert man:

r

Y (D,B) := YGw(o.ﬂH (0.2

Die von Hirzebruch und Zagier in[i@ untersuchten
Fldchen Y (D) und Y (D) entsprechen in dieser Notation
den Fl3chen Y(D,®) bzw. Y(D,lﬂ mit.@=(a) und Az

mit negativer Norm.

Bemerkung: Im Folgenden wird tp > L und D > 12 voraus-
gesetzt. FlUr D = 12 gibt es zwel Geschlechter.
Beide Flachen Y(12,B) sind in E@] als rational
klassifiziert. Nach 3.1 sind deshalb é&ie FliEchen

Ym(l2,B) ebenfalls rational.
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Kapitel 1: Klassifikation der Y (D,B).

1.1 Die Invarianten der Flachen Y(D,B} .

Eine Fliche ist im Folgenden immer eine
kompakte, komplexe Mannigfaltigkeit der komplexen
Dimension 2. Nach '__2} , f__l4] und E?ﬂ ist Y(D,B) eine
einfach-zusammenhdngende algebraische Fl&che.

Sei ¥ := ¥Y(D,B) dann ist wie iiblich
g := dim HO(Y,O&) die Irregularitdt vony
und bl:= dim'Hl(Y,zH die erste Bettizahl.

Da Y einfach-zusammenhidngend ist, also Hl(Y) = {e}.
gilt bl
Das arithmetische Geschlecht y = 1 + pg' wobeil

= 0 und damit q = bl/2 = 0.

pg := dim HZ(Y,Oy) = dim HO(Y,QZ) das geometrische
‘"Geschlecht bezeichnet.
Sei ci(Y) € HZl(Y,Zﬂ mit i =1,2 die i-te Chern-
2 3 ' 2 y 4 a
klasse. c] und c, seien cy(Y) bzw. c,(Y) auf[ﬁ, dem

durch die Orientierung gegeberen Erzeuger von H, (Y,2Z),

4
ausgewertet.

K Dbezeichnet einen kanonischen Divisor auf Y.
Durch ihn ist ein ElementrK_-] aus H,(Y,Z ) bestimmt.
Gﬂ ist Poincaré-dual zu -¢,(Y). Damit gilt:
c = K.K und cl(Y){bJ= - K.C fir eine irreduzibele Kurve
C& Y. Ferner ist Cy = &, die Eulerzahl von Y.
Notation : Filr c%, x und X von Y werden auch die

Bezeichnungen ci(Y), x (Y) und KY benutzt.

Die Noetherformel gibt den Zusammenhang zwischen
X s K2 und e an:
2
L= A% _ ke
X 12 12

¥ und c% werden im Folgenden bestimmt.
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2
. _ . ‘ - H
Definition: Eine isolierte Singularitdt p ¢ /G(o.&)

ist vom Typ (q:ql,qz) mit q,q;.9, ¢ N,
(q,q;) =1 fir i = 1,2, wenn flr geeignete

Koordinaten (21,22) mit p =(0,0)

G, := {geG(ed) | gp) =p }

primitive g-te Einheitswurzel g, erzeugt wird.

Fiir D > 12 treten in HZ/G(Oyia nur isolierte Singularitdten

des Typs (2:;1,1), (3; 1,1) und (3; 1,2) auf. Ihre
+ -
3 bzw. as

Eine Liste der Singularititen findet sich in[6]$.87-89:

Anzahl wird mit ay, a bezeichnet.

p=1(4) | Dp=o(s) | bpr4z7(s) | pr4 =3(8)
as| h(-4D) l 3h(-D) 4h (-D/4) 1Oh(-D/4)
( D/321(3) | D/3=1(3)| D/3=2(3) | D/332(3)
DEO(3) { BE1(3) B=2(3) B=1(3) Bz2(3)
aj | $n(-3D) | 4n(-D/3) | h(-D/3) | 3h(-D/3) -
a3 | 3n(-30) | h(-D/3) [4h(-D/3) - 3h(-D/3)
Nun zur Bestimmung der Aufldsungskurven der Spitzen-
singularitadten.

Nachié}SB gehdrt zu jeder Kurve S der Spitzenaufldsungen
eine reduzierte guadratische Irratioconalitat

= ﬁ%ﬁi%@? mit O<w <i<w (M,N s I).

Durch diese Zuordnung erhdlt man alle reduzierten

(3)

-l

quadratischen Irrationalitdten, fir die (Zw + Z -1 )
im Geschlecht von A liegt. Nun ist N({&) = N, also
gehort eine reduzierte quadratische Irrationalitit
genau dann zu einer Kurve S aus der Spitzenaufldsung
von Y(D,B) wenn N Norm eines Ideals aus R ist.

Bel dieser Zuordnung kommt jede reduzierte gquadratische

Irrationalitdt genau 25071 qai vor.
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Flir ein solches w gilt:

(4) ___._._Mz*.'N'/E > 1 > ————-—Mz':Nf13_>o mit M2-D = 0(4N?).
Diese Bedingung ist équivaient Zu:

N>0, (M-2N)2<D, M2-Dz0(4N%), M > /D.
Mit k:= M-2N gilt dann:

(5) N>0, k°<D, k?=D(4N%), k + 2N»/D.

Daraus folgt: k2 < D und N2 <D/4

Es gibt also nur endlich viele Zahlenpaare (N,k), die
{53) erfiillen und damit nur endlich viele reduzierte

2 4nd N2 kleiner

quadratische Irrationalitdten. Da k
als D bzw. D/4 sind, kann man mit endlich vielen
Versuchen alle w mit (3) bestimmen und priifen,

ob N Norm eines Ideals aus 33 ist.

Die reduzierten quadratiséhen Irraticnalit3ten sind

in Zykeln angeordnet mit:

1
W, = b, - .
k k wk+l
- bk = Sk.Sk ist dabei die Selbstschnittzahl der

rationalen Kurve Sk der Spitzenaufldsung.
Jedem Zyklus WoreeosW

r-1
Irrationalitdten zum Geschlecht ®V entsprechen ZtD-l
Zykeln So""'sr-l falls N(g) = -1 bzw. 2tD'2 Zykeln

SO,...,S falls N({(z)=«+1.

r_l:sol--';sr_l

Seien So""’sl-l die Kurven der Spitzenaufldsung.
von Y(D,B), dann ist ([23 2.2 ) :

(6) 2 = 2vol(H3 ) - = at & lfl (2 - b.)
17 N G(ey T T3 RIT L TR
= 2: 3 3t 8 -

Cy, = VOl(H/G(Oth) + 5 a, + 3 ay + 3 33 +

C%-+ C2 1 2 1 1+
X = "1 = ZVOl(H/G(o"@)) + g3, * gay * gag t

In{8lwird gezeigt, daB G(o,4b) und G(o, o) kommensurabel

sind. Deshalb ist nachi}ﬁ 1.5

von reduzierten quadratischen
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2 leio) : alahG(o o] . 2
vol (Hg(e,4y) = [B(&, 00 & Glo b Gle, o] vol (Hnio o)

‘ . G ) ch.gbﬁng:dﬂ _
In|__2]w1rd gezeigt : G(e,o) : Gle,b)nG(o. o =1

Damit ist also:

2 Ty 2 _
VOl(H/G(O’,,Ef)) = vol (H/G(G’,O')) = 2CK(—1)

Dabei ist die Zetafunktion des Kdrpers K

i (-1) = L

0 o 1((D-k?)/4)

oo

k2:zD(4)

mit o;(n) =} & .
d]

in[14]5.68-69 sind die Invarianten <2 und x fir

1
Y (D) und Y (D) aufgelistet fiir D < 1500 und c%sO~oder x=1.
Wie bereits bemerkt ist Y(D) = Y(D,e) und Y _(D)=Y(D, (a))

mit 4 ¢ & von negativer Norm. z.B. A =YD .

In Tabelle I werden deshalb die Invarianten der Y(D., @)
ausgedruckt, wenn gilt:

1.) o £ 83 und () £ 8,

2.) D g 1500

3.) c%_go oder x=1 .
Das sind alle Y(D,B) die noch nicht in ﬁé}untersucht
wurden und die noch nicht durch c% und x als Flidchen

von allgemeinem Typ. klassifiziert sind.

1.2 Die Kurven FN auf Y(D,B).

Flir das Hauptgeschlecht wurden die Kurven FN in[iﬂ S4

und fir allgemeines Geschlecht inDﬂ untersucht.

A = (av’ﬁ b,\ )
-A! 'B*/_ES

nennt man J--ganz wenn a,b = Q und A e/ﬁrl ist.

Eine schiefhermitsche Matrix

A heift primitiv, wenn es keine natiirliche Zanhl n>1
gibt mit (a/n, b/n , A/n) = =2 + 471,
S-2(4,N) sei die Menge der primitiven.@zganzen schief-

hermiteschen Matrizen der Determinante N/B.
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Fq Sei die Menge der Punkte in X(o,%) die einen
Reprédsentanten (zl,zz) ¢ H* haben der mit aeS-H{IN)
die Gleichung:

(22.1)°A-(il> = O erfiillt.

Es gilt:

i D
(7) FN P <=> \V/piD (N(g)) -1 .

Die Fortsetzung dieser Kurve auf Y (D,f{) wird ebenfalls
mit Fy bezeichnet.

Fy geht genau dann durch eine Spitze, wenn N = N(&)
Norm eines Ideals,@'aus‘n ist. In diesem Fall gibt

es ein k mit 0 sk <1-1 und p,q ¢ W, so dad sich

N als

_ .2 2
(8) N = p Nk-l + paM, + qNy
M + /D
2Nk

reduzierte quadratische Irrationalitdt zum Geschlechtjg.

schreiben ld8t. Dabei ist Wy = eine

Man nennt dann {' von Charakteristik (xlp.q).

Nach @i]Z.S gibt es lokale Koordinatensysteme (uk,vk)
in Uk , SO dak die oftfenen Mengen Uk eine Umgebung
der Spitzenauriosungen tberdecken. Der Koordinaten-

wechsel wvon (uk'vk) zu (zl;zz)-Koordinaten geschieht

folgendermalen:

21:3.2l = Ak_llog Uy + Aklog Vi

2n122 = Ak_llog U+ Aklog Vi

o ) e . . . _ . Ll
Dabei ist Ak induktiv definiert durch: AO.—l, “k+l'-wk+lAk
Sk 1st in Uk qurch-vk = Q0 und in Uk—l aurch Uy F o}
Jgegeben. Die Kurve Fy mit ¥ wie in (7) ist in Uy durch:
a/(p.q) _ _.p/(p,g)
up = 5VL

fir eine (p,g)-te primitive Einheitswurzel I gegeben.
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N heift zuldssig, wenn (p,q) = 1 gilt.

Wenn N zuldssig und nicht durch d = qf (D) teilbar
Ny B/T,(N) als
nichtsinguldres Modell. (siehe 54]3.3 ) .

ist, hat jede Komponente F von F

Dabei ist FO(N) die Klein-Fricke Gruppe die auf

H operiert. (siehe[}d]l.6). Fiir die Fdlle in

denen §7F;T§3 raticnal ist, sind die Anzahl der
Fixpunkte vonlro(N} auf H und o, die Anzahl der Spitzen

von H/FO(N) in Tabelle II aufgefiihrt.

Nach E.ﬂ 4.3 ist:

] .= L
¢, (x(p,B)) [Flac; (1) := 2vol (H/T(N)) + Fa, + @ .
Notation: Unter einer (-b) - Kurve wird im Folgenden

eine glatte rationale Kurve der Selbst-
schnittzahl -b verstanden.
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1.3 Die Ausnahmekurven auf Y(D,B) in den Nebengeschlechtern.

Wie schon im Hauptgeschlecht kommen als Ausnahmekurven

die Komponenten der Kurven F Fz, F3, F F. und

1’ 4’ "9
die Aufldsungskurven gewisser Quotientensingularitdten,

die diese Kurven schneiden in Frage.

Wegen (7) ist F, = @ <=> J p|D prim mit [D( = -1.
N N-Bg

Sei N ='q2, dann ist fiir p | D
2 2

(D(p)\= D(p))./D@) =(D<p_)\ ,(B,D)

N-B | q l B q ) D da p / B.

-~

2 [ iy
B,D ). i ' ; D _ )1 fdr p#g
(—Er-)- -1 flr mindestens zwei p und ( (p))— I? sonst
1
ELEU = -1 fir mindestens ein p
N-B

=> fiir &« Z#®ist F

Also ist

1+ Fqr Fg = 2.
(zu den Eigenschaften des Legendre- und Hilbertsymbols

siehe Anhang 1 ).

Nach Korollar 2.11 in[%jhaben F, und Fq ‘
t D
1 /D 1P (ps)
(o) & o1+ L (p;)) bzw.z T (1 + _Ril}
i=1 2B | i=1 3B

Kompenenten.
Jede Komponente von Fé wird von eiqer rationalen
. (-2) - Kurve geschnitten. Flir N = 2,3 und F einer
irreduzibelen Komponente von FN ist cl(Y(D,B))@}zl
und das nicht-singuldre Modell von F ist rational.
Wenn y > 1 ist, also Y(D,B) nicht rational, dann ist
nach Korollar I ip.ﬁi:4.3 Fsingularitdtsfrei mit
cl(Y(D,B))[ﬁ]= 1. In diesem Fall ist also jede Komponente .

von F2 und F3 eine Ausnahmekurve. Es ¢ilt daher:
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Lemma: Auf Y(D,B) mit yx > 1 und B # 1 k&nnen mindestens

t
(11) t = 1° (1 +

i=1

2.B i

{ 1 +

N
Il =t

D
1

D(piv)
3B

Kurven niedergeblasen werden.

In den in Tabelle I untersuchten Fdllen wurde =t
berechnet und zusammen mit c? : = c% + T aus-—

gedruckt.

1.4 Klassifikation der Y(D,B).

In diesem Abschnitt werden alle Y(D,B) klassifiziert,
die noch nicht in den Arbeiten.ﬁi]undllé]untersucht
wurden.

Y(D,B}) sind einfach-zusammenhdngende, reguldre

algebraische Flachen. Sie sind also entweder
(I} rational mity= 1

oder sie haben ein eindeutig bestimmtes minimales
Modell (d.h. frei von Ausnahmekurven), das zu einer
der folgenden Klassen gehdort:

(IT) K3 - Flichen (x= 2, c% =0 )
(ITI) echt elliptische Fl&chen (c% =0 )
(IV) Fld8chen von allgemeinem Typ (c?2>0).
.In der letzten Spalte vcn Tabelle I wurde ci
fir Y(D,B) mit den bekannten Ausnahmekurve nieder-
geblasen angegeben. x # 1 in allen Fdllen. Deshalb
existiert ein eindeutiqg bestimmtes minimales Modell
v°(D,B) vor Y(D,B) und es gilt:

2 (@ o
cl(Y (D,B)) 2 cy > 0

fir Y(85,3) und Y(120,17). Diese Flichen sind also
von allgemeinem Typ.
In den Ubrigen Fdllen gilt yx 2> 2. Diese Fl&chen

werden mit Hilfe der Methoden aus ﬁQJS.l klassifiziert.



Anhang 13

Satz 1: (54]5.1 ) Sei Y eine einfach-zusammenhingende
algebraische Flache. Y sei nicht rational. Wenn
Y eine elliptische Konfiguration enthdlt, dann
ist das minimale Modell Y° von Y entweder eine
K3-Fldche oder eine echt elliptische Fldche.
Wenn Y eine solche Konfiguration enthdlt, die
von einer (-2)-Kurve geschnitten wird., die
nicht daéu gehéft, ist Y° eine K3-Flidche.

Wenn YO keine K3-Flache und E eine irreduzibele

Kurve auf Y ist mit cl[EE(:=cl(Y)[E1) z 0,
dann ist entweder
(12) 1.) chﬂ =1 und E ist Ausnahmekurve, oder

2.) cﬂ}@ =0 und E ist (-2)-Kurve,oder
3.) clLE] =0 und E.E = 0, e(E) = O.

Eine elliptische Konfiguration ist entweder:
(1) Eine nichtsinguldre Kurve E mit E.E = O und e(E) = O,
(ii} Eine rationale Kurve E mit genau einem singuldren
Punkt (Spitze oder Doppelpunkt) mit E.E = O, oder

(iii) Eine der folgenden Konfigurationen von (-2)-Kurven:

+«Schnitt-
zahl = 2 ///
Ay ' '

A /AL

(Zykel der Linge k=z3)

~
oder als dualer Graph geschrieben: F‘R\i::><:7’,/’1r‘

t 1 -
Dk (kx Kurven

& - »— 4 —o—— ¢ r—————— P o r—h——b
o™
= 318

*
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Auf den noch zu klassifizierenden Flachen Y (40,3),
Y(60,7), Y(60,17), Y(65,2) und Y (105,2) werden

nun elliptische Konfigurationen angegeben.

Die reduzierten quadratischen Irrationalitdten
W= (M + /I‘))/ZNk werden wie in 1.1 bestimmt und
in Zykeln angeordnet.. bk' My, Ny sind in Tabelle III
aufgefiihrt. Jeder Zyklus in Tabelle III kommt
20! mal vor. Mit M und N ist nach 1.2 auch das
Schnittverhalten der Modulkurven FN mit den
Kurven der Spitzenaufldsung bekannt. Flir alle
im Folgenden benutzten Kurven F_ ist N zuldssig,.
und aus Tabelle II folgt dann cl&ﬂ > O fir alle

Komponenten F von FN .

Ausnahmekurven sind mit ---- gekennzeichnet.

Auf Y(40,3) hat man folgende Konfiguration:

( Hier und im Folgenden sind Modulkurven und
Kurven der Quotientenaufldsungen durch Geraden
und Kurven der Spitzenauflosungen durch ge-
krimmte Kurven dargestellt . ¥
Angenommen Y°(40,3) "ist keine K3-~Fldche, dann gilt
nach Satz 1 entweder:
1.) cﬂ}é] = 1 und Fg; ist eine Ausnahmekurve, nach
Niederblasen von F5 wiirden sich 4 Ausnahmekurven
transversal schneiden. Nach Korollar III in |iﬂ 4.4

wdre dann Y (40,3) rational im Widerspruch zu yx = 2.
2.) Fg 1ist eine (-2)~Kurve. Nach Niederblasen von

F3 hat man eine elliptische Konfiguration vom Typ

Di die von einer (-2)-Kurve geschnitten wird.

=> v°(40,3) ist eine K3-Fliche.
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3.) FS.FS = 0 und e(Ps) = 0O , also eine elliptische
Konfiguration,die von einer (-2)-Kurve geschnitten

wird. => Y°(40,3)ist eine K3-Fliche.

=> Y°(40,3) ist eine K3-Fliche.

In den iUbrigen Fdllen gilt y > 2, also ist
¥°(D,B) keine K3-Fliche. In diesen Fillen wird
nur noch die elliptische Konfiguration angegeben.
Das die benutzten Komponenten der FN tatsdchlich
(-2) -Kurven sind.folgt dann aus Satz 1 analog

zu Y(40,3).
Y (65,2): Diese Konfiguration
2 -2 kommt 2 mal vor.
Fo ,
-2 -2
J\ ¢
=> ¥°(65,2) ist echt elliptisch.
Y(105,2): _2\\ _2
V4 F8 Diese Konfiguration
\X/ : kommt 4 mal vor.
=> Y°(105,2) ist echt elliptisch.
Y(60,7): Diese Konfiguration

kommt 4 mal vor.

Yo

=> ¥°(60,7) ist echt elliptisch.

5
=> ¢°(60,17) ist echt elliptisch.

' Diese Konfiguration
-2 ,—2 ' -2 -2 kommt 2 mal vor.
F
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Damit sind alle Y(D,B) fir D s 1500 klassifiziert.
Man muf nun noch zeigen, dag Y(D,B) vom allgemeinen
Typ ist flir D > 15C00. In Kapitel 4 wird bewiesen,
dag Ym(D,B) vom allgemeinen Typ ist filir D > 15C0.
Daraus folgt dann die Behauptung £fir Y(D,B).

{siehe dazu auch 3.1 ).
Wie in [llﬂ 4,2 zeigt man:

Lemma: x(Y(D,B)) > 3 fiir D > 350 und c%(Y(D,B))> o .

Beweis: _ ff . c2
To12 12
Nach 1.1 ist ¢, > vol(#%/G(e. #)) = vol(#/G(e, o)

= 2.z (-1) > D2/180 ([14]4.2).

YZ
Damit ist y > c%/lZ + D77 4/2160

AuUs D3/2/2160 > 3 £fir D > 350 folgt dann die
Behauptung.

Mit <den Ergebnissen von[id gilt dann:

Satz 2: Die Flichen Y(D,B) sind rational <=> ¥ =1
Ihr minimales Modell Y°(D,B) ist:
K3-Fldche <=> oy = 2
echt elliptisch <=> y = 3 oder y = 4 und (D,B)eA
von allgemeinem Typ <=> x > 3 und (D,B) £ A

Dabei ist A := {(85,1), {105,2),(140,1), (165,1)}

Bemerkung: Die 4 Ausnahmen in A werden in Kapitel 4
noch einmal in einem anderen Zusammenhang
auftauchen. Es sind genau die Fldchen Y(D,B),
deren minimales Modell echt elliptisch
ist, una auf denen es eine fixpunktfreie

Involution gibt.
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Kapitel 2: Spurformel fiir a: auf HO(Y(D,B),QZ).

2.1 Die Fixpunkte der @

Die Fixpunktmenge der @ auf Y(D,B) besteht aus
isolierten Punkten, (~2) und (-3)-Kurven. Anzahl
und Typ der Fixpunktmengen wird in[}]beschrieben.

neu

Sei a, () die Anzahl der Aguivalenzklassen der

% die keine Fixpunkte

Fixpunkte von Gm(onéb auf H
von G(o# sind. Sei D(-d) die Diskriminante des
imagindr-quadratischen Zahlenkdrpers Q(v-4d),

dann ist nach[&]s.90 -96:

a3 (w) = g_ (D) +h(D(=w)) -h(D(-a))

mit & := gqf(D/w) und gw(D) aus der folgenden Tabelle:

17

Bedingung Zusatz- Bedingung g, (D)
an w bedingung: an D :
w = 3(4) w = 7(8) - 4
w,d £ 3 w = 3(8) D = 5(8) 4
’ D = 0O(4) 10
D =-1(4) 16
D = 5(8) 1
D = 0(4) 3
w = 1(4) - D = 1(4) 1
D = 0(8) 3
w = 2(4) - D = 4(8) 1
und gw(D) = gB(D).
Nach Satz 4.11 in[g]operiert @ frei auf den
Quotientensingularititen von H2/G(cnﬁﬁ falls
w,d # 2,3 und D > 12 gilt.

Fiir « = 2 hat Hz/q}o,@% Singularitdten vom Typ
(4:1,1) oder (4:;1,3). lhre Anzahl wird mit aZ bzw.
az bezeichnet. Im ersten Fall ldst a, auf Y(D.B)
eine (-2)-Kurve der Aufldsung punktweise fest, im

2weiten Fall hat G5 zwel isclierte Fixpunkte daraurf.
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Nach[}]ergibt sich aie folgende Tabelle:

Bedingung Zusatz- Bedingung
an D : bedingung: an B : a: a;
D = 0(8) - - h(=D)/2 h(-D) /2
D = 4(8) D/4 = 7(8) B = 1(4) 2h (-D/4) 0
B = 3(4) ) 2h(-D/4) |
D/4 = 3(8) B = 1(4) h(-D/4) 3h(-D/4)
B = 3(4) 3h(-D/4) h(-D/4)

Flir w 3 hat Hz/%}d”b) Quotientensingularitdten
vom Typ-{(6;1,1) oder (6:1,3). Ihre Anzahl wird mit
ag bzw. ag bezeichnet. Im ersten Fall laat &4 eine
(~3)-Kurve fest, im zweiten Fall hat o5 drei
isolierte Fixpunkte auf den Aufldsungskurven einer

Quotientensingularitdt vom Typ (3; 1,2)

Fixpunkte

Nach[é]ist ihre Anzahl

Bedingung Bedingung + ~
an D : an B : a a
. 5 6

D/3 = 1(3) B = 1(3) 0 h(~D/3)

B = 2(3) h(-D/3) 0
D/3 = 2(3) B = 1(3) h{(-D/3) 0

B 2:2(3) o) h(-D/3)

. + - + -

. Im Folgenden wird auch a4(m), a4(w), a6(u) und as(m)

benutzt, dabei ist:
ai(w) = az fdr w ,& = 2 und az(m) := O sonst,
a;(m) 1= ag fir o ,8 = 3 und aé(u) := O sonst .

Dann hat @ auf Y(D,B) fir D » 12 die Fixpunktmenge:

ageu(w) + 2 az(m) + 3 ag(m) isolierte Fixpunkte,

aZ(m) (-2} -Kurven,

a;(w) (-3)-Kurven.
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2.2 Die Spurformel filr u: auf H°(Y(D,B),qa?2)

In diesem Abschnitt wird die Spur der linearen
Abbildung:
#*

al #®(y(p,B),a2) -~ =°(Y(D,B),a2)

untersucht. Die wichtigste Referenz fir diesen
Abschnitt ist die Arbeit von Hirzebruch ﬁj.
Damit wird dann pg(Yr(D,B)) := dim HO(YF(D,BLQZ )

"berechnet.

Dazu wird zundchst eine allgemeinere Situation
betrachtet:

Sei Y eine kompakte, komplexe Mannigfaltigkeit
der Dimension n. Sei ¢ eine holomophe Abbildung

auf ¥ von endlicher Ordnung, d.h. es gibt eine
d

natirliche Zahl 4d mit g~ = 1id v - Dabei ist
gd die d-fache Iteration von d.
FEp - seien die Differentialformen auf Y mit

lokaler Gestalt:

r

s = z ail'-'ip (dzil“"i"dzip) (dzl.....,dz )

n
lsil<...<ipsn

- . . Ly v A
3: RN rEp+l,r sel_yle Ublich definiert.

Nach ﬁé §8 erhdlt man einen elliptischen Komplex:

3

o

'E [E

(13) © o,r l,r n,r

Man definiert Hl(Y,r) 1= Kef(? : rEi,r ~ ‘Ei+1,r )

T(rE,

Auf den Begriff des elliptischen Komplexes soll hier
nicht nd&her eingegangen werde. Er ist z.B. in ﬁé §6
definiert. Wichtig ist in diesem Zusammenhang nur, daB
flir einen elliptischen Komplex (13) Hi(Y,r) ein

endlichdimensionaler komplexer Vektorraum ist.
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Durch g wird eine C-lineare Abbildung

g* : vty ) -~ Bi(y,n)
induziert. Da Hi(Y,r) ein endlichdimensionaler
komplexer Vektorraum ist, macht es Sinn von der
Spur der linearen Abbildung g* auf Hi(Y,r) 2u sprechen.
Da Y kompakt ist, hat Fix(g), die Fixpunktmenge von
g, endlich viele Zusammenhangskomponenten Fix(g)j
mit 1< j<k . Da g endliche Ordnung hat, laft sich
in einer Umgebung eines Fixpunktes ein geeignetes
Koordinatensystem w&hlen, so daf g linear operiert.
Fix(g)j ist daher eine kompakte, komplexe Unter-
mannigfaltigkeit.

Jeder Zusammenhangskomponente Fix{g) . wird von

Atiyah und Bott eine komplexe Zahl v (Fix(qg)

)
d
zugeordnet. Damit gilt:
? i " ?
(14) (-1)~ spur g i = ) vw(Fix(g) ;)
iZo HL (Y, r) 521 ]

FUr F = Fix(g)j ist v(F) wie folgt definiert:

Sei y ¢ F, dann hat g'(y) : Ty - TY Eigenwerte u,
die alle d-te Einheitswurzeln sind. Sie treten mit
einer Vielfachheit n auf, die nicht von der Wahl
von y € F abhidngt. Fir alle d-ten Einheitswurzeln u
ist so ein ngtorraumbﬁndel Eu Uiber F definiert,
dessen Fasern Eu,y gerade die Eigenrdume von
g'(y) zum Eigenwert u sind. E, ist das komplexe
Tangentialbiindel zu F.

Sei Ch(AiE:) ¢H (F,C) der Chernsche Charakter der
i-ten duferen Potenz des dualen Bilindels von Eu

(siehe 1§ $10 ).

”
0

(13) ch(A_u(E:)) =

g ls]

(=) en(ate®)
i u
Sei weiterhin td(F)eH*(F,C) die totale Toddsche

2
Klasse von F und c, e H°(F,{) die l-te Chernklasse

von Y eingeschrdankt aut F.
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Nach{ié]§ll ist mit diesen Bezeichnungen:

1
td(F) T y (7]
u#lCh(A—u(E:))

(16) v(F) = (det g’ (y))"(exp(-rc))
Sei pun Y eine Fliche, dann ist F ={y} nmit einem
isclierten Fixpunkt y oder F ist eine irreduzibele
Kurve. Im ersten Fall ist v(F) schon in[ii

berechnet worden. Es ist

. r
(A7) v(iyh = gfeta il

FUr eine irreduzibele Kurve F ist n, = 1 und n, = 1
fiir eine d-te Einheitswurzel u. E‘.u ist in diesem
Fall das Normalenbiindel vp von F in Y.
Nach (10 §10 ist:

ch(A_u(Et)) = 1 —Llexp(cl(v;))
1 -p (1l + ey (v ))

*

F

+* +*
1ve)

UF) = "Cl(UF)

I

l -u ~uc c

1 ¢
R B Tw T s ) )
£d (F) =1+ = ¢ (F)

Damit ist (16)

r

VE) = et (erep s (1 S ep g e T oo

1( l-u

=I'§T( 3, (E) - Topey (vg) -rep ) [

Es gilt:
cl(F)[ﬂ = e(F) . (GauR - Bonnet Formel)
c; (v [F=r.r ( 1c Th. 4.8.1.)
clﬁﬂ:= - K.F = F.F + e(¥F) (Adjunktions-formel)

und

r

(19) v(R) == (e [Fled -z - rr g

o e

gl

I
=t
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Damit gilt:

Lemma: Sel g eine holomorphe Abbildung der Ordnung
d auf einer Fldche Y. F eine irreduzibele
Fixkurve von g und v € F. Sei yu:= det g'(y)

und =N die l-te Chernklasse von Y, dann ist

v(F} =

2 (e ff]d - -rrd s )
I-p © Glfily - o0 = EeELS T T

Die hier untersuchten Abbildungen a haben die

Ordnung 2. Da dim B°(Y(D,B),a2?) = dim H°(Y(D,B),1)
{ Dolbeault-Dualitdt ) wird hier der Fall r = 1
untersucht.

Fiir einen isolierten Fixpunkt y gilt dann

\ _ -1 o
g'(y) = ( o -1

beziiglich einer geeigneten Basis und damit nach (17)

vliyh = % .
Fir eine irreduzibele Fixkurve F ist u = -1 und damit
_ L
v{F) = 3 clﬁﬂ .

Damit ist dJdie rechte Seite von (14)

(20)

) R

v(Fix(a:)j) = % (ageu(m) + ZaE(u) + 3ag(w)-a;(w))

Nun zur linken Seite von (14). Sei Y := ¥ (D,B)
und r :=1 wie oben.

gt (y,1) = H%’I(Y) = HY(v,22) = g ly,o*
(Def.) (Dolbeault) (Serre)
fir i=0,1,2 .
. 1 - 1 * o
Dann ist : H- (Y., 1) = H (Y, o) = 0 da Y reguldr
HZ(Y.l) 2 B (y,e* ¢ aa vy kompakt,
3 zusammenh&ngend

HY (Y, 1) = g9(vy,a?)



Anhang , 23

-+*
Daraus folgt: Spur aw’Hl(Y,l) 0
+*
Spur am!HZ(Y,l) 1
* ;
Spur “w|v®(y,1y T Spur @ 159 (v,q2)

Mit (20) und (14) folgt

Lemma: Sei Y := Y{(D,B) und ¢ € Gm(o,ﬁd/G(o,ﬁﬁ dann ist:

(21) Spur o

o) = L(a
wlH (Y, Q2) 4

2 w) +3ag (w) -ag(m)) -1

2.3 x(Y.(D,B)) fir G(aﬂﬁ)sr'asm(c,ﬁﬁ

r

Mit Hilfe der Spurformel aus 2.1 wird nun
pg (¥ (D,B)) = dim H°(¥.(D,B),2%) bestimmt.
Sei T eine diskrete Erweiterung der Hilbertschen
Modulgruppe. v sei Y¥Y(D,B) in den isolierten Fix-
punkten von r/Gle, ) aufgeblasen. Dann ist

£: ¥ + ¥¥/r =v (D,B) =: Y

r r

eine verzweigte Uberlagerung der Ordnung k/G(c,ZOL
In einer Umgebung eines jeden Punktes zo ist
bezliglich lokaler Koordinatensysteme um z, und
f(zo) durch det £'(z) = O der Verzweigungsdivisor
Df gegeben. Da jedes @ die Ordnung 2 hat, und
verschiedene @, keine gemeinsamen Fixpunkte haben,
haben alle Punkte z ¢ Df die Verzweigungsordnung 2.
Lemma: Sei Y, Y¥ und I wie oben. Sei HO(Y*,QZ)r der
Raum der unter T invarianten, hoclomorphen

2 - Formen auf Y*, dann ist:

¥ 2.7
KO ( °

YU, ) = H (Y., 0?) .
Beweis: £ liefert einen Monomorphismus
£ 8% et - mO(vF, el

Es bleibt zu zeigen, dad £* surjektiv ist.
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*,QZ)F. Flir jeden Punkt z' ¢ Y*/rwird nun

Sei n e HO(Y
in einer Umgebung U' von 2' eine holomorphe 2-Form ﬁU'

definiert mit f*(ﬁlu,) = nk_l(un) .

Fir z' £ £(D;) wird ein ze f—l(z‘) gewdhlt und isomorphe
Umgebungen U' und U um 2z' bzw. 2. Dann ist

*

Alge 1= (E|™H "l -

Da n invariant ist unter T, ist die Definition von §
unabhingig von der Auswahl des Punktes z ef-l(z').
Fir z' ¢ £(Dg) sei wieder z ¢ f-l(z'l, dann gibt es
eine Umgebung U' von z' mit lokalen Koordinaten (u',v')
und eine Umgebung U von z mit lokalen Koordinaten (u,v),
so dag FZASin U als{u,v) - (-u,v) operiert und die
Uberlagerungsabbildung £ durch £:(u,v) = (uz,v)

gegeben ist. Sei n in lokaler Darstellung:

n(u,v) = hu,v) duadv
Da n(u,v) = g*(n)(u,v) = -h(-u,v) du.dv mit ge Q/G(GN@),
ist h(u,v) = u-hl(uz,v) fir eine holomorphe Funktion hl.

Damit erfiillt

ﬁhj. =3 hl(u‘,v') du'a. av'

die Bedingung. Auch in diesem Fall ist die Definiticn

unabhdngig von der Auswahl von z ef'l(z').

Dadurch ist Eine globale holomorphe 2 - Form 3
definiert, denn im ersten Fall 1ldapt sich £

als f(u,v)=(u,v)=(ui,vi) schreiben, im zweiten---
Fall als f(u,v)=(u2,v)=(ué,vé) . Damit ist der
Koordinatenwechsel von (ui,vi) zZu (ué,vé) gerade
(uiz,vi) = (ué,vé). Und i transformiert sich

ehtsprechend.
Q.2.D
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Die Dimension von H°(Y,22)' 148t sich mit Hilfe der
Spurformel (21) bestimmen. Nach einem Theorem aus
[1s] 1.4 ist:

. o] 2 I _ 1 *
dim H-(Y,Q2°) = 575{2 Spur a 2O (v, a2)
aweF/G

Dabei ist G:=G(e,£) und Spur id' = dim HP(Y,n2) = Py

Und es gilt BO(Y*,q2) =~ BO(Y,Q2) .
Mit (21) gilt dann also:

Satz3: Sei G(cyfh < T g Gm(o,ﬂq dann ist mit G:=G(on£ﬂ:

P (Y1 (D, B (pg (¥ (D,BIH]  (3(ad®%(w)+2a] (w) +3ag () -af (w)1)

a el'/G
a’#id
: w
und
K (Y (D,B)) =g (x (Y (D, BIn]  (5(a3%" (w) +2a] (w) +3a (0) ~af (w)) 3
a el/G
aw#id

2.4 ¢} (¥ . (D,B)) fir G(e,f) < T < G (45 .

Eine &dhnliche Formel wie in Satz 3 kann man auch
£ir c2(Y.(D,B)) herleiten. Sei y* wie in 2.3 . Da sich
c% von Y(D,B) beim Aufblasen in einem Punkt um 1 ver-

ringert gilt:

(22) . cicy*) = c2(y) - ageu(u)+2a2(m)+3ag(m) )
ameF/G
am#id

Nach der Noetherformel ist:

™) = 1230¢") - e(y™)
(23)

2
cl(Yr)

1}

12x(¥p) - ely) .

Da jeder Verzweigungspunkt die Verzweigungsordnung 2
hat, ist mit n :=[I'/G]| :
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*
e(y' ) = ne(YF) -e(Df)

S o

= e(Y,) (e(¥™) + e(pg))

(e(¥®)+2 T ¢ ageu(w)+a:(m)+a;(w)+2a2(w)+3ag(w)}
A
C(ml

Mit (23) und Satz 3 ist dann:

2 (v =p(ch (rF)+]  ( aB®¥(w) ~2a] (w) +2a] (u) -5a (w) +3a5 (u) }
: a el/G
W,
amﬁld

Aus (22) folgt dann:

Lemma: Mit den Voraussetzungen von Satz 3 ist:

1 + +
(24)  ci(vp) = ol cf(v) - 22334(m) + S5ag(w)} )
ui#id

In Tabelle IV sind die Invarianten von Ym(D,B) mit
Hilfe von Satz 3 und (24) berechnet worden. Und zwar
fiir Dxk1500 , ciﬁ QO odery='1

Dabei ist:

sii= [ (52 (w)+2a] (w) +3a] (w) -af (0) )
awsGm/G
aw#id

s2:= = [ { 2aj(w) + Saj(w)}

a eG_/G
az#ig
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2.5 Die Kurven FN auf Ym(D,B).

In[2]und [3]werden die Invarianten der Modulkurven
FN auf Ym(D,B) bestimmt. Eine Auswahl dieser Kurven
ist fir c (Y_(D,B)) [FN"]al in Tabelle V,1 und fiir

cl(Ym(D,B))[Fﬁjz-lin Tabelle V,2 wiedergegeben.

Die Spalten 2-5 geben die Bedingungen an, die
erfillt sein missen, damit FN von dem angegebenen

Typ ist. Spalte 3 enthdlt unter ¢ die Vorzeichen von

(E;%?%’ fir py (D,N) prim mit Py<..-<Py -
In Tabelle V,l1 bedeutet E die Anzahl der Kurven,
die nacheinander niedergeblasen werden konnen,

wenn die Komponenten der FN Ausnahmekurven sind.
Das ist z.B. der Fall, wenn yx # 1 ist.

In Tabelle IV bedeutet T die Gesamtzahl der Kurven,
die auf diese Weise auf Ym(D,B) niedergeblasen

werden koénnen. Damit ergibt sich die Abschatzung
2 (y© 2
ci (Yo (D,B)) 2 ef (Y (D,B)) + =t

In Tabelle IV wird c%(Ym(D,B)) unter Cl und
c%(Ym(D,B)) + 1 unter Cl0 aufgefiihrt.

Bemerkung: Bis auf Ym(57,2) gilt in allen Fidllen
Clo 2 0. auf Ym(57,2) wird nach Nieder-
blasen der t bekannten Ausnahmekurven
eine Kurve der Spitzenaufldsung zur Aus-
nahmekurve und kann ebenfalls nieder-

geblasen werden.
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Kapitel 3: Klassifikation der Y_.(D,B) fir G(ohﬁq<r56m(o,£&.

r

(D,B) -

3.1 Die Kodaira-Dimension der YF

Sei Y*,wie in dem vorangegangenen Kapitel, die
Fldche Y(D,B) in den isolierten Fixpunkten von T[/G
aufgeblasen. £ sei die [[/Gl- fache, verzweigte
Uberlagerung:

f : Y* - YF(D,B)

Nach[}]ist Y{(D,B) einfach-zusammenhidngend und

alle a, € T/G operieren mit Fixpunkten auf Y (D,B)
(siehe 2.1). Nach dem folgenden Satz ausfﬂ ist dann
Y. (D,B) ebenfalls einfach-zusammenhdngend.

Satz 4 (Armstrong):

Seli G eine Gruppe von Homdomorphismen, die’
diskontinuierlich auf einem weg-zusammen-
hdngenden, einfach-zusammenhdngenden, lokal
kxompakten, metrischen Raum X cperiert. Sei

H der Normalteiler von G, der von den Elementen
aus G erzeugt wird, die Fixpunkte auf X haben.
Dann ist die Fundamentalgruppe von X/G

isomorph zu G/H.

Damit sind die Fldchen YF(D,B) einfach-zusammenhingende,

reguldre, algebraische Fl&dchen.

Sei D € Y ein Divisor auf einer algebraischen Fliche Y.

Dann ist nach[}2]die D-Dimensicn auf Y wie folgt definiert:
-~

~1 falls dim #°(Y,&(mD)) = O f£iir alle m.
0 falls dim (Y, (mD)) beschrinkt ist aber «(D,Y)#-1.
<(D,¥) := 1 falls dim H°(Y,o(mD))/m beschrinkt istaber <(D,Y)# O.
L2 falls dim HO(Y,G(mD))/m unbeschrankt ist.

Insbesondere ist die Kodaira-Dimension

<(Y) := K(Ky,Y)
Aus &2}Satz 5.13 und 6.10 folgt:
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'Satz 5: (Ueno)
Sei f: V - W eine surjektive, holomorphe Abbildung
algebraischer Fl&chen, -dann gilt:

fiir einen Divisor D&W :

(25) «(£%D,v) = «(D,W) ,
und fir die Kodaira-Dimensien:
(26) « (V) 2« (W) und
< (V) =x(W) falls £ unverzweigt oder

Niederblasen einer Ausnahme-
kurve ist. o
Nach der Klassifikation von Kodaira-Enrigques gilt

flir eine einfach-zusammenhdngende, algebraische Flache Y:

x(Y) = -1 <=> Y ist rational,
k{Y) = 0O <=> Y° ist eine K3-Fliche,

(27) k{Y) = 1 <=> ¥° ist eine echt elliptische Fldche,
c(¥Y) = 2 <=> ¥° ist von allgemeinem Typ.

In Tabelle IV wurde in der 6. Spalte der Typ der
Flichen Y(D,B) bzw. Y°(D,B) aufgefithrt. Einen grofen
Teil der Flachen Ym(D.B) kann man nach (27), (26) und 1.4
mit den schon bekannten Informationen aus Tabelle IV

klassifizieren:
2
l.)xy # 1 und ¢, +1>0 => Ym(D,B) von allgemeinem Typ
2.) ¥Y(D,B) rational => Ym(D,B) rational
3.) ¥Y°(D,B) echt elliptisch =»> Yg (D,B) echt elliptisch
und xz3-

4.) Y°(D,B) K3-Fliche :>{;m(D,B) rational <=>y=1

: v2(D,B) K3-Fliche<=>y=2

- m

v und c% beziehen sich dabei auf Y_(D,B).

Die Fldchen, die auf diese Weise klassifiziert werden
k&nnen sind in Tabelle IV durch # gekennzeichnet.

Im Fall 1.)-3.) sind alle Zwischenfldchen vom gleichen
Typ, im Fall 4.) ist der Typ der Zwischenfldchen durch
x elndeutig festgelegt.
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Sei T := Gw(c”b), dann ist die Uberlagerungsabbildung
" )
£ : Y (D,B) - Yw{D,B)

entlang der Fixkurven von o, auf Y*(D,B) verzweigt.
Wenn °m5£a2'“3 ist, sind alle irreduzibelen Kodémponenten
der Fixkurven voncﬂuAusnahmekurven, d.h. a hat

auf Y(D,B) nur isolierte Fixpunkte. Das Gleiche ist

" der Fall, wenn

a, = e, und D/4 = 7(8) und B = 3(4)
oder @ = aj und D/321(3) und B =1(3)
oder D/3 = 2(3}) und B = 2(3) (siehe 2.1} .

Das folgende Lemma zeigt, d&af Ym(D,B) in diesen
Fdllen vom gleichen Typ ist wie Y(D,B).

‘Lemma: Sei a:Y » ¥ eine holomorphe Involution auf einer
algebraischen Fldche. Wenn die Fixpunktménge von

o nur aus:  Ausnahmekurven besteht, dann ist
(28) «(¥Y/a) = x{Y) .

Beweis: Sei KX ein kanonischer Divisor auf X := Y/a und

f: Y -+ X

die Uberlagerungsabbildung. Dann ist
+ Df

einlkanonischer Divisor auf Y. Da Dg die Fix-
punktmenge einer holomorphen Involution ist,

schneiden sich die irreduzibelen Komponenten

von Df nicht und kdnnen daher unabhidngig

voneinander niedergeblasen werden. Sel
s ¥ - Y

Niederblasen von Df. Dann gibt es einen kanonischen

Divisor KY' auf Y' mit :

Yo+ Df
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Nach Satz 5 ist dann

<(¥) = < (¥') = kK, ¥ = k(e (K,,) Y

= K(f*(Kx);Y) = k(K. , X} = (X .

X

. Q'E.D.

Aus (27) folgt dann, dag Y(D,B) und YN(D,B) vom gleichen
Typ sind.

In Tabelle VI sind fiir die Fdlle, in denen die
Fldchen Ym(D,B) nicht schon mit den Informationen
aus Tabelle IV zu klassifizieren sind, a;eu . a: ,
a;, ag, und ag fiir w|D aufgelistet. Die Fdlle,
in denen aZ(m)'= a;(m) = 0 gilt, sind durch #
gekennzeichnet. In diesen Fdllen sind Y (D,B) und

YM(D,B) vom gleichen Typ.

Fir Y(65,1), Y(65,2) und ¥Y(77,1) ist r, = Gm(c,L4
fir w =5 bzw. w = 7 . In den letzten beiden
Spalten von Tabelle VI sind

Sl := Spur a: + 1 und
S2 := -(ZaZ(w) + Sa;(w) ) aufgefiihrt.
In den drei oben erwidhnten Fiallen ist yx = x(¥(D.B)) + SL _ 2.

)
¥{D,B) und damit Y:(D,B) sind in allen drei Fillen

echt elliptisch.

Bemerkung: Im Gegensatz zu den Flachen Y (D,B), flir die
X = 2 genau dann,wenn Y®(D,B) eine K3-Fliche ist,
gibt es also unter den Flachen Yz(D,B) echt
elliptische Fldchen mit yx = 2.
Die Frage ist nun, ob diese Flidchen Homctopie
K3-Fldchen sind, d.nh. von gleichem orientierten
Homotopie-Typ einer K3-Fldche sind. (aAlle
K3-Fl&chen gehdren dem gleichen orientierten

Homotopie-Typ an.)
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In ﬁé}wird gezeigt, daf jede Homotopie-K3-Flé&che
entweder eine K3-Fldche ist oder eine regulire
echt elliptische Fl3che mit y = 2. Nach Lemma 1
in[16] ist cl(Y)EF] z0(2) fur alle irreduzibelen
Kurven auf einer Homotopie-K3-Fliache Y.

Damit kann man beweisen, daf die hier vorliegenden

Fldchen keine Homotopie-K3-Fldchen sind, denn es

ist:

O : —
auf  ¥2(65,1) ist l(y ) [rol = -1
auf  ¥9(65,2) ist c, (¥9) Fll] = -1
auf Ym(77,l) ist ¢y (Y ) (?13] = -1 .

(siehe Tabelle V,2 , die FN schneiden keine

der Ausnahmekurven.)
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3.2 Klassifikation durch elliptische Konfigurationen.

Nach Tabelle VI und den Ergebnissen von 3.1 sind noch
folgende Fldchen zu klassifizieren:

Ym(44,7), Ym(57f2)' Ym(92,l), Ym(l4l,l) mit x= 2 und tpy = 2

Ym(56,5), Ym(76,3), Ym(93,ll), Ym(lo4,1), Ym(l24,lLYm(213,l)

mit ¥x 2 3 und tD = 2
Ym(6o,7), Ym(60,17) mit ¥ = 2 und tD = 3
Ym(120,17), Ym(lSG,S_), Ym(156,l), Ym(168,l) mitxz3 und tD = 3,
In den Fallen mit tD =' 3 miissen noch die Zwischenfl3dchen

klassifiziert werden.

Diese Fladchen werden mit den Methoden aus Satz 1
klassifiziert, d.h. es werden elliptische Konfigurationen
auf diesen Flachen gesucht. Dafir bendtigt man die folgenden
Informationen:
1. Die Zyklen der Spitzenaufldsungen. Sie sind in
Tabelle III angegeben. In allen hier untersuchten
Fldchen hat Ym(D,B) nur einen Spitzenzyklus.
2. Eine Absch3dtzung von cl(Y (D,B))[fN]. Tine
éolche Abschitzung ist in?}]und[glgegeben. Fir
die hier benutzten Kurven Fy ist sie in Tabelle V
angegeben. Die Bezeichnung: "Fy ist vom Typ (g; N1,N2)".
bezieht sich auf Tabelle V.
3. Das Schnittverhalten der F_/ es 133t sich aus dem

N
Schnittverhalten der TN nach[{]4.4 bestimmen.

Tyi= L Fy/n2 |
nqN
Notation: "Nach Niederblasen von n XFN,(-2),(—3T bedeutet,
daf die Kurve FN n Komponenten hat, die alle
Ausnahmekurven sind. Jede dieser Komponenten
wird von je einer (-2)- und (-3)-Kurve der
Aufldsung der Quotientensingularitidten ge-
schnitten und alle diese Kurven werden nach-

einander nierdergeblasen.
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Auf Ym(56,5), Ym(76,3) und Ym(104,l) ist F
Tye (+:;5,1). Flo
und es gilt cl(Ym(D,B)ﬂ?lJaO. Die Bestimmung der

Zykeln der Spitzenaufldsung ist in diesen Fdllen

10 vom

hat nach Tabelle V,2 eine Komponente

nicht notwendig, denn nach[iﬂ'5.4 gibt es eine
Konfiguration des folgenden Typs auf Ym(D}B):

\-2 /—2 _
F(p-b2)/4
lbls ¥D=2, b=Z0(2) .
‘.—2 ’

l' -2

' -

ST N

Es ist (56-16)/4 = (76-36)/4 = (104-64)}/4 = 10 und

X 2 3 in allen Fidllen.

=> In allen drei Fidllen ist Yi(D,B) eine echt elliptische
Fl&che.

Auf Ym(93yll) bilden die Kurven der Spitzenaufldsung
nach Niederblasen von F3,(—2) und Fl2 eine elliptische
Konfiguration vom Typ A!. x = 3
=> Yg(93,ll) ist echt elliptisch.

Auf Ym(213,l) und Ym(l4l,l) ist F24 vom Typ (-:;1,8)
und F,, vom Typ (+:;9,1). In diesen Fidllen hat man nach

Niederblasen von F3,(-2) und Fl2 die folgende
elliptische Konfiguration:
£24
-2 -2

n

21 27
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=> Y;(l4l,l) ist eine K3-Fliache.
x (Y (213,1))=3 => ¥2(213,1) ist eine echt elliptische
Flache.

ALf Ym(44,7) bilden nach Niederblasen von Fz,(—Z)
und F8 die Kurven So,...,SS eine elliptische Kon-
figuration vom Typ AL. F, ist vom Typ { :7,1) und
schneidet diese Konfiguration.
=> Y;(44,7) ist eine K3-Flédche.

Auf Y _(124,1) Cist Flo vom Typ (+;5,1) und F

vom Typ ( :;9,1). Es existiert eine elliptische

9

Konfiguration vom Typ Al bestehend aus:
F10’§2'S3’F9’SS'56 -ox =3
=> Ym(124,l) ist echt elliptisch.

Auf Ym(57,2) bilden FB’SZ""’S7 eine elliptische
Konfiquration vom Typ Aé. Fgq ist vom Typ ( :8,1).
Nach Niederblasen von Fz,(—Z),F3,(—2) und So wird
diese Konfiguration von den (-2)-Kurven Sl und 58
geschnitten.
=> YS(S?,Z) ist eine K3-Fliche.

Auf Ym(92.1) ist Fgvom Typ ( :1,9), F,, vom
Typ (-;1,3) und F32 vom Typ (+;8,1). Diese Kurven
bilden die folgende Konfiguration:

Fq

12

F F

32 32

=> Y2(92,1) ist eine K3-Fldche.
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Nun zu den Fallen mit tD=3. In diesen Fdllen gibt
es zwischen Y(D,B) und Ym(D,B) jeweils 3 Zwischen-

fldchen.

v°(60,7) ist echt elliptisch, nach dem Lemma in
3.1 und Tabelle VI sind Y5(60,7) und Y, (60,7)
ebenfalls echt elliptisch.
x(Y3(60;7»=2 und c%(Y3(60,7))=—6. a3 operiert
frei auf den Spitzen und auf den Komponenten von
Fq . F7 hat zwel Komponenten auf Y3(6O,7) die
alle (-2)-Kurven sind. Nach Niederblasen von
2XF3,(—2) hat man die folgende Konfiguration
auf Y3(6O,7):

=> Yg(60,7) ist eine K3-Flache.
=> Y;(60,7) ist eine K3-Fl&che. { x = 2 )

v°(60,17) ist eine echt elliptische Fliche,
nach Tabelle VI ist deshalb auch Y§(60,17) und
Y7 (60,17) echt elliptisch.
o5 operiert frei auf den beiden elliptischen
v die in 1.4 benutzt

4
wurden. Nach Niederblasen von 2xF2,(-2) und 2><F8

Konfigurationen vom Typ D

ergibt sich die folgende Konfiguration von (-2)-Kurven:

-2 -2 - 2 -2 -

[V}
|
V]

> Y?(SO,l?) ist eire K3-Fliche.
> Y;(so,17) ist eine K3-Fliche. (

2 )
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¥(120,17) ist vom allgemeinen Typ. Nach Tabelle
VI ist Y6(120,l7) ebenfalls vom allgemeinen Typ.
ci(Y,(120,17))=-3 und c?(¥,(120,17))= -6.
Ausnahmekurven auf Y (120,17) sind 2xF2,(—2) und 2xF3f

Darauf operieren: a5 g
auf E, trivial frei
auf F3 frei trivial .

Damit k&nnen auf Y2(120,7),ZXF2,(—2) und Fq also

5 Kurven, auf Y3(l20,l7) Fz,(-Z) und 2xF3,(-2) also 6 Kurven
niedergeblasen werden.

Damit ist ci(¥5(120,17)) = 2 und c}(¥3(120,17)) =z O.

=> Y2(120,l7) ist von allgemeinem Typ.

Auf Y(120,17) ist F12 eine rationale Kurve von Charakteristik
(1j0,2)Nach 11 (34) in 4.5 ist o (0 [F e ¢ (12) + 2 = 0.

a4 hat 2 isolierte Fixpunkte auf F12’ Damit ist
cl(Y3(120,l7))[}12]z 0 (siehe[lﬂ 5.1). Damit liegt

auf Y3(120,l7) nach Niederblasen von 2xF4,(-2) die

folgende elliptische Konfiguration vor:

\\Yz -2 -2 -2
/ \le
=> Yg(120,17) ist echt elliptisch.
=> Ym(l20,l7) ist echt elliptisch.

— e~
>Noox
i
W
—

Y(156,5) ist vom allgemeinen Typ. Y6(156.5) ist dann
ebenfalls vom allgemeinen Typ.

Auf Y2(156,5) xénnen ZXFz,(—Z), 2=<F8 , und F also

7 Kurven Niedergeblasen werden. °
=> c?(v5(156,5)) 2-5 + 7 = 2
=> Y2(156,5) ist vom allgemeinen Typ . ( x = 4 )
Auf Y3(156,5) konnen Fz,(—Z),und F6,(-2), also 4
Kurven niedergeblasen werden.
=>c%(Y§(156,5)) 2-2 + 4 =2

=> ¥4(136,5) ist vom allgemeinen Typ. ( x = ¢ )
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Auf Ym(156,5) ist F32 vom Typ (+;8,l),und'FS vom
Typ ( :5,1). Damit hat man die folgende
Konfiguration auf Ym(156,5):

32

F
4 32

« Auflosung einer
Quotientensingularitit

t
Y Tl S

t

|

1

Fe
Nach Niederblasen von Fs,(-Z) entsteht eine elliptische
Konfiguration.
=> Y;(ISG,S) ist echt elliptisch. (x=3)

Y(156,1) ist vom allgemeinen Typ. Damit sind
nach Tabelle VI auch Y3(156,l) und Y6(156,l) vom
allgemeinen Typ. F ist vom Typ (+:;5,1) auf
Ym(
von F

15§i1) und a4 oégriert frei auf den Komponenten

10° Deshalb hat Flo zwel Komponenten auf

¥,(156,1) und fUr jede Komponente F gilt cl(yz(lss,l))[ﬁ]z 0.
Deshalb findet man auf Y2(156,l) eine elliptische
Konfiguration vom Typ A% bestehend aus FlO’Sl'SZ‘S3'
Flo:85/Sg.S

=> ¥9(156,1) ist echt elliptisch.( x
=> Y;(lss,l) ist echt elliptisch.( x

1

It
w W
—
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Y(168,1) und damit Y6(168,l) sind vom allgemeinen
Typ. Auf Yzﬁles,l) konnen 2xF2,(—2),(-3), ZXF4,(-2)
und ZXFg, also 12 Kurven niedergeblasen werden. Damit
ist nach Tabelle VI

c}(¥5(168,1)) 2z c3(Y,(168,1)) + 12 = =10 + 12 = 2.
=> Y2(168,l) ist vom allgemeinen Typ.
Auf Ym(168,l) ist FlS vom Typ (-:;1,5) und F36 vem

Typ (++:3,1). s operiert frei auf den Komponenten
15 und F36' Deshalb hat man auf Y2(168,l)

zwel mal die folgende elliptische Konfiguration:

von F

Fis
-2 -2
Fig
=> Yg(l68,l) ist echt elliptisch. (x= 4 )
=> Y;(les,l) ist echt elliptisch. (yx= 3 )

Die Fl&dchen Ym(D,B) mit D £ 1500, die vom allgemeinen
Typ sind und fir die x < 4 gilt, sind im zweiten Teil

von Tabelle IV aufgefiihrt.

39
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Damit ist fir D<1l500 bewlesen:

Satz 6: Sei y das arithmetische Geschlecht der Flidchen
Ym(D,B), dann gilt:

1.) Alle Ym{D,B) mit y = 1 sind rational..
2.) Die folgenden Y;(D,B) sind echt elliptisch mit y = 2:
o o,. - o
Ym(65,l) ' Ym(63,2) p Ym(77.l)
Alle ibrigen Y;(D,B) mit y = 2 sind K3-Fl&chen.
3.) Die folgenden Ym(D,B) sind vom allgemeinen Typ mit x=3:

Y (60,11) Y _(85,3) Y (133,1) Y (165,3)
m m m m
Ym(77,6) Ym(105,13) Ym(140,23) Ym(285,l)

Alle iibrigen Y;(D,B) mit x = 3 sind echt elliptisch.
4.) Die Fliche Y;(lo4,1) ist echt elliptisch mit y = 4.

Alle ibrigen Ym(D,B) mit ¥ 2 4 sind vom allgemeinen Typ.

Aus den Ergebnissen von Kapitel 4 folgt, dai
dieser Satz fir beliebige D gilt.
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a1

Der Typ der Zwischenfldchen wird hier noch einmal

zusammengetfaldt:

Y(60,7);x=3
(ell.)

/N,

2; 3,)( 2 Y6:X 2

(ell ) l:fil// (ell.)

(60,7);x=2

Y
T (K3)

Y(120,17);%x=5
(all.)

AN

Y ,x =4 Y 37 X= =3 Y

(all.) (.67

Y (120 17) :
®e11.)

Y{(156,1);x=5
(all.)

T

Yorx=3 Y.rx=4 Y
z(ell ) 3 6

Nl

Ym(%56,1)7x=3
(ell.)

;x=4
{all.)

7): x=3

Y (6
ri//l
Yz,x 2 Yarx=3 6,x 2
(K3) l (ell.) (ell.)

—

Y (60,17);y=2
™ (k3)

Y (168,1);x=3
Meli.)

Alle anderen Zwischenfldchen kann man nach 3.1 mit den

Informationen aus Tabelle IV und Tabelle IV klassifizieren.
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Kapitel 4: Abschdtzung von c? und y fiir y (D,B).

Ziel dieses Kapitels-ist es, zu ze;gen, dal fir
D > 1500 gilt: c% >0 und x 24 .

Zu diesem 2weck wird zundchst gezeigt, daB fir
D > 1500 und c%:-o gilt: x 2 4.

Nach 2.4 ist:’

e(Y (D,B)) ==(e(Y(D,B)+] { 3a5%%(w)+2a](u)+2a] (w)+6a] (w)+9ag (w) })
amEGm/G
a #id
mit n:= 2°D"1, w
Aus 1.1 (8) folgt:
e (Y (D,B)) » (25, (-1)+3a,+] { 3al%%(u)+2a] (u)+6a] (w) })
aweGm/G
aw#id

Die a operieren frei auf den Fixpunkten von G(o,f) oder
sie lassen sie fest. Im zweiten Fall entstehen auf
Hz/Gm(ohﬁ)Qudﬁentensingularitéten des Typs (4:1,1) oder
(4;1,3). Es gilt also: a, + azl + az 2 n = 2tD‘l.

Fir N # a . Operiert a frei auf den isolierten
Fixpunkten von @ - Deshalb gilt ageu(u) 2 2FD_2=n/2

fir alle e # id. Daraus folgt:

S(¥p(D.B)) > (2, (-1) + 3 n + 3(n-1) T

- 1 .3
=. n( 2CK(-1)) + 5 n.

Nach der Noetherformel ist:
2

c
=S, e ()
12 12
> c2/12 + ;K(-1>/(6-2tD‘l) + 2%0o7l,g
FUr t, 2 6 ist 2°D7l/g » 4.

Fir tD =5 ist D24-3-5:7+11 = 4620 und nach der schon
in 1.4 benutzten Abschdtzung
D3/2

¢, (=1) >
K 360

ist g (-1)/(6-2%) > 9.
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1

Fir t. < 4 und D > 1500 ist cK(—l)/(G-ztD' ) > 3.

D

Damit ist bewiesen:

Lemma: Flr die Flachen Ym(D,B) mit D> 1500 gilt:

(30) 2 >0 => x > 3 .

€1
Nun wird gezeigt, daﬁic% > 0 gilt fiir D > 1500.
Nach 1.1 (6) ist

, L. 1=l
ci(Y(D,B)) = 45 (-1) - 33 +i£O (2-b;) .

Mit den Bezeichnungen auleé]Z.B ist:

1-1 . )
! (2-b) = } L 38 (sqm) - l(ﬁéh(La)
i=0 meC
=L -1 ) 1
nach(l4) 2.3 (19): = | , 1(58quww) - 1(+4Squa) - 1(FE5qWo) .
) leC
= -y l(mﬂé%(bﬂ) fir ein veK mit N(v) <0
Atect
1-1
Also ist | (b;-2) die Anzahl der Aufldsungskurven

1i=0
der Spitzensingularitdten von Y(Dﬁ-kﬂ-Das ist 2tp-l
mal die Anzahl der reduzierten quadratischen
M+ /D
2N
Ideals aus dem Geschlecht von vy . Sei 1(D) die

Irrationalitdten w = mit N Norm eines

Anzahl aller reduzierten guadratische Irrationalitdten

zur Diskriminante D. Dann ist:

J (2-by) > -2°D7'1(D)

Nach 2.4 {(24) ist

- X 2 . + +
= Ztp-1 ( ¢j(¥(D,B) - 2a, - Sa, )

o

W
WL+

- 2a) -3a; - 20721 (D))

L
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Mit der bereits benutzten Abschdtzung fir CK(—l)
ergibt sich:

i 03/2

a + ta=2
(32) & > Ftp-l (55~ - 3= - 5ag - 2a; -2 27 °1(D))

w +

Aus den Tabellen in 1.1 und 2.1 entnimmt man:

(33) aj = %'h( ~1D) fir D £ 0(3)
a§ < 4 h(-D/3) fir D z 0(3)
az = 0 fir D = 1(4)
al = % h{ -D) fir D = 0(8)
az < 3 h(=~D/4) fir D = 4(8)
ag = 0 fUr D Z 0(3)
3 < h{-D/3) fiir D = 0(3)

Nach Gut [5)gilt die folgende Abschatzung fiir h(-D) :
(fir D > 24 )

(34) h(-D) < % fir D £ 0(4)
ht-p) < = fir D = O(4)
12

Zur Verminderung der Rechenzelit ist es sinnvoll, die

folgenden Fd&lle zu unterscheiden:

(1) D £ Q{4) und D Z O(3)
(II) D Z O0(4) und D = 0(3)
(ITI) D = O0(4) und D Z 0O(3)
(Iv) D = 0(4) und D = 0(3)
a “

Mit (33) und (34) gilt dann: - —f—- ZaZ -Saé
(1) a}<3D/8 , aj=0 , al=o > - %

+ +_ + 19
(1II) ayc< D/3 , a,=0 , a6<D/12 >~ 3 D

+ + +_ 10
(III) aq< D/8 , a4<3D/l6, a6—0 > -5y D

+ + + 119
{(IV) ay< D/9 , a4<3D/l6, a6<D/36 > - 316 D

ZtD‘zl(D) wird nach[l@ 4.4 abgeschdtzt durch:

25021 (p) < 25D (/D + l"A{%

mit ¢ = log2/log 11 = 0.28906... und A = 5.103978196...
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Damit ist hinreichend fir c2 > ©

1
3/2 e
D ta=2, /= D
= oD - D ca. |2
(35) 0 a+D 2 (/D + 1) -A (4) > 0
1/8 in Fall I
. _ 19/36 in Fall II
mit a =

10/24 in Fall III
119/216 in Fall IV

In allen Fdllen ist a < 0.6 .

Fir Diskriminanten D mit tp 2 7 gilt:

D > 4:3-5-7-11-13-16(tD=6) _ 60060 ,4(tp-2) , 445960 .
216

Sei B8 := 60060/2!%, damit liRt sich die linke Seite

von (353) von unten Abschdtzen durch:

.,tp-2, /B:25 0.6 A 1 B
b-2 T 25 = 4¢(35056005-¢* Fg0o60l-c) )
> D-2%D"%.5.13 > O,

v

Damit ist (35) £Ur tp 2 7 erfillt.

' 3/2
, .. D°° . t-2 .
Sei £, (D) := g5~ - a'D - 2 °(/D + 1)-A &J
dann ist die linke Seite von (35) gerade ft (D).
D
Fiir festes t ist =t monoton steigend fir D > O.

aD

Damit folgt aus ft(Dé—l) > 0 > ft{Dé) fir ein Dy >0,

dag ft(D) > 0 flir alle D 2 Dé gilt.



46 - Anhang

Im Fall I ( a« = 1/8 ) zeigt man mit dieser Uber-
legung, daf (35) erfillt ist fir:

tp s 2 und D 2 4220
tp = 3 und D = 10047
tp = 4 und D > 24872
tp = 5 und D 2 63163
tp = 6 und D > 163028

tDz 5 => D=25+7-11-13+17 = 85085 > 63163
tDz»6 => D2>57+11+13+17-19 = 1616615 > 163028

(35) ist deshalb erfiillt flr D > 24872, Mit dem
Computer iberprift man (35) fir alle Diskriminanten
D mit 1500 sD < 24872. In den Fillen, in denen (35)
nicht erfillt ist berechnet man c%(Ym(D,B)) £ir
alle Geschlechter. In all diesen Fdllen ist
cf(¥_(D,B)) > 0.

=> cf(y_(D,B))> O fir D21500 im Fall I.

Im Fall II ( a = 19/36 ) ist (35) erfiillt fir:

tD £ 2und D 2 8719
ty = 3 und D =2 16301
tD = 4 und D 2 34027
tD = 5 und D 2 77071
tD = 6 und D > 184696

D
Man iiberpriift wieder (35) bzw. cz(Ym(D,B)) > 0 fiir

1
1500 s D s 77071.
=> c%(ym(n,a)) >o fir D> 1500 im Fall II.

tn 2 6 => D>3¢5-.7+11+13+17 = 255255 > 184696

Im Fall IITI ( o = 10/24 ) ist (35) erfillt fir
tD < 2 und D > 7264
tD = 3 und D > 14371
tp = 4 und D > 31303
ty = 5 und D 2 73041
tp = 6 und D > 178529

€5 2 6 => D>4:5:7.11-13.17 = 340340 > 178529
Man iberpriift wieder (35) bzw. c%(Ym(D,B)) > 0
fir 1500 ¢ D ¢ 73041.

=> cf(Ym(D,B)) >0 flr D> 1500 im Fall III.
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Im FPall IV

o o
O U u g

o

In diesem Fall

]
[o \TNND ) BN - N PV O A

muB

47

= 119/216 ) ist (35) erfillt fir:

und D
und
und

und

O O o o

und

2

2z

Vv

v

9044
16723
34614
77930

185999

(35) bzw. c%(Ym(D,B)) > O filir alle
D mit 1500 s D < 18599 Uberprift werden.
=> auch im Fall IV ist c%(ym(n,a)) >0 fiir D2 1500.

Die Ergebnisse dieses Kapitéls kann man wie folgt

zusammenfassen:

Satz 7: Flir die Invarianten der Flichen Ym(D,B) gilt:

D >1500

=>

1

c2 >0

und yx > 3.

Korollar: FUr D2 1500 und G(e, &)< T <_Gm(c,,g-) gilt:

YF(D,B) ist vom allgemeinen Typ.

Beweis: Aus Satz 7 folgt, dag Ym(D,B) vom allgemeinen

Typ ist. Nach Satz 5 sind dann auch die Flichen

YF(D,B) vom allgemeinen Typ.
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Kapitel 5: Die nicht einfach-zusammenh&ngenden
Hilbertschen Modulflidchen,

5.1 Die Fundamentalgruppe der Hilbertschen Modulfladchen.

Wie bereits in 3.1 erwdhnt, sind die Fl&achen Yr(D,B)
£ir G(o, ) s T < Gm(c,ﬁﬁ einfach-zusammenhidngend.
Dies ist nicht mehr der Fall, wenn man 2u Unter-
gruppen der maximalen diskreten Erweiterung der
symmetrischen Modulgrﬁppe iibergeht.
. , 2 2
Die Abkildung: t: H - H
-1 -1
(zvlz)»(—l—)
12 822 le
kommutiert mit allen a_ e Gm(d,ﬁa/G(e,bé und operiert

als holomorphe Involution auf Y(D,B).

Sei Grm(cr@):= Gm(ar&)\dJTGm(o,ﬁd . Alle nicht-trivialen
m(cbe/G(0329 haben die Ordnung 2 . Sie

Elemente aus G,
werden mit a  bzw. a t fir wl|D bezeichnet.y__(D,B):=H/G__ (o, &)

Die Fixpunktmenge von a T wird in[ﬁ]beschrieben.

Die eindimensionale Fixpunktmenge ist:

Fw\J FD/u fir D=1(2) oder (Dz4(8)undwsz0(2))

(36) PFPix(a 1) =
w FJHJF4d~JFD/4d~)FD/u sonst

Die Anzahl der isolierten Fixpunkte von a t auf X(o.l3 ist:

2Dl £a11s Dz1(4) . Q(w,1,2B) erfillt
2072 falls Q(uw,1,2B) erfillt und{D=O(8)
(37) az(aJ0= oder {(w+*Dz4(8) . -%%) = 1 )
oder ( Dz4(8) .« wz=2(4) .« B=1(4) )}
@} sonst

Dabei ist die Bedingung Q(w.a,b) wie folgt definiert:

D D
Vp'D/w ., P prim, p#2 (—j—m-) = (_Jb.al.)
v o)l [Pl
und plw, p prim, p#2 Yy = - j
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Aus dem Theorem in S.J.Eﬂ folgt £ir 52(awr), die
Anzahl der isolierten Fixpunkte auf der Spitzen-
auflésung auf Y (D,B):

(38) Fix(amr) =g => az(awr) =0

Bemerkung: Ez(awr) kann nach[7] bestimmt werden und
damit, wie in Kapitel 2, die Spur von
amr* auf HO(Y(D,B),QZ) berechnet werden-

spur (3,7 Tyo (v (p, ) , 02) = 3lagla, iy (@ 0)re) Fix(e, 1] -1

Mit diesen Ergebnissen kann dann wieder

x (Y (D,B)) und c%(YF(D,B)) fir

Gle, b} s T g GTm(a,Eﬁ bestimmt werden..
Dieser Weg wird hier jedoch nicht weiter
verfolgt. Ziel dieses Kapitels ist es,

die nicht einfach-zusammenhidngenden Fldchen

zUu klassifizieren.

In Tabelle VII sind alle Tripel (D,B,w) aufgefilhrt, fir
die a,T fixpunktfrei auf Y(D,B) operiert und D ¢ 500 gilt.
Es wird nun gezeigt, daB es unendlich viele Tripel mit

dieser Eigenschaft gibt.

emma: Flir alle Diskriminanten der Form:

a0

(39) D = 85 + k-200 opériert ag T fixpunktfrei

auf Y(D,1) = Y(D) .

Beweis: (39) ist &dquivalent zu D = S.n mit n=1{(8) und nz2(5).

Nach (36) ist Fix(agt) = Fg\JFn. Sei N =p;-..."pp
die Primzahlzerlegung von n, dann ist:

D D
(i) (p])). ek - gj (;) = -1

> RPN 2 5 5

T . [Py _ S -
->]1, 1gi<k mit —3—4- = =1 => FS =g
(1i) (%] = (%) = -1 =>F_ = %)
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(iii) Q(5,1,2) ist nicht erfillt, denn

8- 21 -1

Aus (i) - (iii) folgt nach (36), (37) und (38)
daf agt fixpunktfrei auf Y(D,1l) operiert.

Weitere Beispiele fixpunktrireier Operationen sind:

165 + k+200
204 + k-288
168 + k+576

ast auf Y(D) mit D
a3t auf ¥ (D) mit D
a3t auf.¥Y (D) mit D

"

Es bleibt zu zeigen:

Lemma: Es gibt unendlich viele Diskriminanten der Form:
D = 8% + k+200
Beweis: D = 85 + k*200 ist dquivalent zu D = 5+n mit
n=17(40). Die Anzahl der natilirlichen Zahlen n=17(40)

kleiner oder gleich einer natiirlichen Zahl N
ladt sich abschdtzen durch:

A { nelN |ns<N; nz17(40)} 2 N/4O-1 .

Sei D nicht gquadratfrei, also p?|D. Aus Dz85(200)

folgt: D=10(25) = p #5 => p2|n
= 1(4) => p # 2
=> (p2,40) = 1 und nach dem chinesischen Rest-

klassensatz gibt es einhyaim,,Y‘<4Op2, so dap
alle gemeinsamen Losungen von n = 17(40) und
nz0(p2) von der Form:

n =y + k-‘ftO'p2 sind.

Dann ist

A (neXN| nzl7(40), nz=0(p?), n<N}sN/(40p2)+1

Aus diesen Abschidtzungen folgt:

A(N):={neN|nz17(40), n=qf(n), n <N}

> N/40 - 1 - ¥ (N/(40p<) + 1)
3<p<VN

> N/40 -1 - N+ (72/6 - 1)/40 - VN
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> N+0.35/40 - 1 - /N
=>A(N) > o fUr N -~ =

=> Es gibt unendlich viele gquadratfreie, positive

ganze Zahlen n mit n = 17(40).

=> Es gibt unendlich viele Diskriminanten der
Form D = 85 + k-200 .

Nun 2zu der Fundamentalgruppe von YF(D,B).

Satz 7: (a) Die Hilbertschen Mcdulflidchen YF(D,B) sind
entweder einfach-zusammenhdngend, oder ihre
Fundamentalgruppe ist isomorph zu Z /2Z .

(b) Y.(D,B) mit G(o %) s I sG_(ef) und Y__(D,B)

sind einfach-zusammenhdngend.

Beweis: (b) Der erste Teil der Behauptung wurde schon
in 3.1 gezeigt. T operiert auf Y;(D,B), d.h.
auf Ym(D,B) in den isolierten Fixpunkten
von r aufgeblasen, mit Fixpunkten, denn =<
lagt FD fest.

D
VplD (—é—al)=o#-la’> FD#G‘

Nach Satz 4 in 3.1 ist damit Yrm(D,B)

einfach-zusammenhdngend.

(a) Sei nun a 1 ¢ r/G , I':= NG (e, &) . Dann
ist I/G = I'/Gw awt°FVG , denn flr
/G i . = rYG.
@ T € /Gist @, TraT Cqf (wew) © YG. Also
ist a 1 = a Nt e, Tt oa /G .
w gf (w-uw’) w w

Sei H die Untergruppe von /G, die von
den Elementen.die mit Fixpunkten operieren

erzeugt wird. Dann gilt:

A
]

'H = T/G > FJa,t ¢ [/G das Fixpunkte hat

H

ryG <=> Y a1 e /G operieren fixpunktfrei.
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Im ersten Fall ist YT(D,B) nach Satz 4 einfach-zusammen-
hdngend, im zweiten Fall ist, ebenfalls nach Satz ¢,
die Fundamentalgruppe von YF(D,B) isomorph zu

(r/G)/H = B am -
Q.E.D.

Korollar l:Die Fundamentalgruppe von YF(D,B) ist genau
dann isomorph zu Z /2Z , wenn I‘-(I‘nGm(o,b))#¢

gilt und alle a T e I/G fixpunktfrei operieren.

Korollar 2Es gibt unendlich viele Hilbertsche Modul-
fldchen YF(D,B) die nicht einfach-zusammen-

hdangend sind.



Anhang 53

5.2 Klassifikation der nicht einfach-zusammenhdngenden

Hilbertschen Modulflachen.

Sei wieder Y* die Fliche Y(D,B) in den isolierten
Fixpunkten vonl/G aufgeblasen. Dann definiert die
Uberlagerungsabbildung £: N Yr(p,B) einen Mono-
morphismus

1

* * .

1
£ : H (YF(D,B),OYF(D’B)

pa Y reguldr ist, ist YF(D,B) ebenfalls reqular.
Der Zusammenhang zwistchen dem Typ einer Fliche
und ihrer Kodaira-Dimension, der in (27) fir
reguldre, einfach-zusammenhdngende algebraische
Fldchen formuliert wurde, gilt mit einer Anderung
auch fir nicht einfach-zusammenhidngende, reguldre

algebraische Flachen. Und zwar ist hier

k(Y) = O <=> Y° ist eine Enrigues-Fldche (yx=1).

sei nun G(o.d < T s G (o) und ¥ (D,B) nicht
einfach-zusammenhdngend, dann ist also I & Gm(chﬁe.
Sei a T und ' wie in dem Beweis von Satz 7, so dag
/G = FVGuampFVG. Dann ist £: Yr,(D,B) > YF(D,B) eine
doppelte unverzweigte Uberlagerung, und nach (28)

ist «(¥.(D,B)) = <(Y.,(D,B)). Damit gilt:

Y%(D,B) K3-Flache =»> Y?(D,B} Enriques-Fl&ache
Y%(D,B) echt ell. => Y?(D,B) echt elliptisch
Y;(D,B) allg. Typ => YS(D,B) ist vom allgemeinen Typ .

Also auch insbesondere Ym(D,B) vom allgemeinen Typ
=> YFJD,B) von allgemeinen Typ => Y_(D,B) vom
allgemeinen Typ

Ein Vergleich von Tabelle VII und Tabelle IV zeigt,
daR es nur 6 rdlle gibt, in denen Ym(D,B) nicht
vom allgemeinen Typ ist und es ein @ T gibt, das

fixpunktfrei auf Y(D,B) operiert,.
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Es sind dies die F&alle:

D B s w  Typ(¥°(D,B))

85 1 ++ 5 echt elliptisch
105 2 -t 5 echt elliptisch
105 1 +++ 3 K3-Fldche -

140 1 + 5 echt elliptisch
165 1 ++¥ 5 echt elliptisch
168 1 4+ 3 allgemeinen Typ

Damit ist bewiesen:

Satz 8:

Es gibt unendlich viele nicht einfach-
zusammenhdngende Hilbertsche Modulfldchen.
Davon haben 4 eine echt elliptische Fliche

als minimales Modell, es sind dies:

Y5(85,l), Y5(105,2), Y-(140,1) und’YS(l65.l).

)
Eine Fliche hat eine Enriques-Fldche als
minimales Modell, und zwar die Fldche

Y3(105,l)- .

Alle anderen sind von allgemeinem Typ.

Bemerkung: Bis auf 4 Ausnahmen gilt y = 3 fiir

alle Fldchen Y(D,B), die eine echt
elliptische Fliche als minimales Modell
haben. Die 4 Ausnahmen sind genau die
Aufblasungen echt elliptischer Fliachen
Y(D,B) auf denen ein a T fixpunktfrei

operiert. Aus.Satz 3 folgt dann, daB
«(Y_(D,8)) = x(¥(D,B))/2 .

Also muf x(Y(D,B)) in diesen F&dllen

gerade sein.



Anhang . 55

Kapitel 6: Die kanonischen Divisoren auf Y (65) und Y (65) .

Nach den Ergebnissen von Kapitel 3 sind Y (65)
und Ym(65) Aufblasungen echt elliptischer Fldchen
mit Py = 2 bzw. Pg = 1 . Auf Ym(65) gibt es also
einen eindeutig bestimmten kanonischen Divisor, d.h.
einen bis auf Multiplikation mit einer Konstanten
eindeutig bestimmten globalen Schnitt o ¢ HQ(Ym(GS),QZ).
In diesem Kapitel werden die Schnittpunkte der
kanonischen Divisoren auf Y(65) und Ym(65) mit den
Kurven der Spitzenaufldsungen bestimmt. Da man die

Darstellung der Mcdulkurven F,, in einer Umgebung der

Auflosungskurven kennt, ergibﬁ sich dadurch zum
Beispiel, daB der kanonische Divisor auf Ym(GS) nicht
durch die bekannten Kurven darstellbar ist.

Die wichtigste Referenz fir dieses Kapitel ist die

Arbeit von Hermann[}]. Sei o die Maximalordnung in Q(vY85).

Die Thetakonstanten

o (2):=7 exp 1i{ (g+B) ¥z (g+D) + (g+D)e m'}
m 2 2 2 2
geZ
sind auf der Siegelschen Halbebene Hz definiert.
mll m'!
w o=, . mo= % sind zwel Spaltenvektoren mit
m ) .

Komponenten O oder 1. m = (m&,mz,Mi,Mé) heift die

Charakteristik von Gm.

Es gibt 2zwei Modulareinbettungen:

wi: H - HZ fir i=1,2
z, O
- 1
(21'22) Al(O 2z, Ai
c. T,
1 1 . .
wobei A, = -. DR Y L - L gy=ti i
i T, -¢y ) O Cid 2763 T2 ¢ %y SYRTs3 T 3
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Mit Hilfe der Modulareinbettungen lassen sich holomorphe
Funktionen Oi((zl,zz)) = 9(1,1,1,1)(¢i(21'22)) fir i=1,2
definieren.

£: H2 » € holomorph heift Modulform vom Gewicht k

zu G(o,f), wenn fir alle

_{a B » . .
M —(Y 6) € Gle, ) gilt:

E(M(2),2,)) = ((vz +8) (T2,43)) "2 . 2,)) .

Man nennt £ eine Spitzenform, wenn f in den Spitzen
verschwindet.

Den Spitzenformen vom Gewicht 2 entsprechen durch
die Zuordnung f(zl,zz) - f(zl,zz)dzltdz2 die
holomorphen 2-Formen.

Hermann zeigt inta, da sich jede Spitzenform vom
Gewicht 2 2u G{(e, @) als

(40) £(z) = aOl(z)O%(z) + b@i(z)ez(z) , 2=(24,2,)

fir komplexe Zahlen a und b schreiben lapt.

Das erzeugende Element von Gm(G,G)/G(G,G), Gga

operiert auf X(65,e) und bildet die beiden

Spitzen von X(65,o) aufeinander ab.(h(65)=2, N(e)= -1).
Sei z=(zl,22) ein lokales Koordinatensystem in

einer Umgebung eines Reprdsentanten zOe:H2 und

z'=(zi,zé) ein lokales Koordinatensystem um as(zo).
Dann gilt nach Hilfssatz 3 in[ﬂ:

(41) a;(el(z-)e%(z')dzi.dzé) =03 (2)8,(2)dz, ~dz

1 2
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Die Aufldsung der Spitze in = besteht aus 9

rationalen Kurven Sk' Sie entsprechen den reduzierten

quadratischen Irrationalitdten W = (Mk+/3'5)/2Nk
K -by e o Ny
0 9 9 1
1 3 9 4
2 2 15 10
3 2 25 14
4 2 31 16
5 2 33 15
6 2 31 14
7 2 25 10
8 3 15 4

In den lokalen Koordinaten (uk,vk) in einer Umgebung

Uk von Sk wird Skdurch szo und Sk-l durch uk=o

beschrieben:

2nizl Ak_llog Uy + Ak¥oq Vi

2w122

Ai_llog U * Ailog Vi

1 - — - - - -l
mit AO.— l"Ak+l 3= WLl Ak

Nun wird o, in (uk,vk)-Kobrdinaten transformiert:
Sei 1 =1,2 ; kxk=0,...,8, dann ist

o ) o L *; By
Vil V) =277 \ v s,
1 1

in i 1= 2 ! T2 . . 3= 2
Up mit oy Ak-lC1+Ak—lC ' “2,1 ALLiTa,

k l
31,1" Ay 1-dp 1) 220505 (A -Ay)
‘ T2 40 . .=A 72 2
81,17 A, 135 Ak 155 ¢ 52,1"Ak‘ *Ayty
und @y = al‘ilog Uy + az’iloq Vi
Bi := Bl'ilog Uy + Bz'ilog Vi

§. =6 ’ilog u, + °2,ilog Vi

ei schreibt sich dann in (uk,vk)-Koordinaten:

= )_5‘ 71(@ +©2)

2 2
5, (uy vy ,'§l+231,ig1©2+61 45172
q’Ez 2

(o
k 2
é 2,191728, 19,9,%3, 483)/2

[

. oo 1 1
mit g=(ql,g2) und g,:=g +5 , g,i=g,+y
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-

. _ . . _ (5,1) fir i=1
fir k = 0 ist : (o) ;.05 ;) (8,1) fir i=2
(8 a ) (4,0) fur i=1

1,i°%2,i (2,0) fir i=2

(4,1) fir i=1

(6 1485 ) ( i=2

1,1) fiir

Do 1o 1 Ly s 1
Damit ist (a2 i(gl+2) +282 .(gl+2)(g2+2)+02'i(g2+2)%/2
1

= =132
({g +5)* + <92 ) /2
> _ﬁ. , " =" fir gl'g2 = 0,-1
- 17 8 5/4
=> @l(uo,vo)=2vé/4(uo /B—ué/ ) o+ Vs / .ae
3 5 (ug Vg )= 2»']‘/4(1,113/8 5/8) + oy2/4 .o
Yo o
=>  (8.83) (u_, v )=16u’v_(u_-1)%(u_+1) + v2h, (u_,v)
172 o’ o ' 0o "o o} o'l 7o' "o
. _ 4 3 2
(Olez)(uo,vo)—l6uovo(uo—l) (uo+l) + Vohz(uo'vo)

mit in Uo holomorphen Funktionen hi(uo,vo), i=1,2

Nach (40) 1383t sich jede holomorphe 2 - Form lokal als

= 3 A
(42) w(zl,zz) (a@le2 + be 2)(zl,zz) dz; d22
schreiben, w transformiert sich dann in (uo,vo) -
Koordinaten.als
G(u_, v )=(Cc(u -1)%(u_+1) (au_+b(u_+1) 2)+v_n2P(u v ))du .dv
o’ "o o o o ‘o] Q oo o' o o o

mit einer Konstanten C ¢ €C und einer holomorphen
Funktion ha b

Analog berechnet man i(uk,vk) iﬁ Uk fir lsk<g8 .

- _ 2 a,b

w(ul,vl)- (Cl(ul~l)(avl(ul—l) +b)+vlhl (u l,vl)) duy »dv,
~ — a,b .

w(uk,uk)— (Ck(aukvk+b)+vkhk (uk,vk)) o.u,.dvk , 2s<ks<7

- _ a,

U(uB;VS)- (CS(uB-l) (aVBud —172+b +V8h8 ( 8,V8)) dueadva

mit Konstanten Ck und heolomorphen Funktionen hi o( k’vk)
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Seien nun (dk,
der Auflosungskurven S% der 2zwelten Spitze. Nach

(41) ist

vk) Koordinaten in einer Umgebung Uk

* 3 53 533 = (hd 83 533 ' )
as((aele + belez)(uk‘vk)duk‘dvk)—(belez + a@lez)(uk,vk)duk.dvk

3%

Damit folgt aus (43) und (44):

(45) &(ub,vb)z(co( ~1) (u'+l)(bu +a(u +a)2)+VB 2 a(ug, Vi) ) du«dvy
&(ui,vi)Q(Cl(ui—l)(bvi(ui—l) +a)+v1 T a(u',v]'_)) du} .dvy
B (up, vi)=(C, (buyvi+a) +vpho ®(w,vi)) dujadvy , 2sks7
5 (uy . vy)=(Cg (ug-1) (b u'(u-_lfia)+v8hg (ug,vy)) dug.dvy

Aus[9) satz 1 folgt, daB fir f(z)=0 93(2) und f(z)=®i@2(z)
auf X(65,e) gilt:

(46) £(z) =0 <=> ze F,UF,

Fl und F4 haben je 2 Komponenten. Die Komponenten von Pl
werden jewells von einer (-2) und einer (-3)-Kurve

. der Aufldsung der Quotientensingularititen ¢geschnitten.
In UO ist F1 durch uozl und F4 durch u,= -1 gegeben.
In Ul und U8 igt'F4 durch ul=l bzw. u?=l gegeben.
Desgleichen in Uk flUr k=0,1,8 . sSei F4 die Komponente
von F4 die SO schneidet, Fi diejenige;. die Sé schneidet.
( a5 operiert frei auf den Spitzen und den Komponenten
von F4). In zwei Spezialfillen kann der'Divisor von (42),
also ein kanonischer Divisor auf Y (65) durch bekannte

Kurven dargestellt werden. Es sind dies:

1. a=1l, b=0, mit (43)-(46) gilt dann:

)
1 8

Ki= 4F, + F, =+ + ) S, *+E

1=l
2. a=0, b=l
K4= 4F +3Fl + F% 4+ g S! + E
2 1 4 4 .
i=1
' Dabei ist E eine Linearkombination der {(=2)=- und (-3)-

Kurven die FI schneiden.
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Die holomorphe 2-Form w in (42) wird nach (41) genau
dann von a;bfestgelassen, wenn a=b gilt. Der kanonische
Divisor auf Ym(65) wird daher von

. = 2p2 2 2
(46) m(zl;zz) = @lez(el-kez)(zl,zz) dzl.dz2

bestimmt. Der Schnittpunkt des durch w béstimmten
kanonischen Divisors K mit So,ist nach (43) durch

die Losungen der Gleichung

2 2

(47) Uy + (uo+l) = ul + 3uo + 1
gegeben, d.h. u, = :2—%—£§ . Von den Aufldsungs-
kurven wird SO nur in uo=O (88) und in uo=m (Sl)

geschnitten. Die Kurven FN schneiden SO in uo=o,m oder
in u_= ¢ flr eine Einheitswurzel {. Da die L&sungen

von (47) keine Einheitswurzeln sind, gilet:

Satz 9: Der kanonische Divisor auf Y (63) kann nicht
durch Kurven der Singularitdtenaufldsungen und
Mcdulkurven dargestellt werden.
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Anhang: Legendre-und Hilbertsymbol

Definition: Sei D die Diskriminante eines reell-

quadratischen Zahlenkdrpers, dann ist
'fir eine Primzahl p|D die Prim-

diskriminante-D(p) definiert als

b p=1{(4)
-p p£3(4)
D( ) = -4 p=2 und D=z4(8)
P 8 " und Dz0(8), D/8=1(4)
-8 " und " , D/8=3(4)

Die Eigenschaften des Legendresymbols (Eﬂ):

(1) Fir a,m ¢ N mit a,m ungerade und (a,m)=1 ist
g} _ (Erm-l)(a—l)/4
|3 -
(ii) Fir m ¢ N, m ungerade ist : k;i] - (_l)(m—l)/z
(m?-1) /8

(-1)

|2

(iii) Fir a,a',m e W , (a,m)=1 und aza'(m) gilt

(iv) Fir a,a',me N , (a,m)=1l, (a',m)=1 gilt
u) - lé) (Q
m T oim/ \m |
Definition des Hilbertsymbols:
, ) __Q 8
(1) p prim, p#2 a=p u , b=p°"v , (u,p)=1l, p)=1

dann ist kal'jb) i= (= aB (p-1)/2 (5) @

u, b=25v , (u,2)=(v, 2)=1

dann ist {a,b} = (op) (8=1) (V=) /d+a (v2-1) /8+8 (ut-1) /8

(ii) a=2%
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Lemma: Sei p|D. p prim und p * N, dann ist

N,D | _[P(p)
P TN

Beweis: 1. Fall: p # 2, dann ist D = p:D' mit (D',p)=1.
Nach der Definition von D(p) ist in diesem Fall
(-’l) (P-l)/?p .

D(p) -
Damit ist
N,D}_ [N}_ (N-1) (p-1)/4 |PB
(T)" ( J= - N |
- ((-1) ‘P‘”“)(g) - (%a))
N N N
2. Fall: p = 2, dann ist D = 2%p' mit (2,D')=l.
Nach Definition ist D(z)'= 28 (-l)(D'-l)/z.
Dann ist
LN,D = () (N=1)(D'-1)/4 + g(8-1)/2
p

8 |
) (_1) (N=1)(D'~1)/4

2
N
N N
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Tabelle I: Die Fl&Echen Y (D,B)

63

o8 g ZE LA L AZ A3+ =1 X cl c1a
40 3 - 7 -3 3 S 2 2 2 -4 0
&0 7 =+- 12 -3 12 2 & 0 3 -2 0
80 17 - 12 -12 8 3 Q S 3 -4 Q0
83 2 - 18 -14 14 8 2 2 3 -4 0
35 3 -- 13 -10 10 4 é é 4 ¥) 2
105 2 --+ 39 =32 i1s 3 0 = 4 -8 0

120 17 +-- 34 -24 3 12 2 3 S -2 4

Erklarung:

¢ := Vorzeichentolge von(Bp

1-1

LA := ) (2-b,)
i=0

LO := 1

Cl := c%

ClOo:= c? +

’

{siehe $5.12

(11)

)
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Tabelle II

KLEIN-FRICKE~-GRUPPEN

ol

")

mmmeoLeequYTY
LI I I CE I ) OF 0 N
NN TN 0N 000
OO0 MNOoODODOOMNDOO
—— D0 MNMOODOOMNMOMNO O

M TN O NDRrRoMMONIN
vt ot ot =t e [

g := Anzahl der Spitzen von H/FO(N)

E := e(H/FO(N))

¢ (N) = 2e(H/T (M) - a2 - A3 - o

Cl:
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Tabelle III: Spitzenaufldsungen

D =40, g = 3, 0 = == k

N(e)==1 0
1
2
3

D =44, B= 7, 0 = == k

N(e)= 1 0
1
2
3
4
5

D=57, B=2, g = ==

N{(g)= 1

~

WOV EeEWOR O X
MooV W O

MR QO R
SIS RN v

[NS IR UL

_HO

~

ownmkwNnr—~r G X
porowpoom O

11
21
27
29
27
21
11

12
12
16

1C
10

11
17
15
15
17
11

i

o~ oW --gnN
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Tabelle III: Spitzenautfldsungen

b =293, B=11, ¢ = ~-= k bk- Mk Ny
N(e}) =1 o] 5 15 3
1 2 15 i1
2 2 29 17
3 2 39 © 21
4 2 45 23
5 2 47 23
6 2 45 21
7 2 39 17
8 2 29 11

D =105, B = 2, ¢ =--+ k bk Mk Nk
N(e) = 1 0 6 11 2
1 2 i3 8
2 2 19 8
3 6 13 2

D =120, B =17, g =+-- Kk bk M, Nk
N(e) =1 0 6 12 2
1 4 12 3

D =124, B =1, ¢ = ++ k bk M Nk
N(e) =1 0 12 12 1
1 3 12 5
2 2 18 10
3 2 22 S
4 7 14 2
5 2 14 S
6 2 22 10
7 3 18 5

D =141, B = 1, o =+++ kK ST My Ny
N(g) =1 o} 13 13 1
1 2 13 7
2 5 15 3
3 2 15 7

=156, B = 1, 0 =+++ k bk Mk Nk
N(e) = 1 0 14 14 1
1 2 14 10
2 2 26 13
3 2 26 10

D =213, B = 1, o =++ X bk Mk Nk
N(e) =1 0 15 15 1
1 5 15 3
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Tabelle IV: Die Fl&dchen Ym(D,B)
(S1, S2 siehe $.26,t S5.27 )

D B o _Y: % _C1 _TYP 31 82  YM: x Ci T Cil0__ TYP
21 3 -- 2 -t K3 0 -5 1 -3 . . *RAT .
21 1 ++ 1 -4 RAT . i Q -3 . . *RAT.
24 S -—-- 2 =2 K3 2 =2 2 =2 2 0 #K3

24 1 ++ 1 -7 RAT . 1 -7 1 -7 . . *RAT .
28 3 -- 2 =2 K3 2 0 2 -t 1 0 *K3

28 . ++ 1 -8 RAT. 1 -4 1 =& . .  *RAT.
33 2 -- 2 -4 K3 2 0 2 -2 2 8 =*K3

33 i ++ 1 -9 R&T . i -3 1 -7 . . #RAT .
40 3 -- 2 -4 K3 2 =2 2 -3 3 0 K3

40 1 ++ 2 -8 K3 2 -2 2 =5 5 0 =K3
44 7 -- 3 -2 ELLIP. 1 -é 2 -4 4 0 K3

44 1 ++ 2 -8 K3 2 =2 2 =3 35 0 =K3
56 3§ =-- 4 2 ALLG. 2 -4 3 -1 1 0 ELLIP.
& 1 ++ 2 -0 K3 2 -4 2 =2 7 0 =K3
57 2 -- 3 =3 ELLIP. 1 =-S5 2 -2 4 -1 K3

57 1 ++ 2 -10 K3 2 Q 2 -9 S Q0 =K3
&0 7 —=+- 3 =2 ELLIP. 3 -1i0 2 -3 3 0 K3

40 17 +-- 3. -4 ELLIP. g =8 2 -3 3 J K3
a0 1 +++ 1 -1i8 RAT. 3 =18 1 -13 . . *RAT.
&3 2 - 3 -4 ELLIP, 1 Q 2 -2 2 g ELLIP,
63 1 ++ 3 -8 ELLIP, 1 Q 2 =4 4 0 ELLIP.
& 1 ++ 2 -11 K3 0 -1% i =13 . . *RAT .
74 3 ~=-- 4 =2 ALLG., 2 =48 3 -4 4 0 ELLIP.
76 1 ++ 3 -8 ELLIP. 3 =2 3 -3 3 0 #ELLIP.
771 4+ 3 -8 ELLIP. 1 ] 2 -4 4 0] ELLIP.
85 3 == 4 0 ALLG. 2 Q 3 o 1 i *»_LLG.,
88 1 &+ 4 =8 ELLIP. 2 0 3 -4 4 0 #ELLIP.
88 7 -~ ] 2 ALLG. 3 =2 4 o 2 2 *ALLG.
38 I ++ 3 ~10 ELLIP. 3 =2 3 -6 & 0 =ELLIP.
P2 1 ++ 3 ~-10 ELLIP, 1 -12 2 =11 11 0 K3

?3 11 -- 4 3 ALLG. 0 -13 3 -5 S 0 ELLIP.
23 1 ++ 3 -10 ELLIP. c] 0 3 =5 § 0 =#ELLIP,.
104 §  -- 3 4 ALLG. 3 -é 4 -1 3 2 #ALLG.
109 1 ++ S =4 ALLG. 3 =3 4 =5 S a ELLIP.
193 2 --+ 4 =3 ELLIP. 8 a 3 -2 2 0 =#ELLIP.
103 13 +-—- s & ALLG. & =11 3 -1 2 i =aL LG,
105 1 +++ 2 =22 K3 4 =10 2 -3 8 D K3
120 29 --+ ? 14 ALLG. 7 =14 3 a 2 2 =aLLG.
120 17 +—— 5 -2 ALLG. 7 =14 3 -4 4 b ELLIPRP.
120 1 +++ 3 -2G ELLIP. ? -4 3 =-$ & 0 =EgELLIP.
129 1 ++ 4 -8 ALLG., 2 ~-12 3 ~-10 10 0 ELLIP.
12 2 -- F 3 ALLG. i -3 4 -1 4 3 #=~LLG.,
122 1 ++ s =2 ALLG., 2 ] 4 -1 S 4 4l LG,
133 1 ++ S -4 ALLG. 1 0 3 =2 4 2 =AalLG.
138 1 ++ & =2 ALLG. 4 -4 S -3 7 4 =4LL5.
140 23 --+ 4 4 ALLG. & =12 3 =2 3 1 *ALLG.
140 | +++ 4 -14 ELLIP, 2 -4 3 -3 3 D =ELLIP.
141 1 ++ 4 =9 ALLG., g =25 2 =17 17 (b K3
132 t ++ S 2 ALLG. 4 =3 5 -2 4 4 =ALLG.
19396 S +~-~ 7 ) ALLG. S =24 2 -5 8 i} ELLIP.
1386 1 +++ 9 -13 ~ALLG . 7 =13 3 -3 3 1 ELLIP,
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Tabelle IV

D B o X TYP 31 52 X T C10 TYP
161 1 ++ S ALLG. 3 0 4 4 2 sALLG.
185 23 ——+ 8 ALLG. 4 =20 3 3 1 #ALLG.
145 1 +++ 4 ELLIP. S 0 3 5 0 sELLIP,
188 13 =+~ 3 ALLG., 8 -24 4 4 2 *ALLG.
148 | +++ 4 ALLG. 8 -24 3 10 o ELLIP.
177 1 ++ 7 ALLG. 3 ~15 5 10 S #ALLG.
184 1 ++ 4 ALLG. 4 -4 5 8 4  #ALLG.
188 1 ++ 3 ALLG. 2 -20 4 11 2  #ALLG.
204 7 -+- 10 ALLG. & =32 3 4 2 *ALLG.
204 1 +++ 8 ALLG. 8 -24 4 10 2  *ALLG.
213 1 ++ $ ALLG. 0 -35 3 17 0 ELLIP.
220 1 +++ 7 ALLG. ? =14 4 7 2 #ALLG.
284 1 +++ 11 ALLG. 13 -8 & é S =allLG,
284 1 ++ 11 ALLG. 1 =28 8 11 3  *ALLG,
285 13 +—- 12 ALLG. 4 =49 4 5 4  *ALLG.
285 1 +++ 8 ALLG. 4 =40 3 12 1 #ALLG.
312 1 +++ @ ALLG. 11 =34 S 11 4  *ALLG.
348 1 +++ 13 ALLG. 7 -S4 S 13 &  *ALLG.
357 1 +++ 10 ALLG. 4 =50 4 12 2  #ALLG.
429 | +++ 14 ALLG. s =50 5 13 s #ALLG.

YMCD,BY MIT x ¢ 4 UOM ALLG. TYP

D B g x__C1 TYP 81 82 X T Ci0 TYP
&0 11 ~=+ S 4  ALLG. 7 0 3 0 1 #alLG .
77 & == 3 4  ALLG. 1 0 3 h) 2 #ALLG.
85 3 -- 4 0  ALLG. 2 0 3 1 1 *ALLG.
105 13 +—— 4 &  ALLG. & =10 3 2 1 #ALLG.
133 1 ++ S -4  ALLG. t ) 3 4 2 #ALLG.
140 23 -—+ 6 4  ALLG. & -12 3 3 1 #ALLG.
185 23 ~--+ 8 - 12 ALLG. 4 =20 3 3 ! #ALLG.
285 | +++ 8 -4 ALLG. 4 -49 3 12 1 #ALLG.
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Kurven FN auf Ym(D,B)

Tahelle V;2
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Tabelle VII : Fixpunktfreie a T auf Y (D, B)

L ___ B 2] 0
33 1 ++ S
185 2 =—+ 5
105 28 =+- 7
105 { +++ 3
140 23 --+ 10
1490 1 +++ k=]
145 29 —+- S
183 1 +++ 3
148 11 ==+ é
148 1 +++ 3
204 35 -+ &
204 | +++ 3
20S 3 - S
221 S -— 13
273 17 -+ 7
273 2 =-+- 3
273 1 +++ 13
280 23 —-—+ S
280 1 +++ 7
283 {4 =+- S
2895 1 +++ S
245 2 —-=+ S
345 11 —-+- 3
345 I +++4 1S
357 284 ==+ 7
357 11 =+- 17
357 10 +=- 17
357 1 ++4 3
3464 11 =+- 14
344 1 +++ 7
365 1 ++ S
385 3 ——+ i
385 1 +++ 3
7

408 47  —-=+ 3
408 [ +++ é
429 17 ==+ 13
429 1 +++ 13
4453 3 - 3
440 3 =-—+ 10
4480 1 +++ 5
445 2 -—+ 15
443 11 —+- =]
4585 1 ++4 3
478 3 e+ 7
14

4835 | ++ S
492 23 -+ S
422 1 +++ 3
493 { ++ 17
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