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Abstract

We prove a generalization of the duality conjectures of Beilinson
and Ginsburg [BGi].
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1 Einleitung

1.1 Parabolisch-singulare Dualitat fiir Alge-
bren

Seien g O b D h eine komplexe halbeinfache Lie-Algebra, eine Borelsche
und eine Cartansche. Sei O = (O(g,b) die Kategorie aller endlich
erzeugten g-Moduln, die als b-Moduln lokal endlich sind und als
h-Moduln halbeinfach. Sei U = U(g) die universelle Einhiillende
von g. Fir A € h* betrachtet man in O den Verma-Modul M(}) =
U(g) ®p Ca, seinen einfachen Quotienten L{A) und dessen projektive
Decke P(}) in O.

Sei p € h* charakterisiert dadurch, daB 2p der Charakter des
h-Moduls A™**b ist, also A™**b 2 Cg,. Set W C GL(h*) die
Weylgruppe, § C W die durch b bestimmte Menge von einfachen
Spiegelungen, w, € W das langste Element. Ich setze w- X = w(A +
p) — p¥w € W, X € h*,

Fir jede Teilmenge S, C S - hier steht ¢ fir einen variablen In-
dex - bezeichne W, C W die von 8, erzeugte Untergruppe, w, €
W, deren langstes Element und W* ¢ W die Menge der kiirzesten
Reprasentanten fir die Nebenklassen W/W,.

Zu A € h* ganz und dominant definiere ich die Kategorie 0, C
O aller Objekte, deren (verallgemeinerter) zentraler Charakter mit
dem von L(J) iibereinstimmt. Mit Sy = {s € S|s- A = )} wird
{L(z - A)}.cw» ein Reprasentantensystem fiir die Isomorphieklassen
einfacher Objekte aus @5. Auch in O, sind die P(z - A) projektive
Decken der L{z - A).



Zu q C g einer Parabolischen iiber b definiere ich die Kategorie
09 C @p aller Objekte, die lokal endlich sind als q-Moduln. Mit
der zu q gehorigen Menge Sq C S von einfachen Spiegelungen wird
{L(z™1-0)},cwa ein Reprasentantensystem fiir die Isomorphieklassen
einfacher Objekte aus (9. Wir parametrisieren sie um und setzen
L = L(wq:n:‘lw° . 0) € 09. Jedes L hat eine projektive Decke PJ
in 0% Wir werden zeigen:

Theorem 1 Seien A, q wie eben und sei Sy = Sq. So gibt es Isomor-
phismen von C-Algebren Endo, (@, P(z-))) 2 Extlq (B, L3, D, LI)

und Endoq (@, P2') = Exty (B, L(z - A),®, L(z - A)).
Bemerkungen:

1. Ich kann mit den gegebenen Daten obige Isomorphismen nur bis
auf Konjugation mit Einheiten angeben.

2. Seien 1, die offensichtlichen paarweise orthogonalen Idempoten-
ten in unseren vier Algebren. Die Isomorphismen konnen so
gewahlt werden, daB sich die 1; entsprechen.

3. Eine kombinatorische Beschreibung obiger Algebren wird in der
Bemerkung nach Definition 1 bzw. der Bemerkung nach Theo-
rem 8 gegeben.

4. Auf der rechten Seite unserer Isomorphismen steht jeweils eine
graduierte Algebra. Wir werden zeigen, dafl diese graduierten
Algebren zueinander duale Koszul-Algebren sind. (Die Termi-
nologie wird in Abschnitt 2.6 erklart.)

5. ImFall A = 0, q = bist Oy = Oy = @9 und das Theorem
spezialisiert zu “Beilinson-Ginsburg-Dualitat”, wie sie in [BGi]
vermutet und in [So2] bewiesen wird.

1.2 Parabolisch-singulare Dualitat fiir Kate-
gorien

Fir einen Ring R bezeichne ich mit R—mod die Kategorie aller endlich
erzeugten R-Moduln. Fiir einen graduierten Ring R = @ R; bezeichne
ich mit R — Mod die Kategorie aller endlich erzeugten graduierten R-
Moduln M = @ M;. Ich erklire M(n) durch M(n); = M;_,.

Seien G D Q D B D H eine komplexe zusammenhangende halbe-
infache algebraische Gruppe, eine Parabolische, eine Borelsche und ein



maximaler Torus. Sei (W, 8) das zugehdrige Coxeter-System, Sg C S
die Menge der einfachen Spiegelungen aus Q.

Wir werden zunachst gradmerte C-Algebren endlicher Dimension
Ag = Bixo AQ und A9 = Diso A konstruieren, die fiir Sy = Sg =
Sq (unkanonisch) isomorph sind zu den graduierten Algebren von
eben. Dann setzen wir Oq Mod — Ag sowne 0% = Mod — A9
und erkldren Objekte LG, Mg, Fj € OQ sowie L2, MZ, P9 ¢ 09 fiir
alle ¢ € W?. Die L sind jeweils einfach, eindimensional und konzen-
triert 1im Grad Null, die P sind ihre projektiven Decken, und die M
gewisse “Verma-Moduln”. Weiter erklaren wir Dualltaten d auf Oq
und OF. SchlieBlich zeigen wir die “parabolisch-singulire Dualitat”:

Theorem 2 Es gibt eine Aquivalenz triangulierter Kategorien
x: DY(O9) — Db(Bg)

so daf k(X[n]) = (xX)[n], k(X (n)) = (kX)[-n](-n) und xdLY =
Pg,kdMZ = Mg, kdPJ 2 L fir alle z € W

Bemerkungen:

1. Starker als im Theorem formuliert werden wir sogar einen Funk-
tor x mit den versprochenen Eigenschaften konstruieren.

2. Fur A € h* ganz und dominant mit Sy = Sg werden wir eine
(bis auf natiirliche Aquivalenz wohlbestimmte) Aquivalenz von
Kategorien mod — Ag 2 O, angeben derart, dafl das Vergessen
der Graduierung

F:@Q=M0d—AQ — mod — Ag = O,

unsere Objekte L%, M3, P§ € Oq zu L(z-A), M(z - A), P(z- ) €
Oy macht. Dies F kommutiert auch mit den Dualitaten, d.h.
es gibt eine natiirliche Aquivalenz dF 2 Fd von Kofunktoren
éQ — O,

3. Fir q = Lie() werden wir eine Aquivalenz von Kategorien mod —
A9 = 09 angeben derart, daB das Vergessen der Graduierung

F:0% = Mod ~ A% — mod — A9 = 04

unsere Objekte LS, Pl ¢ 0% zu L3 P ¢ 09 macht. Jedes L2
ist Quotient eines “parabolischen Verma-Moduls” Mg der Form
U ®q E fir eine wohlbestimmte irreduzible endlichdimensionale
Darstellung E von q. Esist FM8 = MZ. SchlieBlich kommutiert
F auch mit den Dualitaten, dFf = Fd.



4. Ich will nun die geometrische Bedeutung von @9 erklaren. Sei
Pr(G/Q) die Kategorie aller perversen Garben auf G/@Q mit
komplexen Koeffizienten, die glatt sind langs der Bruhat-Zellen.
Fiir z € W9 bezeichne £ € Px( G/@Q) den Schnittkohomologie-
Komplex der Schubert-Varietit BzQ/Q und M2 € P(G/Q)
den Standard-Modul mit M% — £9.

Wir werden eine Aquivalenz von Kategorien mod— A9 = Pg(G/Q)
angeben derart, daB das Vergessen der Graduierung

F:0% = Mod — A9 — mod — A9 = P(G/Q)

unsere Objekte LZ, M9 € OF zu £, M3 € Pp(G/Q) macht.
Genauer werden wir sogar @9 selbst mit Hilfe von gemischten
Hodge-Moduln auf G/Q realisieren - das ist der Schliissel zu allen
Resultaten.

5. Das Theorem liefert uns insbesondere Isomorphismen

Hompyaay (L3, L3 [n)()) — Hompy,) (PG, Pln — i)(—i)).

Mit der rechten Seite muss auch die linke Seite verschwinden
fiir ¢ # n - “Erweiterungen einfacher Objekte sind rein” (mit
Gewicht gleich Grad.) Es folgt der erste Isomorphismus von
Theorem 1. Analog folgt auch der zweite.

6. Die Multiplizitaten einfacher Moduln in den Subquotienten der
Gewichtsfiltrierung von P sind bekannt. Mit « erhilt man
Formeln fiir dimEzth(L(z - A), L(y - A)). Ahnlich ergeben sich
auch Formeln fiir d:'mEa:té)q(Lg, L) und ein neuer Beweis der
Formeln aus [Sol) fiir dimExztly(M(z - A), L(y - })).

7. Fur eine beliebige Koszul-Algebra endlicher Dimension konstru-
ieren Beilinson und Ginsburg [BGi] die “Koszul-Dualitat”, eine
Aquivalenz triangulierter Kategorien

K : DY(Mod — A) — D*(Mod — A").

Wir zeigen, da Ag und A9 duale Koszul-Algebren sind, und
geben sogar einen Isomorphismus (A%)' = Ag an. Damit ergibt
sich der Funktor x des Theorems. Alle behaupteten Eigen-
schaften von & bis auf kdM9 = M§ folgen dann rasch aus den
Definitionen.



Vorliegende Arbeit baut auf [So2] und [BGi] auf. Die logische Abhangigkeit
von {So2] ist so stark, daB man fast von einer Fortsetzung sprechen
kann. Die logische Abhangigkeit von [BGi] beschrankt sich auf Ab-
schnitt 2.6 und die Berechnung von Erweiterungen einfacher Objekte

im nicht-singularen Fall dort. Meine philosophische Abhangigkeit von
Beilinson und Ginsburg ist desto groSer.

Ich will auch den Bezug zur “filtrierten Kategorie O” von Irving
(Ir] erwahnen. In gewisser Weise untersuchen wir hier die “graduierte
Kategorie O”.

Schlielich arbeite ich viel mit den “gemischten Hodge-Moduln”
von M. Saito. Das ist jedoch Bequemlichkeit und nicht Notwendigkeit.
Alle Definitionen, Resultate und Beweise haben offensichtliche Analoga
in der Sprache von [BBD].

2 Geometrie von Fahnenmannigfaltigkeiten

2.1 Notationen aus der algebraischen Geome-
trie

Sei X eine algebraische Varietit iiber C. Bezeichne P(X) die Kate-
gorie der perversen Garben auf X (mit komplexen Koeffizienten) und
D(X) = D¥(P(X)) die zugehorige beschriankte derivierte Kategorie.
Es ist auch D(X) = D%,.,:(Sh(Xan)) die derivierte Kategorie mit
(algebraisch) konstruktibler beschrankter Kohomologie zur Kategorie
Sh(X,y) aller Garben komplexer Vektorrdume auf X,,. Wir haben zu
unserer Verfugung Verdier-Dualitdt d : D(X) — D(X),d : P(X) —
P(X) und die (perversen) Kohomologiefunktoren H* : D(X) — P(X)
sowie die Shifts F — F[n]VF € D(X),n € Z. Bezeichne X € D(X)
die konstante Garbe C im Grad Null. Zu F,G € D(X) konnen
wir die “Hom-Garbe” RHom(F,§) € D(X) bilden. Es ist dF =
RHom(X,F). Jeder Morphismus f : X — Y fithrt zu zwei unter
Verdier-Dualitat konjugierten Paaren adjungierter Funktoren (f*, f.)
und (fi, f*) zwischen D(X) und D(Y).

Nun ordnet M. Saito [Sal,Sa2,Sa3] feiner jeder algebraischen Va-
rietit X tber C die abelsche Kategorie P(X) aller gemischten Hodge-
Moduln mit komplexen Koeffizienten zu, samt ihrer beschrankten de-
rivierten Kategorie D?(X) = DY(P(X)) und “vergesslichen Funk-
toren” P(X) — P(X), D(X) — D(X). Wir bezeichnen weiter mit



H': D(X) — P(X) die perversen Kohomologiegruppen. Jeder Mor-
phismus f : X — Y fihrt zu zwei unter Verdier-Dualitiat d kon-
jugierten Paaren adjungierter Funktoren (f*, f.) und (fi, f') zwischen
D(X) und D(Y). Sei pt € P(pt) C D(pt) die gemischte Hodge-
Struktur R vom Typ (0,0). Fiir beliebiges X bezeichne ich mit p =
px : X — pt die konstante Abbildung und setze X = p*pt € D(X).
Anders als iiblich bezeichne ich fir € D(X) mit F(2) das einmal
Tate-getwistete Objekt: Ist F rein vom Gewicht w, so ist F(2) rein
vom Gewicht w — 2.

2.2 Erweiterungen einfacher Objekte

Sei V eine komplexe Darstellung von W als Spiegelungsgruppe. Beze-
ichne § = S(V) die symmetrische Algebra iiber V, $* C § das
Ideal aller Ausdriicke ohne konstanten Term und C = C(V,W) =
S/(ST)WS die Koinvariantenalgebra. Wir graduieren C so, dal degV =
2. Fiir eine Teilmenge S, C S setzen wir C* = CW:,

Ich betrachte allgemein fiir 7,6 € D(X) den graduierten Vek-
torraum Hom$(F,G) mit Homy,(F,G) = Homp(F,Gli]). Insbeson-
dere wird £ndy(X) der Kohomologiering von X. In unserer Situation
liefert das Borel-Bild einen Isomorphismus graduierter C-Algebren
C = C(h*, W) — End®(G/B). Ist 7 : G/B — G/Q die Projek-
tion, so wird 7 : End}(G/B) — Endp(G/Q) eine Inklusion, und
unter dem Borel-Isomorphismus fallt ihr Bild mit C? ¢ C zusammen.
Folglich haben wir kanonisch C9 = Endp(G/Q).

Nun betrachten wir zu z € W9 den Schnittkohomologiekomplex
L8 = ZC(BzQ/Q) € P(G/Q) der zugehdrigen Schubert-Varietat. Je
nach Bedarf betrachten wir £& auch als Objekt von P(G/Q), rein
vom Gewicht I(z).

Jetzt haben wir zu unserer Verfligung den “Hyperkohomologie-
Funktor”

H = Homy(G/Q, ) : D(G/Q) — C® - Mod.

Erweiterungssatz 3 Seien z,y € W9. So induziert H einen Iso-
morphismus graduierter Veklorraume

Hom}(£2,£3) — Homge(HLS, HLY).



Bemerkung: Im Fall @ = B wird das schon in [So2] gezeigt.

Beweis: Injektivitat folgt wie in [So2] mit Gewichten und einem Spektralsequenz-
Argument. Wir brauchen somit nur noch zu zeigen, daB die Dimen-

sionen unserer Raume ilibereinstimmen. Dazu zunachst ein

Lemma 1 Fir alle 7 € D(G/Q) gilt: mam*F 2 @D epy, F[-21(2)].

Beweis{Lemma]: Nach dem Zerlegungssatz von Beilinson-Bernstein-
Deligne-Gabber ist mG/B = mG/B = @.ew, G/Q[—2/(z)]. Nun
zeigen wir unser Lemma bequemer fur dF statt fur F. Es ist

m.mdF = W*RHom(G/B)W!}-)
RHom(mG/B, F)
@::EWQ d}-[_’gl(t)]:

die zweite Gleichheit nach Verdier-Dualitat. ¢.e.d.{Lemma]

Man betrachte nun =, : D(G/B) — D(G/Q) und die Restriktion
der Skalare Res? : C — Mod — C9 — Mod. Die Adjunktion (7*,m.)
fuhrt zu einer natirlichen Aquivalenz Res9H = Hr, von Funktoren
D(G/B) — C? — Mod.

Andererseits geben wir in [So2] eine natiirliche Aquivalenz C ®¢q
H = Hr* von Funktoren D(G/Q) — C — Mod an. Weiter ist 7*£3 =
‘wao [—d] mit d = dg = {(wg) der Faserdimension von .

Damit kénnen wir nun berechnen:

|[Wq|dimHomj, (E? , ﬁ?)

mwn

dimHom%(n* L3, 7 L)

dimHom} (Lug> Lyug)

und andererseits

|Wqldim Homge(HLS , HLY)

dimHomgo(HLE Hr.m* LY)
dimHomgo(HLY, ResSHLE )

e
= dimHomg(HLE,  HLY,,).
Auf diese Weise konnen wir uns auf den bekannten Fall Q = B

zurlickziehen. ¢.e.d.

Definition 1 Wir setzen Ag = Endp(@ L) = Endge(@ HLY).
Das ist eine graduierte C-Algebra.

Bemerkung: Diese Algebra kann man auch “kombinatorisch” beschreiben:
Man geht dazu aus von einem kristallographischen Coxeter-System



(W, 8) und einer Teilmenge Sg C S, bildet die Koinvariantenalgebra
C, konstruiert wie in [So2] die D € C — Mod, und erklart fir z € we
die D@ € C? —Mod durch den Isomorphismus Byewq DP[d-21(y)] =
Res9 Dy, mit d = i(wq). Dann ist Ag 2 Endgq( D).

Wir werden in den nachsten Abschnitten zeigen, daB Ag eine
Koszul-Algebra ist.

2.3 Gemischte Hodge-Moduln auf Fahnenman-
nigfaltigkeiten

Erinnern wir uns an die £3 € P(G/Q). Ich definiere Dg(G/Q) C
D(G/Q) als die von {£9} erzeugte triangulierte Unterkategorie und
setze Pp(G/Q) = P(G/Q)NDp(G/Q). In anderen Worten ist Pg{G/Q) C
P(G/Q) die Unterkategorie aller Objekte, deren Kompositionsfak-
toren samtlich die Form £9 haben, und F € Dp(G/Q) & H'F ¢
Pp(G/Q)Vi.

Proposition 1 Folgende Bedingungen an F € D(G/Q) sind gleichbe-
deutend:

i) F € Da(G/Q).
ii.) Fir jede Inklusion j : C — G/Q einer Bruhat-Zelle ist j*F eine
Summe von Objekten der Form C[n](2i).

Beweis: Sei ¥ € Dp(G/Q). Ich schreibe kurz ii.)F statt “F erfillt
Bedingungii.)”. Eine direkte Summe erfiillt i.)(bzw. ii.)) genau dann,
wenn beide Summanden i.)(bzw. 1i.)) erfiillen. Gilt i.) (bzw. ii.)) fir
zwei Ecken eines ausgezeichneten Dreiecks, so auch fiir die dritte.

i) = ii.). Es reicht, fiir alle Q@ und £ € W9 zu zeigen, daB L3
Bedingung ii.) erfiillt. Set P O B eine minimale Parabolische, = :
G/B — G/P die Projektion. So gilt #i.)F = ii)r*m.F. In der Tat
konnen wir uns mit Basiswechsel bis auf einen affinen Faktor in eine
S Ly-Situation zuruckziehen, in der die Behauptung offensichtlich ist.
Aus i1.)LE folgt nun induktiv i)Yz € W.

Sei schlieBlich @ D B beliebig, 7 : G/B — G/Q. Da = £9 =~
LB, [—d] Bedingung ii.) erfiillt, gilt auch ii.)L3.

i1.) = i) Wir nummerieren W, so dal z, < z,, = n < m.
Durch Induktion zeigen wir dann fir alle & mit Trager in 75, =
Np<m BznQ/Q, daB ii)F = F € Dp(G/Q). Sei ¢ = z,,. Offen-
sichtlich gilt ii.)M%, und ii.)£9 haben wir gerade gezeigt. Wir be-

I

trachten das ausgezeichnete Dreieck (MF,£3,R) und folgern ii)R.
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Mit Induktion ist dann R € Dg(G/Q), und da £9 € Dp(G/Q) per
definitionem folgt M% € Dg(G/Q).

Wir betrachten die Einbettung j : C9 = BxQ/Q — G/Q und
bilden N2 = j.CJ. Es ist auch V¥ = (dMZ)(2l(z)) € Ds(G/Q).
Insbesondere gilt i )N9.

Nun betrachten wir das Dreieck (F, j.7*F, G) iiber der kanonischen
Abbildung F — j.j*F. Aus #i.)F folgt ii.)j,5*F und damit #7.)G. Hat
F zusatzlich Trager in Ty, so hat G Trager in T,,—1. Mit Induktion
folgt G € Dp(G/Q), mit N ist auch j.j*F € Dp(G/Q) und so folgt
schlieBlich F € Dg(G/Q). g.e.d.

Korollar 1 a.) M, N9 € Ps(G/Q) Vz € W9,

b.) Sei R O @ eine andere Parabolische, 7 : G/Q — G/R die
Projektion. So gilt ¥ € Dp(G/Q) = m.F € Dp(G/R) und
G € Dg(G/R) = =G € D(G/Q).

Beweis: Klar.
Korollar 2 Seien F,G € Dp(G/Q). So ist Homp(F,G) = @; Homp(F(2i),G).

Beweis: Mit ausgezeichneten Dreiecken konnen wir uns auf den offen-

sichtlichen Fall F = M%(24)[n),G = N'yQ zuriickziehen. g¢.e.d.

2.4 Projektive Objekte in P5(G/Q)

Wir wollen zeigen:

Theorem 4 i.) Fir alle x € W® hat L3 eine projektive Decke P9
in Pa(G/Q).

ii.) Alle PY haben eine “qute Filtrierung”, d.h. eine Filtrierung mit
Subquotienten .M?.

iii.) Der offensichilicke Funktor D*(P(G/Q)) — Dp(G/Q) ist eine

Agquivalenz von Kategorien.

Wir werden den Beweis in einem sehr abstrakten Kontext fuhren.
Seien A C B zwei abelsche C-Kategorien. Wir nehmen an:

1. A ist eine volle Unterkategorie von B.
2. A ist abgeschlossen unter Erweiterungen in B.

3. Alle Objekte von A sind von endlicher Lange.

10



4. Die Endomorphismen von einfachen Objekten sind Cid.

Wir nehmen weiter an, daB eine kommutative Gruppe (7, +) auf A
operiere und schreiben (L) = L(i)¥i € I,L € A. Die einfachen
Objekte von A sollen dann bis auf Twist durch eine endliche teil-
geordnete Menge (W, >) parametrisiert sein: {L%(i)|x € W,i € I}
bilde ein Reprasentantensystem fiir die Isomorphie-Klassen einfacher
Objekte in A. Wir versehen W mit der Ordnungs-Topologie, d.h.
abgeschlossene Teilmengen T C W sind charakterisiert durch die Be-
dingungz € Ty<z=>yeT

Fir eine beliebige abgeschlossene Teilmenge T C W sei Ar C A
die Unterkategorie aller Objekte “mit Trager in 77, d.h. aller Objekte,
deren Kompositionsfaktoren samtlich von der Form L*(i) sind mit
z € T. Wir wollen nun weiter annehmen, daB wir fur alle z €¢ W
Morphismen M® — L% in A zu unserer Verfiigung haben, so daB

5. Ist T'C W abgeschlossen und = € T ein maximales Element, so
1st M* — L7 eine projektive Decke in Ar.

6. ker(M® — L%) € A¢s.

Wir wollen schlieBllich annehmen, daB es auf A4 eine Dualitat d gibt
derart daB8 dL*(i) 2 L*(—1) und es moge gelten:

7. Eztjy(M=(i), dMY(j)) = OVz,y,1, .
Wir nennen die M*({) die Standard-Moduln und bezeichnen mit R®
den Kern von M* — L%,
Proposition 2 Seien alle vorhergehenden Annahmen erfillt und sei
T C W eine abgeschlossene Teilmenge. So gill:

i.)r Die Kategorie Ar hat gentgend projektive QObjekte. Jeder Pro-
jektive in A1 hat eine Fillrierung mit Subguotienten der Form
M=(i).

ii.)y Ist P € At projektiv und N € Ar beliebig, so ist Ext4(P,N) =
0.

iil.)r Sei P} die projektive Decke in At von L*. So ist [PF; MY(i)] =
(MY L7(3)].

Bewets: Zunachst einmal folgern wir weitere Eigenschaften von A.

8. Hom{M?* M¥*) = Cid folgt aus 4.), 5.) und 6.).
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9. Hom(M®,dMV(i)) = C falls z = y und i = 0. Sonst gibt es nur
die Null-Abbildung. Falls nicht z < y folgt das aus 4.), 5.) und
6.). Aus dem Fall z < y retten wir uns mit der Dualitat.

10. Ext'(M?®, M*(i)) = 0 folgt aus 5.).

11. Ezt!(M*,dM¥(i)) = 0 folgt aus 5.), wenn nicht z < y. Aus
diesem Fall retten wir uns mit Dualitit.

12. Alle Hom 4 sind von endlicher Dimension. Das folgt aus 3.) und
4).

Wir zeigen nun i.)r = ii.)7. In der Tat folgt aus i.)r und 7.) da8
Eztk(P, 1) = 0 fir P,I € Ar ein projektives und ein injektives Ob-
jekt. Nun 1aBt sich fir M, N € Ar die Gruppe EriaT(M,N) durch
eine injektive Auflosung 7* von N in At berechnen. Ist P € At pro-
Jektiv, so ist EztaT(P,N) = 0. Andererseits berechnet Hom(P,I*)
auch Ezt}(P, N) - das folgt mit einem Spektralsequenz- Argument aus
Exty(P,I) = Ext4(P,I) = 0 fiir P,I € A7 projektiv und injektiv wie
eben. Damit ist tatsachlich Ezt}(P,N) = Ezt%_(P,N) =0 und wir
haben i.)7 => 1i.)p gezeigt.
Wir brauchen weiter

Lemma 2 Sei T C W abgeschlossen und sei s € W — T gegeben, so
daff T'U {8} auch abgeschlossen ist. Es gelte i.)r und ii.)7. Fir alle
t € T hat Ext!(P}, M*(i)) = Ext' (P}, L*(i)) = Hom(Ph, (dR?*)(i))
die Dimension [(dM®)(i) : L].

Beweis{Lemma]: Die kurze exakte Sequenz R® < M* — L?* liefert
Ext'(Pp, R°(i)) — Ext'(Pp, M*(i)) — Ext'(P§, L*(i)) — Ext} (P}, R*(i)).

Hier verschwindet der erste und der letzte Term, der letzte nach ii.)7.
Das gibt die erste Gleichheit.
Die kurze exakte Sequenz L® — dM?* — dR?. liefert

Hom(Pr,(dM*)(i)) — Hom(Pt, (dR*)(i)) — Ezt'(Pp, L*(i)) — Ext' (P}, (dM°)(i)).

Der erste Term verschwindet nach i.)7 und 9.), der letzte nach i.)y
und 11.). Das gibt die zweite Gleichheit. g.e.d.[Lemma]

Wir wollen nun die Proposition beweisen. Natiirlich machen wir
eine Induktion iber |T}|. Sei also T C W abgeschlossen und sei s €
W ~T so dali 7" = TU{s} auch abgeschlossen ist. Wir miissen zeigen,
daB i.)7/—iii.)pr aus i.)r—iii.)r folgt. Wir wissen schon, daB i)y =
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ii.)77, und iii.)7» wird aus dem Beweis von i.)7» folgen. Es gilt also,
fiir alle t € T’ eine projektive Decke P! von L! in A7+ zu konstruieren.

Fall I: t = 5. Dann ist M? — L’ die gesuchte projektive Decke
nach 5.).

Fall II: t € T. So gibt es zumindest eine projektive Decke P} von
L' in Ap. Nun ist [dM* : L}(i)] # 0 nur fiir endlich viele i, also
E; = Ext!(Ph, M*(i)) # 0 nur fiir endlich viele i.

Allgemein konnen wir ja fur jede C-Kategorie C einen Bi-Funktor

(C-mod)xC—C, (E,M)—EQM

erklaren, das “formale Tensorprodukt”. Jetzt liefert das kanonische
Element in E! ® E; = Ext'(P}, E} ® M*(i)) eine Erweiterung E7 ®
M?*(i) — K — P} derart, daB mit den offensichtlichen Abbildungen
die Komposition E; — Hom(E} @ M*(i), M*(i)) < Ext'(PL, M*(i))
die Identitdt ist. Nach 9.) ist die erste Abbildung ein Isomorphismus,
folglich muss auch die Randabbildung d ein Isomorphismus sein.

Da M*(i) und M*(j) untereinander nicht erweitern, konnen wir
diese Konstruktionen aufeinandertirmen, und erhalten eine kurze ex-
akte Sequenz @;(Ef @ M?*(i)) — P* — P} derart, daB die erste
Randabbildung zur langen exakten Sequenz von Hom( ,M?*(i)) ein
[somorphismus ist, ¥i. Ich behaupte, dafl P! die gesuchte Projektive
Decke P, von Lt in Az ist. Ich muss also zeigen fiir alle z € T” :

e | C z=ti=0
Hom(F', L (z))_.{ 0 sonst

Ext'(P',L°(i)) = 0 Yz,i.

An die Arbeit! Ich kiirze die kurze exakte Sequenz von eben mit
E*® M < P — Pr ab. Sei zunachst z € T. Wir haben eine lange
exakte Sequenz

0 — Hom(Pr,L*(i)) — Hom(P,L*(i)) — Hom(E*®M,L*(i) —
— Ezt'(Pr,L*(i)) — Ezt'(P,L*(i)) — Ezt'(E*® M,L*(i)) —

und beide Terme ganz rechts verschwinden nach 5.). Damit ist dieser
Fall erledigt und wir miissen nur noch Hom(P, L*(i)) = Ext!(P, L*(i)) =
0 zeigen, Vi. Ich kiirze R*(i) — M°(i) — L°({) mit R — M — L ab.
Zusammen mit E* @ M < P — Pr ergibt sich ein grosses Exi-
Diagramm, von dem wir einen Teil aufschreiben.
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Hom(Pr, R) — Hom(Pr, M) — Hom(Pr,L)
l 1 l l
Hom(P, R) - Hom(P, M) — Hom(P, L)

! 10 : ' l
Hom(E*® M,R) — Hom(E*® M,M) — Hom(E*® M, L)
l ) 2 l
Ezt'(Pr, R) — Ezt!(Pr, M) — Ezt'(Pp, L)

l 1 l
— Ezt'(P, L)

l

— Ezt'(E*® M, L)

Die mit 0 bezeichnete Abblidung im Zentrum des Diagramms ver-
schwindet, da die auf sie folgende Abbildung nach Konstruktion ein
Isomorphismus ist. Aus elementaren Grinden verschwinden die bei-
den letzten Eintrage der ersten Zeile wie auch der ersten Spalte. Fol-
glich besteht das mit 1 markierte Viereck aus Isomorphismen.

Aus elementaren Griinden verschwindet die letzte Spalte. Folglich
ist Hom(P,L) = 0. Dann muss auch das mit 2 markierte Viereck
aus Isomorphismen bestehen. Aus elementaren Grunden verschwindet
Ezt'(E* @ M, L). Folglich ist Ezt'(P,L) = 0. g.e.d.

Beweis[Theorem]: Wir zeigen zunéchst i.) und ii.). Dazu wollen
wir die Proposition anwenden mit A = Pg(G/Q), B = P(G/Q),I =
2%,L% = L9, M*® = M9, W = W9, Die Bedingungen 1.)-4.) sind
offensichtlich erfilllt. Um 5.) zu zeigen, bemerken wir, daB Ar in
unserem Fall tatsachlich die Kategorie aller Objekte aus P(G/Q) mit
Triger in BTQ/Q ist. Fiir 2 € T maximal kénnen wir j : C¢ — G/Q
faktorisieren in C¢ «— U < G/Q eine abgeschlossene Immersion
gefolgt von einer offenen Immersion, so daB C% = U N BTQ/Q. Fol-
glich ist mit dem Satz von Kashiwara M — j'M ein exakter Funktor
Ar — P(C2). Mit der Adjunktion (ji,i') folgt, daB 4#CI[I(z)] = MF
tatsichlich eine projektive Decke von £ in der gestutzten Kategorie
Ar ist.

6.) ist wieder offensichtlich und 7.) folgt mit Basiswechsel. Im
Fall z = y benutzt man dazu, daBl die zweiten Kohomologiegruppen
der Bruhat-Zellen verschwinden.

Ich will eine kleine Ungenauigkeit nicht verschweigen: Unter der
Verdier-Dualitat d ist £& nicht selbstdual, sondern nur selbstdual bis
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auf einen Twist mit 2{(z). Die Selbstdualitat von L* wird jedoch nur
beim Beweis der letzten Behauptung iii.) der Proposition benétigt.

Ich zeige nun die letzte Behauptung iii.) des Theorems. Mit Ba-
siswechsel erhalten wir allgemein: Homp(MF,dM$(2i)[n]) = O0Vz,y,i
und n # 0. Im Fall z = y benutzt man dazu, daB alle hoheren Ko-
homologiegruppen der Bruhat-Zellen verschwinden. Mit ii.) folgt
Homp(P,I[n]) = 0 fir P, I € Pg(G/Q) projektiv und injektiv sowie
n # 1. Daraus folgt schlieBlich iii.) mit homologischer Algebra. g.e.d.

Bemerkung: Derselbe Beweis liefert auch “BGG-Reziprozitat fiir
perverse Garben”, also Theorem 1.1 aus [MV].

2.5 Die gemischte Kategorie O%

Im Folgenden sind alle Kategorien C-Kategorien und alle Funktoren
C-linear. Ich wiederhole [BGi].

Definition 2 FEine “gemischie aertinsche Kalegorie” ist eine abelsche
Kategorie A saml
i.) einem “Twist”, d.h. einer Aquivalenz (1): A — A, M — M(1)
i1.) einer funktoriellen “Gewichisfiltrierung” M > ... D W;M D
WiiM O auf jedem Objekt M € A
1ii,) einem kanonischen Isomorphismus (W;M)(1) = W;_1(M(1))Vj €
Z.
Es werden folgende Axiome gefordert:
1. M=W;M furj>»0,0=W;M firj 0.
2. Fir jeden Morphismus f : M — N ist f(W; M) = W; NN f(M).
3. Alle Objekte sind von endlicher Lange. Bis auf Twist gibt es nur

endlich viele einfache Isomorphieklassen. Die Endomorphismen
einfacher Qbjekte sind Cid.

4. Aus W;M = M, W;_1M = 0 folgt, daf M halbeinfach ist.

Beispiel: Sei A = @,5¢ A’ eine graduierte C-Algebra endlicher Di-
mension. Ist A? halbeinfach, so ist Mod — A eine gemischte artinsche
Kategorie. Hier definieren wir M (1) wie in Abschnitt 1.2 und setzen
WiM = @;5_; M*.

Sei allgemein A eine artinsche gemischte Kategorie mit gentigend
Projektiven. Sei {L;}rew ein Reprisentantensystem fiir die einfachen

15



Isomorphieklassen vom Gewicht Null und seien P, — L projektive
Decken. Wir setzen P = @ P; und definieren die graduierte Algebra
A(A) = A = @50 A* durch A' = Homu(P(i), P), also in offen-
sichtlicher Notation A = End%(P).

So ist Hom%(P, ): A — Mod — A eine Aquivalenz gemischter
artinscher Kategorien. Bezeichnen wir mit 1, € A° die Projektion
von P auf P, so liefert die Abbildung P — L. einen Isomorphismus
Hom% (P, L;) = 1,A°. :

Nun ist Pg{G/Q) beinahe eine gemischte Kategorie - es fehlt nur
eine Wurzel des Tate-Twist (2). Die erzwingen wir nun formal und
definieren die Kategorie O% = Pg(G/Q)®Ps(G/Q), mit Twist (M, N)(1) =
(N(2), M) und Gewichtsfiltrierung W;(M,N) = (W; M, W;11N). Man
priift, daB @9 eine gemischte artinsche Kategorie ist. Wir betten
Pg(G/Q) in OF ein vermittels M — (M,0). In OF betrachten wir ins-
besondere die Objekte LY = £3(I(z)). Sie sind rein vom Gewicht null,
selbstdual unter der Dualitat d(M,N) = (dM,(dN)(-2)), und die
einzigen irreduziblen Quotienten der Verma-Moduln M§ = MZ(i(z)).

Nach Theorem 4 gibt es geniigend Projektive in O%. Die projek-
tiven Decken P9 — L& sind sogar wohlbestimmt bis auf eindeutigen
Isomorphismus.

Definition 3 Wir setzen A9 = Endy, (D P%). Das ist eine graduierte
C-Algebra.

In offensichtlicher Weise hat Ag’ eine Basis aus paarweise orthogonalen
Idempotenten 1; und wir haben eine Aquivalenz 09 = Mod — AQ,
unter der L9 = IIA(?. So erhalten wir eine graduierte Algebra A9 =
Endy, (D P9) samt Idempotenten 1, € A? und einer Aquivalenz
OF = Mod — A9, unter der L3 = I:AOQ.

Nebenbei will ich auch noch erwahnen, da aus Proposition 2 folgt:
(P2 MP ()] = [MZ : L2(i)]Ve,y,i.

2.6 Koszul-Algebren und Koszul-Dualitat

Im Folgenden sind alle Algebren C-Algebren. Sei Ag eine halbeinfache
Algebra endlicher Dimension und V ein Ap-Bimodul von ebenfalls
endlicher Dimension. Wir konnen die Tensoralgebra T4,V = Ao &
VO(VRs,V)d... bilden. Sei W C (V ®4, V) ein Unterbimodul
und (W) C T4,V das von W erzeugte zweiseitige Ideal. So erkldaren
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wir die Algebra A = A(V; W) = Ty, V/(W). Wir graduieren 4 durch
die Vorschrift degV = 1. Es ist also Ao(V; W) = Ag, 41(V; W) =V.

Definition 4 FEine graduierte Algebra A = @5 Ai heifit “quadratisch”
genau dann, wenn

1.) dimAg < 00, dimA; < oo.
ii.) Ag ist halbeinfach.

iii.) Sei W C A1 ®4, A1 der Kern der Multiplikation nach Ag. So ist
die kanonische Abbildung A(A1; W) — A ein Isomorphismus.

Definition 5 Zu jeder quadratischen Algebra A = A(A;; W) bilden
wir die “duale quadratische Algebra” A' = A(A};W*). Es ist also
A} = Ag.

Fiir eine additive Kategorie A bezeichne C*(A) die Kategorie der

beschrankten Komplexe aus A. Ein Objekt X € C’(Mod — A) ist

also ein Komplex ... — X* 2 x#1 o . von graduierten A-

Rechtsmoduln X* = @X;
Nehmen wir nun dimA < oo an, so konnen wir einen Funktor
“Koszul-Komplex”

K : C*(Mod — A) — C*(Mod — A"
wie folgt definieren: Wir setzen KX = X ®4, A' mit dem Differential

d(z ®a) = Exv‘,@gﬁ,,a-{- (-1Y0zQa

wo {v,} und {¢,} duale Basen von A; und Aj sind und z € X}
SchlieBlich erklaren wir die Bigraduierung auf KX durch z € X},
a€A, »z®ac (KX

Offensichtlich ist K Ao = A", sogar K (pAo) = pA' fiir alle p € Ao.
Andererseits betrachten wir A* € Mod—A. Esist (KA*)' = 0fiiri > 0
und es gibt eine kanonische Abbildung (K A*)g = A' — A} = Aq.

Definition 6 Sei A eine graduierte Algebra endlicher Dimension. A
heifit “Koszul” genau dann, wenn A quadratlisch ist und zusdtzlich der
“Koszul-Komplex” K A* von A eine exakie Auflésung von Ay ist.
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Theorem 5 Ist A endlichdimensional und Koszul so erklart K eine

Aquivalenz triangulierter Kalegorien
K : D*(Mod — A) — D*(Mod — A").

Es ist kanonisch K(X[n]) = (K X)[n| und K(X(n)) = (K X){—n](-n).
Fir alle p € Ag ist K(pA,) = pA' und K(pA*) = pAo.

Beweis: Ist Ag = C und A eine aussere Algebra, so findet man einen
Beweis bei [BGG]. Im allgemeinen steht die Behauptung bei [BGi],
ein Beweis 14Bt sich hoffentlich aus [BGS] extrahieren. g.e.d.

Theorem 6 Ist A Koszul, so ist auch A' Koszul.

Beweis: [BGi).
Bezeichne Hompe Homomorphismen in unseren derivierten Kate-
gorien. Koszul-Dualitat liefert Isomorphismen

Hompu(Ag, Ao[n)(i)) » Homps(A', A'[n — i](=1)).

Mit der rechten Seite muss auch die linke Seite verschwinden fir
n # i, d.h. Erweiterungen einfacher Objekte sind “rein”, und Koszul-
Dualitat definiert einen Isomorphismus graduierter Algebren Ezt (Ap, Ag) —
A'. Hier bezeichnet Ext4 die Erweiterungen in der Kategorie mod — A
nicht-graduierter A-Rechtsmoduln.

Umgekehrt versprechen Beilinson und Ginsburg {BGi}:

Theorem 7 Sei A = @5 A; eine graduierie Algebra endlicher Di-
mension. Sei Ap halbeinfach und seien Erweiterungen einfacher Ob-
jekte rein, d.h. Ext}y , 1(Ao, Ao(i)) # 0=>i=n. So ist A Koszul.

2.7 Parabolisch-singulare Dualitat

Zunachst zeigen wir:
Proposition 3 Ezt’c‘-)q(LS, LI([@) £0=>n =1

Beweis: Im Fall Q = B steht das bei [BGi]. Wir wollen nun unseren
Fall darauf zurickfithren.

Sei  : G/B — G/Q die Projektion. Wie in Lemma 1 erhalt man,
daB m. 7" F 2 P e, F[-21(y))(-2{(y)) fiir alle F € D(G/Q). Weiter
ist ™ L3 = LD, [~d)(—d) mit d = l(wg) = codim(r).
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Nun definieren wir folgende Laurent-Polynome in zwei Veranderlichen:

E3 (s,t) = E dimExtq (LY, LI (i))t"s'

iwn

K(s,t) = E (st)~ %),

VGWQ
Aus Homp (£, mm* L9 (3)[n]) = Homp(m*LF, 7 L3 (i)[n]) folgt £

TwQywg ~

EZ, K. Mit E® und K ist also auch E9 ein Laurent-Polynom in (st).
g.e.d.

Theorem 8 Die graduierten Algebren A® und Agq sind Koszul, und
Koszul-Dualitit definiert eine Isomorphismus Ag — (A9)'.

Bemerkung: Im AnschluB an die Definition haben wir Ag kombina-
torisch beschrieben. Das Theorem liefert unter anderem eine kombi-
natorische Beschreibung von A9 via A¢ = A}
Beweis: Das folgt aus Proposition 3, Theorem 7 und den Betrachtun-
gen, die diesem Theorem vorangehen. g.e.d.

Wir setzen nun Og = Mod — Ag. Koszul-Dualitit definiert uns
eine Aquivalenz x : D*(0%) — D%(@g). Im Folgenden wollen wir
diese Aquivalenz mit darstellungstheoretischem Inhalt fiillen.

3 Beziehungen zur Darstellungstheo-
rie

3.1 9 als gemischte Version einer parabolis-
chen Kategorie O

Seien g 5 q D b D h die Lie-Algebren unserer Gruppen von eben.
Ich will nun die in der Einleitung versprochenen Funktoren F': 0% —
Pe(G/Q) = O angeben. Sei zunichst F : P(G/Q) — P(G/Q) der
vergessliche Funktor. Er fithrt in offensichtlicher Weise zu F : 09 —
Ps(G/Q). Nach Korollar 2 in Abschnitt 2.3 sind die FPY projek-
tive Decken der £Z in Pg(G/Q), und wir erhalten ein kommutatives
Diagramm

Hom%, (@ P, ): 09 — Mod — A%
Fl l
Hompyyq)(FPS, ): Ps(G/Q) — mod— AS.
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Es bleibt, eine Aquivalenz Pp(G/Q) = O9 anzugeben. Sei dazu
m : G/B — G/Q die Projektion, d = codim(r). Sei Pg-1(G/B)
die Kategorie aller perversen Garben auf G/B, die glatt sind langs
der #~(BzQ/Q) = BxQ/B. Mit Lemma 1 zeigt man, daB =*[d] :
Pe(G/Q) — Po-1(G/B) eine Aquivalenz von Kategorien ist.

Sei weiter Po(G/ B) die Kategorie aller perversen Garben auf G/ B,
die glatt sind lings der Bahnen von Q. Symmetrie (Lemma 6 in
[So1]) liefert eine Aquivalenz Pg-1(G/B) — Po(G/B). Der Funktor
der globalen Schnitte liefert schlieBlich Po(G/B) = O9. Man pruft,
daB die zusammengesetzte Aquivalenz Pg(G/Q) = 0% die Objekte
£3, M@ zu L}, M2 macht.

3.2 g als gemischte Version einer singuléiren
Kategorie O

Fir A € h* ganz und dominant konstruieren wir in [So2] Funktoren
V:0, - C* - mod.

Lemma 3 Sei Sy = Sq. So gibt es Isomorphismen VP(z . X) =
HLS = DY in C9 — mod, Vz € W9.

Beweis: Die Kategorien Oy und Op sind verknupft durch ein ad-
jungiertes Paar (6°%*,6,,) von Verschiebungsfunktoren. Es ist 8°“ P(z-
A) = P(zwy - 0) und 0,n0°*M = @ ey, M YM € Os.

Nun ist VP(z -0) = HLE in C — mod nach [So2]. Es folgt

IWA|VP(z-2) =2 res*VP(zw, 0)
= resQHwaA :

IWo HLS.

Der letzte Isomorphismus im Lemma kam schon vor und ist im Wesentlichen
eine Definition. g¢.e.d.

Die Wahl solcher Isomorphismen liefert uns einen Isomorphismus
Endo(@ P(z - A)) 2 Ag von C-Algebren und somit eine Aquivalenz
von Kategorien

a=Hom(@ P(z- 1), }:0x— mod— Ag.
Sei nun Z C U das Zentrum der universellen Einhullenden. Wir

betrachten den Morphismus ¢ = ¢y = po (4 Al o &8 : Z — C9 aus
[So2].
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Unter der Aquivalenz o geht die Operation von z € Z auf M € O,
iiber in die Operation von ¢(z) € C? auf «M € mod—Ag. Umgekehrt

zeigen wir:

Proposition 4 Seien o, o’ : Oy — mod — Aq Aquivalenzen von Kat-
egorien derart, daf die Operation von z € Z in die Operation von
#(z) € C9 tibergeht. So sind o und o natirlich dquivalent.

Beweis: Es gilt zu zeigen, daB jede mit der Operation von Z vertragliche
Aquivalenz g : @) — O, natiirlich aquivalent ist zur Identitat.

Fiir eine abelsche Kategorie .A bezeichne allgemein pA die additive
Unterkategorie aller projektiven Objekte. Fur eine additive Kategorie
B bezeichne K*(B) die Homotopiekategorie beschrankter Komplexe.
Wir haben K®(p0,) = D¥(@,) D @, und brauchen nur zu zeigen, daB
B : pOy — pO, naturlich aquivalent ist zur Identitat.

Nun betrachten wir Dg C C? — mod die Unterkategorie aller Ob-
jekte, die in eine direkte Summe von Moduln der Form DS, z € WY,
zerfallen. Sei P € pOj ein antidominanter Projektiver, P 2 P(wqws, -
A). Nach dem Endomorphismensatz aus [So2] induziert die Operation
von Z einen Isomorphismus ¢p : C¥9 — Endp P, und nach dem Struk-
tursatz ist V = Vp = Homo(P, ):p®, — Dg eine Aquivalenz von
Kategorien.

Offensichtlich gibt es einen Isomorphismus P = BP in (@,. Da
wir angenommen hatten, daBB # mit der Operation von Z vertraglich
ist, folgt ¢gp = Bodp : C? — EndpfBP. Damit sind offensichtlich
aquivalent als Funktoren von pOy nach Dg : Vp = Vgpo 8 = Vpof.
Mithin ist # naturlich aquivalent zur Identitat auf p(Oy. g.e.d.

Wir haben also einen bis auf naturliche Aquivalenz wohlbestimmten
Funktor F : Og — @) derart, daB

@Q = Mod- Aq
£ 1
Oy S mod- Ag

kommutiert, mit & wie in der Proposition.

Nun ist ja AOQ = A(? = @ Cl,, wo iiber £ € WY summiert wird.
Wir setzen LE = 1,4} und P§ = 1:Aqg in @Ogq. Offensichtlich ist
FLGZ L(z-A) und FPF = Pz ).
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3.3 Gemischte Verschiebungsfunktoren

Sei R O @ eine andere Parabolische von G. Seien A, p € h* ganz
und dominant mit $y = Sq, §; = Sr. So haben wir Verschiebungs-
funktoren o, : Oy — O, und g« . @, — O,. Sie sind sowohl
rechtsadjungiert als auch linksadjungiert.

Wir wollen nun adjungierte Paare (6*,6,) und (8, 8') zwischen Og
und Of erklaren derart, daB Fg* = §outf o ¢! Fg, > §,,F = Ff,.
Zusitzlich wird 8, = 6 und 6* = 6'(d) gelten, mit d = dim(R/Q).

An die Arbeit! Sei Dg € C? — Mod die Unterkategorie aller Ob-
jekte, die zerfallen in eine direkte Summe von Objekten der Form
DE(i), z € W9, i € Z. Sei Resf : C? ~ Mod — C® — Mod der Re-
striktionsfunktor. Er hat einen Linksadjungierten Coindg = C9¢r
und einen Rechtsadjungierten Indg = Homgr(C9, ). Nun gilt

Lemma 4 i.) Res}(Dq) C Dr, Ind3(Dr) C Dg, Coind3(Dr) C
Pq.
ii.) Ind3(d) = Coind?.

Beweis: Wir erinnern uns an den Hyperkohomologie-Funktor H :
D(G/Q) — CF — Mod. Ist 7 : G/Q — G/R die Projektion, so folgt
wie in [So2]: Hm, = ResBH, Hr* = CoindjH, Hr' = Ind}H. Das
Lemma folgt. g.e.d.

Mit 1 = lu,wg € AY ist offensichtlich C¥ = 19 Aglq. Da dieser
Ring kommutativ ist, unterscheiden wir nicht zwischen Rechts- und
Links-Moduln.

Lemma 5 Der Funktor ( -1g) : Oq = Mod — Aq — C? —~ Mod
induziert eine Aquivalenz von Kalegorien pOg — Dq.

Beweis: Das folgt geradewegs aus den Definitionen. g.e.d.

Wir erhalten so Aquivalenzen von Kategorien D*(0g) = K%(pQq) =
K%(Dg). Wir definieren 8, = 6; : D*(Og) — D*(Or) durch das kom-
mutative Diagramm

f

D¥0gq) K*(Dg)
g. | & 1l Resg
D¥Or) = K*Dgr).

Analog definieren wir 8 mit Coindg und 6" mit Indg.
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Proposition 5 Fg* = goutp = pg' Fg, 6, F = Ff,.
Korollar 3 §*(Or) C @Q > 6'(Or) und 8.(Og) C Or.

Beweis{Korollar]: Klar.

Beweis[Proposition]: Ich zeige nur die zweite Aussage. Wir haben
ja den (bis auf natirliche Aquivalenz wohlbestimmten) Funktor V :
Oy — C? — mod zu unserer Verfigung, und V : p@) — Dg ist eine
Aquivalenz von Kategorien nach dem Struktursatz. Nach [So2] ist
resgv ~ Vf,,, somit kommutiert

DOy = K'p0y) % Dg
Oor | Bon | { resg
DYoL = K(pO,) Y. Dp.

SchlieBlich folgt aus den Definitionen, da8

- ( 1 ) -

0 — Dg

F !
v

r0y — Dg

kommutiert. Die Proposition folgt. g.e.d.

Proposition 6 Sei 8, : Og — g der soeben konstruierte Ver-
schiebungsfunktor. Es ist

0.5 = { L3(~l(wg)) =€ WO
0 sonst.

Beweis: Fiir z ¢ W9 ist bekanntlich FO.LE'Y = 8., L{zwg - 0) =
0, also B.L;wq = 0. Andererseits folgt aus den Definitionen, daB
0.Pg = P§. Jetzt sind aber die Gewichtsfiltrierungen dieser domi-
nanten Verma-Moduln bekannt. Die Proposition folgt. g.e.d.

3.4 Verschiebung und Dualitat

Seien weiter R O @ zwei Parabolische. Die Quotientenabbildung = :
G/Q — G/R definiert Funktoren m, = m : Dg(G/Q) — Dg(G/R)
und 7*, 7' : Dp(G/R) — Dp(G/Q). Mithilfe von Theorem 4 iii.)
erhalten wir Funktoren m, = m : DY(O9) — DY(OR) und =, = :
DY(OR) — DA(O9).
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Theorem 9 Folgende Funktoren sind natirlich dquivalent: km.x™1 =

- | - 1
B, kT*k 1 =8, kK™ = 0.

Der Beweis wird uns bis zum Ende dieses Abschnitts beschaftigen.

Allgemein bezeichnen wir Kategorien mit einem Twist (1) als (1)-
Kategorien. Funktoren zwischen (1)-Kategorien, die mit dem Twist
kommutieren, heiien (1)-Funktoren. Wir erklaren (1)-natiirliche Trans-
formationen und (1)-Adjunktionen zwischen (1)-Funktoren.

Jetzt betrachten wir die Kategorien pOg C O C D°(Og) und
pOr C Or C D*(OR) zu zwei beliebigen Parabolischen Q und R iiber
B. Sei € : D*(Ogq) — Db(ORr) ein exakter (1)-Funktor.

Definition 7 £ heifft ein “p-Funktor” genau dann, wenn
i.) &€ hat einen (1)-Linksadjungierten 1.
ii.) £(pOq) C pOr, $(pOr) C pOq.

Bewspiele: Im Fall R O @ ist 8. sicher ein p-Funktor. Aber auch
km.x~! ist ein p-Funktor: Das folgt daraus, daB x reine Komplexe
vom Gewicht Null in D*(O9) mit pOg C D*(Bg) identifiziert, und
m, macht aus reinen Komplexen vom Gewicht Null ebensolche.

Nun betrachten wir Ag € Ag — Mod — Aq. Sicher ist Ag € pOq
und wir bilden fur £ einen p-Funktor £Ag € p(ﬁR C Mod — Ag. In
kanonischer Weise ist sogar {Aq € Aq — Mod — AR ein graduierter
Bimodul. Wir bilden schleiBlich B(£) = 19(6Ag)1r € C9~Mod-CHR
den “Bimodul von £”.

Bezeichne andererseits Hom(£,£’) den Raum aller (1)-[1]-Transformationen
von £ nach £,

Proposition 7 Seien £,£’ zwei p- Funktoren von D*(Ogq) nack D*(OR).
Die offensichtliche Abbildung Hom(£,£') = Homgq_aoq—cr(B(€), B(E))

ist ein Isomorphismus.

Beweis: Seien ,¢’ die (1)-Linksadjungierten von £,§’. Der Funktor

RHOTT%R(AR, ) : D*(OR) — D*(Mod — Ag) = D*(OR) ist die Iden-

titét. Esfolgt miihelos Hom(¢,¢') = Hom(y', ) > Homap Mod-ag (V' AR, $AR).
Nun sind Y/ARp, Ap € pOgq. Sei Py = 19Aq € Oq der “antidom-

inante Projektive”. Es operiert C% = 19 Aglg von links auf Pg. Nach
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dem Struktursatz ist

HomAR—Mod—AQ (lJ)IAR; ¢AR)

1

HomAR_Mod_cQ(Hom@Q(t,bAR,PQ),Homch(l,b'AR,PQ:
HomAR_Mod_CQ(Homo'Q(AR,fPQ),HOTH@Q(AR,E’PQ):
= Homgq_p,(§Pg,¢'Fg)
Homea_poa-cr((§Po)1R, (€' PQ)1R)

= Homga_p.4-cr(B(€), B(E'))

Hier benutzt die erste Gleichung, dafl 1,4’ p-Funktoren sind, und die
vorletzte, daB &, &’ p-Funktoren sind. g.e.d.

Beweis[Theorem]: Wir missen nur km.k~! = 0, zeigen - die an-
deren Relationen folgen dann tiber die Adjungiertheiten. Also gilt es,
B(km.k~') = B(8.) in C9 — Mod — CR zu zeigen. Diese sind aber
beide isomorph zu CY € C? — Mod — CR. g.e.d.

3.5 Verma-Moduln und Dualitat

Wir wollen nun die Existenz der gemischten (singuldren) Verma-Moduln
M§ zeigen und kdMZG = MG nachweisen.

Proposition 8 Fir alle z € Wg gibt es (bis auf Isomorphismus ein-
deutige) Objekte MG € Oq, so daff FMG = M(z-)) und H'omc-,Q (Mg, Lg) #
0.

Beweis: Sei zunichst @ = B. Die M lassen sich durch eine universelle

Eigenschaft charakterisieren. Da Og = OF, folgt die Existenz der
M$E aus der Existenz der MP. Im allgemeinen Fall nehme man MG =

8. ME"?(I(wq)). g.e.d.
Theorem 10 xdMZ = M§ Vz € W9.

Beweis: Wir behandeln zunachst den Fall Q = B. Selen z € W,5 € S
mit zs > z und bezeichne = : G/B — G/ P, die Projektion.

Lemma 6 i.) Die natirliche Transformation id — 7'm aus der Ad-
junktion fihrt zu einem ausgezeichneten Dreieck dMP — n'mdMB —

]
(dM2)[1)(1) = .
ii.) Die natirliche Transformation id — 0'0, aus der Adjunktion fihrt
zu einem ausgezeichneten Dreieck M§ — 0'0ME — ME*(-1) o
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Wir beenden zunachst den Beweis des Theorems und nehmen zunachst
weiter @ = B an. Im Fall ¢ = e ist die Aussage klar: Einfache Moduln
gehen in Projektive iiber. Wenden wir x auf das erste Dreieck des
Lemmas an, und vergleichen das Resultat mit dem zweiten Dreieck
des Lemmas, so ergibt sich mit Induktion iiber {(z) die Behauptung
fur beliebiges x € W.

SchlieBlich ergibt sich die Aussage fiur @ beliebig, indem wir 8, auf
ndewQ ~ M5“? anwenden. g.e.d.

Beweis[Lemma]: Ich zeige nur i.). Sei i, : C; — G/B die Einbet-
tung der Bruhat-Zelle C, = Bz B/B. Sortieren wir unsere Definitionen
aus, so erkennen wir, daB es ausreicht, in D(G/ B) ein ausgezeichnetes
Dreieck (izuCz, T MizuCr, izseCra[2](2)) zu etablieren, wobei die er-
ste Abbildung durch die natiirliche Transformation id — m'm aus der
Adjungiertheit gegeben ist.

Sei nun # : BzP,/B — BzP,/P, die eingeschriankte Projektion
und i;,7;, die Einbettungen von C; und C., in BzPF,/B. Mit Ba-
siswechsel sehen wir, daB es ausreicht, in D(BzP,/B) ein ausgezeich-
netes Dreieck (i:.Cr, 7 715 Co, 125+ Czs[2](2)) zu etablieren, wobei die
erste Abbildung durch die natiirliche Transformation id — #'
der Adjungiertheit gegeben ist.

Nun ist unsere Situation bis auf einen affinen Faktor schlicht

i aus

i u
owe— P! oC

pl
pt

Es entsprechen sich 7 und #, u und iz, p und #.
Mit den offensichtlichen Abbildungen kommutiert in D(P!) das
Diagramm
i!i!_lzl N El
! l
hool-2(-2) — p'pinco[-2)(-2)
und so liefert das Gysin-Dreieck (i1i'P!, P! u.u*P?!) schlieflich das
gewiinschte ausgezeichnete Dreieck (i.00, p'piic00, u.C[2](2)). g..d.
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