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EINLEITUNG

Die vorliegende Arbeit behandelt spezielle komplex-—dreidimensionale
singulédre Varietidten und die verschiedenen M‘o‘glichkeifen. die Singulari-
tidten aufzultsen. Das Hauptinteresse gilt den sogenannten "kleinen"”
Auflosungen: die Singularititen werden nicht durch eine Flédche, sondern
durch eine Kurve, also eine Menge von Kodimension 2 ersetzt. Das ist in

Dimension 3 zum ersten Mal mdglich.

Schon seit ldngerem beschiftigen sich Mathematiker vor allem mit lokalen
Eigenschaften der kleinen Auflgsung (vgl. die Artikel von Pinkham [28]
und Laufer [23]). Auch Brieskorn beschreibt in seinen Artikeln [2] und

[3] letztlich schon kleine Auflgsungen dreidimensionaler Singularititen.

In dieser Arbeit werdem nun globale Eigenschaften kleiner Aufldsungen

untersucht, insbesondere geht es um die Frage der Projektivitiit.

Warum dieses Interesse an globalen Eigenschaften kleiner Aufldsungen?

Seit einiger Zeit suchen Physiker wie E. Witten (Princeton) nach
Beispielen komplex-~dreidimensionaler Kihlermannigfaltigkeiten mit
R = 0 und betragswmiifiig kleiner Eulerzahl, die jedoch von O verschieden

°1
sein soll. Kanonische Beispiele mit CI]; = 0 sind vollstindige Durch-
schnitte von k Hyperfldchen vom Grad dl""'dk in- IP3+k(C) mit

k
Zd, =k+ sowle doppelte Uberlagerungen von IPB(C) mit Verzweigungs-
i=1

flichen vom Grad 8. Diese Beispiele haben nur den Nachteil, daB die

Eulerzahl jeweils zwischen =300 und -100 liegt.
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Eine Moglichkeit, zu Beispielen mit betragsmifig kleinerer Eulerzahl zu
kommen besteht darin, auf obigen Beispielen Gruppen transitiv operieren

zu lassen und die Quotienten zu bilden (siehe [5] und [37]).

Eine andere Muoglichkeit zur Anderung der Eulerzahl fand F. Hirzebruch:
Er deformiert obige Beispiele zu singuldren Varietiten und 10st dann die
Singularititen auf (vgl. [15] und [16]). In einigen Fidllen, in denen
eine "grofe” Auflisung die erste Chernklasse veridndern wilirde, muf man

die Singularititen durch Kurven aufldsen.

Es stellt sich die Frage:

Sind diese kleinen Auflosungen kihlersch?

Das war der Ausgangspunkt der vorliegenden Arbeit, die sich jedoch

natlirlich nicht mur auf die Beispiele mit cIR = 0 beschrinkt, sondern

1
vielmehr diese zum: Anlaf nimmt, allgemein globale Eigenschaften kleiner

Aufldsungen zu untersuchen.

R 20 findet man in [33] und [41].

Weitere Beispiele mit <y

Mathematische Basis meiner Uberlegungen war die Arbeit "Double Solids”
von H. Clemens, in der unter anderem die Homologiegruppen der verschie-
denen Aufldsungen von Double Solids beschrieben werden. Clemens’ Ergeb—
nisse lassen sich auch auf nodale Hyperflichen in lP‘i[C) iibertragen
(dariiber hinaus teilweise auch auf beliebige nodale Threefolds und sogar

~auf Varietiiten mit hoheren Singularititen).
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Die Auswerfung des Artikels von Clemens im Hinblick auf unsere Problem—
stellung (siehe Kapitel I) erfolgt in Kapitel II dieser Arbeit. Beson-
deres Interesse gilt dem von Clemens definierten "Defekt”, der sich am
besten als Differenz zwischen der vierten und der zweiten Bettizahl der
singulédren Varietit einfiihren ldft. Weiterhin wird herausgearbeitet, wie
sich die Homologiegruppen bei einem Wechsel der kleinen Auf losung
dandern. Insgesamt erlaubt eine nodale Varietdt V genau 29 verschiedene
kleine Aufldsungen, s = # vsing .

Das dritte Kapitel enthidlt die theoretischen Hauptergebnisse flir Double
Solids und nodale Hyperflichen in P*

Die projektiv algebraischen kleinen Auflosungen werden charakterisiert,
ferner wird ein notwendiges und hinreichendes Kriterium flir die Existenz
mindestens einer projektiv algebraischen kleinen Auflosung zu gegebener
nodaler Varietdit V hergeleitet.'Es stellt sich heraus, daf8 projektiv
algebraische kleine Auflosungen genau dann existieren, wenn alle
irreduziblen eﬁzeptionellen Kurven iiber @ nicht nullhomolog sind (diese

Eigenschaft ist unabhingig von der speziellen kleinen Aufldsung).

Hier gehen allgemeine Uberlegungen von Moi¥ezon [26].- Harvey-Lawson
[14], Siu [34] und Peternell [27] ein. In verschiedenen Beweisvarianten
wird versucht, immer weniger auf allgemeine Ergebnisse aufzubauen,
sondern statt dessen aus unserer speziellen Situation heraus direkt zu

schliefen.
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Im vierten Kapitel untersuchen wir, wie sich das gefundene nofwendige
und hinreichende Kriterium fiir die Existenz mindestens einer projektiv
algebraischen kleinen Auflosung in konkreten Situationen anwenden lHBt.
Hier spielt der Defekt eine wichtige Rdlle. Wie man leicht sieht,
erlauben Threefolds mit Defekt O keine projektiv algebraischen kleinen
Auflosungen (die Umkehrung 1ist leider falsch: es gibt Varietidten mit
beliebig hohem Defekt ohne projektiv algebraische kleine Aufldsungen,

siehe Kapitel IX}.

Eine Methode zur Berechnung des Defekts, wie sie Clemens fiir Double
Solids angibt und wie sie in Kapitel IV fiir nodale Hyperflichen in
IP4(C) hergéleitet wird, ist daher in diesem Zusammenhang erwihnenswert.
Es zeigt sich: Im allgemeinen verschwindet der Defekt einer nodalen
V'arieté‘.t. wie wir sie betrachten; nur Double-Solids und Hyperflh‘.c;.hen mit
vielen gewchnlichen Doppelpunkten in ganz spezieller Lage haben positi-
ven Defekt, nur in diesen Ausnahmefillen besteht die Chance, projektiv

algebraische kleine Auflgsungen zu erhal ten.

Wie sich im weiteren Verlauf der Arbeit hermusatellt, existieren jedoch
geniigend viele dieser "Ausnahmefille”, um eine allgemeine Untersuchung
zu rechtfertigen: es gibt unendlich viele Beispiele mit positivem

Defekt, der Defekt kann beliebig grof werden.

Im Mittelpunkt der Kapitel V und VI steht eine grofle Klasse interessan-
ter Beispiele: es geht tm'émutov-ﬁy'perfléichen in [l’4 und um Double

Solids, die ldngs Gmutov-Flichen in P° verzweigt sind.
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In [40] beschreibt Varchenko. wie Cmutov mit Hilfe von Cebysev-Polynomen
Hyperflachen in IPn(C) mit vielen gewchnlichen Doppelpunkten konstru-
iert. Diese Konstruktion 1ldBt sich durch VYorzeicheniinderungen weiter
verallgemeinern; die Wahl der Vorzeichen ist im Fall der Double Solids
entscheidend flir die Beantwortung der Frage, ob projektiv algebraische

kleine Aufldsungen existieren.

In Kapitel V werden allgemein die verschiedenen Familien im Hinblick auf
diese Frage hin untersucht, wihrend Kapitel VI einige spezielle Fille
herausgreift. Die Defekte werden (zum Teil mit Hilfe eines Computers)
berechnet, in verschiedenen Beispielen 1li8t sgich bei Kenntnis des
Defekts die Nicht-Existenz projektiv algebraischer kleiner Aufldsungen

zelgen.

Das siebte Kapitel hat nur indirekt mit kleinen Auflosungen zu tun, es
enthidlt Untersuchungen der Maximalzahl un(d) von Nodes einer
Hyperfldche vom Grad d in ﬂ’n(d:) . Unter anderem beobachten wir das
asymptotische Verhalten im Fall d ———® und n = @ , aufBerdem wird
eine aktuelle Liste der Abschiitzungen von p(d) fir n=3,4 und

kleine Werte von d angegeben (vgl. auch [11]).

Die Kapitel VIII, IX und X bringen weitere Beispiele nodaler Threefolds.

Im achten Kapitel geht es um Kubiken in IP4(C) ., die Ergebnisse

entstanden in Zusammenarbeit mit Mathematikern der Universitit Leiden:
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eine ausfiihrliche Beschreibung der Kubiken (vor allem der geometrischen
Eigenschaften) wird in einer gemeinsamen Arbeit mit Hans Finkelnberg"

enthalten sein.

Ein wichtiges Hilfsmittel zur Untersuchung von Kubiken ist die assozi-
{erte Kurve, an der man alles ablesen kann. was uns im Zusammenhang mit
kleinen Aufldsungen interessiert. [as neunte Kapitel schildert, inwie-
weit sich das Prinzip der assoziierten Kurve auch auf Quartiken und

spezielle Hyperflichen von hoherem Grad iibertragen ldSt.

Eine Quartik mit 45 Nodes, die schon von Todd in [38] ausfithrlich
bahandelt wurde. erlaubt projektiv algebraische kleine Auflgsungen. In
[9] findet sich ein Beweis der Gleichung ny(4) = 45 : 45 ist also die
Maximalzahl von Nodes einer Quartik in .IP4(C) ,wle sich auch schon aus
allgemeinen Uberlegungen Varchenkos in [39] ergibt. Offen ist bis heute
die Frage. ob es aufer dem Beispiel von Todd weitere Quartiken mit 45

gewohnlichen Doppelpunkten gibt.

Weitere Beispiele nodaler Hyperfliéchen und Double: Solids’ enthidlt
Kapitel X. Beaondel;s interessant ist, wie sich geometrische Eigen-
schaften einiger quartischer Flichen, die von Kummer vor iber 100 Jahren
untersucht wurden, in den dazugehdrenden Double Solids bzw. den kleinen
Auflgsungen wiederfinden lassen. Zum Schluf wird der Frage nachgegangen.
wie viele gewshnliche Doppelpunkte eine Hyperfliche bzw. ein Double

" Solid mindestens haben ]nub. um einen bosi tiven Defekt zu erreichen.
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In den letzten beiden Kapiteln dieser Arbeit wird versucht, die
bisherigen Ergebnisse weiter zu verallgemeinern. Es werden zuerst
beliebige nodale Threefolds und dann auch Varietiten mit speziellen
hoheren Singularitdten zugelassen. Lokale Informationen ilber kleine
Auflosungen, wie sie in den Arbeiten [2] und [3] von Brieskorn enfhalten
sind, werden zZu globalen Informationen zusammengesetzt. Dabel geht es
weniger darum, eine allumfassende Theorie aufzustellen. Es soll vielmehr
ein Gefifhl vermittelt werden, inwieweit der Doppelpunkt-Fall :Ausdruck

eines allgemeinen Prinzips ist.

Es zeigt sich, daf dieses Pri_:’a_zip nicht so gut mit der Frage nach
nullhoﬁ:olog;en Kurven, sondern besser mit Hilfe glatter Divisoren, die
gewisse Singularititen enthalten, aufzuspliren ist. Diese Methode benutzt
Schoen 1im Fall gewchnlicher Doppelpunkte (siehe [32] und [33]). Dte
Uberlegungen Brieskorns weisen .den‘ Weg zu einer Verallgemeinerung. Dabei
wird auch der enge Zusammenhang mit nodalen Threefolds deutlich, die
durch Deformation aus den Varietiten mit hoheren Singularititen

entstehen.

Erste Beispiele sind wieder Kubiken in P(C) . Das allgemeine Prinzip
1ligt sich hier an der assoziierten Kurve ablesen, die wichtige
Informationen iiber kleine Auf losungen enthilt. Auch Kummer-Fldchen in
1?3(13) mit D 4-Singulari tdten und die dazugehﬁrez;dan Double Solids werden

studiert.
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I PROBLEMSTELLUNG

Im Mittelpunkt der Untersuchungen stehen zwei Klassen komplex-—

dreidimensionaler singulédrer Varietiiten:

1. Hyperflichen in P(C)
2. Double Solids, dies sind doppelte Uberlagerungen von IPB(C)
mit singuldren Verzweigungsflichen, wie sie von Clemens in [6] studiert

werden.

Als Singularititen sollen nur isolierte gewochnliche Doppelpunkte

vorkommen; die affine lokale Gleichung ist jeweils

4
b z‘;" =0 .
i=1 "
In den letzten beiden Kapiteln dieser Arbeit werden auch hdhere

Singularititen zugelassen.

Sei V eine nodale Threefold von einem der beiden beschriebenen Typen, n
bezeichne im ersten Fall den Grad von V und im zweiten Fall den Grad der
nodalen Verzweigungsfliiche B C PB(C) , der gerade sein mfd. Die
Singularititen von B werden lokal durch eine Gleic;hung der Gestalt

3

2z
i=l

2
1‘0

gegeben. Im Folgenden werden die Singularititen von B mit denen des

zZugehdrigen Double Solids identifiziert.



Die Menge der Singularititen von V werde mit ¥ und ihre Anzahl mit s
bezeichnet. Es gibt zwel Moglichkeiten, eine Singularitit P € ¥ aufzu-

losen. Die erste, in dieser Arbeit grofie Auflgsung genannt, ldB8t sich

wie folgt beschreiben:

1. Falls Pe€Y CE"1 . so blase IP‘1 in P auf, die eigentliche
‘Transformierte von V enthilt stact P eine glatte Quadrik in P°, diese

ist isomorph zu [Plx l'Pl.

2. Falls P€BCP Singularitit eines Double Solids ist, so
blase P> in P auf; die doppelte Uberlagerung dieses I]"3 verzweigt lings
der eigentlichen Transformierten von B enthilt statt P eine doppelte
tverlagerung des lP2. verzweigt liangs eines glatten Kegelschnittes. Diese
exzeptionelle Fladche ist wiederum isomorph zu- IPlx ]P1 .

In beiden Fdllen haben beide Rulings des lPlx I\"1 mit der exzeptionellen
Fliiche die Schnittzahl (-1). Man kann also jede der beiden Faserungen

1

von !Plx P~ zur zugehorigen Basis niederblasen, ohne daf eine Singula-

ritdt entsteht.

Ausgehend von der singuldren Varietidt erhilt man diese kleinen
Auflgsungen - P € ¥ wird nur durch eine Kurve isomorph zu IPl ersetzt -

so: Durch Koordinatenwechsel ldft sich die lokale Gleichung

4
b3 z?
i=l

=0
einer Singularitdt auf die Gestalt
OB = 0,

bringen.



Die lokale meromorphe Funktion

hat im Punkt (0,0,0,0) eine Unbestimmtheitsstelle. Der Abschluf des

Graphen ist glatt und enthilt an Stelle des Punktes P einem P'. Der

Graph der Funktion

4 %
%7

liefert die andere kleine Auflosung, die durch Niederblasen der anderen

Ruling des P x P! entsteht.

Pro: Singulariti#it hat man also genau zwel verschiedene Moglichkeiten der
kleinen Auflosung. Ein Wechsel der kleinen Aufldsung wird durch
Vertauschung der Koordinaten ¢3 und ¢4 bewirkt. In den z-Koordinaten
bedeutet das:

2y T %
und zy dndert sich nicht fUr {1 # 2 .
Das allgemeine Prinzip wird in Kapitel XI erlautert werden, siehe auch

[2] und [15].

Eine Mannigfaltigkeit, die aus V durch simultanes- kleines Auflgsen aller
Singularitditen P € ¥ entsteht, werde mit C’ bezeichnet. Insgesamt gibt
es 2% solcher kleipepn Auflosungen von V. Unter einer partiellen
Auflosung ¥ von V verstehen wir eine Varietdt, bei der nur die

Singularititen P € 9’1C ¢ klein aufgeldst werden.



Die Mannigfaltigkeit, die man durch eine simultane groffie Aufldsung aller
Singularitdten von V erhalt, heife ; Yon einer beliebigen kleinen
Auf ldsung \7 kommt man zur grofien Aufldsung ; ;iurch Aufblasen entlang
aller exzeptionellen Kurven. Lost man alle P € $.C ¥ grof und alle

1
anderen Nodes klein auf, so erhiilt man eine gemischte Aufldsung V.

Die singulidre Varietiéit V i{st nach Voraussetzung in einen projektiven
Raum einbettbar. Auch die grofe Auflisung V ist immer projektiv
algebraisch. Interessant ist jedoch die Frage nach der Projektivitidt der
kleinen Auflosungen ‘; Wie sich herausstellen wird, ist diese Frage eng
mit der nach der Projektivitidt spezieller partieller und gemischter

Auflosungen verbunden.

Das zentrale Problem ist:
Finde ein hinreichendes und notwendiges Kriterium dafir, daf zu einer
gegebenen singulidren Varietdt V mindestens. eine projektiv algebraische

kleine Aufldsung. G existiert.

Die folgende Untersuchung der Homologiegruppen der verschiedenen V, V

V. V und V stellt einen ersten Schritt zu einem solchen Kriterium dar.



II DIE HOMOLOGIEGRUPPEN DER VERSCHIEDENEN VARIETATEN

Die in diesem Kapitel angestellten Uberlegungen basieren im Wesentlichen
auf den ersten Paragraphen der Arbeit "Double Solids” von H. Clemens.

Seine Ergebnisse werden ohne Beweis iibernommen.

Zur Bestimmung der Homologiegruppen von V-erweist es sich als hilfreich,
V als singuldres Element einer Familie von Threefolds {Vt} aufzufassen
(|t]<e). V. glact fir t #0 , deg V = deg V bzw. V_Double Solid mit

glatter Verzweigungsflache Bt' deg Bt= deg B.

Der Ubergang von V. (t#0) zu V=V entspricht in einer affinen

Ungebung von P € ¥ der Kontraktion der reellen 3-Sphire

S Zy
a(Pit)i= {I2{ =t . —€RfUri=1...4) .
i=1 V't-:'

Clemens beschreibt diesen Ubergang so:

Durch Anheften einer 4-Zelle entlang jedes der verschwindenden 3-Zykel
a(P,.t) erhdlt man aus Vt einen Raum X. dessen Homologiegruppen zu denen

von YV isomorph sind. Hieraus. leitet Clemens die exakte Sequenz
k
0 ——ﬁVH‘*(Vt.Z) —_— H‘i(V.Z) —_— Al —— !{3(\':.1) — H3(V.Z) —_ 0

sowie die Beziehung
H2(Vt.Z) = I-IQ(V.Z)



M bezeichne den von ¥ erzeugten freien Z-Modul, die Abbildung

H s Ho (V)

wird durch P — a(P.t)

gegeben.

Die Exaktheit obiger Sequenz bedeutet: Die 4-Zykel auf V, die nicht Bild
eines 4-Zykels auf Vt sind, entsprechen genzu den globalen linearen

Relationen

mia(l’i.t) =0

n tMu

i=1

zZwischen den verschwindenden Zykeln auf V . Der von den s-Tupeln
(.-ul.. .. .ms) aufgespannte Untermodul # von 4 ist Bild von H4(V.Z) unter
der Abbildung k. Der Rang des Moduls «# sei d, diese GroBe wird von

Clemens: als. Defekt bezeichnet.Die Bettizahlen von V berechnen sich als.

Bo(V) =1
ﬁé(V) = 1+
B4(V) = By(V,)-s+d , .
nt-5n3+10n2-10n+4 n = deg V,
wobei ,83(‘1:) = 3 9 .
n —4n-+6n-4 n = deg Bt

Fur die Eulerzahl gilt:

e(V) = o(V )+s .
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Geht man zu einer kleinen Aufldsung VY iiber, so werden die singuldren
Punkte P € ¥ durch exzeptionelle Kurven LP ersetzt, die isomorph zu Pi

sind. Den dualen Prozef beschreibt Clemens so:

Y entstehe aus V durch Anheften je einer 3-Zelle entlang der Kurven LP ;

dann ist Y homotopiefiquivalent zu V, daher gilt fUr alle q 2 O

q q

0 — Hy(V.Z) — Hy(V.Z) —ms h —s H,(V.Z) — Hy(V.Z) — 0
| P — {Lp)

sowie die Beziehung

Hy(V.Z) 2 H(V.Z).

Auf 4 wird durch (Pi‘Pj):= 61 eine Bilinearform definiert, beziiglich

J
der A selbstdual ist. Fir V ergeben sich die folgenden Bettizahlen:

By(V) = 1+d
B,(V) = 1+d
B3 (V) = By(V)-s+d
= BS(Vt)—23+2d
Die’Eulerzahl von V ist somit gleich

o(V) = e(V)+s

= e(Vt)+2S .



Zwischen den exzeptionellen Kurven auf V miissen (s—-d) lineare Relationen
- |
I n =0
{=1 1Lpi

bestehen. Definiere % als den von den s-Tupeln (nl. . .ns) aufgespannten

Untermodul von - vom Rang (s-d).

Es stellen sich folgende Fragen:

Welcher Zusammenhang besteht zwischen o und 8 ?
Wie hiingen 4 und 3 von der speziell gewidhlten

kleinen Auflgsung ab ?

Diese Fragen sollen jetzt beantwortet werden.

Wie Clemens beweist, kommt man von Vt direkt zu ;-; durch Chirurgie
entlang' der verschwindenden Zykel a(P,t) . Die spezielle kleine
Auflosung in einem Punkt P€Y wird durch die Orientierung des
verschwindenden Zykels a(P,t) bestimmt. In den lokalen z-Koordinaten
bewirkt eine Transformation

—ﬁ—z

Zy 2

einen Wechsel sowohl der kleinen Aufldsung im Punkt P als auch der
Orientierung von a(P,t) . Die Wahl der kleinen Auflosung in einem Punkt
Pey entspricht so eineindeutig der Wahl der Orientierung des

zugehorigen verschwindenden Zykels a(P.t) auf Vt.



Clemens folgert flir die Schnittzahl eines <« € H‘l("w;.Z) mit einer Kurve
('v.LP) = (k(+).P) .
wobel
ki Hy(V.Z) 3 H(V.Z) — 4

die durch obige exakte Sequenz gegebenene Abbildung und (..,.) die schon

definierte Bilinearform auf d ist. FUr einen 4-Zykel ~ mit

S
k() = 2 ruiPi

i=l
gile
(-r.LPJ) =my .
Insbesondere hat man flir alle s-Tupel (ni. - .ns) € &:
s _ s.
Oa~.(2 n })= 2 mn
e A

Beziiglich der durch (Pi'PJ) = 51.1 auf 4 induzierten Bilinearform

stehen & und % aufeinander senkrecht. Es. ist rg d = rg o + rg 3 .

Im allgemeinen gibt es. Elemente aus & , die sich nicht als Linear-
kombination von Vektoren aus. f und # mit ganzzahligen Koeffizienten
ausdriicken lassen. Auch kommen ijber Z eventuell Torsionsgruppen in der
Homologie auftreten. Deshalb tensorieren wir o und % mit Q , der
Einfachheit halber bezeichnen wir diese Q-Vektorridume wieder mit o und
# . Man erhilt

Qs=d=1.ﬂ.
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Im Folgenden ist die Torsion fiir unsere Uberlegungen véllig unerheblich.
Jede Aussage i{lber die Homologie - wie zum Beispiel C 2~ 0 f{Ur eine

Kurve C ~ ist daher ab jetzt ijber Q zu verstehen

Kehren wir zur kleinen Auflosung Y zuriick und erinnern wir uns, daf ein
Wechsel der kleinen Auflosung in einem Punkt Pqe ¢ einer Anderung der
Orientierung des Zykels a(Pq.c) auf Vt entsprichc. In der Homologie
heift das:
P.,t P.t) .
a(P, ) — =« a )

also

in allen Tupeln (ml. cee .ms) €d .
Da:
s

2 mn, =0
i=1 i

fiir alle (mi.....ns) € 4 und alle (nl.....ns) €&, folgrt:

n ——,—-r

q q
in allen Tupeln (nl. .. ..ns) €% .
Die- Zerlegung von @ in o« und ¥ ist also im allgemeinen von der
speziellen Wahl der kleinen Aufldsung abhiingig. Leider gibt es auch

keine intrinsische, von der kleinen Aufldsung unabhingige Beschreibung

von 4 und 8 , so muf in den Betispielen die spezielle kleine Auflésung,
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beziiglich der Q® in 4 und # zerlegt wird, mit angegeben werden. Eine
Anderung der kleinen Auflosung in einer Singuldritdt bewirkt eine
Anderung des Vorzeichens der zugehorigen Koeffizienten in allen

Relationen .

s
2 ma(P,,t) =0
i=1 1 1

und

g
2
i=1

l'l.il.,Pi =z Q0 .

Wird allerdings eine Singularitit Pq durch eine nullhomologe Kurve
ersetzt, so ist dies unabhingig von der speziellen kleinen Aufldsung; in
diesem Fall ist m = 0 in allen s-Tupeln aus # , und # enthiilt die
Vektoren . teq . Auch der Defekt und damit die Bettizahlen sind

unabhiingig von der speziellen kleinen Auflgsung.

Zur grofen Aufldsung V kommt man von einer beliebigen kleinen Auflgsung
Y aus durch Aufblasen entlang aller Kurven LP Die in ; iiber P liegende

exzeptionelle Fldche heife
Qp % Apx Bp

Ap entspreche der Ruling, die beim Ubergang zu V auf einen Punkt
zusammengeblasen und BP der jenigen, die auf LP abgebildet wird. Geht man
von einer anderen kleinen Auflosung aus, so sind die betreffenden A’P und

BP entsprechend zu vertauschen.
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Clemens beschreibt den Zusammenhang zwischen den Homologiegruppen von V

und V durch folgende exakte Sequenzen:
0 — 4 — Hy(V.Z) — Hy(V.7) — 0
P (A}
0 = & —— H,(V.Z) — H,(V.Z) — 0
P—— (Qp)
L(V.2) 5 LD .
Damit perechnen sich die Bettizahlen der groflen Auflisung als

By(V) = Ledss
B(V) = l+dws

B4(V) = B5(V).

Die Eulerzahl der grofien Auflosung ist gleich

o(V) = e(V) +2s
= e(Vt)Hs .

Zwischen den Kurven AP und' BP (genauer: zwischen den zugehdrigen

Homologieklassen) bestehen wiederum (s-d) lineare Relationen. Da
. = - = =8 .
%, Api %, BPJ 14

haben diese Relationen die Gestalt

Z n (B, - ) =0,
j=1 1Py A?i

wobeil die Tupel (nl.....ns) wieder ganz 3 durchlaufen.



Hier wird noch einmal deutlich: Ein Wechsel der kleinen Aufldsung in

einem Punkt Pqe ¥ - auf der grofen Aufldsung als Vertauschung von AP
q

und Bp sichtbar - bewirkt eine Vorzeicheninderung
q

q q

in allen Tupeln (nl ..... ns) € 4 . Eine Relation der Form

LP=0

besteht auf. einer kleinen Auflosung V - und damit auf allen V - genau

dann, wenn auf ;

tp=Bp -

Wie ordnen sich die partiellen und gemischten Auflgsungen in dieses

Schema ein?’

Sei 9’1 eine Teilmenge von ¥, - 3. := #(5!1) und V eine gemischte Aufls~

1
sung, wobei die Singularititen aus 3’1 grof und die restlichen klein

aufgeldst werden. 11 und 12 seien die von 91 bzw. 9’-9'1 aufgespannten

freien Z-Moduln. Mit Hilfe der exakten Sequenzen

0 —— dy —— Hy(V.Z) — Hy(V.Z) — 0

0 — A » Hy(V.Z) — Hy(V.Z) — 0
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berechnen sich die Bettizahlen von V als

32(\7) = l+d+s,
ﬂé(v) = 1+d+51

B5(V) = B4(V).

Die Eulerzahl von V ist gleich

e(V)

é(G) +2s1
e(Vt)+2s+2s

1

Die (s—d) Relationen zwischen den LP' AP und BP lauten

2 n(A, By )+ = n =0,
i APi BPi P iLPi

P& 1%

(n ..ns) €3 .

1"
Die Bettizahlen einer partiellen Aufldsung V'lassen sich leider nicht
alle so einfach berechnen: 52(V) hiingt im allgemeinen davon ab, welche
Singularitdten aufgeldst werden. Indem man die induzierte Abbildung der
natiirlichen Abbildung

V—?

auf der zweiten Homologie betrachtet, sieht man aber, daB zwischen den

exzeptionellen Kurven auf ¥ die Beziehungen
? nlp =0
{ i

herrschen, wobei nur iiber die PiE ¥ summiert wird, die auf V aufgeldst

sind. V sei eine geeignete kleine Aufldsung, (n1 ..... ns) €a .
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Das bedeutet:

Wenn fiir P € ¥ auf G die Relation LP= 0 gilt, so auch auf allen

V. die P auflosen.

Aufbauend auf den Ergebnissen dieses Kapitels ist es moglich, die Frage
nach einem notwendigen und hinreichenden Kriterium fiir die Existenz
projektiv algebraischer kleiner Aufldsungen zu beantworten. Darilber
hinaus konnen generell projektiv algebraische kleine Auflosungen

charakterisiert werden.
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III CHARAKTERISIERUNG PROJEKTIV ALGEBRAISCHER
KLEINER AUFLUSUNGEN

Die Mannigfaltigkeiten ‘7 V und g sind Moi¥ezon-Mannigfaltigkeiten: der
Transzendenzgrad des Funktionenkorpers ist maximal, in unserem Fall
gleich drei. Nach. Moi¥ezon [26] sind fiir solche Mannigfaltigkeiten die

Eigenschaf ten Kihlersch und projektiv algebraisch dquivalent.

Die grofie Aufldsung ; ist in jedem Fall projektiv algebraisch. Welche
Grinde .sind daflir verantwortlich, daf kleine AuflGsungen V diese

Eigenschaft eventuell nicht haben?

Eine Moglichkeit ist die Existenz einer effektiven nullhomologen Kurve
auf V. Auf Kihlermannigfaltigkeiten kann es: solche Kurven nicht geben.,
denn integriert man die Khlerform: iber eine geschlossene Kurve, muf das:

Ergebnis positiv sein.

Zu einer singuldren Varietiit V mit d <{ s existiert immer eine kleine
Auf ldsung, die nicht kihlersch ist: man ldse so auf, daf ein nicht-
trivialer Vektor aus 3 keine negativen Komponenten hat; dieser Vektor
beschreibt eine effektiver nullhomologe: Kurve auf einer speziellen

kleinen Auflosung.

Wie spidter die Beispiele zeigen werden. ist im allgemeinen d im
Vergleich zu s sehr klein und damit die Zahl der nicht-projektiven G
recht grof. Im Fall d = 0 sind alle exzeptionellen Kurven auf allen V

nullhomolog.. es gibt keine projektiv algebraischen kleinen Aufldsungen.
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Dies ist sogar schon der Fall, wenn auch nur eine irreduzible

exzeptionelle Kurve auf G nullhomolog ist, das heift eine Relation

LP:.-O
in'Hz(V.Z) besteht. Wie erwithnt, ist dies unabhiingig von der speziellen

kleinen Aufldsung.

Im Verlaufe des Kapitels wird gezeigt, daf dies aber auch dﬁs einzige
Hindernis f{iir die Existenz mindestens einer projektiv algebraischen
kleinen Aufldsung zu gegebenem V ist. Zuvor jedoch wird ein allgemeiner
Satz bewiesen, der projektiv algebraische kleine AuflGsungen

charakterisiert.

Yaty: Sel V eine ncdale homplex dreidimensionale Varietidt, und zwar
entveder eine Hyperfliche in' P® oder ein Double Solid. Dann sind Fiir

eine kleine Aufldsung V die folgenden Aussagen dAquivalent:

1. G Lst projektiv algebratisch.
2. Auf Q gibt es einen Divisor D mit
| D'LP >0
fir alle P €9 .
3. Es besteht auf G kReine nichttriviale Relation
s
151-niLPi =0,

so daf n, 20 FfUur alle { =1,....s.
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Bemeio: "1 2 2" : Ein ampler Divisor erflillt Bedingung 2.
"2 3" : Sel
m, = D.Lpi) 0
die thnittzahl der i-ten exzeptionellen Kurve mit dem gegebenen Divisor

D. Damn gilt fiir alle (nl.....ns) €3 :

2 mn, =0.

i=1 11
Da alle m1> O . kann es kein nichttriviales Element aus % mit n 2 0
fur alle { =1,...,3 geben. Daraus folgt unmittelbar Bedingung 3.
"3 21" : Diese Implikation 1dBt sich mit Hilfe eines Satzes .von

Peternell ([27]. Theorem 2.5.) beweisen. Um seine Ergebnisse anwenden zu

konnen, miissen zuvor einige neue Bezeichnungen eingefiihrt werden.

Definiere allgemein flir eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit X

¢p'q(X) ‘= {‘Gw—Formen auf X vom Typ (p.q)}
2°°9(X) := P 9(x)’

9 X) 1st der Dualraum von &'Y(X) beziiglich der ¢ ~Topologie und
heift Raum der {p,g)-Currents. Diese Definition stimmt nicht mit der in
[13] uberein! Es 1st (X)) = & 'YX .

ptq=n

¢ € ap‘P(X) heifit pgsitiv, wenn flir alle x € X der Vektor ¢(x) im

| _ 1.0
durch (iul"ul)“'"“(iup“up) erzeugten Kegel liegt, ui€ N\ T:(X) . Te

E’Dp'p(X). heift positiv, wenn . T{¢)20 flr alle positiven ¢ € &'p'p(X).
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9;’(1() := { positive (1.1)-Currents, die schwache Limiten der Form

n
J
1§m iil Aichij sind, ?\UG R, Cij irreduzible Kurven auf X }.

Dabei ist TC('p)a J ¢ . Definiere auferdenm
' C

4T (X) := {dS. S € T(X)} .

Peternells Theorem 2.5. besagt nun:

Eine MoiSezon-Threefold X, auf der es keinen Current T € 9;(){)
und keine effektive Kurve C mit C + T =2 0 gibt, ist projektiv

algebraisch.

Dies wollen wir auf unsere kleinen Aufldsungen anwenden..’

Sei "} eine kleine Aufldsung, die Bedingung 3 unseres Satzes sei erfiillt:
es gibt also auf {i’ keine effektiven nullhomologen Kurven. Nehmen wir an,
es. gihbe eine effektive Kurve C und einen positiven Current T, so daf
C+Tx=0 . Sei £ ein amples: Geradenblindel auf V und 7 ¢ das Pullback
auf V. Damn gilt

0=(C+T).TZ=Cre+Tre:
beide Terms C.F”&' und T.re sind nicht negativ, also ist

T.TF*Q a0 .



Damit muf der Tridger von T in den Fasern der Abbildung w: V —V

enthalten sein, daf heift

S

supp TC U .
=1 Lpi

Ein Satz von Siu ([34]. Proposition 12.3) liefert:

]
T= 2 AT
=1 tlp
i
mit geeigneten 7\12 0. Damit 1ist
- |
C=a=-23 AT

a1 ' lp
i
im Widerspruch zur Effektivitdt der Kurve C. Also ist die Voraussetzung

des Satzes von Peternell erfiillt. Damit ist V projektiv algebraisch. a

Der mun folgende Alternativbeweis. soll zeigen, wie man auch ohne
Vefwendtmg des allgemeinen Satzes von Peternell zum Ziel kommt. Dabei
gehen wir nicht direkt von 3 nach 1, sondern beweisen zuerst die

Richtung "3 2 2". Ubertra.gén auf den Vektorraum Q°= o L 3 lautet die

Behaubtung: Falls

3N %= {0},
so gibt es in A einen Vektor (m1 ..... ms) mit m, >0 fUr alle
1i=1,...,5 . Dabei sei

P iz {(x;.....x]) € R® ., x,2 0 fiir alle {=1,...,s}
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Bemeis: Aus technischen Griinden ist es notwendig, Zuerst
R%= (4 @R) L (% 8R) zu betrachten. Definiere weiterhin

1 s
Xis(x€$ 3¢ 3

x, {2} .
=1 ! :

1
X ist kompakt. Nach Voraussetzung ist (% 8R) N A = 3. Der Satz von
Hahn-Banach liefert die Existenz einer'Hypérebene QOC R% mit 303 3 R

und Qon X =@ . Sei Hita Re, . Aus Dimensiongriinden ist fir 1 # j

i
aon (H1+HJ) #0

Weiterhin liegen e, und ey in A, also nicht in Qo: daher ist fiir 1 # j

din. (3 N (Hy#H)) = 1.

Fir 1 = 2,....s gibt es in Qon (H1+H1) einen Vektor

Yj'= aje;-e, mit geeigneten a > 0.

Die Vektoren You-eo¥g sind linear unabhiingig und spannen daher QO-
auf. Der Vektor (l.a,.....a ) liegt in % C (% 6R)" =  8R . Dieser

Vektor ldBt sich in « approximieren. also gibt es

(II,....ES) €d, ;1> 0 firallei=1,...,s.

Multiplikation mit dem Hauptnenner der my

>0 und mie Z fur alle 1 =1,...,3. Sel + ein

fihrt zu einem Vektor
(ml.....ms) €d, m, |
4Zykel auf V mit k(v) = (m,....m) . Da nach einer Bemerkung von
Clemens in [6] ganz H4(G.Z) algebraisch ist. 148t sich v durch einen

Divisor D repriisentieren, der die Bedingung

D.LP >0 fiir alle P € ¥
erfillt. . (u}
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Die Implikation "2 ® 1" 1#Bt sich wieder mit Hilfe eines Resultats von
Peternell aus seinem Artikel [27] beweisen, diesmal bendtigen wir jedoch
nicht den allgemeinen Satz 2.5., sondern nur sein Korollar 2.3., eine

Vemllgemeineruhg’ eines Resultats von Harvey-Lawson ([14]. Theorem 38).

Peternells Ergebnis besagt:

Eine MoiSezon-Mannigfaltigkeit X ist genau dann projektiv

algebraisch, wenn die Bedingung

(%) #1(X) N &@(X) = {0}

" erfiillt ist. Damit lautet in unserer Situation die

Behauptung: Eine kleine Aufldsung G. auf der es einen Divisor D gibt,
so da D.L, > O fr alle P €¢, erfullt Bedingung (%) .

Bewein: Sei V eine kleine Auflosung., D ein Divisor mit D'LP' > 0 fiir
alle PEY wnd T € 9&(){) N d¥°(X) . Damn ist

T(cl(u-."s'e)) a dS(cI(w.“s:)) s S(de,(7'¢)) = 0 .

wieder sei £ ein amples Geradenbiindel auf V. Wie oben zeigt man mit
Hilfe des Satzes von Siu: es existieren ?\12 0 , so daB

s
T= 2 J\tT

i=1 LP

i
Dann ist
o | .
0 = S(de,([D])) = T(c,([D])) = 2

)\1 D.L.Pi .

Daher sind alle }\i:: Q , also ist auch T =0 . (n}

1



Damit ist auch die Implikation "2 2 1" b'eviesen. oﬁne den allgemeinen
Satz von Peternell zu benutzen. Dieser Beweis hat nur den Nachteil, daj
nicht klar wird, wie man von dem gegebenen Divisor D, der alle
exzeptionellen Kurven positiv schneidet, zu einem amplen Divisor auf ‘;}
kommt. Der Beweis von Harvey-Lawson/Peternell ist an dieser Stelle nicht

i:onstruktiv. er benutzt den Satz von Hahn~Banach.

Deshalb soll jetzt noch ein weiterer Bewels der Implikation "2 21"
gegeben werden, der den Weg von einem Divisor D auf einer kleinen
Auf lgsung ‘} mit D'LP >0 fir alle P €Y zu einem amplen Divisor auf

V genauer zeigt.

Rehauptung: Sei V eine kleine Aufldsung und D ein Divisor auf G mit
D.I.P >0 fliralle P€Y . Sei weiterhin ¥ ein amples Geradenbiindel auf
V und H der zu 1*2 gehorende Divisor auf V. Dann ist D + mH fUr

m >> 0 ein ampler Divisor auf G

Bemela: Das Geradenbiindel ¥ auf V trigt eine Metrik, deren Kriimmumgsform

— 1
=gl
ist, wobei QY eine positiv definite Bilinearform auf T'(Vreg)

beschreibt. Sei
- i
"'fr*if =3 Q‘U'*‘;E
die Krtinmnmgsform. die zur induzierten Metrik des Geradenbiindels n—"z

auf V gehort, dann gilt

%%=?%.
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Q #  ist daher positiv auf ;:’ - U I“P . Dariberhinaus gilt fUr jeden
T pey

Punkt x € U Lp und jeden Vektor v € T;c(i;):
Pevy
Q*p(v.v) = Qy(myv.my) 20 .

Gleichheit gilt genau dann, wemn w v = O , das heift wemn v tangential
zu der exzeptionellen Kurve Lx , die x enthiélt. Andererseits kann man
nach Voraussetzung Q[D] so wihlen, daf

Q[D](v.v) >0

fir 0 #v €T (L) und jeden Punkt x € UL, gilt.
xx pey

Daher gibt es zu jedem Punkt -x €V ein m ., so daf n[D]+mx1r*$

positiv definit {st auf T};[W}j . Aus. Stetigkeitsgriinden ist diese:
Bilinearform noch positiv definit auf T}(Q) . ¥y €U_, U_affine offene
Umgebung. von x. Die U _ bilden eine offene Uberdecikung von V. Da V
kompakt ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung. Dies sichert die

Existenz eines m.> O , so dag 'Q[D]m*! positiv definit ist flir alle

1
xea':v.md'aile m2m~1 .

Es folgt:

D + mH ist ein ampler Divisor auf V flir m >> O . g



Nun ist es leicht, das angekiilndigte Kriterium fir die Exisienz projektiv

algebraischer kleiner Auflosungen anzugeben:

Yaty: Seil V eine nodale homplex dreidimensionale VarietZt, und zwar
entweder eine Hyperfliche in [P‘1 oder ein Double Solid. Es existiert eine
projektiv algebraische hleine Aufldsung  genau dann, wenn keine der

exzeptionellen Kurven LP in Hz(‘i‘}.@) nullhomolog ist.

Bemeln: Sei diese Bedingung erfiillt. Dann gibt es zu jedem Pie 4

einen Vektor (ml.....ms) €d mit mp # 0 ; andernfalls widre der
: i :
Einheitsvektor mit Ny = 1 1im orthogonalen Komplement von f , also in %
i

im Widerspruch zur Voraussetzung. Dann existiert in 4 auch ein Vektor
(ml.:...ms) . so daB m, # 0 fir alle i =1,...,s. VWihle eine spezielle
kleine Aufldsung nun so, daf

mi>0 fir alle { =1,...,s.
Auf dieser kleinen Aufldsung V gibt es einen Divisor D mit

D'LP' >0 fir alle 1 =1,...,s.

Zumindest diese kleine Auflosung ist damit projektiv algebraisch. 0O



IV DEFEKTBERECHNUNGEN

In diesem Kapitel sollen mehrere Moglichkeiten beschrieben werden, das
soeben bewiesene Kriterium in konkreten Beispielen zu testen. Wie schon
erwihnt, haben Varietiten ohne Defekt Lkein projektiv algebraischen
kleinen Aufldsungen. So ist ein Berechnungsverfahren fiir den Defekt in
diesem Zusammenhang sicher nutzlich: uninteréssante Varietiten mit
d=0 konnen damn von den weiteren Untersuchungen von vorneherein

ausgeschlossen werden.

Ein solches Berechmmgsverfahren wird von Clemens im Fall der Double
Solids angegeben. Betrachte die homogenen Polynome vom Grad (3n/2 -4)
in IP3, die auf ganz ¢ verschwinden. Punkte in allgemeiner Lage
implizieren s Bedingungen an die Polynome, es verschwinden also nur
[Sn/g '1] - s auf ganz <.

Liegen die Singularitdten: jedoch speziell, gibt es mehr auf ¢

Polynome aus einem Teilraum der Dimension

verschwindende Polynome.

Paty (Clemens}): Sel V ein Double Solid mtt Ve'rmtgmtgsflh‘che' BcC [P3',_

deg B = n 2 4. Dle Dimension des Raumes der homogenen Polynome uvom Grad

3

(3n/2 4) in P, die auf ganz ¢ C [P3 verschwinden, ist gletich

[3n/2 -1

3 ]-s+d



Andererseits ld8t sich diese Dimension auch mit Hilfe des Ranges einer
Matrix

[ £1(Py) ]lsm
1<idt

ausdriicken, wobei (f i) eine Basis des Raumes der homogenen Polynome vom

Grad (3n/2 —) durchlauft, t = [3“/3

moglich, den Defekt als 3 - b zu berechnen. Ein
4

-1] . Auf diese Weise ist es

aanaloges Verfahren 148t sich ebenfalls flir Hyperfldchen in P

herleiten.

Yaty: Sei V CP* eine nodale Hyperfliche, deg V =n » 3 . Betrachte

die homogenen Polynome vom Grad (2n-5) in IP4. die auf ganz ¢ C IP‘1

verschwinden. Diese Polynome bilden etnen Raum der Dimension

[2::-1

4]-—s+d

Bemeia: Tensoriere die exakte Sequenz

0 > 2, 0 + 0,

mit 944(2\!) z0 4(2n-5) . Die lange exakte Kohomologiesequenz lautet
P P

0 — (%38 0(20-5)) — HO(P%:0(2n-5)) — HO(¥:0(2n-5) |$)

— 1 (P28 0(20-5)) — 1 (PYi0(20-5)) — ...
Es gilt
s fUr 1=0

n'(¢:0(20-5) ) = {
sonst

und

ntpto(2m-5)) =0 fUr 150.



Also liefert obige Kohomologiesequenz

nl(P%2,8 0(2-5)) = 0 fur alle 131

sowie

2n-1

" ] - s + bl (P%i9,8 0(20-5)) .

Ro@ti2,0 0(20-5)) = {

Nach einem Ergebnis von Schoen ([31]. ‘Proposition 1-.3.) {st
1,4, 4
h™ (P ..9'9@ Q|P4(2V)) =d .

Da (nach Griffiths [12])

£

P2

4 ~
wobei @ =3 (-1)'x, dKga...adXya...ndX, . V= {F =0} und deg F = n,
1=0

12,0 0(2n5)) = ( & . deg £ = 205, £, =0},

folgt die Behauptung. o

Einen Spezialfall stellt die Quadrik
4
2z xf =0
{=ml
mit einem gewchnlichen Doppelpunkt dar. Hier ist B3(Vt) =0 , der
verschwindende Zykel 1st also global nullhomolog auf Vt. Damit ist
d =1, beide kleinen Aufldsungen sind projekti\.r algebraisch. Sie werden
global durch den Abschluf der Graphen der Funktionen
A W M
Xguix,  xyTixg

) X 1%y . xy=ix,
X rix,  xtixg




gegeben. Dies ist das einzige Beisplel ohne nicht-projektive kleine
Auf losung !

Yaty: Seli VC 1}’4 , deg VY 2 3 oder V Double Solid mit Verzweigungs-
fliche B, deg B 2 4 . Dann existieren kleine Auflosungen., die nicht

projekRtiv algebraisch sind.

Bemein: Da die singuldren Punkte zumindest eine Bedingung auf den
homogenen Polynomen vom Grad (2n-5) in [P‘1 bzw. (32 —4) in [P3

implizieren, gilt immer d < s . a

Nach dem: vorher Gezeigten ist es. prinzipiell moglich, den Defekt einer
gegebenen singulédren Hyperflidche bzw. eines Double Solids zu berechnen,
wern dies auch in der Praxis nur f{lir nicht zu grofe Werte von n
durchfifhrbar ist. Wie Beispiele spiter zeigen werden, ist die Bedingung
"¢ > oO" alléin nicht hinreichend fiir dig Existenz projektiv

algébraischer kleiner Auflosungen. Es gilt jedoch der folgende

fatz: Sel V eine nodale Threefold wile oben beschrieben mit d > O ,
welterhin existiere eine Gruppe von Automorphismen von V, die transitiu
auf ¥ operiert. Dann werden alle Singularitdten P € ¥ durch Kurven

aufgelost, die in Hz(‘;.dl) nicht nullhomolog sind.



Bemeis: Setze die Automorphismen von V zu Automorphismen der grofen
Auflosung V bzw. von H2($.a) fort. Falls L, =0 flir eiln PE€Y , so
wiirde dies auf V bedeuten:

Wegen der transitiven. Gruppenoperation miifte dies fUr alle PEY

gelten im Widerspruch zur Voraussetzung d > O . 3]

Weitere Moglichkeiten, die Bedingung LP =2 0" zu testen, bieten die

partiellen und gemischten Aufldsungen.

Paty: Sei V wie oben, P € ¢ .

a) Falls eine projektive gemischte Auflosung V existiert, die P
kletn auflist. so tst L, nicht nullhomolog auf V.

b) Falls etine projéhttve- partielle Auflosung. ¥ existiert, die P
auflsst, so tst Ly nicht nullhomolog auf V.

c) Falls eine partielle Auflosung T mit 52(% = 1+d existiert,

dile P nicht auflost, so ist L.P nullhomolog auf ‘7

Bemein:
a) Auf einer Kihlermannigfaltigkeit kann es keine effektiven
nullhomologen Kurven geben. also ist L, nicht nullhomolog auf V. Wie in

Kapitel II gezeigt, ist damn L, auch nicht mullhomolog auf V.

b) Auch auf einer singuliiren projektiven Varietidt kann es keine
effektiven nullhomologen Kurven geben. Fasse eine irreduzible Kurve C

auf einer Threefold X C I]’N als Kurve in [P‘N auf, [C] € Hz(IPN.Z) .
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Sei H eine Hyperebene in E’N in allgemeiner Lage beziiglich C und X,

(4] € Hy_,(P".Z) . Damn gilc
‘ [H].[c] > 0 .

Der Durchschnitt X N H vertritt eine Homologieklasse <+ € HQ(X-.Z)_ . Es

ist
v.[c] = [H].[c] > 0.

Dies gilt allgemein fir jede effektive Kurve. Damit {st L.P nicht
nullhomolog auf ? Wie wir uns am Ende von Kapitel II ({iberlegten. ist

dann I..P auch nicht nullhomolog auf V.

c) Da ﬁ2(V) = 1+d , erhoht sich die zweite Bettizahl nicht mehr, wenn
man zu einer kleinen Auflosung G i{bergeht. Also werden alle dabei neu

aufgeldsten Singularititen durch nullhomologe Kurven ersetzt. 0O

Bemenkung: Es gibt zwei Moglichkeiten, auf natiirliche Weise projektiv
algebraische partielle Aufldsungen zu erhalten, und zwar einmal als
Abschluf des Graphen einer meromorphen Funktion auf V, die in 91c 4
Unbestimmtheitsstellen hat. Zum anderen erhilt man solche partiellen
Auflosungen durch Aufblasen: entlang glatter Weil-Divisoren auf 'V, die

gewisse Singularititen von Y enthalten.

Nehmen wir an, daf sich die definierende Gleichung von V als
AB+ D=0
schreiben 1dB8t, A,B.C und D glatt. Sei

g, = {PeEYV | 0 = A(P) s B(P) = C(P) =D(P) }C¥ .



Der Cartier-Divisor {A = 0} zerfHllt in die beiden Weil-Divisoren
{A=0,C=0} und {(A=0, D=0} , die beide in allen Punkten aus
91 glatt sind. Aufblasen entlang dieser beiden Divisoren liefert in den
Singularititen aus 91 jeweils die beiden verschiedenen kleinen

Auf losungen.

Allgemein flihrt jede Zerlegung der definierenden Gleichung von V in
AB + CD zu einem Vektor (ml.....ms) €d mit L 0 genau fir die

Pieymit Azs0,B=0,C=20 und D=0,

Es folgt unmi ttelbar:

Falls es auf V einen globalen Weil-Divisor gibt, der in einem Punkt

P €Y glatt ist, so ist Ly, nicht nullhomolog auf V.



v &MUTOV-THREEFOLDS (1)

Ausgangspunkt aller Uberlegungen waren die Eh:utov-Hy'perf ldchen in |1=’4i und
die Double Solids, die ldngs einer Cmutov-Fliche in IP:3 verzweigt sind.
Beide Typen von dreidimensionalen V&rietﬁten werden unter dem
Oberbegriff é'nutgv-{h;gggldg zusammengefaft. Diese Klassen sollen als
arste Beispilele besprochen werden:; hier lassen sich die im letzten
Kapitel entwickelten theoretischen Methoden zum Nachweis der Existenz
bzw. Nicht-Existenz projektiv algebraischer kleiner Aufldsungen direkt

auf konkrete Beispiele anwenden.

Bezeichne fn das éehysev—?olynou in einer Veriinderlichen vom Grad n,
| [n2] |
j. | n] _n=2] 2,3
T (x)= 2 (-1) [ ] x (1-x7)Y .
n =0 23

Die 5ebysev-Polynome- erflillen die Gleichung

S’n(cos. a) = cos(na) .

An den Punkten ak:: cos(kr/n) ., 1<¢k$n~1 ., hat 31'1(::) einfache
Mullstellen: sie sind Maxima (falls k gerade) bzw. Minima (falls k
ungerade)' von 3n , aufgefaft als Funktion in einer reellen Variablen.

Die Werte von 5’n an diesen Punkten sind

+1 falls k gerade

S'n(ak) = {

-1 falls k ungerade



Nitzen wird uns spédter das folgende
Yemma: Betrachte die Kurven
Cpi= (T, (%) + T (y) =0} und Cy= (I (x) = I (y) = 0}

in C2 Falls n gerade ist, zerféllt C, in n/2 irreduzible Kegelschnitte

1

und 02 in (n~2)/2 irreduzible Kegelschnitte und zwei Geraden. Falls n
ungerade ist, zerfallen C1 und C2 jeweils in (n~1)/2 1irreduzible

Kegelschnitte und eine Gerade.

Bemein: Die Kurve C(u) mit x = cos a und y = cos(a + uw/n), 0<alr .
liegt fir u = 1,3.5,....2[(n~1)/2] +1 ganz in 01

und flir p = 0.2.4.....2[n2] ganz in C, . Da

cos{a + pw/n). = cosa cos(uwr/n) - sinz sin(uw/n) ,
kann C(p) durch die Gleichung
Yy = x cos(ux/n) - v 13 sin(ur/n)
beschrieben werden. Das. bedeutet:
C(0) = {y = x}

C(up) = {y2+x2- 2[cos(uw/n) Ixy - [sin(:.nr/n)]z =0} fUr OC u <n

C(n) = {y = x} .

Falls n gerade, zerfillt C1 in die irreduziblen Kegelschnitte C(1},
C(3)...., C{n-1) und C:2 in die irreduziblen Kegelschnitte C(2), C(4).
..., C(n-2) und die Geraden C(0) und C(n). Falls n ungerade, zerf#llt C1
in die Kegelschnitte C(1), C(3).,..., C(n-2) sowie die Gerade C(n) und C

2
in die Kegelschnitte C(2), C(4)...., C(n-1) sowie die Gerade C(0). O



Yefinition und Paty: Dle fhm:ov—Hyperflﬁdw vom Grad n in P™(C) wird
in m affinen Koordinaten durch die Gleichung

0 falls m gerade

m
2 3'n(xj) = :
J=1 +1 falls m ungerade

definiert. Singuldr sind genau die Punkte (czk .....ak) . ISkiSn-l .
1 m

wobel [m/2] der Indizes k, ungerade und die restlichen gerade sind: alle

J
Sitngularitidten sind gewshnliche Doppelpunkte. Durch Homogenisieren
obiger Gleichung entstehen keine neuen Singularititen, alle Nodes der
pro jektiven éumtov-Hyperflﬁchm I.tegén in dem beschriebenen affinen
Teil. Im Folgenden reicht es daher aus, in affinen Koordinaten zu

rechnen.

Definiere allgemeiner Hyperflichen durch die Gletdmgm.

m ﬂj 0 falls m gerade
z (-1) Fn(xj) = By
J=1 (-1) falls m ungerade

mit By, By..... B € {-1.+1} .

All diese dmtov-Hyperflia’chm' enthalten vuiele Doppelpunkte, die genaue
Zahl richtet sich nach der Vahl der ﬂ'i.

Betrachten wir zmﬁth die dreidimensionalen &mtov-ﬂy'perf ldchen in EP‘i:

im ersten Fall sei

4
Va{3

2z T (x) =0} .n23.



Die Singularitiiten liegen in den Punkten ( . . . } . 1<k, $n-1 ,
‘ a'kl akz a'k3 c"'k‘1 i
wobei je zweli der Indizes gerade bzw. ungerade sind. Die Anzahl der
Nodes ist gleich
2 2 2 2
6 (n/2)°(n-2/2)"s 3/8 n"(n-2)" falls n gerade und

6 (11-1/2)4 = ,?./8-(11--1)‘1 . falls n ungerade.

Sei P €Y , ohne Einschrinkung sei P vom Typ (a .z .ax_ .x_)
41 Y2 8 &
u, ., ungerade und 8,8 gerade. Sowohl Fﬁ(xl) + yn(xa) als auch

mit

S"n(xz) + Fn(x4) verschwinden in P. Nach dem Lemma gibt es Zerlegungen
3n(x1) + 3'n[x3). = liI Ci
3’n(x2) + S'n(xé) = I}' DJ
mit C,(P) =0 ., Cz(P) =0, Dl(P) =0 und: D2(P) s 0 . Die Gleichung
von V ldft sich umformen zu

gn(xl) + g'n(x3) = -[gn(xz) + sln(x4)] .

Die globale meromorphe Funktion

CI ﬂ"DJ
—_— - ])1

D rc
1 i>1 !

hat in P eine Unbestimmtheitsstelle; der Abschluf des Graphen dieser
Funktion beschreibt eine projektive partielle Auflosung, die P auflosc.
Damit ist auf \Af die exzeptionelle Kurve L.P nicht nullhomolog. Zu jedem
Punkt P € ¥ 148t sich eine solche meromorphe Funktion mit Unbestimmt-
heitsstelle finden. damit ist die Existenz projektiv algebraischer

kleiner Aufldsungen gesichert.



Mit denselben Argumenten zum Ziel kommt man auch im allgemeinen Fall

4 BJ
V{3 (D37 (x)=0. 023,

=1
Bje {+1,~-1} fir alle j = 1,..,4 . Wieder sind alle Singularitdten von

der Form (o, .o . v ), 1<k $n~1 , die Aufteilung der Indizes in
Ty By %) _
gerade und ungerade Zahlen muf allgemein so erfolgen, daf je zwei der

B
Terme (-1) d 3n(xj) in einem Punkt P € ¥ den Wert +1 bzw. -1

annehmen.

Sei P € ¥, ohne Einschrinkung kann angenommen werden, daf in diesem

Punkt
(-1) 3’n(x1) = +1 = (-1) 311(3(2) .

Dann haben die Polynome

By B3
(-1) " T (%) + (-1) © T (%)  wmd
By By
(-1) “7(x5) *+ (-1) T 7 _(x,)
in P eine Nullstelle. Beide Terme =zerfallen nach dem Lemma 1in
nicht-singulire Polynome vom Grad eins und zwel. von denen jeweils zweil

in P eine Nullstelle haben. Wie im ersten Fall erhilt man eine globale

meromorphe Funktion., die in P eine Unbestimmtheitsstelle hat.

Damit ist fur ’Jede beliebige Wahl der BJ und fUr alle n 2 3 die

Existenz einer projektiv algebraischen kleinen Auflosung gesichert.
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Interessanter ist die Situation bei den &mtov Double Solids. Hier gibt
es bis auf Isomorphie vier verschiedene Moglichkeiten der Vorzeichen-
wahl. Anders als beli den 6nutov-l-lyperfl'a’.chen hingt es bei den émutov
Double .Solids von der speziellen Wahl der Bi ab, ob projektiv algebra-

ische kleine Auflosungen existieren oder nicht.

Betrachten wir zunichst die Familie der Double Solids nmit .

Verzweigungsf ldche

B:{ﬂ"n(xl)-i-fn(xz)+?Tn(:%)+1=0}.n€2Z.n24.

SinguliAr sind die Punkte (akl.a.kz.aks) ., 1<k .<n-1 , wobei genau einer
1 .

der Indizes. 1«:1 eine gerade Zahl ist. Die Nodes von V entsprechen denen
von B, ihre Anzahl ist gleich 3/8 n°(n-2) . Sei PE&¥ . ohne

Einschrénkung sei fiir diesen Punkt der Index k, eine gerade Zahl. Wir

1
schreiben die Gleichung des Double Solids V als

T ) + T (%) = 0 - [T (x5) + 1] .

Der Term auf der linken Seite zerfidllt in n/2 nicht-singuléire Polynome

C Cn/2 vaom- Grad 2, von denen zwei in P eine Nullstelles haben.

'1.....

Diese seien CI und 02 Das Polynom 3n(x) + 1  hat n/2 doppelte

Nullstellen, daher gibt es ein Polynom Fn(x) vom Grad n/2 mit

T (x) + 1= F(x).
So zerfdllt die rechte Seite der obigen Gleichung in

[0+ F (xg)] [0 - F_(x9)] .



Die meromorphe Funktion

T
n/2

I Ci
i=2

w+Fn(x3)
auf V hat in P eine Unbestimmtheitsstelle. So ist auch in diesen
Beispielen fiir alle n die Existenz projektiv algebraischer kleiner

Auf 1dsungen gegeben.

Sei nun

B = (T (x) +7,(x) -7, (x3) +1=0}.
In diesem Fall liegen die Singularititen in den Punkten (au .auz.aua) .
1

(e ,a_ ,a ) und (a 1$u1.31$n-1. . gie 2 , uii 2Z . Sei

a a ,a_ )
4+ 31 Bo By Us B4
P€Y , dann ist entweder der Index der ersten oder der zZweiten
Koordinate eine ungerade Zahl. Ohne Einschriénkung gelte: Die zweite

Koordinate hat einen ungeraden Index. Schreibe die Gleichung von V als
2
T (x9) = 7 (%) = 0" = [7 (%) + 1] .

Wie im ersten Fall zerfallen die Terme auf beiden Seiten in je zwel
Polynome, die in P jeweils. eine Nullstelle haben. Wiederum existiert
eine meromorphe Funktion mit einer Unbestimmtheitsstelle in P, es gibt

in jedem Fall projektiv algebraische kleine Aufldsungen.



Das gilt nicht flir die Double Solids mit Verzweigungsflidche
B = {3h(x1) - Fn(xz) - Fn(xa) +1=0},

deren Singularititen in den Punkten (a_.a_ .a_ ) (a ) und

R )

a_ ,a_ ) liegen, 1<u .giﬁn-l . gie 2Z . uiE 2Z . Die Singularititen

g3 8y &

der ersten beiden Typen werden durch Kurven aufgelost, die nicht

nullhomolog sind: schreibe die Gleichung des Double Solids als
2
-7, (x5) + T (x)] = 0% - [T (%)) + 1] .

der Abschluf des Graphen der meromorphen Funktionen

J
i Ci m—Fn(xl)
i=1 _
- n/2 !
wF_(x.) r c, -
n'"1 1=+l i
J=1,....n/2~1 , liefert eine projektiv algebraische partielle Auf-

losung ¢ mit Bz(V) 2 W2 , die mur noch Singularitiiten des dritten
Typs enthéilt. Wie im nichsten Kapitel gezeigt werden wird, ist zumindest

fir n € {4,5,8} der Defekt gleich n/2 -1 . Daher ist in diesen Fdllen
o) = By(V) = w2,

also werden alle Singularititen des dritten Typs nullhomolog aufgeldst.
Trotz positiven Defektes gibt es keine projektiv algebraischen kleinen

Auflésungen.

Yeamutung: Dies gilt auch fUr alle n€ 2Z , n 2 10 .
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Zum Abschluf dieses thiteis betrachten wir kurz noch die Double Solids

mit Verzweigungsfliche
B = {Ty0xy) * T(x5) + 7,05) = 1= 0) .

_Die Anzahl der Singularititen betrfigt mur  3/8 n(n-2)> . Im Fall
n € {4.6,8} ist der Defekt gleich O, wie im nichsten Kapitel gezeigt

wird; alle Nodes werden nullhomolog aufgeldst.

Jeamutung: Auch fir alle n 2 10 , n € 2Z , verschwindet der Defekt der
zu B gehorenden Double Solids.



vl MUTOV-THREEFOLDS (2)

Nachdem im vorigen Kapitel allgemeine Eigenschaften der verschiedenen
Familien von &mtov—'l’hreefolds im Vordergrund standen., sollen jetzt
spezielle Beispiele genauer untersucht werden. Hauptsidchlich geht es um
die Berechnung des Defektes. In einigen Fidllen bendtigen wir die genaue
Kenntnis des D;afektes. um die Nicht-Existenz projektiv algebraischer

kleiner Auflosungen zu beweisen.

Wier in. Kapitel IV hergeleitet wurde, 148t sich der Defekt einer

Hyperfldche bzw. eines Double Solids als
s - Rang (fl(PJ))

berechnen, wobei f 'fN’ eine Basis der homogenen Polynome vom Grad

1o
(2n-5) in II"4 bzw. vom Grad (3n/2 -4) in IIP3 durchlduft und Pl""'PQ
die Singularitiiten von V C P* bzw. B cP® bezeichnen.

In den Fidllen deg V=3 und deg B =4 lassen sich diese Berechmungen
problemlos: durchfiihren.

Die Singularititen der Gmutov-Kubik
4
V= {131 53(}{1) = 0}
liegen in den Punkten

P = (-1/2,-1/2,+1/2,+1/2)

P ta (~1/2,+1/2,-1/2,+1/2)

usw.



Es gibt 6 verscﬁiedene Moglichkeiten der Vorzeichenanordnung (je 2 Plus-

bzw. Minuszeichen), also ist s = 6 . Alle Singularititen liegen in der
4
Hyperebene { Z x, = 0} , daher ist d =2 . Mit Hilfe von partiellen

i=1 t

Auflosungen bestimmt man die linearen Relationen <zwischen den

exzeptionellen Kurven (bis auf die Vorzaicﬁen) als

L =1 -

e
R

-
R

i

L
L
L
und L -L - L

«x Q0 ,
—— P e

Es gibt 6 projektiv algebraische kleine Aufldsungen.

Die allgemeinen Fdlle

4 ﬁj
va{3 (1)) 950 = 0)
jal
bringen nichts Neues: alle diese Hyperflichen sind isomorph, da

an(x) a - ?fn(—x) fir alle ungeraden natlirlichen Zahlen n.
Im Falle der Double Solids mit Verzweigungsflichen vom Grad 4 kommt man
zu folgenden Resultaten:

1. Es sel

B = {9'4()(1) + 9'4(::2) + 3'4(x.3) +1=0}.



Singuldr sind die Punkte

P 1= (212, £1V 2, 0) .

+=+0
Piop i< (£21V2, 0, 21V 2) ,
und Poyy = (0. IV 2, 1IN 2) .
32
Es ist s = 12 . Da alle Singularititen nur auf der Quadrik { 2 X = 1}
i=1

liegen, ist d = 3 . Mit Hilfe dieser Quadrik ldft sich die definierende_

Gleichung von B als
3
( 12;‘? 1% + ey gm) (g oy 70g) (% g ) (xy ##3) = O

schreiben. Die 4 Ebenen {xlhtzi:% = 0} schneiden sich paarweise in &

3
Geraden, der Schnitt dieser 6 Geraden mit der Quadrik { Z x% = 1}
i=l
besteht genau aus den 12 Singularitiiten von B.
o 4
Quartiken der Gestalt {q  + I Li =0} , deg Q=2 , deg L1= 1 , und
i=1

ihre Double Solids werden in Kapitel X allgemein untersucht. Diese Art

der Darstellung liefert neue globale meromorphe Funktionen auf V:

w—q g Li‘

= 1€T
o Li wq
i€l

@ %#IC{1,2,3,4} . Die Unbestimmtheitsstellen liegen in ¥, die Graphen

dieser Funktionen beschreiben spezielle partielle Aufldsungen.



Die linearen Relationen zwischen den exzeptionellen Kurvgn lanten auf

einer speziellen kleinen Auflgsung:

L+O+=L—O—'

L+0-=L'—O+'

L++0=L—0'

L+_0=L_’_0.

LO-H-:‘LO-'

L0+-=L0—|-'
I‘+O+-LO++*L-+0=0_'
Lo+ " Lop ~ Lo =0
und L - +LHoz0.

+0=  TO++

Es. gibt 24 projektiv algebraische kleine Auf lasungen.

2. Ahnlich sieht es im Fall

B = {Sé(xl) + ﬂa(xz) - 34(x3) + 1 =0}
aus. Sipgulh’.r sind die Punkte

Piy ©= (212, 212, £1V2) .

Py ‘= (31/¥2, 0. 0)

und Poso (= (0. 21/VZ, 0)

Es ist s = 12 . Alle Singularititen liegen auf der Quadrik

2

(2 + G - 2G = 1}

es ist d = 3 .



Die definierende Gleichung von B l&Bt sich als

2.2,.2 ..2 A
(2x1+2x2-2x3-1) - 8(x1-x3) (xl-vx3) (xz-x3)(x2"'x3) = 0.
schreiben, wieder handelt es sich um einen Spezialfall des Beispiels,

das in Kapitel X genauer behandelt werden wird. Die linearen Relationen

lauten
L, =L___
L,_,=L__ .
L+__="__H_.
L, =L_ .
L+00=L_00.
L0+0=L0-0'
L-H-o-"L+-+--L+00=0'
L - or0 = Lo = 0
und L+—+-'0+O- “_zo.

Genau 24 kleine Aufldsungen sind projektiv algebraisch.

3. Besonders: interessant ist der Fall
B a {7,0%) ~ T (x5) = T,(x3) + 1 =0}
mit s = 9 ; singuldr sind die Punkte (0,0,0), (12, 0, £#1/V/ 2) und
(21/V' 2, £t1/¥ 2, 0) . Die Singularititenmenge ¥ liegt auf den beiden
2 2 .
Quadriken {xl-xz—xg =0} wund {x2x3 = 0} ; man iberlegt sich, daf
keine weitere Quadrik ganz ¥ enthidlt. Daher ist d = 1 . Wie im letzten
" Kapitel gesehen, gibt es eine partielle Aufldsung Ve der letzten 8

Singularititen. Der neunte Doppelpunkt wird also nullhomolog aufgeldst.
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4. Im Fall
B2 {T(x)) + Ty(x,) + Ty(x3) =~ 1 =0}

liegen die Singularititen in den Punkten (0. 0, +1~3), (0, £~/ 2, 0)

und (+1/V'2, 0, 0) . Genau die Quadriken ({x;x, = 0} . {x;x, = O} .

{x2x3 =-0} und {x?i-xg-vxg = 1/2 } verschwinden auf ganz ¥ , es ist

d = 0 . Alle Nodes werden durch nullhomologe Kurven aufgeldst.

Um einen positiven Defekt zu erreichen, miiSten alle Singularititen auf
einem ebenen Kegelschnitt liegen. Spater wird uns ein solches Beispiel -
mit deg B =4, s=6 und d =1 begegnen. Damit ist klar, daf der -

Defekt tatsiichlich von der speziellen Lage der Singularititen abhiingt.

In den Fillen .deg V=4,5 und deg B =6,8 muf der Computer zur
Berechnung des: Defektes zu Hilfe genommen werden. Die Koordinaten der
Singularititen und damit die Elemente der Matrix (fi(PJ)) liegen
Jeweils in Z[a] . a ganz iber Z. Bis a.uf einen Sonderfall (deg B = 8)

ist a immer Quadratwurzel einer Primzahl.

Aus. technischen Grinden' war es. nitig, bei den Rechmungen mit dem
Computer alle Matrixelemente modulo einer Primzahl zu reduzieren. Ist
diese Primzahl trige - das heift ist pZ[a] Primideal in Z[a] - so ist
Z[a]/pz[a] nullteilerfrei. Also: ist der Rang der Matrix '(fi(PJ) mod p)

kleiner oder gleich dem Rang der Matrix (fi(P,j)) . Definiere

d'(p) := s - Rang (fi(PJ) mod p) .

dann ist d { d'(p) flr alle tridgen Primzahlen p.



Mit Hilfe der Divisoren auf V ist eine Abschitzung des Defektes nach
unten moglich, so daf sein genauer Wert in allen hier behandelten Fdllen

angegeben werden kann.

Wie erhilt man zur Reduktion geeignete Primzahlen?

Aus der Zahlentheorie wissen wir:

Eine Primzahl p ist trédge in Z[a:] genau dann, wenn das Minimalpolynom

von a iijber Z auch irreduzibel iber Zp ist.
Falls a =V q . q Primzahl; bedeutet das:

Wenn x2- q keine Nullstelle in Zp hat. so ist p eine zZur Reduktion

geeignete Primzahl.

Betrachte die Smutov-Quartiken in [P&. die Koordinaten der Singularitidten

liegen nach Homogenisierung und geeigneter Normierung in Z[\/ 2] . Die
Hyperf léche:

Vs (T,0x) + T (x5) + T (%) + T (x,) = 0}

hat 24 Singularititen; wir teilen sie in 3 Klassen ein:

Typ I (£.0.£,0) und (0.%,0.%)
Typ I : (£.0,0.3) und (0,%,%,0)
Typ III : (£.£.0,0) und (0.0.%.%) .

Ein "+" bedeutet 1/v 2 und ein "-" -~1/v 2 .



Mit dem Computer wurde berechnet: d’'(181) =2 .
Die globalen Divisoren {x2+ x2+ X xo- 1/2 = 0, 32+ X2+ xu,~ 1/2 = 0
es 17 R 1% = 0 HgF Xgh XXy

2 2 2 2 - =
und {x1+ X3+ X Xq= 1/2 = 0, x2+ Xg* XoX4 1/2 = 0} liefern zweil linear

unabhiingige Vektoren in o , es ist
d=2.

Auf einer speziellen kleinen Aufldsung hat man zwischen den
irreduziblen exzeptionellen Kurven folgende Relationen: Alle Kurven zu

Singularititen desselben Typs sind homolog. weiterhin ist

L. - Li; +L

I II

Es gibt 6 projektiv algebraische kleine Auflosungen.

Die Quartik
V= {34(x1) + 34(x2) - 74(x3) - 34(x4)'= 0}
hat 33 Nodes, abgekiirzt geschrieben als {(0,0.0,0) , (#.%.£.%) ,

(0,%.£.0) , (+.0.£.0) , (0.%£.0,%t) wund (£.0,0.%) . Ein "+" bedeutet
wieder 1/V 2 und ein "-" -1~V 2 .

Der Computer berechnet d'(181) =7 .

Die Quartik enthdilt die 8 Ebenen (x i, = O. xjixk =0} , (i.4.k) €
{(3.2.4)., (4.2,3)} , jede der Ebenen enthiilt 9 der Nodes. Die Vektoren
der Schnittzahlen der eigentlichen Transformierten dieser Ebenen mit den
exzeptionellen Kurven auf einer kleinen Aufldsung erzeugen einen

Untervektorraum der Dimension gridPer oder gleich 7.



Hiervon itiberzeugt man sich. indem man nacheinander 7 Ebenen E1 auswihlt,
die jeweils Nodes P1 enthalten, die durch die vorher gewihlten Ebenen

noch nicht erreicht wurden. zum Beispiel:

By = {x;x3=0. xy=x, =0} Pp = (rtrd)
Ey = {x+%y = 0 . x2-x4.= 0} Py = (+.==07)
Ey = (%% = 0, xy+x, = 0} Py= (+.4.4.7)
Ey = {x;%%y 3 0 , X5#x, = O} Py = (=bimt)
Eg = {x,+%, 2 0 . Xy#x; = O} Py = (0.+.-.0)
B = xy"%g 2 0. X7 = 0) Pg = (0.+..0)
E, = {x;x, =0 . Xy=xy = 0} 7=(+00+).

Also ist der Defekt d = 7 , die Zerlegung von Q° in o und % und damit
auch die Anzahl der projektiv algebraischen kleinen Auflosungen liefe
sich theoretiéch genau bestimmen, wire allerdings mit einigem
Rechenaufwand verbunden.

Wenden wir uns statt dessen lieber der Quartik

V= {7 (x1)+ T4(%) + T (x3) = T (x,) = 0}
mit s =30 zu.
Der Computer berechnet d‘'(181) =8 .

Schreibe die Gleichung der Quartik als

3’4(:(1) + 3'4(:(2) = 54(x4) - 3'4(}:3) .
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Der Term auf der linken Seite der Gleichung zerfdllt.in die Faktoren
2 2 2 2 -
2(2xl+ 2x2+ 2x1x2 -1) (2x1+ 2x2- 2:|:1x2 1) , der Term auf der rechten

5 :
Seite in (x4+x3) (x‘!-—xa) (x§+x4—1) . Man sieht, dag die Divisoren

o 2 2 1
Dy = {xytxy = 0, 2+ Bk 26Xy -1 = 0}
. _ 2 5.2 -1 2
und | Dz._{x3x4=0.2x1+2x2+2x1x21 0}
glatte Weil-Divisoren auf V sind. Durch Vei'tauschung von x3 mit X, bzw.
Xg erhilt man als weitere Divisoren
D, i= {x+x, = O , 2x2+ 2%o+ 2x.x, -1 = 0}
3 0= {xgtxy = 00 20+ 2k Zxq -1 =
) _ 2 2 -
D, = {x2-x4 =0 . 2G+ 2+ 2:«:1x3 1 =0}
und D5=={x1+x4 0.2x§+2x§+2x2x3-1=0}.
Zus#itzliche Divisoren sieht man, indem man die Gleichung der Quartik als.
3'4(x1) + 34(x2) + 34(::3) +1= 3’4(x4) + 1
schreibt. Wie schon im Zusammenhang mit Double Selids gesehen, ist der

Term auf der rechten Seite der Gleichung gleich qf :
, 4
i=1

= 2(23-1)° und

2

der Term auf der linken Seite gleich dg

$ die 4
: 3 \
linearen Polynome :1:1:!:152:1:\;‘3 durchlauft wund g als 2(1‘:‘:1xi -1)
definiert ist. Die Gleichung der Quartik l#ft sich zu
4

2 2
TL, =q7 -q
=1 1 1 2

umf ormen;



die Divisoren

Dg = {x;*xy*x3 2 0 . qy*+q9 = O} ,

Dy i= {x;¥Xy=x3 = 0 , q +qy = 0}
und Dg = {x%p¥3 = 0+ ap*a, = 0}
sind wiederum glatte Weil-Divisoren auf V. Die zu den Divisoren D1 bis
D8 gehorenden 33-Tupel (ml""'m33) €4 sind linear unabhingig. Ich

mochte den rechnerisch aufwendigen Beweis hier nicht vorfihren: die
Beweismethode wird spiter an einem wichtigeren Beispiel (dem Double
Solid, verzweigt liéngs einer émutov—Oktik mit 144 Nodes) genauer

erldutert werden.

Kommen wir nun: zur é:utov-—Quintik
4,
V= {1§1 S’S(xi) = 0}

mit 96 Nodes. Die Koordinaten der Singularitiiten- liegen nach geeigneter

Normierung in Z[‘J 5| . mit dem Computer wurde:
d'(173) = 10

berechnet. Um den Defekt auch nach unten abzuschidtzen, soll nun wieder
eine Folge Di von 10 globalen glatten Weil-Divisoren konstruiert werden,

so daf jeder Divisor Di mindestens einen Punkt P,€ ¥ enthilt, Pie D

i J

fiir alle § < i .



Wie wir wissen, zerfidllt Fs(x) + 35(3;)

2. Die Zerlegung lautet

I5(x) + Ig(y) = (x+y) £(x.7) g(x.¥)

in 3 Polynome vom Grad 1,2 und

F(x.y) = 4%+ 4%+ 2(VE -1)xy - (5~ 5)/2

mit
wd g(x.y) = 4>+ 4y%- 2(VE +l)xy - (5V3B)/2 .
¥Wdhle nun:
D1 = {x1+x2 =0, Xytx, = 0} P1 = (al.a4.a1.a4)
Dy = {xy¥%3 = 0 . x5%x, = 0} Py = (@).2).04.a,)
Dy = {xy*x4 = 0 . X533 = 0} Py = (@).a5.23.2))
Dy = {xy¥%5 = 0 . g(x3.x,) = 0} Py = (ay.a4.0).05)
D5 = fxyhig = 0 1 g(iyxg) = O} Ps = (ay.0y ap.0)
Dg = {xy#xy =0 . &(xy.%3) = 0} Pg = (@).@y.a5.a,)
D7 = {£(x1.%5) = 0. &(x3.x,) = O} P7 = (@09, .25)
Dg = {£(x;.33) = 0 . &(xy.x,) = O} Pg = (a;.2;.05.a,)
Dy = {f(x1.x5) =0, xy%x, = 0} Py = (ag.ay.24.a))
Dio= {E(xy:%3) = 0 . xy+x, = 0} Pio® (mp.a4.a.2y)
Zur Erimnerung: Es ist
1= fi = - 4
T = E{l ="

Damit hat der Vektorraum o mindestens die Dimension 10, die Gleichung

- d = 10.

ist bewiesen!



Die projektiv algebraischen kleinen AuflGsungen sind Kihlermannigfaltig-
keiten mit trivialem kanonischen Biindel und Eulerzahl -8 . Interessante

1.1.5

Hodgezahlen sind hl'l(V) = 11 wnd B2'}(¥) =15 .

Kommen wir nun zu den restlichen Double Solids. Die Koordinaten der -
Singularititen der Double Solids mit émutov—Sextiken als Verzweigungs-
flichen liegen in Z[V 3|‘ , hier ist 173 eine zur Reduktion geeignete

Primzahl. Bei den Oktiken liegen die Koordinaten der Singularitiiten in

Z[ 2+/ 2 ] . Das Hinimlpolynom.von' 2+ 2 tber Z ist f = x4+x2+2 .

Fir welche Primzahlen p ist dies Polynom irreduzibel iber Zp ?

Nehmen wir an, dag f Uber Z’p in zwei quadratische Terme zerfdllt. Dann.
2 _
= 2(p) .

Falls: p = 3(8) oder 3(8) . ist das nicht moglich; in diesen Fillen ist

gibt es a.,b € Zp_ , sodaf T = (xz-ax+b)(x2¥ax+b) . Es ist b

2 kein Quadrat modulo p. Eine Primzahl p 3 5(8) mit f(a) # O(p) flr
alle a € Zp ist daher zur Reduktion geeignet; 181 ist eine solche
Zahl.



Man erhiilt folgende Ergebnisse:

Anzahl der null-

Verzweigungsf liche: Anﬁiaéer Defekt ﬁﬁ?«}iﬁg :.3:‘ y
T (%) )49 5(%5) 4T (%4)+1=0 54 6 o
T (%) )47 (%5 )49 5 (%5)~1=0 36 ¢ 36
T (%) )+ (%g) =T (35)+1=0 51 5 0
T (%1 )~T (%) T (x3)+1=0 44 2 8
Tg(x,)+Tg(x5)+T g (%4)+1=0 144 9 0
T (% )49 g (x5) 495 (%) ~1=0 108 0 108
T g (%, )4 g (%) T (x5)+1=0 136 7 0
Tg (%) )Tg(x5) T (x4)+1=0 123 3 2z

Die Defekt-Abschitzungen nach oben liefert der Computer. Abschatzungen
nach unten erhiilt man durch Angabe von d linear unabhiingigen Vektoren in
d. Die einzige Schwierigkeit besteht darin, im Fall der Oktik mit 144
Doppelpunkten S globale Divisoren auf V anzugeben. deren zugehorige
144~Tupel in 4 linear unabhiingig sind!

Erinmern wir uns, daf S'S(x) + Fs(y) in 4 irreduzible Polynome vom Grad

2 zerfdllt. Diese sind (bis auf einen konstanten Faktor)

[}

fl(x.y) x2 + y2 + 7 2+ 2 xy + Y2 =2

4
fo(x.y) = X2+ y2 -V 22 xy + ‘/_24-2
fs(x.y) = x2 + y2 -2V 2 xy - ﬁ;ﬂ
£ (x.¥) zx2+y2+ ’ 2-\/Txy-‘_/.__27+2.



Weiterhin benotigen wir, daf 3’é(z) + 1 Quadrat eines Polynoms g(z) vom
Grad 4 ist. Bis auf einen konstanten Faktor ist

g(z) =z - 2° + 1/8 .

Die Gleichung des Double Solids schreibt sich als

4
T £0x) = [o - g(xy)]le + 2(xy)] -

Wehie als spezielle Divisoren auf V

D; = {o-g(x3) = 0. f,(x,,x;) = 0}
Dy = {w=B(xq) = 0, f,y(x,.%x,) = 0}
Dy = {0g(xq) = 0 . f5(x;.%,) = 0}
Dy = {og(xy) = 0. f,(x,%3) = 0}
Dy = {v-8(xy) = 0, f,5(x;.%x5) = 0}
Dg = {o-g(x5) =0 . £5(x;.x3) = 0}
D, = {og(x)) = O . £,(xy.x3) = 0}
Dg = {w-g(x;) = 0, f,5(x5.%3) = 0}
Dy = {w-8(x)) = 0, f4(x5.%4) = 0}

Es. ist
Vo3
Q=73 =%
lmd .
Vo3
B="3 =%

Wir untersuchen nun, wie- sich diese Divisoren in einer Umgebung

spezieller Singularititen verhalten.



Sei Pl ‘= (a3.0.a3) . Die Divisoren Dl' D2. D7 und D8 gehen durch

diesen Punkt; D, und D2 repriasentieren die beiden lokalen Divisoren in

1
Pl' ebenso D7 und Dg. Die Koordinatentransformation- Xy & X, 1a8¢ Pl
invariant und vertauscht D1 und D‘T Lokal vertauscht diese Koordinaten-
transformation die beiden kleinen Auflisungen, also sind D1 und D.7 lokal

in Pl verschieden. Wir schreiben das so:

D (1) . Dy(=1) . Dy(-1) . Dg(1) .

In Klammern stehen die Schnittzahlen mit der exzeptionellen Kurve einer

kleinen Aufldsung von P1 .

Sei P2 ‘= (al.o.al) . Hier haben wir D3(1) und Dg(."l)* .

Wahle P3 t= (a3',0.a5) ._Die Koordinatentransformation. Xg == =X, 158t
P'3 fest und. bildet D1 auf {0 + 3(x1) =0 , fl(xz.xa) = 0} ab. Also

gilt hier:
Dl(l) . Dz(-l) . D7(1) . DS(—I) .

Analog erhilt man.

Py = (Oiay.ag) : Dy(1) . Dy(~1) . D(-1) . Dg(1)
Py = (0.a.a@) : Dy(1) . Dg(-1)

Pg i= (03.—1/\/_2.a.3) : D,(1) . Dy(-1) . Dy(-1) . Dy(1)
P, i= (-1/ﬁ.a3.a3) : D,(1) . Dy(-1) . D(~1) . Dgx(1)

Pg i= (a3.1/~/_2-.-a3) : Do(1) » Dy(-1) . Dg(1)



o D3 und
s 9 D2 und DB reprisentieren die beiden lokalen Divisoren
in Pg. Mit welchem von diesen beiden Divisoren stimmt nun D8 lokal

iiberein?

Wihle als letzten Punkt Pg = (al.llﬂ.aa) . Die Divisoren D

D, enthalten P

Betrachte die lokalen meromorphen Funktionen

1 =& N F2 = g(x.g) und F3 :=——8in—
folxy.%5) f3(xq.%5)  Ey(xg.x3)

in einer kleinen affinen Umgebung von Pl' Wehle Folgen O < € - 0

md 0<§ —> 0. sodaf (a+e. N2 +6 . ayte ) auf B. llegt. Es

ist
Fy(a,+e . w2 +5 . ayte ) > 0 .
Fola,+e . N2 +6 . aqte ) <O
und. (a+e..1/~l_+a ay+e ) > 0 .

Also stimmt D_ lokal mit D, Uberein., das heift: Dy(1) . Dy(-1) . Dg(1).

8 2



Fasse die berechneten Schnittzahlen auf einer speziellen kleinen Auf-

lésung in folgender Matrix ( Di‘LP )1S1$9 zusammen :

I 1o
(1 0 1 .1 0 1 1 0 0]
-1 0 -1 -1 0 0 0 1
0 1 0 1 -1 -1 0 -1
o 0 0-1 0 0 -1 0 O
O 0 0 1 0 0 0 o0 O
O 0 0 0 -1t"0 1 O O
-1 0 1 0 -1 0 -1 O
1 0 -1 O o o o0 1 |
0O -1 0 0 0 1 0. 0o |

Diese Matrix hat den Rang 9. also sind die zu den Divisoren Dl""'DQ

gehorenden 144-Tupel in 4« linear umabhingig. Der Defekt ist gleich 9,
" die projektiv algebraischen kleinen Aufldsungen sind Kdhlermannigfaltig—

keiten mit trivialem Lkanonischen Blindel und Eulerzahl -8 . Die

1.1 5 2.1“

interessanten Hodgezahlen sind h™'"(V) = 10 und h™' (V) = 14 .
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VII ABSCHATZUNGEN FUR u ()

In diesem Kapitel wollen wir die kleinen Auflgsungen kurz verlassen und
uns mit der Frage beschiftigen, wie viele gewghnliche Doppelpunkte eine
Hyperflache vom Grad 4 im P® haben kann. Da die Chance, zu gegebener
nodalér Threefold eine projektiv algebraische kleine Auf lb:stmg all
finden, mit wachsender Zahl von Singularitdten grdfer wird, ist eine

solche Frage in diesem Zusammenhang durchaus interessant.

Zur Notation:

In Ubéreinstimrmng mit Varchenko wird in diesem Kapitel die Dimension
des projektiven Raumes mit n und der Grad der Hyperflidche mit d
bezeichnet. Da Defekte erst wieder im nichsten Kapitel a.uftfeten._ ist
eine Verwechslung ausgeschlossen. Die maximale Zahl von Nodes einer

Hyperflédche vom Grad d in IPn(tE) werde mit p.n(d) bezeichnet.

Eine allgemeine Abschiatzung fiir p.n(d) stammt von Bruce [4]. Er zeigt:

r,(d) < ((d=1)7(d*1)+d~1)/2d  falls n gerade,
u.n(d) [4 (d—l)n/2 falls. d und n ungerade,

r (d) € ((d-1)"(d+1)+1)/2d°  falls d gerade und n ungerade.

Schirfer ist die Abschitzung von Varchenko [39]:
r(d) <A (d) .

dabei ist An(d) definiert als die Anzahl der ganzzahligen Punkte
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(kpoeoen k) innerhalb des Wirfels (0.d)" , so daB
n
(n-2)&/2 + 1 < Ik < nd/2 .
i=1

Kalker zeigt in seiner Dissertation [18]:
p,n(3) = An(3) fur alle. n € N ,

flir Kubiken ist die Abschidtzung von Varchenko also scharf. FUr Fléchen

in P> beweist Miyaoka in [25]:

ny(d) € 49 d(a-1)% .
Die folgende Liste umfaBt die bekannten Ergebnisse fiir n = 3 , 24{d<12 :

Grad- der Flache 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

“‘3(d) 4 1 4 16 31 66 104 174 256 360 488 645

y(d) 2 1 4 16 31 66 90 160 192 300 375 540

u.3(5) = 31 wurde von Beauville bewiesen [1] , u3(6). = 66 von Stagnaro
[36] . Auch die Fliche vom Grad 7 mit 90 Nodes wurde von Stagnaro

gefunden. Die Oktik mit 160 Doppelpunkten stammt von Kreiss [19] .

Fir Hyperfldchen in IP'4 hat man folgende Einzelergebnisse :

Bruce: me(2) €1 w(3) 11 pm,(4) <51 u,(S) € 154

Varchenko: u4(2) {1 u4(3) < 10 u4(4) { 45 u4(5) < 135 .
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Beispiele, auf die noch nidher eingegangen wird, zeigen uns:
1.14(2) a2l 1.14(3) = 10 p4(4) =45 .

Quintiken mit 125 bzw. 126 Nodes werden von Schoen [32] bzw. Hirzebruch

[15] konstrutert. So gilt 126 ¢ u,(5) < 135

Im Folgenden interessiert uns das asymptotische Verhalten von u.n(d)..

Pefinition: Sei

A (d) 1 (d)
a = lim nn . brl1 = lim nn
. d—w d
p_(d) -
bi = lm R2— ., ¢ s [[n;lz]] P
d—0- d

<, gibt die  asymptotische Anzahl der Singularititen der

Cmitov-Hyperflachen fir d — ® an. Es gilt

2 1
cnSbqunﬁan.

Aus den Resultaten von Bruce folgt unmittelbar b; < 172 fir alle
n€N In den Fillen n =3,4 haben wir folgende genauere
Abschitzungen:
2 1
3/8 ¢ ba‘ 4 b3 { 479

2 1 .
3/8 ¢ b4 < b4 < 11/2¢4 .

Die unteren Abschitzungen erhdlt man durch die Cmutov-Hyperflidchen, die

oberen durch Miyaoka bzw. Varchenko.



n _
Yemma: a_ = Volumen {(x,....,x_ ). 0<x 1 , (n-2)/2 { Zx, {2}
n 1 n i (=1 i

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus der Definition der sogenannten

Arnold-Zahlen A (d) .

Durch direkte Integration berechnet man:: - ay 3 23/48 , a, = 11/24 . Die

4
Folge a, besitzt noch eine andere Darstellung: Die Bedingung

n
(n=2)72 { = Xy { n/2
i=l

ist daquivalent zu

n
-1 ¢ 2 (x1-1/2) < 0.
i=1

Deute (x,~1/2) als Zufallsvariable., die im Intervall [-172 ., 1/2]
gleichverteilt ist. Die Fourier-Transformierte dieser Dichte ist

1‘}2 'ei}\x sin{A\2

dx =
-1/2 A2

n
Dann hat 32 (x1-1/2) eine Verteilungsfunktion mit Dichte

i=1
) n
e [ o [“—"NL?)-] a .
R.
Damit ist
0 -ixx [ sin(A2) 1®
a =120 [ e d\ dx -
n ‘ A2
-1m - 4
1 [ sin(A/2) 1®
a1/2r [ f cos(x) | 2 nwz dA dx
0 R :



Fir n 2 2 folgt mit dem Satz von Fubini:

1 : ‘an
a = 1727 [ [f cos{Ax) dx] [%—g&] dA
R {O

il

sin A [ sin(A/2) ]n
1/2w é Y /3 dA

sin 2x [ sin x ]ndx.

L 3
/7 [
0 X | X

Dies ist gleichbedeutend mit

a = 2/7

n+l
] cos x dx

O 8

[ sin x

dx .

i

yw[“—*-l-]

n+2
: )

O 8

[_szzl_x_

Die Varianzen der unabhingigen Zufallsvariablen (x1-1/2)

1712 . Also konvergiert

n
3 (x,-1/2)
S* Lo =1
ol
o vo/12

sind gleich

nach dem zentralen Grenzwertsatz schwach gegen die Normalverteilung. Sei

Fn die Verteilungsfunktion von S:.‘ Dann ist

0
a = J Fn(x)dx.

n
- 12/n

F']:1 ist gleichmifig beschriankt; damit isc a eine Nullfolge.

auch b; und bﬁ Nullfolgen.

Also sind
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Dariiberhinaus wissen wir: Die Funktionenfolge Fn konvergiert in jedem
kompakten Intervall gleichmifig gegen die Dichte ¢ der Normalverteilung.

Wegen der Stetigkeit von d) gile:

0
lim J‘ﬁ‘an= lim va [ F_(x) dx

o T - 12/n
= lim vaviZado) = vi2/vV2r = Vbé/7r.

Mit Hilfe der Stirlingschen Formel berechnet man leicht

lim J—ncn=V2/v.

o :
Diese beiden Formeln zitiert schon Varchenko in [40] . ohne allerdings

einen Beweis zu geben.

Zusammenfassend ergibt sich die Ungleichung

VZE ¢ Um bl ¢ Tm b2 ¢ VE/T.

b b e Hn



VIII KUBIKEN IN P(C)

Der Inhalt dieses Kapitels baut wesentlich auf Resultaten der
Dissertation-[18] von Ton Kalker auf, die Ergebnisse entstanden in enger
Zusammenarbeit mit Hans Finkelnberg (Leiden). siehe auch [8]. Die

nodalen kubischen Hyperfléchen in IP4(C) werden ndher untersucht.

Sei K eine singuldre Kubik in ﬂ'-“1 mit nur gewchnlichen Doppelpunkten,

eine Singularitit liege im Punkt P1== (0:0:0:0:1) . Dann ist
K= {x,Q+R=0},

wobei Q,R € C[xo.xa] homogen sind vom Grad 2 bzw. 3 . Mit K(P,)

bezeichnen wir K, aufgeblasen in Pl; die Quadrik {Q = 0} entspricht

1 -1

* der exzeptiomellen Fliche P'x P! . Die Einschriinkung der Abbildung

T: PP} — P

auf K—-{Pl} ldft sich zu einer Abbildung

T:  KP) — P
fortsetzen. Die Kurve
S = {Q=0}N (R =0} cP
heipt agsoziierte Kurve. Auch S hat nur nodale Singularititen, 9’-{1’1}
wird vermoge I eineindeutig auf die Singularititen von S abgebildet.

II-I(S) liegt ganz in K. Auferhalb von S ist I bijektiv. Beweise dieser

Fakten finden sich in [18] .



K(PI) ist isomorph zu IP3. aufgeblasen entlang S. Damit ergibt sich

H,(K(P,).Z) 3 Z @ T zT's, .

wobei S1 die irreduziblen Komponenten von Si
der Homologieklasse des generischen Hyperebenenschnittes H erzeugen die

durchlauft. Zusammen mit

Divisoren rr‘lsi .ganz H,(K.Z) .

Die asséziierte Kurve .S, aufgefaft als Kurve in Q= 1P1x {Pl , 1st vom
Typ (3.3). Mit Hilfe der assoziierten Kurve lassen sich die Kubiken,
die projektiv algebraisché kleine Auflgsungen zulassen, aufs Neue

charakterisieren.

faty: Sei K eine nodale Kubth in P*(C) . Genau dann existiert eine
projektiv algebraische Rkletne Auflosung, wenn alle irreduziblen
Komponenten von S. glatt sind und mindestens eine vom Typ (a.b) mit
a#b List.

Die Anzahl der irreduziblen Komponenten von 8 ist gleich d+1 .

Remely: Sel P € .‘!—-{P’l} . Dann ist O(P) eine Singularitit von S. Dabet

gibt es zwei Moglichkeiten:

1. In OI(P) schneiden sich zwei lckal glatte irreduzible
.Komponenten- von S.

2. O(P) ist Selbstschnitt einer irreduziblen Komponente von S.

Im ersten Fall sei S1 eine solche Komponente, die in IO(P) glatt ist.

Dann ist n‘lsl ein Divisor auf K. der in P glatt ist. Auf einer



kleinen Aufldsung G schneidqt LP die eigentliche Transformierte dieses |
Divisors mit Vielfachheit #1 . Also ist auf V die Kurve Lp nicht
nul lhomolog.

Im zweiten Fall bezeichne 82 die irreduzible Komponente, die in I(P)

singulér i{st. Dann haben wir

(T7'8,) Ly = £(1-1) = 0.

Dies gilt natiirlich auch fiir die anderen Komponenten, die ja I(P)

iiberhaupt nicht treffen. Damit ist L'P auf G nul lhomolog.

Es bleibt noch der Punkt Pl Zu untersuchen.

Sei Si eine beliebige Komponente von S vom Typ (a.b). Wegen

~-1
(T Si).Q, 331
haben wir

(o Si).A-1 = -a ,
(T's,).B, = -b und
(r7's,).L, = (a=b) .

Damit ist Ll, auf V genan dann nicht nullhomolog. wemn eine Komponente

von S mit a #b existiert, vgl. [7], [8].

S ist zusammenhéngend, daher kann man aus den Schnittzahlen ablesen:
-1 '
( fa.i o Si)'LP =0

fir alle P € ¥ genau dann, wenn «

=qa, fir alle 1,j . Damit besteht

i J

zwischen den Divisoren Il‘q-lsi und H genau eine Beziehung, also ist

die Anzahl der irreduziblen Komponenten von S gleich 34(V) =d+l. Q@
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Ungekehrt gilt das folgende
Qemmg: Jede Kurve vom Typ (3.3) in QC PS. Q= Plx Pl ist vollstdndi-
ger Durchschnitt einer Kubik mit der Quadrik Q und daher assoziierte

Kurve einer singulidren kubischen Hyperflache in P4.

Bemelo: Ohne Einschrinkung sei Q = {x0x3—x1x2 = 0} . Wzhle Koordinaten
(uotul:votvl) " in Plx Pl so, daf Ky B UgVy Xy = UGV L Xy = UV,
'x3 = vy . Eine (eventuell reduzible) Kurve S vom Typ (3.3) in Q wird

durch eine bihomogene Gleichung

F(uo.ul:vo.vl) =0

- vom Bigrad (3,3) beschrieben. Es existiert ein homogenes Polynom

R{xo.xi.xz,x3) vom- Grad 3, so daB
R(uOVO'uOVI'u1VO‘u1v1) = F(uo.ulzvo.vl) .

{R = 0} beschreibt eine Kubik in PB. deren Durchschnitt mit Q gerade S

ist.

(g (rgy3g) * ROxpe % 23p.3%3) = O}
ist eine Kubik in P mic S als assozijerter Kurve. o
Anhand der verschiedenen nodalen Kurven iom-Typ (3.3) in Pix Pl ist
es nun moglich, alle nodalen Kubiken in P4(C) beziiglich der Homologie—
gruppen ihrer kleinen Auflgsungen zu klassifizieren. Man iiberlege sich,
wie eine Kurve vom Typ (3.3) in Plx Pl in 1irreduzible Komponenten
zerfallen kann und beachte dabei, daf eine irreduzible Komponente vom

Typ (a.b) bis zu (a-1)(b-1) gewohnliche Doppelpunkte haben kann.
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Man erhidlt folgende vollstidndige Liste:

davon werden Anzahl der projektiv

nullhomolog algebraischen kleinen
Defekt Anzahl der Nodes aufgelgst CAufls en
0 1 1 0
2 2 0
3 3 0
4 4 0
5 5 0
1 4 0 2
5 1 0
6 2 0
6 0 2,
2 6 0 6
7 1 0
T 0 6
3 8 0 24
4 9 0 102
5 10 0 332

Die (eindeutig bestimmte) Kubik mit 10 Doppelpunkten - wird von
Finkelnberg in [7] gepau untersucht, er berechnet auch die Zahl 332
der projektiv algebraischen klein&n.Auflﬁsungen: Deta;ls zu_den anderen
Kubiken werden in [8] enthalten sein: an dieser Stelle sei als Beispiel

der Fall s = 9 behandelt.
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Gehen wir aus von der Bedingung "d = 4" . Dann zerfdllt S in zwel
Komponenten vom Typ (1,0), zwei vom Typ (0,1) und eine irreduzible
(1.1)-Komponente, es muf s = 9 . sein. Die Komponenten von S und die

Singularititen seien wie folgt bezeichnet:

" Die Schnittzahlen der eigentlichen Transformierten der Divisoren H'-ISi
mit den exzeptionellen Kurven auf einer kleinen. Aufldsung lassen sich in

folgender Matrix zusammenfassen:

1 2 3 4 5 6 7 ] 9
S0 1 1 0 1 0 0 1 0 0
81 1 0 1 0 1 1 0 0] 0
82 -1 0 o -1 -1 0 0 0 -1
S3 -1 -1 -1 0 0 0 0 -1 0
S‘1 0 0 0 0 o -1 -1 1 1
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Die Zeilenvektoren dieser Matrix erzeugen # . 3 wird deshalb von den

9-Tupeln
°1 7% " %
°1 T 837 %
2 " %7 " %
4~ %7 7 %
3" % " °s

erzeugt. Durch diese werdem die linearen Relationen zwis.chen den
exzeptionellen Kurven vollstindig beschrieben. Die Aufteilung in
projektive und nicht-projektive kleine Auflosungen erhdlt man durch
. Angabe eines Divisors D mit D'LP >0 fur alle P E€Y¥ bzw. einer
effektiven nullhomologen Kurve auf den verschiedenen kleinen Aufldsungen

Y. In Kapitel XII wird ein einfacher Beweis: dafiir gegeben werden, dag

genau 102 kleine Aufldsungen von V projektiv algebraisch sind.
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IX QUARTIKEN IN P(C)

Einige der zur Untersuchung von Kubiken entwickelten Methoden lassen

sich auch auf spezielle quartische Hyperf lichen in P4 ilbertragen.

Eine nodale Quartik in P4 ldt sich durch einen Koordinatenwechsel -auf
die Gestalt

2 .
V= {x49 + x4K + R = 0}

bringen, Q. K, R€ ﬂ:[xo.....xa] homogen vom Grad 2.3 bzw. 4. Eine

3

Singularitit liegt in P, := (0:0:0:0:1) , die Fldche {Q = 0} C P ist

1
glatt. Wir wollen nun nur Quartiken betrachten, bei denen der mittlere

Term verschwindet, das heift

V= {x§Q-+ R =0} .

Sei P € 9—{P1} . Es gibt zwel mogliche FZlle:

1. x,(P) =0 . Dann ist Q(P) #0 , R(P) =0 und 3R(P) =0 fur

ad
alle { =0,...,3 . ( ai t= 5;;

2. x,(P) %0 . Wegem &8,¥=2xQ ist Q(P) =0 , R(P) =0 und

x,3,Q + 3 R(P) = 0 fir alle { = 0.,....3.

Die Kurve S := {Q =0} N {R = 0} heiPe wieder assoziierte Kurve, und I

bezeichne wieder die Abbildung
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S hat im Punkt a = (aozal:a2:03) eine Singularitiit genau dann, wenn

ein Paar (A,n) # (0.0) mit
A GiQ(a) + U aiR(a) =0

fir 1 =0,...,3 existiert.

In unserem Fall muf sogar A\ # 0 , p # O gelten!

Falls u =0 , so wire 61Q(a.) =0 flir { =0,...,3 , also Q
singular in a, Widerspruch!

Falls A =0 , wire BiR(a.)=0 fir { =0,...,3 , also R in «
singular. Dér Punkt (a0=a1:a2=a3_:0) liegt auf V, alle partiellen
Ablei tungen verschwinr:len. Der Punkt (a0=a1=a2.:a3=0) wire eine
Singularitit von V mit Xy = 0 und Q = 0 , Widerspruch!

So gibt es zu jedem « € Ss ein A #£0 nmit

ing
A 3,Q(a) + d;R(a) = 0

fir aller { = 0,...,3 . Die Gleichung

xi = A
bat zwei Losungen. Die beiden Punkte (ao=a1:a2=03:a4) mit ai:c?\ :

gehbren zu V, da T 'S CV . Damit liegen iber «a € Sging Semau zwei

Singularititen von V.

Leider werden umgekehrt die Nodes mit x4(P) =Q unter T nicht auf S

abgebildet, sondern nur diejenigen mit x4(P) # 0 . FUr einen solchen

Punkt ist I(P) € S
sing
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Da die Singularitdten von V mit x4(P) 3 0 eineindeutig den Singulari-

titen von R entsprechen, gilt:

s = 1+2#Ssing+#ksing

Welche Informatioﬁen enthidlt die assoziierte Kurve iiber die Singulari-

taten von V und ihre auflosenden Kurven?

Uber die Singularititen mit Q #0 kann {berhaupt nichts ausgesagt
werden; hier muf man versuchen, von einem anderen Punkt aus zu
projizieren. Auch iiber die P € 9’—{?1} . I(P) singulidrer Punkt einer
irreduziblen Komponente von S, lapt sich nichts sagen, da die Kegel iiber
den irreduziblen Komponenten von S im allgemeinen nicht ganz H 4:(V.I)

erzeugen.

Sei nun PESP—{PI} . I(P) sei Schnittpunkt zweier lokal glatter
Komponenten von S. Dann geht ein lokal glatter Divisor auf V durch P,

also ist LP nicht nullhomolog auf Q

Yollstindige Informationen erhilt man im allgemeinen nur iber P'1= Die
aufldsende Kurve ist auf ‘7 genau dann- nicht mxllhomldg. wenn mindestens
eine Komponente von S vom: Typ (a,b) mit a # b ist.

Dia assoziierte Kurve S ist in {Q = 0} vom Typ (4.4) .
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Als Beispiel soll eine Quartik mit 45 Doppelpunkten - der Maximalzahl

von Nodes - untersucht werden. Sei

5
5
V:{Exi =0, 4(x0,....x5) = 0} C P,
i=0
oy bezeichne die i-te elementarsymmetrische Funktion. Diese Varietit

wurde von Todd in [38] ausfiihrlich behandelt. Die Singularititenmenge ¥

ist der Orbit der beiden Punkte (1:-1:0:0:0:0) und (l:lieie:e2:e2) -

& = 32“/3 - unter der Gruppe Ss ., die durch Permutation der

S

Koordinaten auf P“ operiert. Als Pl werde der Punkt’ (0:0:0:0:1:-1)

ausgewdhlt, ein Koordinatenwechsel
Yy i= (xé-xs)/2

: (x4+x5)/2
x . 1#45

Yg °

¥y
bringt die Quartik auf die Gestalt
2. + o, =0 und (y2-y2)a + 2y, +0, =0
57 % - Ug™¥4/% 593 7 9% '
hier sei o, = ai(YO'yl'yz'YB) . In P4 mit homogenen Koordinaten

(yozyl :y22y3'=y4) erhalten wir

V= '{yic_rz._ + (0-103. -y * afazlé) = 0} .

Es ist P1 = (0:0:0:0:1) , Q = Ty -



Die Singularititen lassen sich folgendermafen in Klassen einteilen:

Typ | x~Koordinaten in IPS y-Koordinaten in IP4 Q | Anzahl
0 (0:0:0:0:1:-1) (0:0:0:0:1) 0 1

1 GO 1:0) (covnnnn 1/2) 0 4

2 (coevnn. :0:1) (.e.....1=1/2) 0 4

3 (.......:0:0) I :0) ' -1 6

4 (.......11:1) (.onven. :0) 3 6

5 (.......11:e) (.......:a) 0 12

6 (o :1:62) (... :b) o | 12

Dabei sei a := (1-2)/2 und b :a‘(l-ez)/2 . die Werte der Koordinaten
sind laut obiger Beschreibung von ¥ zu erginzen. In (Q = 0} wird die

assoziierte Kurve S durch die Gleichung

0103 - 04 =0

gegeben. Uber S liegen 32 Nodes, also ist #s'sing =.16 . Daher zerfillt
S in 8 Geraden. Somit werden alle Singularititen vom Typ 0.1.2,5 und 6
durch nicht-nullhomologe Kurven aufgelost. Dies muf auch flir die Nodes
vom Typ 3 und 4 gell;en. da sich diese durch Koordinatenpermutationen in
Singularititen der anderen Typen therf'Lﬂu‘en lassen. Somit existieren

projektiv algebraische kleine Aufldsungen.
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Das Prinzip der assozilerten Kurve ldéBt sich folgendermafSen weiter

verallgemeinern: Betrachte die Hyperfliche
| n-2 '
V= {x4 Q + R = 0}

vom Grad n 1in 11’4: wir setzen voraus, daf {Q(xo.....x3) =0} und
{R(xo....xa) = 0} glatte Fldchen in 11’3 vom Grad 2 bzw. n sind. Die
Kurve

S:={Q=0}N{R=0}CP

ist in Q vom Typ (n.n) , sie zerfalle in d’'+l irreduzible Komponenten

S bis S . S bestehe nur aus gewdhnlichen Doppelpunkten. Die

0 4’ sing
Abbildung I sei wie oben definiert, P1 i= (0:0:0:0:1) € ¥ . Die
Abbildung T kann wieder auf V eingeschriankt und dann auf V(Pl)

fortgesetzt werden.

Unter Benutzung der VYoraussetzung, daf R glatt ist, beweist man analog
zum Fall n =4 : |

Alle von Pl varschiedenen Singularititen von V werden unter der
Abbildung T auf Singularititen von S abgebildet: lber jeder Singularitit
von S liegen genaun' (n~2) Singularititen von V. Wenn S nur gewdhnliche

Doppelpunkte hat, so auch V - es existiert ein A # 0 mit

A31Q+61R=0

fir alle 1 =0,...,3 : man ldse die Gleichung
xg-z =N .

Damit i{st s = 1 + (n—-2):ldsaimg .
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Die Kegel zr'l(si) ilber den Komponenten von S sind Divisoren auf V: ein
Punkt P € ¥ , dessen Bild unter der Abbildung T Schnitt zweier (lokal
glatter) Komponenten von S ist, .wird auf {' durch eine Kurve aufgeldst,
die in HZ(G.Q) nicht nullhomolog ist. P, wird genau dann durch eine
nullhomologe Kurve aufgeldst, wenn keine Komponente S1 der assoziierten
Kurve S vom Typ (a.b) mit a #b (ist.

Fir den Defekt gil.t: ‘

d2d .
Termutung: H4(V.Q) wird von den Divisoren ' H-lsi erzeugt.

Diese Vermutung ist filr n = 3 bewiesen. Im allgemeinen Fall fehlt -
jedoch bisher ein Beweis, daf kein Divisor existiert, der glatt durch

gewisse Singularititen geht und unter I nicht auf S abgebildet wird.

Als Folgerungen ergiilben sich:

1. Ein Punkt P € 9’-{?1} ., so daf I(P) Singularitit einer
irreduziblen Komponente der a;ssoziiarten Kurve ist, wird beim
Ubergang. zu einer kleinen Auflésung V durch.eine nullhomologe
Kurve ersetzt.

2. Eg ist d=4d° .

Aber auch ohne einen Beweis dieser Vermutung sind die folgenden
charakteristischen Beispiele interessant; es werden verschiedene
Moglichkeiten vorgestellt, Singularititenzahlen, Defekte wund null-

homologe Kurven zu kombinieren.



Betopiel L:
Die assoziierte Kurve S zerfalle in zwel glatte Komponenten vom . Typ

(1,0) und (n-1.n). Es ist

s =1+ (n-2)n = (n—l)2 und
d'=1 .

Keine Singularitit wird nullhomolog aufgelost.

Wie man sieht, reichen schon (n.-l)2 Nodes in sehr spezieller Lage aus,
um einen positiven Defekt und projektiv algebraische kleine Aufldsungen
zu erhalten. Alle Doppelpunkte liegen in einer Ebene, die ganz in V
liegt. Aufblasen dieses Divisors fllhrt zu einer projektiv algebraischen
kleinen Auflosung.

Dieses Beispiel wird uns' im ndchsten Kapitel wieder beéegnen. dabei wird
sich zeigen: in der Tat ist der Defekt d =1 .

Die' (n-1,n)-Komponente von S. kann noch bis zu (n-2)(n-1) Singuiari—
tdten besitzen, die zugehdrigen (n—2)2[n-1) Nodes von V werden vermut-

lich nullhomolog aufgelost.

Beiopiel 2
Die assoziierte Kurve S zerfalle in zwel glatte Komponenten vom Typ

(1,n-1) und (n-1,1) . Wir haben

s a1+ (0-2)[(n-1)2+1] = (n-1)[n®-3n+3] und

d'=1 .

Keine Singularitit wird nullhomolog‘ aufgeldgst, es gibt projektiv

algebraische kleine Auflgsungen.
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Wieder ist d' konstant, die Anzahl der Singularititen ist jedoch hoher

als im ersten Fall.

Beiapiel 3:
Die Kurve S zerfalle in n Komponenten vom Typ (1,0) und n vom Typ (0.1).
Dann gilt
2 2
s =1+ (n-2)n° = (n-1)[n“-n~1] und

d'= 2n~1 .

Wieder existieren projektiv algebraische kleine Aufldsungen.

Beloaplel b:
Nun zerfalle S in (n-1) Komponenten vom Typ (1,0) und eine- vom Typ
(1,n). Es. ist

s =1+ (n-2)(n~1)n und

d’=n=-1 .

Die Kegél iiber den (1,0)~Komponenten sind glatte Divisoren auf V, jede
Singularitit liegt anf einem $olchen Divisor. Also: existieren projektiv

algebraische kleine Aufldsungen.

Beide Beispiele zeigen, da der Defekt mit wachsendem n ebenfalls
unbeschrénkt sein kann, ohner daf s wie bei den 6mtov—Hyperf ldchen

asymptotisch wie n‘i wachsen muS.
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Betopiel 5:
Jetzt zerfalle S in (n-2) Komponenten vom Typ (1.0) und eine (2.,n)-

Komponente. Wir haben

s =1+ (n-2)%n wnd

d'=n-2 .

Wie im vorhergehenden Fall geht durch jede Singularitidt ein glatter

Divisor., es existieren ﬁrojektiv algebraische kleine Aufldsungen.

Es {st jedoch moglich, daf die (2,n)-Komponente der assoziierten Kurve
noch bis zu (n-1) Selbstschnittpunkte und damit V bis zu (n-1)(n-2)
weitere Singularititen besitzt. Vermutlich -werden diese nullhomolog-

aufgeldst.

Lopi
Diesmal 2zerfalle S in eine (1,1)-Komponente- und einer (n~1,n-1)-
Komponente. Es ist
s =1+ 2(n-2)(n-1) und
d’'=1.
Der Punkt Pi wird immer nullhomolog aufgeldst, trotz positiven Defektes

gibt es keine projektiv algebraischen kleinen Auflosungen.

Das gilt auch fUr

Beiopiel 7:

Die assoziierte Kurve S bestehe aus n Komponenten vom Typ (1.1). Es ist
s =1+ (n-2)(n-1)n und

d'= n~-1 .



In diesem Beispiel ist zusiditzlich noch der Defekt unbeschrinkt. Trotzdem
existieren keine projektiv algebraischen kleinen Aufldsungen. da P1

nullhomolog aufgeldst wird.

Unter Voraussetzung der Vermutung ist es sogar moglich., Fidlle zu
konstruieren, bei denen sowohl der Defekt als auch die Zahl' der

nullhomologen Kurven unbeschréinkt ist:

Die Kurve S bestehe aus (n-m) Kurven vom Typ (1.1) und einer:

(m.m)-Kurve mit (m-1)2 Selbstschnittpunkten. m := [n/2] .

Wie das Beispiel der &n.n_:ov—ﬁyperflﬁchen zeigt, kann der Defekt sogar
asymptotisch wie n2/2 anwachsen. In Kapitel XII werden auf anderem:

Wege Beispiele mic d 2 (n--'l‘)2 konstruiert.



X WEITERE BEISPIELE
Die maximale Zahl u4(5) von gewchnlichen Doppelpunkten einer Quintik
in IP4(€) ist noch unbekannt, bis heute hat man nﬁr die Abschiatzung

126 € u4(5) € 135 .
Schoen [32] und Hirzebruch [15] konstruieren.Beispiele von-Quintiken mit

vielen Nodes, die hier kurz vorgestellt werden sollen.

Scheens Quintik

4 4
{2x-51x, =0)
i=0 i=0

hat. 125 Nodes, nimlich den Orbit des Punktes. (1:1:1:1:1) unter der:

Operation der von den Koordinatentransformationen

4
mit 2 a, 3 0(5) und Es = @ erzeugten Gruppe. Diese Gruppe .
i=al

operiert transitiv auf ¥ . Schoen berechnet den Defekt als d = 24 , es

gibt projektiv algebraische kleine Aufldsungen.

Hirzebruchs Quintik hat 126 Nodes. Zu ihrer Konstruktion hetrachte die

Kurve {f(x,y) = 0} in der affinen (x,y)-Ebene, gegeben durch das



5
Produkt f = I f { der 5 Geraden eines regelmifigen Flinfecks:
i=l

Als Funktion zweier reeller Va.fia.bler hat f im Mittelpunkt des Flinfecks
sowie in je einem inneren Punkt b j des. Dreie;:ks- Bj, rela.t:ﬁ'e Extrema. So
verschwinden beide: partiellen Ableitungen in diesen 5 Punkten und in den
10 Schnittpunkten der Geraden. Aus Symmetriegriinden ist- f(bi) a f(bj)'

fir alle { und j. Durch die Gleichung
f(a,v) - f(z.w) = 0

wird eine Quintik in. C‘i und nach Homogenisierung auch in EP‘1

mic 126
gewchnlichen Doppelpunkten gegeben. Sei P € ¥ eine der 100 Nodes,
deren Koordinatemn sich als Schnittpunkte je zweief Geraden ergeben.

Mindestens eine der meromorphen Funktionen

fi(u.v)

fj(z.w)

hat in' P eine Unbestimmtheitsstelle.



Die Divisoren

{z--Eéu.w:Eév}.

(1 =0,...,4) auf V sind glatt und enthalten die restlichen 26 Nodes.
Also wird keine Singularitidt nullhomolog aufgeldst; es existieren
projektiv algebraische kleine Aufldsungen, wie Schoen zuerst fest-

stellte.

Wechseln wir wieder zu den Double Solids mit VYerzweigungsfléchen mit
vielen Nodes. Leider ist mir keine explizite Formel fiir die Sextik in IP.3
mit s = .66 und die Kreiss-Oktik mit 160 Doppelpunkten bekarmt. So kamn
man allgemein nur feststellen: In beiden Fdllen ist 23 > ﬁ3(Vt) , also

d>0.

Betrachten wir statt dessen Beispiele von Quartiken, die schon von
Kummer in [22] unmtersucht wurden. Sei {F=0}C IP3 eine glatte
Quadrik, die von den Kantgn des: Tetraeders {xox1x2x3 =0} in 12
verschiedenen Punkten geschnitten wird. Damn hat die Quartik

B = {xgxyigy + F = 0)
mindestens: diese 12 Punkte als Nodes. Die Gleichung des dazugehdrigen

Double Solids 1dft sich als

2
R
schreiben. Sukzessives Aufblasen der Divisoren {o—~F = 0, X,= 0}.
{ =0,1,2 , liefert eine partielle Auflgsung mit 52(17) > 4 ., die 12

genannten Singularititen werden aufgeldsct.



- Falls keine weiteren Nodes auftreten - das heift s =12 - so ist
d =3 und obige partielle Auflosung schon eine projektiv algebraische
kleine Auflosung. Zwischen den exzeptionellen Kurven bestehen folgende
Relationen:

Die beiden Schnittpunkte einer Tetraederkante {xi= 0, xj=i Oy , 1L #§ .,
mit der Quadrik werden jeweils homolog aufgelost, Lij bezeichne einen
Reprisentanten der Homologieklasse der auflosenden Kurven . Zwischen den

6 Kurven I.i bestehen in H2(‘7.Z) noch 3 weitere Relationen:

3

Lor ~ Loz

Log ~Log * Log =0

L -L03+L =0 .

+L12=0

01 13

Es gibt genau 24 projektiv algebraische kleine Auflgsungen.

Wihlt man speziell
Fal/4 gxf :
1=0
so hat B. insgesamt 16 Singularitiiten, es ist d =6 . Die 4 neuen
Singularititen sind (1:1:1:1) = 201 v 1=20,1,2,3 . Es gibt weitere
glatte Divisoren, -die auch diese neuen Singularititen enthalten;

schreibe die Gleichung der Verzweigungsfldche zum Beispiel als
2
"2F = xp0)" = Xy (kg rigrig) (g igixg)
Es gibt projektiv algebraische kleine Aufldgsungen. die Beziehungen
zwischen den exzeptionellen Kurven sind komplizierter als 1im Fall
s = 12 . Interessant ist, daf mit Hilfe der neuen Divisoren die Punkte

{xi= 0. X,= 0} N {F = 0} , 1{#J, getrennt werden konnen; die aufldsenden
Kurven sind nicht mehr homolog.



Im Fall s = 13 {st weiterhin d = 3 , da die neue Singularitdt nicht
auf der Quadrik {F = 0} liegt. Die oben beschriebene partielle
Auflgsung hat 52(9) = 4 , also wird der 13. Doppe.lpunkt nullhomolog
aufgelost. Es gibt keine projektiv algebraischen kleinen Aufldsungen.

Ein solches Beispiel spielt bei Poon [30] eine wichtige Rolle.

Mit
3 5
F=1/4 2 x +
oot Xo*1

erreicht mman s = 14 und d =4 . Die neuen Singularitidten liegen bei
(1:-1:4:-1) wund (1:-1:-1:{) . Schreibe die Gleichung des Double Solids
als

o = (F = ) =gy Gy rigring) (g -igoig) /2

Der Divisor
{@:F-xoxl . x0+x1 =1(x2+x3)}t:v .

geht glatt durch die neuen Singularititen, die daher nicht nullhtvamolog
aufgelgat werdem. Es existieren projektiv algebraische kleine
Auflssmgen. Es st zu ervilmen. daf die Punkte ({x,= 0. x,=0} N
{F = 0} fur (i.J) € {(0.1).(2.3)} weiterhin homolog aufgeldst werden,
ebenso- die beiden neuen Singularititen; alle anderen konnen durch glatte

Divisoren auf V getrennt werden.



Diese Beispiele lassen sich weiter verallgemeinern, indem man die
Koordinatenfunktionen xo,....x3- durch 4 beliebige Linearformen
A

Y A ersetzt, die zu je 3 linear unabhingig sind. Yon dieser Art

o 3
sind zwei der Cmutov—-Quartiken, die uns in Kapitel VII begegnet sind.

Nach Kummmer [20] lapt sich Jede Quartik in [P3 mit 16 gewchnlichen

- Doppelpunkten als .

mit ¢ =2x

B = {¢2 = 16K xoxlxzxa}
2
0

mfadnd + 2a(xgx ) + Bxgrgtxyxg) + 20(XgEgtR Xy
2.2

und K = a“+b +c2-2a.bc - 1 darstellen, a, b und ¢ sind Parameter.
Die Ebenen {xi= 0} enthalten je 6 Nodes, sie liegen auf dem

Kegelschnitt, den die Quadrik {¢ = 0} aus der Ebene ausschneidet.

Allgemein gibt es 16 dieser singuldren Tangentialebenen, je & gehen
durch eine Singularitit der Kummer—Fliche., auf jeder liegen 6 singulire
Punkte.

Seien {p =0} und {q =0} die Gleichungen zweier beliebiger dieser
Tangentialebenen. Dann existieren homogene Polynome ¢, ¢ € Cfxo. e x3]
vom Grad 2, so dajB

B = (¢ = pay} .

Falls B eine mener-Fl'aiéhe mit 16 Nodes ist, zerf#llt ¢ bei geeigneter
Wahl von ¢ in zwei Linearfaktoren, die wiederum zwei der singuliren

‘Tangentialebenen beschreiben.



Sei nun B = {F = 0} eine Kummer-Fldche mit 16 gewdhnlichen Doppel-
punkten, das definierende Polynom F sel fest gewdhlt. Sel weiterhin
P1 € ¥ und seien {q1= 0} (1 =1,...,6) die singuldren Tangential-
ebenen duch Pl‘ Dann gibt es lineare Polynome fij und Sy sowie (bis
 auf das Vorzeichen eindeutig bestimmte) homogene Polynome éij vom Grad

2. so dap

2
F = ¢1J + qiquijsij

Das Double Solid V wird durch die Gleichung

2 2
@ - ¢iJ = qiquijsij

gegeben. Fur alle 1.j.k € {1.....6} ist ¢fJ - 4% duch q, cetlar,
also:

S5 = Ty *ag¥y -
Setzt man nun

D1 ‘= {qi = 0, w~¢ij =0} .,

so ist diese Definition unabhidngig von j. Die Divisoren D1 auf V sind
wohldefiniert, ihre Homologieklassen in H4(V.Z) bis auf das Yorzeichen

‘eindeutig bestimmt.

Je zwei der Divisoren Di und D (i #J) haben zwei Singularititen

J
gemeinsam; eine ist Pl' d:l.eramf‘ererhcai.ﬂe—Pi'j . Aufblasen der Divisoren

{w—¢ij =0, q = 0} und {0—¢1J =0, qj = 0}

liefert partielle AuflGsungen, die sowohl Pl als auch Pij verschieden -

auf ldsen.
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Somit gilt fur die Schnittzahlen der eigentlichen Transformierten von Di
und D, mit den exzeptionellen Kurven L1 und L1 auf einer kleinen

J J
Auf losung: .

Auf einer speziellen kleinen Aufldsung und beziiglich einer speziellen

Wahl der Diﬁsoren D1 werden die Schnittzahlen durch folgende Tabelle

gegeben:

Ly Lig Ly3 Ly Lyg Lig Loz Log Log Log Lay Lag Lag Lyg Lyg Lng
{1 1 1 1 1 1 00 0 0 0 0 0 0 0 0
Df-1 -1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
Dy 1 0 1 0 0 0-1 0 0 0 1 1 1 0 0 0
Df-1 0 0-1 0 0 0 1 0 0-1 0 0 1 1 0
Dy 1 0 0 0 1 0 0 0-1 0 0 1 0 -1 0 1
Dgl-1 0 0 0 0-1 0 0 0 1 0 0 -1 0 1 -1

Folgerungen:

1. Der Rang der Matrix ist 6; da auch der Defekt gleich 6 ist, bilden
die Di\tisoren Di zusemmen: mit dem Bild einer Erzeugenden von H4(Vt.Z)
eine Basis von H4(V.1) .

2. Es gibt projektiv algebraische kleine Auflosungen; die genaue Zahl
liefe sich mit Hilfe obiger Tabelle ermitteln.

3. Fur alle Double Solids mit deg B=4 und s = 16 1ist die Anzahl

der projektiv algebraischen kleinen Auflosungen gleich.



- 92 -

Bis Jjetzt haben wir uns hauptsiichlich mit Varietiten mit vielen
Singularititen und ihren kleinen Aufldsungen beschaftigt. Nun stellen
wir uns die Frage: "

¥ie viele Nodes muf eine Hyperfliche in P bzw. ein Double Solid
mindestens haben, damit eine projektiv algebraische kleine Aufltisung

existiert?

Betrachte

V= {x3Q1 +x40_2 = 0}
mit Q1.02€ Cfxo.....x4] homogen vom Grad (n-1) so, daf V nur in
{x3=- 0. X4= 0, Ql= 0. Q2= 0} gewchnliche Doppelpunkte besitzt. Die
Kurven Qi(x0=x1=x2-'030) schneiden sich in der Ebene {x3= 0. x =0}
transversal 1n.(n--1)2 Punkten, also ist s = (n—-l)2 . Aufblasen der

Ebene {x3= 0, x,= 0} liefert eine projektive kleine Aufldsung.
Behauptung: Fur alle n 2 2 1ist der Defekt gleich 1.

#emeio: Den Fall n = 2, s = 1und d = 1 haben wir schon in Kapitel IV

behandelt. Sei nun n. 2 3 . Betrachte die homogenen Polynome f vom Grade

(2n-5) tn P*

f = fI(XOTxl'XZ)- + Xqg + x‘ih .

Die Polynome, die durch Xy oder x, teilbar sind, verschwinden auf ¢. Die

4
Polynome vom Grad (2n-5) im [P2 mit homogenen Koordinaten (xo=x1=x2)
bilden einen Raum der Dimension [21153] = 2n2-7n+6 .



Nach dem Noetherschen Fundamentalsatz ([10], S.120) gilt fur jedes

£ (xg:%;.X,) vom Grad (2n-5) mit flls, 30 :

£ = AQ) (x5.%;.%5.0.0) + BQy(x4.%;.%5.0.0)

mit geegneten A, B € C[xo.xl.xz] homogen vom Grad (n—4). Damit ist die
Dimension des Raumes dieser Polynome f, gleich- 2[11;2] = n2-5n+6 . Fur
den Defekt ergibt sich

d = n2-2n+1 + n2-Bn+6 - (2n>-Tn+6) = 1 .

und die Behauptung ist allgemein bewiesen. Es. gibt genau zwei projektiv

algebraische kleine AuflGsungen. a

Jede Hyperflidche in [P4 vom Grad n mit (n—l)2 Nodes. die in einer Ebene

liegen, ldft sich auf die oben beschriebene Gestalt bringen.
Jermutung: Falls deg V=n und s < (n—l)2 » S0 ist immer d =0 .

Analoge Uberlegungen lassen sich auch fiir Double Solids anstellen. Sei

B = {xQ + &} CP
mit Ql' C)2 € C[xo.xl.xz] homogen vom Grad (n-1) bzw. n/2 so. daB B
nur in {x3=‘0. Q1= 0. 02= 0} gewohnliche Doppelpunkte hat. Die Kurven

‘Qi[xo.xl.x2.0) schneiden sich in der Ebene {x3= O} transversal in
(n-1)n/2 Punkten,



also hat das Double Solid

o® - Q@ = %0
genau (n-1)n/2 Nodes. Wie im vorhergehenden Beispiel zeigt man, dag Vv
fUr alle n 2 2 den Defekt 1 hat.

Tenmautung: Sei B vom Grad n Verzweigungsflache eines Double Solids mit:
s ¢ (n-1)n/2 . Dann ist immer d =0 .
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XI VERALLGEMEINERUNGEN

In den letzten beiden Kapiteln dieser Arbeit soll versucht werden,
einige der bisherigen Ergebnisse zu verallgemeinern. Das ist zum einen
so 7zu verstehen. da nicht nur Double Solids und Hyperflichen in P%,
sondern allgémein projektive Threefolds mit {solierten Singularititen

untersucht werden. Zum anderen werden nicht mehr nur gewchnliche

Doppelpunkte, sondern auch hohere Singularititen zugelassen.

Beginnen wir gleich mit dem allgemeinsten Fall.
Sei V eine projektive Threefold mit nur isolierten Singularititen. Alle .
Singularitéiten sind erlaubt, die eine kleine Auflosung (das heift: durch
eine Kurve) zulassen. .¥ bezeichne wieder die Menge der Singularitidten,
fir P €Y seien Lli,, diq verschiedenen irreduziblen Kurven einer kleinen

Auf losung von P; der Index { ldHuft von 1 bis s,. Wieder ist es moglich,

;P.
die projektiv algebraischen kleinen Aufldsungen zu charakterisieren.

Patyz: FUr eine khleine Auﬂ‘o'sung;\‘; sind folgende Aussagen dquivalent:

1. V ist projektiv algebraisch.

2. Es existiert ein Divisor D auf V mit

D.L; >0

fir alle 1 a2 1,. und alle P €Y .

-+ Sp
3. Zwischen den irreduziblen exzeptionellen Kurven besteht keine



nichttriviale Relation

Ip
1.1
T X B = 0,
Pey i=1 PLP

so daB 5; 20 firalle 1=1,....,5p undalle PEY .

‘Beseia: Die Implikationen "1 2 2 = 3" sind klar. Auch der auf den
Ergebnissen Peternells beruhende Beweis der Richtung "3 & 1" 1#S3t sich
wortlich auf den allgemeinen Fall ilbertragen.

Ufn auch den Alternativbeweis zumindest in speziellen Fdllen i{ibernehmen

zu kinnen, sind einige Yoriberlegungen notwendig.

Definiere
8 iz 2
‘ pey °P

und # als den’ Q-Vektorraum, der durch die s-Tupel (51""'55) der
Koeffizienten der 1linearen Relationen zwischen den 1irreduziblen
exzeptionellen Kurven Li erzeugt wird. Beachte, daf wir hier die
exzeptionellen Kurven einfach durchnummerieren ohne darauf zu achten,
welche Kurve welchen singuldren Punkt aufldst. Der Q-Vektorraum o werde
von den s-Tupeln (al....,rxs) der Schnittzahlen der irreduziblen
exzeptionellen Kurven mit den Divisoren auf Q erzeugt. Es ist klar, daf
in @ o und % wieder aufeinander senkrecht stehen. Nicht so klar ist,

wie sich o und # bei Anderung der kleinen Auflgsung V verhalten.



Auch einen Defekt d := 34(‘1) - ﬂz(V) kann man definieren, es ist

B,(V) = B,(V) und

Der Vektorraum 3 hat die Dimension (s-d).

Falls PE€¢ vom Typ (2.2.n+l.n+l) 1ist - das bedeutet. daf V in einer
Umgebung von P in affinen Koordinaten durch

2 2 n+l n+l _
2 *pty vz, =0
gegeben ist - kann man wieder zu einer Deformation Vt ilbergehen, die
lokal durch eine Gleichung

2 2 n+l n+l
214-22-0-13 + 2z =t

beschrieben wird. Es gilc:
B,(V,) = Bo(V,) = B(V) = B,(V) - d .
Demit ist die Dimension von d gleich d, wir haben Q° = o L & .
Zwischen den verschwindenden Zykeln auf Vt bestehen d Relationen, die
durch 4 beschrieben werden.

Beachte: Von den n2 verschwindenden Zykeln sind nur jeweils n an
globalen Relationen beteiligt. Eine genaune Beschreibung dieser

Beziehungen wiirde an dieser Stelle zu weit filhren.

Unter Benutzung dieser Uberlegungen ist es moglich, zumindest im Fall
-von Singularititen des Typs: (2.2.n+l1.n+l) auch den Alternativbeweis zu

ilbertragen. o



Im Fall gewchnlicher Doppelpunkte bedeutet ein Wechsel der kleinen
Auf ltisui:g weiterhin einen Wechsel der Vorzeichen in den Relationen

zwischen den exzeptionellen Kurven. Damit gilt der

Saty: Sei V eine nodale projektive Threefold. Eine projektiv
algebratsche kleine Auflosung existiert genau dann, wenn alle

irreduziblen exzeptionellen Kurven auf V nicht nullhomolog sind.

Erste neue Beispiele sind vollstindige Durchschnitte zweier Quadriken in

o,

Poon untersucht in [29] die dreidimensionale Varietit

5.
2,2, .,.2 2 2, 2
{ 2(zo+zl) + )\224-3/2 Zy +Zy v 25 = 0 '1302

=0}CP5'.

2
i
2503/72 , mit 4 Nodes bei (1:4£:0:0:0:0) und (0:0:0:0:1:%1) .

Poon fand heraus:

Der Defekt ist gleich 2, die beiden Punktepaare werden (modulo
Vorzeichen) jeweils. homolog aufgeldst. Also gibt es 4 projektiv

algebraische kleine Aufldsungen.

Im Fall A =32 ist 3.=26 , weitere Singularititen sind
(0:0:1:£1:0:0) . Durch

{zo+121 = 0, Zytizy = 0, z *izg = 0}
wird ein glatter Divisor auf V gegeben, der die:Punkte (1:1:0:0:0:0) ,

(0:0:1:1:0:0) und (0:0:0:0:1:i) enthilt. Analog geht der Divisor

{zo-iz1 = 0, Zotizy = 0, z +zg = 0}

4



durch (1:-1:0:0:0:0) , (0:0:1:1:0:0) wund (0:0:0:0:1:1) usw.
Der Defekt ist gleich 4, das Schnittverhalten der Divisoren mit den
Kurven LP wird auf einer speziellen kleinen Auflosung durch die Matrix
11 00 00
00 11 00
00 00 11
10 10 10
beschrieben. Der Vektorraum # wird durch die Vektorem (1,-1,-1,1,0,0)
und (1.—1.0.0.-1.1j erzeugt. Yon den 64 kleinen Aufldsungen sind genau

46 projektiv algebraisch.

Diese: Beispiele legen die Vermutung nahe, daf8 bel vollstindigen
Durchschnitten in hdherdimensionalen projektiven Rilumen der Defekt und
damit auch die Anzahl der projektiv algebraischen kleinen. Auflosungen G
im Vergleich zur Anzahl der Nodes hoher ist als bei Hyperflidchen in P4.
Eine allgemeine Formel zur Berechmmg des Defektes fehlt bisher

allerdings.

Beschidf tigen: wir uns. mun mit hoheren Singularititen.

Sei V eine singulire Threefold, P € ¥ werde in lokalen affinen.
Koordinaten durch eine Gleichung

2 2 n+l . n+l
zl+22+23 +z‘i =0

gegeben.



- 100 -

Ein geeigneter Koordinatenwechsel bringt diese Gleichung in die Form
n j '
z2.Zp= 0 (z, + 5, .2,)
127 73 7 Sne1%e

me &, = /() setze £ i=zg e gl z, . Duren {£= 0)

n+l : ’ J

bzw. {zla 0} werden lokale Cartier-Divisoren beschrieben, die in
Weil-Divisoren zerfallen. Nach Brieskorn [2] wird eine spezielle kleine
Aufldsung von P durch den Abschluf des Graphen der lokalen meromorphen

Funktion

R o3
PN l.n
- in x (P")" gegeben. Die exzeptionellen Kurven sind

Lp = (P} x (0:1) x...x P x (1:0) x...x (1:0) ,

Al

i=1,....n, Pl steht an i-ter Stelle. Es ist Sp-= 1 .

Yemma: Die eigentlichen Transformierten der Weil-Divisoren {21= 0,

-fj= 0} . §=0,....n , haben mit den Kurven L; die folgenden Schnitt-
zahlen

{z1=-0.,f0= 0} : (-1.0,0,...,0,0)

{zl= 0. f1= 0} : (1,-1,0,...,0,0)

(z;= 0. f4= 0} : (0.1.-1,0,....0)

{zia.o' fn-1= 0} : (O.f...0.0.l.-l)

{ZI= 0, £n= 0} : (0,....,0.0,0,1) .

Die i-te Komponente bezeichne die Schnittzahl mit der Kurve L; .
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Semein: Betrachte den Fall n a 2 . Die lokale Gleichung von V in einer

affinen Umgebung von P lautet
2

z.Zo =0 f, .
172 =0 J
Der Abschluf des Graphen der meromorphen Funktion

21_:1_]
fa 7 fofy

beschreibt eine kleine Auflosung, die exzeptionellen Kurven sind

P'x (1:0) uwnd  (0:1) x P!

Die eigentliche Transformierte des
Weil~-Divisors {22= 0. f0= 0} hat mit diesen beiden Kurven nur den
Punkt (1:0) x (1:0) gemeinsam; die- Schnittzahlen sind daher (1,0). Da

der Cartier-Divisor {£0= 0} mit allen exzeptionellen Kurven die

Schnittzahl O haben muf, sind die Schnittzahlen dieser Kurven mit dem:

Weil-Divisor {zl= 0, foz 0} gleich (-1,0).

Die eigentlichen Transformierten von {zla 0, f1= 0} Dbzw. {22; 0,

1

£,= 0} enthalten (0:1) x P' bzw. P'x (1:0) . Als Schnittzahlen mit

den exzeptionellen Kurven ergeben sich (1.,~1) bzw. (-1.1). Mit diesem

Yerfahren lassen sich auch im allgemeinen Fall alle Schnittzahlen

berechnen. n]

1
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Nach Brieskorn werden die verschiedenen kleinen Aufldsungen durch die

Graphen der Funktionen

oA A
' et f, ...
flo ftofiy T Tt fu

beschrieben, entsprechen also den Permutationen obiger Tupel von
Schnittzahlen. Es gibt (n+l)! verschiedene Moglichkeiten der kleinen

Aufldsung.

Wir wollen nun versuchen, mit Hilfe dieser lokalen Informationen globale
Eigenschaften kleiner Aufldsungen zu charakterisieren. Sei V C [PN eine
singulidre Threefold. zu jedem P € ¥ existiere ein n € N, so dag V in
einer 'a.f finen Umgebung von P durch eine Gleichung der Form

2 2 n+l | o+l
zl-i-zz-!-% -4-z4 =0

gegeben wird. Es stellt sich die Frage nach der Existenz projektiv
algel:;raischer kleiner Auflosungen, das heift man sucht globale Divisoren
auf V, deren eigentliche Transformierte auf einer kleinen Aufl'o’sm:g\{'
mit allen exzeptionellen. Kurven positiven Schnitt haben. Ob diese Suche

erfolgreich ist, hidngt davon ab, wie sich die lokalen Weil-Divisoren

J .
WP = {Z.la 0, fJ= 0} ’

P € ¥ , zu globalen Divisoren fortsetzen lassen.
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Nehmen wir einmal an, alle zu einem Punkt P € ¢ gehdorenden lokalen
Weil-Divisoren Wg, lassen sich zu verschiedenen globalen Divisoren
fortsetzen, die jeweils in P ) glatt sind. Betrachte die Linear-

kombinationen

D:=20’%Dg.
J

a% € [HO. Falls alle a.‘lj, verschieden sind - ohne Einschrénkung nehmen- wir
an: a.g <...< a.g - gibt es genau eine kleine Aufldsung des Punktes P,

so daf die eigentliche Transformierte von D alle Kurven Lri, positiv

schneidet:
Man muf so suflisen, daf Wy das Schnittzahl-Tupel (-1,0.0.....0,0)
zugeordnet wird, Wl das Tupel (1,-1.,0....,0,0) usw.

P

Falls. zwel der Zahlen a.li, gleich sind, ist es. nicht moglich, eine kleine

Auflosung mit

~

D.L.f, >0
fur alle { =1,...,n zu finden, wie man sich an Hand der Schnittzahlen
iiberzeugt. Dies gilt auch, falls. sich wmehrere W; nur zu ein und

demselben globalen Divisor erginzen lassen., der dann in P singulidr ist.

Patyz: Sel V eine Threefold mit den oben angegebenen Eilgenschaften. Es
exigtiert eine projektiv a.lgebratéc}w kleine Aufldsung genau dann, wenn
fir alle Singularitdten P € ¥ gtlt:

Alle lokalen Weil-Diuvisoren W; lassen sich zu globalen Divisoren D; auf

Y fortsetzen, die in P glatt sind.
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Bemeln: Falls diese Bedingung erfiillt 1ist, so betrachte alle
Linearkombinationen

D s 5 ol

= e o PP

a.'fj, € INo sowie ihre Einschrénkungen DP auf affine Umgebungen aller P € ¢

P
Dp =i 2 Pp¥p
j=0
Fur einen Punkt P € ¥ 1ist die Menge der Divisoren D mit ﬂli, '3 ,61‘1 fur
alle {1 # J nicht leer. Dann existiert auch ein Divisor D, so daf
ﬂli, A ﬂ% filr alle { # j und.alle P € ¥ . Wie wir uns zuvor liberlegten.

gibt es zu jedem solchen Divisor D eine kleine AuflGsung G so daf
5 i
LP >0
fir alle 1 =1,... +Sp. und alle P € ¥ . Die verschiedenen projektiv
algebraischen kleinen Aufldsungen entsprechen dabei eineindeutig den

varschiedenen Moglichkeiten, die Bli,'. jeweils pro Singularitit der Grofe

nach anzuordnen. n |

Jongllan: Sei V wie im vorausgehenden Satz, es existieren projektiv
algebraische kleine Aufldsungen.

Dann hat V nur (2,2.n+l,n+1)-Singularititen mit n ¢ d .
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XII BEISPIELE MIT HUHEREN SINGULARITATEN

Wie im Fall gewdhnlicher Doppelpunkte, so sind auch jetzt wieder
singuldre Kubiken in Il’4 schone Beispiele, auf die sich die allgemeine

Theorie gut anwenden l#fSt.

Sei in diesem Kapitel K C IP4 elne Kubik mit nur Singulé.ritia‘.t_:en vom Typ
(2,2,n+1,n+1) . Nehmen wir weiterhin an, daf K mindestens einen
gewohnlichen Doppelpunkt habe, dieser liege im Punkt (0:0:0:0:1) . Dann
148t sich die Kubik als

{x4Q+R=0}

schreiben, wobei Q und R homogene Polynomer vom Grad 2 bzw.3 in

S.:= {Q =0} N {R =0} CP°

heift wieder assoziierte Kurve. Unter der Abbildung I: K-{Pl} —_— [P3
wird ein Punkt Pes’-{Pl} vom Typ (2.2,n+1,n+1) auf eine
Singularitit von S abgebildet, in der sich (n+l) lokale Komponenten
schneiden, und zwar je paarweise transversal. Da 8 vom Typ (3.3) ist,
treten nur die Fdlle n = 1,2,3 auf. Die Kegel Uber den irreduziblen

Komponenten S1 von S bilden eine Basis von H4(K.Z). es gilt der folgende

Paty: Sel K eine KubtkR mit den oben angegebenen Eilgenschaften. Eilne
projektiv algebra_.f.sche Rleine Auflosung existiert genau dann, wenn alle
irreduziblen Komponenten von S glatt sind und mindestens eine vom Typ

(a.b) mit a # b {ist.



- 106 -

Die amplen Divisoren auf den verschiedenen projektiv algebraischen

kleinen Auflosungen V ergeben sich als eigentliche Transformierte der

d ~1
2 a, o Si )
i=0
wobei die a, so zu wihlen sind, daf a, # aJ . falls Siﬂ SJ F
‘ d
Beachte auch, daf p> ai(ai-bi) #0 sein muf, wobei Si vom Typ
1=0

(ai'bi) .

Die verschiedenen projektiv - algebraischen kleinen Auflﬁsunéén ent—
sprechen den verschiedenen Moglichkeiten, pro Singularitit P € 9—{P1}

die a, mit O(P) €S der GroBe nach an;uordnen._Die spezielle Auf-

i i
d
losung von P1 wird durch das Yorzeichen von 2 ai(ai-bi) bestimmt ..
1=0

Aus diesen Uberlegungen ergibt sich unmittelbar der folgende

Saty: Sel K1 eine Kubtik, deren assoztiierte Kurve S1 aus S durch stetige
Deformation so entsteht, daf eine (2.2,.n+l,n+1)-Stngularitdt in I?Zl]
Nodes aufgelést wird. Dann haben K und K die gleiche Anzmhl projektiv

algebratischer kletner Auflosungen.

Dies ist so zu verstehen, dafS die Quadrik Q unverzndert bleibt und nur

die assoziierte Kurve in Q und damit die Kubik R deformiert wird.
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Bemenkung: Ein analoger Satz ldpt sich fir beliebige singuldre
Threefolds V wmit nur {isolierten (2,.2,n+1,n+1)-Singularititen
formulieren:

Sei # der Totalraum einer Deformation von V,

I: § — ¢

die Projektion, V = VO = II‘]‘(O) . V1 = II-I(I) . Die Deformation habe

folgende Eigenschaf ten:

1. Eine (2,2.n+l,n+1)~Singularitdt auf V wird in [n;l] Nodes
auf V1 aufgelsst. '
2. Es existieren Divisoren Dl""'DN auf ¥ , so daf
i
Dylyt..... Dylyl die globalen Divisoren auf V" sind, i = 0.1 .

Dann haben V und VI' die gleiche Anzahl projektiv algebraischer kleiner -

Auf lsungen.

Kehren wir zuriick zu den Kubiken. Beispiele mit hoheren Singularititen
lassen- sich als Deformationen der in Kapitel VIII angegebenen nodalen
Kubiken finden; es ist moglich, so alle Kubiken mit nur isolierten
Singularititen vom Typ (2.2.n+l.n+l1) und mindestens einem gewshnlichen
Doppelpunkt zu klassifizieren.

Die in Kapitel VIII berechneten Zahlen der projektiv algebraischen
kleinen Auflosungen lassen sich in den Fadllen d { 3 so in elementarer

Weise bestdtigen. Beschiiftigen wir uns ngZher mit dem Fall d = 4.:
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Die assoziierte Kurve

S S S

0 3 ' 4
gehdrt zu einer Kubik mit drei Nodes und zwei Singularititen vom Typ
(2,2,3.3) . Die Divisoren auf dieser Kubik werden durch
4 -1
2 a, 114 Si
1=0
gegeben. Wieder ordnen wir einem Divisor D die kleine Aufldsung mit

~

D.L;,> 0 fur alle i =1,.. und alle P € ¥ zu. Wir legen

-1 3p,
% <@ <o

und damit eine von 6 Moglichkeiten der kleinen Auflgsung in der zu

son Slﬂ 83 gehorenden Singularitit fest und fragen uns: Wie viele

projektiv algebraische kleine Auflgsungen sind unter dieser Neben-

bedingung moglich?

Falls a4< ao . 8ind es 6 Fdlle:

a2< a, ,

cr.4< a:2< @, und a1+a2< 03-!«'.!:‘1
bzw. a1+a2> a3+cr.4 .

a0< a2< ag und a1+a2< c13+a4
hzw. a-1+a2> a3+-¢::‘1 .

a2)a3.
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Falls a0< a4< a . gibt es 5 verschiedene Moglichkeiten:
a2< -
ao< a2< a, .
cx4< a2< o und a1+a2< <13-!-cz4
bzw. a1+¢12> 03+a .
az) ay -
Falls a4> @y . sind folgende 6 Fdlle moglich:
o< ag
ay< anl min{aa.a‘i} .
q:4< a2< @y
a2> mx{a.a.a4} und a.1+a2< agta,
bzw. a1+a2> a.3+¢4 .
03< a2< a4 .

Ein- Wechsel des Vorzeichens von (a1+a2) - (a3+a4) entspricht einem
Wechsel der kleinem Auflosung bei Pl' Insgesamt gibt es 102 projektiv
algebraische kleine Auflosungen, dies gilt somit auch fiir eine Kubik mit
9 Nodes.

Was ldft sich ijber die Relationen zwischen den exzeptionellen Kurven auf

den verschiedenen kleinen Auflgsungen sagen?

Im Fall hoherer Singularititen. ist die Anderung der Relationen bei einem

Wechsel der kleinen Auflosung nicht so einfach zu beschreiben wie im
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Fall der Nodes, wo dieser einen Vorzeichenwechsel der entsprechenden
Koeffizienten bewirkte. Allgemein Bedeutet ein Wechsel der kleinen
Aufldsung in einer Singularitidt P € ¥ eine Permutation der Schnitt-
zahlen der eigentlichen Transformierten der Divisoren, die P enthalten,
mit den Kurven L.;, Diese Anderung des Vektorraumes o bewirkt auch eine
Anderung des Vektorraumes #, der ja die linearen Relationen zwischen den

exzeptionellen Kurven Lli, beschreibt.

Ein charakteristisches Beispiel:

Sei K eine Kubik, deren assoziierte Kurve in 3 Komponenten vom Typ

(2,2), (0,1) und (1.0) in folgender Weise zerfallt:

2

Eine Mbglichkeit der (projektiven) kleinen Auflosung ist, den Divisoren

T™'s, wd I''S, die Schnittzahlen (-1,1.0.1,-1) bzw. (1,0,1,0,1)

mit Ll' L2 I..3 Li. Li zuzuordnen. Ein ampler Divisor

2 f}
2 a, i S’i
i=0

erfiillt die Bedingung
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Der Ubergang zu einer kleinen Aufldsung, deren ampler Divisor

ay < T < aq
erfiillt, bedeutet einen Wechsel der kleinen Auflosung 1in I"2 und P4:
r7's, und 'S, werdem mun die Schnittzahlen (-1,-1,0.-1.0) bzw

(1,0,1,0,1) zugeordnet. Die linearen Relationen sind im ersten Fall
2 1 L 1. .2
L.]_-L4 . L2=L4 , L'S'L4+L4
und im zweiten
2

1 1 2
L3=L4 . L2-L4 . L1='.L4-6-L4 .
Interessant ist auch folgendes Beispiel mit d =1 :
Die assoiiierte- Kurve S zerfalle in 2 Komponenten vom Typ (3.2) und
(1,0), die (3.2)-Komponente habe einen Doppelpunkt, der gleichzeitig
einer der der zweil Schnittpunkte beider Komponenten ist.

Py

b

\ Sl
N
1

-l 2 |
Der Divisor I 81 hat mit LI' L2 I.3 und I..3 die Schnittzahlen

(£1.£1,0.1) , (#1,#£1,-1.0) oder (x1.£1.1,-1) . Alle Vorzeichen-
kombinationen sind voneinander unabhingig. In den ersten beiden Fillen
ist 131 bzw. Lg nullhomolog: im dritten Fall sind die beiden irreduziblen

exzeptionellen Kurven nicht nullhomolog, dafiir ist es aber die Summe
L 9 _ L A . .

SRR
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Bei hoheren Singularitiiten kann es also von der speziellen kleinen
Auflgsung abhiingig sein. ob eine irreduzible exzeptionelle Kurve
nullhomolog ist oder nicht. Unabhingig von der speziellen kleinen

Auflosung ist dagegen folgende Bedingung:

(%) Eine Singularitit P € ¥ wird durch Kurven L! aufgelsst,

zwischen denen.eine nichttriviale Relation

Sp
2 a
i=1

1L1=0.

al >0 fur alle { =1.... besteht.

!Sp
Dies gilt nicht nur flr Kubiken in IP4. sondern allgemein fir Threefolds
mit isolierten (2,2.n+!.n+l)-Singularititen.

Eine projektiv algebraische kleine Auflosung existiert genau dann, wenn

die Bedingung () flir kein P € ¥ erflillc {st.

Damit verlassen wir die Kubiken und wenden uns speziellen Double Solids
zu, deren Verzweigungsflédchen (in Verallgemeinerung der urspringlichen

Definition von Clemens) nun auch hohere Singularitiéten haben diirfen.

Erinnern wir uns an ein Beispiel aus Kapitel X: ‘dort hatten wir Double

Solids mit Verzweigungsflidchen der Form

B = {Q2-x0x1x2x3=0} C1P3.
deg Q = 2 untersucht. Im allgemeinen haben diese Fliachen 12 Nodes.

Wahlt man jedoch Q speziell so, da8 die Quadrik {Q = 0} durch
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die 4 Eckpunkte des Tetraeders {x0x1x2x3 = 0} geht,so hat B 4

D4—Singularit§ten . Nach Kummer [21] ist in diesem Fall

Q= 2
0€1<j<3

2y XXy -
Die Singularitdten des Double Solids sind vom Typ (2.2,3.3) . ent-
sprechen also der dreifachen tberlagerung einer Az—Flﬁchensingularitﬁt-» '
und erlauben daher eine kleine Aufldsung. Das Double Solid wird wieder

durch die Gleichung

(0=Q)(w+Q) = xox, X%y

beschrieben, es geht durch stetige Deformation aus dem allgemeinen
Double Solid mit deg B=4 und s = 12 hervor. Daher ist weiterhin
'd = 3, die Divisoren

D, = {e-Q =0, x=0} .

=
1{=0,...,3 , erzeugen H‘I(V.Z) . Durch jede Singularitit gehen 3 dieser
globalen Divisoren, dort reprisentieren sie die 3 verschiedenen lokalen
Divisoren. Also existieren projektiv algebraische kleine Auflosungen. Um

ibhre Anzahl zu berechmnen, betrachten wir alle Divisoren
3
D=2 «D, .
i=0 1

a, 2 0 . Es gibt 24 Moglichkeiten, die a, der Grife nach anzuordnen. Da

i
sich je zwei Divisoren in zwei Singularitiiten schneiden und dort
verschiedene lokale Divisoren reprisentieren, fiihrt dies =zu 24
verschiedenen projektiv algebraischen kleinen Auflgsungen. Das stimmt

mit der in Kapitel X berechneten Zahl im Fall voﬁ 12 Nodes iiberein.
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Wahlt man die Konstanten a,, in der Gleichung fir Q alle gleich 1/2 ,

1
so hat B 3 weitere Singularititen, namlich Nodes in den Punkten
(1:1:=1:-1) , (1:-1:1:-1}) und (1:-1:-1:1) . Die ersten beiden Nodes

liegen auf dem glatten Divisor

gty = 0. @ = Xy 7gig) -

der seinerseits ganz in V liegt. Analoge Divisoren erhilt man durch
Yertauschen von Xy und 3 bzw. Xy -

Durch alle 3 Nodes gibt es so globale glatte Diviéoren. also ist auch in
diesem Beispiel die Existenz projektiv algebraischer kleiner Aufldsungen

gesichert.

Zum Schluf soll noch folgendes schdne Beispiel einer Familie wvon

Hyperf{lichen in !1"‘1 nicht unerwihnt bleiben:

Sei.

+1 n+l
V= {F(zo.zl.zz) + zg +z, = 0} .

wobei {F = O} eine nodale Kurve vom Grad (n+l) in IP2 ‘beschreibt. Die

Singularititen dieser Kurve entsprechen eineindeutig den Singularititen

von V, diese sind vom Typ (2.2.n+1,n+l) .-

Sei F=1I f1 : nehmen wir weiterhin an., daf alle 1irreduziblen Kompo-
i=1

nenten der Kurve (F =0} glatt sind. Dann kommen als Singularititen

nur die Schnittpunkte der irreduziblen Komponenten in Frage, somit
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erhidlt man durch Aufblasen der Divisoren
. I 2 -
{f; =0, 23+ £,424 =0} .
1{i<m-1 ,1{j$n . eine projektiv algebraische kleine Aufldsung von V. Die

Anzahl der Singularitiiten ist abhiingig von der Anzahl der Komponenten

der Kurve {F = O} und ihrem Grad. Die beiden extremen Fidlle sind:

1. F zerfdllt in zwei Polynome vom Grad n und 1. Dann hat Vn
Singularititen., es ist d 2 n .

2. F zerfdllt in (n+l) lineare Terms. In diesem Fall hat V [n;l]

Singularitdten, es ist d 2 n2.

Deformiert man V nun so, da Jede Si@lmitﬁt in [n;l] | Nodes
aufgelgst wird, so hat die neue Varietdit Vl genauso viele projektiv
algebraische: kleine Auflosungen wie V. Die Nodes .liegen- in sehr
spezieller Lage. Im: ersten Fall haben wir s = n2(n+1)/2 und d 2n,

im zweiten s = n2(n+1)2/4 und d ) n° .

Beachte: deg V! = deg V = n+l .

Tenmutung: Sei V eine Hyperfliche vom Grad (n+l) in IP4.' alle
Singuleritiiten seien vom Typ (2.2.,n+l,n+l1) - hier ist n ausnahmsweise:
nicht variabel. Dann ist die Anzahl der Singularititen kleiner oder
gleich [n;l]

algebraische kleine Aufldsung zul#dft.

Sie ist mindestens gleich n, falls V eine projektiv
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