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EINLEITUNG

Die vorliegende Arbeit "behandelt spezielle komplex-dreidimensionale

singuläre Varietäten und die-verschiedenen ~öglichkeiten. die Slngularl-

täten aufzulösen. Das Hauptinteresse gil t den sogenannten "kleinen"

Auflösungen: die Singuläritäten werden nicht durch eine Fläche. sondern

durch eine Kurve. also eine Menge von Kodimension 2 ersetzt. Das ist in

Dimension 3 zum ersten Mal möglich.

Schon seit längerem beschäitlgen sich Mathematiker vor allem mit lokalen

Eigenschaften der kleinen Auflösung (vgl. die Artikel von plnkham [28]

und Laufer [23J). Auch Brieskorn beschreibt in seinen Artikeln [2] und

[3] letztlich schon kleine Auflösungen dreidimensionaler Singularitäten.

In dieser" Arbe i t werden nun globale' Eigenschaften kleiner Auflösungen

untersucht. insbesondere geht es um die Frage der Projektivität.

Warum dieses Interesse an globalen Eigenschaften kleiner Auflösungen?

Sei t einiger Zei t suchen Physiker wie E. W1 tten (PriJ1ceton) nach

Beispielen komplex-dreidimensionaler Kählermannlgfaltigkeiten mit

c~ :11 0 und betragsmäßlg, kleiner Eulerzahl. d~e jedoch von 0 verschieden

sein soll. Kanonische Beispiele' mi t c~ =0 sind vollständige Durch-

sehni t te von k Hyperf lächen vom Grad d1 .....~ mit

k
! d i =k+4

i=l

3sowie doppelte Uberlagerungen von P (~) mit Verzweigungs-

flächen" vom Grad 8. Dies~' Beispiele haben nur den Nachteil. daß die

Eulerzahl jeweils· zwischen -300 und -100 liegt.
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Eine Wdglichkeit, zu Beispielen mit betragsmäß1g kleinerer Eulerzahl zu

kommen besteht darin, auf obigen Beispielen Gruppen transitiv operieren

zu lassen und die Quotienten zu bilden (siehe [5] und [37]).

Eine andere Möglichkeit zur Änderung der Eulerzahl fand F. Hir%ebruch:

Er deformiert obige Beispiele zu singulären Varietäten und löst dann die

Singulari täten auf (vgl. [15] und [16]). In einigen Fallen, in denen

eine "große" Auf lösung die erste O1ernklasse verändern wUrde I muß man

die Singularitäten durch Kurven auflösen.

Es stellt sich die Frage:

Sind diese kleinen Auflösungen kählersch?

Das war der Ausgangspunkt der vorliegenden Arbe i t l die sich jedoch

natUrlich nicht nur auf die· Beispiele mi t c~ = 0 beschränkt, sondern

vielmehr diese: zum:AnlaP nimmt, allgemein globale Eigenschaften kleiner

Auflösungen zu untersuchen~

Weitere Beispiele mit findet man in [33J und [41] ~

Mathematische Basis .meiner Uberlegungen war die- Arbe! t '1)ouble Salids'"

von H~ Clemens, in der unter anderemd1e Homologiegruppen der verschie-

denen Auflösungen von Double Solids beschrieben werden~ Clemens' Ergeb­

nisse lassen- sich auch auf nodale Hyperflächen in 1P4 (C) Ubertragen

(darUber hinaus teilweise auch auf beliebige' nodale Threefolds·und sogar

auf Varietäten mi t hi:J1leren Singulari täten) .



- 111 -

Die Auswer~ des Artikels von Clemens im Hinblick auf unsere Problem-

stellung (siehe Kapitel I) erfolgt in Kapitel II dieser Arbeit. Beson-

deres Interesse gil t dem von Clemens definierten '1)efekt". der sich am

besten als Differenz zwischen der vierten und der zweiten Bettizahl der

singulären Varietät einfUhren läßt. Wei terhin wird herausgearbei tet. wie·

sich die Homologiegruppen bei einem Wechsel der kleinen Auf lösung

ändern. Insgesamt erlaubt eine nodale Varietät V genau 2
s verschiedene

kleine Auflösungen. s == :It Vi'sng

Das dritte Kapitel enthält die theoretischen Hauptergebnisse fUr Double

Solids und nodale Hyperflächen in 1P4 :

Die projektiv algebraischen kleinen Auflösungen werden charakterisiert.

ferner wird ein,notwendiges und hinreichendes Kriterium"fUr die Existenz

mindestens einer projektiv algeb~ischen kleinen Auflösung zu gegebener

nodaler Varietät V hergeleitet. Es· stellt sich heraus. daß projektiv

algebraische kleine Auflösungen genau dann existieren. wenn alle

irreduziblen exzeptionellen Kurven Uber ~ nicht nullhomolog sind (diese

Eigenschaft ist unabhängig von der speziellen kleinen Auflösung).

Hier gehen allgemeine- Uberlegungen von Koi~ezon [26]. Harvey-Lawson

[14]. Siu [34] und Peterneil [27] ein. In verschiedenen Beweisvarianten

wi rd versucht. 11'1'11Der weniger auf allgemeine Ergebnisse aufzubauen.

sondern statt dessen aus unserer speziellen Situation heraus direkt zu

schließen.
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Im vierten Kapi-tel untersuchen wir. wie sich das geftmdene notwendige

und hinreichende Kriterium fUr die" Existenz mindestens einer projektiv

algebraischen kleinen Auflösung in konkreten Si~tlonen anwenden läßt.

Hier spielt der Defekt eine wichtige Rolle. Wie man leicht sieht.

erlauben Tlireefolds mit Defekt 0 keine projektiv algebraischen kleinen

Auf lösungen (die Umkehrung ist leider falsch: es gibt Varietäten mi t

beliebig hohem Defekt ohne projektiv algebraische kleine Auflösungen.

siehe Kapitel IX).

Eine" Methode zur Berechnung des Defekts. wie sie Clemens für Double

Solids angibt und wie sie in Kap i tel IV [Ur nodale Hyperflächen in

1P4 (lI::) hergelei tet wird. 1st daher in diesem' Zusammenhang enräbnenswert.

Es zeigt sich: Im allgemeinen verschwindet der' Defekt einer' nodalen

Varietät. wie wir sie betrachten; nur' Double· Solids und Hyperflächen mi t

vielen gewb1mlichen DoppelpmUcten in ganz spezieller Lage' haben post ti­

ven Defekt. nur in diesen Ausnahmefällen besteht die Chance. projektiv

algebraische" kleine Auflösungen zu erhalten.

Wie" sich im' weiteren Verlauf der Arbeit herausstellt. existieren jedoch

genügend viele dieser "Ausnahmefällen I um eine allgemeine Untersuchung

zu rechtfertigen: es gibt unendlich viele Beispiele mit positivem

Defekt. der Defekt kann beliebig groß werden.

Im Mittelpunkt der Kapitel V und VI steht eine große Klasse interessan­

ter Bei"spiele: "es "geht um" Önutov-Hyperflächen in 1P4 und um Double

Solids. die längs ~toV"""Flächen in ~3 verzweigt sind.
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In [40] beschreibt Varchenko. wie Onutov mi t Hilfe von ~bysev-Polynomen

Hyperflächen in pIl{lt) mi t vielen gewo1mlichen Doppelpunkten konstru-

iert. Diese Konstruktion läßt sich durch Vorzeichenänderungen we! ter

verallgemeinern: die Wahl der Vorzeichen ist im Fall der Double Solids

entscheidend' fUr die Beantwortung der Frage. ob projektiv algebraische

kleine Auflösungen existieren.

In Kapitel V werden allgemein die verschiedenen Familien im Hinblick auf

diese Frage hin untersucht. wabrend Kapitel VI einige spezielle Fälle

herausgreift. Die Defekte werden (zum Teil mit Hilfe eines COmputers)

berechnet. in verschiedenen Beispielen läßt sich bei Kenntnis des

Defekts die Nicht-Existenz projektiv algebraischer kleiner Auflösungen

zeigen.

Das siebte Kapi te.l hat nur indirekt mi t kleinen Auf lösungen zu tun. es

enthält Untersuchungen der Max1malzahl JL Cd)n
von Nodes einer

Hyperfläche vom Grad d in pD{C) . Unter anderem beobachten wir das

asymptotische Yerbal ten im- Fall d ---+ CD- und n ---+ CD • außerdem' Wird

eine aktuelle Liste der Abschätzungen von ~ (d) fUr' n = 3.4' und
n

kleine Werte von dangegeben, (vgl. auch [11]).

Die Kapitel VIII. IX und X bringen weitere'Beispiele nodaler Threefolds.

Im achten Kapi tel geht es um Kubiken- in p4(C) • die Ergebnisse

entstanden in Zusammenarbeit m1t.Mathemat1ke~der Universität, Leiden:
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eine ausführliche Beschreibung der Kubiken (vor' allem der geometrischen

Eigenschaften) wird in einer gemeinsamen Arbei t mi t Hans FInkeinberg .

enthalten sein.

Ein wichtiges Hilfsmittel zur Untersuchung von Kubiken- ist die assozi-

1erte Kurve. an der man alles ablesen kann. was uns im Zusammenhang mi t

kleinen Auflösungen interessiert. Das neunte Kapitel schildert. inwie-

wei t sich das Prinzip der assoziierten Kurve· auch auf Quartiken und

spezielle Hyperflächen- von hO"herem Grad libertragen läßt.

Eine Quartik mi t 45 Nodes. die- schon von Todd in [38] ausfUhrlich

habendeI t wurde. erlaubt proJektiv algebraische kleine Auf lösungen. In

[9] findet sich ein,Beweis der Gleichung J.L4(4) = 45· ; 45 ist also die.

'4
Maximlzahl von Nodes einer- Quartik in IP (t) .wie' sich auch schon aus

allgemeinen Uberlegungen Varchenkos, in [39] ergibt. Offen ist bis, heute

die Frage. ob es außer dem Beispiel. von Todd weitere Quartiken" mit 45

gewönni ichen· Doppelpunkten gibt.

Weitere' Beispiele. nodaler Hyperflächen und Double: Solids' enthält

Kap! tel X. Besonders interessant ist. wie sich geometrische Eigen~

schaiten einiger quartischer Flächen. die von Kummer vor Uber 100 Jahren

untersucht wurden. in den dazugehörenden Double Solids- bzw. den kleinen

Auflösungen wiederfinden lassen. Zum Schluß wird der Frage nachgegangen.

wie viele gewöÖDliche Doppelpunkte eine Hyperfläche bzw. ein Double
. . .

Solid mindestens haben muß. um einen positiven Defekt zu erreichen.
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In den letzten beiden Kapiteln dieser Arbeit wird versucht. die

bisherigen Ergebnisse wei ter zu verallgemeinern. Es werden zuerst

beliebige nodale Threefolds t.md dann auch Varietäten mi t speziellen

hbneren Singulari täten zugelassen. Lokale Informationen über kleine

Auf lösungen. wie sie in den Arbei ten [2] und [3] von Brieskorn enthal ten

sind I werden zu globalen Informationen zus.anmengesetzt. Dabei geht es

weniger darum. eine ~llumfassende Theorie aufzustellen. Es soll vielmehr

ein GefUhl vermt ttel t werden. inwiewei t der Doppelpunkt-Fall ·Ausdruck

eines allgemeinen Prinzips ist.

Es zeigt sich. daß dieses Prinzip nicht so gut mi t der Frage nach

nullhomologen Kurven. sondern besser mi t Hilfe glatter Divisoren. die

gewisse Singulari täten enthal ten. aufzuspüren ist. Diese Methode' benutzt

Schoen, iml Fall gewi:ibnlicher Doppelpunkte" (siehe [32] und [33]).. Die

Uberlegungen Brieskorns weisen· den' We&. zu einer Verallgemeinerung. Dabei

wird auch der' enge ZuS8JllD8nhang mi t nodalen ThreefoIds deutlieh. die

durch Deformation aus den Varietäten mit hOberen SinguIaritäten

entstehen.

Erste Beispiele sind wieder Kubtken· 1n 4P (G:) . Das allgemeine Prinzip

läßt sich hier an der assoziierten' Kurve ablesen. die wichtige·

InIortrBtionen iiber kleine· Auf lösungen enthäl t. Auch Kummer-Flächen in

IP
3

(C) mit D4-Singularitäten und die dazugehörenden Double Solids werden

studiert.
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I PROBLEMSTELLUNG

Im Mi ttelpunkt der Untersuchungen stehen zwei Klassen kompIex-

dreidimensionaler singulärer Varietäten:

1. Hyperflächen in 1P
4

(C)

2. Double Solids. dies sind doppelte Uberlagerungen von 1P3 (C)

mit singulären Verzweigungsflächen. wie sie von Clemens in [6] studiert

werden.

Als Slngularitäten sollen nur isolierte gewennliche Doppelpunkte

vorkommen; die affine lokale Gleichung 1st Jeweils

4 2
I z1 =0 .

1=1

In den letzten' heiden Kap1 teIn dieser Arbei t werden auch henere

Singularitäten zugelassen.

Sei V eine nodale Threefold von einem der beiden beschriebenen Typen. n

bezeichne im ersten Fall den Grad von V und. im zweiten Fall den Gr.ad der

nodalen Verzweigungs! läche' der gerade sein mull. Die

Singularitäten von B werden lokal du!ch eine Gleichung der Gestalt

gegeben. Im Folgeiu:len' werden die Singular! täten von B mi t denen des

zugehörigen Double Solids identifiziert.
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Die Menge der Singulari täten von V werde mi t ':I und ihre Anzahl mi t s

bezeichnet. Es gibt zwei ~öglichkeiten, eine Singulart~t P € ~ aufzu­

lösen. Die erste, in dieser Arbeit groBe Auflösung genannt, läßt sich

wie folgt beschreiben:

4 41. Falls P € V C, , so blase' in P auf, die eigentliche

. Transformierte von V enthält statt P eine glatte Quadrtk in ,3, diese

1 1ist isomorph zu (p x , .

2. Falls P € B C' fP3 Singularität eines Double Saliels ist, so

blase ~ in P auf; die doppelte Uberlagerung dieses,~, verzweigt längs

der eigentlichen Transformierten von B enthäl t statt P eine doppel te

Uberlagerung des p2, verzweigt längs eines glatten Kegelschriittes. Diese

exzeptionelle- Fläche- ist wiederum.isomorph· zu' p l x,l .

In heiden- Fallen haben heide- Rulings des pI x pI mi t der exzeptionellen

Fläche die Sehnt ttzahl. (-1). Man kann also Jede- der heiden Faserungen

von p1x (pI zur zugehörigen Basis niederblasen, ohne daß eine Slngula-

rität entsteht.

Ausgehend von der

AuflÖsungen - P e: ~

singulären Varietät erbäl t man diese kleinen

1wird nur durCh eine Kurve isomorph- zu Persetzt -

so: Durch Koordinatenwechsel läßt sieb die' lokale Gleichung

einer Singularieät auf die Gestalt

bringen.
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Die· lokale meramorphe Funktion

hat im Punkt (0.0.0.0) eine Unbest1mmthei tsstelle.. Der Abschluß des

Graphen ist glatt und enthäl t an Stelle des Punktes P einen !pI. Der

Graph der Funktion

liefert die andere kleine Auflösung. die durch Niederblasen der anderen

Ru11ng des pIx!pI entsteht ..

Pro, Singularität hat man also, genau zwei verschiedene Möglichkeiten der

kleinen Auflösung.. Ein Wechsel der kleinen Auflösung wird durch

Vertauschung der Koordinaten ~ und <1>4 bewirkt.. In· den z-Koordinaten

bedeutet das:

Und %i ändert sich nicht f Ur i 1A 2 .

Das allgemeine Prinzip' wird in Kapi tel XI erläutert werden. siehe auch

[2] und [15].

Eine MaJm1gial t1gke1 t. die aus V durch s1Dnil tanes· kleines Auflösen aller
....

Singularitäten P E ~ entsteht. werde mit V bezeichnet. Insgesamt gibt

es 2
s solcher kleinen Auflösungen von V. Unter einer partiellen

Auflösung t1 von V verstehen wir eine Varietät. bei der nur' die

Singularitäten P E ~lC ~ klein aufgelöst werden.
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Die Mannigfaltigkeit. die man durch eine simul~e große Auflösung aller
......

Singulari täten von V erhäl t. heiße V. Von einer beI iebigen kleinen
A ......

Auflösung V kommt man zur groBen Auflösung V durch Aufblasen entlang

aller exzeptionellen Kurven. Löst man alle P € !P1e!P groß und alle

anderen Nodes klein auf. so erhält man eine gemischte Auflösung V.

Die singuläre Varietät V 1st nach Voraussetzung in einen projektiven
......

Raum einbettbar. Auch die große Auf lösung V ist inmer projektiv

algebraisch. InteresSBn~ ist jedoch die Frage nach der Projektivität der
A

kleinen Auflösungen V. Wie sich he~stellen wird. 1st diese Frage- eng

mi t der nach der 'Projektiv! tät spezieller partieller und gemischter

Auf lösungen verbunden.

Das, zentrale Problem ist:

Finde ein hinreichendes- und notwendiges Kri ter!um" daiUr I daß zu einer

gegebenen singulären Varietät V mindestens. eine projektiv algebraische
A

kleine,Auf1ösung.Vexistiert.

Die folgende- Untersuchung. der Homologiegruppen der verschiedenen V. ~~
A

V. V und. V s ts11 t einen ersten Sehr1 t t zu einem so1ehen Kr! ter1um dar.
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II DIE HOMOLOGIEGRUPPEN DER v:ER.SalIEDENEN VARIETÄTEN

Die in "diesem Kapitel angestellten Uberlegungen basieren im Wesentlichen

auf den ersten Paragraphen der Arbei t "Double Solids" von H. Clemens.

Seine Ergebnisse ~erden ohne Beweis übernoamen.

~ur Bestimmung der Homologiegruppen von V-erweist es sich als hilfreich.

V als singuläres Element einer Familie von Threefolds {V
t

} aufzufassen

(Itl<e). V
t

glatt fUr t ~ 0 . deg Vt=deg V bzw. Vt Double Solid mit

glatter Verzweigungsfläche B
t

• deg B
t
=deg B.

Der Ubergang von Vt (t ~ 0) zu V = V entspricht in einer affineno

Umgebung von P € ~ der Kontraktion der reellen 3-Sphäre

4' 2 %1
a(P~t):= { ! %1 = t • --€ R fUr 1 =1•...• 4}

1:::l1 .Jt

Clemens beschreibt diesen t1bergang so:

Durch Anheften einer 4-Zelle entlang jedes der verschwindenden 3-Zykel

a(P .' t) erml t man aus, Vt einen Raum X. dessen Homologiegruppen zu denen

von V isomorph sind. Hieraus, leitet Clemens die exakte Sequenz

ko ----+ H4(Vt •Z)~ H4 (V. Z) ----+ Jf, ---+ ~ (V t •Z) ----+ H:3 (V •Z) -+ 0

sowie die Beziehung

ab.
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~ bezeichne den von ~ erzeugten Ereien I-Modul. die Abbildung

wird durch

gegeben.

J ---+ H:3 (V t •Z)

P --+ a(P. t)

Die Exaktheit obiger Sequenz bedeutet: Die 4-Zykel auf V. die nicht Bild

eines 4-Zykels auf Vt sind.. entsprechen genau den globalen linearen

Relationen

s
L mia(Pi.t) ~ 0

i=1

zwi sehen den verschwindenden ZykeIn auf Vt . Der von den s-TupeIn

(m1 •...•ms ) aufgespannte Untermodul ~ von" J, ist Bild von H4(V,Z) unter

der Abbildung k. Der Rang des. Moduls si· sei d, diese Größe" wird von

Clemensc als. Defekt bezeichnet.Die Bettizahlen von V berechnen sich als.

ß2 (V) = 1

ß4 (V) = 1+<1

ß3 (V) = ß3 (Vt)-s+d · .

wobei

FUr dle' Eulerzahl gilt:

e(V) =. e(V )+s..
t

n = deg Vt

n = deg Be
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....
Geht man zu einer kleinen Auf lösung .V iiber. so werden die singulären

Punkte P € t:J durch exzeptione11e Kurven Lp ersetz t . d!e 1somorph zu IPi
sind. Den dualen Prozeß beschreibt Clemens so:

....
Y entstehe aus V durch Anheften je einer 3-Zelle entlang der Kurven Lp

dann 1st Yhomotopieäquivalent zu V. daher gilt fUr alle q ~ 0

H (Y.Z) ~ H (V,Z)q q

Man erbäl t die exakte Sequenz

o --+ ~(V,Z) --+ ~(V.Z) JL...M. --+ ~(V ,Z) --+ ~(V .Z) --+ 0

P --+ {Lp}

sowie die' Beziehung
....

H4{V.Z) ~ H4(V.Z).

Auf ~ wird durch· (Pi'Pj):= Ö1J eine Bilinearform definiert, bezüglich
.....

der ~. selbstdual 1st. FUr Vergeben sich die folgenden Bettlzahlen:

.....
ß2(V) ::11 1+<1

....
ß4 (V) = l+d:

.....
f33(V) = ß3(V)-s+d

= f33 (Vt)-2s+2d

.....
Die Eulerzahl von· V ist somit gleich

....
e(V) = e(V)+s

= e(Vt)+2s .
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....
Zwischen den exzeptionellen Kurven auf V mUssen (3-d) lineare Relationen

s
! nL:::O

1=1 I--P1

bestehen. Definiere ~ als den von den s-Tupeln (nt,·· .. n s ) aufgespannten

Untermodul von .J(, vom Rang (s-d).

Es stellen sich folgende F~en:

Welcher Zusamnenbang besteht zwi.schen af und ! ?

Wie hängen ~ und ~ von der speziell gewählten

kleinen Auflösung ab ?

Diese Fragen sollen jetzt beantwortet werden.

....
Wie' Clemens beweist, kommt man von Vt direkt zu V durch Chirurgie

entlang· der verschwindenden Zykel a(P~ t) Die spezielle· kleine

Auf lösung in einem Punkt P E: <J wird durch die Orientierung des

verschwindenden Zykels a{P,t) bestimmt. In den lokalen z-Koordinaten

bew1rkt eine Transformation

einen Wechsel sowohl der kleinen Auflösung 1m: Punkt P als auch der

Orientierung von a{P "t) . Die Wahl der kleinen Auflösung in einem' Punkt

P € ~ entspricht so eineindeutig der Wahl der Orientierung des

zugehörigen verschwindenden Zykels· a(P. t) auf Vt .
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.....
Clemens folgert fUr die Schnittzahl eines ~ € H4(V.Z) mit einer Kurve

wobei
.....

k: H4(V.Z) =H4(V.Z) ---..~

die durch obige exakte Sequenz gegebenene Abbildung und ( .•. ) die schon

definierte Bilinearform auf A 1st. PUr einen 4-Zykel ~ mit

gilt

Insbesondere hat man. fUr alle' s-Tupel (n1 ....•n s ) €!:

s s·
o ~ ~.( I niLp): ! mini

i=l i 1=1

BezUgI 1eh der durch (P1•Pj ) =Ö1J. auf,M· Induz1erten Bi linearfarm

stehen ~ und ! aufeinander senkrecht. Es. ist rg jI. =rg gf + rg ! ..

~m allgemeinen gibt es- Elemente aus .M'. die sich nicht als Linear-

kombination von Vektoren aus· si und !i mi t ganzzahligen Koeffizienten

ausdrUcken lassen. Auch können über Z eventuell Torsionsgruppen in der

Homologie auftreten. Deshalb tensorleren wir stl und· g. mi t lQ • der

Einfachheit halber bezeichnen wir diese lQ-Vektorräume wieder mit ~ und

~ . Man erhält
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Im Folgenden ist die Torsion {Ur unsere Uberlegungen völlig unerheblich.

Jede Aussage Uber "die Homologie - wie zum Beispiel C ~ 0 fUr eine

Kurve C - ist daher ab jetzt Uber III zu verstehen

....
Kehren wir zur kleinen Auflösung V zurück und erinnern wir uns." daß ein

Wechsel der kleinen Auflösung in einem Punkt P E ~ einer Änderung der
q

Orientierung des Zykels

heißt das:

a(P .t}q auf Vt entspricht. In der Homologie

a(P ,t} ---. ~(P .t) .
q q

also

in allen Tupeln (m1 .....ms ) E ~ .

Da:

n --"-n
q q'

Die- Zerlegung. von ~~ in ~. und et ist also 1m allgemeinen von der

speziellen Wahl der kleinen Auflösung abhängig. Leider gibt es auch

keine' intrinsische. von der kleinen Auflösung unabhängige Beschreibung

von a und ! . "so mull in den Beispielen die spezfelle kleine Auflösung.
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bezUglich der ~s 1n ~ und !. zerlegt wird. mit angegeben werden. Eine

Anderung der kleinen Auf lösung 1n einer Singulär! tät bewi rkt eine

Änderung des Vorzeichens der zugehörigen Koeffizienten in allen

Relationen

s
! mta(P1,t) ~,O

1=1

und

Wird allerdings eine Singulari tät P durch eine nullhomologe Kurve
q

ersetzt. so ist dies unabhängig von der speziellen kleinen Auflösung: in

IR = 0 in allen s-Tupeln aus ~ . und e8 enthäl t die
q

Auch der Defekt und dami t die Bettizahlen sind

diesem Fall 1st

Vektoren . :e­
q

lmab hänglg von der- speziellen kleinen-Auflösung.

Zur großen Auflösung V kommt man VOD einer beliebigen kleinen Auflösung
.....
V aus durch Aufblasen entlang aller Kurven Lp. Die in V Uber P liegende·

exzeptionelle Fläche heiße

.....
Ap entspreche der Ruling. die beim. Ubergang zu V auf einen' Punkt

zusammengeblasen und Bp derjenigen. die auf Lp abgebildet wird. Geht man

,von einer anderen kleinen Auflösung aus, so sind die betreffenden Ap und

Bp entsprechend zu vertauschen.
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....
Clemens beschreibt den ZUseDIDAnbang zwischen den Homologiegruppen von V

,...
und V durch folgende exakte Sequenzen:

,... ....
o ---+ Jt -+ ~(V1Z) -+ ~(V.Z) ---+ 0

p' ---+ {Ap}

,... ....
o ---+.Jl ---+ H4(V. Z) ---+ H4(V, Z) ---+ 0

P ---+ {Qp}

,... ....
H)(V.Z) ~ HJ(V.Z) .

Damit berechnen sich die Bettizahlen der großen Auflösung als

,...
ß2 (-V) = 1+d+9

,...
ß
4

(V) =. 1+d+9

- ....
133(V) =ß3(Vl.

Die Eulerz.ahl der großen' Auflösung ist gleich

- ....
e(V) =e(V) +2s

=e(Vt)+4s .

Zwi sehen den Kurven Ap uncf Hp (genauer: zwi sehen den zugehörigen

Homologieklassen) bestehen wiederum (s-d) lineare Relationen. Da

~, .Ap =~, .Bp =-Ö1j ,
1 j. i j

haben diese Relationen die Gestalt

s
I ni(Bp - Ap ) =0 .

i=1 i 1

wobei die Tupel (n1, .... ns ) wieder ganz ~ durchlaufen.
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Hier wird noch einmal deutlich: Ein Wechsel der kleinen Auflösung in

einem Punkt P € ~ - auf der großen Auflösung als Vertauschung von Ap
q q

und Bp sichtbar - bewirkt eine yorzeichenänderung
q

n ---+-nq q

in allen Tupeln (n1 ..... ns ) € ~ . Eine Relation der Form

A A

besteht auf. einer kleinen Auflösung V - und damit auf allen V - genau-dann. wenn auf V

Wie ordnen sich die partiellen und gemischten Auflösungen in dieses

Scheua ein?'

Sei 9'1 eine" Teilmenge" von 9'•. 9 1 := #:(!l1) und V eine gemischte Auflö­

sung. wobei die Singularitäten aus ~l groß und die restlichen klein

aufgelöst werden'. .Mt und ~ seien die von ~1 bzw. 9'~1 aufgespannten

freien Z-Koduln. Mi t Hilfe- der exakten' Sequenzen

o ~.Jtt ---+ ~(V.Z) --+ ~(V.Z) ---+ 0
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berechnen sich die Bettizahlen von Vals

132(V} = 1+d+S1

134 (V) = l+d+s l
....

133 (V) =ß3 (V) .

Die Eulerzahl von V 1st gleich
....

e(Y) =e(V) +251
=e(V t )+29+281 .

Die (5-<1) Relationen zwischen den !.pt Ap und Bp lauten

I ni(Ap -Bp ) +! niLp ~ 0 .
Pi~l 1 i Pl~-~l 1

(nI" ... Rs ) € ~ .

Di"e Bettizahlen eIner partiellen Auflösung ~. lassen sich leider nicht

alle- so einfach berechnen; ß2(V) hängt ,1m allgemeinen davon ab. welche

Singularitäten aufgelöst werden. Indem- man die induzierte Abbildung der

nattirlichen Abbildung

auf der zweiten Homologie betrachtet, sieht man' aber. daß zwischen den

exzeptionellen Kurven auf ~ die Beziehungen

herrschen. wobei nur liber die Pie~' summiert wird, die auf Vaufgelöst
....

sind. V sei eine geeignete kleine Auflösung. (nI' .... ns ) € ~ .
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Das bedeutet:

...
Wenn [Ur P € ~ auf V die Relation ~ 0 gilt. so auch auf allen

~. die P auflösen.

Aufbauend auf den Ergebnissen dieses Kapitels ist, es möglich. die Frage

nach einem· notwendigen und hinreichenden Kri terium !Ur die Existenz

projektiv algebraischer kleiner Auflösungen zu beantworten. DarUber

hinaus können generell projektiv algebraische kleine Auflösungen

charakterisiert werden.
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III CHARAKI'ERlSIERUNG PROJEKTIV ALGEBRAISClIER

KLEINER AUF'I1SJNGEN

....
Die Mannigfaltigkeiten V. V und V sind Moi~ezon-Mannigfaltigkeiten:der

Transzendenzgrad des. Funkt1onenkörpers· ist maximal. in unserem Fall

gleich drei. Nach,~oi~ezon [26] sind fUr solche Mannigfaltlgkeiten die

Eigenscbaiten KähLersch und projektiv aLgebraisch äquivalent .

.....
Die große Auflösung V ist in jedem Fall projektiv algebraisch.. Welche

....
GrUnde .sind daiUr verantwortlich. daß kleine Auf lösungen V diese

Eigenschaft eventuell nicht haben?

Eine· ~öglichkeit ist die Existenz einer effektiven nullhomologen, Kurve
....

auf V. Auf Kählermannigf'altigkei ten laum es, solche Kurven nicht geben.

denn integriert' man die' Kählerform· Uber eine-geschlossene Kurve. muß das:

Ergebnis positiv setn.

Zu einer singulären Varietät 'y rat t d, < s existiert immer eine' kleine

Auflösung, die nicht lcählersch ist: tIBD löse' so auf. daj3 ein nicht-

trivialer Vektor aus 9· ke-ine- negativen Komponenten' bat: dieser Vektor

beschreibt eine effektive- nullhomologe' Kurve auf einer speziellen

kleinen Auflösung.

Wie später die Beispiele zeigen werden. ist im allgemeinen d im
....

Vergleich zu s sehr klein und dami t die Zahl der nicht-projektiven V
....

recht groß. Im Fall d =0 sind alle exzeptionellen Kurven auf allen V

nullhomolog. es gibt keine projektiv algebraischen kleinen Auflösungen.
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Dies ist. sogar schon der Fall. wenn auch nur eine irreduzible
.....

exzeptionelle' Kurve- auf V nullhomolog 1st. das heißt eine Relation

.....
in'H2(V.Z) besteht. Wie erwähnt. ist dies unabhängig von der speziellen

kleinen Auflösung.

Im Verlaufe des Kapitels wird gezeigt. daß dies aber auch das einzige

Hindernis fUr die Existenz mindestens einer projektiv algebraischen

kleinen Auflösung zu gegebenem'Y 1st. Zuvor jedoch wird ein allgemeiner

Satz bewiesen.

charakterisiert.

der projektiv algeb~ische kleine' Auflö~en

~a.t7=: Set. V et.ne noda.Le' RoDrpLex .dret.d1men.st.ona.1.e Vart.etät. und. ZUXlr

entUJeder et.ne' Hyperfläch.e tn' ,4 oder' ein Double' Solid. Dann sind für
....

eine kLeine Auflösung V die FoLgenden Aussagen. äquivalent:

1. V ist projektiu aLgebra.1.sch•
.....

2. Auf V gtbt es etnen Divisor D mit

D.Lp ) 0

fUr aLle P € ~ •

.....
3. Es, besteht auf V ket.ne' nichttrtutale Relation

so daß n
i

~ 0 FUr alle i ~ 1.... ,5.
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~eCIJel..~: "1:=> 2" Ein ampler Divisor erfUllt Bedingung 2.

mi := D.Lp > 0
i

die Schnittzahl der i-ten exzeptionellen Kurve mit dem gegebenen Divisor

Da. alle m
1
> 0 • ·kann es kein nichttriviales Element aus ea mi t n

i
l Q.

fUr alle' i = 1 •... ,9 geben. Daraus folgt unmittelbar Bedingung 3.

"3 :=> 1" : Diese Implikation läßt sich mi t Hilfe eines Satzes von

Peterneil ([Z7]. Theorem 2.5.:) beweisen. Um seine Ergebnisse anwenden zu

können. miissen· zuvor einige- neue Bezeichnungen eingefUhrt werden.

Definiere allgemein [Ur eine-kompakte' komplexe Mannigfaltigkeit X

,P·q(X) := {~~-Formen auf X vom-Typ (P.q)}

~·q(X) := :P·q(X)'

flJ" q(X) ist der Dualraum, von ,P I q(X) bezUgl ich- der tt~~Topolog1e und

heißt Raum der (p,g)~rrents. Diese· Def.inition stillDDt nicht mit der in

[13] Uberein! Es ist ~(X) = ~ ~·q(X)
p+q=n

~ € ~P·p(X) heißt positiv. wenn [Ur alle x € X der Vektor ~(x) im

_ _ 1.0 *
durch (iUI-Ul)_ .. ,~(lUp~up) erzeugten Kegel liegt. u

i
€ /\ Tx{X) . T€

~·p(X). heißt positiv. wenn . T(~)~O fUr alle positiven Cf' € gP·p(X).
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Sei

~l{X) := { positive {l.l)-CUrrents, die schwache Limiten der Form
a

n
j

l~m 1:1 A1jTC1j sind. A1j€ R. C1j irreduzible Kurven auf X }.

Dabei ist TC(~)= I ~ . Definiere außerdem·
C

~(X) := {dS. S' € ~(X)}

Peternells Theorem 2.5. besagt nun:

Eine Moi~ezon-Threefold XI auf der es keinen Current

und keine effektive Kurve C mi t C + T =0 gibt •. 1st projektiv

algebraisch.

Dies· wollen wir' auf unsere. kleinen- Auflösungen anwenden.. '

......

Sei V eine kleine Auf lösung', die Bedingung 3 unseres Satzes sei erfUll t;
......

es gibt also auf V keine effektiven nullhomologen' Kurven. Nehmen wir an.

es· gäbe eine effektive· Kurve C und. einen post t1ven Current T. so' daj3

C + T ~ 0 . Sei ~. ein amples. GeradenbUndel auf V und 'l'M~ das Pullback
......

auf V. Dann gilt

M· ... Mo = {C + T).v ~ ~ C.~ ~ + T.v ~ :

.. .
heide Terme C.v ~ und T.T ~ sind nicht negativ, also ist

•T.v ~ ~,O .
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....
Dami t muß der Träger von T in den Fasern der Abbildung v: V --+ V

enthalten sein. daß heißt

s
supp T c U Lp .

1=1 i

Ein Satz von Siu ([34]. Proposition 12.3) liefert:

T =

mit geeigneten Ai~ O. Damit 1st

im Widerspruch zur Effektivität der Kurve C. Also ist die Vo~ssetzung

....
des Satzes von Peternell erfUllt. Damit 1st V projektiv algebraisch. C

Der nun folgende' Al ternativbeweis', soll zeigen. wie trBn, auch ohne'

Verwendung des allgemeinen Satzes- von Peternell zum Ziel kommt. Dabei

gehen wir nicht direkt von 3 nach 1. sondern beweisen zuerst die

Richtung '"3 ~ 2". t1bertragen auf den Vektorraum' (Qs= s.4 l! lautet die

e!efuwb<:U/I4: Falls

~'n , = {O} •

so gibt es in. ~ einen Vektor (Illt · .... IIl
S

) für alle

i = 1•...• s . "Dabei sei

~ := {(xt •....X s ) € ~s I xi~ 0 fUr alle' i = 1..... s}
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technischen GrUnden ist es notwendig. zuerst

!RB: (Rl ~) ~ (~~) zu betrachten. Definiere wel terhin

:f ist ·kompakt. Nach Voraussetzung, ist (~mn n :I = 'J. Der Satz von

Hahn-Bamlch· liefert die Existenz einer' HrPerebene ! C (Rs- mit ~:I:! *R'
o 0

Weiterhin liegen e
i

und e
j
in~. also nicht in i o : daher ist fUr i ~ j

rur i =2 •.... 5 gibt es in ~on (H1+H1) einen Vektor

Die Vektoren Y2' ...•y s .sind: linear' unabhängig und spannen daher ~o·

auf. Der Vektor (l.~•...•a s ) liegt in ~ C (e!' Mt).L = ~ IIR' . Dieser

Vektor läßt sich in ~. approximieren. also gibt es

Mul tiplikation mi t dem Hauptnenner der lJli fUhrt zu einem Vektor

(m
1

, ...•ms ) € 2l , JIl i > 0 und 1J1
i

€ Z fUr alle i == 1•...• 9. Sei..., ein
....

4-Zykel auf V mit k("T) =(~ ..... ms) Da nach einer Bemerlamg von

in [6]
....

Clemens ganz H
4

(V,Z) algebraisch ist. läßt sich ..., durch einen

Divisor D repräsentieren. der die Bedingung

erfUllt. C

D.Lp > 0 fUr alle P € ~
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Die Implikation "2:) 1" läßt sich wieder mi t Hilfe eines Resul tats von

Peternell aus seinem Artikel [27] beweisen. diesmal benötigen wir jedoch

nicht den allgemeinen Satz 2.5.. sondern nur sein Korollar 2.3 .. eine

Verallgemeinerung eines Resultats von Harvey-Lawson {[14]. Theorem 38}.

Peternells Ergebnis besagt:

Eine Moisezon-MannigIaltlgkeit X "1st genau dann projektiv

algebraisch. wenn die Bedi~

~l{X} n ~(X) = {O}a

erfUllt ist. Damit lautet in unserer Siouation die

A,

!iefta.abtun.q.: Eine: kle1.ne" Auf lösung V. auf der es einen Divi80r D gibt.

so daß" D.Lp. > 0' fUr alle- p' € ~. t erfUllt Bedingung {M} .

A,

~emeLQ: Sei V eine kle~ Auflösung. D ein Divisor mit D.Lp > 0 fUr

alle p' € ~ und T € gl(X} n ~(X) . Dann ist
a

wieder sei <,l ein amples GeradenbUndel auf V. Wie oben zeigt man- mi t

Hilfe des Satzes von Slu: es existieren Ai~ 0 . so daß

T ==

Dann 1st

Daher sind alle Ai =0 . also ist auch T =0 . C
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Dami t 1st auch die Implikation "2:) 1" bewiesen, ohne den allgemeinen

Satz von Peternell zu benutzen. Dieser Beweis hat nur den Nachteil. daß

nicht klar wird. wie- man von dem' gegebenen Divisor D. der alle
....

exzeptionellen Kurven positiv schneidet. zu einem amplen Divisor auf V

kommt. Der Beweis von Harvey-LawsonlPeternell .ist an dieser Stelle nicht

konstruktiv I er benutzt den Satz von Halin-Banech.

Deshalb soll jetzt. noch ein weiterer Beweis der Implikation "2:) 1"

gegeben werden. der den Weg von einem· Divisor D auf einer kleinen
....

Auflösung V mit D.Lp > 0 {Ur alle P € ~ zu einem amplen Divisor auf
....
V genauer zeigt.

....
Sei V eine· kleine' Auf lösung, und D ein Divisor' auf V m1 t

D.~ > 0 {Ur' alle, p' € ~ . Sei weiterhin ~ ein ampiesl GeradenbUndel auf

V und: H der zu
....

gehörende Divisor auf V. Dann 1st D + mH fUr
....

m »0 ein ampler DiVisor auf' V.

~@e(,Q,: Das· GeradenbUndel ~'auf V trägt eine. Metrik. deren KrifrrftnDgsform

_ i~... =--
"""'L 2'

1st. wobei ~ eine positiv definite Bilinearform auf

beschreibt. Sei

T" (V )reg

die Krtimmungsform. die zur induzierten Metrik des Geradenbündels Tf'M~
....

auf V gehört. dann gilt
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....
01r'*~ 1st daher posi tiv auf V - Ur". DarUberhina.us g1l t EUr jeden

PEY
....

.Punkt x E U Lp und jeden Vektor v E T~(V):

Pe!

Gleichhe1 t gil t genau dann, wenn v.v =0 , das heißt wenn v tangential

zu der exzeptionellen Kurve L I die x enthäl t. Anderersei ts kann manx

nach Voraussetzung D[D] so wählen, daß

D[D](V'V) > 0

fUr 0 ~ v € T~(Lx) und jeden Punkt x E U Lp gilt.
PeP

....
Daher gibt es: zu jedem Punkt . x € V

......

ein m I so' daßx

pos! t!v defini t ist auf r' (V)
x

Aus. Stetigkei tsgründen ist diese',
....

Bilinearform noch positiv definit auf T'(V) . y € U ,U affine offeney x x

Umgebung, von x. Die U bilden eine offene tJberdeclcung von V. Da V
x

kompakt ist. gibt. es eine endliche TeilUberdeclamg. Dies sichert die

Existenz eines mt > 0 • so· daß .D[D]+mr.~' positiv definit ist EUr' alle
.... '

x € Y und' alle ID ~ 011 .

Es folgt:

....
D + mH' ist ein ampler Divisor auf V fUr m » O. []
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Nun ist es leicht. das angekUnd1gt~ Kriterium fUr die Exisienz projektiv

algebraischer kleiner Auflösungen anzugeben:

~a.t'f: Sei V eine' noda.l.e k.ompl.ex dreidimensional.e Varie tät. und ZDX1r'

4 -
entweder eine Hyperftäche in P oder ein Double Solid. Es existiert eine

projeltt iu a.l.gebra:lsche k.l.eine - AuFtösung· genau dann. lDelU'l keine der
....

exzeptionetLen Kurven r,. tn ~(V.Qn nu I. 1.homo Log tst.

Sei diese Bedingung erfUllt. Dam1 gibt es zu jedem PiE:: ~

einen Vektor l1lp 1'! 0 ; andernfalls wäre der
i .

Einheitsvektor mit "P = 1 1m orthogonalen Komplement von ~ . also in ~

i

im Widerspruch zur Voraussetzung .. Dann, existiert in ~. auch· ein Vektor

(mt.:··.ms ) . so daß ~i~ 0 für alle 1 = 1•.... 5 .. Wähle eine' spezielle

kleine-Auflösung nun so. daß

fUr alle 1 = 1•.... 9 •

....
Auf dieser kleiDen Auf 1äsung V gibt es einen Divisor D mit

D.. Lp, > 0 fUr alle 1 = 1•...• 9.

Zumindest diese kleine Auflösung 1st' damit projektiv algebraisch .. , c
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IV DEFEKTBEREalNUNGEN

In diesem Kapitel sollen mehrere Wdglichkeiten beschrieben werden, das

soeben bewiesene Kriterium in konkreten Beispielen zu testen. Wie schon

erwähnt, habtm Varietäten ohne Defekt kein projektiv algebraischen

kleinen Auflösungen. So- 1st ein Berechnungsverfahren f'Ur den Defekt in

diesem Zusammenhang sicher nUtzlich: uninteressante Varietäten mit

d =0 können dann von- den wei teren Untersuchungen von vorneherein

ausgeschlossen werden.

Ein solches Berecbnungsverfahren wird von· Clemens im- Fall der Double

Solids angegeben. Betrachte· die homogenen Polynome· vom· Grad (3n/2-4)

3in' P, die auf ganz ~ verschwinden. Punkte in allgemeiner Lage-

implizieren s· Bedingungen an· die Polynome. es verschwinden· also nur

Polynome aus einem' Teilraum der Dimension [~-I) - 9 auf ganz ~.

Liegen die Singular i täten~ jedoch speziell, gibt es, mehr auf ~

verschwindende' Polynome.

~a.t'f (CIemens.): Sei V ein Double Solid IId.t VerzmetgungsFtä.che B C p3 .

deg. B' ~ n ~ 4. Die Dimension. des Raumes der homogenen. Pol~me uom.. Grad

(3n/2' -4) tn p3 . die auF ganz ~ c r uersc1uotnden. tst' gLeich
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Andererseits läßt sich diese Dimension auch mit Hilfe des Ranges einer

Matrix

ausdrUcken. wobei (f i) eine Basis des Raumes der homogenen Polynome vom

Grad (3n/2 -4) durchläuft. t = [~ -1) . Auf diese Weise ist es

möglich. den Defekt als s - Rang obiger Matrix zu berechnen~ Ein

aanaloges Verfahren lälJt sich ebenfalls fUr Hyperflächen in 1P4

her lei ten~"

~a.t"f: Sei V C,4 eine" nodale Hyperfläche • deg V = n ~ 3 . Be trachte

dte homogenen PoLynome UOIR' Grad (2n-5) in 1P4 • die aUf, ganz ~ C 1P4

uerschminden. Diese PoLynaDt bilden einen RauR,der Dimension

ieseL~: Tensoriere die" exakte'Sequenz

o ---+ ,';/, --+ 0 4' ---+ O~. ---+ 0
(P'

m! t 044 (2V) == 0 4{2n-5) ~ Dl& lange" exakte" Kohomologiesequenz lautet
IP IP

o ---+ IfJ(IP4:1~~ O(2n-6) --+ If>(IP4 :O(2n-5» --+ H"(~:O(2n-5)I~)

---+ Hl(1P4:,~~ 0(211-5)) ---+ H1 (1P4 :O(2n-5» ---+ .....

Es gilt

und

1 { 9h (~;O(2n-5)I~) = 0
fUr 1=0

sonst

fUr i)O.
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Also liefert obige Kohomologlesequenz

sowie

Nach einem Ergebnis von Schoen ([31J. 'Proposi tlan 1'.3.) 1st

und deg F = n.wobei

hl(~4:'~1 044(2V) = d .
lP

Da (nach Griff1ths [12])

IfJ(rP4 ;,,,,'Jj 0(211-5» =(7' deg r =211-5. r I", ;: 0 }.

4 1 A

o =1:0 (-1) xl ~ ... AdxlA ... Adx4 . V = {F ="O}

folgt die-Behaup~. c

Einen Spezialfall stellt d1e·Quadrik

4 2
I xi = 0

i:ml

mi t einem gewiihnlichen Doppelpunkt dar. Hier 1st ß3 (Vt) =0 I der

verschwindende Zykel ist also global nullhomolog auf Vt. Dami t' 1st

d = 1 . heide kleinen Auflösungen' sind projektiv algebraisch. Sie werden

global durch den Abschluß der Graphen der Funktionen

bzw.
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gegebena Dies ist das einzige Beispiel ohne nicht-projektive kleine

Auf,lösung !

~: Sei V C 1P4 • _deg V ~ 3 oder Y Double Solid mit Verzuaeigungs­

fl.äche. B. deg. B ~ 4 . 1bnn extstieren kLeine Auflösungen. die nicht

projektiv aLgebraisch sinda

e!e.el.~: Da die singulären Punkte zumindest eine Bedingung auf den

4 3
homogenen Polynomen vom Grad (2n-5) in IP bzw. (3n12 -4) in a»

implizieren. gilt immer d < s . C

Nach· dem, vorher Gezeigten 1st es· prinzipiell möglich. d~ Defekt einer

gegebenen singulären Hyperfläche' bzwa eines Double Solids zu berechnen,

wenn dies auch in der Praxis, nur fUr nicht zu gro{3e Werte von n

durchIUhrbar ista Wie Beispiel& später zeigen werden, ist die Bedingung

"d' ) 0" allein nicht hinreichend· {Ur die Existenz projektiv

algebraischer kleiner Auflösungena Es· gil t jedoch der' folgende

~: Sei. V eine noda.Le· ThreeFoLd tOie oben beschrieben mt t d > 0 .

wei terhtn ex1.stiere eine' Groppe uon Automor-phismen von. y', die transt ttu

auF f;/ operiert. Dann tDerden aL l.e SIngulari täten P e ~ durch. Kurven
.....

aufgelöst. die in ~(V.~) nicht null.homoLog sinda
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~el!Jei,g.: Setze die Automorphismen von V zu Automorphismen der großen
..... .....

Auflösung V bzw. von H2(V.Q) fort. Falls Lp ~ 0 fUr ein P E ~ . so
.....

wUrde dies auf V bedeuten:

Wegen der trans1 tiven. Gnrppenoperation ml.il3te· dies fUr alle

gel ten im Widerspruch zur VoraussetZtmg . d > 0 . [J

Wei tere M'"dglichkei ten, die Bedingung "Lp:c 0" zu t8s.ten. bieten die

partiellen und gemischten Auflösungen.

~a.tK: Sei V wie oben, P € ~ •

a) Fa.l. Ls etne projeR.t tue geaischte AuFlösung V exlst tert. die P
....

k.Letn auflöst, so tst z". nt.cht. nuL lhomoLog auf V.

b) FaLl.s eine proj~ttue' parttelloe' AuFl.öSWl.g. t1 exlsttert, dte P
....

aufläst, so tst Lp nicht null.homoLog auf; V.

c) Fa.L l. s; e tne part teL l.e Auf lösung, tf mt t /32 (t1) :s' 1+d exls t i ert .
....

dte P ni.cht auflöst. so ist Lp. nul.l.hoItol.og auf V.

a) Auf einer Kählermannigfal tigkei t kann es keine effektiven

nullhomologen Kurven geben. also 1st Lp. nicht nullhomolog auf V. Wie in
,.,

Kapitel 11 geZeigt. 1st dann Lp. auch nicht nullhomologauf V.

b) Auch auf einer singulären projektiven Varietät kann es keine

effektiven nullhomologen Kurven geben. Fasse eine irreduzible Kurve e

auf einer Threefold XC pN als Kurve in ~ auf. (e] E ~(~.Z) .
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Sei H eine Hyperebene in pN in allgemeiner Lage bezüglich C tmd x.

[H] €-H2N-2(~'Z) . Dann gilt

[H]. [e] > 0 .

Der Durchschni tt X n H vertri tt eine Homologieklasse .., € H
4

(X-.Z).. Es

ist

..,.[c] =[H].[C] > 0 .

Dies gil t allgemein rUr jede effektive Kurve. Dami t 1st Lp nicht

nullhomolog auf ~. Wie wir uns am Ende- von Kapitel 11 Uberlegten. ist
......

dmm Lp auch nicht nullhomolog auf V.

c) Da ß2(~) =1+d . erhobt sich die zweite Bettizahl nicht mehr. wenn
......

man zu einer kleinen Auflösung V Ubergeht. Also werden alle dabei neu

aufgelösten Singularitäten durch nullhomologe Kurven ersetzt. C

~et!e'tkun.q.: Es gibt zwei Möglichkei tan. auf natürliche· Weise projektiv

algebraische' partielle' Auflösungen zu erbal ten. und zwar einmal als

Abschluß des Graphen einer meramorphen Funktion auf V I die in ~1C ~

UnbestiIIIDthei tsstellen bat. Zum anderen erhäl t man. solche- partiellen

Auflösungen durch Aufblasen· entlang glatter Weil-Divisoren auf' V. die

gewisse Singular! täten von V entha! ten'.

~ebmen wir an. daß sich die definierende Gleichung von V als

AB+CD=O

schreiben läßt. A.B.C und D glatt. Sei

~l := { p € V I 0 =A(P} =B(P} ~ C(P} = D(P} }- C ~ .
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zerfäll t in die beiden Weil-Div~soren

{A = 0 . C = O} und {A = 0 . D = O} . die heide in allen Punkten aus

~1 glatt sind. Aufblasen entlang dieser beiden Divisoren liefert in den

Singulari täten aus ~1 Jeweils die beiden verschiedenen kleinen

Aufläsungen~

Allgemein fUhrt jede Zerlegung der definierenden Gleichung von V in

AB + CD zu einem' Vektor (mI' ..• •lrls ) E ~ mi t lR
i
;' 0 genau fUr die

PiE ~ mit A = 0 . B =0 . C =0 und D = 0 .

Es folgt unmittelbar:

Falls es auf V einen globalen Weil-Divisor gibt. der in einem Punkt
.....

P E: ~ glatt ist. so ist !.p, nicht nullbomolog. auf V.
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v Onrrov- ffiREEFULDS (1)

Ausgangspunkt aller Uberlegungen waren die Cmutov-Hyperflächen in lP
4 und

die Double So11ds, die längs einer ~tov-Fläche in p3 verzweigt sind.

Beide Typen von dreidimensionalen Varietäten werden unter dem

Oberbegriff Onutov-Threefglds zusanmengefaßt. Diese Klassen sollen als

erste Beispiele besprochen werden: hier lassen sich die im letzten

Kapi tel entwickel ten theoretischen Methoden zum Nachweis der Existenz

bzw. Nicht-Existenz projektiv algebraischer kleiner Auflösungen direkt

auf konkrete Beispiele anwenden.

Bezeichne ~ das ~bysev-Polynom.in einer Veränderlichen vom G~ n,-n

[n/2] [ ]~n(x) = J:O (-l)J· 2~ xn- 2J (1_x2)J .

Die t8bysev-Polynome-erfUllen die- Gleichung,

~ (coe. a) = cos(~) .
n

An den Punkten '1c:=' cos(lcr/n) • l~~n-l bat "~(x) einfache'

Nullstellen: sie sind Maxima (falls k gerade)' bzw. Minima: (falls. k

ungerade) von" , auigefaßt als Funktion in einer reeLlen Variablen.n

Die Werte von" an diesen Punkten sind
n

falls k gerade

falls k ungerade
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NUtzen wird uns später das folgende

~emDlQ,: Betrachte die Kurven

C1 := {~n(x) + ~n(Y) = O} und C2 := {~n(x) - ~n(Y) = O}

in c2. Falls 0 ge~e 1st. zerfällt Cl in 012 irreduzible Kegelschnitte

und C2 in (n~2)/2 irreduzible Kegelschni tte ~ zwei Ge~en. Falls n

ungerade 1st, zerfallen Cl t.md. C
2

jeweils in (0-1)12 irreduzible

Kegelschnitte und eine Gerade.

~e.eLQ: Die Kurve C(~) mit x =cos a und y = cos(a + ~T/n). O~a~2T .

lieg~ tUr ~: 1.3.5, 2[(n-1)12] +1

und {Ur ~ = O.2.4 2[DI2]

cos(a + ~/n). = COstt,cos(~/n) - 91Da.s1n(~/n)

kaIm C(~) durch die Gleichung

y ~ x· cos(~/n)'- J l-x2 sin(~/n)

beschrieben werden. Das. bedeutet:

, .

C(O) = {y = x}

C(~) = {y2+x2_ 2[cos(Jl1I"/n)]xy - [S1n(J.'!"/n)]2· = O} f'Ur 0< ~ <n

C(n) ={y =-x} .

Falls·· n gerade. zerfällt Cl in die· irreduziblen Kegelschnitte C(l).

C(3) •...• C(n-1) und C2 In die irreduziblen Kegelschnitte C(2). C(4) .

. , .. C{n-2) und die Geraden C(O) und C(n). Falls n ungerade. zerfällt Cl

in die Kegelschnitte C(l). C(3) , C(n-2) sowie die Ge~e C(n) und C
2

in die Kegelschnitte C(2), C(4), , C(n-I) sowie die Gerade C(O). a
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!'etl.(tl.tl.oo tut4. ~g.t;.: Dte ~tov-Hyperfläche VOR Grad n in IP
m

{G::) wird

in m affinen Koordinaten durch die Gleichung .

m { 0
! ~ (xj ) =

j=1 n +1

falls m gerade

falls m ungerade

definiert. SinguLär sind genau. die Punkte (lllc.···.~). 1~1~n""1 •
1 m

tDObei [ml2] der Indizes k
j

ungerade Wld. die rest liehen gera.cle sind: a1 Le

SinguLaritäten sind gewöhnliche DoppeLpunkte. Durch Homogenisieren

obiger Gleichung entstehen keine" neuen. StnguLart täten. o.L Le Nodes der

projE;kt1.uen Onutov-Hyperflächen Lf.eg~ in dem beschriebenen affinen

Tei L. Im. FoLgenden reich.t es dD.he.r aus. in aFFinen Koordinaten :zu

rechnen.

Definiere o.Llgemeiner Hyperf~ durch die GLeichungen

{

0
130( -1)-

falls m gerade

falls m' unge~e

mit 130 ,131•.•.• ß
m

€ {-l.+l} .

ALl. diese Cmutov-Hyperf~'enth4Lten uteLe' DoppeLpunkte'. die' genaue

ZahL richtet stch nach. der WahL der 131.

Betrachten wir zunächs't die dreidimensionalen ~tov-HyperIlächen in 1P4 :

im ersten Fall sei

4
V ~ {! ~ (X

j
) =O} . n ~ 3 .

j=l n
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Die Singulari täten liegen in den Punkten (~1'~'~''1c
4

) · 1~1~n-1 ·

wobei je zwei der Indi2e8 gerade bzw. ungerade sind. Die Anzahl der

Nodes ist gleich

6 (n/2}2(n-212}2~ 3/8 n2 (n_2}2 ralls n gerade und

6 (n-112)4 =318,(0-1)4. falls n ungerade.

Sei P € ~ • ohne Einschränkung sei P vom Typ (a .a .a ,a ) mi t
u1 ~ gl ~

ul'~ ungerade und gl'~ gerade. Sowohl "~(xl) + "n("3) als· auch

"0("2) + "0(x4 } verschwinden in P. Nach dem Lemma gibt es Zerlegungen

"n(') + "n("3}' =~ Ci

"0("2) + "n(x4) =~ Dj

mi t Cl (P) :. 0 • C2(P) =0 • D1(P) =. O· und'· 02(P) = 0 . D1e, Gleichtmg

von V läßt sich umformen zu

Die globale meramorphe Funktion

Cl zr D
_ = _ J>l j

o rrc
1 i>l 1

hat in p' eine Unbestimmthei tsstelle; der Abschluß des Graphen dieser

Funktion. beschreibt eine projektive partielle Auflösung. die' P auflöst .
....

Damit 1st auf V die exzeptionelle Kurve Lp nicht nullhomolog. Zu jedem

Punkt P € ~ läßt sich eine solche meramorphe' Funktion mit Unbestimmt-

heitsstelle finden. damit ist die Existenz projektiv algeb~ischer

kleiner Auflösungen gesichert.
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Mi t denselben Argumenten zum Ziel kommt man auch im allgemeinen Fall

4 f3
V ={! (-1) j "n(xj ) =O} ,. n ~ 3 .

j=l

ß
j
€ {+1.-1} fUr alle j =1, ... 4 . Wieder sind alle SIngularitäten von

der Form (,\:.~ ,CI" .~ ) • 1~1~n-l , die Auiteilung der Indizes. in
1 ~ ~ 4 .

gerade und ungerade Zahlen ID'Uß allgemein so erfolgen, daß je zwei der

ß
Terme (-1) j :J'n(X

j
) in einem Punkt P € ':I den Wert +1 bzw.-1

annehmen.

Sei P € !;/. ohne Einschränkung. kann angenonmen. werden,' daß in diesem

Punkt

Dann haben die· Polynome

in pr eine Nullstelle.. Heide Tenne zerfallen nach dem Lenua in

nicht-singuläre Polynome· vom· Grad eins' und zwei, von denen jeweils zwei

in P eine Nullstelle haben. Wie' Im- ersten Fall erhält man eine globale

meromorphe Funktion. die in P eine Unbestimmtheitsstelle· hat.

Dami t 1st fUr jede beliebige Wahl der 13 j und- fUr alle n ~ 3 die

Existenz einer projektiv algebraischen kleinen Auflösung gesichert.
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Interessanter ist die Situation bei den Cmutov Double Solids. Hier gibt

es bis auf Isomorphie vier verschiedene lföglichkei tan der. Vorzeichen-_

wahl. Anders als bei den Cmutov-Hyperf lächen hängt es bei den Cmutov

Double.Solids von der speziellen Wahl der ßi ab. ob projektiv algebra­

ische kleine Auflösungen existieren oder nicht.

Betrachten wir zunächst die Familie der Double Solids mit

Verzweigungsfläche

Singulär. sind die- Punkte . wobei genau einer

der Indizes, k
i

eine gerade' zahl ist. Die· Nodes von V entsprechen denen

von B. ihre Anzahl. ist gleich' 3/8 n2{n-2) . Sei P € C.J • ohne

Einschränlamg sei für diesen Punkt' der Index kl eine gerade- Zahl. Wir

schreiben die Gleichung des Doubl~ Solids· V als

Der' Term auf der linken Se1.te zerfäll t in n/2 nicht-singuläre Polynome

Cl • ... ,Cn/2 vom· Grad' 2'. von denen zwei iD' P eine Nullstelle haben.

Diese seien Cl und S. Das Po lynom ~ (x) + 1. hat n/2 doppel ten

Nullstellen. daher gibt es ein Polynom F (x) vom Gr.ad n/2 mit
n

~ (x) + 1 = r2(x).
n n

So zerfällt die rechte Seite der obigen Gleichung in
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Die- meromorphe Funktion

In diesem' Fall liegen die, Singular1 täten in den Punkten

auf V bat in P eine UnbestiDlDthei tsstelle. So ist auch in diesen

Beispielen fUr alle n' die Existenz projektiv algebraischer kleiner

Auflösungen gegeben.

Sei nun

(a ,a ,a ) .
u1 ~ ~

(a .Cl ,1% ) und (a ,Cl' ,Cl ) • 1~ul,gl~n-1. , gtE 2Z • utE: 2Z . Sei
u4 gl ~, ~ 'ls g4

p, € ~ • dann ist' entweder der Index der ersten oder der zwei ten

Koordinate eine- ungerade Zahl. Ohne- Einschränkung gel te: Die zwei te

Koordinate' hat einen ungeraden- Index. Schreibe die' Gieichung von V als

~ (x-) - ~ (x-) ~ w
2 - [~ (~) + 1] .n ~ n, ~ n 1

Wie im' ersten· Fall zerfallen die, Terme- auf heiden Sei ten' in je zwei

Polynome, die in p. jeweils. eine Nullstelle haben'. Wiederum existiert

eine' meromorphe Funktion mit einer Unbestimmtheitsstelle in P, es gibt

In jedem Fall projektiv algebraische ~leine Auflösungen.
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Das gilt nicht fUr die Double Solids mit Verzweigungsfläche

deren Singulari täten in den Punkten (Cl ,Cl .Cl ) . (Cl .a .Cl ) und
u l gl ~ ~ u4 ~

(a~.ag4'Cl~) liegen. l~ul.gi~n-l . giE 22 . u i ( 2Z . Die Singularitäten

der ersten heiden Typen werden durch Kurven aufgelöst. die, nicht

nullhomolog sind: schreibe die Gleichung des Double" Solids als

der Abschluß des Graphen der meromorphen Funktionen

=
w-Fn(xl )

n/2
11' C

l=j+l 1

j =1, ...•n/2-1 , liefert eine projektiv algebraische partielle Auf­

lösung ~ mi t J3
2

(tl) ~ n/2 . die nur noch Singulari täten des dr! tten

Typs enthäl t. Wie im nächsten Kap i tel gezeigt werden wird, ist zumindest

fUr n E {~.6,8} der Defekt gleich nI2 -1 . Daher ist in diesen rällen

also werden alle Singularitäten des dritten Typs nullhomolog aufgelöst.

Trotz posi tiven Defektes gibt es, keine projektiv algebraischen kleinen

Auflösungen.

~e~utUßa: Dies gilt auch fUr alle n € 2Z , n ~ 10
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Zum Abschluß dieses Kapitels betrachten wir kurz noch die Double So11ds

mi t Ven:weigungsi.läche

. Die. Anzahl der Singulari täten beträgt nur 3/8 n(n-2)2 . Im Fall

n € {4.6.8} ist der Defekt gleich O. wie 1m nächsten Kapitel gezeigt

wird: alle Nodes werden nullhomolog aufgelöst.

"e'tmatun.q.: Auch fUr alle' n ~ 10 , n € 2Z • verschwindet der Defekt der

zu B gehörenden Double Sollds.
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VI 6.nrrov- lliREEFUI..I5 (2)

Nachdem 1m vorigen Kapi tel allgemeine Eigenschaften der verschiedenen

Familien von Ouutov-Threefolds im Vordergrund standen. sollen jetzt

spezielle Beispiele genauer untersucht werden. Hauptsächlich geht es um

die Berechnung des Defektes. In einigen fällen benötigen wir die genaue

Kenntnis des Defektes, um die Nicht-Existenz projektiv algebraischer

kleiner Auflösungen zu beweisen.

Wie' in. Kapitel rv hergeleitet wurde. läßt sich der Defekt einer

Hyperfläche bzw. eines Double Solids als

berechnen. wobei f l' ...• iN; eine" Basis"" der homogenen Polynome: vom' Grad

(2n-5) in 1P
4

bzw. vom' Grad (3n/2 -4) in y3 durchläuft und P1 •...• P~

die Singular! täten von V C 1P4· bzw. B C 1P3 bezeichnen.

In den Fällen' deg V :::::Il 3 und. deg B· ::S" 4 lassen: sich diese BerecbDJmgen

problemlos: durchfUhren.

Die S1ngularitäten der Ouutov-Kubik

4
V ={I ~3(xl) =O}

1=1

1iegen in den Punkten

P--++ := (-1/2.-1/2.+1/2.+1/2)

P-+-+ := (-1/2.+1/2.-1/2.+1/2)

USW.
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Es gibt 6 verschiedene ~dglichkeiten der Vorzeichenanordnung (je 2 Plus-

bzw. Minuszeichen). also 1st s = 6 ." Alle SIngularitäten liegen in der

4
Hyperebene {! xl = O} • daher 1st d = 2 . Mi t Hilfe von partiellen

1=1

Auflösungen bestiDlDt man die linearen Relationen zwischen den

exzeptionellen Kurven (bis auf die Vorzeichen) als

und

L++- ::r L--++ .

L+-+- ::::::: L-+-+ .

L+--+ ~ L-++-

L++- - L+-+- - L+-+ ~ 0 .

Es gibt 6 projektiv algebraische kleine- Auflösungen.

Die allgemeinen Falle'

bringen nichts Neuas; alle diese Hyperflächen' sind isomorph. da

,.n (x) ::I - ,.n ( -x) {Ur alle Ullgeraden natUr1ichen Zahlen n.

Im- Falle der Double Solids· m1 t Verzweigungsflächen vom Grad 4 kommt man

zu Eolgenden Resul ta,ten:

1. Es sei
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Singulär sind die Punkte

und

p±±Q := (±1/vr2. :l/vr2. O)

P±O± : = (:l:l/vr2. O. :l:l/.J2)

PQ±% := (0, ±1/vr2, :1/Y'2)

Es ist S = 12 . Da alle S1ngularttäten nur auf der Quadrik
3 2

{ I xi = I}
1=1

liegen, 1st d = 3 . Mit Hilfe dieser Quadrik läßt sich die definierende

Gleichung von B als

schreiben. Die 4 Ebenen {xl~~ =O} schneiden sich paarweise in 6

Geraden. der Sehn! tt dieser 6 Geraden m! t der QUadrik

besteht genau aus den 12 Singulari täten von B.

3 2
{ I xi = 1}

i=1

Quartiken der Cestal t
2 4

{q + 11 L1 = O} • deg Q, =2 , deg L1= 1 • und·
1=1

ihre Double- So11ds werden in Kapitel X allgemein untersucht. Diese Art

der Darstellung liefert neue globale meromorphe Funktionen auf V:

--::=
rr L .
i~I i

11 L fJ+q
lEI i

~ ~ I C {1,2.3.4} . Die Unbestimmtheitsstellen liegen in ~. die Graphen

dieser Funktionen beschreiben spezielle partielle Auflösungen.
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Die linearen Relationen zwtschen den exzeptionellen Kurven lauten auf

einer speziellen kleinen Auflösung:

und

L+o+ ~ L4)- •

L+o- ::= L-o+ ·

L++o ::::: L-o I

L+-Q ~ L-+o I

Lo++ =a: Lo- I

Lo+- ~ L~ •

L+o+ - Lo++ + L-..o ::= 0 •

L+o+ - Lo+- - L++o ::z: 0

L+o- - Lo++ + L++o ::::: 0 .

Es. gibt 24 projektiv algebraische kleine Auflösungen.

2. Ähnlich sieht es, im' Fall

aus. Singulär sind die Punkte

P±t% :=- (:tl/..J2~ ::I:1/.J"2. ::1:1/./2) .
P±oo ::2 (::I:l/n. O. 0)

und PO±O ::z (0 I ±1/v'2. 0)

Es-- 1st s = 12 . Alle Singulari täten liegen auf der Quadr1k

{~ + ~ - ~ =1} I

es ist d =' 3 .
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Die definierende Gleichung von B läßt sich'als

schreiben, wieder handelt es sich um einen Spezialfall des Beispiels.

das in Kapitel X genauer behandelt werden wird. Die linearen Rela~ionen

lauten

L :t L •+++. -

und

L+-+ ~ L-+- .

L+-- ~ L-++ •

L++- ~ L--+ '

L+oo ~ L-oo •

LO+Q ~ Lo-o .

L+++ - L+-+_ - L+OQ ~ 0 .

L+++. - LO+Q - L+- ::= 0

L+-+ -'LO+Q - L++- ~ 0 .

Genau 24 kleine Auflösungen, sind. projektiv algebraisch.

3. Besonders~ interessant ist der Fall

mit s =9 ; singulär sind die Punkte' (0,0,0). (:1/J:2. O. ±l/~) und

(±l/.J'2, :t:l/.J'2. 0) . Die· Singulari tätenmenge f:J liegt auf den heiden

Quadriken {xi-~-~ =O} und' {xn =O} ; man' tiberlegt sich. daß

keine weitere'Quadrik ganz f:J enthält. Daher 1st d = 1 . Wie 1m' letzten

Kap! tel gesehen; g1bt es' etne·· partielle' Auf liisung ~. c ~ .. 'der' 10 tzten 8

Singular i täten. Der neunte Doppelpunkt, wird also nullhomolog aufgelöst.
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4. Im Fall

liegen die Singulari täten in den Punkten (0. O. :1:1/v''2). (0. :f:l/v'2'. 0)

und (±1/v'2'. O. 0) . Genau die Quadriken {~~ ~ O} • {x1":3::1 o}· •

{XZC3 =·o} und {xi~~::s 1/2} verschwinden auf ganz ~ • es ist

d =0 . Alle Nodes werden durch nullhomologe Kurven aufgelöst.

Um einen positiven Defekt zu erreichen. mUßten alle Singularitäten auf

einem ebenen Kege1schni tt liegen. Später' wird uns ein· solches Beispiel-

mi t deg B = 4 • s = 6 und d::s 1 begegnen. Dami t 1st klar. daß der

Defekt tatsächlich von der speziellen' Lage der Singularitäten abhängt.

In den- Fällen . deg V ::s. 4.5.. uncL deg B". = .6.8 muß- der Computer zur

Berechnung des' Defektes- zu Hilfe genonmen werden. Die KoOrdinaten der

Singulari täten und daml t die Elemente der Matrix {f1(Pj» liegen

jeweils in Z[a] . a ganz über Z. Bis auf einen Sonderfall (deg B ::s 8)

ist a inmer Quadratwurzel einer Primzahl.

Aus. technischen· GrUnde' war es- nötig. bei den Rechnungen mi t dem

Computer alle Matrixelemente module einer Primzahl zu reduzieren. Ist

diese Primzahl träge - das heißt ist pZ(a] Primideal in Z[a] - so 1st

Z[a]/pZ[a] nullteilerfrei. Also;· 1st der Rang der Matrix (ft(P
j

) mod p)

kleiner oder gleich dem Rang der Matrix (fi(P
j
)} . Definiere

dann 1st d ~ d'{p) [Ur alle trägen Primzahlen p.
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Mi t Hilfe der Divisoren auf V ist eine Abschätzung des Defektes nach

unten möglich, so daß sein genauer Wert in allen hier behandel ten F"ällen

angegeben werden kann.

Wie erhält man zur Reduktion geeignete Primzahlen?

Aus der Zahlentheorie wissen. wir:

Eine Primzahl p ist träge in z[a] genau dann. wenn das Minimalpolynom

von a über Z auch irreduzibel über Z 1st.
P

Falls a =~ ; q Primzahl~ bedeutet das:

Wenn ke1ne Nullstelle in Z hat. so 'ist p eine' zur Reduktion
p

geeignete, Primzahl.

Betrachte die·~tov-Qua.rtiken·in IP~, die Koordinaten der Slngular1täten

liegen nach Homogenis1enmg. und geeigneter Normierung in zrv'2] . Die'

Hyper! läche'

hat 24 Singulari täten; wir teilen s1e in 3 Klassen ein:

Typ I (:1:,0.:1:,0) und (O.:I:.O.:I:)

Typ II (:1:.0.0.:1:) und (0.%.%.0)

Typ III (%,:1:.0.0) und (0.0.%.%)

Ein "+" bedeutet l/ri und, ein "-" -1/V2 .
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Mi t dem Computer wurde berechne t : d • (181) =2 .

2 2 .22
Die globalen Divisoren {Xt + ~~ ~~- 1/2 =O. ~. x4+ XJX4- 1/2 =O}

2 2 2 2
und {x1+ ~+ x1~~ 1/2 =O. "2+ x4+ "r4- 1/2 = O} liefern zwei linear

unabhängige Vektoren in ~ . es ist

d :I 2 .

Auf einer speziellen kleinen Auflösung hat man zwischen den

irreduziblen exzeptionellen Kurven folgende Relationen: Alle Kurven zu

SingularitäteD desselben Typs sind homolog. weiterhin ist

Es gibt 6 projektiv algeb~ische kleine-Auflösungen.

Die Quartik

hat 33 Nodes., a.bgekU.rzt geschrieben als (0.0,0.0). (±,±~±.i).

(o.±. ±. 0) , (i. o.±. 0) . (O.i,O.±) und: (±. O.O,:i:) . Ein "." bedeutet

wieder l/.J2 und ein "_.. -v../2.

Der Computer berechnet d'CIS1) =1 .

Die Quartik enthäl t die 8 Ebenen {x1±X
i

:l O. Xj~ = O} . (1. j .!C) E

{{3.2,4). {4.2.3}} . jede der Ebenen enthält 9 der Nodes. Die Vektoren

der Schnittzahlen der eigentlichen T~sformiertendieser Ebenen mit den

exzeptionellen Kurven auf einer kleinen, Auflösung erzeugen. einen

Untervektorraum der Dimension größer oder gleich 7.
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Hiervon Uberzeugt man sich. indem man nacheinander 7 ,Ebenen Ei auswähl t.

die jeweils Nodes Pi enthalten. die' durch die vorher gewählten Ebenen

noch nicht erreicht wurden. zum Beispiel:

E1 = {xt-XJ = 0 .. ~-x4 = O} Pt = (+.+.+.+)

~::I {xl +x:3 = 0 "2-x4 := O} P2 = (+ - - -). . . '

~= {xl~"3 ~ 0 ~+X4 =O} P3 = (+,+.+.-)

E4 = {"!+") ::a 0 ~+X4 = O} , P4 := (-,+,-.+)

Es= {xl +x4 Q 0 "2+x:3 =O} Ps :2 (O,+,-.O)

E6 = {x1+x4 ::a 0 "2-":3 =O} Pe :2 (O,+.+.O)

Er= {xt :"x4 = 0 . "2-"3 = O} P7 = (+.0.0.+)

Also 1st der Defekt d'= 7 • die' Zerlegung von <QS in R4 und, 21 und damit

auch die Anzahl der projektiv algebraischen' kleinen Auflösungen ließe

sich theoretisch genau' bestimmen', wäre' allerdings. mi t einigem

Rechenaufwand verbunden ..

Wenden wir uns statt dessen lieber der Quartik

mi t s =30 zu ..

Der COmputer' berechnet d'(18!) = 8 .

Schreibe die Gleichung der Quartik als,
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Der Term auf der linken Sei te der Gleichung zerfäll t · in die Faktoren

2(2x~+ ~+ ~"2 -1) (2x~+ ~- 2xt "2 -1) , der Term auf der rechten
2 2 '

Sei te -in (x4+~) (x4-":3) (~+X4-1) . Man sieht. daI3 die Divisoren

und

D1 := {~+X4 = 0 • ~+ ~+ 2x1"2 -1 = O}

D2 := {~-x4 = 0 • ~+ 2xi+ 2x1"2 -1 = O}

und

glatte Weil-Divisoren auf V sinde Durch Vertauschung von ~ mit xl bzw.

~ erhält man als, weitere Divisoren

2 2 -
D3 := {"2+x4 = 0 , 2xt + 2xj+ 2xt"3 -1 = O}

2 2
04 := {"2-x4 = 0 . 2xj+ 2xj+ 2x1"3 -1 = O}

% := {x1+x4 = 0 . ~+ ~+ 2xz'J -1 =O} .

Zusätzliche: Divisoren sieht IDBD'. indem:, man die, Gleichung, der' QUartik als·

schreibte Wie schon im' Zusammenhang mit Double' Sollds gesehen. ist der

2 2 2Term auf der rechten Sei te der' Gleichung gleich ql:: 2(2x
4
-1) und

2: 4
der Term auf der linken Sei te gleich; q2 +4. 11 Li • wobei Li die 4

1=1

linearen Polynome durchläuft und q2' als
3

2( I x~ -1)
i=1

definiert iste Die Gleichung, der Quartik läßt sich zu

umformen:
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die' Divisoren

DS := {xl~+"3 :2 0 qt+q2 =O}

D7 := {~+"2-"3 = 0 q1+q2 =O}

und DS := {Xl-"2~ =0 ql+q2 =' O}

sind wiederum glatte Weil-Divisoren auf V. Die zu den Divisoren D1 bis

Dg gehörenden 33-Tupel (m. t .... ,~) € SI4 sind linear unabhängig. Ich

möchte den rechnerisch- aufwendigen Beweis hier nicht vorfUhren; die

Beweismethode wird später an einem wichtigeren Beispiel (dem Double

Solid, verzweigt längs einer 6uutov-Oktik mi t 144 Nodes) genauer

erläutert werden.

Kommen wir' nun", zur ÖmJ.tov-Quintik

4'
V ={! ~5(xi) =O}

1=1

mit 96 Nodes. Die KOordinaten der- S1ngularitäten' liegen nach geeigneter

Normierung. in Z[..f5]. mi t dem Computer wurde-

d'(l73l =- 10

berechnet. Um' den Defekt auch nach unten abzuschätzen. soll nun wieder

eine Folge D
i

von 10 globalen glatten Weil-Divisoren konstruiert werden.

so daß jeder Divisor D1 mindestens einen' Punkt Pi € ~ enthält. PiE D
j

fUr alle j < i .
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Wie wir wissen, zerfällt ~5(x} + ~5(Y} in 3 Polynome vom Gr.ad 1.2 und

2. Die Zer legung lautet

mit

und

Wähle nun:

~5(x} + ~5(Y) =(x+y) f(x,y) g(x,y}

f(x,y} = 4x2+ ,4y2+ 2(v'S' -1)xy - (5+V'5)/2

g(x,y) =4x2+ 4y2_ 2(v'S +1}xy - (5-1'5)/2

D1 ::I {x1+"2 = 0 "3+X4 == O}

02 = {xl~ ,= 0 ~+X4 == O}

D3' = {x1+x4 == 0 "2~ == O}

04 = {xl~ ~ 0 g("3'x4) ::I O}

°5,:1 {~~" == 0 g("2'x4) == O}

°6, :.' {,+X4 =0 g("2.',,)} == O}

D.r == {f(, '''2) = 0 g(~'X4) 2 O}

08 :z {f(xt ,")) == 0 g("2,'x4) == O}

Dg = {f(x1,"2) == 0 "J+X4 =- O}

010= {f(,,~) =0 , ~+X4 == O} ,

P1 == (a1 ,a4 ,a1 ,a4)

P2 == (a1,a1,a4 ·a4)

P3 == (al·~,~·a4)

P4 = (al·a4·al'~)

PS, == (al·al,a4'~)

P6 == (al,a1,~·a4l

P7 ::I (al.~,al'~)

Ps = (al,a1'~'~)

Pg = (~,al,a4·al)

P10::l (~,a4,al,al)

Zur ErinnerUng; Es ist

..f5 +1
a 1 = 4 = -a4 I

..J5 -1
~,=' 4 == ~.

Damit hat der Vektorraum,~ mindestens· die Dimension 10. die Gleichung.

. d' == 10·

1st bewiesen!
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Die projektiv algebraischen kleinen Auflösungen sind Kählermannigfaltig-

keiten mit trivialem kanonischen BUndel und Eulerzahl -8. Interessante

Hodgezahlen sind h1. 1(V) = 11 'und h2 ,1(V) = '15 .

Kormnen wir nun zu den restlichen Double Solids. Die Koordinaten der
v

Singulari täten der Double Sollds mi t Onu tov-8extlken al s Verzweigungs-

r lächen liegen in Z[v'3], . hier' ist 173 eine zur Reduktion geeignete'

Primzahl. Bei den Oktllcen liegen die Koordinaten der Singulari täten in

[.J.~] -- ,.J.~ 42
Z 21"V 2 . Das Mlnima.lpolynom. von 2"t"V 2 Uber Z 1st r =x +x +2

rür welche Primzahlen p ist dies Polynom irreduzibel über Z ?
p

Nehmen wir- an, daß' f Uber Z· in' zwei quadratische' Terme zerfäli t.· Dann,p
- 2 2- 2

gibt es, a.b € Zp.• so daß f = (x -ax+b)(x +ax+b) . Es· 1st b =2(p) .

Falls: p 3 3(8) oder '5(8) I ist das, nicht möglich: in diesen Fällen ist

2 kein Quadrat modulo p. Eine Primzahl p == 5(8) mi t {(al 'P O(p) fUr

alle- a E Zp ist daher zur Reduktion geeignet: 181 1st eine solche

Zahl.
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Man erhält iolgende Ergebnisse:

Anzahl der Anzahl .der null-

Verzweigungsf läche' Nodes. Defekt
homologen .....
Kurven auf V

~6(~)+~6(~)+~6(~)+l=O 54 6 0,

"6(~)+"6(~)+"6(~)-l::O 36 0 36

~6(x1)+"6(~)-"6(~)+l=O 51 5 0

"6(x1)-"6(~)-"6(~)+l=O 44 2 8

"8(x1)+~8(~}~8(~)+l=O 144 9 0

"8(xl)+"8(~)+~8(~)-l=O 108 0 108

"8(~)~8(~)-"8(X3)+l=O 136 1 0

"8(~)-"8(~)-"8("J)+l::O 123, 3 zr

Die Defekt-Abschätzungen nach, oben liefert der Computer. Abschätzungen,

nach unten erhäl t' man durch Angabe' von d linear unabhängigen Vektoren in

~. Die' einzige Schwierigkeit besteht darin. im- Fall der Oktik mit 144

Doppelpunkten 9 globale, Divisoren auf V anzugeben. deren zugehörige

144-Tupel in'~' 1inear unabhängig sincll

Erinnern wir uns. daI3 ,.s (x) + "8 (y) in 4 i M"eduzible- Polynome' vom' Grad

2 zerfällt. Diese sind (bis' auf einen konseanten Faktor)

i2(x:y~

f 3(x,y)

f 4(x.y)

2 2 ,; _ r-;:' .r2 -2
=x + y + 2+V 2 xy + 4

2 +- 2 ,; 2- ~2 + ../2 -2=x.. y - . ,+'\I ~ ~. . 4.,

2 + 2 " 2-./2 "2 +2=x y - xy- 4

2 + 2 + " 2 r-;:'2 - "2 +2=x y -v~XY-, 4
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Weiterhin benötigen wir. daß ~~(z) + 1 Quadrat eines Polynoms g(z) vom

Grad 4 ist. Bis auf einen konstanten Faktor ist

4 2
g(z) == z - z + 1/8 .

Die .Gleichung.des Double Solids schreibt sich als

Wähle als spezIelle Divisoren auf V

D1 ::I {w-g(~) = 0 . I1(x1,"2) = O}

D2 :a {~("J) = 0 , f2(xl'~) = O}

D3 == {<arg("3) =0, f3(x","2) = O}

D4 . == {<aJ-g(~) == 0 , f 1(~ '''3). = O}

DS = {~("2) = 0·, f2(~'~) = O}

D6 ={w-g(~) =0 , f 3(x1 ,":3) == O}

D.r ={rrg("l) == 0 , f 1("2''') = O}

DS· == {w-g(x,,) == O· , f 2("2 '''J) =O}

D9 = {w-g(~) == 0 , f 3("2''')) =O}

Es. 1st

und
J 2--12'

~ = 2. = ~ .

Wir untersuchen nun. wie- sich diese- Divisoren in einer Umgebung

spezieller SIngularitäten verhalten.
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Sei Pt := (~.o"~) . Die Divisoren 0 1 , O2 " D.r und 08 gehen durch

diesen Punkt: Df und D2 repräsentieren die beiden lokalen Divisoren in

PI' ebenso D.r und OS· Die Koordinatentransformation . ":3 ........ Xl läßt PI

invariant und vertauscht D1 und .D.r- Lokal vertauscht· diese Koordinaten­

transformation die heiden kleinen Auflösungen. also sind D1 und D.r lokal

in Pt verschieden. Wir schreiben das, so:

In Klammern stehen dIe Schnittzahlen mit der exzeptionellen Kurve einer

kleinen Auflösung von PI .

Wähle' P3 := (~,~O"~) •. Die- Koordlnatentransiormation. "3 ...... -x" läßt

P3 fest und:, bi Idet D1 auf {~+ g("l) • 0 " r1("2I~) = O} ab,•. Also'

gilt hier:

Analog. erhäl t man.

p' ::;s (O'~I~) 0 1(1) D2(-1) • 04(-1) I %<'1)4·

Ps := (O,at,at ) °3(1) °6(-1)

P6 := (~.-I/v"2.~) 01 (1) D3(-1) Ilr(-1) D9 (l)

P7 := (-1/v'2.~"~) 01(1) 03(-1) D
4

(-1) °6(1)

Ps := (~.Vv'2,~) D2(1) Ilr(-1) 09(1)
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Wähle als letzten Punkt Pg := (al"1/~I~) " Die Divisoren D2 , D3 und

DS enthalten Pgl D2 und D3 repräsentieren die heiden lokalen Divisoren

in Pg . Mi t welchem von diesen heiden Divisoren st1D111t nun Os lokal

Uberein?

Betrachte die lokalen meromorphen Funktionen

in einer· kleinen affinen Umgebung von Pt" Wähle Folgen 0 < ~n -+ 0

1.D1d 0 < ö -+ 0 I so daß (al~ 1 t/v'2 +6 1 a....+e) auf B· liegt. Esn n n.j n

ist

Ft(at+e.n " vv'2 +ö 1 ~+6 ) > 0 I_n n

F'2(a1+en " 1/.J2· +6 I' ~+e' ) < 0 .
n n,

und, F3(a1+en " vv'2 +6 1 ~+e ) > 0 "n n
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Fasse die berechneten Sehni ttzahlen auf einer speziellen kleinen Auf-
.....

lösung in folgender Matrix (Di oLp )l~i~9 zusammen:
j 1~j~9

1 '0 1 . 1 0 1 1 0 0

-1 0 -1 -1 0 0 0 1 1

0 1 0 0 1 -1 -1 0 -1

0 0 0 -1 0 0 -1 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 -1 0 1 0 0

-1 0 1 0 0 -1 0 -1 0

1 0 -1 0 0 0 0 0 1

0 -1 0 0 0 1 0 1 0

Diese Matrix hat den Rang 9, also sind die zu den Divisoren D1,000.Dg

gehörenden· 144-Tupel in' ~: linear tmabbängig. Der Defekt ist- gleich 9,

die' projektiv algebraischen kleinen Auflösungen sind Kählermannigfaltig-

keiten mit trivialem- kanonischen BUndeI und Eulerzahl -8 Die

interessanten Hodgezablen sind' h1,1(V) = 10 und h2,I(V) =14 0
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...

VI I ABSOIÄTZUNGEN FtJR J.L (d)
n

In diesem Kapitel wollen wir die kleinen Auflösungen kurz verlassen und

uns mit der' Frage beschäftigen. wie viele gewbbnliche-Doppelpunkte eine

Hyperfläche vom Grad d im pO haben kann. Da die Olance. zu gegebener

nodaler Threefold eine projektiv algebraische kleine Auflösung zu

finden. mi t wachsender zahl von Singulari täten größer wird. ist eine

solche Frage in diesem Zusammenhang. durchaus interessant.

Zur Notation,:

In t1bereinstimmung mi t Varchenko wird in diesem Kap! tel.die Dimension

des projektiven Raumes. mi t n und der Grad der Hyperf läche mi t d

bezeichnet. Da' Defekte erst wieder 1m nächSten Kapi tel auf treten .. ist

eine' Verwechslung ausgeschlossen. Die maxim.le Zahl von Nodes, einer

Hyperfläche vom Grad d in pO(t) werde' mit JL (d)
n

bezeichnet.

Eine' allgemeine Abschätzung' fUr J.L Cd) stammt von Bruce [4]. Er zeigt.:
n

JLn(d) ~ «d-l)~(d+l)+d-l)/2d falls. n gerade.

JLn(d) ~ (d-l)D12 falls. d und n ungerade.

~ (d) ~ «d-l)D{d+l)+l)/2d: falls, d gerade und n ungerade.
n

Schärfer 1st die Abschätzung von Varchenko [39]:

~ (d) ~ A (d) .n n

dabei ist A (d) definiert als die' Anzahl der ganzzahllgen Punkten
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innerhalb des WUrfeis n(O,d) ,so daß

n
(n-2)dl2 + 1 < L k i ~ nd/2 .

i=1

Kalker'zeigt in seiner Dissertation [18J:

~ (3) =A (3) fUr alle. n E ~ ,
n n

fUr Kubiken 1st die Abschätzung von Yarchenlco also scharf. FUr Flächen

in 1P3 beweist M1yaoka in [25]:

~(d)_ ~ 4/9 d(d-1)2 .

Die folgende Liste umfaßt die bekannten Ergebnisse fUr n = 3 . 2~d~12

Grad' der Fläche 2 3 4 5 6 7 8- 9· 10 11 12

~(d) ~

~(d) ~

1 4' 16 31 66· 104 174' 256 360. 488 645

1 4 16 31 66 90 160 192 300 375 540

~(5) =31 wurde' von Beauv1lle bewiesen [1] I ~(6). =' 66 von Stagnaro

[36] .- Auch, die· Fläche, vom Grad 7' mi t 90 Nodes. wurde' von St-agnaro

gefunden. Die Okt1k mit 160 Doppelpunkten stammt von Kreiss [19] .

F11r Hyperflächen 1n' 1P4 hat man folgende Einzelergebnisse

Bruce:

Varchenko:

~4(3) ~ 11

~4(3) ~ 10

JL4(5) ~ 154

J.L4 (5) ~ 135 .
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Beispiele. auf die noch näher eingegangen wird'. zeigen uns:

Quintiken mi t 125 bzw. 126 Nodes werden von Schoen [32] bzw. Hirzebruch

[15] konstruiert. So gilt 126 ~ ~4(5)' ~ 135

Im Folgenden interessiert uns das a.syinptotlsche Verbal ten von Jl (d).
n

~eel.ft4 t4pn,: Sei

A (d)
b

1 Jl Cd)
11m"

n := TIiii na :=n
d-- dn n

d...-' dn

b2 J.! Cd) :.. ~~]J -n11m
n.= c 2n ~. dn n

c
n

gibt die, asymptotische Anzahl. der Singular! täten der'

Cnutov-Hyperflächen fUr d ~ (I) an. Es- gil t

Aus den Resul taten von Bruce folgt unmi ttelbar fUr alle

n € IN I. In. den- Fällen

Abschätzungen :

haben W1r folgende, genauere'

Die unteren Abschätzungen erhält man durch die Cmutov-Hyperflächen. die

oberen durch Mlyaoka bzw. Yarchenko.
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n
~e!I!!!Q.: an =Volumen {(XlI." .xn). O~l~1 I (n-2)/2 ~ ! xl ~ n/2 }

1=1

Der Beweis ergibt sich unmi ttelbar aus der Defini tion der sogenmmten

Arnold-Zahlen A (d)
n

Durch direkte Integration berechnet man:~ ~ =23/48 I a4 = 11/24 . Die

Folge a besitzt noch eine andere Darstellung: Die Bedingung
n

n
(n-2)/2 ~ ! Xl ~ n/2

1=1

1st äquivalent zu

n
-1 ~ ! (xl -1/2) ~ o.

1::=1

Deute (x
I
-V2) als Zufallsvariahle. die 1m" Intervall [-1/2 . 1/2]

gleichverteilt ist. 'Die Fourier-T~formierte'dieser Dichte' ist

1/2' - li\x sin{A/2)
!& dx= N'2

-1/2

n
Dann hat ! (xI-V2) eine Verteilungsfunktion mi t Dichte­

1=1

Damit 1st

a =n

J
IR.

o
1/21r J I

-1 IR'

-iAx
e"

-iAx
e

= l/2T ~ ~ cos(i\x) [Sin~2)rdA dx
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FUr n ~ 2 folgt mit dem Satz von Fubin1:

= 1/211" S
IR

CD

= I/v S
o

Dies ist gleichbedeutend mit

sin A
A

sin 2x
x [

sinx x ]n dx .

CD

[ ]n+l
2/". r sin x

dxa = cos x
n 0 x

[m]
CD

[ ]n+2
2/" S sin x

dx .=
0

x

Die Varianzen der unabhängigen Zufallsvariablen (x
i
-1/2) sind gleich

1/12 . ,Also konvergiert

n
1: (x

i
-1/2)

S
M 1=1
:=~....._--

n v"'n/~12~

nach dem- zentralen Grenzwertsatz schwach gegen die Normalverteilung. Sei

Mo
F die Verteiltmgsfunktion von S " Dann istn n

o
an = S' Fn(x) dx .

-../ 121n

Fn ist gleichmäßig beschränkt: damit ist an eine Nullfolge. Also sind

auch b 1 und b2 Nullfolgen.n n
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Dari.iberhinaus wissen wir: Die- Funktionenfolge F konvergiert in jedem
n

kompakten Intervall gleichmäßig gegen die Dichte ~ der Normalverteilung.

Wegen der Ste t igkei t von cf> g1l t :

n
11m ..rn a =

n n

o
11m .JD. 1 F {x} dx

n
-I""1~21~n-

= 1im .JD. " 12/n <kO) ~ v'12 / ~ ~ "6/".
n IM

Mit Hilfe der Stirl1ngschen Formel berechnet man leicht

11m ~ c =J 2/". .n
n

Diese heiden Formeln zitiert schonVarchenko in [40] . ohne allerdings

einen Beweis zu geben.

Zusannnenfassend ergibt sich die-Ungleichung

11m b 1
- nn •.
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Der Inhal t dieses Kapi tels baut wesentl ich auf Resul taten der

Dissertation-[lS] von Ton Kalker auf. die Ergebnisse entstanden in enger

Zusammenarbei t mi t Hans Finkelnberg (Leiden). siehe auch [S]. Die

nodalen kubischen Hyperflächen in 1P4 {t:) werden näher. untersucht.

Sei K eine singuläre Kubik in f'4 mi t nur gewblmlichen Doppelpunkten.

eine Singularität liege im Punkt P
l

:= (O:Q:Q:Q:l) . Dann 1st

K = {x
4

Q + R =Q} .

wobei Q,R € C[XO.....XJ] homogen sind vom G~ 2 bzw. 3 . Hit K(Pl )

bezeichnen wir K, aufgeblasen in P1; die Quadrik {Q. = Q} entspricht

der exzeptionellen' Fläche fIx pI . Die Einschränkung der Abbi ldung"

TI: ,p4_{pI} --+ 1P3

("0: ... :x4 ) ---. ("0: ... :":3)

auf K-{P1} läßt sich zu einer Abbi ldung

-rr:
fortsetzen. Die Kurve-

----+'

S := {Q = O} n {R = O} C p3

heißt assoziierte Kurve. Auch S hat nur nodal~ Singularitäten. ~-{Pl}

wird vermöge rr eineindeutig auf die Singulari täten von S abgebildet.

TI-leS) liegt ganz in K. Außerhalb von S ist TI bijektiv. Beweise-dieser

Fakten finden sich in [lS] .
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K(Pl) ist isomorph zu p3. aufgeblasen entl~ S. Damit ergibt sich

--1
H4 (K(Pl)'Z) =Z e $-Z rr Si .

i

wobei SI die irreduziblen Komponenten von Si durchläuft. Zusammen mi t

der Homologieklass~ des generischen Hyperebenenschnittes H erzeugen die

-1Divisoren rr Si ,ganz H4(K.Z) ..

Die assoziierte Kurve-S. aufgefaßt als Kurve in

Typ (3.3). Mi t Hilfe der assoziierten Kurve lassen' sich die Kubiken.

die projektiv algebraische kleine- Auflösungen zulassen. aufs. Neue

charakterisieren.

~: Set Keine" noda.Le Kubtk. tn IP4 (a::) . Genau dann extstiert etne

pro j ekt iv' aL gebra:lsehe k.1.eine Auf 1.ÖSWlg • menn aLLeirreduztb l.en

Komponenten: von S. glatt sind t..atd Mindestens. etne. vom Typ (a. b) JIlt.t

a ~ bist.

Dte' AnzahL der trreduztbl.en Komponenten von S i.st gLet.ch d+1 .

~e.eLQ: Sei P'E ~-{Pl} . Dann ist rr(p) eine Singularität von S. Dabei

gibt es zwei Möglichkeiten:

1. In rr(p) schneiden sich zwei lokal glatte' irreduzible

Komponenten' von S.

2~ rr(p) 1st Selbstschnitt einer irreduziblen Komponente von S.

Im ersten Fall sei SI eine solche Komponente, die in Ir{P) glatt ist.

Dann ist rr-1s 1 ein Divisor auf K. der in P glatt ist. Auf einer
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""kleinen Auflösung V schneidet Lp die eigentliche Transformierte- dieses

""Divisors mi t Vielfachhei t :1 . Also 1st auf V die- Kurve r" nicht

nullhomolog.

Im zwei ten Fall bezeichne S2 die' irreduzible Ko~nente. die in rr(p)

singulär ist. Dann haben wir

Dies gil t nattirlich auch fUr die anderen Komponenten. die ja rr(p)

""
Uberhaupt nicht treffen. Daml t ist r" auf V nullhomolog.

Es bleibt noch der Punkt Pl zu untersuchen.

Sei Si eine beliebige Komponente von S vom Typ (a.b). Wegen

haben wir

--1(rr SI).At =~ ,
--1(rr Si) .B1 =-b· und

-1(rr Si).L1 =.±(a-b) .

""Dami t 1st L auf' V genau dann' nicht, nullhomOlog. wenn eine' Komponente1.

von S· ml t a 11-- b eXistiert, vgl. [7], [s].

S 1st zusammenhängend, daher kann mn aus· den Sehn! ttzahlen ablesen:

-1
( I a i rr SI).tp =0

1

rUr alle P € ~ genau dann, wenn a
1

= a j für alle 1.j . Damit besteht

-1
zwischen den' Divisoren 11 SI und H genau eine Beziehung, also ist

die Anzahl der irreduziblen Komponenten von S gleich ß
4

(V) = d+l. a
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Umgekehrt gilt das folgende

!leMma: Jede Kurve vom Typ (3.3) 1n Q C 1P3 I Q ~ IPlx [pI 1st vollständi-

ger. Durchschn1 tt einer Kubik mi t der Quadrik Q und daher assoziierte

4
Kurve einer singulären kubischen Hyperfläche in lP •

~eeel.Q.: Ohne EinschränkuDg sei Q = {Xo"J-X1"2 =O} . Wähle Koordinaten

(uO:u1 ;vo:v1) 'in JPlx!p
I

so. daß . x o ~ uavo • Xl =uOv1 I "2 = ulvO ·

~ = u
1
v

1
. Eine (eventuell reduzible) Kurve S vom Typ (3.3) in Q wird

durch eine bihomogene Gleichung

vom Bigrad (3.3) beschrie~. Es existiert ein homogenes, Polynom

{R = O} beschreibt eine Kubik in p3. deren Durchschnitt mit Q'gerade S

1st.

ist eine Kubik in p4. m1 t S als, assoziierter Kurve. [J

Anband der verschiedenen nodalen Kurven vom' Typ (3.3) in JP1x!p I ist

es nun möglich. alle nodalen Kubiken 1n p4(0::) bezüglich der Homologie-

gruppen ihrer kleinen Auflösungen zu klassifizieren. Man' Uberlege sich.

wie eine Kurve vom Typ (3.3) in JPIx!p I 1n irreduzible· Komponenten

zerfallen kann und beachte dabei. daß eine irreduzible Komponente vom

Typ (a. b) bis zu (a-l ) (b-l ) gewannl i ehe Doppe1punkte haben kann.
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Man erhält folgende vollständige Liste:

davon werden Anzahl der projektiv

Defekt Anzahl der Nocles nullhomolog algebraischen kleinen
aufgelöst . Auf 1ösungen

0 1 1 0
2 2 0
3 3 0
4 4 0
5 5 0

1 4 0 2
5 1· 0
6 2 0
6 0 2

2 6 0 6
7 1 0
1 0 6

3 8 0 24

4 9: 0 102

5 10 0 332

Die- (eindeutig: bestimmte)' Kubik mit 10 Doppelpunkten· wird von

Finlcelnberg in· [71 genau untersucht. er berechnet auch die Zahl 332'

der projektiv algebradschen kleinen· Auflösungen. Details zu den anderen

Kubiken werden in [S] enthalten sein; an dieser Stelle, sei als BeiSpiel

der Fall s = 9 behandelt.
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Gehen wir aus von' der Bedingung . "d =4" . Dann zerfäll t S in zwei

Komponenten vom Typ (1,0), zwei vom Typ (0,1) und eine irreduzible

( 1 , 1)-Komponente , es muß s::z 9 . sein. Oie Komponenten von S und d!e

8ingularitäten seien wie folgt bezeichnet:

-1Die' Schnittzahlen-der eigentlichen Transformierten der Divisoren rr Si

mi t den exzeptionellen Kurven auf einer kleinen. Auflösung lassen sich in

folgender Matrix zusammenfassen:..

1 2 3 4 5 .6 7 8 9

So 1 1 ° 1 0 O· 1 0 0

SI 1 0 1 0 1 1 0 0 0

82 -1 0 0 -1 -1 0 0 0 -1

8
3

-1 -1 -1 0 0 0 0 -1 0

S4 0 0 0 0 0 -1 -1 1 1
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Die Zeilenvektoren dieser Matrix erzeugen 114 • ~ wird deshalb von den

9-Tupeln

e1 - e - e2 5

8 1 - e - e43

e2 - 8 7 - e8

e4 - ~ - e9

erzeugt. Durch diese werden die linearen Relationen zwischen den

exzeptionellen Kurven vollständig beschrieben. Die Auiteilung in

projektive und nicht-projektive kleine Auflösungen 'erhäl t man durch

. Angabe eines Divisors D mi t D.Lp > 0 fUr alle' P € c.I' bzw. einer

effektiven'nullhomologen KUrve aui den verschiedenen kleinen Auflösungen
.....
V. In Kapitel, XII wird' ein einfacher' Beweis, daiUr gegeben werden', daß,

genau 102 kleine Auflösungen von V projektiv algeb~isch sind.
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IX QUARTIKEN IN IP4 (e) .

Einige der zur Untersuchung von Kubiken entwicke1 ten Methoden lassen

sich auch auf spezielle quartische Hyperflächen in ~4 übertragen.

Eine nodale Quartik in ~4 läßt sich durch einen Koordinatenwechsel "auf

die Gestalt

v = {x;Q + x4K + R =Ol'

bringen. Q. K. R € a:[xO•... '''3] homogen vom Grad 2.3 bzw. 4. Eine

Singularität liegt in PI == (0:0:0:0:1) . die Fläche {Q =O} C ~3 ist

glatt. Wir wollen nun nur Quartiken betrachten. bei denen der mittlere

Term verschwindet, das heißt

Sei P € ~-{Pl} . Es gibt zwei mögliche ralle:

1. x4{P) =0 . Dann ist Q(P) ~,o , R(P) = 0 und 8
i
R(P) =0 rUr

alle" i ~ O....•3. (81 :=:C)
1

2'. x4 {P) #. 0 . Wegen 84V = 2x4Q ist Q(P)::Il 0 • R(P) =0 und'

x48iQ + BiR(P) ::I 0 rUr alle' i ~ 0•.... 3.

Die- Kurve' S:= {Q =O} n {R = O} heiße' wieder assoziierte, Kurve. und II

bezeichne wieder die Abbildung

1P4_{PI} ---+ [p3

(xO: ... :X4) ---. (xO:···:~)



- 74 -

S bat im Punkt a = (aO:a1:~:~.) eine Singulari tät genau dann. wenn

ein ?aar (X.~) ~ (0.0) mit

für i = 0.....3 existiert.

In unserem' Fall muß sogar X ~ 0 . ~ ~ 0 gelten!

Falls J.L =0 • so wäre 8i Q(a.}::::s 0 fUr i =O....•3 . also Q

singulär in Cl. Widerspruchl

Falls A = 0 • wäre 8
i
R(a.} = 0 fUr l' = 0 ••..• 3 • also R in Cl

singulär. Der Punkt {'1J:a.t :~:ct:3:0} liegt auf V. alle partiellen

Ablei tungen verschwinden. Der Punkt wäre eine

Singulärität von V mit x4 = 0 und Q = 0 . Widerspruch!

So gibt' es' zu jedem Cl € SI ein' A ~.O mit
sng

fUr alle' i =0•...• 3 . Die-Gleichung

hat zwei Lösungen. ,D1e beiden Punkte (~:CXl:~:~:a.4)

gehören zu V. da· zr-1s C V . Demi t liegen tiber a. € S i
sng

SIngularitäten von V.

mit

genau zwei

Leider werden umgekehrt die Nodes mi t x
4

{P} = 0 unter TI nicht auf S

abgebildet. sondern nur diejenigen mit x4{P}~' 0 . FUr einen solchen

Punkt ist U(P} € Si'sng
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Da die SIngularitäten von V mit x4{P} =0 eineindeutig. den Singulari­

täten von R entsprechen. gilt:

s=l+2ttS
i

+#R is ng s ng

Welche Informationen enthält die assoziierte Kurve tiber die Slngulari-

täten von V und ihre auflösenden Kurven?'

Uber die Singular! täten mi t Q 'P 0 kann Uberhaupt nichts ausgesagt

werden; hier muß nmn versuchen. von einem' anderen Punkt aus zu

proj izieren. Auch über die P € ~-{P1} . zr(P} singulärer Punkt einer

irreduziblen Komponente von S. läßt sich nichts sagen. da die Kegel i.iber

den irreduziblen Komponenten von S im allgemeinen nicht ganz H4{V.l}

erzeugen.

Sei nun Il(P} sei Sehni ttpunkt zweier lokal glatter

Komponenten von S. Dann geht- ein lokal glatter Divisor auf V durch P.
....

also 1st Lp nicht nullhomolog.' auf V.

Vollständige Informationen erhält man Im-, allgemeinen nur Uber Pi.: Die-
.... .

auflösende Kurve ist auf V genau dium, nicht nullhomolog, wenn mindestens

eine Komponente von S vom: Typ (a.b) mit a ~ b· 1st.

Dia assoziierte Kurve S 1st in {Q =O} vom Typ (4.4) .
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Als Beispiel soll eine' guartik mit 45 Doppelpunkten - der Max1malzahl

von Nodes - untersucht werden~ Sei

5 5
V ={ ! Xi = 0 , u4 (XO, ....XS) = O} er.

1=0

u
i

bezeichne die i-te elementarsymmetrische, Funktion. Diese Varietät

wurde' von Todd in [38] ausfUhrIich behandel t. Die Singulari tätenmenge C;/

-2 2
ist der Orbit der beiden Punkte (1:-1:0:0:0:0) und (1:1:c:e:e:e)-

21ri/3
e := e - unter der Gruppe Se die durch Permutation' der

5Koordinaten auf IP operiert. Als Pt werde der Punkt' (0:0:0:0:1:-1)

ausgewählt, ein KOordinatenwechsel

Y4 := (x4-"s)/2

Ys :=- (x4+xs)/2

Yi := Xi • i _ 4,5

bring~ die' Quartik auf die· Gestalt

h~er s~l a1 = a 1(YO'Y1 .Y2' Y3)

(YO:Y1 :Y2 :Y3.: Y4) arhal ten wir

In IP4
mi t homogenen Koordinaten-

Es 1st PI =(0:0:0:0:1) . Q = u2 .
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Die Singularitäten lassen sich folgendermaßen in Klassen einteilen:

Typ x-Koordinaten tn {pS y-Koordinaten in {p4 Q Anzahl

0 (0:Q:Q:O:l:-1) (O:O:O:O:l) 0 1

1 ( ....... :l:Q) ( ....... :1/2) 0 4

2 ( ....... :0:1) ( ....... :-1/2) 0 4

3 ( ..•. : .. :Q:Q) ( ....... :0) -1 6

4 ( ....... :1:1) ( ....... :0) 3 6

5 ( ....... : 1 :e) ( ....... :a) 0 12

6 f .•..... :1:e,2) ( ....... :b) 0 12

Dabei sei 2a :~ (1-e)/2 und b :3'(1-e)/2 . dte Werte der Koordinaten

sind. laut obiger Beschreibung von f;/ zu ergänzen. In {Q =O} wird die

assoziierte: KUrve: S· durch· die Gleichung

gegeben·. Uber S- 11egen 32 Nodes t al so ist ~'i = ,16 . Daher zerfäll tsng

S in 8 Geraden. Somit werden alle SIngularitäten vom Typ· 0.1.2.5 und 6

durch nicht-nullhomologe Kurven aufgelöst. Dies, 'tJIUjJ auch fUr die Nodes

vom Typ. 3 und 4 gelten. da sich diese durch Koordinatenpermutationen in

Singulari täten der anderen Typen, UberfUhren lassen. Samt t existieren

projektiv algebraische kleine Auflösungen.



- 78 -

Das Prinzip der assoziierten Kurve' läßt sich folgendermaßen wei ter

verallgemeinern: Betrachte die Hyperfläche

n-2 .
V ={x4 Q + R =o}

vom Grad n in JP4: wir setzen voraus. da,6 {Q("Q' ... '''3) =O} und

{R(~•... JC:3) = o} glatte" Flächen in ~ vom Grad 2 bzw. n sind. Die

Kurve

S := {Q = o} n {R = O} C ,3

ist in Q vom Typ (n.n) , sie zerfalle' in d'+1 irreduzible Komponenten

bestehe nur aus gewo1mlichen Doppelpunkten. DieSo bis Sd· . SSlng

Abbildung rr sei wie oben definiert, PI := (0:0:0:0:1) E ~ . Die

Abbildung 11 kmm wieder auf V eingeschränkt und dann auf

fortgesetzt werden.

V(P
1

)

Unter Benutzung der Voraussetzung. daß R glatt ist. beweist man' analog

Alle' von PI verschiedenen Singular i täten von V werden unter der

Abbildung Ir auf- Singulari"täten von S, abgebildet: Uber jeder Singulari tät

von S liegen genB.U':'. (n-2l Singularitäten von V. Wenn S· nur gewo1mliche­

Doppelpunkte hat. so auch V - es, existiert ein A ~ 0 mit

fUr alle i =0 •... ,3 man löse die Gleichung

Damit 1st s = 1 + (n-2)#S i .sng
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Die Kegel rr-1(St) über den Komponenten von S sind Divisoren auf V; ein

Punkt P € ~ . dessen Bild unter der Abbildung rr Schnitt zweier (lokal
....

glatter) Komponenten von S 1st. wird auf V durch eine Kurve aufgelöst •
....

die in ~(V.III) nicht nullhomolog 1st., P1 wird genau dann durch eine

nullhomologe Kurve aufgelöst. wenn keine' Komponente Si der assoziierten

Kurve S vom Typ (a.b) mit a ~ bIst.

FUr den Defekt gilt:

d ~ d' .

-1wird von den Divisoren· II Si erzeugt.

Diese Venuutung ist fUr n = 3 bewiesen. Im allgemeinen Fall fehl t

jedoch bisher ein Beweis. daß kein Divisor existiert. der glatt durch

gewisse SIngularitäten geht und unter lI'nicht auf S,abgebildet wlrde

Als. Folgerungen ergäben sich:

1. Ein Punkt P E ~-{P1} . so- daß' Il(P) Singularität einer

irreduziblen Komponente, der assoziierten Kurve ist. wird beim
....

Ubergang. zu einer kleinen- Auflösung V durch, eine nullhoDJloge

Kurve ersetzt.

2. Es ist d ='d' .

Aber auch ohne einen Beweis dieser Vermutung sind die folgenden

charakteristischen Beispiele interessant; es werden verschiedene

~ögllchkelten vorgestellt. Singularitätenzahlen. Defekte und null-

homologe' Kurven zU kombinieren.
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Die assoziierte Kurve S zerfalle in zwei glatte Komponenten vom, Typ

(1,0) und (n-1 0 n). Es ist

s = 1 + (n-2)n =(n-l)2 und

d O=1 .

Keine Slnguiarltät wird nullhomolog aufgelöst.

2Wie man sieht, reichen schon (n-l) Hades in sehr spezieller Lage aus,

um einen positiven Defekt und projektiv algebraische kleine Auflösungen

zu erhalten. Alls- Doppelpunkte liegen in einer Ebene, die ganz in V

liegt. Aufblasen dieses Divisors fUhrt zu einer projektiv algebraischen

kleinen Auflösung.

Dieses Beispiel wird UDS' im nächsten Kapitel wieder begegnen. dabei wird

sich· zeigen: in der Tat ist der Defekt d =1 .

Die' (n-l,n)-Komponente von S. kann noch bis zu (n-2) (n-l) Singulari­

täten besi tzen, die- zugehörigen (n-2)2(n-1) Nodes von V werden vermut-

lieh nullhomolog aufgelöst.

Die assoziierte Kurve- S zerfalle in- zwei glatte Komponenten vom Typ

(l,n-1) und (n-1,l) . Wir haben

d·': 1 .

Keine Singularität wird nullhomolog aufgelöst, es gibt projektiv

algebraische kleine Auflösungen.
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Wieder ist d' konstant, die Anzahl der SIngularitäten ist jedoch haber

als. im' ersten Fall.

~eLQ,bLe? 3:

Die Kurve S zerfalle in n Komponenten vom Typ (I.O) und n vom Typ (O.l).

Dann gilt

s = I + (n-2)n2
=- (n-l)[n2-n-l] und

d"= 211-1 .

Wieder existieren projektiv'algebraische kleine Auflösungen.

Nun zerfalle· S· in (n-I) Komponenten vom- Typ (I.O) und: eine· vom' Typ

(l.n). Es', ist

s =- 1 + (n-2)(n-1)n und

d'= n-1 .

Die Kegel Uber den (1. O)-Komponenten sind glatte- Divisoren auf V. jede'

SlDgular1~t liegt auf eineR. solchen Divisor. Also' existieren projektiv

algebraische kletne'Auflösungen.

Beide Beispiele> zeigen. daß der Defekt 1111 t wachsendem nebenfalls

v
unbeschränkt sein' kann. ohne' daß s wie' bei den Cmutov-Hyperflächen

4asymptotisch wie n wachsen muß.
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~el.~bl.e? 5=

Jetzt zerfalle S in (n-2) Komponenten vom Typ (1,0) und eine (2,0)­

Komponente. Wi r haben

2
s =1 + (n-2) n und

d'= n-2 .

Wie im vorhergehenden Fall geht durch jede Singular! tät ein glatter

Divisor. es existieren projektiv algebraische kleine Auflösungen.

Es 1st jedoch möglich, daß die (2,n)-KomPonento.der assoziierten Kurve

noch bis zu (n-1) SelbstschnittpUnkte und damit V bis zu (n-1) (n-2)

wei tere Singulari täten besi tzt.. Vermutlich' werden diese nullhomolog .

aufgelöst ..

$el.~bl.el. 6:

Diesmal zerfalle S, in eine (l.l)-KOmponente- und eine' (n-1,n-1)-

Komponente.. Es ist

S := 1 + 2(n-2)(n-l) und

d'= 1 ..

Der Punkt Pi Wird immer nullhomolog aufgelöst, trotz positiven Defektes

gibt es· keine projektiv algebraischen kleinen' Auflösungen ..

Das gil t auch fUr

~el.~bl,e:" 7:

Die assoziierte Kurve S bestehe' aus n Komponenten vom Typ' (1.1). Es ist

s = 1 + (n-2)(n-l)n und

d'= n-l .
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In diesem Beispiel ist zusätzlich noch der Defekt unbeschränkt. Trotzdem

existieren keine projektiv algebraischen kleinen Auflösungen. da P1

nullhomolog aufgelöst wird~

Unter Voraussetzung der' Vermutung .ist es sogar möglich. Fälle zu

konstruieren. bei denen sowohl der Defekt als auch die Zahl' der

nullhomologen Kurven unbeschränkt· ist:-

Die Kurve S bestehe aus (n-m) Kurven vom Typ (1.'1) und einer'

{m.m)-Kurve mit {m-1)2 Selbstschnit~ten. m:= [n/2] .

Wie das Beispiel der Onu1;:ov-Hyperflächen zeigt. kann der Defekt sogar

2asymptotisch wle' n /2 anwachsen. In Kapl tel XII werden auf anderem:

Wege' Beispiele- mi t' ci- ~- (n-ll2 konstruiert.
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X WEITERE BEISPIEI.E

Die maximale Zahl ~4(5) von gewolmlichen Doppelpunkten einer Quintik

in 1P4(lt} ist noch unbekannt. bis heute hat man nur d1~ Abschätzung

126 ~ J.L4(5) ~. 135 .

Schoen [32] und Hirzebruch [15] konstruieren.Beispiele von· Qu1ntiken mit

vielen Nodes. die hier kurz vorgestellt werden sollen.

Schoens Qu1ntik

hat 125 Nodes. näml ich den Orbt t des- Punktes. ( 1 : 1 : 1 : 1 : 1) UDter der·

Operation der von den Koordinatentransformationen

mit
4'
lai =0(5)

i=1
und l: .. 2ri/5

~5 .. = e erzeugten Gruppe. Diese Gruppe

operiert trans1tiv auf ~ .. Schoen: berechnet den Defekt als d = '24 • es·

gibt projektiv algebraische kleine Auflösungen'..

Hirzebruchs Quintik hat 126-Nodes .. Zu ihrer Konstruktion betrachte- die

Kurve {f(x.y) = O} in der- affinen-, (x.y)-Ebene. gegeben durch das
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5
Produkt: r = 11 r1 der 5 Geraden eines regelmäßigen· FUniec;:ks:

i=l

Als F~1an' zweier reeller Variabler hat r im Mittelpunkt. des, Fünfecks

sow1e in. Je' einem inneren Punkt b
J

des~Dreiecks· Bj . relative Extrema. So

verschw1nden beids'- part:1ellen. Ableitungen· in' diesen: 6· Punkten' und. in den

10 Schn1 tt:pUnkten der Geraden. Aus SjmmetriegriJDden, 19 t . r (b1) :3- r (b j )"

fUr alle 1. und' J.. Durch die' Gleichung

f{u.v) - f(z.w) =0

wird e1n& Quintik in. (:4 und nach, Homogenisierung auch in ,4 m1 t 126

gewöhnlichen DoppelpUnkten ·gegeben'. ~1 P €~. eine der 100 Nodes.

deren Koordinaten sich als: SeImi t1:p1.Inkte' je zweier Geraden ergeben.

Mindestens eine der' meromorphen' Funktionen'

hat in·P eine. Unbestimmtheitsstelle.
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Die Divisoren·

(i = 0 ..... 4) auf V sind glatt und enthalten die restlichen 26 Nodes.

Also wird keine· Singularität nullhomolog aufgelöst; es existieren

projektiv algebraische kleine Auflösungen, wie Schoen· zuerst fest-

stellte.

Wechseln wir. wieder zu den Double Solids mi t Verzweigungsflächen mi t

v1elen.Nodes. Leider ist mir keine explizite Formel fUr die Sextlk in f3

mi t . s = 66 und die' Kreiss-oktlk mi t 160 Doppelpunkten bekarmt. ~o kmm

man allgemein nur feststellen: In heiden Fällen ist 29 > ß3 (V
t

) • also

d > 0 .

Betrachten· wir statt dessen'. Beispiele von Quartiken, die· schon von

Kunmer in [22] untersucht wurden. Sei 3{F = O} C' IP eine glatte

Quadrik. die von den Kanten des' Tetraeders {xnxn = O} in 12

verschiedenen- Punkten gesehnt tten wird. Dann bat die- Quartik

B = {xnXZC3 + ~ = O}

mindestens' diese 12 Punkte- als, Nodes. Die Gleichung des dazugehörigen

Double Solids läßt sich.als

schreiben. Sukzessives Aufblasen der Divisoren {w-F =o. x
1
=0}.

i = 0.1.2 . liefert eine partielle Auflösung mi t ß2 (V) ~ 4 . die 12

genannten Singularltäten werden aufgelä~t.
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. Falls- keine- wai teren Nodes auftreten - das heißt s = 12 - so ist

d =3 und obige partie~le Auflösung schon eine projektiv algebraische

kleine Auflösung. Zwischen den exzeptionellen Kurven bestehen folgende

Relationen:

Die beiden Sehni ttpUnkte einer Tetra.ederkante- {xi=O. X j =- O} • 1 ~ j .

mit der Quadrik werden jeweils- homolog aufgelöst. Lij bezeichne einen

Repräsentanten der Homologieklasse der auflösenden Kurven . Zwischen den
A

6 Kurven L
ij

bestehen in ~(V.Z) noch 3 we! taro- Relationen:

L01 - LQ2 + L12 ~ 0

L02-L03+~~O

L01 - L03 + L13 ~ 0

Es gibt genau"24 projektiv algeb~ische kleine Auflösungen.

Wählt man speziell

3 2
F ::11 1/4 I Xl •

1=0

90- bat B'· insgesamt 16 Singulari täten, es 1st d =6 . Die 4- neuen

Singulari täten sind (1: 1: 1: 1). - 281 1 = 0.1.2-,3: . Es, gibt "i tere·

glatte Divisoren. die auch diese neuen SIngularitäten enthalten;

schreibe die Gleichung der Verzweigungsfläche zum Beispiel als

Es gibt projektiv algeb~ische kleine Auflösungen,. die Beziehungen

zwischen den exzeptionellen Kurven sind komplizierter als 1m Fall

9 = 12 . Interessant 1st. daß mit Hilfe der neuen Divisoren die Punkte

~Xl= O. x j = O} n {F ~ O} . l~j. getrennt werden können; die auflösenden

Kurven sind nicht mehr homolog.
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Im Fall s = 13 1st wel terhin d::z 3 . da die neue Singularl tät nicht

auf der Quadrik {F =O} liegt. DIe oben beschriebene partielle

Auflösung bat ß2(~) = 4 • also wird der 13. Doppelpunkt nullhomolog

aufgelöst. Es gibt keine projektiv algebraischen kleinen. Auflösungen.

Ein solches Beispiel spielt bei Poon [30] eine wi~htlge. Rolle.

Mit

3 2
F =1/4 I xi + "0"1

1=0

erreicht l1IEUl S = 14 und d = 4 . Die' neuen Singulari täten liegen bei

(1:-1:1:-1) und (1:-1:-1:1) . Schreibe die Gleichung des Double Solids·

als

Der Divisor

{~ = F - "0"1 · XO~ = l(~+xJ)} c V .

geht glatt durch die' neuen Singularitäten. die daher nicht nullhomolog

aufgelöst werden. Es· existieren' projektiv algebraische- kleine·

Auflösungen. Es 1st zu- erwähnen. daß; die- Punkte

{F = O} rur (l.j)' e: {(O.1).{2'.3)} weiterhin homolog. aufgelöst werden.

ebenso' die heiden neuen Singularitäten; alle-anderen können durch glatte

Divisoren auf V getrennt werden.
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Diese Beispiele lassen sich wal ter verallgemeinern. indem man die

Koordinatenfunkt i onen "0' .. .,~ durch 4 beliebige Linearformen

1..
0

' ... . 1..
3

ersetzt. die zu je 3 linear unabhängig sind. Von dieser Art

sind zwei der Cmutav-Quartiken. die uns· in Kapitel VII begegnet sind.

Nach Kummmer- [20] läßt sich jede Quartik in 1P3 mi t 16 gewbbnlichen,

Doppelpunkten als,

2
B = {4t' = 16K xnxn}

mit,

222und K =a +b +c - 2abc - 1 darstellen. a. bunde sind Parameter.

Die Ebenen {x
i
= O} enthalten je 6 Nodes. sie liegen auf dem'

Kegelschnitt, den die Quadrlk {4t'= O} aus, der Ebene ausschneidet.

Allgemein gibt es 16 dieser singulären Tangentialebenen. je' 6 gehen

durch eine- Singular! tät der Kummer-Fläche. auf jeder liegen 6 singuläre

Punkte,.

Seien- {p ~ O} und {q = O} die Gleichungen zweier beliebiger dieser

Tangentialebenen'. Dam1 existieren homogene- Polynome- .". ~ € C["o' ...•~]

vom Grad 2, so' daß

Falls B eine Kummer-Fläche mit 16 Nodes ist. zerfällt ~ bei geeigneter

Wahl von 4t in zwei Llnearfaktoren. die wiederum zwei der singulären

Tangen'tialebenen" beschr~iben.
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Sei nun B:I {F :a O} eine KUDID8r-Fläche mi t 16 gewb1mlichen Doppel-

punkten. das definierende Polynom F sei fest gewähl t.. Sei wei terhin

PI E f:J und seien {qi= O} (1 = 1•...• 6) die singulären Tangential­

ebenen duch PI' Dann gibt es lineare Polynome r 1j und 9 1j sow1e (bis

auf das Vorzeichen eindeutig bestiDlDte) homogene PC?lynome ;ij vom Grad

2. so daß

Das Double Solid V wird durch die Gleichung

gegeben. rur alle

Setzt man nun

teilbar.

so ist diese Definition unabhängig von jO' Die Divisoren 01 auf V sind

wohldefiniert • ihre Homologieklassen in H4(V. Z) bis auf das Vorzeichen­

eindeutig bestimmt ..

Je zwei der Divisoren Di und Dj (1 F-" j) haben' zwei Singular1 täten

gemeinsam: eine ist PI' die' andere-heiße-Pij .-Aufblasen der' Divisoren

liefert partielle Auflösungen. die sowohl PI als auch Pij verschieden

auflösen-..
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Somit gilt fUr die Schnittzahlen der eigentlichen Transformierten von D
1

und Dj mi t den exzeptionellen Kurven LI und L1j auf einer kleinen

Auf lösung:·

.... ....
~ Dj oL1 =Dj .L1j 0

Auf einer speziellen kleinen' Auf lösung und bezUglieh einer speziellen

Wahl der Divisoren Dl werden die Sehni t tzahlen durch folgende· Tabelle

gegeben:

LI L12 L13 L14 L15 L16 Lz3 ~4 ~ ~ L:M L:3s Ss L45 L46 Lss
D1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

D2 -1 -1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0

D3 1 0 1 0 0 0 -1 0 0 0 1 1 1 0 0 0

D4
-1 0 0 -1. 0 0 0 1 0 0 -1 0 0 1. 1 0

% 1 0' 0 0 1 0 0 0 -1 0' 0 1 0 -1 0 1

D6 -1 O· 0 0 0' -1 0 0 0 1 0 0 -1 0 1 -1

1. Der Rang der Matrix 1st' 6; da auch der Defekt gleich 6 1st. bilden

die Dl~isoren D1 ZIJSBJIIIMm' ra1t dem, Bild' einer Erzeugenden- von H4(V t ,Z)

ein& Basis von H4(V,Z) .

2. Es gibt proJektiv algebraische' kleine' Auflösungen; die genaue Zahl

ließe sich mit Hilfe obiger Tabelle· ermitteln.

3. FUr alle Double- Solids- mit deg B =4 und s = 16 ist die Anzahl

der projektiv algebraischen kleinen Auflösungen gleich.
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Bis jetzt haben wir UDS· hauptsächlich mit Varietäten mit vielen

Singulari täten und ihren. kleinen Auflösungen beschäftigt. Nun stellen

wir uns die Frage:

Wie viele Nodes muß eine Hyperfläche in iP
4

bzw. ein Double Solid

mindestens haben, dami t eine projektiv algebraische kleine Auflösung

existiert?

Betrachte

mit Qll~€ C["Q' ... ,x4] homogen vom Grad (n-l) so. da,B V nur in

{~::a O. x4= 0, Ql= 0, ~= O} gewiihnliche Doppelpunkte besitzt. Die

Kurven Qi ("Q:x1 :"2:0 : 0 ) schneiden sich in der Ebene {"J= 0, x4= O}

2 2transversal in· .(n-l) Punkten, also. ist S':2 (n-1) . Aufblasen der

Ebene {XJ= O. x4=O} liefert eine. proje~ive kleine Auflösung.

~~haabt~: FUr alle n ~ 2 ist der Defekt gleich 1.

!e"l.~: Den Fall n:3 2, s' =1 und d" a 1 haben· Wir schon in Kapi tel. IV

behandel t. Sei nun n- ~ 3 . Betrachte die homogenen Polynome i vom Grade"

(211-5) in IP4 .

Die Polynome. die durch ~ oder x
4

teilbar sind. verschwinden auf ~. Die

Polynome vom Grad: {2n-5} im ~ mi t homogenen Koordina ten ("0 :Xl :"2)

bilden einen Raum der Dimension [211;3] .. 2n2-7n+6 .
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Nach dem Noetherschen Fundementalsatz ([10J. S.l20) gil t rUr jedes

i 1(Xo'''1'''2) vom Grad (2n-5) mit i 1 1':/ =0 :

mi t geegneten A. B € C["o.X1 ""2] homogen vom Grad (n-4). Dami t ist die

Dimension des Raumes dieser Polynome f 1 gleich 2 [n;2J =n
2
-5n+6 . FUr

den Defekt ergibt sich

und die Behauptung ist allgemein bewiesen. Es. gibt genau zw:ei projektiv

algebraische kleine Auflösungen. C

Jede Hyperf läche in IP4 vom- Grad n mi t (n-l )2 Nodes., die in einer Ebene'

liegen. läßt sich auf die· oben beschriebene Gestal t bringen.

.,e'tmatuna: 2Falls deg V = n und s < (n-1) • so ist immer d =0 .

Analoge Uberlegungen lassen sich auch {Ur Double" Solids· anstellen. Sei

B :I {"JQl + c;} c r
mi t Ql' ~ € C["o.xl.~J homogen vom- Grad (n-1) bzw. n/2 so. daJ3 B

nur in {"3= ,0. Ql= O. ~= O} gewo1ml1che Doppelpunkte hat. Die Kurven

. Qi ("o'~I~'O) schneiden sich in der Ebene {x3= O} transversal in

(n-1 )n/2 Punkten.
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also hat das Double Solid

genau (n-l)n12 Nodes. Wie im vorhergehenden Beispiel zeigt man, daß V

fUr alle n ~ 2 den Defekt 1 hat .

.,8'U11aCrutq.: Sei B vom Grad n Verzweigungsf läche eines Double So lids mi t .

s < (n-l)n/2 . Dann ist immer d =0 .
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XI VERALLGEMEINERUNGEN

In den letzten beiden Kapi teIn dieser Arbei t soll versucht werden.

einige der bisherigen Ergebnisse zu verallgemeinern. Das 1st zum einen

so zu verstehen. daß nicht nur Double Solids ~d Hyperflächen in 1P4 ,

sondern allgemein projektive Threefolds mi t isolierten Singulari täten

untersucht werden. Zum anderen werden nicht mehr nur gewo1mliche

Doppelpunkte. sondern auch blihere Singulari täten zugelassen.

Beginnen wir gleich mi t dem allgemeinsten Fall.

Sei V eine projektive Threefold mit nur isolierten SIngularitäten. Alle

Singular! täten sind er laubt. die eine kleine Auf lösung (das. hell3t: durch

eine.Kurve) zulassen..~ bezeichne' wieder- die- Menge der' Singularitäten.

i
fUr P e C;J seien' tp, di~ verschiedenen lrr~iblenKurven einer kleinen'

Auflösung von .P: der Index. 1 läuft von 1 bis· sp. Wieder ist es. möglich.

die projektiv algebraischen kleinen Auflösungen zu charakterisieren.

"'"
~: FUr etne~ kLeine- Auflösung. V stnd FoLg~ Aussagen äqut~Lent:

"'"1. V 1st projektiv dLgebrntsch.

"'"2. Es existiert ein Divisor D auf V mit

1D.r.p. > 0

fUr aLLe i ~ l .... sp und aLLe P € C;J •

3. Zwtsehen den 1rreduzib Len exzep t tone L1.en Kurven bes t eh t Re ine
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ntchttrtutaLe ReLation

Sp
I I ßp

1 ~ ~ 0 ,
PE:!I 1=1 -p

1so daß ßp ~ 0 FUr aLle 1 = 1, ... ,sp und aLle P E ~ .

. ~e(BIeL~: Die Implikatlanen "1 ~ 2 ~ 3'· sind klar. Auch der auf den

Ergebnissen Peternells beruhende' Beweis der Richtung "3 ~ 1" läßt sich

wörtlich auf den allgemeinen Fall Ubertragen.

Um auch den Al ternativbeweis, zumindest 1n speziellen Fällen tibernehmen

zu können, sind einige VorUberlegungen notwendig.

Definiere

und ~. als. den" Q-Vektorraum, der durch, die s-Tupel (13
1

, .•. ,J3~) der

Koeffizienten der linearen Relationen zwischen den irreduziblen

exzeptionellen Kurven Li erzeugt wird. Beachte, daß wir hier die

exzeptionellen' Kurven einfach durcbmumnerieren· ohne darauf zu achten.

welche Kurve welchen singUlären- Ptmk~ auflöst. Der Q-Vektorraum ~ werde

von den s-Tupeln der Sehni ttzahlen der irreduziblen
....

exzeptionellen' Kurven mit den Divisoren auf V erzeugt. Es 1st klar. daß

in Q~ ~ und ~' wieder aufeinander senkrecht stehen. Nicht so klar ist,

wie sich ~ und ~'bei Änderung der kleinen Auflösung Vverhalten.
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Auch einen Defekt d:= ß
4

(V) - ß2 (V) kann man definieren, es 1st

....
ß4 (V) =ß4 (V) und

....
ß2(V) ::I ß2(V)+d

Der Vektorraum ~ hat die Dimension (s-<l).

Falls P € ~ vom Typ (2,2,n+l,n+l) 1st - das bedeutet, daß V in einer

Umgebung von P in affinen Koordinaten durch

gegeben ist - kann man wieder zu einer Deiormation VtUbergehen, die

lokal durch eine' Gleichung

beschrieben. w:ird. Es gil t:

Dami t 1st die Dimension,. von. ~- gleich d, wir haben 415 = ~,1 2&: •

Zwischen den verschwindenden, Zykeln auf Vt bestehen d Relationen, die

durch' d beschrieben werden.

Beachte: Von den' n
2

verschwindenden Zykeln sind nur jeweils n an

globalen Relationen beteiligt. Eine genaue Beschreibung dieser

Beziehungen wUrde an dieser Stelle zu weit fUhren.

Unter Benutzung dieser Uberlegungen 1st es möglich, zumindest im Fall

.von Si'ngulari täten des Typs< (2·,2~n+l.n+l)· auch den Alternativbeweis zu·

Ubertragen. [J
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Im Fall gewo1mllcher Doppelpunkte bedeutet ein Wechsel der kleinen

Auflösung wei terhin einen Wechsel der Vorzei'chen in den Relationen

zwischen den exzeptionellen Kurven. Dem! t gil t der

Sei V eine' ~Le projektive ThreefoLd. Eine projeRtiu

a.Lgebra:f.sche kleine Auflösung e:xis t iert genau darul.. 1DeNt alle
.....

irreduzibLen exzeptionel1.en Kurven auF V nicht nu1.1.homoLog sind.

Erste neue Beispiele sind vollständige Durchschnitte zweier Quadriken in

!pS,

Poon untersucht in [29] die dreidimensionale Varietät

2)i\)3/2 • mit 4 Nodes, bei (1::l:i:0:0:0:0) und (O:0:0:0:1::l:i).

Poon fand heraus;

Der Defekt 1st gleich 2. die heiden- Punktepaare werden (modul 0

Vorzeichen) jeweils. homolQg aufgelöst. Also gibt es· 4 projektiv

algebraische kleine· Auflösungen.

Im Fall A =3/2 ist s· =6 wei tere' Singular1 täten sind

(0:0: 1::t:1.:0:0)- .' Durch'

wird ein glatter Divisor auf:·V gegeben. der die:Punkte (l:t:Q:Q:Q:Ol

(0:0:1:1:0:0) und (0:0:0:0:1:1) enthält. Analog geht der DivIsor
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durch (1:-1:0:0:0:0) I (0:0:1:1:0:0) und (0:0:0:0:1:1) usw.

Der Defekt 1st gleIch 4. das Sehni ttverhal ten der Divisoren mi t den

Kurven Lp wird auf einer ~iellen kleinen Auflösung durch die Matrix

1 1 0 0 0 0

o 0 1 1 0 0

0000 -lI

1 0 1 0 1 0

beschrieben. Der Vektorraum ~ wird durch die Vektoren (1,-1,-1.1.0,0)

und (1.-1.0,0,-1,1) erzeugt. Von den 64 kleinen Auflösungen sind genau

46 projektiv algebraisch.

Diese: Beispiele legen die' Vermutung nahe. daß bei vollständigen

Durchschni tten in hO"herdimensionalen projektiven' Räumen der Defekt und
....

damit auch- die Anzahl der projektiv algebraischen, kleinen, Auflösungen V

1m Vergleich- zur Anzahl der Nodes hO"her 1st als- bei Hyperflächen in 1P4 .

Eine allgemeine Formel zur Berechmmg des Defektes fehl t bisher

al lerdingsa

Beschäftigen· wir UJ1S.: nun mi t höheren- SiDgUlari tätena

Sei V eine sin@;uläre' Threefold. P € ';/ werde in lokalen affinen.

Koordinaten durch eine- Gleichung.

gegebena
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Ein geeigneter Koordinatenwechsel bringt diese Gleichung in die Form

mit

bzw.

n j

z l z2 =j~ (~ + En+1z4)

. 21ri/(n+l) j
f n+1 .= e . Setze f j := ~ + 'n+lz4 . Durch {f j= O}

{zl=O} werden lokale Cartier-Div1soren beschrieben. die in

Weil-Divisoren zerfallen. Nach Bri~9korn [2] wird eine spezielle kleine

Auflösung von P durch den Abschluß des Graphen der lokalen meromorphen

Funktion

[
~ zl
f • 'fT .....
001

, 1n ~x (JPl)n gegeben. Die exzeptionellen Kurven sind

Li, := {P} x (0:1) x... x [p1 x (1:0) x... x (1:0) ,

11 = 1•...• n • IP steht an- i-ter Stelle'. Es 1st sp' = n

~el!!l(l:: Die eigentlichen Transformierten der Weil-Divisoren {Zl= O.

o r j= O} , j = O•..•• n , haben mit den Kurven L~ die folgenden Schnitt­

zahlen:

{Zl=-O., f O= O}

{zl= O. I 1=O}

{zl= O. E2=O}

{zi= O. En- 1=O}

{Zl= 0, f n=O} :

(-1.0.0•....• 0,0)

(1.-1.0 ..... 0.0)

(0.1.-1.0•.... 0)

(0 ,0.0.1.-1)

(0 0,0.0.1) .

iDte 1-te Komponente bezeichne die Sehnt ttzahl mi t der Kurve LP .
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~e.ekQ: Betrachte den Fall n ~ 2 . Die lokale Gleichung von V in einer

affinen Umgebung von P lautet

Der Abschluß des Graphen der meromorphen Funktion

beschreibt eine kleine Auflösung. die- exzeptionellen Kurven sind

~lx (1:0) und (0:1) x pI Die' eigentliche T~formierte des

Weil-Divisors- {z2~ O. f O=O} hat mi t diesen beiden Kurven nur den

Punkt (1:0) x (1:0) gemeinsam: die· Schnittzahlen sind' daher (1.0). Da

der Cartier-Divisor mi t allen exzeptionellen Kurven die

Sehni ttzahl 0 haben' mull•. s1nd~ die Schni'ttzahlen dieser' Kurven mi t. dem-

Weil-Divisor {z1= O. f O= O} gleich (-1.0).

Die eigentlichen Transformierten von {zr=- 0. f 1= O} bzw. {z2~ O.

EI= O} enthalten (O:l) x pI bzw. p1x (1:0) . Als SchnIttzahlen mit

den exzeptlone11en Kurven' ergeben sich ( 1 •-1 ) bzw. ( -1 •1). Mi t dleSe!II-

Verfahren lassen sich-, auch im! allgemeinen' Fall alle· Sehni ttzahlen'

berechnen. Cl
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Nach Brieskom werden die verschiedenen kleinen Auflösungen- durch die

Graphen der Funktionen

beschrieben. entsprechen also den Permutationen obiger Tupel von

Sehni ttzahlen. Es' gibt (n+1)! verschiedene M"ögl ichkei ten der' kleinen

Auflösung.

Wir wollen nun versuchen. mit Hilfe dieser lokalen Informationen globale

Eigenschaften kleiner Auf lösungen zu charakterisieren. Sei V C IPM eine

singuläre Threefold. zu jedem P e: ~ existiere ein n € IN. so daß V in

einer affinen Umgebung. von P durch eine Gleichung der Form

gegeben wird. Es stell t sich die Frage nach der Existenz projektiv

algebraischer kleiner Auflösungen. das-heißt man sucht globale' Divisoren
.....

auf V'I deren eigentliche Transformierte auf einer kleinen Auflösung. V

mi t allen exzeptionellen', Kurven pos! tiven Sehni tt haben. Ob· diese Suche-

erfolgreich ist. hängt davon ab. wie' sich die- lokalen- Weil-Divisoren

P e: ~ . zu globalen Divisoren, fortsetzen lassen.
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Nehmen wir einmal an. alle zu einem Punkt P € ~ gehörenden lokalen

Weil-Divisoren W~ lassen sich zu verschiedenen globalen Divisoren

fortsetzen. die jeweils in P glatt sind. Betrachte die Linear-

kombinationen

D := I c4 ~ ·
j

c4 € ~o' Falls alle c4 verschieden sind - ohne Einschränkung nehmen· wir

o nan: ~ <... <~ - gibt es genau eine kleine Auf lösung des Punktes P.
. 1

so daß die eigentliche Transformierte von D alle- Kurven LP posi tiv

schneidet:

Man muß so auflösen. daß ~ das Sehni ttzahl-Tupel

zugeordnet wird. W~ das- Tupel (1,-1.0 •...• 0.0) usw.

(-1.0.0 ..... 0.0)-

iFalls. zwei der Zahlen' «p gleich sind •. ist es- nicht möglich. eine kleine'

Auflösung. mit

n.Li. > 0-

fUr alle i = 1•...•n zu finden •. wie man sich an Hand der Sehni ttzahlen

Uberzeugt. Dies g11 t auch. falls- sich JDehrere "i nur zu ein undp.

demselben globalen Divisor. ergänzen Lassen. der dann· in P singulär 1st.

~at~: Set V eine ThreeFoLd mit den oben angegebenen Eigenschaften. Es

existiert eine projektiV' aLgebra.ische kLeine AuftöstDlg genau dann. wenn

für aLLe SlnguLarttäten P € ~ giLt:

ALLe LokaLen Wett-Diuisoren w~ Lassen steh zu gLoba.Len Diuisoren D~ auf

V Fortsetzen. die in P gLatt stnd.
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Falls diese Bedingung erfUllt ist. so betrachte alle

L1nearkombinationen

Sp

D :~ 1: I aia ~
Pe/ j=O

aia € !No sowie ihre Einschränkungen Dp auf affine Umgehungen aller P e: t:f

sp
IL =: I (3j Wj

-P j=O P P

Für einen Punkt P'€ ~ 1st die-Menge der Divisoren D mit fUr

alle i ~ j nicht leer. Dann existiert auch ein Divisor D. so daß

ß~ 'P ß~ fUr alle' i ~. j unci.alle P € f;/ • Wie wir uns zuvor Uberlegten.'
.....

gibt es zu jedem- solchen Divisor D eine kleine Auflösung VI so daß

..... iD.LP. ) 0

:fO'tOLLCJIt: Sei V wie- im- vorausgehenden Satz. es existieren. projektiv

algebraische kleine Auflösungen.

Dann hat V nur (2 1 2.n+l l n+l)-Singularitäten mit n ~ d .
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XII BEISPIELE MIT HöHEREN SINCULARITÄTEN

Wie 1m' Fall. gewiJ"bnlicher Doppelpunkte. so sind auch jetzt wieder

singuläre Kubiken in p4 schöne Beispiele. auf die sich die allgemeine

Theorie- gut anwenden läßt.

Sei in diesem Kapitel Kc,4 eine Kubik mit nur Singularitäten vom Typ

(2. 2.n+1.n+1) Nehmen wir weiterhin an. daß K mindestens einen

gewi5hnlichen Doppelpunkt habe. dieser liege im Punkt (0:0:0:0: 1) . Dann

läßt sich die Kubik als

schreiben.. wobei Q und R homogene Polynome> vom Grad 2 bzw.3 in

(xa: ... :":3) sind.

S·:= {Q =O} n {R~ =O} c·,3

heißt wieder' assoziierte' Kurve. Unter der Abbildung 11: K-{PI} ~,:1

wird ein Punkt P € ~-{P1} vom' Typ (2.2.n+l.n+1) auf eine·

Singularität von S abgebilde't. in der sich (n+l) lokale Komponenten

schneiden. und zwar je, paarweise- transversal. Da; S vom. Typ; (3.3) 1st.

treten nur die Fälle n = 1.2.3 auf. Die Kegel Uber den irreduziblen

Komponenten SI von S bilden eine-Basis von H4 (K.Z). es, gilt der folgende

~: Set K etne Kubik. mit den oben angegebenen Eigenschaften. Eine

projeRttv algebratsche ~Letne' AuFlösung existiert genau dann. wenn aLte. .. ~

lrreduztbten Konrponenten von S gLatt sind und mindestens etne vom Typ

(alb) mtt a ~ bist.
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Die amplen' Divisoren auf den verschiedenen projektiv algebraischen
.....

kleinen Auflösungen Vergeben sich als eigentliche Transformierte der

wobei die a
1

so zu wählen sind. daß a i ~ a j . falls Sin Sj ~ 13 .

d
Beachte auch •. daß I a 1(ai -bi) pO sein muß, wobei S1 vom Typ

1=0

Die verschiedenen projektiv algebraischen kleinen Auflösungen ent-

sprechen den verschiedenen ~oglichkeiten, pro Singularität P e ~-{P1}

die a
1

mi t lI'(P) e Si der Größe nach anzuordnen.. Die spezielle Auf­

d
lösung von PI wird durch das Vorzeichen von _I a i (ai-bi) bestimmt ..

i=O

Aus diesen Uberlegungen e~lbt sich unmittelbar der folgende

~a.t;.:
1 1

Sei Keine Kubi.k. deren- assoziierte- Kurve S aus S durch steti.ge

Defonrra.t f.on so entsteht • daIJ ef.ne {2.2.n+1.n+1)-Sf.ngutarf.tät f.n [n;1]

NOdes auFgeLös~ mtnd. Dann haben K1 und K dte' gLeiche AnzaRl projektiv

algebraischer kleiner Auftösungen.

Dies ist so zu verstehen. daß die- Quadrik Q unverändert bleibt und nur

die assoziierte Kurve 1n Q und damit die Kubik R"deformiert wird.
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Ein analoger Satz läßt sich fUr beI iebige singuläre

Threefolds V mit nur isolierten

formulieren:

(2.2.n+1.n+l)-Slngularitäten

Sei' der Total~ einer Deformation von V.

11: , --+ G:

die Projektion. V =VO = 11-1{O) • VI = 11-1(1) . Die Deformation habe

folgende Eigenschaften:

1. Eine (2,2.n+1,n+l)-Singularität 811f V wird in [n;1] Nodes

auf Vi aufgelöst.

2. Es existieren Divisoren Dl •...•~ auf f" • so daß

DIIV! •.... ONlvi die globalen Divisoren auf Vi sind. i = 0.1 .

Dann' haben' V und Vl - die gleiche· Anzahl projektiv algeb~ischer kleiner .

Auf lösungen-.

Kehren w1r zurUck zu den Kubiken. Beispiele mi t hb"heren Singular! täten

lassen- sich als· Deformationen der In- Kapi tel VIII angegebenen nodalen

Kubiken finden: es- 1st 1DÖg1ich. so· alle' Kubiken mi t nur isolierten

Singularitäten vom· Typ- (2.2~n+1.n+1) und mindestens· einem· gewobnllchen

Doppelpunkt zu klassifizieren.

Die in Kapi tel VIII berechneten Zahlen der projektiv algebraischen

kleinen Auflösungen lassen sich in den Fällen d ~ 3 so in elementarer

Weise- bestätigen. Beschäftigen wir uns näher mit dem Fall d ~ 4. :
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Die assoziierte Kurve

gehört zu einer Kubik mi t drei Nodes und zwei Singular! täten vom Typ

(2,2.3,3) . Die Divisoren auf dieser Kubik werden durch

gegeben. Wieder ordnen wir- einem Divisor D die kleine Auflösung mi t

.... i
D.r.p, > 0 fUr alle i =l •.... spl und,alle- p.€: ';1 zu. Wir legen

lmd dami t eine von 6 1föglichkei ten der kleinen Auflösung in der zu

Srfl sln S3 gehörenden- Singulari tät fest und fragen uns: 'fie' viele

projektiv algebraische, kleine Auflösungen sind unter dieser Neben-

bed1JlgUDS. möglieh?

Falls a4< aa sind 8s.6 Fälle:

und

bzw.

und

bzw.

al~< ~+a4

al~> ~+a4 •

a;1~< ~+a4

a;l~> ~+a4 •
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Falls a O< a
4
< a 1 . gibt es 5 verschiedene Möglichkeiten:

~< a O •

aO<~< ~4 •

a4<~< ~

~> ~'.

und

bzw.

al~< ~+a4

al~) .~+a4 •

Falls- a4) a 1 . sind folgende 6 Fälle möglich:

~< aO ·

aO<~< min{ct:3. a 4} ·

~4< ~< ~ ·
~) max{~.a4} und

bzw.

al~< ~+a4

al~> ~+a4 •

Ein· Wechsel des Vorzeichens· von (al~) - (~+a4) entspricht einem

Wechsel der kleinen Auflösung bei PI. Insgesamt gibt es 102 projektiv

algebraische kleine Auflösungen. dies. gil t somi t auch [Ur eine Kubik mi t

9 Nodes'.

Was läßt sich Uber die Relationen zwischen den exzeptionellen Kurven auf

den verschiedenen kleinen Auflö~en sagen?

Im Fall hOnerer Slngular.itäten.lst die Änderung der· Relationen bei einem

Wechsel der kleinen Auflösung nicht so einfach zu beschreiben wie im
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Fall der Nodes. wo dieser einen Vorzeichenwechsel de'r entsprechenden

Koeffizienten bewirkte. Allgemein bedeutet ein Wechsel der kleinen

Auflösung in einer Singulari tät P e C;J eine Permutation der Sehn! tt-

zahlen der eigentlichen Transformierten der Divisoren. die Penthalten.

i ..
mit den Kurven 1p. Diese Anderung des Yektorraumes ~ bewirkt auch eine

Änderung des Vektorraumes ~I der ja die linearen Relationen zwischen den

iexzeptionellen Kurven LP beschreibt.

Ein charakteristisches Beispiel:

Sei Keine Kubik I deren assoziierte Kurve in 3 Komponenten vom Typ

(2 1 2). (0.1) und (1.0) in folgender Weise zerfällt:

E1n&Möglichkelt der' (projektiven). kleinen Auflösung 1st. den Divisoren

rr-1s1 und rr-1s2 die Schn1ttzahlen (-1 1 1 1 0.1 1 -1) bzw. (1 1 0.1.0.1)

mit L1'~' ~I L;, L; zuzuordnen. Ein ampler Divisor

2 /\
1: a

i
rr-1s'i

1=0

erfUllt die Bedingung
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Der Ubergang zu einer kleinen Auflösung. deren ampler Divisor

erfUll t . bedeute t einen Wechsel der kleinen Auf löstmg in P2 und P4 :

zr-lSI und zr-1S2 werden nun die Schnittzahlen (-1.-1.0.-1.0) bzw

(1.0.1.0.1) zugeordnet. Die linearen Relationen sind im ersten Fall

und im zwei ten

Interessant ist auch folgendes Beispiel mit d =1 :

Die assoziierte' Kurve S zerfalle in 2 Komponenten vom' Typ (3.2) und

(1.0). die (3. 2)-Komponentehabe einen Doppelpunkt I der gleichzeitig

einer der' der' zwei SChnttrpunkte beider Komponenten ist.

Der Divisor

(±l •±l •O. 1) .

A

"lI-1S
t

bat mi t

(±l.:!:l.-t.O)

L1· ~. t:i und S
oder (±1.il.1.-1)

die' Sehni ttzahlen

Alle Vorzeichen-

kombinationen sind voneinander unabhängig. In den ersten heiden rallen

1 2
ist Lj bzw. Lj nullhomolog: im dr! tten Fall sind die heiden irreduziblen

exzeptionellen Kurven nicht nullhomolog. dafür ist es aber die Summe

t:i+S·
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Bei heiberen Singulari täten kann es also von der speziellen kleinen

Auflösung abhängig sein. ob eine irreduzible exzeptionelle Kurve

nullhomolog ist oder nicht. Unabhängig von der speziellen kleinen

Auflösung 1st dagegen folgende. Bedingung:

{M} Eine Singularität P € ~ wird durch Kurven LI aufgelöst.

zwischen denen.eine nIcht triviale Relation

Sp
:I a l Ll ~ 0 •

1=1

a l ~ 0 fUr alle 1 =1..... sp besteht.

Dies gilt nicht nur fUr Kubiken in ~41 sondern allgemein fUr.Threefolds

mit isolierten {2.2.n+l.n+l)-Slngularitäten.

Eine proj~1v algebraische kleine Auflösung. existiert genau dann. wenn

die Bedingung. {M} fUr kein P € ~ erfUllt 1st.

Damit verlassen wir die Kubiken und wenden. uns· speziellen Double Solids

zu. deren Verzweigungsflächen- (in VerallgemeineruQg der ursprUnglichen

Defini tlon von Clemens) mm auch hO"here Singular i täten haben. dürfen.

Erinnern wir uns an ein Beispiel aus Kapitel X: dort hatten wir Double

Solids mit Verzweigungsflächen der Form

B = {c?-Xei'tXZC3 =O} C !p
3

•

deg Q ::: 2 untersucht. Im allgemeinen haben diese Flächen 12 Nodes.

Wahlt man jedoch Q speziell so. daß die Quadrik {Q = O} durch
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die 4 Ec1q)unkte des- Tetraeders {xcr1XZ'3 = O} geht. so' bat B 4

D
4
-Singularitäten . Nach Kunmer [21] ist in diesem Fall

Die Singularitäten des· Double Sollds sind vom' Typ (2.2.3.3). ent­

sprechen also der dreifachen Uberlagenmg einer ~-Flächenslngularität,­

und erlauben daher eine kleine Auflösung. Das Double Solid wird wieder

durch die Gleichung

beschrieben. es geht durch stetige Deformation aus dem allgemeinen

Double Solid ml t deg B = 4 und s = 12, hervor. Daher ist wei terhin

'd =3 , die Divisoren

i = 0, ... ,3 • erzeugen H4(V.Z) . Durch jede Singularität gehen 3 dieser

globalen Divisoren. dort repräsentieren sie' die 3 verschiedenen lokalen

Divisoren. Also existieren projektiv algebraische kleine Auflösungen. Um

lhre'Anzahl zu berechnen., bet~hten' wir alle Divisoren

3
D =! "a

l
D

i
.

i=O

a i ~ 0 . Es gibt 24 ~öglichkelten, die a
i

der Größe nach anzuordnen. Da

sich je zwei Divisoren in zwei Singular! täten schneiden und dort

verschiedene' lokale Divisoren repräsentieren, fUhrt dies zu 24

verschiedenen projektiv algebraischen kleinen Auflösungen. Das stimmt

mit der in Kapitel X berechneten Zahl im Fall von 12 Nodes Ubere!n.
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Wählt man die Konstanten a
ij

in der Gleichung fUr Q alle gleich 1/2.

so bat B 3 wei tere' Singular i täten. nämlich Nodes in den Punkten

(1:1:-1:-1) . (1:-1:1:-1) und (1:-1:-1:1). Die· ersten heiden Nodes

liegen auf dem glatten Divisor

der seinersei ts ganz in V liegt. Analoge Divisoren erhäl t aen durch

Vertauschen von "3 und xl bzw. "2 .

Durch alle 3 Nodes gibt es so globale glatte Divisoren. also ist auch in

diesem Beispiel die. Existenz projektiv algebraischer kleiner Auflösungen

gesichert.

Zum Schluß soll noch: folgendes. schöne- Beispiel. einer Familie von

Hyperflächen. in ~4 nicht unerwähnt bleiben:

Sei.

wobe! {F = O}
2-eine- nodale· Kurve· vom Grad (n+1) in IP beschreibt. Die·

Singulari täten' dieser Kurve entsprechen eineindeutig den Singulari täten

von V-. diese sind· vom· Typ (2.2.n+l,n+l) .-

m
Sei F= 11 f 1 : nehmen wir wei terhin an. daß alle' irreduziblen Kompo­

i=1

nenten der Kurve {F = O} glatt sind. Dann kommen als Singular! täten

nur die- Sehn! ttpunkte der irreduziblen Komponenten in Frage. som! t
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erhäl t man durch Aufblasen der Divisoren

l~i~m-l .1~j~n . eine projektiv algebraische kleine Auflösung von V. Die

Anzahl der Singulari täten ist abhängig von der Anzahl der Komponenten

der Kurve {F = O} und ihrem Grad. Die beiden extremen ralle sind:

1. F zerfäll t in zwei Po lynome vom Grad n und 1. Dann hat V n

Singularitäten. es· ist d ~ n .

2. F zerfällt in (n+l) lineare Terme. In diesem Fall hat V [n;l]

Singularitäten. es ist d ~ n2 .

Deformiert man V nun so. daß jede Singulari tlit in [n;l] Nodes

aufgelöst w-ird. so· hat die neue Varietät VI genauso viele projektiv

algebraische: kleine' Auf lösungen wie V.

spezieller Lage. Im: ersten Fall haben wir

im zweiten s =n2{n+l)2/4 und d ~ n2 .

~each.te: deg VI = deg V = 0+1 .

Die Nodes liegen. in sehr

s = n
2{n+l)12 und d ~ n •

..,neatun.q.: Sei V eine- Hyperfläche vom· Grad (n+l) 4'
in IP. alle-

Singulari täten seien vom Typ- (2.2.n+1.n+l) - hier ist n ausnahmsweise·

nicht variabel. Dann 1st die Anzahl der Singulari täten kleiner oder

gleich (n+21] . Sie 1st mindestens gleich n. falls V eine projektiv

algebraische kleine Auflösung zuläßt.
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