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De nouveaux invariants numeriques pOllr les
extensions totalement ramifiees de corps locaux

par Volker Heiermann de Berlin

Introduction

Une etude des extensions totalement ramifi6es d'un eorps loeal K apartir d'equations
definissantes a ete debut6e simultanement par An [A] et Krasner [Krl] dans les annees
30. Ils en tirent notamment le theoreme de Hasse-An dans le eas general [A] et le nombre
d'extensions de degre donne d'un corps p-adique dans une cloture algebrique [Kr2].

Alors que Krasner adoptait le point de vue des polynomes d'Eisenstein avec comme
outil technique le polygone de Newton, Arf a considere un autre type d'equations qui est
defini apartir de series formelles:

Eu fixant une uniformisante t de l'anneau des entiers A de K, on fait correspondre
atout couple (:F, n) forme d 'une serie formelle inversible F a coeffieients dans A et d 'un
entier n ;::: 1, une - a ](-isornorphisme pres - unique extension totalement ramifi6e L de K
dont une uniformisante u verifie l'equation

(*) t = un F(u).

Nous allons approfondir ici l'etude d'Arf et de Krasner. Notre resultat prindpal sont
de nouveaux invariants numeriques qui ameliorent l'information donnee par la fonction de
Herbrand.

Nous adopterons le point de vue d'Arf qui presente les avantages suivants:

- TI est mieux adapte aI'etude des substitutions de la forme u 1---+ V m X(v) dans (*) (avec
X serie formelle inversible a coeffieients dans A) qui decrivent completement la categorie
des extensions totalement ramifi6es de K.

- 11 est mieux adapte au passage au quotient. Ceci est particulierement interessant
dans le contexte de la theorie d'approximation de corps locaux de Krasner et Deligne [DeI]
dont le resultat principal est le suivant:

Soit K' un corps loeal dont l'anneau des entiers A' verifie

A' /m'},l ~ A/mlJl
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pour un entier I 2: 1. Alors, il existe un isomorphisme de groupe

Gal(K'"eP / ](')/ Gal(K'"ep
/ K')' ~ Gal(K"ep / K)/ Gal(KUP / K)'

entre les groupes de Galois d'extensions separahles maximales donnees de K et !{', quo

tientes par leur lerne groupe de ramification en notation superieure.

Apres avoir donne quelques preliminaires et fixe les notations au premier paragraphe,
nous reformulons l'approche d'Arf au deuxieme paragraphe dans un langage moderne et
rigoureux, celui des categories: Nous definissons une categorie dont les objets sont les
couples (.F, n), fonne d'une serie formelle inversible .F a coefficients dans un systeme de
representants multiplicatifs de A et d'un entier n 2: 1, et dont les morphismes sont definis
par les substitutions de la forme .F --+ :F(um X);t"l (ou U est 1'indeterminee et (X, m) verifi.e
les memes proprietes que (.F, n)). Nous lllontrons que cette categorie est equivalente acelle
des extensions totalement ramifiees de K (cf. theoreme 2.18).

Au troisieme paragraphe, nous definissons nos invariants al'aide d'une certaine notion
d'inseparabilite d'extensions d'anneaux de valuation ruscrete complets tronques. Un tel
anneau tronque sera appele un anneau discret-complet. La categorie des aIUleaux discrets
complets est la plus grande categorie d'anneaux a laquelle se generalisent les resultats
de ce travail (cf. [T]). Une telle generalisation ne presente pas seulement de l'interet en
elle-meme (en particulier tout anneau commutatif fini est construit a partir d'anneaux
discrets-complets finis), mais aussi pour la theorie des corps locaux en raison de la theorie
d'approximation de Krasner-Deligne. En effet, le resultat rappele ci-dessus s'obtient
comme corollaire d'une equivalence entre une certaine categorie d'extensions d'anneaux
discrets-complets et une certaine categorie de corps locaux. En particulier, la propriete
d'inseparabilite de nos indices devrait se relever grace a cette theorie dans le groupe de
Galois absolu, ce qui donnerait une autre definition de ces indices.

Au quatrieme paragraphe, nous enon~ons le resultat principal concernant les substi
tutions .F ~ :F(Um X);yn (cf. theoreme 4.6) avec ses corollaires, y compris le theoreme
d'Arf (cf. corollaire 4.13). 11 est prouve au paragraphe 5. Dans le paragraphe 6, ces
resultats sont traduits dans la categorie des extensions totalement ramifiees de K. Au sep
tieme paragraphe, nous prouvons finalement l'invariance des indices d'inseparabilite (cf.
theoreme 7.1 et proposi tion 7.4).

Les resultats de ce travail qui ont ete annonces en partie dans [H] font partie de ma
these de Doctorat [Tl, soutenue en janvier 1994 a Marseille a l'Universite de Provence
sous la direction de J .-P. Soublin. Je l'en Buis tres reconnaissant. Mes remerciements vont
egalement a P. Deligne pour quelques "petites suggestions" et a E.-W. Zink pour m'avoir
conseille de mieux mettre en valeur la multiplication *.
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1. Notations et Preliminaires: - Nous DOUS fixons un anneau de valuation discrete
complet A de caracteristique residuelle p et une unifonmsante t de A. Nous noterons VA
la valuation discrete normalisee de A, !( le corps des fractions de A, e(= vA(plA)) l'indice
de ramification absolu de K, k le corps residuel de A, et a 1--+ a l'application residuelle qui
associe a un element a de A son image Ci dans k.

Nous supposerons l'indice de ramification absolu fini et le corps residuel k parfait,
bien que ces hypotheses ne soient pas absolument necessaires. (Dans le cas d'egale car
acteristique, la situation est meme plus simple en raison de l'existence d'un corps de
representants).

Nous noterons S l'unique systeme de representants du corps residuel k dans A qui est
multiplicatif (cf. [B]). Si k est fini de cardinal q, S est l'ensemble des racines (q - l)eme
de l'unite. Nous designerons par K, le plus petit sous-anneau de A contenant S. C'est
un anneau de valuation discrete complet dont une uniformisante est donnee par plA.
L'extension AI K, est non-ramifiee dans le sens defini ci-dessous.

Nous dirons qu'un anneau Best une extension de A, si Best un anneau de valuation
ruscrete complet qui domine A en tant qu'anneau local. Une extension BIA est dite Jinie,
si l'extension residuelle l'est.

On definit une correspondance biunivoque entre les extensions finies L du corps local
K et les extensions finies B de A, en associant aL la clöture integrale B de A dans L. Le
groupe des automorphismes de l'extension LIK s'identifiant acelui de l'extension BIA, la
categorie des extensions finies de K est ainsi isomorphe acelle des extensions finies de A.

Nous dirons qu'une extension finie B de A verifie une propriete (P), si l'extension
des corps des fractions verifie (P). Par exemple, une extension BIA sera dite totalement
ramifiee de degre n, si l'extension des corps des fractions est de degre n et si l'extension
residuelle est de degre 1.

Nous noterons Ext to t ( A, t) la categorie dont les objets sont les eoupIes (B, u) formes
d'une extension totalement ramifi6e B de A et d'une uniformisante u de B, et dont un
morphisme de source (B, u) et de but (C, v) est un A-morphisme de B dans C (on ne
suppose pas que u est envoye sur v), la composition des morphismes etant la composition
usuelle.

En associant a un objet (B, u) de la categorie Exttot(A, t) l'anneau B, on definit
un foneteur quasi-inversible de la categorie Exttot(A, t) dans la categorie Exttot(A) des
extensions totalement ramifiees de A.

Par ailleurs, DOUS utiliserons dans la suite les notations suivantes:

]z[: plus petit entier ~ z, z nombre reel;

coeff(F, a) : coefficient du terme de degre a d'une serie formelle :F de A[[U]];

coeff(F, a) : l'image de coeff(F, a) dans k.
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2. Extensions totalement ramiflees et series formelles

(2.1) Posons E A = A[[U]]* x N*. Nous appelerons degre (resp. Jerie JouJ-jacente)
d'un element de EA l'entier (resp. la serie formelle) correspondant a cet element.

Tout element de E A definit une extension totalement ramifiee de A, comme le font les
polynomes d'Eisenstein:

(2.2) Theoreme: Soit (F, n) un element de EA. AlorJ, l'anneau

AF = A[[U]]/(t - Un F)A[[U]]

eJt une exten~on totalement ramifiee de degre n de A dont une unijormiJante eJt donnee
par la claJJe U de U.

Si B e~t une extenJion totalement ramifiee de A, et Ji u eJt une unijormiJante de B,
teIle que t = u n F(u), il exiJte un unique A-üomorphiJme de AF Jur B qui envoie fi Jur
u.

Freuve: Exi~tence: 11 faut montrer que AF est un anneau de valuation discrete complet
d'unifonnisante U, que l'application canonique A ---t AF est injective et que le corps residuel
de AF s'identifie a celui de A par cette injection.

Rappeions qu'un anneau de valuation discrete est un anneau integre, local et noethe
rien dont I'ideal maximal est principal et non nul.

L'anneau AF est noetherien comme quotient d'un anneau de series formelles a co
efficients dans un anneau noetherien. Comme l'anneau A[[U]] est local d'ideal maximal
M = tA[[U]] +E"A[[U]], I'anneau AF est lui aussi loca!, et son ideal maximal est l'image
de M qui est UAF. TI est facile de voir que tout element de AF peut s'ecrire sous la
forme l:~=o saUa avec So dans le systeme de representants multiplicatifs S. Montrer

que AF est integre et que UAF =1= 0 revient done a prouver que fi n'est pas nilpotent.
Supposons U nilpotent. 11 existe alors un entier 1> 0 et une serie H cle A[[U]], telle que
U' = (t - Un F) H. L'anneau A etant integre, U engendre un ideal premier de A[[U]]. Par
suite, il existe H* dans A[[U]], teile que 11. = u' H*. On a done 1 = (t - un :F) 11.*, ee qui
est absurde, la serie t - Un F n'etant pas inversible dans A[[U]].

L'anneau AF est donc bien de valuation discrete, et il est clair qu'il est eomplet. ~
l'applieation canonique A ---t AF n'etait pas injective, t serait nilpotent dans AF, et U
serait alors nilpotent dans AF, ee qui est faux comme on vient de le voir.

11 est clair que l'application eomposee A ---t AF ---t AF(UAF est surjective et qu'elle se
faetorise par l'ideal maximal de A. L'injection A ---t AF induit done bien un isomorphisme
entre les corps residuels de A et AF.

Unicite: Soit B un autre anneau de valuation discrete complet et u une uniformisante
de B, tels que les hypotheses du theoreme soient verifiees. La surjeetion A[[U]J ---t B qui
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associe a une serie H(U) l'element !j(u) de B induit un homomorprusme surjectif entre
Ar et B qui est injectif, l'image de U par cet homomorphisme ne pouvant etre nilpotent.

o

(2.3) Definition: Soit (F,n) un element de EA. Un objet (B,u) de la categorie
Exttot(A, t) qui verifie t = unF(u) sera dit defini par (F, n). On dira aussi que (E, u) est
defini par (F, n) relativement d (A, t).

(2.4) Proposition: Soit (B, u) une extension de (A, t) definie par un element (F, n)
de EA. Soit F le polynome minimal de usur A.

La serie t - un Fest le produit de F par un inversible de A[[U]]. Si F n'est pas un
polynome, les elements de B qui annuleni la serie t - un F ~ont exactement les racine~ de
F dans B. Si Fest un polynome, t - un Fest le produit de F par un polynome H dont
les racines, dan~ toute extension jinie de A, sont des unites (de cet anneau).

Preuve: Ceci resulte du theoreme de preparation de Weierstrass (cf. [LD. 0

(2.5) Remarque: La proposition montre que, si Fest un polynome, les anneaux
A[[U]]/(t - Un f)A[[U]] et A[U]/(t - un f)A[U] ne sont en general pas isomorphes. Pour
qu'ils soient isomorphes, il faut (et il suffit) que F soit eonstant.

(2.6) Corollaire: (avec les hypotheses et notations de la proposition 2.4) La diffe
rente de l'extension B / A est l'ideal principal de B, engendre par la derivee de U n F(U)
en u.

Preuve: Ecrivons F = (t-U n :F) H. La differente de B / A est l'ideal prineipal engendre
par la derivee de F en u (cf. [Se] eh. III §6). Compte tenu de la proposition 2.4, la derivee
de F en u est egal au produit de la derivee de un F(U) en u par UD inversible de B, d'ou
le eorollaire. 0

(2.7) Il existe evidemment une infinite de eouples de E A definissant un objet (B, u)
donne de la categorie Exttot(A, t). Pour avoir une unicite, posons Ek = 8[[U]]* x N*,
8[[U]]* designant le sous-ensemble de A[[U]]*, forme des series formelles acoefficients dans
8.

(2.8) Proposition: Soient (F, n) darw E A , et (B, u) un objet de Exttot(A, t) defini
par (F, n). n existe un unique element (:Fs) n) dans E k definissant (B) u) relativement a
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(A, t). On a

Fs = (1 + Un R)F-tR,

ou Rest determinee de fa~on unique comme CZement de A[[UJ].

Preuve: Comme n 2: 1, les coefficients ra de R sont determines de maniere unique
par la relation de recurrence

- rot + coeff((1 + Un R) F, O! ) est dans S.

Par ailleurs, on a
u n Fs(u) = u n {(l +u n R(u))F(u) - tReu)}

= un F(u) +un R(u){u n :F(u) - t}

= t.

L'unicite de Fs est evidente, tout element de B s'ecrivant de fac;on unique comme serie en
u a coefficients dans S. 0

(2.9) Definition: (avec les hypotheses et notations de la proposition 2.8) Le couple
(:Fs, n) sera appele la classe modulo t de (F, n) et la serie formelle n le reste modulo t de
(F,n).

On va munir l'ensemble E k d'une multiplication, ce qui TIOUS permettra d'enoncer une
equivalence entre la categorie des extensions totalement ramifiees de (A, t) et une certaine
categorie Ek(Cl.) definie a partir de Ek et d'une multiplication *~.

(2.10) On notera Cl. = (:Fo, e) l'element de Ek qui definit (A, t) relativement a(h:,p1~),

K etant l'anneau de coefficients de A (cf. [B] et paragraphe 1).

(2 .11) Definition - Proposition: En associant a deux elements (X, m) et (F, n) de
E k le couple (9, mn) qui est la classe modulo t de (:F(um X) ,1:"\ mn)J on munit Fensemble
Ek d 'une loi de composition.

On ecrira
(9, mn) = (X, m) *ß (F, n).

Preuve: La multiplication *ß ne depend pas du choix de l'extension (A, t) de (K,plK)
definie par ß, car deux extensions definies par Cl. sont isomorphes par un isomorprnsme qui
envoie l'uniformisante de l'une sur l'uniforrnisante de l'autre et qui laisse invariant l'anneau
K et le systeme de representants S (cf. theoreme 2.2). 0
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(2.12) Proposition: Soient (X,m), (:F,n) dans Ek , (B,u) une extension de (A,t)
definie par (:F,n), et (C,v) une extension de (B,u) definie par (X,m).

Pour qu 'un element (9, mn) de Ek verifie

(9, mn) = (X, m) *6 (:F, n),

il faut et il suffit que

Preuve: Comme

vmn(x(V ))n :F(vm :t'(v)) = (v m X(V ))n :F(vmX(v)) = un :F(u) = t,

D(9, mn) = (X, m) *6 (:F, n).

l'extension (C, v) est definie par xn :F(Um X) relativement a (A, t). Cornpte tenu de la
proposition 2.8, l'egalite

t = v mn 9(v)

revient a dire que (9, mn) est la classe modulo t de (;t"l :F(Um :\:), mn) dans E k , ce qui
equivaut par definition a

(2.13) Proposition: Soient (B, u) et (C, v) des extensions de (A, t) definies Tespec~

tivement par des elements (:F, n) et (9, mn) de Ek.
On definit 'une bijection entre l'ensemble des elements (X,1n) de Ek, tels que

(9, mn) = (X, m) *6 (:F, n)

et ['ensemble des A-morphismes de B dan3 C, en associant ci (X, m) le A-morphisme qui
envoie usur vm :t'(v).

Preuve: Soit a un A-morphisme de B dans C. TI est evidemment injectif, et le couple
(a(B),a(u)) est egalement defini par (:F,n) relativement a (A,t). Soit (X,m) l'eh~ment

de Ek qui definit (C,v) relativement a (a(B),a(u)). On a donc a(u) = vm X(v), ce qui
implique

(9, mn) = (X, m) *L\ (:F, n),

en raison de 2.12.
Inversement, soit (X, m) un element de E k qui verifie

(9, mn) = (X, m) *6 (:F, n).

Soit (C', v') une extension de (B, u) definie par (X, m). Le theoreme 2.2 montre qu'il existe
un A-isomorphisme a de C' sur C qui envoie v' sur v. Sa restriction a gauche a Best un
A-morphisme de B dans C qui envoie usur

a(u) = a(v'm ..('(v')) = vm ..('(v).
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Ayant deux applications, Pune l'inverse de l'autre, ceci prouve la proposition. 0

(2.14) Lemme: Soit B un anneau de valuation discrete complet, et soit X une serie
formelle inversible de A[[U]]. L 'application u ~ u ;t'(u) permute les uniformisantes de B.

Preuve: Voir par exemple [I(r1], page 142.

Notons quelques proprietes formelles de la multiplication *il:

(2.15) Proposition: La multiplication *il verifie les proprietes suivantes:
1) Son element neutre est (1,1).
2) Pour qu 'un element (X, m) de E k soit inversible, il faut et il suffit que m = 1.
3) On a

(y, I) *il [(X, m) *il (F, n)] = [(Y, I) *8 (X, m)] *il (F, n)

pour tous (Y, I), (X, m) de E k avec e = (F, n) *(1,1) ß.

D

Preuve: TI est clair que (1, 1) est UD element neutre, et on sait qu'une loi de composition
admet au plus un element neutre.

La condition m = 1 est alors necessaire, pour que (X, m) soit inversible. Elle est
suffisante en raison du lemme 2.14 et de la proposition 2.12.

La propriete 3) decoule immediatement de 2.12. 0

(2.16) Definition: Soit Ek(ß) la collection dont les objets sont les elements de E k .

1) Pour deux objets (:F,n) et (Q,l) donnes de Ek(ß), on appellera morphisme de
source (F, n) et de but (Q, I) un element (X, m) de E k qui verifie

(Q, I) = (X, m) *il (:F, n).

2) Pour trois objets (F, n), (Q, m) et ('H,1) donnes de Ek(ß), la loi de composition

Mor(Q, m), (H, I» x Mor((:F, n), (Q, m» ~ Mor((F, n), (H, 1)

sera definie par la multiplication *e avec e = (:F, n) *(1,1) ß.

(2.17) Proposition: La collection Ek(ß) munie des donnees de la definition 2.16
e"t une categorie dont les isomorphismes sani les elements de la forme (;t', 1) de E k •

Preuve: Ceci resulte de la proposition 2.15: Eu effet, l'associativite de la composition
des morphismes decoule de la propriete 3), alors que la propriete 1) montre que, pour tout
objet (F, n) de Ek(ß), (1,1) est un morpmsme de source (F, n) et de but (F, n) qui est
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1'6lement neutre pour la composition des morphismes. La propriete 2) montre finalement
que les isomorphismes sont les elements de la forme (X, 1) de Ek. D

(2.18) Theoreme: En aJJociant d tout objet (B, u) de la categorie Exttot(A, t) Fobjet
7(B,u) = (.F,n) de la categorie Ek(~) qui definit (B,u) relativement a (A,t), et en aJ
Jociant a un morphiJme a de Jource (B, u) et de hut (C, v), le morphiJme 7(a) = (X, m)
de 80urce 7(B, u) et de hut 7(C, v), tel que a(u) = v m ;t'(v), on definit un foncteur quaJi
inver8ible de la categorie Exttot(A, t) dan8 la categorie Ek(~)'

En particulier, le8 categorie8 Exttot(A, t) et Ek(~) ~ont equivalente8.

Preuve: Le theoreme 2.2 montre que, pour tout objet (B, u) de Exttot(A, t), 7(B, u)
ainsi defini est un objet de la cat6gorie Ek(~). La proposition 2.12 montre que, pour tout
morphisme (7 de la categorie Exttot(A, t), 7((J') est un morphisme de la categorie Ek(ß).

Si a = id(B,u), on a 7((7) = (1,1). Le fait que Test compatible avec la composition
des morphismes resulte egalement de la proposition 2.12.

Le foncteur Test pleinement fidele en raison de la proposition 2.13.
Finalement, si (F, n) est un objet de Ek(~), et si (B, u) est une extension de (A, t)

definie par (.F,n), alors (B,u) est un objet de Exttot(A,t) qui verifie 7(B,u) = (:F,n), ce
qui montre que Test quasi-inversible. D

3. Inseparabilite formelle

.. (3.1) Definition: Dn anneau diJcret.complet sera un anneau commutatif qui n'est
pas un corps et qui est l'image d'un anneau de valuation discrete complet par un homo
morphisme.

(3.2) Fixons pour la suite un anneau discret-complet A qui est l'image de A par un
homomorphisme note a 1---+ a dans ce paragraphe. Cet anneau est loeal et son unique ideal
maximal m; est principal, engendre par t. Sa caracteristique residuelle est p, et S est

l'unique systeme de representants de k dans A qui est multiplicatif.
On dira que test une uniformi8ante de A. L'applieation vA ; A -t Z U {+oo} qui

associe a un element non nul Ci de A le plus grand entier v, tel que Ci E m';.., et qui
A

verifie v.A<0) = +00 sera appelee la pseudo-valuation de A. La borne superieure dans R de

l'ensemble des entiers 1> 0.1. tels que tz-I i= 0, sera appelee Ia longueur de A, notee 1(A).
Remarquons que l'anneau A est un anneau de valuation discrete complet, si et seulement
si sa longueur est +00.

Une extenJion de Asera un anneau discret-compiet jj qui domine Aen tant qu'anneau
loeal. Lorsque jj est une extension de A, l'entier e = vJjCi) sera appele l'indice de ramifica-



10

tion et l'entier f = [B /mB : A/m;] le degre residuel de l'extension. On dira que l'extension

B/A est totalement ramifiee si son degre residuel est 1 et qu'elle est non-ramifiee si son

indice de ramification est 1. Le degre de l'extension B/A, note [B : Al, sera le produit
ef de son indice de ramification e avec son de.e;re.......residuel f. Remarquons que, comme
l'extension residuelle est separable, l'extension B / A se decompose par le lemme de Hensel
en une extension non-rarnifiee suivie d'une extension totalement ramifiee.

{3.3} Definition: Dn element u d'un sur-anneau de A sera dit de degre fini sur A,
si A[u] est une extension finie de A. L'entier [A[u] : A] sera appele le degre de usur A.

Par exemple, toute uniformisante d'une extension totalement ramifiee de degre n de
A est de degre n sur A. Si fj /A est une extension non-ramifiee de degre n, tout element
de jj dont l'image engendre l'extension residuelle est de degre n sur A.

{3.4} Definition: Soit uun element de degre n sur A. On dira que ti est formellement
inseparable sur A, si tiP est de degre i sur A. La plus grande puissance pi de p, teIle que

uPi soit de degre p~ sur A, sera appeh~e le degre d 'inseparabilite formelle de usur A.

{3.5} Proposition: Soient u une uniformisante d'une exten"ion totalement ramifiee
de degre n de A. Pour que le degre d'ins epara bilite formelle de usur A soit 2:: pi, il
faut et il suffit que pi divise n et qu 'il existe une serie formelle F dans S[[UPi ]], teIle que
t = unF(u).

........ """""" ""-......... ......... ......... j
Preuve: Ecrivons t = u"F(ti) avee :F dans S[{U]]*. Si:F est dans S[{UP ]], on peut

ecrire t = (Uj):r Fj(uj), Oll Uj = tipi et Fj est l'element de S[[U]]* qui verifie Fj(UPi ) =
F(U). En relevant Fj en un element de S[{U]]*, on conclut du theoreme 2.2 que A[uPi] est

~. un anneau discret-complet.
Reciproquement, supp~sonsU de degre d'inseparall..ilit~ formelle .......~ pl Bur A. Alors,

on verifie facilement que tiPJ est une uniformisante de A[uPJ
] et que S est un systeme de

representants du corps residuel dans cet anneau. On peut done choisir un elelnent F dans
S{[U]l, tel que t = unJ(~), et la serie F(UPi) a toutes les proprietes demandees. 0

{3.6} Definition: Soient u une uniformisante d'une extension totalement ramifiee B
de degre n de A, et j un entier, 0 ::; j < v = vp(n).

On appelera indice d'inseparabilite d'ordre j de usur A, note zj(A, u), le plus grand
entier i, tel que l.'image ti de u dans B /m~+i soit de degre d'inseparabilite formelle :2: pi+l
sur A/A n ffiB+1

• Si un tel entier n'existe pas, on posera zj(A,u) = +00. On fait la
convention que Zv (A, u) = O.

{3.7} Definition: Soit (:F, n) un element de Ek. Soit j un entier, 0 ::; J' < v = vp(n).
On appellera indice d'ordre j de (:F, n), note Zj(:F, n), le plus petit entier i de valuation
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p-adique ~ j, tel que le terme de degre i de la serie F soit non nuI. Si un tel entier n'existe
pas, on posera zj(F, n) = +00. On fait la convention que zv(F, n) = O.

(3.8) Exemple: Supposons p > 3, n = p2 et

Alors, on trouve
...... 2
Zl = P +p, ZO = 4p2 + p - 3.

(3.9) Proposition: Soit (B, u) un objet de Exttot(A, t), defini par un element (F, n)
de E k • AlorJ, le.5 indiceJ d'inM!parabilite de U Jont donneJ par les indiceJ de (F, n).

Preuve: Soit j un entier, 0 ~ j ~ vp(n). Le cas j = vp(n) etant trivial, supposons
j < vp(n). Notons i l'indice d'ordre j de F. La serie formelle Fi, forme des termes de

degre < i de F, est un element de A[[Upi+l]] qui verifie la congruence

mod m n +i
B ,

ce qui prouve que le degre d'inseparabilite formelle de l'image de u dans B /m~+iB sur
A/A n mn+iB est ~ pi+1 (cf. proposition 3.5).

Par contre, si gest une serie formelle a coefficients dans S qui verifie

.,
mod mB

pour un entier i ' > i, alors son terme de degre i est necessairement non nul, tout element
de B s'ecrivant de maniere unique comme serie en U a eoeffic~ents dans le systeme de
representants S. Elle ne peut done etre un element de S[[UpJ +

1
]]*, ce qui prouve que

l'image de u dans B /mn+i' B ne peut etre de degre d'inseparabilite formelle ~ pi+1 sur

A/Anmn+i'
. D

(3.10) Corollaire: Soit t' une autre unijormiJante de A. Alors, I'element (F I, n)
de Ek qui definit (B, u) relativement a(A, t') ales memes indices que (F, n).

(3.11) Proposition: Soient B une extension totalement ramifiee de A, u une u-
n

nijormisante de B, et F = L aoX o le polynome minimal de u Bur A. Ecrivons a o =
0=0

00 n-1 00

L ao,pt
ß

avec ao,ß da1UJ S, et poson.5 F = L L ao,ß+1 Unß+o.
P=l 0=0 ß=O
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AloT3, le3 indices d'in"eparabilite3 de U 3ur A 30nt donnes par les indice3 de (F, n).

Preuve: En utilisant une version adaptee de la proposition 3.5, on peut faire un
raisonnement analogue a celui qui prouve la proposition 3.9. D

Remarquons qu'il n 'y a aucune raison que (B, u) soit defini par le coupIe (F, 11,) de la
proposition 3.11. TI a ete introduit uniquement pour faire comprendre, comment on trouve
les indices d'inseparabilite sur un polynome d'Eisenstein.

(3.12) Les indices d'inseparabilite d'une uniformisante u d'une extension totalement
ramifiee B cle Adependent en general du choix de u, comrne le montre l'exemple smvant.
Ce ne sont donc pas des inVaIiants de l'extension B / A. Traduit en terme de la categorie
Ek(~), ceci signifie que les indices d'un objet (F, n) de la categorie Ek(~) ne constituent
pas des invariants de la classe d'isomorphie de (F, n).

Supposons e = 1, n = p, F = 1 et X = 1 + U. On a

Les nombres ~ (~) avec 1 ::; 0' ::; P - 1 etant des entiers rationnels, le reste R modulo t par

rapport a E k de (F, n) est congru a I:~==~ *(~)ua modulo Up+l, d'ou

coeff((1 + UPR)F(U X)xP,p+ 1)

=coeff(:F(U X) ;t'P,p + 1) + coeff('R:F(U X) xP, 1)

=1.

On voit que l'indice d'ordre 0 de (F, p) est +00, alors que l'indice d'ordre 0 de (9, p) =
(1 +U, 1) *~ (F,p) est p + 1.

Pour obtenir des invariants de I 'extension B / A (ou de la classe d 'isomorphie de (F, 11,»,
il faut regulariser les indices definis au-dessus de la maniere suivante (cf. theoreme 7.1):

(3.13) Definition: Soiellt Zu, ... ,zo les indices d'un objet (F,n) de Ek(~), oU. v =
vp(n ).

Les entiers iu, ... ,io, definis de fat;on recursive par iu = 0 et

. { 1'i,z· -
) - ij+l +ne,

si Zj < ij+l +nej

SInOnj

lorsque 0 ::; j < v, seront appeles les indices regulari" es de (F, 11, ), l'entier i j etant l 'indice
regulari3e d'ordre j, note ij(F, 11,).
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L'indice regularise d'ordre j de (.1'",71.) sera dit regulier, SI ) = v ou si sa valuation
p-adique est ::; j, auquel cas on a i j = Zj.

(3.14) Remarque: Les indices de (.1'",71.) sont definis pour (.1'",71.) en tant qu'element
de l'ensemble Ek, alors que les indices regularises de (.1'",71.) sont definis pour (.1'",71.) en tant
qu'objet de la categorie E k(.6.), puisqu'ils dependent du degre e de .6..

(3.15) Exemple: Dans les notations et hypotheses de l'exemple 3.8, on trouve

i 2 = 0,

i 2 = 0,

i 2 = 0,

· 2
t1 = P ,
· 2
tl = P +p,
· 2
'LI = P +p,

. 2 2'Lo = p,

. 3 2'Lo = P + P,

i o = 4p2 +p - 3,

si e = 1,

si e = 2,

si e 2: 3.

(3.16) Lemme: Soit (.1'",71.) un objet de la categorie Ek(.6.). Soit j un entier, 0 ::;
j ::; vp(n). L'indice regularüe d'ordre j de (.1'",71.) est le pl'UB petit entier s'ecrivant

Zi' + (j' - j)ne

avec j ::; j' ::; vp(n), Tj' designant l'indice d'ordre j' de (.1'",71.).
Si ij =Zjl + (j' - j)ne avec j' > j etz)' :/= 0, on a j' = vp(ij).

Preuve: Pour prouver la premiere partie du lemme, il suffit de faire une recurrence
descendante sur j, en commen~antpar j = vp(n).

Quant a la deuxieme partie, on a vp(ij) = vpClj') ::; j'. Si vp(z)') < j', alors '1> -1 +
(j' - 1 - j)ne < lj' + (j' - j)ne, ce qui est absurde. D

L'indice regularise d'ordre 0 de (.1'",71.) n'est rien d'autre que le nombre suppIementaire
de Hilbert de la differente de l'extension B / A:

(3.17) Proposition: La differente DB / A d'une extension totalement ramifiee B / A,
definie par (.1'", n), verifie

vB(DB / A ) = io +n - 1,

VB et i o designant respectivement la valuation discrete normalisee de B ct l'indicc regula
rise d'ordre 0 de (.1'", n).

00

Preuve: Par 2.6, DB / A est egal a l'ideal principal de B, engendre par L (n + a ) fa
0=0

u n+0
-

1t, Ja designant le coefficient du terme de degre a de .1'".
n suffit par suite de montrer que l'infimum des vp(n + a)ne + n + a - 1 avec Q 2::. 0

tel que Jo :/= 0 n'est atteint qu'une seule fais et qu'il est egal a i o + n - 1.
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Or, pour que vp(n +l)ne + n +Z- 1 soit minimal dans l'ensemble des vp(n + a)ne +
n + a -1, tels que a 2: 0 et /0: f:. 0, il faut que T soit un indice de (F, n). Une comparaison
des valuations p-adiques montre que les entiers de la forme v p( n + l)ne +~ avec z inclice
de (F, n), i' < +00, sont tous distincts. D'autre part, comme Z= z (-) pour tout indice z

V p I

de (F, n), tel que 0 f. t < +00, le lemme 3.16 montre que leur infimum est egal a l'indice
d'ordre 0 de (F, n). D

4. Description partielle de Ia multiplication *

On se fixe dans ce paragraphe un objet (F, n) de la categorie E k ( .6.. ). On notera v la
valuation p-adique de n, zv, ... ,zo les indices de (F, n), et i v, ... , io les indices regularises de
(F,n).

(4.1) Definition: Dn morphisme de la categorie Ek(D..) sera dit con3tant (resp.
unitaire), si la serie sous-jacente est constante (resp. de terme constant 1).

La proposition suivante montre que tout morphisme de Ek(D..) peut se decomposer eil
un morphisme constant suivi d'un morphisme unitaire.

(4.2) Proposition: Soit (X, m) un element de Es. Noton3 x Ze terme con3tant de Za
3erie 30u3-jacente. On a

Preuve: Posous (Q,mn) = (X,m) *..ö. (F,n). Le couple (Q,mn) est la classe modulo t
de (F(U m X);t"l,mn). En posant :Fx = :F(xU)xn et Xu = X-I X, on a

ce qui montre que (9, n~n) est egalement la classe modulo t de :Fx(UmXu)~, d'ou la
proposition. D

(4.3) Pour simplifier les enonces qui suivent, on va introduire une fonction Wp,n qui
est une tronquee de la valuation p-adique: Elle associe aun entier z sa valuation p-adique,
si celle-ci est ~ v = vp ( n), et elle vaut v sinon. Notons les trois proprietes suivantes:

a) wp,n(O) = Vj
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b) Wp,n(n + 0') = Wp,n(a) pour tout entier 0';
c) Wp,n(a) < wp,n(ß) implique vp(0') < vp(ß) POUf tous entiers 0' et ß.

(4.4) On va definir des fonctions 'PJ\ 'PT et Pjrn, a l'aide desquelles nous decrirons la
multiplication *.

Fixons des entiers m et j, m 2: 0 et 0 ~ j ~ v.
L'application affine qui associe aun nombre reell 2: 0 la valeur mij + lpi, sera notee

......m
rp j .

On notera rpT l'infimum des fonctions 'PP, 0 ~ j' ~ j.
Lorsque I est un entier ~ 0, tel que rpT(1) verifie w p,n(rpj(1)) ~ j, on designera par

Pjm(l) le polynome de k[X] qui est egal a la classe de

ou

fiod tA[X],

et ~ est donne par p1A = ~te, la somme portant sur les jl tels que cpJl(1) = rpf!l(l). (On
remarque que l'indice d'ordre wp,n(ijl) de (F, n) est regulier, si l'egalite $;:(1) = <pj(l)
vaut.)

Si wp,n(<Pj(I)) est > j, on posera Pjm(1) = O.
On omettra l'exposant m, si m = 1.
Remarquons que, pour tous entiers I 2: 0, m 2: 1, on a <pj(l) = m<pj(1/m), 0 ~ j ::; v,

et p:;n(1) = Pv(l/m) si 1 est divisible par ffi. Cette derIliere egalite permet de definir Pv
pour tout nombre rationnel, en posant Pv(l/m) = p:;n(l). (On verifie facilement que cette
definition est bonne.)

(4.5) Remarque: Pour tout j, 0 ::; j ::; v, et tout entier n~ 2:: 1, le graphe de
cpj(l) est une demi-droite coupant l'axe des ordonnees en l'indice regularise d'ordre j de
(F, n) multiplie par m, et le polynome Pjrn(l) est un polynome additif de k[X), c'est-a-clire
l'application polynomiale de k dans k associee est un homomorphisme de Fp-modules.

Par ailleurs, on verra (cf. 6.10) que l'egalite 'Pv(l) = <p BIA(l) vaut pour tout 1 2: 0,
rp B IA designant la fonction de Herbrancl d 'une extension B / A d6finie par (F, n) (ce1le
ci pouvant se definir aussi pour des extensions non-galoisiennes grace a l'existence d'une
theorie de ramification non-galoisienne (cf. [He])).

Enonc;;ons notre resultat principal.

(4.6) Theoreme: Soient I un entier ~ 1, X un polynome de degre ~ I-I acoefficients
darw S de terme constant 1, et x un element de S.
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LeJ element.! (91-I, mn) et (9" mn) de Ek, tels que

(91-1, mn) = (X, m) *6 (F, n)

et

verifient leJ deux proprieteJ JuivanteJ:
a) Le~ coefficientJ de degrc d de ~1I-1 et de 91 Jont egaux, lorJque d e3t un entier qui

verifie d < <P:p,n(d)(l).
b) Si j e3t un entier, 0 ::; j ~ v, tel que 'fj(l) verifie w p1n ( 'fT (1)) ::; j, I'egalite

vaut.

Avant de donner la preuve de ce theoreme, ce qui se fera au prochain paragraphe,
enonc;ons quelques corollaires eoneernant la multiplication *6.

(4.7) Corollaire: Soit (X, 1) un element de E k . Pour tout entier 1~ 0, noton3 Xl le
polynome forme deJ termeJ de degre ~ 1 de X.

AlorJ, la Juite (91),;:::0 definie par

converge pOUT la topologie U-adique verJ une Jene 9, teIle que

(9, n) = (X, 1) *6 (F, n).

Preuve: A l'aide de la proposition 4.2, on se ramene au cas Oll la serie X a terme
eonstant 1. Par le theoreme 4.6, on a

9, =91-1 lnod U'Pv (1) A[[U]],

lorsque lest un entier ~ 1.
La fonction 11---+ 'fv(I) divergeant vers +00, la suite (9,)1>1 est de Cauehy. Elle admet

done une limite 9 qui est un element de S[[U]]*. -
Soit (B, u) defini par (F, n) relativement a (A, t). Pour tout entier I ~ 0, notons UI

l'uniformisante de B qui verifie U = UI X,(UI), et XI le terme de degre 1de X.
Comme

o= UI .1.",(Ul) - UI-1 X'- 1(UI-l)

= (UI- UI-l)Y(Ul,UI-l) + XIU:+
1
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1-1 0+1 0'+1U -U
avee Y(UI, Ul-l) = L X o I 1-1 ,et que Y( Ul, Ul-l) est une umte dans B, on a UI -

0=0 UI - Ul-l

Ul-l mod m~l, 1nB designant l'ideal maximal de B. La suite (U,),;:::O est done de Cauchy
dans B, et sa limite u' est une uniformisante de B. Les suites (UI X,(U,)),>O et (u I 9,(Ul))I>O
convergeant respectivement vers u' X(u') et u,n 9(u') dans B, on a u- u' X(u') et t
u,n 9(u'), et il resulte de la proposition 2.12 que

(9, n) = (X, 1) *i.l (F, n). o

(4.8) Corollaire: Soit (X, 1) un element de E k dont la serie sous-jacente a terme
constant 1. Notons Xl le coeiJicient du terme de degre I de X, X, le polynome forme de~

termes de degre :::; 1 de X, et (91, n) I'element de E k tel que

(9I, n) = (XI, 1) *ß (F, n).

(On a donc 90 = F.)
Alors, pour qu 'un element (9, n) de Ek verifie

(9, n) = (X, 1) *ß (F, n),

il faut et il suiJit que les deux proprietes suivantes soient verifiees:
a) Le~ termes de degre d de F et de 9 sont egaux, ~i d verifie d < 4'wp ,n (d)(l).
b) L 'egalite

vaut, si j, 1 sont des entiers, 0:::; j::; v et [~ 1, tel~ que w p,n(<Pj(1)):::; j.

Preuve: Soit (9,n) tel que (Q,n) = (X, 1) *ß (F,n). Par le theoreme 4.6, les termes
de degre d de 9, et de 91-1 sont egaux, lorsque d verifie d < <PWp ,n(d)(l), d'ou a) campte
tenu du eorollaire precedent.

Soient j, I des entiers, 0:::; j:::; v et 1~ I, tels que w p,n(<pj(1)):::; j. Le theoreme 4.6
montre que 911 et 91 ont meme terme de degre <Pj(1) si [' > 1, d'ou Pan deduit a l'aide
du corollaire precedent que 9 et 9, ont meme coefficient de degre <P j (1). La propriete b)
resulte alors de la partie b) de 4.6.

Reeiproquement, soit 9 un element de S[[U]] * , satisfaisant aux eonditions a) et b) de
l'enonce. Posans

(9', n) = (X, 1) *ß (F, n).

Il faut montrer que 9 = Q'.
Par ce qui precede, la serie 9' possede egalement les proprietes a) et b). Soit d un

entier ~ 0, et posans j = wp,n(d). On va montrer que 9 et Q' ont meme terme de degre d.
Si d < <pj(l), les termes de degre d de Q et 9' sont egaux grace a la propriete a).
Si d ~ <pj(l), il existe un entier 1~ 1, tel que d = 4'j(1), puisque <Pj est une fonetion

strietement croissante, affine par morceaux de pente ~ 1 et que les pentes des morceaux
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divisent d - tpj(O). La propriete b) montre alors que les termes de degre d de 9 et de 9'
sont egaux. D

(4.9) On designera par so(F, n) le plus petit nombre reell 2: 0, tel que <Pv(l) = <po (I).

(4.10) Corollaire: Soit (9, n) un element de E k qui verifie

UIA[[U]]

pour un entier 1> io(F, n) + so(F, n).
AZor~, (9, n) et (F, n) sont isomorphe8 dan8 la categorie Ek(~)' L'isomorphisme

peut etre obtenu par un morphisme dont la serie sous-jacente e3t congrue d 1 modulo
Ul-io(:F,n) A[[U]].

Preuve: Comme <Pv(so(F, n» = io(F, n) + so(F, n), et que <Pv(l- io(F, n» = l, ceci
est une consequence du corollaire precedent, le polynome Pj(l) etant un monome de de~
1 lorsque I > So. U

(4.11) Corollaire: Dans la categorie Ek(~), (F, n) est iJomorphe d un objet (9, n)
dont Za serie 8ous-jacente est un polynome de degre ::; <PvCSo (F, n» dont tous les terme3
de degre non divisible par p - d l'exception de celui de degre i o peut-etre - sont nul8.

Preuve: Ceci est une consequence immediate des corollaires precedents, le polynome
Po(l) etant un monome de degre 1, lorsque 'Po(l) est premier ap. D

(4.12) Corollaire: Soit (X, m) un element de E k • Notons pour tout entier I 2: 0 par
Xl le polynome forme des terme~ de degre ::; I de X.

Alors, la suite (9J)r~o definie par

converge pour la topologie U -adique vers une limite 9, teile que

(9, mn) = (X, m) *6 (F, n).

Preuve: Remarquons d'abord que l'on ne peut pas se contenter de generaliser la preuve
du corollaire 4.7.

Par la proposition 4.2, on peut supposer que X a terme constant 1.
Fixons un objet (B,u) defini par (F,n) relativement a (A,t), et un objet (C,v) defini

par (X, m) relativement a (B, u). Par le corollaire 4.10, (Xl, m) et (X, m) sont isomor
phes dans la categorie Ek(0) avec 0 = (F,n) *(1,1) ß, si l > io(X,m)+so(X,m). Par



19

o(Q, mn) = (X, m) *6 (F, n).

ailleurs, on peut ehoisir un isomorphisme dont la serie sous-jaeente est eongrue a 1 modulo
U'-io(X,m) A[[U]].

Pour tout entier I > i 0 ( X, m) +oS 0 ( X, m), il existe done une uniformisante vI de C, teIle
que (C, vI) soit defini par (X" m) relativement a (E, u). On a vc(v - VI) 2:: 1- io(X, m) +1,
et (C, vz) est defini par (9" mn) relativement a (A, t).

Par 4.6, la suite (91), est de Cauehy. Notons 9 sa litnite qui est un elelnent de
S[[U]]"'. La suite (Vi)' eonvergeant vers v, vin 9,(VI) eonverge vers vmn Q(v). On a done
t = vmnQ(v), ce qui prouve que (Q,mn) definit (C,v) relativement a (A,t). On deduit
alors de 2.12 que

(4.13) Corollaire: Soient 1 un entier ~ 1, (X, m) et (X ',m) des elements de Ek
dont le3 8erie3 30U3-jacente3 30nt congrue3 modulo U' A[[U]]. P030ns

(9, mn) = (X, m) *6 (F, n) et (Q', mn) = (X I, m )6 (F, n)

Alors, on a
Q' =Q mod Ud A[[U]]

et eoeff(g', d) - eoeff(Q, d) = Pv(l/m)(x),

avec d = m/.pv(l/m) et X = eoeff(X ' - X, l).

Preuve: Pour tout entier I' ~ 0, notons Xl' (resp. X ~,) le polynome forme des termes
de degre ::; I' de la serie X (resp. X'). Pasans

et (g~" mn) = (XII ',m) *6 (F, n).

Le earollaire preeedent et le theoreme 4.6 prauvent qu'avee les notations de l'enanee les
eangruences

mod Ud+1A[[U]] et g~ = g' mod Ud+1 A[[U]]

valent, alors que
mod UdA[[U]]

et eaeff(Q' - 9, d) = Pv(l/m)(x)

par 4.6, campte tenu des formules paUT <pm et pm. o

(4.14) Remarque: Le resultat du corollaire 4.13 a deja ete enonee a langage pres par
Arf [A]. Krasner [Krl] avait obtenu auparavant un resultat semblable pour les polynomes
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d'Eisenstein, en se restreignant au cas m = 1. Son outil technique etait le polygone de
Newton. lls ont aussi deja remarque que l'egalite 'Pv( I) = 'P B/A(l) vaut dans le cas galoisien
(Arf) aussi bien que dans le cas d'un corps residuel fini (Krasner) pour tout I 2: 0, 'PB/A
designant Ia fonction de Herbrand d'une extension B de A definie par (:F, n).

(4.15) Remarque: Le lecteur aura probablement remarque que les corollaires de 4.6
qui ameliorent le resultat d'Arf n'utilise que la partie m = 1 du theoreme 4.6. En effet, si
m est divisible par p, le passage a la limite dans la preuve du corollaire 4.8 ne s'effectue
plus aussi aisement. En particulier, on n'obtient plus un aussi joli resultat que le corollaire
4.8. Avec un petit astuce, il est cependant possible de donner une description partielle
du passage a la liluite quand p divise m (cf. [T]), mais, comme nous n'en donnerons pas
d'application ici, nous n'avons pas voulu y insister.

5. Preuve du theoreme principal

On va prouver d'abord le cas m = 1, en utilisant un raisonnement qui se generalise
facilement. Remarquons que, si on veut etablir le theoreme 4.6 uniquement pOUT m =
1, on peut simplifier la demonstration considerablement, car, en utilisant des arguments
de limite, on peut se restreindre a X = 1. Ces arguments de limite ne se generalisent
malheureusement pas.

(5.1) Posons Y = X +xU' et fixons un entier j, 0 ::; j ::; v. Soit R (resp. S) le reste
modulo t de (:F(U X)~,n) (resp. de (.F(U Y)Y\n)). On a

et

91-1 = (1 +Un 'R) .F(U A);yn -t 'R

=.F(U X) xn +Un R.F(U X)~
91 - .F(U Y) yn +un S:F(U Y) yn

mod tA[[U]]

mod tA[[U]].

On va comparer d'abord les termes :F(U X) xn et :F(U Y) yn, et ensuite les termes un n
:F(U X) xn et un S:F(U Y) yn.

(5.2) Lenlme: Soit a un entier 2: O. On a

avec v' = vp(n +a) et ho = npt,o.

.si vp(d) < v',.
si 0 ::; d < lpv' ,-

"i d - lpv' .- J

mod tA
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Preuve: Ceci est une consequence immediate de Ia congruence

modtA. D

(5.3) On notera 8 j Ia fonetion qui associe aun nombre f{~eI I 2:: 0 Ie plus peti t nombre

s'ecrivant 2+ IpWp,n(-;) avec 2 indice (non-regularise) d'ordre ~ j de (F, n). L'ensemble des

indices 2 d'ordre ~ j de (F,n), tels que 8j(l) =2+ IpWp,n(-;) sera note 1j(I).

(5.4) Lemme:
a) Le~ coefficient~ de degre d de F(U Al;t"l et de F(U y) yn ~ont congrus modulo tA,

lor~que d est un entier < sj(l) qui verifie wp,n(d) ~ j.
b) Si wp,n(Sj (1)) ~ j, I 'egalite

coeff(F(U Y) yn, Sj(1)) = coeff(F(U ;\:) ~,sj(l)) + L hifiXpwp,n(i)

I

vaut avec h i = wn±\I) ' la somme portant ~ur le~ ezement~ de 1j(1).p p,n

Preuve: Soit d un entier ~ Sj(1) qui verifie wp,n(d) ~ j. Ecrivons

d

coeff(F(U Y) yn -:F(U ;t) ~,d) = LIacoeff((X+xu1)n±a - ,Yfl±a,d - a)
0=0

Posons Co = coeff((X+xu1)n±o - ;t"l±o, d - a).
Supposons d'abord que d =f=. Sj(l). Pour etablir Ia partie a) du Iemme, il suffit de

montrer que 10 eo = 0 pour tout entier a ~ O. Si a = d, ou si wp,n(d - a) < Wp,n(n + a),
on a Co = 0 en raison du Iemme 5.2 et de Ia propriete c) de wp,n (cf. 4.3) qui montre que
vp(d - a) < vp(n + a).

Si a est un entier < d tel que fo =f 0 et qui verifie Wp,n( d - a) ~ wp,n(n + a), on a
wp,n(a) ~ j (en effet, wp,n(a) > j impliquerait wp,n(d - a) ~ j, puisque wp,n(d) ~ j, d'ou
wp,n(a) = wp,n(n + a) ~ wp,n(d - a) ~ j, ce qui est absurde), d'ou

d - a < d - 2 () < IpWp,n(O)- Wp,n 0 ,

puisque d < sj(l). On conclut du Iemme 5.2 que Co = O.
Supposons alors wp,n(Sj(l)) ~ j, et posons d = Sj(l). Si a = d, si wp,n(d - a) <

wp,n(n +a), ou si a est un entier < d de valuation wp,n(d - a) ~ wp,n(n +a) qui n'est
pas dans 1j(l) et tel que /0 =f 0, Ie raisonnement precedent reste valable. TI montre que
Co = O. Si a est un element de 1j(1), on a d - a = IpWp,n(O), et on conclut du Iemme 5.2
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t d . 't' d h _pWp,n(ar) E 1 '1' d I (1)e es propne es e Wp,n que Co = oX • n sommant sur es e ements e j ,on
trouve b). D

Le traitement du deuxieme tenne sera nettement plus comp1ique. On se servira d'un
lemme de comparaison des restes modulo t de deux elements de degre n de EA. Les series
'R et Set 1es entiers I et j de l'enonce ci-dessous ne sont pas necessairement ceux auxquels
on vient de s'interesser.

(5.5) Lemme: Soient (9, n) et (1i, n) deux elements de E A dont les series sous
jacentes ont meme terme constant / appartenant aS. Notons 'R et S les restes modulo t de
(9, n) et de ('H., n) respectivement. Soient r, I des entiers ~ 1, etj un entier, 0 ::; j ::; vp(n).

Supposons que

a) coeff('H., d) - coeff(9, d) mod t] n±:e-
d

[e A, lorsque d est un entier, 0 ::; d < r, qUt

verifie Wp,n(d) ::; j ou d ::; lpi,.

et

b) coeff(9, a) =0 mod t1n±rn- ed±l [e A, Zorsque a e~t un entier qui verifie wp,n(a) ::; j
et que d est un entier ::; r tel que 0 < a < d - lpi;

AZors, les coefficients de degre d de S'H. et de n 9 sont congrus modulo tA pour tout
entier d, 0 ::; d < r, qui verifie W p,n (d) ::; j.

Si en outre W p ,n (r) ::; j, et 3i a) est verifiee pour d = r, aZors on a

[~]

coeff(S 'H., r) _ coeff(n 9, r) + L /6+1 x6

6=0

ou Za cZasse moduZo tA de X6 est donnee par

X6t6+1 =coeff(1i, r - on) - coeff(Q, r - on)

si 8 est congru a -1 modulo e, X6 = 0 sinon.

Preuve: Remarquons d'abord que l'inegalite

mod tA,

(1) ]nnted(e ~]~[+1

vaut pour tout entier d. (En effet, on a ] nnted[e = ~ ]n,;ted [ne ~ ~(n + d) = ~ + 1.)

Lorsque d et a sont des entier~, 0 ::; d ::; r et lpi < a < d+n, qui verifient wp,n(d) ::; j
et wp,n(d - a) ::; j, on a

(2) coeff(n, d - a) _ 0 ] r-d±l [
modt n A.
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Fixons UD entier d, 0 ~ d ~ r, tel que wp,n(d) ~ j. On va effectuer une recurrence sur
No: =] d~o: [. La plus petite valeur que peut prendre No: est O. On a alors d - a ::; O. La
congruence est triviale, si l'inegalite est stricte, alors que le terme constant de Rest nul,
puisque celui de Q appartient a S.

Soit N un entier, 1 ~ N ::; ] d-~pj [ et supposons l'assertion pour tout 0', tel que
No ~ N - 1. Soit 0' un entier satisfaisant aux hypotheses de l'enonce ci-dessus et tel que
No = N. Comme coeff(R, d - 0') est le reste modulo t par rapport a S du coefficient du
terme de degre d - 0' de Q+Un R Q, et que

coeff(Q, d - a) =0 ]!.=.!!±.l [+1modt n A,

par l'hypothese b) du lemme et l'inegalite (1), on est ramene a prouver que

coeff(RQ, d - 0' - n) == 0

Pour cela, il suffit de montrer que

coeff(Q, ß) coeff(R, d - 0' - n - ß) =0
] .. -d±l [+1

modt n A,

pour 0 :::; ß :::; d - 0' - n. Or, on a alors ß < d - n - lpi, et il resulte de l'hypothese b) du
lemme et de l'inegalite (1) que

coeff(Q, ß) =0 l ~[+lmodt n A ,

si wp,n(ß) ~ j et ß =I- 0, et de l'hypothese de recurrence que

coeff(R,d - 0' - n - ß) =0

si wp,n(ß) > j ou ß = O.

] ~[+1modt n A,

LorJque d est un entier, -n < d < r, qui verifie wp,n(d) ~ j ou d :::; lpi, on a

(3)

et

coeff(R, d) == coeff(S, d) ].. -d[modt -n- A.

(4) coeff(Q,O') coeff(R, d - 0') _ coeff('H, 0') coeff(S, d - 0:) l~[mod t n A,

pour 0 < a ::; d.
En particuZier, Za congruence

(5)

vaut.

coeff(R Q, d) - coeff(S'H, d) mod t]"~d[A
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Remarquons que la premiere conclusion du lemme est une consequence immediate de
la congruence (5).

On va montrer les congruences (3), (4) et (5) simultanement par recurrence sur Nd =
]~[. "La plus petite valeur que peut prendre Nd est O. On a alors d :::; O. Les congruences
sont triviales, si l'inegalite est stricte, alors que les termes constants de R et S sont nuls,
pmsque ceux de 9 et rt appartiennent a S.

Soit N un entier, 1 :::; N :::;] r~1 [, et supposons les congruences verifiees pour tout entier
d satisfaisant aux hypotheses ci-dessus et tel que Nd :::; N - 1. Soit d tel que Nd = N.
L'ensemble des entiers 0', 0 < a ::; d, est reunion (disjointe) des quatre sous-ensembles
smvants:

E1(d): 0< a < d-lpi et Wp,n(a):::; j;

E 2(d): d -lpj :::; a :::; d et wp,n(a) :::; j;

E3(d): a :::; lpi et Wp,n(a) > j;

E4(d): IpJ < a :::; d et wp,n(a) > j.

Si a est dans EI (d), la congruence (4) est une consequence ünmediate des hypotheses
b) et a) du lemme et de l'inegalite (1). Si a est dans E2 (d) ou E3 (d), la congruence

coeff(g, a) coeff(rt, a) 1!..=M.!.[modt n A

vaut grace a l'hypothese a) du lemme et de l'inegalite (1). La congruence (2) donne

coeff(R, d - a) == 0 }!..=M.!.[modt n A

pour a dans E4 (d). La congruence (4) pour a dans E2 (d) U E3 (d) U E4 (d) est done une
consequence de la relation

coeff(n, d - a) == coeff(S, d - a) ]~[modt n A ,

qui resulte du (3) de l'hypothese de recurrence.
Reste aetablir la congruence (3). Les coefficients des termes de degre d de n et S sont

respectivement les restes modulo t par rapport a S des coefficients des termes de degre d
de Q+Un n Q et de rt +Un Srt. Il resulte de l'hypothese a) du lemme et de l'inegalite (1)
que

coeff(rt, d) =coeff(Q, d)

et du (5) de l'hypothese de recurrence que

mod t] r~d [+1 A,

coeff(n 9, d - n) =coeff(S rt, d - n) mod t} r~d [+1 A ,
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d'ou (3).
La congruence (5) se trouve, en sommant les congruences (4) sur (t, 0 < (t ~ d, et en

y ajoutant la congruence (3) multipliee par f qui est le coefficient du tenne constant de Q
et de H.

Supposons w P 1n ( r) ~ j et l'hypothese a) verifiee pour d = r. On 0 bserve que les
congruences (3), (4) et (5) valent alors aussi pour d = r, les demonstrations se generalisant.
(Les congruences (3) et (5) sont d'ailleurs triviales pour d = r.)

Pour terminer la demonstration du lemme, on va prouver par recurrence descendante
sur 8' que

(6)
[~J

coeff(SH, r - 8'n) _ coeff(RQ, r - 8'n) + tO' L jO-f/+1 xo
0=0'

mod tO'+l A ,

lorsque 0 ~ 8' ~ [~] + 1.
En faisant 8' = 0 dans (6), on trouve en effet la derniere assertion du lemme.
Si 8' = [;.] + 1, on ar - 8'n < 0, et la congruence est triviale.
Soit 8' un entier, 0 ~ 8' < [*] + 1, et supposons la congruence ei-dessus verifiee pour

8' + 1. On a done

[*l
eoeff(S'H,r - 8'n - n) =coeff(RQ,r - 8'n - n) + tO' +1 L fO-o' Xo

0=0'+1

Par l'hypothese a) du lemme et definition de Xo', on trouve

modtO' +2 A.

coeff(1i, r - 8'n) _ coeff(Q, r - 8'n) + xo,tO' +1 mod t S'+2 A ,

ayant ] nt~' n [e ;::: 8' + 2 si 8' n 'est pas congru a -1 modulo e. Les coefficients des termes
de degre r - 8'n de Set de R etant respectivement les restes modulo t des coefficients des
termes de degre r - 8' n de 9 +U n R Q et de 'H +U n S 1i par rapport a S, on conclu t que

[*l
coeff(S, r - 8'n) =coeff(R, r - 8'n) +t O' L fO-O' Xs

0=0'

modtO'+1A.

La congruence (6) se trouve, en multipliant cette derniere congruence par f qui est le
coefficient du terme constant de 9 et de 'H, et en y ajoutant la somme des eongruences (4)
pour (t, 0 < Q' ~ r - 8'n. 0

Pour appliquer le lemme 5.5 ala situation presente, il faudra comparer les series ;th et
.y pour tout entier b ~ O. On va d'abord s'interesser ala valuation p-adique des coefficients
du binome:
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(5.6) Lemme: Soient a et b deux entier3 p03itif3, b ~ a. La valuation p-adique de (:)
e3t egale au nombre de3 retenue3 lor3 de la 30u~traction p-adique de b et a. En particulier,
on a vp((:)) 2: vp(b) - vp(a). L'egalite vautJ si a est p-primaire d'exposant ::; vp(b), et

alors (:) =~ mod pVp (b)-v p (a)+l, en remarquant que ~ e3t bien un entier.

Preuve: Soient

a = ao +alP +... + atlptl et b - a = Co +C1P + ... +Cllp3

I'espeetivement les developpementsp-adiques de b, a et b-a aeoefficients dans {O, ... ,p-1}.
La valuation p-adique de b! est donnee par

vp(b!) = (b - bo - ... - bs)/(p - 1) (cf. (N] page 38).

o

Eu calculant de meme les valuations p-adiques de a et de b - a, on trouve que

Pour tout entier a, °::; a ::; 5, posons do = 1 s'il y a, lors de la soustraetion p-adique de b
et a, une retenue lors de la aeme operation, et do = 0 sinon. Comme b 2: a, il ne peut y

avoir une retenue lors de la seme operation, d'ou ds = O. En posant d-l = 0, on a

pour tout entier eY, 0 ::; eY ::; s. Par suite, la valuation p-adique de (:) est bien egale a
2::=0 do . La deuxieme assertion deeoule immediatement de la premiere.

Supposons que a soit p-primaire d'exposant ::; vp(b). La congruence enoneee pour (:)
est equivalente a

(b) b x
a =~ mod P,

ou mod x designe la congruence multiplicative de Hasse (cf. [Ha] page 35). 01', pour tout
entier a, 1 :::; a :::; a - 1, on a vp(a) < vp(a) :::; vp(b - a) eu raison de la p-primalite de a,

a-1

et done b-~+o =1 luod x p, d'ou la congruence ci-dessus, puisque (:) = ~ TI b-:±(>.

0=1

(5.7) Lemme: Soit b un entier 2: 1, et soient ao, ... , a 3 des entier~ 2: 0 de somme
egale d b. AloTS, pOUT tout entier eY J 0 :::; a :::; 8,

( b ) diviJe
an

b!
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Preuve: Sans perte de generalite, on peut supposer que G = 0. Le lemme resulte alors
de 1'egalite

(5.8) Lemme: Boient b, ades entiers ~ 1. Alors, la valuation en t du coefficient de
degre a de ;th est ~ (vp(b) - vp(a))e.

Preuve: Ecrivons X = L:~~o xaUa. Le coefficient du terme de degn~ a de ;th est egal

la somme portant sur tous les entiers ao, ... , a'-l ~ °de somme b qui verifient al + 2a2 +
.,. + (I - 1)a,-l = a.

Or, si ao, ... , al-l sont des entiers qui verifient les conditions ci-dessus, alors, pour au
moins un indice G, an a une valuation p-adique plus petite ou egale a celle de a, d'oll
1'on deduit a l'aide des deux lemmes precedents que la valuation en t de , m! lest

aO····al-l·
~ (vp(b) - vp(a))e. 0

(5.9) Lemme: Soient a et b des entiers, °~ a ~ lb. Notons p le plus petit entier qui
verifie a < lpp+l. Alors, la valuation en t du coefficient de degre a de Y-;th est minoree
par (vp(b) - vp(a))e et par (vp(b) - p)e.

Si a = IpP, et si b e3t de valuation p-adique ~ p, le coefficient e3t congru a JLxP
P

pP
modulo t(vp(b)-p)e+l A.

Si a < I, le coefficient e~t nul.

Preuve: Ecrivons

Tous les termes non uuls sont de degre ~ I. Comme

coeff(Y' - X', a) = t (~) x'" coeff(X'-"', a -la),

il resulte des lemmes 5.6 et 5.8 que la valuation en t de chaque terme de la somme est

~ sup{vp(b) - vp(a),O}e + sup{(vp(b - a) - vp(a -la))e,O},

ce qui est bien ~ (vp(b) - vp(a))e comme on le verifie facilement.
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L'inegalite a < lpp+l montre que Q' < pp+l, si a - la 2:: o. Par suite, pour 1 :::; Q' :::; y,
on a vp(Q') :::; pet, en raison du lemme 5.6, vp( (;) 2:: vp(b)-p, d'ou la deuxieme minoration.

Supposons finalement a = IpP et vp(b) 2:: p. Alors, vp((:) 2:: vp(b) - p + 1 pour tout
entier Q', 1 :::; 0: < pP, et la congruence enoncee resulte de la deuxieme partie du lemme 5.6.

D

On est maintenant enfin en mesure de comparer les termes un R:F(U :\:');t"l et un S
:F(U Y»)?

(5.10) On notera rj la fonction qui associe aun nombre reell 2: 0 le plus petit nombre

s'ecrivant i'+ (Wp,n(i) - j')ne + lpi' avec j' entier, 0 :::; j' :::; j, et zindice (non-regularise)
de (F, n) tel que wp,n(i) > j'.

L'ensemble des couples (t, j') ci-dessus qui verifient l'egalite z+(Wp,n(i) - j')ne+ lp/ =
Tj(l) sera note Rj(l).

(5.11) Lemme: NotonJ r le pluJ petit deJ deux entierJ rj(l) - n et sj(l).
a) LeJ coefficientJ de degre d de S F(U Y) yn et de R F(U A};t>n Jont congrUJ modulo

tA, lorJque d eJt un entier, 0 ~ d < r, de valuation wp,n(d) ~ j.
b) SuppoJonJ r < Sj(1) et Wp,n( r) ~ j. AZor", l'egalite

coeff(S:F(U y)yn,r) = coeff(RF(U X);t"l,r) + L hi(~f~)Wp,n(i)-i'l/ipjl
(i ,p )

vaut avec hi = pw::n\a5' la Jomme portant sur leJ elements de Rj(l).

[Rappeions que everifie plA = ete
.]

Preuve: On va appliquer le lemme 5.5 a F(U Y) yn et F(U X) ~. Pour cela, on va
verifier dans 1'ordre les hypotheses a) et b), et calculer explicitement les coefficients x 6.

Pour tout entier d, 0 ~ d < r qui verifie Wp,n( d) ~ j ou d ~ lpi, le coefficient de degre
d de F(U Y) yn eJt congru modulo t] n±:e-

d
(e A ci celui du meme degre de F(U .1:);t"l.

Soit d un entier verifiant les hypotheses ci-dessus. Ecrivons

d

coeff(F(U y) yn -:F(U X) X\ d) = L Ja eoeff(yn+o - ;tfl+o, d - 0:).
0=0

Nous allons montrer que le coefficient de degre d - Q' de y+a - ;tfl+a est de valuation
2:] n±:e-d [e en t pour tout entier Q', 0 ~ Q' ~ d, tel que Ja =I O. Par le lemme 5.9, eelle-ci
est minoree par (v p ( n +Q') - vp ( d - Q') )e, et par (v p ( n +Q') - P)e, ou p verifie d - Q' < 1pp+l.
Si d - Q' < 1, le eoefficient est nuI.
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Par suite, il suffit de prouver que taut entier a, °::; a ::; d, tel que Ja i= 0, verifie l'une
des trois conditions swvantes: vp(n +a) - vp(d - a) 2::] n±:e-d[, d - a < 1pwp ,n (a)-} n±:ll- d [±\
ou d - a < I.

Supposons d'abord Wp,n(a) 2:: j+] n±n~-d[. Alors, on a en particulier j < v. Comme
wp,n(d - Q') ::; j ou d - 0:' ~ Ipi, au moins une des deux inegalites ci-dessus est verifiee.

Supposons ensuite Wp,n(a) < j+] n±:e-d[. Notons 'Zl'indice d'ordre Wp,n(ay de (:F, n).
Il verifie wp,n(Z) ::; wp,n(a). On va distinguer trois cas:

Si Wp,n(i) = 0, alors d - a < Sj( I) - 'Z::; 1.
Si] n±:e-d

[ > 1 et wp,n(i) i= 0, alors d-a = r-(r-d)-a < r-((] n±:e-d [-l)ne-n)-Z",
car (] n±:e-d[-l)ne - n ==] n±:e-d[ne - ne - n < r - d. Par definition de r, ceci est majore

par rj(I) - (]n±:e-d[-l)ne - z. Comme Wp,n(Z) > Wp,n(Z)_]n±:e-d [+l ::; j, cette derrnere

expression est, par definition de rj(I), majoree par Ipw(a)-l n±:e- d [±1 Oll par I, suivant que
W t;\ est >] n±r-d[-1 ou pas.p,n\f<) - ne

Si finalement ]n±:e-d[== 1, alors d- a < r -t'::; Sj(I) -t'::; lpWp,n(7) ~ IpWp,n(a) par
definition de S j ( 1).

LOTsque a e.5t un entier tel que wp,n(a) ::; j, Ie coefficient de degre a de :F(U ;\:')..Y"
est congru. d 0 moduIo t ]n±rn- ed±l [e A pOUT tout entier d ::; r qui verifie 0 < (}' < d - zpi.

Soient a et d des entiers verifiant les hypotheses ci-dessus. Notons zl'indice d'ordre
i+ ]n±r~d±l [-1 de (:F, n) si i+] n±r~d±l[-1 ::; v, et posans z= 0 sinon. Comme

n+r-d+1· .
r ::; rj(I) - n ::; z+ (] [-l)ne + Zr - n < z+ r - d + 1 + Ir

ne

par definition de r et de rj(I), on a Q' < d - lpi ::; z:
En paticulier, on peut supposer i' > O.
Ecrivons

a

coeff(F(U ;t');t'", Q') == ~ Jß coeff(;t'"±ß, Q' - ß)·
ß=O

L'inegalite a < z montre que Ja = 0 et que, pour que Jß i= 0 avec °::; ß < a, il faut
wp,n(ß) 2:: i+] n±rn~d±l [. Ceci implique

. n+r-d+l
vp(n + ß) - vp(a - ß) 2:: wp,n(ß) - J 2::] [,

ne

et il resulte de 5.8 que 1'0n a alors

coeff(X"±ß, a - ß) == 0

ce qui prouve l'assertion ci-dessus.

] n±r-d±l[
mod t ne e A,

Les hypotheses a) et b) de 5.5 etant verifiees, la partie a) de la proposition 5.11 est
prouvee.
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Supposons T < Sj(/) et Wp,n(r) ::; j. Remarquons que, sous ces hypotheses, le raison
nement qui prouve l'hypothese a) du lemme 5.5 reste valable pour d == r, si on remplace
l'inegalite du dernier cas de sa verification par

La partie b) de la proposition 5.11 est alors une consequence de l'assertion suivante:

Soit 0 un entier 2: 0, congru a -1 modulo e. Le coefficient de degrf r - Sn de
F(U Y) yn - F(U X);yn eJt congru a

ou hi == pW::ni(,), la Jomme portant Jur leJ eUmentJ de Rj (I) qui verifient (Wp,n( i) - j')e 
1 == 8.

On va comparer les eoefficients de degre T - Sn - 0' de yn+O' et de ~+O' pour tout
entier Q', 0 ::; Q' ::; r - On. Le resultat se trouvera alors en sornmant sur Q', ayant

r-6n

coeff(F(U Y) yn -:F(U ;t');yn, r - 8n) == L /0' coeff(Y+O' - ;r+0', r - 8n - 0').

0=0

coeff(yn+7- ;\;'"+7, r - On - Z) =,«Wp,n (7)-/ t6+1 Xvii mod t6+2 A

par 5.9, en rappelant les egalites p1A == ~te et (wp,n(Z) - j')e == 0 + 1.
Il reste done a prouver que la valuation en t du coefficient de degre T - Sn - Cl:' de

y+O' _ ;yn+o est 2: 8 + 2, si /0' #- 0 et si Q' ne verifie pas les conditions ci-dessus.
Si Wp,n(O') 2: j + 61 1 + 1, on a wp,n(r - On - 0') ::; j, et on peut conclure par le lemme

Supposons d'abord que 0' sbit un indice Tde (F, n) et qu'il existe un entier j' qui verifie
(wp,n(i) - j')e -1 == 8, tel que le couple Ci,j') appartienne aRj(l). Alors, T - Sn - T== [pi'
et

5.9.
Supposons wp,n( Cl:') < j + 6-;1 + 1. Compte tenu du lemme 5.9, il suffit de montrer

que r - 8n - 0' < [pWp,n(O)-~ OU r - On - Q' < l. Notons T l'indice d'ordre Wp,n(O') de
(F, n). On va distinguer trois cas:

Si wp,n(Z) == 0, alors r - On - Q' < sj(l) - z::; [.
Si 0 < wp,n(i) < 611

, alors r - 8n - a ::; rj(l) - n - On -z::; [+ wp,n(Z)ne - n - On < 1.
Si 61 1

::; wp,n(i) ::; j + 611
, alors r - On - Q ::; r - On - z== r - (61 1 ne - n) - z==

Tj(l)- 6:1 ne-z::; 1pWp,n(7)-~ ::; IpWp,n(O)-~ par definition de r et de rj(l). La premiere

inegalite est stricte si Q =1= T, et l'avant-derrnere inegalite est stricte si (2, wp,n(i) _ 6-;1)
n'est pas dans Rj(l). Comme au moins une des deux hypotheses est verifiee, l'inegalite est
stricte. 0
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(5.12) Supposons wp,n(cpj( I» ::; j. Si S j(1) = cPj(1) (resp. r j (I) = cp j(I», on designera
par Pttj (1) (resp. Prj (1» le polynome qui apparait dans la partie b) du lemme 5.4 (resp.
du lemme 5.11). Dans le cas contraire, on pasera Pttj (1) = 0 (resp. Prj (l) = 0).

(5.13) Lemme: Le pluJ petit de8 deux entier" rj(I) et sj(l) e8t egal aCPj(l). Par
ailleurs, I'egalite

vaut.

Preuve: Le plus petit des deux entiers rj(l) et Bj(l) est le plus petit entier s'ecrivant

___ ( ." ") ·1

'/,j" + ] -] ne + Ir
O< ., . '1 < ." < r:: ) 4 .". l' --- ---avec _] ::;]et] _] _v,carwp ,n,1.j" ,J Implque1.jl1=1.jll_t·
COlupte tenu du 1emme 3.16, eeci est bien egal acpj(l).
TI montre aussi que 1'on a ij' = Tj/l + (j" - j')ne avec j" = wp,n(ij'), si ij' n'est pas

regulier. Si ij' est regulier, et si cpj(I) = "'j'(l), on verifie faci1ement que j' = wp,n(ij').
En associant a j' le couple (J'Wp,n(ij,),j'), on definit done une applieation de l'ensemble
des entiers j/, 0 ::; j' ::; j, tels que cPj(I) = epjl(l), dans l'ensemble des couples (z,j'),
formes d'un entier j', 0::; j' ::; j, et d'un indiceTde (:F,n), tels que wp,nW ~ j' et
que t + (wp,n(Z) - j')ne + lpi' soit le plus petit des deux entiers rj(I) et sj(I). On verifie
facilement que cette applieation est bijective.

Le monome qui correspond dans 4.4 aun entier j', 0 ::; j' ::; j, tel que cp j (1) = rpj' (I)
etant le meme que celui qui correspond dans la partie b) du lemme 5.4 ou du lemme 5.11
au eouple (twp,n(ijl),j') (ou a l'indice li' si wp,n(ij') = j'), ceci prouve que .

D

Deduisons finalement le theoreme 4.6:

(5.14) Preuve: (du theoreme 4.6) Campte tenu du lemme 5.13, le theoreme 4.6 pour
m = 1 est une consequence directe des lemmes 5.4 et 5.11.

Supposons m > 1 et ecrivons

d

coeff(:F(Um Y) yn - F(U m
;\:') xn, d) = L Ja coeff(y+a - ~yn+a, d - mo:).

a=O

Les enonces des lemmes 5.4 et 5.11 se generalisent si on remplace Sj par si : 11---+ mTj + 1pi
et Tj par rj : 11---+ mTj(IJm). Le plus petit des deux entiers sj(l) et rj(l) est egal acpj(l)



32

et l'egalite Pjrn = Ps"; +P;; vaut pour les polynomes Ps~ et P::'!' correspondants, d'ou l'on
deduit le theoreme pour m > 1. J J 0

6. Applications aux extensions totalement ramiflees

Nous gardons les notations du paragraphe precedent, et nous nous fixons de plus un
objet (B, u) de la categorie Exttot(A, t) defini par (F, n). Le groupe de Galois de l'extension
B/A sera note G.

(6.1) On posera
G, = {O" E G/VB(O"(U.) - u) 2:: I + I},

lorsque I ~ 0, VB designant la valuation discrete normalisee de B.
Si l'extension B / A est galoisienne, G, est Ie lerne groupe de ramification de l'extension

dans les notations de [Se]. Remarquons que, si on veut generaliser la theorie de ramification
aux extensions non-galoisiennes, il ne suffit plus de considerer les G, (cf. [He] et 6.7).

On montre comme dans le cas galoisien que Ia definition des G, ne depend pas du choix
de u, que Ia suite (G,),>O est une filtration decroissante du groupe G par des sous-groupes
distingues, et que 1'on ~ G, = {I} pour I suffisamment grand.

(6.2) On posera

pour 0 :::; j :::; v, et
P(l) = (Pv(l), ... , Po(l)),

lorsque lest un entier ~ O.
Les applications polynomiales associees a P(l), I 2:: 0, definissent des morphisrnes de

groupe k+ --+ (k+)v+I et k* --+ (k*)V+l respectivement.

(6.3) Proposition:
a} En associant d un element 0" de G, l'image de O'Su) dans k, on definit un morphisme

de groupe de Go dans le noyau de P(O). Par passage au quotient, on obtient un morphisme
injectij GO/GI --+ ker P(O).

b} Soit 1 un entier ~ 1. En aJsociant aun eUment 0" de G, l'image de O'S~~~u dan3 k,
on definit un morphüme de groupe de G, dan3 le noyau de P( l). Par passage au quotient,
on obtient un morphi3me injectij G, / G

'
+1 --+ ker P(l).

c} Suppo~on~ que So = So (.1", n) (tel que defini dans 4.9) soit un entier. Alors, So est
le plus grand entier s, tel que G~ i- {I}, et on a IGsl = Iker Pv(s)l.
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Preuve: Ceci n§sulte de 4.8, en identifiant G au groupe des automorphismes de (:F, n)
dans la categorie Ek(6.) grace au foncteur quasi-inversible de 2.18 . 0

(6.4) Corollaire: Pour que l'exten8ion B/A 80it galoi8ienne, il laut que le8 deux
propriete8 8uivante~ 80ient verijiee8:

a) L 'ab8CiJJe de tout 80mmet du graphe de 'Pu eJt un entier.

b) Le polynome PvC1) e8t 8cinde Jur k, et leJ application~ P(I) et Pu(I) ont meme
noyau, lorJque I eJt l'abJciJ8e d'un Jommet du graphe de 'Pv.

En particulier, G,/G'+1 e~t iJomorphe au noyau de Pv(l), Ji l'extenJion B / A eJt
galoiJienne.

Preuve: Lorsque 1 est un entier ~ 0, notons dv(l) le degre separable de Pv(l). En
ecrivant n = hpu, on voit que dv(O) = h. En notant pour tout entier 1 ~ 1 par j+( 1)
(resp. j _ (1)) le plus grand (resp. plus petit) entier j, tel que 'P v(1) = 'P j (1), on a d v(I) =
pJ+(l)-i-(l), Pv(Z) s'ecrivant sous la forme (Qv(1))(XPi_(I)) avec Qu(l) polynome separable
de degre pi+(l)-j_(l) de k[X].

00

Ayant rrdu(Z) ::; n, on deduit de la proposition 6.3 les inegalites
1=0

00 00 00 00

IGI = rr IG,/Gl+11 ::; rr Iker(P(I)) I ::; rr Iker(Pv(l)1 ::; rr du(I) ::; n.
1=0 1=0 1=0 1=0

Pour que l'extension B/A soit galoisienne, il faut qu'il y ait l'egalite partout. En particulier,
les abscisses s des sammets du graphe de I.(Jv doivent etre des entiers, tels que PvCs) soit
seindes sur k, et, pour taut s, l'egalite Iker(Pv(s»)1 = Iker(P(s)J doit valoir, d'ou le
corollaire. 0

(6.5) Remarque: Le corollaire 6.4 montre que dans le cas galoisien, les abscisses des
sommets du graphe de cpv s'identifient aux sauts de ramification de l'extension B / A, Le.
aux entiers 8, tels que Gß =f:. Gs+1. Du fait que pes) et Pv (8) ont meme noyau, on deduit
directement (le resultat connu) que les sauts de ramification > 0 sont congrus modulo p
(a i o qui est la valeur supplementaire de Hilbert de la differente), car si s i=- i omodp,
l'application Po(s) est injective.

(6.6) Remarques: De la proposition 6.3, on peut deduire des bornes pour le cardinal
du groupe d'automorphismes d'une extension donnee de A. Ces bornes peuvent etre u
tilisees pour estimer le nombre d'extensions non-conjuguees de degre donne de A (cf. [Tl).
(Le nombre d'extensions de degre donne dans une cloture algebrique du corps des fractions
de A a ete determine par Krasner [Kr2].)
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L'exemple smvant montre que la proposition 6.3 et le corollaire 6.4 ameliorent effec
tivement les resultats d'Arf et de Krasner qui n'avaient a leur disposition que la fonction
Pv:

Supposons e = 1, n = 2p3 et p 2:: 5. Soit k le corps de deeomposition de (XP +
X)(XP

2 + X) sur Fp .

Posons
32133F = 1 + up -p - _U2p -2p + U2p -p-l

2
321 2 3 2 39 = 1 +UP -P + -U P - P +u2p -p-I

2
H = 1 + Up3_p2 + U 2p

3
-p-I

On trouve

{

1p3 si 0 ::; 1 ::; 1j

'P3(1) = p3 ~ (I - 1)p2, si 1 ::; 1::; p + 1;
2p3 + (1 - p - 1), si 1 2:: p +1i

{

Xp3 _ XP2 si 1= 1·
2' ,

P3(I) = - XP
2' si 1= 2,3,···,Pi

-XP -X, si1=p+1j
-X, sil=p+2,p+3, ... j

et
si j = 0 ou j = 2.

pour les trois objets (F, n), (9, n) et (H, n). Mais,

{

XP - X pour (F, n)j
PI (l) = -XP - X, pour (9,n)j

-X, pour (H,n)j

et done
Iker P(1)1 = {p, pour (F, n)j

1, pour (9, n) et (H, n).

Des extensions definies par (G, n) et (H, n) ne peuvent done etre galoisiennes, mais, du
corollaire 6.4, on ne sait den dire sur une extension definie par (F, n).

Rappeions brii:wement quelques notions de la theorie de ramification non-galoisiennes.
Pour plus de details, le leeteur pourra eonsulter [He].

(6.7) Notons S1 la fermeture integrale de B dans une clüture algebrique de son eorps
des fraetions.

Nous designerons par E = E(B/A) l'ensemble des A-isomorphismes de B dans S1.
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On posera
E, = {a E E/VB(a(u) - u) 2:: 1+ I},

lorsque 1est un reel 2:: -1, VB designant l'unique prolongement an de la valuation discf{~~te

normalisee de B. Cette definition ne depend pas du choix de 1.l.

Deux plongements a et a' sont dits equivalent8 modulo E" si VB( a(u) - a(u')) 2:: 1+1.
On definit ainsi une relation d'equivalence sur E dont l'espace quotient sera note E / E,.
Remarquons que deux classes modulo un meme E, ont meme cardinal.

(6.8) Proposition: Suppotwns qu 'il exi"te une exten8ion galoisienne totalement ram
ifiee C de A contenant B. Notons m le degre de C 8ur B, identifion8 E a l'en8emble des
A-morphi8me8 de B dans C, et fixon8 une uniformisante v de C.

a) En aS80ciant cl un element a de E l'image de O'~u) dans k, on definit une bijection
de Eo/ E.J.... 8ur le noyau de Pv(O).

b) S~it I un entier 2:: 1. En associant cl un element a de E L I'image dans k de

I'element x de C qui verifie 0'( u)-u = xvi, on definit une bijection
m

de E L / E!..±l. sur le
u m m

noyau de Pv ( ~).

En particulier, les polynome" Pv ( ~) sont seindes sur k, et les denominateur" de8
abscisses des sommets du graphe de <pv divisent m.

Preuve: 11 est clair que les procedes decrits dans a) et b) definissent des applications
Eo/ E.L -+ k* et E.L / E!±1. -+ k respectivement que 1'on notera PI.

N~tons (Q,mn) et (X,m) les eh~ments de Ek qui definissent (C,v) relativement a
(A, t) et (B, u) respectivement. On a done (9, mn) = (X, m) *.6. (F, n). Notons Xo le terme
eonstant de X. Fixons un entier I 2: 0, et un 6lement a de E.L. Notons (X0' , m) l'element

m

de Ek, tel que a(u) = vm XO'(v), XO' le coefficient du terme de degre I de XO" et x celui de
X.

Si I = 0, on a PI(a) = ~.
Si I > 0, on peut ecrire a(u) - u = vm(XO'(v) - X(v)) = vm+ly avec y = XO' - X, d'ou

0'( u) -u = v
m yv' et Pl(a) = xq -x. '

u u Xc

Ayant (9, m) = (XO" m) *.6. (F, n), on deduit de 4.2 et de 4.13 que (Pv(l/m))(~)=
(Pv(l/m))(f) si I> 0, et que (Pv(O))(xO') = (Pv(O))(x), ce qui prouve que Pl(a) est bien
un element du noyau de Pv(l/m).

Comme le cardinal de E est n, et que les classes modulo un meme E L ont toutes le
cardinal[EL j,1'inegalite m

m

CX) CX)

n = lEI = TI IEr!;- /E~ I~ TI Iker(Pv(l/m ))1 ~ n
1=0 1=0

vaut, et elle est en fait une egalite, ce qui montre que 1'application PI est bijective, que les
polynomes Pv ( ~) sont scindes sur k, et que les denominateurs des abscisses des sommets
du graphe de <Pv divisent m. D
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(6.9) L'application

I ~.!. r1

lEe ld(
n 10

sera appelee La Jo nction de Herbrand de l'extension BIA, notee lfJ B / A .

Si 1'extension BIA est galoisienne, elle cOlncide avec la fonetion de Herbrand telle que
definie dans [Se].

(6.10) Corollaire: L'egalite

vaut pour tout nombre reell ~ o.

Preuve: Fixons une extension galoisienne C de A contenant B.
Supposons d'abord que CIA est totalement ramifiee. Notons pour tout entier j,

o~ j ~ v, si le plus petit nombre reel s, tel que IfJv(s) = lfJi(s). Alors, la proposition 6.8
montre que JEII = pi pour si < 1~ si-1, les differentes classes modulo un meme EI dans

E ayant meme cardinal. On en deduit que 'Pv(l) = J; IEdd(, d'ou le corollaire dans ce cas
particulier.

Considerons maintenant le cas general. Comme le corps residuel k de A est parfait, il
existe une existence non-ramifiee Ao de A, teile que CIAo est totalement ramifiee. Comme
l'unique systeme de representants multiplicatifs 50 de Ao contient 5 (cf. [B]), le couple
(F,n) definit un objet (Bo,u) de Exttot(Ao, t), tel que B c B o c C, et l'extension BolB
est non-ramifiee (en fait l'extension BolAo est obtenue a partir de l'extension BIA par
extension du corps residuel). Par ce qui precede, l'egalite IfJvCI) = nIfJBo/Ao(l) vaut pour
tout I ~ o. Par ailleurs, comme les extensions AolA et BolB sont non-ramifiees, leur
fonction de Herbrand est l'identite, et la formule de transitivite que verifie la fonction de
Herbrand (cf. [He]) montre que

-1
IfJB/A = IfJAo/A 0 IfJBo/Ao 0 IfJBo/B = 'PBo/Ao'

d'ou le corollaire. o

(6.11) Remarque: Remarquons que la theorie de ramification non-galoisienne ne
se generalise pas aux extensions totalement ramifiees cl 'un anneau cle valuation discrete
complet dont le corps residuel est imparfait, car de teIles extensions ne se plongent pas
necessairement dans une extension galoisienne aextension residuelle separable Ccf. [De2]).
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7. Invariance des indices d 'inseparabilite

Nous gardons les notations du paragraphe precedent.

(7.1) Theoreme: Le~ indices regularnes de (F, n) et les fonctions 'Pi constituent des
invariants de l'exterwion B/A. fls ne dependent ni du choix de l'uniformisante t de A ni
de la classe d'isomorphie de (F, n) dans la categorie Ek(b.).

Les termes de F correspondant aux indices regularises de (F, n) sont invariants par
isomorphisme unitaire, et ain~i sont le~ polynomes Pi(l), I ;::: o.

Preuve: On a deja prouve que les indices et donc aussi les indices regularises de (F, n)
ne dependent pas du choix de t (cf. 3.10). Par ailleurs, il est clair que les indices regularises
sont invariants par isomorphismes constants. Par la proposition 4.2, on est donc ramene
aux isomorphismes unitaires.

Soit (9, n) un objet de Ek(b.) qui est isomorphe a(F, n) par un isomorphisme unitaire,
et supposons qu'il existe un entier j, 0 :::; j :::; v, tel que les indices regularises d'ordre j
de (F, n) et de (9, n) different. Supposons de plus j maximal pour cette propriete. On a
j < v, puisque les indices regularises d'ordre v sont nuls.

Comme les indices regularises d'ordre j + 1 de (F, n) et de (9, n) coi'ncident, le plus
petit des indices regularises d'ordre j de (F, n) et de (9, n) que l'on notera i est regulier
pour l'objet correspondant. Par suite, on a Wp,n( i) :::; j.

Pour arriver a une contradiction, il suffit de montrer que les termes de degre i de F
et de 9 sont egaux. Or, ceci resulte de la propriete a) de 4.8 et de l'inegalite

Les autres assertions du theoreme sont alors immediates. o

(7.2) Remarque: En generalisant les definitions precedentes au cas d'un systeme
de representants quelconque (Le. non necessairement multiplicatif) contenant 0, on peut
facilement montrer que les indices n~gularises d 'un couple (F, n) qui definit (B, u) rela
tivement a (A, t) ne dependent pas non plus du choix du systeme de representants S clont
lequelles coefficients de F sont choisis. Ceci est surtout interessant, si on veut generaliser
le present travail au cas d'tm corps residuel imparfait, car il existe alors plusieurs systemes
de representants multiplicatifs (cf. [B] et [Tl).

(7.3) Definition: Soit j un entier, 0 :::; j :::; v. L'indice regularise d'ordre j de (F, n)
sera appele l'indice d 'inseparabilite d 'ordre j de I'extension B / A et note i i( B / A).
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(7.4) Proposition: Soit j un entier, 0 ~ j ~ v, notons i (resp. 'Z) l'indice regularise
(re~p. l'indice) d'ordre j de (F, n), et supposons 'Z - i 2:: pi.

a) Si la fonction Pj(l) n'est pas constante nulle sur le corps residuel k, (F, n) est
isomorphe dans Ek(ß) ci un objet (9, n) dont l'indice d'ordre j e~t donne par i + pi.

b) Si 2' = i +pi, et si le polynome (Pj(l))(X) - coeff(F, cpj(l)) s 'annule sur k, (F, n)
est isomorphe dan~ Ek(ß) ci un objet (9, n) dont l'indice d'ordre j est f= 2'.

Preuve: Remarquons tout d'abord que les hypotheses sur i et 2'impliquent que 'fj(l) =
i + pi.

Supposons l'hypothese de a) verifiee. 11 existe alors un element x de S dont l'image
dans k n'est pas une racine de Pj (l), et il resulte de 4.8 que l'indice d'ordre j de (9, n),

(9, n) = (1 + xU, 1) *6. (F, n),

est egal a. i + pi .
On prouve de meme la partie b) de la proposition, en prenant pour x un element de

S dont l'image dans k annule le polynome (Pj(l))(X) -coeff(F, cpj(l)). 0

(7.5) Remarque: La proposition 7.4 montre que la regularisation des indices de
(F, n) etai toptimale. En effet, l'hypothesez- i 2:: pi n'est pas restrictive, car 0 < z- i < pi
entralne Wp,n(Z) ~ j - 1, et zest alors egal a l'indice d'ordre j - 1 de (.1", n). Les autres
hypotheses de la proposition sont toujours verifiees, quitte a effectuer une extension du
corps residuel.

(7.6) Corollaire: Soit j un entier 0 ~ j < v. Notons i l'indice d'inseparabilite
d 'ordre j de B / A si celui-ci est regulier, sinon soit i le plus petit des deux entiers i j(B / A)+
pi et ij-l(BIA).

L 'entier i est caracterise par la propriete suivante:
C'est le plus grand entier j, tel que, lorsque BolA o ~oit une extension obtenue ci

partir de B / A par extension du corps residuel, 1'image de toute uniformisante Uo de B o
dans Bo/m~~j soit de degre d'inseparabilite formelle 2:: pi+l sur AolAo n m'lJ~j, mBo

designant l'ideal maximal de B o.

Preuve: Ceci resulte de la proposition 7.4 et de la remarque apres, compte tenu de la
proposition 3.9. 0

(7.7) Remarque: L'exemple suivant montre que les indices d'inseparabilite sont des
invariants plus fins que la fonction de Herbrand:

Supposons p > 3, n = p2 (en sorte que v = 2), e = 3, et que XP2 - 3X se decompose
Bur k. Posons

et
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On trouve

SI 1 ::; 3;
SI 1 ;::: 3,

et
{

XP2
2 'P2(l) = XP - 3X,

-3X

si 1= 1,2;
si 1= 3;
si 1 ;::: 4.

dans les deux cas. Le graphe de <P2 n'ayant qu'un seul sommet dont l'abscisse est 3 et
le polynome P2 (3) etant scinde sur k, des extensions definies par (F, n) ou (9, n) sont
galoisiennes par la partie c) de la proposition 6.3. Par contre, les indices regularises
d'ordre 1 de (F,n) et de (9,n) different. Les objets (F,n) et (Q,n) ne peuvent donc
etre isomorphes dans E k (.6.). On en deduit deux extensions galoisiennes qui ont la meme
fonction de Herbrand et dont les groupes de Galois sont isomorphes par un isomorphisme

, de filtration, mais dont les indices d'inseparabilite d'ordre 1 different et qui ne sont donc
pas A-isomorphes.

(7.8) Remarque: Remarquons qu'il n'est malheureusement pas toujours possible
de deduire des indices d'inseparabilites de deux extensions consecutives B / A et C/ B les
indices d'inseparabilites de 1'extension C/ A.
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