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o. Remarques preliluinaires

Dans ce rapport qui se veut une introcluction pour non-specialistes, j'essaie cle
clecrire ce qu'on sait - et ce qu'on ignore - des conjectures de Beilinson relatives
aux valeurs speciales aux points entiers de la fonction L d'une courbe elliptique sur
Q. Quelques remarques preliminaires s 'imposent.

D'abord, force est de eonstater que le point de vue des courbes elliptiques
propose ici n'est pas suggere par la nature des conjectures et resultats en jeu, mais
par le desir cle restel' aussi eoneret que possible. En fait, nous verrons a plusieurs
endroits que le formalisme de Beilinson a tendanee it nous faire sortir du cadre des
courbes elliptiques.

Soulignons d'ailleurs que 'courbe elliptique' veut dire ici : 'courbe elliptique
definie sur Q'. Ceci est essentielj car dans toutes les conjectures lnotiviques sur
des valeurs speciales de fonctions L, on traite une variete (plus generalement un
motif) V definie sur un corps de nombres I< par l'intermediaire de sa restriction des
scalaires a Q, R K / QV. Si V est une courbe elliptique, alors R K / QV est une variete
abelienne sur Q de dimension [K : Q], ce qui nous jetterait dans des eaux bien plus
froides que celles du cas des courbes .....

Le cadre des courbes elliptiques sur Q - pour peu naturel qu'il soit - lue
pennet d'eviter dans cet expose le formalisme general et abstrait des conjectures
de Beilinson. Bien sur, le prix qu'on paie est que les diverses methodes presentees
ici sembleront vraiment differentes. Le lecteur interesse pourra se rapporter aux
premiers chapitres du livre [Rapoport, Schappacher, Schneider 1988] pour la theorie
generale. D'autre part, a la fin, on mentionnera brievement quelques resultats
obtenus depuis la redaction de ce livre.

Derniere remarque preliminaire: l'approche qu'on prend ici retrace partielle
ment l'evolution historique des eonjectures dont la version generale et aetuelle est
due a Beilinson.

1. La fonction L

Soit E une courbe elliptique sur Q. La fonction L de E est definie par le produit
eulerien suivant, convergent pour tout sEC, ~(s) > 3/2.

(1.0) L(E, s) = TI Lp(E, S )-1,
P

OU, pour tout nombre premier p de bonne reduction pour E - c'est-a-dire pour
tout p tel qu'on puisse trouver une equation pour E qui, lue modulo p, definit une
courbe non-singuliere Ep sur le corps fini F p - le facteur eulerien en pest donne
par

Nous ne precisons pas ici les facteurs euleriens aux ma1.l,vaises places p - mais voir
(3.4). De meme nous ne definissOns pas ici le conducteur N de la courbe E. C'est
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un entier positif divisible preeisement par les nombres premiers ou E a mauvaise
reduetion.

Posons

On eonjeeture que eette fonetion possede un prolongement hololTIorphe atout le
plan eomplexe satisfaisant a l'equation fonetionnelle suivantc, valable pour tout
sEC:

(1.2) A(E,s) = w A(E,2 - s),

avee un nombre reel w de valeur absolue 1, done: w = ±1.
Cette eonjeeture est eonnne preeisement dans les eas ou on sait que L(E, s)

est la transformee de Mellin d'une forme modulaire parabolique sur r o(N). Ceei
s'exprime de fa<;on geometrique eu disant que E est parametree par une eourbe mo
dulaire Xo(N). C'est-a-dire qu'il existe une applieation non-eonstante 4>: Xo(N) ---+

E definie SUT Q. On eonjeeture, d'apres Taniyama et Shimura, que toute eourbe
elliptique sur Q admet une teIle parametrisation, et, d'apres 'iVeil, cette eonjec
ture deeoulerait de eertaines proprietes analytiques - dont l'equation fonetionnelle
ei-dessus - de eertaines fonetions du meme type que la fonction L(E, s).

Nous supposerons par la suite que E soit parametree par une courbe modulaire
Xo(M). Nous disposerons done du prolongement analytique de L(E, s); mais cette
hypothese nous pennettra aussi de faire certaines constructions 'll1odulaires' ....

Choisissons en fait pour M l'entier positif minimal pour lequel une parametri
sation 4>: Xo(lvJ) ---+ E existe. Alors on sait, d'apres une longue suite de travaux
dont le plus recent est du a Carayol [Carayol 1983], que c'est le conducteur de E:
M=N.

2. Le centre de symetrie

Le but des conjectures de Beilinson relatives a E est de predire, a un facteur ra
tionnel non nul pres, la valeur L (r) ( E, n) de la premiere derivee non nulle de la
fonetion L(E, s) eu taut entier 8. Le premier point qui vient a l'esprit - et dans
un sens le plus eritique - est s = 1, le centre de symetrie de l'equation fonction
nelle. Or, l'ordre r de L en s = 1 aussi bien que la valeur L(r)(E, n) fant l'objet
des conjectures de Birch et Swinnerton-Dyel·. Ce 'point central' s = 1 est aussi
traite par les conjectures generales de Beilinson. ~1ais il en represente un cas limite.
C'est d'ailleurs la raison pour laquelle les adaptations necessaires dans le cadre de
Beilinson pour traiter le point eentral ne sont que brievement mentionnees dans
[Rapoport, Schappacher, Schneider 1988]. Soucieux de presenter les conjectures de
Beilinson a l'etat pur, nous laisserons de meme de cote le point s = 1 dans la suite
de cet expose.
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3. En sortant du centre

Eu dehors du centre s = 1, 1'equation fonetionnelle (1.2), jointe a la convergenee du
produi t euIerien (1.0) aux entiers > 1, determine deja l'ordre de L(E, s) aux points
entiers: L(E,n) i= 0 pour n 2: 2 et L(E,m) = 0 i= L'(E,m) pour ra ~ O.

Le premier eouple de nombres qu'il s'agit de caracteriser aun multiple rationnel
pres est done

(3.0) L'(E,O) et L(E,2).

Bloch - voir [Bloch 1978] - a formuIe et developpe la conjecture de Beilinson
relative a ces valeurs.!

D'apres Bloch, on conjecture que les nombres (3.0) sont lies ades regulateurs
de certains elements du groupe I\2(E). Nous ne reprenons pas la definition de
ce I(-groupe de Quillen. 2 Mais nous allons en voir quelques elements. Pour le
moment, disons simplement qu'on construit une application 'n~gulateur' sur I<2(E)
que nous ecrivons de fat;on un peu nai've en choisissant une differentielle non nulle
W E HO(E, n1 ) definie sur Rj

(3.1)

Le folklore du sujet dit que le noyau de l'homomorphisme r w est pnkisement
1(2 (E)torll. 3 Donc, si ]\2(E) est de rang 1 modulo torsion - cf. la conjecture
[Bloch 1978, p. 512] -, alors l'image de rw serait un reseau dans R. Tensoriser par
Q en ferait une Q-droite dans R, dont on conjecture que c'est l'unique Q-droite
dans R qui contient w1L'(E,0), Oll

(3.2)

est la periode reelle de la differentielle choisie.
En fait, le rang cle ](2(E) ne vaut pas toujours 1, i.e., n'est pas toujours

egal a l'ordre clu zero de L(E, s) en s = O. Ceei a ete remarque par BIoeh et
Grayson [Bloch, Grayson 1986], a 1'aide de calculs sur ordinateur, POUf eertaines
eourhes elliptiques. Pour comprendre ce qui se passe, il faut considerer de plus pres

! Avant on savait interpreter des valeurs speciales de la fonetion zeta d 'un corps
de nombres de fa<;on [(-theorique, grace au travail de Borel [Borel1974] - cf. aussi
les eonjeetures de Lichtenhaum.

2 L'article fondamental reste, bien sur, [Quilien 1973].
3 L'analogie avec le cas des eorps de nomhres est souvent appropriee. lei on peut

se souvenir de l'application logarithmique sur les unites d'un corps de nombres qui
definit son regulateur. - Cf. la note suivante.
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l'arithmetique de la eourbe E. Eerivons une partie de la suite exaete de loealisation
[Quillen 1973, §7, Prop. 3.1] du modele regulier E relative a sa fibre generique E :4

(3.3)
a-Il ßUI{~(t'p) -+ K 2 (t') -+ K 2 (E) ~ p U](; (t'p) -+ (torsion 7)

p p

lei, le premier terme est de torsion et les eonjeetures generales de Beilinson im
pliquent que le dernier terme est reduit a. son sous-groupe de torsion. Mais les
groupes K; 5 des fibres speciales du modele regulier se calculent explicitement, mise
apart la torsion: ](; (Ep ) 0 Q est non nul si et seulement si E a mauvaise reduction
multiplicative deployee en p. Autrement dit, si la reduction Ep en pest une courbe
singuliere avec UD point double dont les droites tangentes sont deja definies sur le
corps F p, non seulement sur F p:l. Dans ce cas on trouve Lp(E, s) = 1-p-~ de sorte
qu'on a

(3.4)

Les Conjectures de Beilinson relatives aux nombres (3.0) s'enoneent alors COlume
ceel:

3.5 Conjecture.

(i) dimQ ](2(E) 0 Q = 1.

(ii) T w (!(2(t') 0 Q) = W1.L'(E, 0) Q.

4. ProblE~l11es de ](-theorie

En essayant de traiter cette eonjecture on se heurte a deux difficultes eontradictoires
: d'une part on ignore si ](2(E) (9 Q est un espace veetoriel de dimension finie;
d'autre part on a du mal a construire explicitement des elements non nnls dans cet
espace.

Le premier probleme est le plus difficile. Posons] = HO(E, !(2)1](2(Q), 011
!C2 est le faisceau (de Zariski) sur E associe au prefaiseeau qui a un ouvert U de E
associe K 2 (r(U, OE». On sait gnice aRaskind [Raskind 1984] - le cas considere
ici remonte en fait aBloch - que, pour tout entier n > 0, le groupe ] In.] est fini.

4 Voici l'analogie avec le cas d'un corps de nOlnbres k: dans ce cas, le ](-groupe
correspondant a ((k, 0) et res~=l (( k, s) est ](1, et on a ](1 (k) = k*, mais ](1 (Ok) =
0k: les unites, qui donnent le regulateur usuel.

5 Ce sont les groupes analogues aux ](-groupes, mais definis en termes de lnodules
coherents au lieu de modules projectifs. Les theories ](' et ]( coineident sur les
schemas reguliers. - Pour ealeuler les ](~ (Ep ), on se sert de devissages du type
indiques dans [Quillen 1973, §7, n° 3]. TI s'avere que, a torsion pres, on obtient
l'homologie du graphe dual de E.
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De plus - voir [Soule 1985] - on sait que HO(E, K2) ® Q == !(2(E) ® Q. Par
eonsequent, ](2(E)/n!(2(E).K2(E)tor$ est fini, pour tout n > O. Mais eeci ne veut
pas eneore dire que !(2(E)/!(2(E)tor$ est de type fini. Faudrait-il eonstruire une
espeee de 'hauteur' sur !(2(E) ..... ?

Quant ala eonstruetion d'elements de !(2(E) ® Q, on dispose apresent de deux
methodes differentes: soit on travaille 'sur la eourbe elle-meme', soit on utilise la
parametrisation modulaire. Chaque fois qu'on a ainsi eonstruit des elements non
nuls dans K 2 (E) ~ Q, on eherche a eomparer leurs regulateurs a L'(E, 0) selon 3.5
(ii). On parle alors du probleme de demontrer une conjecture de Beilinson faible
relative au sous-espaee des elements construits. Bien sur, si l'on savait delnontrer 3.5 '.
(i), toutes ees conjectures faibles seraient equivalentes entre elles, et a la eonjecture
3.5 (ii) tout entiere.

5. COllstructioll d'eleUlents de K2 (E) 'sur la courbe E'

Cette premiere methode pour se donner des elements de ](2(E) s'appuie essentielle
ment sur les points de torsion de E. 6 En fait, pour tout d > 1, on construit une
application

(5.0)

ou Q[Ed]O est le Q-espace veetoriel des diviseurs a eoefficients rationnels sur E qui
sont dejini.'J sur Q en tant que diviseuTs, de degre zero et a support dans les points
de d-torsion de E.

Nous donnerons une esquisse de 1a eonstruetion de ed dans le nUlnero suivant.
Pour l'instant, earaeterisons ~d par l'applieation T w 0 ~d.

Rappeions que Wl est la periode reelle de w. Choisissons W2 tel que r == ~
ait une partie imaginaire y = CJ:(T) positive et tel que le reseau L = Z + Zr C C
soit le reseau rendant (CI L, dz) isomorphe a (E, ~) sur C. Naus utiliserons des
notations (legerement modifiees) de [Weil 1976, chap. VIII] :

(5.1)
y

A(L) ==-,
7r

,x-x;:y
("x)==exp( A(L) ).

Pour taut diviseur a == L:XEC/L ax(x) sur E(C) et tout entier v ~ 0, on pose a10rs,
pour taut s tel que ~(s) > ~ + 1:

(5.2)

6 Les seuls exemples que je connais d'elements non nuls de ](2(E) obtenus a
partir de points d'orclre innni de E s'inspirent d'une construction de R. Ross 
voir [Ramakrishnan 1989b, Que.5tion 8], [Mestre, Schappacher 1989, 1.3.3]. Cette
methode oe semble marcher que pour quelques eourbes tres exeeptionnelles.
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Pour sEC quelconque, les valeurs de ces doubles series de I(ronecker sont definies
par prolongement analytique.

Avee ces notations, les elements de Q[Edt s'identifient sur C ades diviseurs
a eomme ci-dessus sur E(C) ""'J ClL. On normalise alors ede telle fa~on que, pour
tout a = L:d.x=OaX(x) E Q[Edt, on ait

(5.3)

Cette methode nous donne done la eoujeeture de Beilinson faible suivante (utiliser
l'equation fonetionuelle (1.2) pour traduire (3.5) (ii) eu un enonee en s = 2) :

5.4 Conjecture. Paur taut d > 1 et taut a E Q[Ed]O; si e(a) E [(2(&) 0 Q ~

](2(E) ® Q, alors

Pour rendre eette eonjeeture vraiment explicite, il faut pouvoir decider :

(5.5) Pour quel a E Q[Ed]O, l'element e(a) de [(2(E) 0 Q appartient-il a
K 2 (E') 0 Q ?

(5.6) Pour quel a E Q[Edt, la serie ](1 (0, a, 2) est-elle non nulle?

La reponse eomplete a la premiere question est donnee par une formule eal
eulant les symboles moderes 8p de (3.3) a. un facteur non nni pres. Voir [Bloch,
Grayson 1986], [Mestre, Schappaeher 1989, 1.5.1 et 2.5.1] et [Schappacher, Scholl
19**]. La formule depend des degres des restrietians de a aux eomposantes irredue
tibles de la fibre speciale &p et fait intervenir le troisieme polynome de Bernoulli.

Eu ce qui coneerne (5.6), [(I (0, a, 2) ne devrait pas s'annuler 'sans raison'.
Malheureusement il y a en general de tres fortes raisons qui fareent la plupart des
J{1 (0, a, 2) a etre nulles. Eu effet, la fouetiou x 1---+ K 1 (x' , x, 8) est impaire. Done,
si le diviseur a est invariant par x 1---+ -x, alors ](1 (0, a, 2) = O. 01', si l'image de
Galois par l'action sur les paints de d- torsion Gal (QIQ) -----+ Aut (E d) eontient -1,
cette invarianee est foreee par le fait que a est defini sur Q.

Cette condition sur l'image de Galois est souvent satisfaite. Elle vaut syste
matiquement pour tout d > 1, des que l'image de Gal(Q/Q) dans Aut(Etor ,,) =
GL2(Z) est aussi grand que possible, e'est-a-dire d'indice deux - par exemple, si
E est la eourbe 97A,7 diseutee dans [Serre 1972, exemple 5.5.6].

7 On eite parfois des eourbes par le nom qui leur est donne dans la "Table 1" de
[Modular Functions ... IV].
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6. Definition de ~

Une partie de la suite exacte de localisation de E par rapport ason corps de fonctions
rationnelles Q(E) s'ecrit :

(6.1) U J(2(Q(P)) ---> J(2(E) ---> J(2(Q(E)) 8=lLap U Q(Pt ---> J() (E)
peE peE

Ici, Q(P) est le corps de definition du point P de E. D'apres un theorelne de
Matsumoto, on a, pour tout corps P,

(6.2) ](2(P) ~ F* ®z P* 1(1 ® (1 - I) I 1 E P - {O, 1}).

De plus, si Fest un corps de nombres, alors ](2 (F) est un groupe de torsion. On
obtient donc une injection !(2(E) ® Q '--+ ](2(Q(E)) ® Q.

Dans 6.2, le 'symbole' dans ](2(F) correspondant a f ® gest note {f, g}. Le
symbole modere 8p est donne par la formule bien connue

(6.3) f ordp(g)
8 ({f }) = (_1)ord p (f)+ord p (g) (p).

P , 9 gord p (f)

Alors l'application ~d se construi t en termes de symboles {f, g} E ](2 ( Q(E) ).
Etant donne a E Q[Ed]O, choisissons des fonctions /, 9 E Q(E) de diviseurs (/) =
da, resp. (g) = 2[([2(0) - Ed.y=O (y )}. Par un lemme de Bloch [Bloch 1980, p.
8.6f], [Deninger, Wingberg 1988, Lemma 5.2], quitte amodifier le symbole {!,g} E
](2(Q(E)) par l'addition d'un symbole du type {h, c}, h E Q(E)*, cE Q*, on tombe
dans !(2(E) ® Qj c'est 1'element ~d(a) recherche.

Le n§gulateur sur ](2(Q(E)) @ Q est normalise pax la regle: si </>, 'IjJ E Q(E)
avec (4)) = I:px(x), ('I/;) = I: qx(x), alors

(6.4) r.,({q",p}) = -~W) A(L? I>xqy J()(O,x - y,2).
x,y

Ceci mene a la formule (5.3) ci-dessus (noter que les {h, c} ont un regulateur nul).
Remarquons que, si d, e > 1, alors on a

(6.5)

7. Prelnier Cas: Courbes a nlultiplications c0111plexes

Dans ce cas, la conjecture faible 5.4 a ete demontree par Bloch, cf. [Bloch 1978],
[Bloch 1980]. Un expose de cette demonstration du point de vue des conjectures
generales de Beilinson se trouve dans [Deninger, Vvingberg 1988]. Une presentation
ala fois elementaire et tres raffinee a ete donnee par Rohrlich, [Rohrlich 1987]. Voici
son resultat.
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7.1 Theoreme. {Rohrlich 1987} Soit E une courbe elliptique sur Q telle que
EndjQ E soit isomorphe a un ideal 8 = Z +Zr du corps quadratique imaginaire ](.
Alors pour tout choix de fonctions Q-rationnelles sur E: !, 9 E Q(E) a support
dans Etor~, on trouve que

rw ( {I, g})
-

w1L'(E,0)
L (ord x!) (ordyg) a(x - y),

x,yEEtor ,

avec des nombres rationnels a(x - y) qui ne dependent que de l'orbite de (x, y) E
E tors x Etor~ sous l'action diagonale de Gal(Q/Q) et qui peuvent etre calcules
explicitement en termes du caractere de Hecke X de!( correspondant aE. De plus,
pour un choix convenable de !, 9 E Q(E), on trouve que rw ( {I, g}) =I=- O.

On demontre ee resultat graee au fait bien eonnu - du a Deuring - que la
fonction L d'une eourhe elliptique clefinie sur Q amultiplieations eomplexes par !(
(clefinies sur Q) est une fonetion L de Hecke clu eorps !{ : L (E, s) = L(X, s). Et
la fonction L d'un earactere de Heeke de !{ s'eerit eomme eombinaison lineaire de
series de Kronecker - c'est un exerciee sur la theorie du eorps de classes de !(.

Notons qu'une eourbe a multiplieations eomplexes a partout bonne reduetion
potentielle - son invariant j est entier -, done n'a jamais reduction multiplieative.
Par consequent, a dans 3.3 est identiquement zero et la question 5.5 a une reponse
triviale.

Le eas des eourbes a multiplications eomplexes est done tres favorable a la
methode du §5 poue se donner des elements de !(2(E). Rappeions quand men1e, du
cote negatif, qu'on ne sait ni la finitude de dimQ !(2(E) 0 Q = di'1nQ ](2(E) 0 Q,
ni si les symboles {I, g} eonsideres dans le theoreme engendrent un Q-espaee fini.

8. Le cas general

Les eourbes sans multiplieation eomplexe sont beaueoup moins bien adaptees a la
methode du §5 - aussi bien pour des raisons theoriques qu'a eause de l'insuffisanee
de nos connaissances actuelles.

D'abord nous avons deja remarque a la fin du §5 qu'il peut tres bien arriver en
general que les images de toutes les applications ed ne eontiennent que des elelnents
de regulateurs zero. La methode du §5 ne IlOUS donne donc pas de conjecture faible
non triviale.

Supposons done pour le reste de ee numero que l'aetion de Gal(Q/Q) est
suffisanunent petite pour au'il existe des r w 0 ed d'image non nulle. Alors, si E
n'a pas de multiplieation complexe, on ne sait pas demontrer la eonjeeture 5.4 
exception faite des rares eas Oll une comparaison de l'image des ed aux eh~lnents

donnes par la methode modulaire est possible: voir §10 plus loin. Toutefois on a
des resultats numeriques tres convaineants, dus aBloch et Grayson [Bloch, Grayson
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1986].8 Bien sur, ces calculs de quotients

y2 ](1 (0, a, 2)
L(E,2)

ne peuvent jamais demontrer que ce sont des nomhres rationnels des que a(~d(a» =
O. Mais le fait que Bloch et Grayson trouvent systematiquement et avec une ex
ceHente precision des fractions sans factenr premier surprenant est tres rassurant.
Tout ce qu'on peut demontrer sur ordinatenr est que certaines series ](1 (0, a, 2)
sont non nuHes.

TI est interessant de remarquer que ces verifications numeriques sont aussi un
test, du cote des series de I(ronecker, de la conjecture suivante, consequence formelle
de 3.3 et 3.5,(i) :

(8.1)

En fait, comme on ne calcule que des elements de la forme ~d(a), le test est meme
plus fin :

Le phenomfme des 'relations exotiques'

La differenee la plus importante entre le eas general et celui des eourhes amultipli
cations eomplexes est l'ecart entre ](2(&) ~ Q et ](2(E) (9 Q, decrit selon 3.3 par le
symbole modere a. Le eomportement de asur les elements de la forn1e ~d(a), joint a
la conjecture 8.1, predit donc la dimension du Q-espace engendre par les ed(a). On
eherehe alors nmneriquement un nombre correspondant de dependances lineaires
sur Q entre les nombre reels ]{1 (0, a, 2). On appelle parfois relations exotiques ees
relations lineaires entre series de !(ronecker forcees par le symbole modere a, et non
expliquees par la seule dimension conjectnree de l'espace amhiant ](2(E) ® Q.

9. Construction Inodulaire d'elements de ](2(E)

La deuxieme methode pour se donner des elements de ](2(E) repose sur l'hypothese
- que nous avons faite vers Ia fin du §1 - que E est parametn3e par une eourhe
modulaire. La methode est due a Beilinson [Beilinsan 1985] - pour les details on
renvoie a [Schappacher, Scholl 1988]. Voici l'idee principale.

Dans la eonstruetion de eau §6, on faisait appel a un lemme de Bloch qui
pennettait de relever des symholes de ](2(Q(E» a ](2 (E). En general, ce lemme
s'applique a une eourbe (projeetive lisse) X sur un eorps F et des fonetions ra
tionnelles /, 9 E F(X) dont les diviseurs sont a support dans un ensemble XOC> de
points de X (F) tels que, pour tous x, Y E X 00, le diviseur de degre zero (x) - (y)

8 En preparant notre travail [Mestre, Sehappaeher 1989], Mestre et moi avons
refait quelques-uns des caleuls de Bloch et Grayson, et aussi traite d'autres eourhes.
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soit un point de torsion de la jacobienne Jac(X). Alors quitte amodifier le symbole
{f,g} E K 2 (F(X)) par un symbole du type {h,c}, h E F(X)*,c E F*, on peut le
relever dans 1{2(X) 0 Q.

On applique ce lemme aux courbes modulaires X = X(r) relatives aux sous
groupes de congruence r de SL2 (Z), avec pour Xco l'ensemble des pointes. Cet
ensemble satisfait l'hypothese du lemme d'apres le theoreme de Manin et Drin'feld.
Les fonctions f, g seront alors celles dont les diviseurs sont concentres aux pointes,
autrement dit, ce sont des unites modulaires.

Soit done X = X(r) une eourbe modulaire avec r ~ r o(N). Par consequent
on a un morphisme propre 4J : X ---+ Xo(N) ---+ E. Pour ce genre de morphisme,
cP. : !(2(X) --t K 2(E) existe. Appelons P le sous-espace de !(2(E) 0 Q engendre
par tous les elements de la forme 4>.({f, g}), ou f, 9 sont des unites modulaires
sur X(r) et r decrit les sous-groupes de eongruence de r o(N). Alors Beilinson
demontre le

9.1 Theoreille. (i) rw(P) = WI L'(E, 0).
(ii) P ~ 1(2(&) 0 Q.

La demonstration part de la formule qui definit le regulateur d'un symbole {f,g}.
La voici, a un faeteur normalisant * pres qu'il est inutile de preeiser iei.

(9.2) rw({f, g}) = * r log Ifl (dg
) /\ </>·w.

}X(C) 9

Cette formule est generale, c'est-a-dire qu'elle est aussi valable dans le cadre de
l'application ~ construite au §6. Le fait qu'elle se traduit alors en une combinaison de
series de I(ronecker se demontre soit par une analyse harmonique - voir [Deninger,
Wingberg 1988] - soit par d'autres astuces analytiques - COlnlne l'analogue de la
methode cle Rankin et Selberg evoque dans [Rohrlich 1987].9

Pour deduire 9.1 (i) de la formule 9.2, on interprete le terme log Itl comme
une serie d'Eisenstein non holomorphe et le terme d log 9 eomme le eonjugue COffi

plexe cl 'une serie d 'Eisenstein holomorphe. Cette derniere se decompose selon des
earaeteres de Diriehlet pairs X, et l'integrale qui en reStI1te se lit finalement camme
une convolution de Rankin-Selberg. Elle donne, a quelques facteurs moins essentiels
pres, le produit L(E 0 X, 1).L(E,2) clont le premier terme eorrespond a la periode
WI' - Nous renvoyons a [Schappacher, 8eho111988] pour tous les details.

La demonstration de 9.1 (ii) etait insuffisante dans [Beilinson 1985] et est
donnee dans [Sehappacher, Scholl 1988, §7].

I

9 Pour ramener les expressions trouvees par Rohrlieh aux series de I<:ronecker
que nous utilisons, il faut eneore faire intervenir l'equation fonctionnelle des doubles
series de I(ronecker [Vveil 1976, p. 80, fonnule (32)].
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10. Comparaison entre les deux types de construction d'elenlents de
K 2 (E)

Ce qu'on sait demontrer dans eette direetion est tellement pietre qu'il eonvient a
peine d'y eonsaerer un numero de ce rapport. Le probleme est que les points de
torsion de la eourbe E utilises dans l'approehe du §5 ne se ramenent que tres exeep
tionnellement aux pointes de Xo(N). Plus exaetement, soit P un sous-schema en
groupes fini de E defini sur Q. Afin de comparer directelnent rw(eIPI(a)), pour
tout a E Q[P]O, au regulateur d'un element convenable de P, il faudrait que
c/>-l(p) ~ X oo

. Mais eeci n'arrive presque jamais : le degre de Xo(N) --. E
eroit deja plus vite avec N que le nombre des pointes.

Quelques exemples DU une comparaison peut quand meme etre effectuee se
deduisent de eertaines eourbes involutoires convenables : voir [Mestre, Schappacher
1989,1.6]. Le premier exemple, particulierement simple, est la eourbe E = X 1 (11)
clont la torsion rationnelle est identique a l'ensemble des pointes. lO Sur ordinateur
on verifie que ](1 (0, a, 2) f 0 pour un choix eonvenable de a a support dans les
points rationnels de E. Xl (11) est done une des rares eourbes E sans multiplication
complexe pour lesquelles on sait demontrer la conjeeture 5.4 pour les diviseurs
a E Q[E(Q)tor,,]o.

En general, trouver de tels exemples revient a deffiontrer qne eertaines intersee
tions de groupes de congruence sont eneore des sous-groupes de congruence. C'est
souvent un probleme epineux.

11. Generalisation du theorelne nlodulaire.

Dans [Beilinson 1986], Beilinsan demontre une 'conjecture de Beilinsan faible' pour
les courbes elliptiques (parametrees comme toujours par une courbe modulaire)
relative a tous les nOlnbres L'(E, m), L(E, n) avee m ::; 0, n ;::: 2. Pour comprendre
la difficulte de la chose, il faut savoir d'abord que les eonjectures de Beilinsan lieut

L(E, n) aux regulateurs sur K~(l_l)(E), la partie graduee de poids n par rapport a
la filtration I sur ](2(n-l)(E). Pour n > 2 cet espaee vectoriel est de nature assez

differente de K 2(E) ® Q = ](~2)(E): les indices superieurs et inferieurs n'etant plus

les memes, on sort des ](-groupes 'a Ia Milnor'j ](;Zl-l)(E) n'est plus engendre par
des 'symboles', i. e., par des elements obtenus par cup-produit apartir de K l . Aueun
analogue des methodes qu'on a vues plus haut n'est done directement applicable
aux K -groupes en question.

Le remede est de passer aune variete auxiliaire V ~ E de dimension teIle que

l'homomorphisme de Gysin 'lf;* aboutissant a l(~(~_l)(E) provienne d'un K-groupe
'symbolique' de V. Les varietes utilisees par Beilinson sont les varietes de I(uga
Sato d'ordre n - 2 attachees aux eourhes modulaires X --. Xo(N) ~ E camme

10 Noter que, pour la comparaisan, il n'est pas suffisant de savoir que les pointes
engendrent Ia torsion rationneIle.
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ci-dessus :
der

V = A Xx ... Xx A,

ou A est la courbe elliptique universelle au-dessus de X - on peut supposer N > 3
- et on prend n - 2 fois le produit fibre. Alors V est de dimension relative n - 2

sur X et donc sur E, et 1/;. : !(~~~~~~»(V) ~ !(~(l-l/E). Les fonetions sur V
qui remplacent les unites modulaires du theoreme 9.1 sont encore celles dont les
diviseurs sont coneentres au-dessus des pointes de X.

C'est Scholl qui a recemment etendu la demonstration de Beilinson a toutes les
valeurs aux points entiers (non centraux) des fonctions L de formes modulaires f
de poids 2:: 2. Une des difficultes de base de ce travail etait de definir un vrai lnotif
(au sens de Grothendieek, decoupe par des cycles algebriques ... ) dont la fonction
Lest L(f, s). - Cf. [Scholl 1989].

Notons en passant que, en dehors de s = 0, S = 2, il n'y a conjecturalement pas

de difference entre !<;(l_l)(E) et !(;(l-l)(C), Ceci decoule d'une suite analogue it
3.3 et de conjeetures sur la !(-theorie de schemas sur les corps finis.

12. Le theoreme de Deninger.

Dans [Deninger 1989], Deninger demontre une conjecture de Beilinson faible pour les
eourbes elliptiques amultiplications complexes relative ataus les nombres L'(E, m),
L(E, n) avec m ::; 0, n 2:: 2. Sa methode est plus ou moins analogue it celle
du §5, mais s'inspire aussi du travail de Beilinson mentionne ci-avant. En fait au
lieu des varietes de I(uga-Sato utilisees par Beilinson, Deninger considere le motif
Sym2n

-
3E. La cle de sa demonstration est l'obsenration selon laquelle les multipli-

cations complexes permettent de definir un morphisme de motifs Sym2n - 3E ~
Hl (E). En fait un des ingredients de la definition de 1/; est l'application

idE X .;J:;; : E x E ~ E,

ou !( est le corps des multiplications complexes de E et l'element ..;;IK E !( est
identifie a un endomorphisme de E. ~ Pour un peu plus de details sur la methode
de Deninger, le lecteur peut consulter l'expose introductoire [Deninger 1988].

Mentionnons que la methode s'etend assez naturellement a toutes les fonctions
L de Hecke des corps quadratiques imaginaires.

13. Generalisation du travail de Bloch et Grayson.

Si l'on veut generaliser le travail de Deninger aux eourbes elliptiques sans multipli
cation complexe, on ne se heurte pas seulement aux difficultes ~ dejit monstrueuses
~ rencontrees lors du passage du §7 au §8, mais l'absence d'un morphisme 7.j; comme
ci-avant change assez fondamentalement les regles du jeu: Comme on ne peut plus
redescendre a la courbe elle-meme, on est amene a comparer de fa~on numerique
les valeurs speeiales L(Sym k E, k + 1) ades determinants de valeurs speeiales de
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series de I<:ronecker. lei des obstruetions provenant du symbole symbole modere
resurgissent eomme au §8, et on deeouvre numeriquement des 'relations exotiques'
entre series de I(ronecker.

Ainsi on a verifie dans [Mestre, Schappacher 1989], pour un eertain nornbre de
eourbes E sans multiplieation complexe, que

[(0(0, a, 2)) E L(S 2 E 3) Q
[(0(0, b, 2) ym,

si les diviseurs a, b E Q[Etor,,]O eehappent aux obstructions provenant du symbole
symbole modere - obstructions qui se calculent par une formule analogue a eelle

mentionnee au paragraphe suivant 5.6, mais qui fait maintenant inteI'veniI' le
quatrieme polynome de Bernoulli. Le fait que le I'egulateur est devenu un vrai

determinant tient ace que la dimension du [(-groupe en question, [(~3)(Sym2E)z,
est conjecture d'etre 2, tout eomme l'ordre du zero de L(Sym2E, s) en s = 0.

Au §8 on etait amene a supposer que l'action de Gal(Q/Q) est suffisamment
petit paur admettre des r w 0 ed d'image non nulle. Maintenant, le fait qu'on veut
avair un determinant non nui a l'aide de diviseurs qui echappent aux obstructions
provenant du symbole symbole modere impose des conditions plus severes. Ainsi on
demontre dans [Mestre, Schappacher 1989, 3.4] que, cl Q-isomorphisme pres, i1 n 'y
a qu 'un nombre fini de courbes elliptiques E sur Q d 'invariant j non-entier, munies
d'un point rationne] T d'ordre fini, telles qu 'il existe des diviseurs a, b E Q[(T)r
qui qui echappent aux obstructions provenant du symbole symbole modere et teis

d ' (!(2(O, a, 3) Ko(O, a, 2)). u1
que et ](2(0, b, 3) ](0(0, b,2) SOlt non-n .
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