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REVETEMENTS DE COURBES ELLIPTIQUES A MULTIPLICATION
COMPLEXE PAR DES COURBES HYPERELLIPTIQUES
ET SOMMES DE CARACTERES

F. LEPREVOST et F. MORAIN

REESUME. Soil. p un nombre premicr impair et y(z) le symbole de Legendre. Nous considérons les
sommes de caractéres I n (A, B) = 3 x(x(#*® — Az" + B)) et Apn(A, B) = 3, v((#*" — Az™ +
B)) pour A, B et n entiers. Nous ¢tudions les propriétés de ces somnes et en donnons quelques
valeurs particulitres. Dans le cas n = 2, nous utilisons des revétements de courbes elliptiques &
multiplication complexe par des courbes hyperelliptiques pour évaluer I'p2(#, 1}. Nous appliquons
ces résultats & Palgorithme ECPP.

. INTRODUCTION

Dans cet article, p désigne un nombre premier impair et y(z) le svinbole de Legendre. Soit
P(X) =3 a4 X" un polyndme a coeflicients dans Z, de degré m, i.e. ap, # 0. On pose

p=1 p—1
5.7 = Y xtP) =Y (H2)).
=0 =0
Pour les valeurs de m < 2, les résultats sont connus. Pour m = 0, S,(P) = px{ag); pour m = 1,
Sp(P) =05 pour m =2, S,(P) = —x(a2) si ptad — dagag, et (p— 1)x(az) sinon.

Quand m = 3 ou m = 4, les calculs sont intimement liés aux propriétés des courbes elliptiques el
en particulier aux propriétés liges i la multiplication complexe. Dans le cas des courbes elliptiques
a multiplication complexe définies sur @, il est possible d’évaluer ces sommes en fonction de la
représentation de p par des formes quadratiques (voir par exemple [16] et les références citées).

Quand m > 3, les résultats sont partiels. Les cas les plus étudiés sont ceux des sommes de
Jacobsthal

p—1
O, u(0) =Y x(z(a® + )
r=0
ct les sommes reliées :
p—1
Wy, k(a) = Z,\'(ryk +a).
=0

Nous renvoyons a |4, 13, 14, 20] (et les référcnces qui y sont données) pour cela. Des sommes
analogues aux somuies de Jacobsthal ont été calculées dans Fp2 par Berndt et Evans |3]. Brewer a
considéré des sommnies reliées & la suite des polynémes de Dickson (voir section 2}.

Dans ce travail, nous introduisons les sommes de caractéres

Fon(A, B) = S,,(‘-\'(Xz" —AX" 4+ B)), A,u(4,B)=S5,(X*" - AX™ 4+ B)
ol A et B sont deux entiers et n un entier positilf (nous nous autoriserons aussi dans la suite &

considérer les sommes "5 (A, B3) avec A et B rationnels, du moment que les nowmbres premiers p
considérés ne divisent pas les dénominateurs de A et B3).

Date: 27 octobre 1995,
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Dans la section suivante, outre la démonstration d’un lemme sur les sommes de caractéres,
que nous utilisons pour établir des résultats concernant les sommes 'y, et Ay, nous rappelons
un résultat de Brewer donnant une formule close pour I'y2(5Q, 5Q%) dans le cas ot p admet la
décomposition p = a? 4% = u? + 502, avee «, b, u, v des nombres entiers relatifs, 1y est également
rappelé quelques-unes des propriétés importantes de la théorie de la multiplication complexe ef celle
des fonctions de Weber. En particulier, si /7 est une courbe elliptique a multiplication complexe par
un ordre @, de conducteur m d’un corps quadratique imaginaire K = Q(v/—=D) de discriminant
—D, et d’équation y* = f(z), on peut évaluer Sp(f) en fonction de la représentation de p sous la
forme dp = U? + m?2DV?, oi U et V sont des entiers vérifiant des conditions de normalisation. La
recherche de ces conditions de normalisation est I'un des buts de ce travail.

La décomposition p = a® + b? = «? 4+ 50? traduit le fait que p se décomposc dans le corps
biquadratique Q(v/=1, v/5), qui est le corps de classe du corl)s (|ua(]ratiqne Q(v-20). Il est donc
naturel de chercher un lien entre la conrbe d’équation y? = z(2* — 5Qz? 4+ 5Q?) et une courbe &

multiplication complexe par 'anneau des entiers de Q(+/—20).

Dans cet esprit, nous nous concentrons ensuite sur le cas F‘,,g(B 1). Dans la section 3, nous
montrous, lorsque 8 # £2, que la courbe Cy d’équation y? = 2{z" — §2? + 1) est de genre 2, ct que
sa Jacoblcnne est nsogéne au produit de deux LOll[bCS elliptiques g et £y, d’équations respectives

2= Py(z) = z(x? 442 + 2 — 0) et y? = z(2? — 42 + 2 — §). Nous montrons que si 8 prend des
valeurs particuliéres s’exprimant comme fraction rationnelle en une des fonctions de Weber pour
un nombre complexe z donné, alors 75 a pour invariant j(z). Nous en déduisons, dans la section 4
le résultat suivant:

Théoréme 1. Soit p un nombre premier impair et 8 un élément de F,, différent de 2. Alors

Fp2(8,1) = (14 X(=1))5,(F).

La section 5 applique ce théoreéme aux courbes IZ5 & multiplication complexe, quand le nombre
de classes de @, est égal & 1 ou 2. En particulier, nous obtcnons des {ormules closes pour certaines
valeurs rationnelles de 8 des guantités I',2(f,1) en fonction de la représentation de p par une
forme quadratique de discriminant —m?D. Nous en tirons également une nouvelle démonstration
de formules connues pour ®, 4(x). Dans le cas ot D = 20 (avec O, = O, Iordre principal de nombre
de classes 1, = 2), on a # = /5, et les travaux de Brewer permettent de donner une formule close
pour la somme de caractéres S, (X (X 2+4.X+2-/5)). Nous concluous cet article par des remarques
sur les cas [ impair ou h, > 2, et les applications i 'algorithime de primalité ECPP [1].

2. PRELIMINAIRES

Le but de cette section est d’abord de faire des rappels sur les sommes de Brewer, la multiplication
complexe et les fonctions de Weber. Ensuite, nous donnons un lemume trés général sur les sommes
de caractéres que nous utiliserons ensuite pour prouver des résultats sur les sommes 'y, et Ay .
Nous donnons également quelques propriétés élémentaires des sommes Iy, ,,.

2.1. Les sommes de Brewer.

2.1.1. Définition el propriétés Soil Q un entier non nul. Les polynﬁmesAde Dickson V,(X, Q) sont
définis par (cf. [19]) Vo(X,Q) = N, Q)= X ct pourn > 2:

V(X Q)— X Vet (X,Q) = QVams (X, Q).

l.es premiéres valeurs de cette suite sont :
Vo(X,Q) = X% - 2Q,V4(X,Q) = X3 - 3QX,
Vi(X,Q) = X7 —4QX24+20%, V5(X,Q) = X° - 5QX°+5Q%X.
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Ces polynoémes jouissent de propriétés particulieres dans de multiples domaines (voir la référence
citée). On pose A, (Q) = Sp(Va (X, Q). Les valeurs de A, (1) pour L < n < 5 sont calculées dans
[7) et Ap5(Q) dans [8]; un lien entre A, ,(Q) et Ap2,(Q) a été donné dans [24] et appliqué & la
détermination de A, ,(Q) pour » = 6 et n = 10. On consultera [12] et [4] pour des extensions de
ces travaux a certaines valcurs de n < 18,

2.1.2. La somme A,5(Q). Notons que Aps(Q) = Ip2(5Q,5Q%. On rappelle alors les résultats
suivants |7, 8]:

Théoréme 2. Soil p un nombre premier s’écrivant p = a® + b2 = u? 4 502 avec a, b, u, v entiers
relatifs (le signe de u sera fizé ci-dessous). Celu équivaut ¢ p = r mod 20, avec » € {1,9} . On
suppose « = 1 mod 4 et on pose €90(p) = +! si p = 1 mod 20 et —1 s1 p = 9 mod 20. Soit Q un
entier.

St x(Q) = +1, soit m une racine carrée de @ modulo p; on «

Aps(Q) = { 0 si @ = 0 mod 5;

—dux(m)eqo(p) siu=amod?5, a0 mod 5.
Si x(Q) = =1, on suppose que b= aQP= 1 mod p; on a

_J 0 si & Z 0 mod 5;
Aps(@) = { —dugqp(p) siwu=bmod5,a=0mod5.

2.2. Rappels sur la multiplication complexe. On pourra consulter [11] (et éventuellement [6]
et [10]) pour les résultats qui suivent.

Soient 12 un entier positif, K = Q(v/—D) le corps quadratique imaginaire de discriminant —D
(ce qui veut dire que D =0 mod 4 ou D =3 mod 4 avec D/4 ou D sans facteur carré), O l'ordre
principal de K, et m un entier. On s’intéresse aux nombres complexes z vérifiant une des équations

D41
2242+ BI_._AL =0
(avec dans ce cas m* D = 3 mod 4) ou
2y r112l D ~ 0

{avec ici m2D = 0 mod 4). On note @, ordre de conducteur m ainsi engendré et hi, son nombre de
classes (notons que si m = 1, alors O, = O). Le corps de classe de O, est le corps K; = Q(z, j(2))
otl j est invariant modulaire. Le nombre j{z} est algébrique de degré ,, de polynéme minimal
sur Q noté H,(X). Sim =1, on notera H, = Wp.

Notons Q la forme quadratique (1,1, (m2D + 1)/4) dans le premier cas et (1,0, m20D/4) dans le
second, A laquelle z est naturellement associé. Alors p > 3 est représentable par @ si et senlement
si p se décompose dans K, ou encore H,(X} a une racine modulo p.

Soit /2 une courbe elliptique & multiplication complexe par O, définic sur Q(j(z}) C K.. Soit
Oy lanneau des entiers de K. Supposons que p se décompose dans K, et soit B un idéal au-dessus
de (p) dans K., et donc Oy /B ~ F,. On a alors (voir par exemple [10, Theorem 14.16})

Théoréme 3. On suppose que 5 a bonne réduction modulo B et on note I la courbe réduite. Alors
il existe m dans O, lel que p = Nk, g(m) et #E(F,) = Nko(m=1). £n outre, E est & multiplication
compleze par O,. Réciproquement, toule courbe elliptique définie sur F, a mulliplication complere
par O, est oblenue de cette fagon.

Quand ce théoréme s’applique, on peut écrive = :_(U 4+ mV/=D}/2 avec U et V éléments de
Z.On aalors p = Ngg(r) = (U2 + m?DV?) /4 et #E(F,) = p+ 1 - U. On en déduit facilement,
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que si Péquation de £ est y? = J(2), alors
Sp(f) = -U.

En normalisant B, il est possible de calculer une équation de E. Ces calculs ont &té explicités dans
le cas on h, = 1 (cfl. [16] pour une bibliographie des travaux dans ce domaine), et nous verrons a la
scction 5.2 comment nos résultats fournissent la normalisation cherchée quand D = 20. Ce résultat
sera appliqué a Palgorithme ECPP dans la section 6.1.

2.3. Les fonctions de Weber. Notous 7 la fonction de Dedekind

n(z) = exp(2irz/24) H(l — exp(2irnz))
n=1
* (= + 1)/2) (:/2) (22)
—inj2a 2+ 1)/% n(z/: M2z
f(z) = ein/2 fi(2) = f2(2) = V2
( a@ =R = Ve g
les fonctions de Weber. Elles vérifient entre autres I'identité

f(2) fi(2) f2(2) = V2.

Soit y2(z)} la racine cubique de j(z), qui est réelle sur iR,. On a |28, §54, p. 179]

Théoréme 4. Les racines de Véquation 2 — yo(z)x — 16 = 0 sont f(2)8, —f,(2)%, —f2(2)%.

Soit f une des fonctions de Weber. D’aprés le théoréme précédent, f(z)** appartient a unc
extension cubigue de Q(j(2)). Dans certains cas, on a un résultat meilleur |28] (voir aussi |26]):

Théoréme 5. Soil z un nombre algébrique vérifiant az® +bz+c¢ = 0, avec a entier, =D = H? —4dac,
et =D différent de =3, -4, -7, ~12, ~15, —16. ST D =0 mod 4, alors

Qf(z)*) = QU(2)) sia+b+c=0mod2,b=0mod 2,
Q(f1(2)*) = Q(i(z)) sic=0mod2,b=0mod 2,
Q(f22)*) = Q@(2)) sia=0mod2,b=0 mod 2.

SiD # 0 mod 4, les fonctions de Weber engendrent le corps Q(z, §(2)).

2.4. Un lemme général sur les sommes de caractéres. Le lemme qui suit est implicite dans
plusicurs des références citées dans U'introduction.

Lemme 1. Soit P(X) = 3" a- X" un polyndéme & coefficients entiers (am # 0). Alors
Sp(P(X?) = Sp(P(X)) + S(X P(X)).
Soit P*(X) = X" P(1/X) le polynéme réciproque de P. Si m est impair, on a
Sp(X P(X)) = Sp(PH(X)) = x(am)-
Sim est pair, on a
Sp(P(X)) = S5,(P7 (X)) + x(a0) — x(ttm).

Démonstration : On écrit

p—1 p—1 p—1
P =S MPE) =Y 5 MP) = S (+x(elx(P) = S(PLX)14S,(X PO,
z=0 =0 y=22 modp =0

ce qui prouve la premieére formule.
Supposons m = 2n + 1. Alors

p—1 p-1

SpXPX) = 3 x(aP(e) = 3 x(@2™ 2P (1/2)) = S,(P*(X)) = X(tm).

r=1 x=1
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Sim=2n,0na

p—1

Sp(P(X)) = x(ao) + Y x(@** P*(1/2)) = $,(P* (X)) + x(a0) — x(t).0

r=]

2.5. Quelques résultats sur les sommes I'p, et A, ,. Notons («a,b) le pged de deux entiers
naturels « et b. L'objet de cette section est de démontrer les résultats suivants :

Proposition 1. Pour p > 2, A el B enliers, on a
(1) Tpo(A,B)=0;
(i1) Up (0, B) = ®, 20 (B);
(ii1) Apan(4, B) = Dpn(A, B) 4 Tyn(A, B)
(iv) si (p—1)/(p—1,n) est impair, on a Tp o (A, B)=0;
(v) pour tout a, Upn(2a,a®) = =% _n_, x{&).
Démonstration : Les deux premiers points sont évidents. Le point (iii) est une application du lemme

1. Pour démontrer le point (iv), posons d = (p—1}/(p—1,n) et k = (p—1)/d. Soit g un générateur
de F,,. On écrit:

p—1
Pon(A, B) = > x(g' (97 = A(g") + B)).
=1
Comume lordre de g™ est d, il vient
d
Lo, B) = (14 X(0%) + x(6™) + -+ x(g™ %) 37 (6™ — Ag™ + B).
=1

Si d est impair, k est pair ct il y a autant de termes égaux a 1 et & —1 dans la premiére somme,
donc elle est nulle et le résultat en découle.
Pour le point (v), on a

1

Ppn(20,0%) = 3 x(e(a” = a)) = 3 xa)=—- Y x(x).0

0 #a rt=n

w
[

B
Il

Nous utiliserons souvent le résultat suivant :
Proposition 2. Pour tout A ¢l B, on a
Py n{Am™, Bm®™) = x(m)[, . (4, B).
et son corollaire:
Corollaire 1. Si B = %" mod p avec f € F,, alors 'y 1 (A, B) = x(B™)0,n(A/8%,1).

Les valeurs de I',; ne sont pas toutes connucs. Il est clair que p+ 1 — ', 1 (A, B) compte le
nombre de points sur la réduction modulo p de la courbe £ : y? = w(x? — Az + B). Quand £
est & multiplication complexe par un anneau d’entiers de corps quadratique imaginaire de nombre
de classes 1, on peut évaluer ces sommes en fonctions de la représentation de p par une forme
quadratique (voir [16] et les références citées ; voir aussi la section 2.2).

L.e reste de Particle traite essentiellement des sommes I'y2(#,1) avee 8 dans F,. Notons que
Papplication du corollaire 1 permet d’en déduire les valeurs de I, o(A, B) avec A/VB = 6. T
outre, nous supposerons dans la suite que 8 # 2 car application de la proposition 1 nous fournit
Dpa(2,1) = -1 — x(=1).
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3. L.A courBE Cy

Notons, pour 8 € C, fp(x) = z(a? - 0% + 1) et Pp(X) = X{X?+4X +2 - 6). Nous montrons
ici le

Théoréme 6. Soit § # £2 un nombre complexe. Alors la courbe Cy d’équation
y* = Fo(z)
est de genre 2. De plus, soient Eg el Ey les courbes elliptiques d’équations

Ep @ ¥Y? = X(X?2+4X+2-6),
Ep + Y2 = X(X?—4X+42-9).

Alors la jacobienne de Cy est isogéne @ I2g x Ej sur Q(0), et ¢ EZ sur Q(i,6).

Notons en effet wy = % et wy = % une base de Q19(Cy), I'espace des formes différenticlles
de premieére espéce de Cp. Le calcul montre que les images réciproques des diflérenticlles de pre-

miére espéce, w = %"— et w = df}-, des courbes Ejp et 5 par les morphismes ¢ ct $ de Cy sur,

respectivement, I5g et [, définis par:

et
@ Yy
z,y)=12-0)—F5,2-8)—-= ),

sa = (-0 - 0 )
sont

(W) = —wy — wo ef P (W) = wy — we.
Elles sont indépendantes et engendrent Q19(Cy). Par conséquent, la jacobienne de Cp est Q(6)-
isogéne a 55 x Ej. Comme £y et [5 sont isomorphes via application (X,Y) — (=X, 1Y), la
jacobienne de Cy est Q(4, f)-isogene a E3. O

Une application directe d’un théoréme de Shioda et Mitani (|25, p. 296] ou |27, p. 271]) établit le

Corollaire 2. 51 I5y est 4 multiplication complexe, la jacobienne de Cy est isomorphe & un produit
de courbes elliptiques.

Remarque: Les courbes de genre 2 munies d’'un automorphisme différent de Finvolution hyper-
elliptique, comme c’est ici le cas pour Cp, cet automorphisme étant (z,y) — (—z,iy), ont été
classifiées par Bolza (cf. [5]).

On cn déduit alors le résultat annoncé dans Pintroduction :

Théoréme 7. Soit £ = C/{Z + TZ) une courbe elliplique d’invarviant j(r). Alors I2 adinel un
revétement par la courbe de genre 2 d’équation y? = x(z* — 022 + 1) ot 0 est [un des nombres

() + 2° f(r) = 2° fo(r) = 2°

GRS NGEEEE ()P 20

Oy(r)=2 Oq(r) =2

sij #1728, et
14 fr(i)*" =20

N24 _ 96
5 :@2(,j)=gw—2

AOEE

stnon.
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Deémonstration: Yaprés le théoréme précédent, si 8 #£ £2, la courbe elliptique Fg admet un re-
vétement. par la courbe Cp, qui est de genre 2. Or /2 est isomorphe & £y si et seulement si leurs
invariants modulaires sont égaux, i.e.

64(36 + 10)°

(6 -2)%0+2)
Comme 6 # £2, il existe A # 0 tel que 8 = 2(A% 4 1)/(A% = 1). Ecrivant j(r) = 72(7)3, on doit

résoudre:

j{r) = j(Fe) =

64 (4% - 1)°
72(7—)3 = ( A3 )
ou encore
(40)? - 7o (T)(dA) = 16 = 0
et on utilise alors le théoréme 4. O
Corollaire 3. Soit = un nombre complexze associé i un ordre O, de K. Alors la courbe d’équation
y? = Pp(x) ot 8 est Pun des nombres ©(z), ©,(z) ou Oq(z), est & multiplication compleze par Q.

4, DEMONSTRATION DU THEOREME 1

Soit # un éléement de Fy, dilférent de 2. On a

p—1

Sp(Fo) = D x(Fo(w)) = x(Fo(1)) + Y x(Fa(e)).

=0 z#1
Notons G/(z) = (x — 1)[(2— @)a® + 2(6 + 0)x +2 — §). Pour = # 1, 0n a:

2
A+ 12 64
G v —1 = (R:—- .1)6'11'9(1‘)1
p—1

Sp(Fa) = x(Fa(1)) + 3 x(Gla?) = x(Fo(1) + M(G(0) + 3 (G,

n#t z=1

si bien que

en remarquant que G(1) = 0. D’aprés le lemme 1, on a

p—1 p—1 p—1
Z NG (@) =) v(G() + ZX(Q:G’(I)).
=1 r=1 =1
De plus, ¥ = =G, et le lemme 1 implique également,
p—1 p—1
> x(G (@) = x(=1) Y_x(G(z).
=1 =1
Par conséquent,
p—1 p—1
X(G (%) = (L4 x(=1) D x(G(=)),
=1 =1
donc, comme G(0) = — (1), on a

Sp(Fe) = (1 + X(=1))5p(G) = (1 4 x(=1))55(#4).0
Le théoréme 1 permet de connecter deux somines de caractéres. Les résultats que nous allons en
déduire sont de deux types. Le premier est, celui ol nous savons évaluer la somme «elliptique».S, (Fp)

et donc nous en déduisons la somme «hyperelliptique»[', 5(8, 1). L’autre type correspond au calcul
en sens inverse.
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5. APPLICATIONS AUX CAS DBES COURBES A MULTIPLICATION COMPLEXE

Dans la suite, Iy sera toujours a multiplication complexe par un ordre @, d’un corps quadratique
imaginaire K, z le nombre complexe associe & ;. La courbe 5 est donc définie sur Q(j(z)). Re-
marquons que /25 a nécessairement un point d’ordre 2 dont I’abscisse est dans le corps de définition.
A chaque fots que I’on peut appliquer le théoréme 5, on sait que /g et C sont définies sur QUi=)
Nous nous limitons au cas h, < 2.

5.1. Cas ou h(Q,) = 1. 1l y a 9 ordres principaux de nombre de classe 1 et 4 non principaux.
Les courbes elliptiques associées sont définies sur Q(j(2)) = Q. Dans 7 cas, une des fonctions de
Weber, f, est telle que f(2)*' € Q. Le théoréme 5 ne s’applique pas directement, mais on trouve
|28, Tabelle VI| les valeurs qui nous intéressent !. Dans certains cas, on a utilisé la formule

H(2)fa((2 + 1)/2) = e7/¥V2.

On donne dans la table 1 les valeurs des discriminants, conducteurs des ordres aiusi que les valeurs
correspondantes de 6.

D|m z IAVIES 6

3L (-1+vV=3)/2|f| =-2" | -10/3
302 V-3 fl 28 10/3
411 i fl| 26 —-14/9
4|2 2 fil 20 14/9
T 1| (=14+v=7)/2|5| -1 |-130/63
712 V=7 £ 212 130/63
8 |1 V-2 fi| 28 0

TABLE 1 -

On peut en déduire des résultats sur les sommes I’y 2(8, 1). Notons que le calcul de I’y 5(—8, 1)
se fait a I’aide de la proposition 1, une fois connue la valenr de I'p 5(8, 1).

5.1.1. Le cas D = 3.

Théoréme 8. Soit p=1mod 12. On pose w = (=14 /=3)/2. Le nombre p se décompose sous la
forme nT avec 1 = a + bw, ou encore p = a® — ab+ b*. On suppose que a = 2 mod 3, b= 0 mod 3.
On pose

&= 2(p=1/3 niod 7.
(On remarque que € € {1,w,w?}.) Alors
Lp2(=10/3,1) = 2(&r + &7).

Démonstration: Le changement de variable (z = 4X ~4/3,y = 8Y) montre que E_,g3 est iso-
morphe a la courbe d’¢quation ¥? = X® — 1/3% On utilise alors |15, Théoréme 4 p. 304], qui nous
donne

Sp(X3 = 1/3%) =&r 4 €7,
Le résultat en découle. O
Exemple. Prenons p = 181 = 112 — 11 x 15+ 152, On trouve 2(P=1/3 = 48 mod p, ce qui conduit
Al =wlet [,(—10/3,1) = —52.

1. Notons que la valeur de |, (24) est erronée: la valeur correcte est 8'/% et non 8'/2,
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5.1.2. Le cas D = 4.

Théoréme 9. Soil p = 1 mod 4. On peut écrire p = u? + v%, avec v = 1 mod 2, v = 0 mod 2 et
w—v=1modd. Alors
[p2(=14/9,1) = —=4x(3)n.
Démonstration: La courbe [i_,4/9 est isomorphe & la courbe Y%= X3 - 1/35X via (z = 36X -
4/3,y = 6°Y). On utilise par exemple |15, Théoréme 5 p. 307] pour évaluer d’abord :
S,(X3—1/35X) = —2x(3)u
el le résultat en découle, O
513. Lecas D=17.
Théoréme 10. On écrit p = u? + Tv%, avec u = 1,4,2mod 7 si p = 1,9,11 mod 14. Dans le cas

ot p=1mod4, pt63, on a
[p2(=130/63,1) = =4 x(21)u.

Démonstration : L’équation de F_y39/63 est :
256
== $2+4$+.—)
63
ol encore
¥t = a(2? + 2ex + ]1‘2(:2)
avec ¢ = 4/21. On applique alors le théordme de [23] qui nous donne directement

'S‘p(P—l3O/63) = =2x(c)u = —2x(21}u
et le résultat suit. O

5.1.4. Le cas D = 8.

Théoréme 11. Soit p =817+ 1 = c? 4+ 2d%, c = —1 mod 4. Si B est un résidu octique modulo p,
alors

bpa(B) = Tp2(0, B) = 4(=1)"c.
Si B est un résidu quartique, mais pas un résidu octique, alors

@, 4(B) = Tp2(0, B) = —a(-1)"c.
Démonstration : L’équation la plus générale d’une courbe & multiplication complexe par Z{/~2]
(voir [21]) est

y? = a(a? — 40z + 207
pour laquelle la somme de caractéres correspondante vaut (cf. |22])
Sp(X (X2 — 49X 4 20%)) = =2y (9) (-1)Fe.

Il suffit de constater que la courbe Ey est isomorphe & la courbe précédente avec J = —1.
Si B est un résidu octique, le corollaire 1 s’applique et le résultat du théoréme est vrai. Si B est
un résidu quartique, sans &tre un résidu octique, on peut trouver m tel que B! soit un résidu
octique (et y(m) = —1). On applique alors le résultat précédent & Bm* et on conclut en appliquant
la formule [17, p. 104]:

@, 4(Bm'y = x(m)*®,4(B).0
Notons que notre approche ne nous donne pas de résultat dans les cas ot B n’cst pas au moiuns un
résidu quartique. Pour ces résultats, voir [4, Théoréme 4.6].

5.2. Le cas h(0,) = 2.
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5.2.1. Résultals générauz. 11 y a 19 ordres principaux et 11 non principaux. Dans chacun des cas,
j(z) est algébrique de degré 2. En fait, j(2) appartient & un corps quadratique réel Q(w). La table
2 donnc les valeurs de D, mn, £(z) o &(z) est tel que Q(€(z)) = Q(4{z)) (valeurs? prises dans [28])
et les valeurs correspondantes de 8 dans chacun des cas ol le théoréme 5 s’applique et ot la courbe
elliptique d’invariant j(z) a un point d’ordre 2. Remarquons que daus tous les cas z = /—m?2D/4.

Dim| = &(z) f
304 V3| #1=27(14+=)° (170 4 320w)/3
4031 V3 | fP=20+m) 1w /6
414 V2 (B =2Pw(l+w)?| (—1144 704w)/441
415 V5| 8f'=(1+m) 161z0/180
T4 VT B=22B+w)? | (910 + 21760w) /29241
s|2] V2 8 =8+48w (—130 + 160w) /49
813 V6| i2=22+w)! 40w /49
15021 V5| F=2014+w)? (2730 — 896ww) /363
200 1] V5 f=l+w @
2401 V2 $ =4 42w 4w /3
001V | Vfi=l+w 8¢ /9
5211 | V13 PF=3+w 5w/9
8811 | V2| P=o(l+m) 1407 /99
148 | 1 | V37| §* =2(6+ ) 1457 /441
2321 | V29| Vfi=5+4+w 3640 /9801

TaBLE 2 -

Soit z associé & un couple (D, m) de la table 2 et # le nombre associé. Soit p un nombre premier
qui se décompose dans K,. Alors 8 € F,, ¢t par suite, on obtient une identité entre deux sommes
de caractéres définies sur .

Remarque. L’examen de la table 2 montre que dans certains cas, # est de trace nulle dans Q(=). Il
existe done deux entiers rationnels A et B tels que A/ B = & ¢t on peut donc évaluer les sommes
[y 2(A, B) en utilisant le théoréme 1 et le corollaire 1.

5.2.2. Le cas D = 20. Le corps K est ici Q(v/—1, \/5) Un nombre premier p se décompose dans

K, si et seulement s’il s’écrit sous la forme p = a® + 0% = u? + 5v2. D’aprés la table 2, la valeur
i | y

correspondante de 8 est /5, ce qui pernet de connecter la somme de caractére lide a Eja

Aps(1/V5):

Théoréme 12. Soit w = V5 mod p el Q = 1/ mod p. Avec les normalisations du théoréme 2,
on oblient:

Sp = SN (X 44X +2- @) = —en() £(Q) (20)
ot €(Q) vaut (Q/p)a st x(Q) =1 et 1 sinon.

2. Noter que la valeur de fi (V=18)% est. 2'/*(2 + /6) et non 2'/2(2 + /6).
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Démonstration: On remarque que x{(Q) = (5/p)s. D’apres [18], on a (5/p)g = 1 si et seulememt
si b =0 mod 5. Si (5/p)s = —1, alors b # 0 mod 5, ce qui implique « = 0 mod 5. Il suffit alors de
combiner le corollaire 1 avec le théoréme 2. 0

Exemples numériques. Nous allons donner des exemples numériques qui illustrent le théoréme
12. Les calculs ont été faits a 'aide de PARI-gp |2].

p |pmod20| a [1b][lu]l| @ | Q@ [ xQ)e(@)] b v | I,
101 1 1 110 9 | 45 9 +1 -1 10 | -9 | —18
401 1 1 1201 9 | 178196 | +1 +1 20 | =9 | 18
521 1 —11 720 |21 [ 199|144 | +1 -1 20 ) 21| —42
Gl 1 5 6| 4|26 | 54 -1 1 6 —4 8
41 1 5 416 13]19 -1 | — 6 ~12
109 9 -3 {10 8] 21| 26| +1 +1 10 y =8 | —-16
409 9 —3 (20 2 {150 30 | 1 +1 20 2 4
929 9 —-23120 | 18] 61 [1968 | +1 -1 | =20, —-18 | 36
29 9 5 2131 8 -1 1 -2 3 6
S9 9 ) 8131197 | -1 1 -8 -3 | -6

6. REMARQUES COMPLEMENTAIRES

6.1. Application a l’algorithme ECPP. L’algorithme ECPP permect de prouver la primalité
d’un entier N en utilisant les courbes elliptiques & multiplication complexe. Exposons de fagon
simplifiée son mécanisme, les détails se trouvant dans [1]. L’idée est de tout fairc comme si N était
premier. On commence par chercher a exprimer N comme la norme d’un entier = dans un corps
quadratique imaginaire K = Q(\/:—Ij) Si on y parvient, on calcule alors M = Ng g(m ~ 1) que
l'on factorise. Si N est premier, alors A est le nombre de points sur Z/NZ d’une courbe elliptique
I, & multiplication complexe par @, dont 'invariant j est racine de Wy modulo N. On calcule une
ce des racines et il ne reste plus qu’d trouver une équation de 5 et a prouver que N est premier
en exhibant un élément d’ordre suffisamment grand de F(Z/NZ). Au cas ou Pune des étapes de
Palgorithme nec fonctionne pas, c’est que N n’est pas premier.

Dans Fp,, on sait que Pinvariant modulaire ne suffit pas a classifier completement les courbes
elliptiques. Plus précisément, si & a pour équation y? = 22 + aga? 4+ aqz + ag, toute courbe &,
d’équation y? = 2 + agea? + aqcta + apcd, ¢ dans Fy, & méme invariant. Si p+1 - est le cardinal
de £, alors & est isogéne & & si ¢ est un carré dans Fj, et est une torduc de & sinon, ayant pour
cardinal p+ 1 4.

Dans ECPP, étant donnés j et M, il faut déterminer une équation de la courbe E. La facon la.
plus simiple de procéder consiste A construire une équation de F sous la forme

3 25
TR T Ty
On choisit un point £ sur £ et on teste st M = Og. Si non, on utilise une tordue de £. Si
MP # Og,, N test pas premier. Sinon on a trouvé une équation de /7 et on peut poursuivre le
reste de Palgorithme. En moyenne, il faut donc essayer 1.5 courbes.
Expliquons comment faire mieux dans le cas £ = 20. Dans ce cas, on connait I’équation d’une
courbe elliptique E\/g A multiplication complexe par O, ainsi que la normalisation permettant de

S:y2=:l:3—|—

calculer son nombre de points. A l'aide de I’écriture de N sous la forme N = a? + b? = u? + 502
avec les conditions de normalisation du théoréme 12, on calcule alors #£ £(Z/NZ) et on compare
cette valeur avec celle de M choisie par ECPP. Si ces deux valeurs coincident, équation de L s
convient, sinon il suffit de considérer ’équation de la tordue. Ce calcul n’est pas couteux, car on
calcule V5 & partir de =1 = a/bmod N et V=5 = u/v mod N.
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Plus généralement, pour certaines valeurs de D, on connait des équations de courbes a multipli-
cation complexe par O, ainsi qu’une formule de calcul de leur cardinal en fonction de conditions de
normalisation portant sur p. C’est le cas par exemple quand h(—D) =1 (voir par exemple [16] et
les articles cités dans sa bibliographie) et pour D =15 (cf. [9]).

6.2. Les autres ou cas h = 2. La démounstration du théoréme de Brewer ne se généralise pas
aux cas (A, B) # (5,5). Cependant, notre approche montre que les sommes de caractdres ainst
construites ont pour valeur £U ot p = (U2 + m?2DV?) /4.

Dans [9] est entrepris le traitement des cas o0 D est impair avec une méthode analogue & celle
développée dans |16].

6.3. Le cas h > 2. Dansles cas oil le théorame 5 s’applique, on peut relier des sommes de caractéres
de courbes elliptiques a multiplication complexe & des sommes de caractéres liées A des courbes de
genre 2, mais qui ne sont plus définies sur Q. A notre connaissance, aucun résultat n’est connu ponr
de telles somines.

Remerciements. Les auteurs tiennent a remercier Don B. Zagier pour ses nombreuses suggestions
qui ont conduit & simplifier 'exposition des résultats contenus dans cet article. Le premier auteur
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