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REV~TEMENTS DE COURBES ELLIPTIQUES A. MULTIPLICATION
COMPLEXE PAR DES COURBES HYPERELLIPTIQUES

ET SOMMES DE CARACTERES

F. LEPRI~VOST et F. 110RAIN

R.1~sur..ffi. Soit p un Ilombre pr~mi~r impair eL X(:I.:) k: symbole oe LegelIdre. Nous eomüderolls les
sommes de earacLeres r 1),n(A, fJ) =LI X(:l:(x2n - A.1:" + lJ)) et, D.p,H(A, B) =LI X((:t;2n - ;11;11 +
B)) pour A, B eL " ent.iers. Nous etlldiollS les propriet.es de ces sommes el. en dOllllOllS quelques
valeurs partic ulieres. Dans le cas 11 = 2, nOlls u t.ilisOHS des revctements oe cou rbes eHipt.iques a
multi plicatio Il co mplexe par d~s conr h~s hy perelli p t,iq ues pOll r evalucr f'p,2 (H, 1). Nous appliq tlons
ees result.ats a l'algorithme ECPP.

1. INTRODUCTION

Da.ns cet article, jJ d6sigllc 1I11 1l01llbrc prcmier impair ct X(x) 1e symbole dc LCgCHd re. Soit
P(){) = L~=o O'1'.Y'· 1I1l p01yuomc (l., coeflicicllts dans Z, dc dcgr6 'In, i.c. (im #- 0. On posc

p-l p-l (P(x))
Sp(P) = Lx(P(a:)) = L p .

x=o x=o

Pour les valeurs de ·m ::; 2, les resultats SOllt COnllIlS. POlll' m = 0, Sp(P) = JlX(UO) ; POUI' Hl = 1,
Sp(P) = 0; ponl' 111 = 2, Sp(P) = -x(a2) si pfa? - Lln2uo, ct (]J-l)x(a2) sillon.

Quand Tl1 = :) ou rn = 4, les calculs SOllt. intimemellt lies aux propri6tes des eouTbes elliptiqucs cl;
en pal'ticlliier aux proprietes liees a, Ia. mllitiplication complcxe. Da.ns le cas des courbes elliptiques
cl, Illultiplicatioll complexc d6finies sur Q, il est possible cl 'evaluer ccs SOlllmes eil fonction de la.
reprcscntatioll de J1 par eies formes quaclratiqucs (voir par exclIlplc IIGJ cl. les I'c[ercnces citecs).

Qua.nd In > :3, les rcsultats sont part.iels. Les cas les plus etlldi6s SOllt CCllX des sommes dc
.Iacobsthal

p-l

<pp.da) = LX(x(x k + a))
x=o

et les SOlllllleS reliees:
p-I

\lJp,k(a) = L X(x k + a).
x=o

Nous rcnvoyons a, /4, 1;3, 14~ 201 (et les refercnccs qni y sont donnees) POUf cela. Des somll1cs
analogues aux SOll1mcs de .lacobsthal ont cte cakulees dans Fr par Bef1\{]t et Evans 1:31. Brewer a.

considcre des sOlllmcs reli6es a Ia. suite des polynömes dc Dickson (voir sectiOl\ 2).
Dans ce travail, 1l0llS illtl'oduisolls les sOlllmes clc caractCl'es

fp,n(.A, 13) = S'pCy ();2H - A.yn + 13)), ~p,H(A, 13) = S'p( ..'o(2H - A.yn + 13)

oü .A et 13 sont denx entiers ct n un entier positif (lIOllS Ilaus alltoriserans allssi dans la suite '\.
cOllsid61'er les SOlllllles l'p,n(A, 13) avec A cl B rationllcls, du momcnt quc Ics Ilolllbres jlremiers jJ

consideres ne diviscnt pas les d6nomillatclIl'S dc A ct 13).

Date: 27 oetobre 1995.
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Dans la section sllivante, outrc Ja. dcmonstratioll d'un lemme sur les sommes de caracteres,
que !lOUS ut:ilisOllS ponr 6tabJir des rcsulta.ts COlicerllallt les SOlllmes r'p,n et .6. p ,n, nOllS I'appelons

UII rcsultat de Brcwer c!Ollllallt une fOl'l11l1le elose pOllr r'p,2(.5Q,5Q2) (L--ws le cas Olt }J adlllet. la.

d6com position p = a2 +b2 = u2+ .5v2, avec a, b, u, v des 110mbres elltiers relatifs. ny est cgalcmcnt:
rappele quelques-Ilnes des proprietes importantes c1c 130 theorie de Ja Illultiplicatioll eomplexe ct celle

des fonctiolls c1e \Vebcr. En particlliier, si Best une courbc elliptiquc a. Illultiplication complexe par
un ordre Oz de conductellr r11 d'lln corps quadratique imaginaire !( = Q(J-D) de discriminallt
- D, et d 'eq nation y2 = f (x), on pelltevaluer Sp(f) eIl fonctioll de la representatioll ele p sous 1a
forme 4]1 = U2 + '111 2 D\l 2 , OU U et \I sont eies elltiers v6rifianL des eonditions de normalisation. La.
recherche de ces conelitions ele nOl'maHsation cst I'ull des buts de ce Lravail.

La decolllposition p = ([2 + b2 = "fl2 + .5v2 t.l'adnit le fait qlle jJ se deeomposc da.ns le corps
biquadratiquc Q( A, )5), qlli est le corps de elasse du corps quadratiqlle Q( J-20). TI cst. dOlle
na.turel de chercher I1n lien entre 130 COllrbe d 'eqllation y2 = :1;(X4 - .5Qx2 + .5Q2) et une eOlll'be a.
multiplieation eomplexe par Falllleau des cnticrs de Q( J-20).

Dans cet esprit, nous IlOUS eOlleen t.rOlls enslI ite su I' le eas r p,2 (B, ]). Da.ns Ja. sectioll 3, 1I0llS

montrolls, lorsque B =1= ±2, que la courbe Co d'equation y2 = x(a;4 - Bx 2+ 1) est ele gellre 2, et que
sa jaeobienne est isogene au prod nit dc dcux cOllrbcs elliptiqlles Ba et, E~, cl 'equations respectives
y2 = Po(x) = X(:1;2 + 4J: + 2 - B) ct y2 = x(x 2 - 4x + 2 - B). Nous montl'ons quc si B pl'end des
valeurs particulieres s'exprimallt COlllmc fractioll ratiO!lllClle en une dcs fonctiolls de \Veber pour
Ull llombl'e eom p]cxe z donlle, alo['s Bo a, pOil r in variant j (z). NOllS ell d6d lIisons, dans la. secLioll 4
le resultat suivant :

TheoreUle 1. Soit.]J Wl '1w1nbre p1'C/nier im]Jai7' el. B 1171 element. dc lF'P.' different. de 2. Alors

La section 5 appliql1e ce theoreme a,llX courbcs Bo ;1, Illultiplica.tioll cOlllplexc, qU:-l.lId lc nombre
de classes de Oz est egal a, I Oll 2. Eil particulicr, nOlls obtcnoJls des fOI'Ill11les closes POIl1' certailles
valeurs ratiOllIleUes de B des CI uanti tes l'p,2 (B, 1) en fon ction de la repl'csentatioll cle p par lilie
forme quadratique dc diseriminant -'1112 D. Notls cn tirons egalement une nOllvelle demonstra.tion
de formules eonIlues pour <l>p,4(n). Dans le eas Oll D = 20 (avee Oz = 0, I'ordre prillcipal de nombre

de dasses h z = 2), on a f} = )5, ct les travaux elc Bl'cwer permettent de donner une forlllule cIose

pOllr la somme d.e caractcl'es Sp{)< (X 2 +4.Y+2-.J5)). Nous eonduolls ecL article par des rcmarques
sur les eas D impair Oll hz > 2, et les applications a, l'algorithme de primalite ECPP [11.

2. P H. l~ L 11'..11 NAI Jt ES

Le but de ceLte sect.ioH est cl 'abord de fairc des ra.ppels sur les sommcs de Brewel', la. multipücation
eOlllplcxc et les fOllctiollS c1c vVcber. Ensllite~ !lOHS dOllllOllS llil leltllllC trcs gCllcral Stil' les SOlllttlCS
de earaetcl'es q\le 1I01lS lltilisel'ons ellsnit.e pour prOllver dcs resultats Slll' les SOlllllles rp .n et ß p •u '

NOllS donllolls 6gaJcmcnt. qUclqllCS propriet6s elelllcntail'cs des SOlllmcs l"'p,ll'

2.1. Les S0111111es de Brewer.

2.1.1. Defini/.ion cl propriel.es. Soit Q 1111 elltier non llul. Les polynöllles ele DicksOll \ln(X, Q) SOllt

definis pa.r (cf.119J) VoV<,Q) = 2, Vd",Y 1 Q) = X ct pou!' n ~ 2:

Vrl(X, Q) = X Vn - l (.Y, Q) - Q\in-:.!(X, Q).

Les p rem icres va.leu rs de eeLte s ui te sont :

\/2(X,Q) = ..\2 - 2Q, \I:J(,\",Q) = ",y3 - :3Q..\,

\":,( ..\,Q) = ..\4 _4Q",\"2+ 2Q2, V5(~Y,Q) = ",\"5 _ 5Q",y3+ 5Q 2X.
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Ccs polynömcs jouisscnt dc proprict(~s particlilieres dans de multiples doma.ines (voir la. rerc1'ence
citcc). On posc Ap,n(Q) = Sp(Vn(X,Q)). Les valcurs de Ap,n(1) pour 1::; n $.5 sont calculees da.ns
171 et A p,5(Q) dans [8]; Ull lien cntre Ap,n(Q) et, Ap,2n(Q) a. ete donne dans [2 l l] ef. appliquc ä la
determination de Ap,n(Q) POIlI' 11 = 6 ct '11 = 10. On consultera. [12] et 141 pour des cxtcnsions de
ces travanx ä. ccrtaincs valcurs de n $ '18.

2.1.2. La somn~e Ap,s(Q). Notolls que Ap,s(Q) = f'p,2(.5Q,.5Q2). On rappelle aJors les resultats
su ivan t s [7, 8] :

Theorenle 2. Soil p an lwmbre premier S 'I;r;rivant jJ = (/2 + u2 = -u2 + .5v2 aver; a! lJ: 'll.: V enliers
rela tifs (le s igne de 1J se1'fl fixe c i- dessous). Cda equ ivrw l ä ]J = r lJl od '20.. fl ver; 7' E {I, g} . On
sUPjJOSC a = 1 mod 4 cl. on pose c20(p) = +1 si]J = I mocl 20 el -] si jJ = 9 mod 20. Soil. Q 1171

enliel'.
Si X(Q) = +1J soit, 'Jn U nc racine ca rree rle Q 1l1{J(lulo ]J ; on (/

A (Q) _ { 0 si a = 0 1l10d .5;
p.S - -4'nx(m,)c2o(]J) si Ir = a. Illod .5, a 1= 0 mod .5.

Si X(Q) = -I} on SllppOse que b=aQ(P-I)/4 lllod ]J" on (J.

A (Q) _ { ° si (l. 1= 0 mod 5;
p,s - -4'll.c2U(P) si lJ, = b mod .5, a = 0 mod 5.

2.2. Rappels sur la 111ultiplication c0111plexe. On pourra cOllsulter [11] (et eventnellemcnt In]
ct [101) POlll' les resultats qui sllivent.

Soient D Ull enticr positif, K = Q( J- D) Ic corps q uadratiquc imaginaire de discriminant - D
(ce qui vellt dire qne D = 0 lllod LI 011 D = 3 1I10d <\ avec D/LI Oll D sans facteur ca1'l'c), 0 l'ol'drc
principal de K, et 111 un elltier. On S:illt,erCSSe aux Iloillbres complcxes z vcrifiant IlHe des 6quations

2 m2 J)+1
z +z+ =0

4

(avec da.ns ce cas '111
2 D = :.{ mod 4) ou

m 2 J)
Z2 + -- = 0

<\

(avcc ici m2 J) = 0 ltlod 4). Oll note 0;; Fordre de conductcuL' 7/1 aillsi clIgclldre ct hz SOll 1I0mbl'e dc
classes (notons quc si m = 1, alor5 0;; = 0). Le corps de classe dc Oz est le corps K z = Q(z,j(z))
ou j est l'invaria.nt. ltlodulairc. Le 1I0mbre j(z) est algcbl'ique de degl'6 hz , de polynöme millima.I
Sill' Q note f-1z()(). Si 111 = 'I, Ollllotel'a H;; = }VD.

Notons Q la. rormc qlla.dratique (1,1 J (m2D + 1)/4) dalls le prelllier cas ct (1,0, m2D/ll) da.ns Jc
second, a laqllelle z est natlll'ellement associe. Alol"s ]J > ;j est reprcselltable pa.r Q si ct sClllclll€nt
si ]J se d6compose dans K z, Oll encOl'c f-1z(.'K) a. une racine modulo p.

Soit E une cOll1'be elliptique a, llluitiplicatioll complexe pa.r C',\, definic sur Q(j(z)) C K;;. Soit
OH I'allneau des entiers de K z . Supposons que]J se decompose da.ns K z et soh ~ Ull ideal au-desslls
de (p) dans K z , et dOlle LJH/~ ~ Fp' Oll a alol"s (voir par exemplc 110, Theorem 14.16J)

Theorelue 3. On 8ujJ]Jose que E' fl bonne reduclion m(Jllu/o ~ clon Hole B la r:oul'be f'eduite. Alor...
il existe 7r dans LJz tel qUP.-]J = NK/Q(7r) cf. #E(Fp ) = NK/Q(rr-l). !')n Oll/.rc} B es/. ä multiplicat.ion
r;omplexe jJW' C\. Recipl'oqllement... l.oul.c courue elh:pt.ique dcfinie sm' IF'p /r. .,naltiplicalioH c011ljJle:l:e
jJar L/\ es/' oUtenue rle r;cUc fru;on.

Quand ce theoreme s 'appliq lIe, Oll PCllt cCl'il'C 7r = (U + rnF J - D) /2 a.vec U ct \I 6U~lllellts de
Z. On a alors p = NK/Q(rr) = (U 2 + 711

2 DV2 )/4 eL #E(Fp ) = jJ + 1 - U. On en d6dlliL facilement
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quc si Pequatioll de E est y2 = J(;/;), alors

Sp(j) = -U.

En normalisant <;P, il est possiblc dc calculcr une equation eIe E. Ces calculs Ollt ete explicit.es dans
le cas oii hz = 1 (cr. [10] pour Ulle bibliographie eIes travaux dans ce eIomaine), el nous verrons a, la
sect.ioll 5.2 commcnt nos resultats fOllrnisscnt la normalisatioll chel'chee quand D = 20. Ce resulta.t
sera. applique a l'algoritlune ECPP dans la section G.1.

2.:3. Les fonctions de Weber. Notons l' la fonctioll cle Dcdekind

'l,(z) = exp(2i7rz/24) II (1 - exp(2irrnz))
n:;:;;!

et

Hz) = e- i1r / 24 T7((Z + 1)/2), fd z) = 11(Z/2) 1 b(z) = h'7(2z)
17 (z ) 'Tl (z) 17 (z )

les fonctions de \Nebel'. Elles vcrificllt entrc autres l'idelltite

f(z) fl (z) h(z) = h.
Soit. 'Y2(Z) la racinc cubiq\lc dc j(z), qui cst reelle sur iR+. Oll a. [28, §54, p. 1791

Theorenle 4. Les racines rIe Fequalion :t;3 - 1'2 (Z):t; - 16 = 0 sonl f(z)8) -fl (z)8" -h(z)8.

Soit J unc des fonctiolls de vVeber. J)'aprcs le theoreme prccedellt, J(z)24 appartient ä Ulle
extension cubiqllc clc Q(j(z)). Dans certaills cas, Oll a 1111 resultat lllcillcur 1281 (voir aussi /26]):

Theorenle 5. SoU z an H01llbm fllgeul'ique vC7'iJi(lnl az2+bz +c = 0) avec a crltier) -Tl = b2 - 4ac ..
cl - Tl dijJerent rIc -:3 .. -tL -7, -12 .. -15 .. -16. Si Tl == 0 mod Li .. alors

Q(f(z)24) Q(j(z)) si a + U+ c == 0 moc! 2, U== 0 moc! 2,
Q{fdz)24) = Q(j(z)) si c == 0 moc! 2, b == 0 mac! 2,
Q(b(z)24) = Q(j(z)) si a == 0 mac! 2, b == 0 mod 2.

Si Tl 1= 0 moc! 4.. les !ouclions rIc ~Vebel' engcndrent le corps Q(z,j(z)).

2.4. Un lenllue general sur les SOlllllles de caracteres. Le lenllne qui suit cst implicite dans
phlsicul's oes referclIccs cit6cs dans l'ill1.rodllction.

Lenlllle 1. Soil. P(.Y) = L~~o ft r ){" un ]JolY71ome (/ coefficie71ls ent.iers (om i= 0). A/ors

Sp (P (.Y 2
)) = Sp ( p ()( )) + Sp (.Y P (.Y ) ) .

Soil. P*(.Y) = x·mp(l/.\~) le polynOme r-eciproque rle P. Si m es/' impair.. on 0

Sp(X P(X)) = Sp(P*{.Y)) - ,,(am).

Si Irt es!. pair) on a

Demonstm,lion: Oll ccrit.
p-l p-I p-I

Sp(p(.y2)) = L X(P(:1;2)) = L L X(P(y)) = L(J+X(x))X(P(:t;)) = Sp(P(4Y))+Sp(.Y P(.Y)) ,
x:;:;; 0 x=o y~x21l1odp x:;:;;0

ce ql1i prollve la. prcmiere formulc.
Supposons rn = 2u + 1. Alor5

p-l p-l

Sp(.Y P(.:'{)) = L X(:t;P(:I:)) = L X(:j;2n+2 P*(l/x)) = Sp{P*(.Y)) - ,,(am).
x=1 x:;:;;J
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Si m = 2n, on a.

p-l

Sp(P(..Y)) = x(ao) +L X(x Zn p*(I/x)) = Sp(P*(X)) + x(ao) - x(am).O
;1:=1

5

2..5. Quelques resultats sur les SOlnnles r p,n et .6. p ,n. Notons (a, b) le pgcd de deux cnticrs
nR.tul'els (l. et b. L'objet de cette section est de d6montrcl' les l'CSllltR.tS sllivants:

Proposition 1. POUl' P > 2: A el B cnt.ic1's: on Cl

(i) rp,o(A, B) = 0,:
(ii) r p,Jl (0, B) = <Pp ,2Jl (B) ;
(iii) ßp,Zn (.4, B) = .6.p,n (A, ß) + r p,n (A, B) ;
(iv) si (p-l)j(p-l,n) esl iTnpaü': on a rp,n(A, ß) = Oj
(v) POllF lout. (/,. '"'p,n(2a,{/2) = - Lxn=/tX(X),

lJemonslr'flt.ion: Les deux premiers points SOllt evidents. Le point (iii) est une applicatian du IClllllle

1. Paur clcmolltrer le point (iv), pasoHs cl = (p - l)/(p - I, '11.) et k = (p -1)jd. Soit 9 L111 gcncl'atcul'
de Fp ' On ecrit:

p-l

'"'p.n (A, B) = L X(yi ((g2n)i - A (gn)i + 13)).
i=1

Comme l'onlre de [j1l est d, i1 viellt

d

r p,n (A, B) = (1 + X(gd) + X(g211) +... + X(g(k-l )d)) L X(g2ni - Agni + 13).
;=1

Si d est impa.ir, k es!. pR.ir et il y R. a.uta.nt de termes eganx a, J ct c1, -1 dans Ia. 1>I'elllierc SOlllllle,
done elle est. nulle et le resultat eIl deeoule,
Ponr 'e point (v), Oll a

p-l

l"'p,n(2a,a2) = LX(:c(x H
- a)2) = L X(x) = - L X(:1:)·O

x=o xR~n xR=n

Nons utiliserolls sotlven!. le rcsultat suiva,lIt:

Proposition 2. Pour lout. A cl. 13: Oll Cl

'"'p,n(Amn
, 13111271

) = X(111)'"'p,n(A, 13).

et son corollai re :

Corollaire 1. Si B = ß2n lIlod Jl avec ß E Fp.' alors r p,71(A, 13) = X(ß7l)'"'p,ll(A/ß7l, 1).

Les valeurs de l"'p,l He SOllt pas tOlltes eOlllines. 11 est. clair que p + 1 - '"'p,l (A, 13) compte Je
nombre dc points sur Ja. redllctioll modulo ]J de Ja. cOllrhe E : y2 = ~;(:l:2 - Ax + B). QU<-Llld B
est a mult.iplicatioll complexe pa.r Ull anneau (rentiers de corps quadral.ique ililagillairc de llombre
de classes 1, Oll pell t eva.luer ces somllles e1l fOllctions de Ja representation de ]J par une [orme
quadratique (voil' [IßI et fes ref6rellees cit6es; voi[' a\lssi la sectioll 2.2).

Le reste de l'article t raite essen tiellement des SOllllllCS r p ,2 ((), 1) avec (} clcLIlS lF'p. Noton s qHe
l'application du cOl'ollaire 1 permet el'en deeluil'c les valeurs de r'p,2(A, I3) avec A/VB = 0, Eil
ontre, HOUS supposerOllS dans Ja suite que e f= 2 cal' I'application de Ja proposition 1 IlOUS fOlll'llit
r p ,2(2, 1) = -1 - X(-1).
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:J. LA cau RBE CO

Notons: POUI' B E C: I~(:I.;) = x(x'l - O:c 2 + 1) et Po(){) = X'(X 2 + 4X + '2 - B). NOllS montrollS
ici le

Theorenle 6. Soi! B i= ±2 un nombl'e cO'fHplexe.. Alo!'s la courbe Co (requatioll

!i = Fo{x)

es/' de geHre '2. De plus, soien! Eo cl E~ les cOllrbes ellipliques (Fequations

Eo : V2 = .\'Cy2 + 4)( + 2 - B),
Ba : y2 = X (.y2 - 4)( + '2 - 0).

Alo1'S la jacobienue de Co es/. isogene ll. Be x Ea SW' Q(B), cl (i E~ sur Q(i, 0).

Not.ons Cll effet Wl = ~ et W2 = xC;: ll11e base de n1,Ü(Co), l'espacc des [ormcs differentielles

de premiere especc de Co. Le cakul 1l10lltre ql1e les images reciproques des differelltiellcn de pre­
miere espece~ W= flf- et w' = rJ.f-, des eOliTbes Eo et Ba par les morphismcs <p cL Ip de Ce sur,
rcspeetiveillent, Be el; EQ: definis par:

et

tf;(x,y) = ((2-B)(. :c )2,(2-0)(. Y )3)'
X + 1 ;1, +]

SOllt

<p'"(W) = -W{ - W2 cf. ~)'"(W') = Wl - W2.

Blics sont ind6pelldantes et, cngclldrcnt Ql,O(CO)' Pa.r cOlls6qllcnt.: Ja jacobiclllle de Ce est. Q(O)­
isogene a. Be x EQ. Comme Be et Be SOllt isomorphcs via 1'applieatioll cr 1 Y) ----+ (-X, iY), la

jacobictlllC dc Ce est Q( i, O)-isogcne ;i, E~. 0

Ulle applieatioll dircctc d'un theoremc de Shioda. ct f\'litani ([2.5, p. 296] Oll [27: p. 271]) 6tahlit Jc

Corollaire 2. Si Bo est (1 nlultiplicaJ.ion complexc, lfl jflcobienne de Ce es/. isomorphc ri. ua produit.
de cow'bes cllipliques.

Reillarque: Les (ourhes de genre 2 mUllies d'ull antomorphisme different; dc FiIlVol\ltioll hyper­
elliptique, comllle c;cst ici le eas pOllr Co, cct alltolllorphisme etallt (x, y) ----+ (-x, iy), ont ete
c1assifiees par Bolza. (cf. [5]).

On eIl deduit alors Je resultat; an 11011 ce da.ns l' inl.rodllctioll :

Theoreme 7. Soit. E = CI (Z + TZ) ltue courbe elliplZque. d'i1lVflrianl j (T). A!o/'s B (uhnel 1l'I1

revetement par In cou l'be de genrc 2 (l'"equ(tf.ion y2 = :1: (x 4 - Bx 2 + .1) oü B cs!. Fun dcs 1l0mU1'es

si j f J728) cl

8l71O'1l.
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Demonstration: D'apl'es le theoreme prcccdcnt, si B =f:. ±2, la eOllrhe elliptiql1e Ee aclmet Ull re­
vetemellt par la. eourbe Ce, qui cst dc genrc 2. Or Best isomorphe a. Be si ct seulel1lcnt si le11 ['s
invariants lIloclllla.ires SOllt egaux, 7:.C.

. . -, 64(38+10)3
J(I) = J(I~a) = (8 _ 2)2(8 + 2)'

Comme 8 =I- ±2, il existe ,,\ f:. 0 tel que 8 = 2(,,\:3 + l)/("\~~ - 1). Eerivant j(r) = ')'2(1)3, Oll doit
n§soudre:

OU encore

3 64 (4"\3 - 1) 3
"Y2( r) = ,,\3

(4,,\)3 - 12(7)(4"\) - 16 = 0

et on utilise alors le theoreme 4. 0

Corollaire 3. Soit, Z U!l !lomb,.e cO'fHplexe flssocie ä un on/re Oz de K. Alors la cou1'bc d'eqIUl,l.io'fl
y2 = Pa (:c) 01.f 8 esl Fun des l1ombl'es 8 (z), 8 1 (z) DU 8 2 (Z) ,est iJ. multi}Jlication cOlHplexe pa,. 0 z.

LI. DEMONSTRATION DU 'I'lIEOR~~MI~ ]

Soit 8 llll element de Fp : difrercnt de 2. On a.

p-I

Sp(Fa) = LX(I~(:c)) = X(Fo(l)) +Lx(Fo(a;)).
x=O x#l

Notans G(x) = (x - 1)[(2 - 8)x 2 + 2(G +B):c + 2 - B]. Pour x =I- 1,011 a.:

G ((~.)2) = 64. P (x)x - 1 (x _ -1)6 0 ,

si bien quc
p-l

SP ( Po) = X( l;g ( I)) + L X(G (a: 2
)) = X(Po (1)) + X(G' (0)) + L X(G (,7:

2
) ) ,

x#l x=l

en remarquant que G(1) = O. D'apres le lelllll1C 1, on a

p-l p-l p-l

Lx(G(a;2)) = LX(G(:c)) + Lx(a;G(x)).
x=l x=l x=1

De plus: G* = -C, ct 1e Icmme 1 implique cgalcmcnt
p-l p-I

L X(:t: G' (:t: )) = X(-1) L X (G' (x) ) .
x=l x=1

Par eonseq LlCllt,
p-I p-l

L X(G'(:J;2)) = (1 + X( -1)) L X(O(,7:)),
x=1 x=l

dOlle, e0111111C G(O) = -/~(l), Oll a

81J (Fo) = CI +X( -l))Sp(G') = (1 +X( -l))Sp(Po).O

Le theoreme I pel"mct de c01111ec1.er dCllx sommcs dc ea,ractercs. Les rcsultats q1le 1I0US a.llcHlS eil

ded ui rc SOll t de deux t,ypes. Le p I'elllier cs1. ceilli Oll 1I0US Sa,VOllS eva,}11er la. SOllllllC «clli ptiq 11 e» Sp (Po)
et dOlle BaUS eIl d6d uisons la. S0I11111e «hy pel'c1li ptiq ne» rp,2 (8, 1). L'au tre type corrcspond a.n ealeu]

en sens IIIverse.
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5. !\PPLICATIONS AUX CAS DES COURSES ;\ MULTIPLICAl'ION COMPLEXE

DallS la. S11 ite, Eo sera. tOlljOIIl'S ;l, 1H111 ti plicatioll com plexe par 1I11 ord I'e ('7z d 'u n corps Cl Bad ratiq 118

ill1agillaire K, z lc llolllbre complexe associ6 a. Oz. La. coul'be Eo est done d6fillie sur Q(j(z)). Re­
marquolls que Bo a. llccessai remen t 11 n poi Ilt cl 'ord re 2 dont I 'abscisse est da.ns le corps de d6filli tion.
A chaque rois qlle 1'011 pellt appliquer le theoreme 5, on sait qlle Eo ct Co SOllt definies sur Q(j(z)).
NOllS IlOUS lilllitons all cas h z S" 2.

5.1. Cas Oll h(('7z) = ]. Il y a 9 ordres pl'incipallx de nombre de classe 1 el. 4 non prillcipallx.
Les courbes elliptiques associees sont definies Sill' Q(j(z)) = Q. Dans 7 cas, tlne des fonctions de
\"veber, I, est teile q\le j(Z)24 E Q. Le theoreme 5 ne s'applique pas dircctemcnt., mais Oll trollve
128, Tabelle VI] les valeu rs qui nous int.eressent. 1. Dans cert.ains cas, on a 11 ti lisa la forml1le

On donne dans la. table lies valeurs des discrimillants, conductellrs des ordres ainsi que les valeurs
correspollclantcs de ().

J) m~ - 1 I(Z)'24 ()

:3 1 (-1 + 1~:3)/2 h _2,1 -10/3
3 2 H f 28 10/3
4 1 '1 f 26 -14/9
t\ 2 2i fl 29 14/9
7 1 (-1 + H)/2 h -1 -130/6:3
7 2 H f 212 1:30/6:3
8 :I ~ h 26 0

TABLE 1 -

Oll peut e11 dedllire des resulta.ts sut" les SOlllllles r'p,2(O, 1). Notolls quc le calcul c1e l"1 p,2(-O, '1)
se fait a, l'aide dc la. proposit.ion J: une rois COIllIUC la valeur de rp•2 (B: 1).

5.1.1. Le cas J) = :~L

Theorelne 8. SoU P == 1 mod 12. On ]lOBC W = (-] +H)/2. Ee nOlllbl'c ]J sc decompose SOllS La
fm'mc 7rK flvec 7r = a + bw~ ou encm'c ]J = a2 - ab + b2 . On sup]Jose que a == 2 moc! a~ b == 0 moc! :].
On pose

~ = 2(p-l)/J mod 7r.

(On remarque qllet, E {1,w,w2}.) Alors

f'p,2 (- Jü/a, 1) = 2(~7r + 0f).

DemOI1SJ.ra!.iOn: Le changement de va.ria.ble (x = tLX" - tl/a, y = 8Y) lllontrc que E_ IO / 3 cst iso­

morphe (}, la courbe dlequa.tion y2 = ...\~1 - 1;:33. On utilise alors 11 5, Theoreme II p. 304]' qui 1I011S

donne

Le resultat en dacollie. 0

Exenlple. Prcllons jJ = 18] = 11 2 - .11 x 1.5 + 152 . Oll trollVc 2(p-l)/3 == l18 llIOc! ]1, ce qui conduit
cl ~ = w 2 et "p,2 (-10;:3, 1) = -52.

1, Notons q He la valen r de f1(:1i) est erronee: la valen r correct.e es!. 81/ 8 et 1I011 8 1
/
3.



5.1.2. Le casD = !1.
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Theorenle 9. 8oll]J:::::: 1 lIlod 4. On p€ul eCl'ire jJ = ·u2 + 02
.• (loec u :::::: I 1II0d 2: v :::::: 0 mocl 2 et

11. - V ~ 1 1Il0c! !l. 11 [01'S

r'p,2 (-14/9, 1) = -4X(8)1L

Demon,9tratio!l: La courbe E- 14 / 9 est. isomorphe a. la courbe V 2 = ..y3 - 1/:36.y via. (:c = :.16); ­
4/3, y = 631"). On utilisc pa.r cxclIlple pS, Theoreme 5 p. ~)07] pour evalucr (Pa.borcl:

5'p(.-'(3 - J/36 X) = -2X(;J)·11

e1. 10 resultat. en decolile. 0

.5.1.3. Le cas D = 7.

Theoreme 10. On eC7'it. ]J = 1/2 + 7v2 , avec 11 ~ 11 4 J 2 1Il0d 7 si p ~ 1,9 1 1] Illod '14. Dans le cas
Oli. ]J ~ I. moc! 4: jJ t 6:,) on a

Demonstration: L'equation de E-130/63 ost:

( 256)
Y2 = x x 2 + 4x + -

(j:3
011 encOl'e

y2 = ;l:(X2 + 21cx + 112c2)

avec c = 4/21. On a.pplique aJol's le t.heoreme de !2a] qlli !lOUS dOllnc dil'ccLclIlcnt

Sp(P-130/C~) = -2X(c)u = -2X(21)u

et 1e resultat suit. 0

5.1.4. Le cas D =8.

Theorenle 11. Soit jJ = SI" + 1 = c2 + 2d2
) c == -1 moc! 4. Si B es/. UII I'csidll ocUquc nwdulo jJ)

alors
tPp"j (B) = r p,2 (0 1 13) = 4(_i)F c .

Si B es/. U'll residu quol'l.ique.. mais pas UH I'csirlu octique, ufors

<P]J,4(J3) = r'p.2(Ü 1 B) = -ll(-l)Fc.

Dcmo'llslra!.iu1l: L'cquation la. plus gcncrale c!'ulle cOllrbc a mliitiplicatioll complexe pa.r Z(R]
(voil' [211) est.

y2 = :1:{:/;2 - 4~1:1: + 2.02 )

POUI' laq 11 elle Ia. SOlllll1C dc cal'actel'es corrcspollJallto vaut (cf. 122])

Sp(.y(.y2 - 41JX + 2112)) = -2X(17)(-1)Fc.

n suffit de consta,ter que Ia, courhe Eu est isolllorphe ;1, 1a cOllrbc prec6dcILtc avec -0 = -1.
Si 13 est un resic!ll octique, 1e corollairc 1 s:applique et lc resultat du theoreme cst vl'ai. Si 13 cst
Ull residll {Jua,l'tiquc, sa,ns et,re 1111 rcsidn OctiqllC, Oll PCllt troll ver 111 tel que 8111,,1 soit 1I1i rcsidu
octique (et X(ln) = -1). On appliqnc ..1101'S lc resultat precedcllt a, I3m:1 ct Oll coneln!. eil appliquallt
la formulc [17, p. 104] :

<t>]J,4(Bm4
) = x(m)3<l>p,4(B).D

NOtOlls que llotre apPl'ochc ne llOllS dOHIle pas dc resultat dans les cas Oll B n'cst pas au woiHs llll

resid\l qllartiqtle. POllr ces resultats, voir [4, Theorellle 4.G] .

.5.2. Le cas 11 (Oz) = 2.
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5.2.]. Resultats genernux. II y a. 19 ordres prineipaux et 11 non principal1x. Dans ehaeull des cas,
j (z) est algebriclllC dc dcgre 2. En fait, j (z) appartien t ;l. un corps"q\l ad rat.ique reel Q(w). La ta.hle
2 dOline lcs valeurs de J), In, ~(z) Oll ~(z) est tel que Q(~(z)) = Q(j(z)) (va.leurs 2 priscs dans [2SJ)
e1. les valeurs corrcspolldalltes dc () da,lls ehaeull des cas OU 1c theoreme .5 s'applique ct Oll Ia. courbe

elliptique d'iHvari<Lllt. j(z) a, Ull point d'ordrc 2. Rcmarqllons quc da.ns tOllS les cas z = }-m2 D/4.

J) 111 w ~(z) ()

:J 4 V:3 fi'l = 27(1 +w)6 (170 + :j20w)j:3
4 :) 13 fl2 = 2(1 +w)4 7w/6
4 LI V2 f~ = 23w(] + w)2 (-114 + 704w)/441
4 .5 J5 Sf'l = (1 + rv)4 161w/180
7 4 v7 ff = 23(:) + w)2 (910 + 21760w)/29241
S 2 V2 f~ = S + Sw (-130 + IGOw)/49
S ;j /6 t: 2 = 2(2+ w)4 40w/49

l.~ 2 J5 fG = 2(1 + w)2 (2730 - S9Gw) j::W;)
20 1 V5 f4 = 1 + w w
24 1 V2 n= 4 +2w 4w/;J
40 1 J5 V2H = 1 + w Sw/9
.52 1 Vi1 f4 = :3 + w o5w/9
88 1 V2 fr = w(l +w) L.40w/99

148 1 V37 f4 = 2(6 + w) 145w/L141
232 ] J29 V2fr = .5 +w 3640tV/9801

TAKLE 2 -

Soi t z assoei6 A U 11 COll pie (J), 112) de la tahle 2 et B le 110111 bre associe. Soi t ]J lUI 110mbl'e premier
qui se dccompose dans I{z. Alors B E Fp ct par suite, on obticnt une idclItit6 e1ltl'C dCllx SOIllUles
de caraetercs defi nies 511]' IF'P'

Reluarq ue. I/exa.mcn de la. ta,ble 2 Illolltre q lle dans certaills cas~ (j esL de trace nulle dans Q(w). 11
cxistc dOlle deux clltiers l'atiollllc]S A et B tels q lIe A / VB = B cL on peu 1. done evaluer les so 111 mcs
rp,2 (A 1 13) eil II tilisalll, Ic t heorcmc 1 ct le co 1'011 a.i l'C 1.

05.2.2. Le cas J) = 20. Le corps K z est ici Q(A, V5). Vu nombre premier ]J se decompose dans
K z si cl SCUIClllClIt s 'il S 'ccrit SOllS la forme ]J = ([2 + I} = '112 + .5v2 . 0 'apres la. ta.ble 2, la. valeIl r
c01'l'espolldalLte de () est J5, ce qui permet du COILllccter la somme de caract.cl'e li6c a E"ft, a,
Ap.5(1/)5) :

Theorenl€ 12. Soit w = J5 moc! p cl Q = l/w Illod p. 11 vec fes lun'1Jw!isations du theoreme 2.­
on ob/.ien/.:

~p = S'pCY cy 2 + 4..\ + 2 - w)) = -€20(P) c(Q) (2'11)

oü e(Q) vau/. (Q/P)4 si X(Q) = ] et. 1 sino1t.
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Denwnslralio'l1.' On l'emal'quc que X(Q) = (,5/]))4' D'apres 118], on a (S/P)4 = 1 si et se\llememt
si b == 0 moc! ,5. Si (5/P)4 = -1, alol's b 1= 0 lIlod 5, cc qui illlplique fI. == 0 mod 5. TI suffit alors de
combincr lc eot'olla.ire 1 avec le theoremc 2. 0

Exeluples nU111eriques. Nous aHons donncr eies excmples nUllleriqllcs qlli illustrent lc theOl'el11e
12. Les calculs Ollt ete faits a- l'aide de PARI-gp 121.

jJ p Illod 20 CL \bl lul w- Q X(Q) e(Q) b u ~p

101 1 1 10 9 45 9 +1 -1 10 -9 -18
401 1 1 20 9 178 196 +1 +1 20 -9 18
,521 1 -11 20 21 199 144 +1 -1 20 -2.1 -L12
61 1 5 6 4 26 ,54 -1 1 6 -4 8
41 1 ,5 4 6 'La '19 -1 t -LI 6 -12
109 9 -:3 10 8 21 26 +1 +] 10 -8 -]6

409 9 -a 20 2 ]050 ao +1 +1 20 2 4
929 9 -23 20 18 61 ]98 +1 -1 -20 -18 ;36
29 9 .5 2 3 11 8 -1 1 -2 3 6
89 9 5 8 3 19 75 -1 1 -8 -:3 -Ci

6. REMARQUES COMPLEMENTAIRES

6.1. Application ä l'algorithnle ECPP. L'algol'ithme ECPP perlHet de prOllvcr la primalit6
d\lll entier 1V en utilisant les cOllrbes elliptiqllcs ;"\, 111l1ltiplicatioll complcxc. EXPOSOllS de fa\oll
simplifiec son mccanismc, Ics details se troUVCl.nt dans [11. L'idec est de tOllt faire commc si 1Vetait
premier. On commCllce pa.r ehercher a, cxprimer lV comme Ja 1l01'lile (rUll clltier rr dans UII corps

quadratique imaginaire K = Q(J-D), Si Oll Y parvicnt, on calcule alo1's /\1/ = NK/Q(rr - I) ql1e
l'on factorise. Si 1V est premier, alors 1H est le nomhl'e de point.s sur Z/lVZ d 'une courbe elliptique
E: a. IIlultiplication complexe par 0, clont l'invariant. j cst racine de Wj) moclulo N, Oll cakule UllC

ce des I'a.cines cf. il ne reste plus qu'a. trouvel' UlIC cquatioll c1e B ct a. pl'ouver que f{ est premicr
eil cxhiball1. Hit e16mcnt d~of(lre suHisaIlllllen1. gra.nd de E(Z/lVZ). All cas OU I'UIlC des eta.pes dc
I'aJgori th IllC He fonct.io11llc pas, c 'est q lIC N 11 'est p<lS p rem ier.

Dans Fp , Oll sait que Finval'iallt 1lI0dulairc llC slIffit pa.s <l c1assifier cOlllplNelllcnt les courbes

eUiptiques. Plus precisement, si [; a POlll' equatioll y2 = :v3 + fl2:1;2 + (l.lX + aß, tOllte courbc [;c

d'equatioll y2 = x 3 + (L2 CX2 + (l.t C2X + flßC
3

, C dans Fp , a. mCllle illvariant. Si ]J + 1 - I. cst le GLrdinat
de [;, alors [;c est isogenc a. [; si c est \ln carre dans Fp ct est une tord uc de [; si non: ayant pou r

cardinaJ }J + 1 + t.
Da.ns ECP P, ctant donnes j et iH, il fallt detel'mincl' ulle equation de Ia. courbe E. La. fa.c;oll la

plus simple dc procedcr cOllsiste a. cOllstruil'e unc equation de E SOllS Ja. forme

;~j 2jc , y2 _ '1'3 + - x + _
(.-, - " "I 728 .:..- j , 1728 - j

On choisit llil poillt P Sill' [ et on teste si lH P = OE. Si nOll, Oll lItilisc Ulle tOl'due de [, Si
1"[ P =I=- OEc , lV n'cst pas premier. Silloll Oll a. trOtlVe ulle eqUatiOll dc E et on pellt pOil rsuivrc 1e
restc dc 1'algori thIIle, En Illoyennc: il fa.u t dOll c cssaycr 1.5 courbes.

ExpliquOllS COlllment fa.ire miellx dans le cas D = 20, Dans ce cas, on cOllnait l'equation d'une
cotll'bc elliptiql1c E.j5 fl, lllultiplicatioll complexe par 0, ainsi que Ia. llorlllalisatioll permettant. dc

calcttler son Ilombre de points, A I'aide de I'ecriture de P./ sous la forme N = (1.2 + b2 = u2 + 5v2

a.vec les cOllditiollS de llol'll1a.tis<ttion du theoreme 12, Oll ealcule alors #E.j5(Z/lVZ) clon compa.re

ceHe valeur a.vec eellc dc 1\1 choisie par ECPP. Si ccs dellx va.leurs co'incident , t'equatioll dc Ey15
convient, sinon il suffit dc cOllsiderer I'equa.tioll de la tord1l8. Ce ealcllt ll'est pa.s coutel1x: car Oll

c€'dcule J5 a. partir de R == a/b mod lV cl J=5 == u/o moc! N.
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Plus gcneralemeIlt, pour certaines valeurs cle D, Oll conBait dcs 6qua,tions de courbes (\, ll1ultipli­
cation complexe pa.r 0, ainsi qu'uBe formule cle calcul de lelll' cardinal eIl fonction de conditiollS de
nOl'malisation portan t S\l r p. C 'est. le cas pa.r exem pie q Ua.ll cl h(- D) = ] (voi r par exem pie [:l6) et
les a.rticles cites dans sa. bibliographie) et POUf D = 15 (cf. [9D.

6.2. Les autres DU cas h = 2. La. demollstration du theoremc de Brewcr ne sc gcuera.lise pas
aux c<\s (A, B) -# (5, .5). Cepenclant, notre approchc montrc que les somllles cle caractcres aillsi
cOllstruites Ollt. POtlI' valeur ±U Oll ]J = (U 2 + 171,2 Dl/ 2)/4.
Dans [9] est entrepris le traitemcnt des cas Oll J) est impair avec ulle methode analogue a, celle
devcloppee da,ns 1161.

6.3. Le cas 11. > 2. Dans les cas 011 le t.heoreme 5 s'appliquc, Oll PCllt rclier des sommes de ca,l'actel'cs
de eourbes elliptiques a. ll1ultiplication complexe a, des SOIllIlles de cal'actcres liees fl, des courbcs de
genrc 2, mais qui ne sont plus c1efinies sur Q. AIlotre connaissallce, aucun resultat ll'est cOllnu pOllr
de teiles somllles.
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