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Einleitung

Hyperbolische Raumformen sind vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeiten konstant
negativer Schnittkrimmung. Modelliert nach dem hyperbolischen Standardraum pragen
sie unsere Anschauung und sind als kanonische Beispiele fiir Mannigfaltigkeiten negativer
Krummung von breiterem Interesse. Dennoch bergen sie viele Geheimnisse. Insbesondere
sind konkrete Berechnungen und geometrische Konstruktionen fur hohere Dimensionen
sehr schwierig und kaum bekannt.

Hyperbolische Raumformen von endlichem Volumen sind von einfachem geometrisch-topo-
logischem Typ. Sie gestatten eine Zerlegung in einen dicken und in einen diinnen Teil. Das
dicke Kernstiuck ist kompakt und enthalt stets einen Ball vom Radius grosser gleich der
halben Margulis-Konstanten ¢, > 0, wobei n > 2 die Dimension der Mannigfaltigkeit
bezeichnet. Der diinne Teil besteht aus endlich vielen disjunkten Spitzenumgebungen und
Tuben um geschlossene Geodatische der Lange kleiner als ¢, .

Das Volumen einer hyperbolischen Raumform ist zweifellos eine ihrer natiirlichsten und
wichtigsten Invarianten und ist mit anderen geometrisch-topologischen Gréssen durch
(Un-)Gleichungen verkniipft. Die Bestimmung einer einzelnen Grosse wie beispielsweise
des Volumens ist in den meisten Fillen unmdéglich. Hingegen ist das Volumen durch eine
positive Konstante, welche nur von der Dimension abhangt, nach unten beschrankt.

In dieser Arbeit sollen explizite untere Volumenschranken fiir hyperbolische Raumformen
von endlichem Volumen aufgestellt werden. Wir entwickeln dabei eine Methode, welche auf
eine Idee von R. Meyerhoff [53] fiir dreidimensionale hyperbolische Raumformen zuriickgeht
und von Y. Miyamoto [59) auf berandete Mannigfaltigkeiten ausgedehnt worden ist. Die
Methode stutzt sich auf zwei Pfeiler. In einem ersten Schritt wird fiir hyperbolische und
moglicherweise berandete hyperbolische Raumformen M endlichen Volumens die Grosse
einer eingebetteten kugelformigen Umgebung, einer Spitzenumgebung oder eines einge-
betteten Kragens abgeschatzt. Dabei spielen Eigenschaften diskreter Gruppen hyperboli-
scher Isometrien, wie sie im dreidimensionalen Fall in der Jgrgensenschen Ungleichung
fiir PSL(2,C) zum Ausdruck kommt, eine wichtige Rolle. In einem zweiten Schritt wird
ermittelt, wieviel Volumen ausserhalb solcher Umgebungen liegt. Jede der Teilmengen
induziert bei Hochhebung in die universelle Uberlagerung von M eine verallgemeinerte
Kugelpackung des hyperbolischen Raums. Lokale Dichteberechnungen und der Satz von
Boréczky [10] diber die simpliziale Dichteabschatzung fiir eine Packung fiithren schliesslich
zu stark verbesserten, gewichteten Volumenschranken fiir M.

Von den eingehenden Techniken her bildet die vorliegende Arbeit eine Synthese von hy-
perbolischer Konvexgeometrie und der Theorie diskreter Bewegungsgruppen und fihrt zu
globalen differentialgeometrischen Aussagen fiir hyperbolische Raumformen und deren Vo-
lumenspektren. Sie ist entsprechend in drei Kapitel eingeteilt. Das erste Kapitel liber
hyperbolische Konvexgeometrie ist grundlegend. Es beinhaltet. Teile nichteuklidischer
Polyedergeomeétrie. Insbesondere mochten wir den Coxeter-Schlafli-Vinberg-Formalismus
hervorheben, den wir zur Beschreibung von Orthoschemen als elementare Bausteine nicht-
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euklidischer Polytope gewidhlt haben. Volumenberechnungen fiir hyperbolische, eventuell
abgestumpfte Orthoscheme nehmen einen wichtigen Platz ein. Hier gehen viele unserer
fritheren Resultate ein. Sie werden weiter ausgebaut und durch elementare Volumenab-
schdtzungen fiir regulare Simplizes ergénzt. Im Schlussteil des ersten Kapitels werden
gewohnliche Kugelpackungen des euklidischen und des hyperbolischen Raums, sowie ver-
allgemeinerte Packungen des hyperbolischen Raums mit Horoballen und Hyperballen stu-
diert. Die Ergebnisse zum Volumenproblem gehen bei den Dichteberechnungen und Dichte-
abschatzungen ein und sind fiir die spateren Anwendungen von Bedeutung.

Unabhangig davon ist das zweite Kapitel, in welchem diskrete Gruppen hyperbolischer
Isometrien untersucht werden. Im ersten Teil werden an die wichtigsten Eigenschaften hy-
perbolischer Isometrien als Mobiustransformationen erinnert. Der zweite Teil handelt von
der geometrischen Charakterisierung diskreter Bewegungsgruppen. Besonders wichtig sind
die Bieberbachschen Satze uber kristallographische euklidische Bewegungsgruppen. Damit
im Zusammenhang stehen das fundamentale Lemma von Margulis und der Satz von A. Sel-
berg, H. Garland-M. S. Raghunatan, N. Wielenberg [72] tiber die geometrische Endlichkeit
von Gruppen hyperbolischer Isometrien endlichen Kovolumens. Im dritten Teil werden
orientierungserhaltende hyperbolische Isometrien mit Clifford-Matrizen in PSL(2,C),)
identifiziert, wobei Cp, die Clifford-Algebra in m Erzeugenden bezeichnet. Eine Variante
fiir eine Verallgemeinerung der Jgrgensenschen Spurungleichung, welche unabhingig von
S. Hersonsky [37] und P. Waterman [70] entdeckt worden ist, hat wichtige Auswirkungen
auf die Geometrie von Horoballen.

Im dritten Kapitel werden die Friichte unserer Arbeit in Kapitel eins und der Resultate in
Kapitel zwei geerntet. Zuerst werden die wesentlichen Strukturaussagen iber hyperboli-
sche, eventuell berandete Raumformen zusammengestellt. Sie garantieren die Existenz uni-
verseller unterer Volumenschranken. Dann werden explizite Volumenschranken hergeleitet,
getrennt fiir kompakte und nichtkompakte Raumformen von endlichem Volumen, mit oder
ohne Rand. Zum Schluss werden die Auswirkungen auf das Volumenspektrum Vol,, und
die wichtigsten geometrischen Konstruktionen n-dimensionaler hyperbolischer Raumfor-
men diskutiert. Arithmetische Aspekte werden dabei vollstandig ausgeklammert.

Fiir die Lesbarkeit und zur Abrundung der Arbeit haben wir eine ausfiihrlichere Darstel-
lung als notwendig gewahlt. Um die Autonomie der ersten Kapitel und deren eigenstandige
Bedeutung zu unterstreichen, haben wir jedes Kapitel mit einer separaten, detaillierteren
Einleitung versehen. Jedes Kapitel ist in Abschnitte eingeteilt, deren Nummern im Kopf
mitgefuhrt werden. Satze, Lemmata, Tafeln und Tabellen werden getrennt voneinander
und nach Abschnitt durchnumeriert. Jeder Abschnitt ist in Unterabschnitte eingeteilt.
Gibt es in einem Unterabschnitt mehrere Bemerkungen, so werden sie in alphabetischer
Reihenfolge durchnumeriert.

Ich danke Prof. H. Karcher fiir die Unterstiitzung und Prof. H.-C. Im Hof fiir hilfreiche
Diskussionen. Ganz besonders dankbar bin ich Prof. F. Hirzebruch fiir das Interesse und
die vielen aufmunternden Gesprache.

Dem Max-Planck-Institut fur Mathematik und seinen Mitarbeitern danke ich fiir die Un-
terstiitzung und die Gastfreundschaft. Die angenehme und inspirierende Atmosphare
haben sehr zu dieser Arbeit beigetragen.
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1. Hyperbolische Konvexgeometrie

1.0. Einleitung

In diesemn Kapitel werden die Grundlagen der hyperbolischen Konvexgeometrie bereit-
gestellt. Sie reichen von den Eigenschaften des hyperbolischen Standardraums tiber Poly-
edergeometrie in Raumen konstanter Krimmung und dem Volumenproblem nichteuklidi-
scher Simplizes bis hin zu verallgemeinerten Kugelpackungen des hyperbolischen Raums.
Wir beginnen mit der Vorstellung der bekannten Modelle fir den hyperbolischen Stan-
dardraum H?" (vgl. §1.1). Die konformen Realisierungen fiir H™ bieten sich beim Studium
der Isometrien von H™ an, wahrend das Modell im Lorentz-Minkowski-Raum fir die Poly-
edertheorie bevorzugt wird.

Die Polyedergeometrie in Raumen konstanter Kriimmung (vgl. §1.2) bildet nach dem ver-
allgemeinerten Satz von Poincaré das Fundament fur die Konstruktion und das weitere
Studium von Clifford-Kleinschen Raumformen. Um die Kombinatorik von Polytopen und
deren Beziehung als Fundamentalbereiche zu diskreten, einfach prasentierten Bewegungs-
gruppen zu formalisieren, ist die algebraische Darstellung spitzwinkliger Polytope durch
Coxeter-Schlafli-Vinberg-Graphen sehr niitzlich. Die einfachsten Graphen beschreiben
Orthoscheme, welche als Simplizes gewissen Orthogonalitatseigenschaften genligen und
die Elementarbausteine der Polyedergeometrie bilden. So kann jedes konvexe Polytop in
endlich viele Orthoscheme zerlegt werden. Wir untersuchen insbesondere hyperbolische,
eventuell abgestumpfte Orthoscheme und regulare Simplizes. Diese bilden die geeigneten
Objekte fir analytisch-geometrische Untersuchungen in der Polyedergeometrie und als
Bausteine auch bei hyperbolischen, eventuell berandeten Mannigfaltigkeiten.

Fir gewdhnliche und abgestumpfte Orthoscheme kénnen geschlossene Volumenformeln im
Fall ungerader Dimensionen < 5, sowie eine Volumenreduktionsformel bei gerader Dimen-
sion angegeben werden (vgl. §1.3). Deren Herleitung beruht auf der Schlaflischen Volumen-
differentialformel und den Eigenschaften der Polylogarithmusfunktionen (vgl. §1.3.A). Ins-
besondere kann das Volumen samtlicher Coxeter-Orthoscheme berechnet werden; sie treten
als Fundamentalbereiche von diskreten Spiegelungs- oder Coxeter-Gruppen des hyperboli-
schen Raums auf und liefern somit Beispiele hyperbolischer Mannigfaltigkeiten der Di-
mensionen < 5. Fiir nichteuklidische regulare Simplizes kénnen mit Hilfe des Schlaflischen
Differentials immerhin noch "elementare” Volumenschranken hergeleitet werden.

Im Schlussteil werden Packungen des hyperbolischen Raums mit gewohnlichen Billen,
Horobéllen und Hyperballen studiert (vgl. §1.4). Es kann jeweils ein lokaler Dichtebe-
griff bezuglich der Dirichlet-Voronoi-Zellen einer Packung eingefihrt werden. Diese lokale
Dichte ist nach dem erweiterten Satz von Bordczky durch die simpliziale Dichtefunktion der
Packung kontrollierbar. Aufgrund der Ergebnisse von §1.3 ergeben sich daraus schliesslich
explizite universelle obere Dichteschranken — zumindest fiir niedrige Dimensionen.
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Hyperbolische Konvexgeometrie Kapitel 1

1.1. Modelle des hyperbolischen Raums

Der Vollstandigkeit der vorliegenden Arbeit halber werden in diesem Abschnitt die wichtig-
sten Modelle fur den hyperbolischen Raum H" als einfach zusammenhangenden Rie-
mannschen Raum von konstant negativer Kriimmung —1 zusammengestellt. Jede der
Realisierungen weist Vor- und Nachteile auf, sodass wir uns stets des dem jeweiligen Zweck
angepassten Modells bedienen, und dies oftmals ohne Vorankundigung. Fiir weitere Einzel-
heiten verweisen wir auf [3, Chapter 2|, [5, Chapter 7] und [61, §3, 4.5, 4.6].

1.1.1. Vektormodelle. Es sei E'™ der (n + 1)-dimensionale reelle Vektorraum versehen
mit der Bilinearform

(z,y) = —zoYo + T1y1 + -+ + Tnyn

der Signatur (1,n). E''"™ ist der Lorentz-Minkowski-Raum. Der hyperbolische Raum H™
ist die Menge {z € EV'"*| (z,z) < 0, 7o > 0} bis auf Multiplikation mit positiv reellen
Zahlen. Die Normalisierung

H' ={z€ E"|(z,z) =1, 20 >0}

={zeR"™ | -2l+zi+ - +2l=-1,20>0} (1.1.1)
erlaubt auch, H" als eine Zusammenhangskomponente, hier als positives Blatt {zo > 0},
eines Hyperboloids im R"™"' zu sehen. Die Darstellung (1.1.1) liefert das Hyperboloid-
Modell fir H™. Andererseits beschreibt (1.1.1) A" als nordliche Hemisphére der Pseu-
dosphire vom Radius ¢ = v/—1 im E%™. Die hyperbolische Trigonometrie lasst sich dabei
auf einer Sphire vom Radius ¢ im R™*! realisieren (siehe {8, p. 20]). Dies entspricht der
Betrachtungsweise von J. L. Coolidge und verdeutlicht das trigonometrische Dualitatsprin-
zip der Nichteuklidischen Geometrie (siehe [8, p. 210 und p. 258, Bemerkung 6]). Nach
diesem Prinzip geht jede Formel der sphérischen Trigonometrie nach Multiplikation aller
auftretenden Kantenlangen mit ¢ in eine Formel der hyperbolischen Trigonometrie tiber.
Im Vektorraummodell lasst sich jede hyperbolische Hyperebene H, als Schnitt von H™ C
EY" mit einem n-dimensionalen Unterraum von E'", darstellen als H =: H, = et
vermoge des zugehorigen raumartigen Normalenvektors e € EV® mit (e,e) = 1. Diese
Darstellungsweise wird in der Polyedergeometrie bevorzugt (vgl. §1.2).

1.1.2. Projektive Modelle. Im reell-projektiven Raum P" := P,(R) kann H" nach (1.1.1)
als Inneres von P™ bezuglich der Ovalquadrik

Qi = {[z] € P"| (z,2) =0}
veranschaulicht werden; auf diese Weise erhalten wir das projektive Modell
H" = 1Q\ .= {{z] € P"| (z,z) <0}

Der Abschluss F_von H" in P" ist die nattirliche Kompaktifizierung von H". Punkte des
Randes OH™ = H™ — H" heissen unendliche Punkte oder Fernpunkte von H". Punkte
ausserhalb der Absoluten @, , heissen ultra-unendliche Punkte von H" und bilden den
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Aussenraum AQ;, von H". Nach dem Pol-Polare-Prinzip des projektiven Raums P"
(siehe [30, Kapitel 4]) entspricht jedem Punkt eine Hyperebene in P und umgekehrt. Ist
etwa P = [z] € P", so bilden alle zu [z] konjugierten Punkte [y] € P™ eine projektive
Hyperebene Polp,

Polp := {[y] € P"| (z,y) =0} , (1.1.2)

welche Polarhyperebene zu P = [z] heisst. Der Punkt P ist der Pol von Polp. Der Pol zu
einer beliebigen Hyperebene H in P" wird mit Pol(H) bezeichnet.

Eigenschaften. (siehe [30, §4E})

(a) Die Polarhyperebene Polp zu P € P" schneidet, bertihrt oder meidet die Quadrik
(Q1,» genau dann, wenn P € AQn, P € Q1,n oder P € IQy,, ist.

(b) Sind g,k Geraden in P* mit Schnittpunkt S = gN A, so ist Pols die Gerade bestimmt
durch die Pole Pol(g) und Pol(h).

(c) Enthalt die Gerade g in P? den Punkt Pol(h) der Geraden h, so gilt g L h.
Wir erinnern kurz an die hyperbolische Langen- und Winkelmessung. Die hyperbolische

Distanz dist(P, Q) =distpro; (P, Q) zwischen zwei Punkten P = [z] und Q = [y} in H™ mit
(z,2) = (y,y) = —1 ist gegeben durch (siehe {3, Chapter 1, §4.2])

coshdist(P,Q) = |(z,y)| , 0<dist(P,Q) <

Es seien H,, Hy zwei Hyperebenen in H" mit Orthonormalvektoren e, f € E}'™. Weiter
bezeichnen HE := {z € H"| (z,v) % 0} die beiden von der Hyperebene H, begrenzten,
orientierten Halbraume in H". Schneidensich H, und Hy im Innern I¢} ,, mit H OH}' +

@, so ist der hyperbolische Winkel Z(H,, Hy) zwischen H. und Hy in H NH; gegeben
durch (siehe {3, (8), p. 84])

cos {(He,Hy)=—(e,f) , 0<Z(H, Hyf) <

o =

Sind H.,Hy disjunkt oder ultra-parallel in H", so ist die hyperbolische Linge p(H.,Hy)
des (eindeutig bestimmten) gemeinsamen Lotes gegeben durch (siehe [3, (9), p. 84])

cosh p(He, Hy) = |(e,f)| , 0S p(He,Hy) < o0

Mit diesen Kenntnissen lassen sich alle Gesetzmassigkeiten der hyperbolischen Trigonome-
trie herleiten.

Schliesslich bemerken wir, dass nach [3, Chapter 2, Theorem 1.4] das Innere IQ jeder
Ovalquadrik Q C P™ einen zu H™ isomorphen Raum liefert. Am bequemsten ist das
projektive Modell (B™, dist,ro;), wobei H™ als Inneres der Einheitskugel B® im E™ (oder
als Schnitt der Ebene {zg = 1} mit dem Innern des Lichtkegels { (z,z) =0} im Lorentz-
Minkowski-Raum E''™ ) hervorgeht. Die meisten Abbildungen hyperbolischer Figuren sind
im (winkelverzerrenden) projektiven Modell realisiert.
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1.1.3. Konforme Modelle. Wir betrachten das projektive Modell (B", distp,,;) mit B* C
E" = {x € E"z,,y =0} in E*'. Durch orthogonale Projektion dieses Modells
hoch auf die siidliche Hemisphare der Kugel K™t! ¢ E™*! vom Radius 1 mit Siidpol
S =(0,...,0) und anschliessend durch stereographische Projektion vom Nordpol N zurtick
auf E™ erhilt man ein konformes Ballmodell fiir H" (siehe [73, p. 70—72] und Figur 1.1.1).

’A

</

C—ON)

\

Figur 1.1.1

Nach geeigneter Renormalisierung ist die Bildkugel wieder die Einheitskugel B™, und wir
erhalten das konforme Ballmodell (B™, distionf) mit Riemannscher Metrik (siehe [61,
Theorem 4.5.5])

dz? + .. 4 d2?

2 _
S Gy ME§

Im Gegensatz zum projektiven Modell fir H" sind die Geodatischen, das heisst, die dis-
tanzerhaltenden Abbildungen g : J C R — H", im konformen Modell nicht mehr
gewohnliche Geraden, sondern Kreisbogensegmente orthogonal zur Grenzsphare $*~! =
OB™ , sowie gewsShnliche Geraden durch das Zentrum von B™. Das andere konforme Modell
ist das Halbraummodell (E}, distions) mit E} = {y € E™ | yn > 0}, welches mit dem
Ballmodell (B", distions) vermége der verallgemeinerten Cayley-Transformation (siehe
[3, p. 43])

2z;

_ _ 2(zn +1)
|z +enl?

S il Bt A
|z +en? ’

Yi

zusammenhingt. Die Riemannsche Metrik fiir (EZ, distionys) st somit gegeben durch

2 _dyt 4+ dyl

k)
yi

ds
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und fiir den hyperbolischen Abstand dist(z,y) zweier Punkte z,y € E} gilt (siehe (5
§3.3]):

1

SPS Vo le—ylP
h? = dist(z,y) = — 90 1.1,
sinh” 7 dis (z,y) ry— (1.1.3)

Schliesslich kann die Gruppe I(H") der lingentreuen Selbstabbildungen oder Isometrien
von H" in einem der konformen Modelle mit der Gruppe GM(E™™!) der Mébiustransfor-
mationen von E™"~!:= E*"~1 U {co} identifiziert werden (vgl. Kapitel 2).
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1.2. Polyedergeometrie in Raumen konstanter Kriimmung

Die Polyedergeometrie in Raumen X" konstanter Kriimmung ist wesentlicher Bestandteil
bei der Konstruktion und fir das Verstandnis Clifford-Kleinscher Raumformen X"/T",
wobei I' C I(X") eine diskrete, torsionsfreie Gruppe von Isometrien auf X™ bezeichnet.
Besonders reichhaltig ist die hyperbolische Theorie, welche die spharische und die euklidi-
sche Geometrie umfasst, und dartiber hinaus viele noch ungeldste Probleme wie etwa das
Klassifikationsproblem hyperbolischer Kristalle und Coxeter-Polytope aufweist.

Dieser Abschnitt beinhaltet die grundlegenden Begriffe und Sétze der hyperbolischen
Polyedergeometrie, insbesondere zur Orthoschemgeometrie und iiber regulare Simplizes.
Wir machen uns dabei den Formalismus von Coxeter-Schlafli-Vinberg zur Beschreibung
von Polytopen durch gewichtete Graphen oder Schemata zunutze.

1.2.1. Konveze Polytope in X™. Es bezeichne X" entweder die Sphare S™, den euklidi-
schen Raum E™ oder den hyperbolischen Raum H". Wir denken uns 5™ im euklidischen
Raum E™*! und H" im Lorentz-Minkowski-Raum E!'" eingebettet .

Eine Kollektion von Teilmengen {U; }ier in X" heisst lokal endlich, falls es fiir jeden
Punkt p € X" eine Umgebung U, C X" gibt, sodass {1 € I | U, N U, # @} endlich ist.
Ein n-dimensionales konvezes Polyeder I’ C X™ ist eine nicht-leere, abgeschlossene, kon-
vexe Teilmenge in X", sodass die Gesamtheit S der Seiten lokal endlich ist (siehe [61,
§6.3]). Dabei verstehen wir unter einer Seite S von K eine maximale konvexe Teilmenge
von 0. Jede Seite S von K ist ein konvexes Polyeder der Dimension n — 1 in X*. Be-
zeichnet Hg den abgeschlossenen Halbraum von X" mit S C 0Hs und I C Hg, so ist
K =Nges Hs .

Ist p € K ein Eckpunkt (Punkt einer 0-dimensionale Seite), so ist die Eckenfigur I{, von
p in K der Durchschnitt von K mit einer hinreichend kleinen Sphére um p; K, ist ein
(n — 1)-dimensionales sphérisches konvexes Polyeder. Ein konvexes Polyeder K’ C X" ist
genau dann kompakt, wenn A endlich viele Eckpunkte besitzt und deren konvexe Hiille
ist, und falls fiir X™ = S" das Polyeder I{" in einer offenen Hemisphére von S™ liegt (siehe
auch [61, Theorem 6.4.1]). Ein kompaktes konvexes Polyeder P C X™ heisst ein konvezes
Polytop.

Es sei X" = H" realisiert im projektiven Modell (B", dist,;;). Den Begriff des hyper-
bolischen konvexen Polytops P schwiachen wir etwas ab, indem wir Eckpunkte auf dem
Rand OH™ = S"~! zulassen: Es sei P C B™ ein konvexes Polyeder. P bezeichne den
Abschluss von P in E™, das heisst, PN H® = P. Ein unendlicher Eckpunkt ¢ von P
ist ein Punkt in P N §*~!, sodass die Eckenfigur P,, das heisst, der Durchschnitt von
P mit einer hinreichend kleinen Horosphére zu ¢, ein (n — 1)-dimensionales euklidisches
Polytop ist. Ein (verallgemeinertes) konvezes Polytop P C H™ ist ein konvexes Polyeder,
dessen Abschluss P ein Polytop in E™ ist. P ist die konvexe Hiille von endlich vielen
gewohnlichen oder unendlichen Eckpunkten, besitzt nur endlich viele Seiten und ist von
endlichem Volumen (siehe [61, §6.3 und §6.4]).

Es sei P C X" ein konvexes Polytop. Dann ist P von endlich vielen Hyperebenen
H;,i € I, begrenzt. Wir schreiben H; = e, wobei e; derjenige Einheitsnormalenvek-

T 7
tor bezeichnet, welcher beziiglich P nach aussen gerichtet ist. P ist somit von der Form

P =Njer H , wobei wie gewShnlich H™ = {z € X™|(z,e;) <0} bezeichnet.
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Ein Polytop P = Njer H7 C X" heisst spitzwinklig, falls jedes Paar sich schneidender
Hyperebenen H;, Hj,4,j € I, 1 # j, einen Keilwinkel a;; = Z(H;, H;) in H7 N HY
nicht grosser als 7 bildet, das heisst, a;; < 7. Im hyperbolischen Fall gilt nach einem
Resultat von V. Andreev (siehe [3, Chapter 6, Theorem 1.4]), dass sich zwei Hyperebenen
H;, H;, wenn uberhaupt in A", dann auf P schneiden.

Weiter heisst P C X" einfach, falls jede k-dimensionale Seite F C P iﬁ genau n — k
Fazetten (Seiten der Kodimension 1) von P enthalten ist. Es gilt (siehe [3, Chapter 6,
Theorem 1.8]):

SATZ 1.2.1.
Jedes spitzwinklige Polytop P C X" ist einfach.

Es sei P = Nier HT C X" ein spitzwinkliges Polytop. Die Gram-Matrix G(P) :=
((6,‘,8J‘))£‘j€! der Normalenvektoren €;,1 € I, zu P ist eine unzerlegbare (nicht als
Blockdiagonalmatrix darstellbare), symmetrische Matrix der Ordnung || mit Elementen
(eiyei) = 1 auf der Diagonalen und (ej,e;) < 0,7 # 7, neben der Diagonalen. G(P)
bestimmt P bis auf die Lage im Raum eindeutig. Geometrisch gilt folgender Zusammen-
hang:

0, falls H; 1L H;j,
N Ccos a5, falls Cr,‘j=£(H.',Hj),
—(eie5) = 1, falls H;, H; (asymptotisch) parallel, (1.2.1)

coshl;;, falls Hy, H; ultra-parallel mit Lotlange /;;.

Umgekehrt sei G = (gi;)1<ij<m eine unzerlegbare symmetrische (m x m)-Matrix vom
Rang n+1 mit Eingéngen g¢;; = 1 und ¢;; <0 fir 1 <17 # j <m. Dannist G realisierbar
als Gramsche Matrix G(P) eines spitzwinkligen Polyeders P C X" . Genauer gilt (siehe
[3, Chapter 6, Theorem 1.7 und Theorem 2.2]):

(1) Ist G positiv definit (G ist elliptisch), so ist m = n + 1, und G ist die Gram-Matrix
eines bis auf Isometrie eindeutig bestimmten Simplexes in S™.

(2) Ist G positiv semidefinit (G ist parabolisch), so ist m = n + 2, und G ist die Gram-
Matrix eines bis auf Ahnlichkeit eindeutig bestimmten Simplexes in E*+!,

(3) Ist G von der Signatur (1,n) (G ist hyperbolisch), so ist G die Gram-Matrix eines bis
auf Isometrie eindeutig bestimmten konvexen Polyeders in H™.

In Abhangigkeit der Gram-Matrix G(P) kann die kombinatorisch-metrische Gestalt eines
konvexen Polytops P C H" bestimmt werden (siche [3, Chapter 6, §2.2]). Ist beispiels-
weise p € H" ein gewodhnlicher Eckpunkt von P, so ist die zugehorige Eckenfigur P,
beschrieben durch eine elliptische Prinzipaluntermatrix G, von G(P) vom Rang n. Ist
q € OH" ein unendlicher Eckpunkt von P, so ist die Eckenfigur P, beschrieben durch eine
parabolische Prinzipaluntermatrix G4 von G(P) vom Rangn — 1.

1.2.2. Das Schema eines Polytops. Ein spitzwinkliges Polytop P C H™ von endlichem
Volumen kann im Gegensatz zu seinen Verwandten in S"™ und E™ (siehe (1) und (2))
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kombinatorisch sehr kompliziert sein; die Gram-Matrix G(P) ist von der Signatur (1,n),
kann aber beliebig grosse Ordnung haben. Schrankt man sich auf kombinatorisch einfache
Klassen von Polytopen P C X" ein, etwa solche vom simplizialen Typ oder von hohem
Orthogonalitatsgrad, so ist deren geometrische Beschreibung durch gewichtete Graphen
oder Schemata wesentlich angenehmer und iberschaubarer.

Ein Schema T ist ein gewichteter Graph (siehe [68, Chapter 5, §1.3]), dessen Knoten
ni,nj (¢,7 € I') entweder mit einer Kante vom Gewicht ¢;; > 0 verbunden oder disjunkt
vom Gewicht ¢;; = 0 sind. Die Zahl |I{ der Knoten heisst die Ordnung von £. Ein
Unterschema von ¥ ist ein Untergraph von I, dessen Knoten n;,:1 € I' C I, denselben
Verkniipfungsregeln wie in X gehorchen.

Jedem Schema ¥ der Ordnung m ist eine symmetrische Matrix A(Z) = (as5) , , j<m der
Ordnung m mit a; = 1 und a;; = —¢;; fir ¢ # j zugeordnet. Offensichtlich ist &
genau dann zusammenhangend, wenn A(L) unzerlegbar ist. Entsprechend zur Ordnung
lassen sich Begriffe wie Rang, Determinante und Definitheitscharakter von A(Z) auf T

ubertragen.
LEMMA 1.2.1 [66, (1), p. 258; p. 262].

1) Fiir die Determinante eines linearen Schemas L* mit Knoten 1,...,m und mit Ge-
+ . 1
wichten ¢ i:=cjit1, 1 <1 <m—1, das heisst,

c Crmm
P o——o0—...—o22l g

1 m
gilt die Rekursionsformel

detE] = detE'f"1 —c? dei:E;"_2 , wobel detEcl’ =detT] :=1

m—1

(2) Fiur die Determanante eines zyklischen Schemas A, der Ordnung m mit Gewichien
ci,t 21, modulo m, das heisst,

C/ Cr—1
Ay > )
C2 \ Cm
Ci

gilt bis auf zyklische Vertauschung der Indizes die Formel

m
detA,, = -2 H ¢ + detE;“_1 - detEE"_2

=1

Ein Schema ¥ heisst entweder elliptisch, parabolisch oder hyperbolisch, falls entweder alle
Komponenten von % elliptisch sind, oder falls es neben elliptischen Komponenten min-
destens eine parabolische Komponente gibt, oder falls genau eine Komponente hyperbolisch
1st.
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Nach Definition (siehe [68, Chapter 5, Definition 1.6]) ist das Schema XI(P) eines spitz-
winkligen Polytops P = N;jefH; C X" gleich dem Schema £, dessen Matrix A(Z) mit der
Gram-Matrix G(P) von P zusammenfallt; (P} beschreibt P bis auf Isometrie eindeutig.
Die Knoten von I(P) entsprechen den berandenden Hyperebenen H; = e} von P, und
fir die Gewichte gilt ¢;; = —(ei,e;), 7,7 € I. Insbesondere sind Knoten zu orthogonalen
Hyperebenen disjunkt.

Wir sagen, dass zwei Polytope P, P, C H* wvom gleichen schematischen Typ sind, falls

(1) die Schemata ¥(P;), £(Fz) vom gleichen Graphentyp sind, das heisst, die zugrunde
liegenden Graphen sind als eindimensionale simpliziale Komplexe homdomorph;
k.

(ii) die Gewichte ¢;; von I(FPx), k = 1,2, korrespondieren gemass

A

.
——
ANV

ALV
—

1 = c}; {

Nach [3, Chapter 6, §2] sind Polytope vom gleichen schematischen Typ kombinatorisch
aquivalent.

Far Coxeter-Polytope Pc C X™, welche definitionsgemass durch naturliche Keilwinkel,
also solche von der Form % , p € N, p > 2, charakterisiert sind, ibernehmen wir die ge-
brauchlichen Bezeichnungen aus der Lie-Theorie: Sind zwei Knoten durch das Gewicht
cos % miteinander verkniipft, so werden sie durch eine mit p markierte KKante verbunden
(auf die Markierung p = 3 wird wie gewdhnlich verzichtet). Im nicht-kristallographischen
Fall ersetzen wir das Gewicht cosa durch die Marke .

Weist Pc ¢ X™, X™ # S", zwei (asymptotisch) parallele berandende Hyperebenen auf, so

werden die zugehorigen Knoten in £(P¢) durch eine Kante der Form o ® o verbunden.

Sind zwei Hyperebenen von Pc C H™ ultra-parallel mit Lotabstand der Lange [, so werden
ihre Knoten im Schema IL(P¢) durch eine gestrichelte Kante o--.--0 verbunden, das
heisst, auf die Gewichtung cosh! wird verzichtet.

Coxeter-Polytope Pc C X" treten als Fundamentalpolytope von diskreten Spiegelungs-
gruppen oder Cozeter-Gruppen in X" auf. Im Gegensatz zu den endlichen und affinen
Coxeter-Gruppen (siehe Tafel 1.2.1 und [68, Chapter 5, §1.4]) ist das Klassifikationspro-
blem fiir hyperbolische Coxeter-Gruppen noch weit von einer vollstindigen Losung ent-
fernt. Partielle Resultate konnen erzielt werden, indem man sich auf Teilklassen von hyper-
bolischen Coxeter-Gruppen einschrinkt, deren Fundamentalpolytope von fest gewahltem
und einfachem schematischem Typ sind (siehe [68, Chapter 5, §2] und Tafel 1.2.2). So sind
beispielsweise alle hyperbolischen Coxeter-Simplizes klassifiziert; sie existieren bis und mit
Dimension 9 (siehe [68, Chapter 5, §2.3]).
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4, (n 2 1) Q——0—0—+—0—0
B, (n 2 2) o 4 0—0—++—0—0
Fy o 0 4 0 0
H, c 0 0 0 o
H, 0 5 0——0
G7 (m 23) oo

Tafel 1.2.1. Die linearen elliptischen Coxeter-Schemata der Ordnung n

1.2.3. Orthoscheme vom Grad d. Einfachste Beispiele fiir Polytope in Raumen X" kon-
stanter Krimmung sind durch lineare und zyklische Schemata der Ordnung > n + 1
gegeben. In diesem Abschnitt betrachten wir eine Klasse solcher Polytope in H™.

Ein n-dimensionales Orthoschem Rgq vom Grad d,0 < d < 2, ist ein konvexes Polytop in
H™, n > 2, dessen Schema X(Ry) fir d = 0,1 linear von der Ordnung n +d + 1 und fur
d = 2 zyklisch von der Ordnung n + 3 ist (siehe [40], [41]). Ein Orthoschem R4 C H" vom
Grad d ist somit begrenzt von n 4+ d + 1 Hyperebenen Hy,..., Hy4q mit der Eigenschaft

H,‘ J_HJ' fir QSIi—j|Sﬂ+l

Im Folgenden beschreiben wir die Geometrie von Orthoschemen Ry fiir d = 0 und d > 0.

Orthoscheme vom Grad d = 0 sind identisch mit den (gewohnlichen) Orthoschemen im
Sinne von L. Schlafli (66, p. 243] (siehe auch (8, §4.2]): Ein Orthoschem R C X" ist ein
Simplex, dessen Eckpunkte po,...,pn so numeriert sind (etwa durch die Vorgabe, dass p;
der Eckpunkt gegeniiber der Seitenflache RN H; sei), dass

span(po,...,p;) L span(pj,...,pn) fir 1<j<n-1

wobei span(z;,...,zm) die konvexe Hiille der Punkte zi,...,z,;, € X" bezeichnet. Ein
Orthoschem R kann als Verallgemeinerung eines rechtwinkligen Dreiecks angesehen wer-
den. Nach Definition folgt leicht, dass die Seiten und Eckenfiguren (vgl. §1.2.1) eines Or-
thoschems wiederum Orthoscheme sind. Jedes Orthoschem R € X™ ist durch héchstens n
nicht-rechte Keilwinkel der Form o; = Z(H;-1, H;) charakterisiert; sie heissen wesentliche
Keilwinkel von R und bilden im nichteuklidischen Fall ein vollstandiges Invariantensystem
fir R (siehe [8, p. 75-77]). Ist R € X", X™ # S™, von endlichem Volumen, so gilt
a; < 7 firalle ¢ € [1,n]. Auf der Sphire S™ hingegen kann ein Orthoschem R k-fach
orthogonal entarten (siehe (8, §4.3, Satz 1]), das heisst,

fiir 1<k<n

SIE

Q't'l ="'=aih =
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Somit ist das Schema Z(R) eines Orthoschems R C X™ linear und von der Gestalt

S(R) oo 022 o

0 n

bl

zerfallt aber fur ein k-fach orthogonal entartetes Orthoschem R € 5™ in k£ + 1 disjunkte
Komponenten.

Die Eckpunkte pg,...,pn von R C X" bilden einen total-orthogonalen Kantenzug, das
heisst, die Kanten p;pi+;,0 <1 < n — 1, sind paarweise orthogonal. Ist R nicht or-
thogonal entartet, so spielen der Anfangspunkt pp und der Endpunkt p, des Kantenzugs
eine ausgezeichnete Rolle; nur bei ihnen tritt kein rechter Dreieckswinkel auf, wahrend die
Eckenfiguren R, zu den Eckpunkten p;,:=1,...,n — 1, stets orthogonal entartet sind
mit Unterschema

o ; a; o
E(Ry;) : o ! 6—.i—0 0 o0—F2 5. ... _o 2 g

Fiir ein hyperbolisches Orthoschem R ergibt sich daraus, dass hochstens die Hauptecken
Po, pn von R unendliche Punkte sein konnen (siehe (8, §4.8, Satz 15]). In diesem Fall heisst
R C H™ einfach oder doppelt asymptotisch (kurz: 1— oder 2—asymptotisch), und E(R)
weist die parabolischen Unterschemata

(1.2.2)

auf. Die Parabolizitdt der Graphen (1.2.2) liefert nach Lemma 1.2.1 folgende Relationen
zwischen cosla;,i1=1,...,n :

c052a1=det(o a2 °_"‘—0—9L_1—0)/det(o O3 o On=1 0)
2
o e
sl o8 2] (1.2.3)
|1 11
COSzan=det(o Q3 o—~--—oan——10)/det(o o0— -5 (0 0! o)
1 COS an-—ll COS2 QQI
|1 1 :
wobel
l—E:llTI_..._(.:l.jil:zl_ €1
C2
1=
_ Ck—1
1—c;i

die Pringsheimsche Kurzschreibweise fiir Ilettenbriche ist.

Gewohnliche Orthoscheme sind elementarste Bausteine der Polyedergeometrie in X™: Je-
des Polytop P C X" von endlichem Volumen lasst sich zunéachst als elementargeometrische
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Summe (disjunkte innere Vereinigung) von endlich vielen Simplizes schreiben. Anschlies-
send kann jedes Simplex S C X" elementargeometrisch als Summe oder Differenz (siehe
[8, p. 196, Bemerkung (9)]) von endlich vielen Orthoschemen dargestellt werden, indem
von einem fest gewahlten Punkt z € X" aus nacheinander das Lot auf die k—kodimensio-
nalen Seiten (1 <k <n—1) von S gefallt wird; die so entstehenden Lotfusspunkte bilden
zusammen mit den Eckpunkten von S total-orthogonale Kantenztige fir die Orthoscheme
der Zerlegung (siehe [66, p. 246—247], (8, p. 80—81]). Ist S spitzwinklig und z € S, so ist
S echt in Orthoscheme zerlegbar.

Diese Aussagen lassen sich durch Ubergang zur Polyedergruppe oder scissors congruence-
Gruppe P(X™) algebraisch fassen. Die Polyedergruppe P(X ") ist die abelsche Gruppe
erzeugt von den Symbolen [P] fir Polytope P C X" und mit den Relationen

(i) [P)=[Pi])+[P], falls P= P UP, (elementargeometrische Summe);
(i) [P)=[g(P)] fir eine Isometrie g € I(X™).

Nach einem Resultat von Zylev (siehe etwa (22, §1, p. 125]) gilt [P] = [Q] fiir Polytope
P,Q C X™ genau dann, wenn es Zerlegungen P = Ul_, P; und @ = U/_, @; gibt mit P;
isometrisch zu @; fiir jedes : = 1,...,r.

Offensichtlich bilden die Orthoscheme ein Erzeugendensystem fir P(X ™). Im hyperboli-
schen Fall genligen dazu asymptotische Orthoscheme: Jede Orthoschemklasse [R] ldsst
sich als Summe von Klassen 1—asymptotischer Orthoscheme schreiben (siehe [22, (6.1)]).
Dariiberhinaus kann neben der Gruppe P(H™) die Polyedergruppe P(H") des erweiter-
ten hyperbolischen Raums H™ betrachtet werden, welche nach [23, Theorem 2.1] fiir n > 0
isomorph sind. Schliesslich gilt sogar (siehe {22, Proposition 6.4]):

SATZ 1.2.2.

Fir n > 1 ungerade wird P(H™) von den Klassen der 2—asymptotischen Orthoscheme
erzeugt.

Jedes doppelt asymptotische Orthoschem R C H™ gegeben durch

LZ(R) : o o022

induziert einen Zyklus von 2—asymptotischen Orthoschemen: Es sei a¢ € (0,75 ) der
Winkel, sodass das Schema

g ay Up-2

o) 0 0—--—0

o]

parabolisch vom Rang n — 2 ist. Entsprechend zu (1.2.3) folgt daraus, dass

cos® ap = det(o =t 0—"“—0&"——2-0)/det(0 @2 o Gnz2 o)
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SATZ 1.2.3 [45, Proposition 1.3].

Die Schemata T; : o—to—...—0 28Tl oy Z modulo n + 1, bilden cinen

Zyklus von n+1 doppelt asymptotischen Orthoschemen in H™, worin benachbarte Elemente
Yi, iy eine gemeinsame Hauptecke aufweisen.

Bemerkungen.

(a) Der asymptotische Orthoschemzyklus von Satz 1.2.3 kann als hyperbolisches Analogon
zu Schléflis Orthoschemperioden [66, p. 259-260] aufgefasst werden. Diese Perioden
verkorpern eine Verallgemeitnerung auf beliebige Dimensionen der Napierschen Regel fiir
spharische Dreiecke (siehe (8, §4.6, Satz 2]), wie sie im Pentagramma Mirificum von Napier
(siehe [8, §4.7]) dargestellt ist.

(b) Es stellt sich die Frage, ob die Zykluseigenschaft der 2—asymptotischen Orthoscheme
R; ¢ H™ mit ©(R;) = &;,¢ € Z modulo n + 1, eine Relation fiir die Polyedergruppe
P(H™) induziert. In diesem Zusammenhang erwihnen wir eine Zerlegungsrelation fiir
2—asymptotische Orthoscheme, welche fiir Volumenberechnungen sehr niitzlich ist (fiir n =
5, siehe [44, p. 654—656)). Essei R=1py-- pn C H" ein 2—asymptotisches Orthoschem
mit Eckpunkten po,...,pn und mit Schema

Dann ist Q@ C H® mit dem Schema

Q) : o o Ay L S I

ein Zyklusnachbar von R. Weiter kann € im Raum H™ beziiglich R so verschoben werden,
dass fur die Eckpunkte ¢;, 0 <1 < n, von ) mit qo,q, € OH" gilt:

qoeﬁl ) QiEpTﬁi-H , fir t=1,...,n—-1 dn = PO
Dabei bezeichnet 73 die Halbgerade von z aus durch y. Wir bilden nun die Simplizes
Rei=qo - qe—1px---pn fir k=1,...,n

Dann gilt £(R;) = E(R) und I(R,) = Z(Q), sowie (sieche [22, Theorem (2.6) (i)]):
(1) Ry ist ein 2—asymptotisches Orthoschem;

(i) In P(HE™) gilt: 2[R]=2[Q]+§:[Ri].

Fir die Beschreibung von Orthoschemen R4y mit Grad d > 0 denken wir uns H™ im
projektiven Modell Q) , des P" bezuglich einer Ovalquadrik @, , realisiert (vgl. §1.1.2).
Ein Orthoschem Ry vom Grad d = 1 oder d = 2 kann als gewohnliches Orthoschem in
E™ C Pm™ aufgefasst werden, wovon d der Hauptecken po,p, im Aussenraum AQ .
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liegen und vermége der zugehérigen Polarhyperebenen, Pol(pg) =: Hp+2 beziehungsweise
Pol(pn) =: Hp41 , abgestumpft werden.

P3
(25)]

)

Qg
3

D
Das gewohnliche Orthoschem Ry C H® vom Typ A

Qo Qg

- - Qay

as Qg

Der Lambert-Wiirfel R2 C H® vom Typ B

Figur 1.2.1. Orthoscheme Ry vom Grad d =0,1,2
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Der Orthoschemstumpf Ry € H™ ist nach Konstruktion von endlichem Volumen und

darstellbar als
n+d

Ry= () H |
=0

wobei wie immer H = {z € H"{(x,e; ) < 0} der abgeschlossene Halbraum beziiglich
des nach aussen gerichteten Normalenvektors e; zu H; ist. Rq wird deshalb auch d-(fach)
abgestumpftes Orthoschem oder (polar) vollstindiges Orthoschem vom Grad d genannt. Ry
ist fiir d > 0 kein Simplex mehr, aber durch m, n < m < n+3, spitze Keilwinkel der Form
a; = Z(H;-1,H;) bis auf Isometrie eindeutig bestimmt. Die Eulersche Polyederformel
impliziert m = n = 3, sodass es fir Rg C H® mit 0 < d < 2 insgesamt nur vier
kombinatorisch verschiedene Typen gibt (vgl. Figur 1.2.1).

n L(R¢) der Signatur (1,n)
2 oL o-% o fir 3<pg<oo mit %+i~<%
5 4 4 4 4 4
3 0 0 0 0 0 o o o o 0 0 0
4 5 6 6
o o o o o) o) o 0 o o o) o
5] 5 4 6 6 6
o] C 0 o] o] &) o] o] o] o] (@] ]
5 6
0 o o 0
4 o} ) o o 5 0
5 5}
) o) 0 o) o
4 5
0 ) o 0 )
4 4
o ) o o 0
5 o} o o} 0 4 o} o]
4
o 0 0 o ) )
4 4
o o o 0 ) o)

Tafel 1.2.2. Die hyperbolischen Coxeter-Orthoscheme R¢
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Es bezeichne L4 das Schema eines d-abgestumpften Orthoschems Ry mit d > 0. Indem d
nicht-benachbarte Knoten von ¥, entfernt werden, zerfallt £; in zwel disjunkte Kompo-
nenten o7,0,, welche folgende Eigenschaften aufweisen (siehe [40, Proposition 1.4}):

elliptisch, hyperbolisch,
o1 { parabolisch, = o { parabolisch,
hyperbolisch, elliptisch.

Dies impliziert, dass das Schema £4 von Rq C H® fiir n > 3 stets ein zusammenhéngendes
hyperbolisches Unterschema der Ordnung n + 1 und mit Gewichten 0 < ¢; = cosa; <
1,1 < < n, enthalt; Ry heisst vom Typ A. Der Lambert-Wiirfel R, C H* (vgl. Figur
1.2.1) hingegen verletzt diese Eigenschaft und wird vom Typ B genannt.

Ein Orthoschem Ry C H™ vom Grad d, 0 < d <2, ist konvexe Realisierung (|  H

(eie:)>0
eines Napier-Zyklus vom Typ din EV™ (siehe [40, §1]); ein solcher ist gegeben durch n 43
Vektoren e; € EV'™ | i € Z modulo n+ 3, mit (ej_1,¢;) < 0 fur alle 7 und mit (e;,e;) =0
fur 2 € |i—7| € n+1. Jen+1 aufeinanderfolgende Vektoren des Napier-Zyklus bilden eine
Basis von E'"" und — als nach aussen gerichtete Normalenvektoren — ein (eventuell un-
endliches) Orthoschem in H"®. Die kristallographischen Napier-Zyklen beschreiben Coxeter-
Orthoscheme Ry ¢ vom Grad d und wurden von H.-C. Im Hof 1985 (siehe [40]) vollstindig
klassifiziert. Beispiele existieren fur n < 9, wobei fiir 4 < n < 9 jeweils nur endlich
viele auftreten. In Tafel 1.2.2 sind die hyperbolischen Coxeter-Orthoscheme Re = Ro ¢
aufgefiihrt.

1.2.4. Reguldre Polytope und Mosatke. Der Begriff des reguldren Polytops P.., C X"
kann auf verschiedene Weise definiert werden (siehe [20, §7.5—-8§7.9] und [68, Chapter 5,
§3]). Wir gehen induktiv vor und nennen ein Polygon in X? reguldr, wenn alle Kanten und
alle Winkel gleich sind. Ist » > 3 die Anzahl der Kanten, so schreiben wir P, = {r}.
Ein regulires Polygon ist eine spezielle Konfiguration in X2 :

Eine Konfiguration in X" besteht aus N; Unterrdumen von X" der Dimension j,j =
0,...,n — 1, sodass jeder j-dimensionale Unterraum der Konfiguration mit Nz, y # k,
der k-dimensionalen Unterrdume inzidiert (siehe [20, §1.8, p. 12]). Offenbar ist N;; = N;
und N;Njx = NixNg;. Ein regulires Polygon {p} liefert ecine Konfiguration in X?* mit
lVo = JV] =p, N01 = lvlo =2.

Ein Polytop in X", n > 2, heisst reguldar, falls alle Fazetten (oder Zellen) und alle
Eckenfiguren reguldr sind. Daraus folgt, dass alle Zellen gleich und alle Eckenfiguren
kongruent sind. Da die Fazetten einer Eckenfigur gleich den Eckenfiguren einer Fazette
sind, kann das Symbol {r} fir den ebenen Fall per Induktion fiir ein reguldres Polytop
Preg € X™  n > 2, erklart werden; das Schliflische Symbol eines reguldren Polytops P,
mit Zelle {r,...,rn—2} und Eckenfigur {re,...,r -1} ist gleich {ry,...,rn-1}. Zum
Beispiel beschreiben {3,...,3}, {3,...,3,4} und {4,3,...,3} das euklidische reguldre
Simplex, Kreuzpolytop und Masspolytop (oder "Hyperwirfel” ).

Eine aquivalente Charakterisierung der Regularitat eines Polytops P C X" kann in
Abhangigkeit der Deckgruppe oder Symmetriegruppe II(P) = {r € I{X")|#x(P) = P}
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von P erkldrt werden: P ist regulér, wenn II(P) transitiv auf den j-dimensionalen Seiten
(0 £j <n—1)von P operiert. II{(P) ist eine Permutationsgruppe, welche die Eckpunkte
von P vertauscht. Fir die Ordnung von II(P) gilt (siehe [20, p. 130]):

-1

ordI(P) = Ny - [ Nactyn—ren) 20
=1

Fiir ein reguldres Simplex S,., = {3,...,3} beispielsweise ist ordII{Sre,) = (n + 1)!.
Jedes regulare Polytop Pr., C X" be51tzt einen eindeutig bestimmten Mittelpunkt p,,
den Fixpunkt der Symmetriegruppe II(Preg); pn ist Zentrum der Kugeln B,_;,j =
0,...,n—1, vom Radius ,_;R, welche alle Mittelpunkte der j-dimensionalen Seiten von
P,.eg beriihren. B, ist die Inkugel und B, die Umhugel von Pr,.
Das reguldre Polytop Preg = {r1,...,7n-1} C X" kann vom Zentrum p, aus durch
fortgesetztes Lotfallen auf die Konfiguration der Seiten in Orthoscheme zerlegt werden (vgl.
§1.2.2): Ist FJ=! eine Fazette der j-dimensionalen Seite FJ C Prg,1 <3<n-1,50
bilden die Mittelpunkte F° =: po,py,...,pn der Fahne { F°,F! ..., F*~} F" .= reg }
zur Konfiguration ein n-dimensionales Orthoschem, welches charakteristisches Orthoschem
von Pr.y heisst. Auf diese Weise zerfallt Py in ordI(Pre,) isometrische Orthoscheme
der Form R = R(po,...,pn). Die Eckenfigur R,, = py---p,,_, von R zu p, mit den
Eckpunkten p! € ;ﬁi ,1=0,...,n— 1, ist ein spharisches Orthoschem mit Keilwinkeln
L gegeniiber der Kante p|_,p, (siehe [20, §7.9, p. 137] und [68, Chapter 5, §3.2]), das
h'eisst,
E(Rp,) : o L P AL L5 T
0 n—1

ist elliptisch, wobei der Knoten j die Seitenflache gegentiber p} in R, reprasentiert. Daraus
folgt, dass

vol,_1(S"71)
VO]‘""l(RPn)

Fiur Preg = {71,...,7n-1} C X" ist das charakteristische Orthoschem R durch

ordII(P) = (1.2.4)

T Tn—1i
1 O— e — O n

L(R) o o

o)

mit einem gewissen p = p(Pr.y) € [0, 3] gegeben. Im euklidischen Fall ist p durch die
Bedingung det3(R) = 0 eindeutig bestimmt.

Auf induktive Weise wird auch die Regularitdt und das zugehorige Schlaflische Sym-
bol {ri,...,r, } einer Pflasterung oder eines Mosaiks in X" definiert; diese bestehen
aus (eventuell unendlich vielen) reguliren Polytopen P = {7y,...,7n—1}, welche X"
liickenlos tiberdecken (siehe {20, §4.6, p. 68; §7.4, p. 127] und [68, Chapter 5, §3.3]).
Der Index r, bezeichnet die Anzahl der Zellen {ry,...,r,_1} mit gemeinsamer (n — 2)-
dimensionaler Seite, und 2” ist der Keilwinkel des Polytops P. Die Symmetriegruppe der
Pflasterung {7y,...,7n } Yon X" wird von den Spiegelungen in den Fazettenebenen des
Coxeter-Orthoschems

™ n

o 0o—:+—o0

o}
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erzeugt; dieses Orthoschem ist demnach Fundamentalbereich der Symmetriegruppe von

{7r1,...,ma }.

Fiir eine hyperbolische regulare Pflasterung {7y,...,7, } ist das Unterschema

Tl o Tn—1

elliptisch und beschreibt die Konfiguration um jedes Zellenzentrum herum. Lassen wir
zu, dass das Schema ¢ parabolisch ist, so beschreibt das Symbol {ry,...,r, } ein Mosaik
in H", worin die Zellenschwerpunkte zu unendlichen Punkten und die Zelleninkugeln zu
Horoballen entartet sind.

Wir sind insbesondere an reguldren Simplizes S;.o(20) C X™ mit Keilwinkel 0 < 2a <7
interessiert. Sr.q(2a) ist realisierbar (siehe {8, §6.3, Satz 1)

. . 1
in 8" fir —1<cos(2a) < —
n

1
in BT fiir cos(2a) = = ; (1.2.5)

n
s N 1 1
in H*  fur — < cos(2a) <

n n—1

Im Extremfall cos(2af) = & ist ein nichteuklidisches reguldres Simplex S,eq(208) di-

mensionsentartet und hat somit n-dimensionales Volumen gleich null. In H™ beschreibt

die Bedingung cos(2al,) = -25 ein total-asymptotisches oder ideales regulres Simplex

Sreg(20)) mit simtlichen Ecken in H™. Wir bemerken, dass o =af ' <ol < I.

Es sel S;eq(2c) C H™ im projektiven Modell (B™,distyro;) realisiert. Das Zentrum von
Sreg(2ax) sei der Mittelpunkt von B™. Sind alle Eckpunkte po,...,pn von Srey(2e) ultra-
unendlich, sodass die Strecken p;p;, 1 <1 # 7 < n, hyperbolische Segmente (gleicher
Lange) enthalten, so verbleibt nach Abstumpfen von p; entlang der Polaren Pol,; ein
Polytop Trey(2a) in H™ von endlichem Volumen. Ty.,(2a) ist ein abgestumpftes regulires
Simplez mit ’

1 1

cos(2a) <
n— < ( )“n—z

(1.2.6)

Im euklidischen Raum ist Syeq(2a) durch den Keilwinkel 2a nur bis auf Ahnlichkeit be-
stimmt. Im nichteuklidischen Fall besteht folgender Zusammenhang zwischen Winkel 2«
und Kantenlange 2/ von S,.;(2a) (siehe [8, §6.4, p. 276—270]):

1 . 1 cos(2a)
In 5" =n-1 d 2l) = 1.2.7
" cos(2a) noibe cos(2!) oder cos(2]) 1 —(n—1)cos(2e) ’ (127)
. 1 1 cos(2a)
"o =n - — h(2l) = . (1.2,
n H cos(2a) n- i cosh(21) oder cosh(2]) 1 —(n —1)cos(2a) (1.28)

Fiir die Radien | R und » R der Inkugel und der Umkugel von Sr.,(2a) gilt:
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LEMMA 1.2.2 [46, Lemma 1].

Der Inradius | R und der Umradius o R eines reguliren Simplezes Syeq(2a) C X", X" £
E™ | der Kantenlange 21 sind gegeben durch:

n n . 2n .
nS" : cos(1R) = 1 oS und  sin(xR) =/ - sinl

+1
- 2n ) 2n
in H® : cosh(1 R) =/ m— cosa und sinh(,R) = e sinh{

Wie bereits erwahnt ist S;.q(2a) C X™ auf verschiedene Weise in Orthoscheme zerlegbar.
Eine Zerlegung ist gegeben durch (vgl. (1.2.4))

[Sreg(20)] = (n+ 1)![R(a)] (1.2.9)

wobei R(a) das charakteristische Orthoschem von Sye,(2a) ist mit

E(R(e)) o2 6 0—riim0—0

Das Orthoschem R(a) ist Teil einer Schlaflischen Orthoschemperiode (vgl. §1.2.3, Be-
merkung (a)): Ist

i a 2a o
Viyy 0 0—0—::: —0—0 o o 0—0—--+ —0—0
0 1 n
far 0 < < ["T_I] ein Orthoschem in X7, so gilt uj,_H = u,’:;ll_i und
i 1 . -1
[y:'ﬂ]:(?-{-i-_l)[R(a)] f'urz:(),l,...,[n2 ] . (1.2.10)

Diese Relationen entstehen aus verschiedenen Zerlegungen von Sp.,(2a) C X7 (siche
(66, p. 271] und [22, Theorem (7.4)]). Ist Srey(2¢) C H™ ideal, so gehéren vy, 1 =
0,1,...,n — 1, zu einem Napier-Zyklus (vgl. Satz 1.2.3). Wie der verbleibende Napier-
baustein
n a a
viyp ¢! 0——0——0-—:::=0——0——0

liber eine scissors-congruence-Relation mit [I/fl+l ], :=10,1,...,n—1, in Bezichung steht,
ist jedoch ungeklart.

Entsprechende Zerlegungsaussagen gelten auch fiir das abgestumpfte regulare Simplex
Treg(20) C H™. Zum Beispiel ist

[Treg(20)] = (n+ 1)} [Ri(a)] (1.2.11)
wobei R;(a) das 1—abgestumpfte charakteristische Orthoschem ist mit
Z(Ri(a)) 0t 00— im0
14 2 0 o)

Dabei bezeichnet der Knoten n + 2 die Polarhyperebene Hp4o zur ultra-unendlichen Ecke
N, Hi gegeniber Hp.
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1.3. Volumina nichteuklidischer Polytope

Das Problem Formeln fiir das Volumen von Polytopen in nichteuklidischen Raumen X" |
n > 2, aufzustellen (wir sprechen kiinftig vom Volumenproblem fiir X ™), ist erstaunlich
schwierig und fur Dimensionen n > 7 vollig ungelost. Die meisten der bekannten Resultate
gehen fiir die Sphare S™ auf L. Schlafli [66] und fiir den hyperbolischen Raum H? auf
N. I Lobatschefskij [48] zuriick. Dieser Abschnitt beinhaltet die wichtigsten analytisch-
geometrischen Konzepte und bietet einen Uberblick uber den Stand des Volumenproblems
fiir Orthoscheme und ideale Simplizes im hyperbolischen Raum.

1.3.1. Das Schlaflische Volumendifferential. Es sei kiinftig X", n > 2, entweder die
Sphéare S™ oder der hyperbolische Raum H"™ . Da die Polyedergruppen P(X") von Ortho-
schemklassen erzeugt sind (vgl. §1.2.3), geniigt es, das Volumenproblem auf Orthoscheme
in X" einzuschranken. Ein Orthoschem R C X" ist durch seinen Graph

(R) : o b S S
0 n

bis auf Isometrie eindeutig bestimmt (vgl. §1.2.2). Das Volumen vol,(R) von R kann
deshalb als eine analytische Funktion der Keilwinkel ay,...,a, angesehen werden. L.
Schlafli [66] hat eine Differentialformel fiir das Volumen in Abhéngigkeit kleiner Winkel-
variationen entdeckt, die das Volumen als einfaches Integral liefert, und beispielsweise
gegentiber der Koordinatendarstellung

vol,(R) = f ———-—dII - dzn
T

n
R

n

fir R C H™ im konformen oberen Halbraummodell (HE, distons) enorme Vorteile
aufweist (vgl. §1.1.3; [61, Theorem 4.6.7]).

SATZ 1.3.1 (L. Schlafli; [66, Nr. 22, p. 235)).

Fs seitn 2 2, und R C X" emn nichteuklidisches Orthoschem mit Keidwinkel o; =
L(H;—y,H;) und Scheitel F; = RNH;_;NH; fir 1=1,...,n. Dann qilt:

mn

> volp—z(Fi)da; , volo:i=1 , (1.3.1)

=1

dvol,(R) = —

n —

wobei kK = k(X™) € {~1,+1} die Krimmungskonstante von X" bezeichnet.

Schlafli bewies Satz 1.3.1 fiir beliebige spharische Simplizes und gab eine Reihe von Be-
weisen an. Wie er selbst bemerkte [66, p. 273, lasst sich die Differentialformel fiir beliebige
Polytope verallgemeinern. Ist P C X", so gilt

K

dvol,(P) =

1 Z volp—o(Fldap

n - F



§1.3 Volumina nichteuklidischer Polytope 21

wobei die Summe tiber alle (n — 2)-dimensionalen Seiten F' C P mit Keilwinkel af er-
streckt wird. In der Tat ist P C X" als elementargeometrische Summe von Simplizes
darstellbar, worauf das Volumendifferential zerlegungsadditiv wirkt (siehe {41, §2, p. 549]).
Insbesondere gilt

m(d)
1
dvoln(Ra) = 7— Z} volp_o(F) doy; (1.3.2)
mi(d)}
fiur d-abgestumpfte Orthoscheme Ry = () H; C H",0 < d < 2, mit Scheitel F; =

1=0
RyN H;—y N H; zum Keilwinkel o; fir 1 <7< m(d) und n < m(d) <n+3.
H. Kneser fand einen eleganten Beweis der Schlaflischen Formel fur beide Kriimmungsfalle
k = *1, welcher von J. Béhm (8, §5.1] ausgearbeitet worden ist. Ein ausgesprochen
geometrischer Beweis, welcher dvol,(R) im ”Elementarkeil” behandelt, geht auf C. F.
Gauss zuriick (siehe auch [8, p. 267, Bemerkung (28)]) und ist in [3, Chapter 7, §2.2
ausgefihrt. Schliesslich sei noch der Beweis von J. Milnor [57, The Schlafli differential
equation, p. 281 ff} erwédhnt, der auf funktionalanalytischen Methoden beruht.

Aus Satz 1.3.1 leitet man unmittelbar die bekannten Fléch%nformgln fir nichteuklidische
rechtwinklige Dreiecke R C X? mit Diagramm Z(R) : o——o0—2-0 ab:

volg(R) = & (a1 + a2 — g) . (1.3.3)
Die Integrationskonstante kann fiir punktformige Entartung detZ(R) — 0 bestimmt wer-
den: Ein infinitesimales und somit euklidisches rechtwinkliges Dreieck Rgey mit Winkel-
summe o 4+ ap = 5 hat hyperbolische Flache voly(Rgey) = 0.

1.3.2. Reduktion von geraddimensionalen Volumina. Die Schlaflische Differentialformel
(1.3.1) deutet an, dass das Volumenproblem flr gerade und fiir ungerade Dimensionen
separiert und prinzipiell verschieden ist. Wie die Flachenformeln (1.3.3) fiir ebene Or-
thoscheme bereits anzeigen, kann das Volumen eines geraddimensionalen Simplexes durch
die Inhalte von samtlichen ungeraddimensionalen sphérischen Eckenfiguren dargestellt wer-
den. Dieses Reduktionsprinzip geht auf Schlafli (66, Nr. 24 und Nr. 26] zurtick und wurde
von H. Hopf auf den hyperbolischen Fall ubertragen; davon unabhangig und einiges spater
entdeckte H. Poincaré ein Analogon fiir verallgemeinerte Winkelsummen (siehe auch (3,
Chapter 7, §2.3] und [8, p. 263, Bemerkung (13)]). Tatsdchlich kann fiir jede Klasse von
geraddimensionalen Polytopen P von vorgeschriebenem kombinatorischem Typ eine Re-
duktionsformel hergeleitet werden; das Verfahren beruht auf Induktion nach der Dimension
und der Schléflischen Differentialformel (1.3.1). Die auftretenden Volumenkoeffizienten
widerspiegeln den kombinatorisch-metrischen Typ von P. Dabei kénnen stérende dimen-
sionsabhéangige Universalkonstanten ausgeschaltet werden, indem das Volumenfunktional
vol,(P) geeignet normalisiert wird. Es bezeichne

on1 on

voln (S™) = R(nt1)/2

Wn 1=

n+1
)

1“(2
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Ist P C S™ ein Polytop mit Schema £, so heisst die Funktion
fa(E) i=wpvoly(P) , foi=1

die Schliflische Funktion von P [66, Nr. 238]. f, ist so normalisiert, dass f,(Z) =1 flr,
total-orthogonale Simplizes in S™ mit Graph £ : o o --- o o der Ordnung n + 1.
Weiter ist f, multiplikativ: ‘

LEMMA 1.3.1 [66, Nr. 23].

Ist T ein lineares elliptisches Schema der Ordnung n+1 > 2 mat disjunkten Komponenten
o1,...,0r der Ordnungen ny +1,...,n,+1 > 1, so gilt:

fa(E) = fa(o1) -+ fa,(o7)

Mit Hilfe von Lemma 1.3.1 und gewissen Orthoschemperioden (vgl. §1.2.3, Bemerkung (a)
und (1.2.9)) konnte Schlafli explizit die Werte f,(Z¢) aller elliptischen Coxeter-Schemata
¢ (vgl. Tafel 1.2.1) berechnen [66, Nr. 29 und Nr. 30, p. 266 ff]. Es gilt:

2n+1 1
fra(Angr) = T n>0 ; fa(Bpyr)= Er >1 (1.3.4)
1 2
fa(Fa) = 7—12" ; fa(Hs) = ﬁ ; fz(Hs)=ﬁ ; f1(G§")=—T; , m>2

Ist P C H* ein Polytop mit Schema X, so heisst die Funktion

Fp(E) :=1"wyvol,(P) iP=-1 , Fp:=1

3

(hyperbolische) Schliflische Funktion von P. Diese Definition ergibt sich auf natiirliche
Weise durch Ubergang von der spharischen zur hyperbolischen Trigonometrie interpretiert
auf der Sphéare vom Radius ¢ in R**! (vgl. §1.1.1). Es gilt:

Fan(E) = (-1)" (~) [T 2t - 1)- volan(P)

k=1
Fiir d-abgestumpfte Orthoscheme Ry C H?" lautet die Reduktionsformel wie folgt:

SATZ 1.3.2 [42, §3, Theorem).

Es set Ry C H™™,0<d<2,n>1, ein Orthoschem vom Grad d mit Graph £4. Dann
gilt:
5 (=1)F /2%
Pu(za = 3 L (L) S faneien(@) 2 Tfa=1

k=0

wobei o alle elliptischen Unterschemata der Ordnung 2(n — k) von L, durchlauft, deren
Komponenten von gerader Ordnung sind.
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Bemerkung.

Mit Satz 1.3.2, Lemma 1.3.1 und den Resultaten (1.3.4) von Schlafli fiir die linearen el-
liptischen Coxeter-Graphen lassen sich die Volumina samtlicher d-abgestumpfter Coxeter-
Orthoscheme gerader Dimension berechnen (siehe [42, Appendix]).

Beispiel.

Es bezeichne Ef(a) : o ©

0—o0—-:—0

o’ :
o——o das Schema eines 1—asympto-
n+2 0 1 n=2 n-=1 n

tischen Orthoschems R;(a) C H™ vom Grad 1 (vgl. §1.2.3). R;(a) ist charakteristisches
Orthoschem zu einem reguldren Simplex mit ultra-unendlichen Eckpunkten, welche mittels
der zugehorigen Polarebenen abgestumpft worden sind; die Polarebenen sind paarweise
parallel, sodass der Keilwinkel des regularen Simplexstumpfs Tyq(2c) C H” die Gleichung
cos(2a) = -5 erfiillt (vgl. auch (1.2.6)).

Fiir n =4: Das Schema

THa) : 0—=-0——0—0 L

ist vom Volumen Fy(Zi(a)) = % - voly(Ri(a)) = 13z (siche [42, Appendix).
Firn =6: Das Schema

a) : o=-0——0——0—0—0 o2 o

mit o = % arccos 41 ist vom Volumen

Fy(Z3e)) = (-1 27

= [f5(A6)+f3(A4)f1(°—g"°)+f1(A2)f3(0 0o—o0-2 0)]
— [8f3(A4) + fa(lo——0——0—""0) + 3f2(A2) + 3f1(Az2) fi(0o——0)]
+ 2[5f1(42) + fifo——0)] -5

[Qfl(oio)—&fg(o o o2 o

. VOIG (R1 (a))

16
)= 51

e

Fir die endgiiltige Berechnung von volg(R;(er)) ist das Volumen eines Orthoschems in $*
und insbesondere von o 0 o—2 6 zu bestimmen (vgl. §1.3.3, Folgerung (iii)).

1.3.3. Dreidimensionale Volumina. Fur die Familie der d-abgestumpften Orthoscheme
Ry C H3,0 £ d £ 2, kénnen mit Hilfe des Schlaflischen Differentialausdrucks von Satz
1.3.1 geschlossene Volumenformeln hergeleitet werden. Nach (1.3.2) gilt fiir ein kompaktes
Polyeder Rq C H?:
13
dvols(Ry) = -3 > voly(F)dai
i=1
wobei vol; (F;) =: V; die Lange der Scheitelkante F; = Ry N H;_; N H; zu a; bezeichnet.
Die Koeffizienten V; sind nun als Funktionen der Winkel oy, @2,a3; auszudricken. Dazu
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wird ein Hilfswinkel 8(Ry4) € [0, Z], der sogenannte Hauptparameter von Ry, eingefiihrt
(vgl. §1.2.3):

cos? ap — sin? ay sin®

, falls Ry vom Typ A (1.3.5)
tan? 6(Rg) := cos? aq cos? a3
' cosh? V, — sin® oy sin? a3

, falls Ry vom Typ B (Lambert-Wiirfel)
cos? a; cos? ay

Bemerkungen.

(a) Der Hauptparameter 8( Ry) ldsst sich formal einheitlich und in invarianter Weise durch

die Permanente und die Determinante von maximalen Unterschemata ¢ von I(Ry) aus-
driicken (siehe [42, p. 305 und p. 311)):

‘o + dete — 2
c052‘9(Rd)_pezcr-i— eto

" pero — deto — 2

Dabei heisst ein zusammenhangendes Unterschema o von £(Ry) der Ordnung 4 maximal,
falls die Anzahl der Gewichte der Form cos @ maximal ist.

(b) Die Grosse cosh Vi der Scheitelkante Fi zum Keilwinkel ax, 1 <k < 3, eines Lambert-
Wiirfels ist gegeben durch (siehe {41, (40)])

1
cosh®Vi =1 + 3(\/Ai + (2B sinag)? — Ag) mit

COS Qj—1 COS Q41
A = cos® ag_y + cos? Cgt1 — B;‘: , Bip= + (k modulo 3)
COS ¢,

LEMMA 1.3.2 [41, Lemma 1].

Es set Ry C H® ein kompaktes Orthoschem vom Grad d,0 < d < 2, mit Keiwinkel oy
und zugehoriger Kantenlinge Vi, 1 <k < 3. Ist § = §(R4) der Hauptparameter von Ry,
so gilt:

1 cos(8 — @) o as, falls Rq vom Typ A und k = 2;
Vi =1 — mit ap = 7
2 cos(f + k) 5 —ag, sonst.
Bemerkung.

(c) Der Hauptparameter 8(R;) charakterisiert Ausartungsfalle von Rs. Mit Hilfe von
Lemma 1.3.2 kann gezeigt werden, dass (siehe [42, Proposition 14.2])

6=0 oder §== = voly(Rs)=0

4

Aus Lemma 1.3.2 ist ersichtlich, dass die analytische Gestalt der Koeffizientenfunktionen
Vi = Vi(aq, a2, a3;8) im Schléflischen Differential (1.3.1) keine elementaren Stammfunk-
tionen zulassen. Fiir gewdhnliche Orthoscheme Ry C H® iiberwand N. 1. Lobatschef-
skij [48] diese Schwierigkeit, indem er kurzerhand eine neue Funktion einfithrte; in leicht
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2
(@1

abgeanderter Form ist die Lobatschefskij- Funktion JI(z) gegeben durch

z

JI(z) = ——f log | 2sint | dt

0

und hangt mit dem Eulerschen Dilogarithmus

Li ~_°°zr_ Mdt [C <1
()= F=- t , z€C , |d<1
r=1 0

wie folgt zusammen:

i 2
JI(z)zg{ng(e )-i—z(ﬂ'—z)—F} fur -§<Rez<

o)A

Einige Eigenschaften der Lobatschefskij-Funktion und des Dilogarithmus sind im Anhang
1.3.A von Abschnitt 1.3 zusammengefasst. Nach diesen Vorbereitungen kann die Integra-
tion des Schlaflischen Differentials ausgefithrt werden. Es gilt:

SATZ 1.3.3 [41, Theorem II; Theorem III].

(A) Es se1 Ry C H? ein Orthoschem vom Grad d,0 < d < 2, und vom Typ A mit
Keidwinkeln oy, aq,a3. Dann gilt:

volz(Ry) _—{JIa1+9) JI(a1—9)+JI( +ag—9)+JI(——cr2—9)+

,  wobes

+ Jias + 8) — (s — 6) + 231(E - 8)}

1
cos? as — sin® a sin? a3 ) 2

OSB:arctan( >

T
<
-2

cos? oy cos® ag

(B) Esser RC H3? ein Orthoschem vom Typ B (Lambert Wiirfel) mit Keidwinkel oy und
Scheitelkante Vi, 1 < k < 3. Dann gilt:

3
1 m .
volz(R =1 Z (ok +60) = JT{ax — 6)} - —.]I 6) + JI(E 8) , wobei
cosh? Vi — sin® ag—1 sin® cpay 3 T
0 < 8 = arctan — + < = , kmodulo3
cos? ag_) cos? agy 2
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Folgerungen.

(i) Fiir ein 2—asymptotisches gewdhnliches Orthoschem Ry C H® gegeben durch

gilt: .
volz(Ro) = 3 J(a) . (1.3.6)

Die Lobatschefskij-Funktion JI(z) kann damit geometrisch als hyperbolisches Volumen
aufgefasst werden.

(i1) Zerlegt man ein ideales Simplex Seo(a,8,7) C H¥ a+fB4+vy= 5 (alle Eckenfiguren
sind euklidische kongruente Dreiecke mit Winkeln «, 3,4 ), in Orthoscheme, so liefert Satz

1.3.3 (A) die Formel von J. Milnor {37, How to compute volume in hyperbolic space, (12)]:
vol3(Seo(a, B,7)) = J(a) + JI(B) + JT(W) . (1.3.7)

Daraus folgt, dass ein Simplex S C H® genau dann maximales Volumen besitzt, wenn S
ideal und regular ist, das heisst:

b

voly (S) < vols(S( ,g))=331( ) ~1.01404 . (1.3.8)

A
wl| N
w| A

(iit) Die Inhaltsformel von Satz 1.3.3 (A) fiir gewohnliche Orthoscheme ist durch ana-
lytische Fortsetzung auf den sphirischen Fall ibertragbar. Ist R C S ein Orthoschem
mit

L(R) @ o N o2, 3, , das heisst , detS(R) = sin® o sin® a3 — cos? @y >0

so erhélt man (siehe {42, p. 302; (14.38), p. 315|; siehe auch {17}):

m

volg(R) = Re [i{J(ay +it) — J(ay —iT) + .]I(;)- + ap —T) + .]'.[(g —ag —1T)+

+ JM(ag +i7) — Jd(as —i7) + 2JI(-T2E —ir)}] , wobei

COS ] €OS a3 + \/sin2 aq sin® a3 — cos? ap

log

1
2 COS (Y] COS (3 — \/sin2 aj sin® a3 — cos? as

1.3.4. Finfdimensionale Volumina. Mit dem Schlaflischen Differential von Satz 1.3.1 und
den Resultaten von §1.3.3 iiber dreidimensionale Polyedervolumina kann das flinfdimen-
sionale hyperbolische Volumenproblem angegangen werden. Nach Satz 1.2.2 reicht es, eine

Volumenformel fiir 2—asymptotische Orthoscheme zu finden, da sie die Polyedergruppe
P(H5) erzeugen.
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Es bezeichne R C H? ein 2—asymptotisches Orthoschem (vgl. Figur 1.3.1), dessen Graph

o Qo o a o
Y(R) : o—L oo 2 oo 2o
die parabolischen Unterschemata
o a « o x fo% o4 o
o—Lto—2 03 0 5 und ot o302 "5,
aufweist.
o = Po

Figur 1.3.1.

R ist Teil eines sechsgliedrigen Napier-Zyklus von 2—asymptotischen Orthoschemen (vgl.
Satz 1.2.3). Diese Bedingung ldsst sich analytisch folgendermassen formulieren:

LEMMA 1.3.3 [45, Proposition 1.3].
Ein sechsgliedriger Napier-Zyklus von 2—asymptotischen Orthoschemen R; gegeben durch

o o o Q; a;
L(R;) : o—-o il _Gik2 o T8 Tidd

, t€Zmodulo6 |,

erfullt die Gleichung

cot ag tan a3 = tan oy cot @4 = cot g tanas = tan©

wobet 01 <O L % gegeben tst durch

| det S(R) |

tan® @ = > > 3
cos? oy cos? a3 cos? asg
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Fiir einen Napier-Zyklus mit A :=tan® = 1, kann das Volumen eines Glieds L(R;), 0 <
1 < 5, entsprechend den Formeln fiir den dreidimensionalen Fall und mit Hilfe der Triloba-
tschefskij- Funktion Jl(w) = 3 ((3) = [ JI(t)dt = 1 T o2, 9°—s(r%ﬁ)- (w € R) berechnet
werden (vgl. §1.3.A):

SATZ 1.3.4 (44, §3.1, Theorem)].

Es sei R C HS ein 2—asymptotisches Orthoschem mit A :=tan© = 1, das heisst,

E(R) : o (23] [aD)) (8%} [a 4] (4 %)]

) 0 o) o o cos? ay + cos? oy -+ cos?ay =1

Dann gilt:

V015(R) = i{ﬂg(al) + JI;;(QQ) - %-Hs(

[N

1

- as)} - E{ﬂa(% +ay +az)+
3

+J13(% — o+ an)} + 2 C(3)

Bemerkung.

Weitere Volumenformeln fiir Familien von Polytopen P ¢ H5 mit einfachem (zum Beispiel
zyklischem) Schema sind in [45, §2.3, Remarks| zu finden.

Beispiele [44].
Die in H® verbleibenden Coxeter-Orthoscheme sind (vgl. Tafel 1.2.2)

oy : O o) 0 0 0 o,
4
gy . © 0 0 0 0 o
4 4
o3 1 O ) 0 o 0 )

Diese Orthoscheme treten als charakteristische Orthoscheme des total-asymptotischen re-
guliren Kreuzpolytops {3,3,3,4} mit Keilwinkel 2% auf (vgl. §1.2.4; [44, p. 662]) und
~ erflillen deshalb die Zerlegungsrelation [o3] = 2[02] = 10[oy]. Das Orthoschem oy ist

l—asymptotisch, wahrend 9,03 2—asymptotisch sind und die Bedingung A = 1 von Satz
1.3.4 erfillen. Es folgt (vgl. §1.3.A):

vols(o3) = ﬁ ¢(3) = 2vols(o2) = 10vols(oy) . (1.3.9)

Im allgemeinen Fall A # 1 ist das Volumen eines fiinfdimensionalen 2—asymptotischen
Orthoschems wohl nicht mehr allein durch Trilobatschefskij-Funktionen J3(w), w € R,
darstellbar. Immerhin gilt in Abhangigkeit der Funktion

I{a,b; ) :=/ﬂ(y)darctan(atan(b+y)) , a,beR fest (1.3.10)
)
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mit I(1,bz) = =J3(z) — £((3), welche sich als J-Integral und somit durch Polyloga-
rithmen Lix(z) der Ordnung k < 3 ausdriicken lasst (vgl. §1.3.A, (1.3.24), und [45, §2.3,
(27), (28)]) folgendes Resultat:

SATZ 1.3.5 [45, Theorem 3.
Es sei R C H5 ein 2—asymptotisches Orthoschem gegeben durch

(23] o a3 a (a4
L(R) : o o—%o o—L o o und

| det S(R) /2

COS (¥) COS(xg COB &y

A=tan® =

IBQICES

[

Weiter se1 0 < ag < 7, sodass tanog = cot O tanay . Dann gilt:

vols(R) =
- é {I(,\_I,O;al) + %I()\,O;C\’g) - I(Z7N,0;0p) + %I(,\,O;m) + I(/\*I,O;as)}-i-
+ a5 Ul anseo) + L osi02) )
wober I(a,b;z) die Funktion (1.3.10) ist, und I 1(a,b;z) gegeben ist durch
Ioi(a, by z) :=1I5(a,b;z) + Is(a,—b;z) mit
Is(a, b; z) :=I(a,—(g +b);§+b+x) —I(a,—( by T +b+ )

1.3.5. Das reguldre Simplezvolumen. Ein regulires Simplex Syeo(2¢) C H® mit Keil-
winkel + < cos(2a) < 715 ist in Orthoscheme zerlegbar (vgl. §1.2.4):

[Sreg(2a)] = (n + 1)![R(a)] = n! [U?H-l] ;

wobei o
(R(a)) : o—o0—o0---:—0o—o0  und
0 20 «a
Vpgra = O 0——0——0—::+=0——0

Die Volumenformeln fiir Orthoscheme in H” von §1.3.2—§1.3.4 erlauben daher, das regulire
Simplexvolumen fir die Dimensionen n < 6 zu berechnen. Ist allerdings Sreq(2a) C
H™,n > 4, kompakt, so muss zuvor eine Zerlegung/Ergéanzung von S;.q(2cr) in 2—asymp-
totische Orthoscheme angegeben werden, was sehr umsténdlich ist. Diese Schwierigkeit
konnen wir umgehen, indem wir das Volumenproblem direkt fir die Einparameterfamilie
kompakter reguldrer Simplizes Syey(2a) mit {Sreq(2a)] = (n + 1)![R()] untersuchen.
Ein Orthoschem R(e) =po---pn C X", n > 3, gegeben durch

L(R(a)) o-F 66— rim—0—0
0 n
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enthalt als Scheitelseite R(a) N Ho N H, zum Keilwinkel o = Z(Hy, Hy) das Orthoschem
R(B(a)) C X"? mit

S(R(B(a)) : 022 60— . —0—0—0
2 n

Der Scheitelwinkel 3(«) ist die Kantenlange [(p2p3) von R(a) C X° beziehungsweise der
Winkel Z(pz2psps) an ps im Dreieck pepsps von R(a) C X", n > 4. Fir n > 3 gilt [46,
(15), (16)):

sin{a)

0<pB(a) <o mit cosh(B(a)) = in H3 ; (1.3.11)
4sin’(a) — 1

0<8(a) < T mit cos(Bla)) = ——ole) in X" £ HY . (1.3.12)
2 4sin®(a) -1

Daraus folgt, dass §(a8) = af ™%, und dass das Orthoschem R(A(ad)) ¢ X"~% dimen-
sionsentartet ist. Mit der Schlaflischen Differentialformel von Satz 1.3.1 und mit Satz 1.3.3
(A) ist das Volumen eines kompakten regularen Simplexes S,.,(2a) C X° als einfacher
Integralausdruck erhaltlich. Fiir den hyperbolischen Fall gilt:

LEMMA 1.3.4.

Sei Sreq(2a) C H® ein kompaktes regulares Simplez mit Keilwinkel 2. Es bezeichne
R(«) das zugehérige charakteristische Orthoschem R(a) mit Scheitelseite R(B(a)) zum
Keilwinkel a. Dann qilt:

5
&g

vols(Sreg(2a)) =45 / vol(R(B(t))) dt

=45 [ {38() +6(6)) = TB(H) - 6(6) + L5 — 6(1) = (5 +6(0)

T

+JI(3

+6(1) - JI(5 - 8(8) + 205~ 6(2) } dt

1 sin

wobei af = Larccost, B(z) = arccosTn?:—-l und 6(z) = O(R(B(z))) den Hauptpa-
rameter von R(B(z)) bezeichnet, das heisst, 6(z) = arctan /1 — 2tan® B(z).

Bemerkungen.
(a) Die Integrale [ Jl(arccos@(t) + arctany(t))dt lassen sich auf J-Integrale der Form

J(a,b,c;z) = [, log(1+at) log(1+bt)dlog(l+ct) zuriickfithren, die wiederum auf Polylog-
arithmen Lig(z) der Ordnungen k < 3 umgerechnet werden kénnen (vgl. §1.3.A, (1.3.24)).
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(b) Das Lemma 1.3.4 mit of = % arccos + 1 gilt auch fiir ein abgestumpftes reguléres Simplex
Treg(2a) C H®, i < cos(2a) < —, welches in 720 Orthoscheme R;(a) vom Grad 1 (und
vom Typ A) mit Diagramm

S(Ri(a)) : o0+ 0——0~—0—0-0—p

zerlegbar ist (vgl. (1.2.11) und Satz 1.3.3 (A)).

Essei n > 7 und cos(2e3) = L. Fir S,

eg(2a) C X™ mit Kriimmungskonstante x =
k(X ™) kann das Volumen (siehe [46, §4, (B2)])

voln(Sreg(20)) = (n 4+ 1)l vol,(R(a)) = (n + 1)! n—i—l— / vol,—2(R(B(1)))dt (1.3.13)

auf verschiedene Weise abgeschatzt werden. Die Inkugel B; und die Umkugel B, von
Sreg(2¢r), deren Radien | R und , R als Funktionen von & in Lemma 1.2.2 dargestellt sind,
liefern erste grobe Volumenschranken. Im Folgenden geben wir elementare Volumenab-
schatzungen fir R(e) C X™ an. Dazu definieren wir induktiv eine Folge von Winkeln

B*(a) = B(B* (o)) € [0, £] mit

das heisst:
. k—1—(2k - 3)b(a) . n
koY — L — 21 -
I5; (a)—arccos\/zk_l_4(k_1)b(a) , furk—z,...,[g] J (1.3.14)
und flir k= [3],
™ . n
B3 (a) = arccos(B(a)) € [0, -:] fir R(a) C S™ ; (1.3.15)
arcosh(B(a)) € [0, 00) fir R(e) C H®
wobel
(3] -1- (2[ | =3)b(er) . sin’ ()
t bla) =
\/2 g “1- 43 = Dby (o) 4sint(a) - 1
Es sei ferner m(z,y) := . Schliesslich definieren wir die Funktionen
pla):=a , p'(a):=m(af, )= %t und
WH(a) = m(BE (o), BN ) Far K22 (1.3.16)
das heisst
aj+a n g cgte
Blag) + B(*EF2) B (ef) + B(E =)

9 - ) ’
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LEMMA 1.3.5 [46, Lemma 4; Lemma 5].

Es sei n > 3 und af = arccos \/%’2—1 €0,%] fir 2<k<n. R(a) CX" sei charakte-
ristisches Orthoschem eines nichteuklidischen reqularen Simplezes mit Keilwinkel 2c .

(1) Fir R(a) C S™ gilt:

k o __an—'zk
volo(R(e)) < [] B{a) — ag - on(e) , wobei

k=0
_ [ BE(a), firn ungerade ;
(@) = { 1, fir n gerade .
(2) Fir R(a) C H™ gilt:
[3]-1 a2k _ k41
voln(R(a)) > 1'[ o (2;:‘+ lg“) S Pala) ,  wobei

k
_ %](,u[%](a)) , flir n ungerade ;
Un(o) = { 1, fir n gerade .

Bemerkungen.

(c) Die jeweils fehlende Ungleichung in (1) respektive (2) geht durch Vorzeichenwechsel
aus (2) respektive (1) hervor. -

(d) Fiir das Volumen von R(£) C H* beispielsweise gilt nach der Reduktionsformel von
Satz 1.3.2 (siehe [42, p. 206]):

re

vola(R(Z)) = 5500

) ~ 0.00091

o] 3

5

Nach Lemma 1.3.5 (2), erhalten wir voly(R(%¥)) > 0.00021, wéhrend die Inkugelab-
schitzung lediglich voly(R(%)) > 0.00009 ergibt. :

Majorisiert wird das hyperbolische Simplexvolumen durch den Inhalt von idealen Sim-
plizes. Dariiber hinaus gilt {vgl. Folgerung (ii), (1.3.8)):

SATZ 1.3.6 (U. Haagerup-H. Munkholm; [33, Theorem 1]).

Ein Simplez S C H", n > 2, ist genau dann von mazimalem Volumen, wenn S ideal und

requldr ist, das heisst, wenn § = 577, (2a) mit cos(2a) = L.

Im proje_kt_iven Modell (B", distpro; ) kann das Volumen eines idealen regularen Simplexes
Sy C H™,n > 2, als Potenzreihe dargestellt werden (siehe [57, How to compute volume
in hyperbolic space, §4]):
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LEMMA 1.3.6 (J. Milnor).
Es se1 B = "—;"— und S C H™,n > 2, ein ideales requldres Simplez. Dann gilt:

reg

vol, (S7,

reg wobei

BB+1)-(B+k-1)
_\/_ Z ?I-I-Ok) An,k )

TIERRE

Ang = Z (2‘50.)!---(.2,5”)!

1.3.A. Polylogarithmen und Lobatschefskij- Funktionen. Bei Volumenberechnungen fiir Po-
lytope in nichteuklidischen Riumen X", n < 6, treten Polylogarithmen und verwandte
Funktionen wie die Lobatschefskij-Funktionen auf. Polylogarithmen (siehe [47]) kénnen
induktiv definiert werden. Es sei

z

Lij(z) := —log(l —2z) mit Li(2) = z — fir |z| <1

r=1

Dann ist der k-Logarithmus oder Polylogarithmus der Ordnung k > 2 definiert als

z Lis_ . ( o p
Lik(z) :=/ i—t—l-i—)-dt mit Lik(z) = Z :_k fir |ZL <1 . (1.3.17)
0 r=1

Es ist Lix(1) = ((k), k > 2, die Riemannsche Zetafunktion, und es gilt die Identitat

! .
-n?k_—i- Lik(zm) = Lik(z) + Lik(wz) R Lik(wm_lz) , (1318)
wobel w = e2™/™ m > 1.

Fir Argumente auf dem Einheitskreis, das heisst, z = ¢*’* | @ € R, definieren wir ausge-
hend von Polylogarithmen hdhere Lobatschefskij- Funktionen

2ia

1 . 2ia 1 X sin(2ra)
Mo (e) = gy Im(Ligy (7)) = sy Y — 3
r=1 (1.3.19)
1

. . 230 cos(2ra)
Jzk41(a) =92k Re(Ligy4, (¢ 22& Z Trzk+1

nach dem Modell der Lobatschefskijschen Funktion {vgl. §1.3.3)

o

J(a) = %Im(Liz(ezi“)) =— / log |2 sin¢| dt
0
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Dann gilt
1
HQL /JIQL 1 ) Jng.H(a) = —C(?.k-{- 1) - / Jng(t)dt . (1320)
Weiter ist JIk(a) n-periodisch, gerade (ungerade) fiir k¥ ungerade (gerade) und erfullt die

Distributionsformel (vgl. (1.3.18))

m=1

1 T
-T—n-;;—— (ma) Z J (e + -n—1) . (1.3.21)
Damit lassen sich spezielle Werte berechnen:
1 T s 3
Ja(0) = 2¢(3) Ha(z)——ﬁC( ) IL(5) = -1 <) (13.92)
s 1 . ) T, 1 e
Ta(5) = 5¢6) 5 Th(zg)= 9C(3)
Schliesslich erlaubt die Darstellung
o0
1 1 1
Lin(z) = " —— — -}t 3.2
in(2) (n_l)![log t{t—z t} (1.3.23)
1

einige wichtige Funktionalgleichungen fiir Lin(z) aufzustellen, womit sich sogenannte J-
Integrale auf Polylogarithmen zuruckfihren lassen. Es gilt (siehe [45, Appendix B1]):

z

J(a,b,c;z) = ] log(1 + at) log(1 + bt) dlog(1l + ct) = (1.3.24)
0
b -b . c c—b az
= Lis(2) ~ Lis(E22) + Lis 5 )+L13(C_b)+L13(§ ))((ﬁ_bzi)
. b1 +az) . c(l+az) ., o(1 4+ bz)
~Lis(Cagy) ~ M) ~ L5

ot 1+&§){L1 (b(l+az)) Liz((c—-b)(l—l-a,z))}+

1+b a(l + bz) (c ~a)(1 +b2)
1 z 145
+ log(1 + az)Lig(%)-) + log(1 + bz)Lig(ﬂ—é—i—-b—z))
lte) 1 afc — b
1 _ -]
+ log(1 + az) log(1 + bz) log — 5 log (14 bz)log Me—a)
oder, in abgekiirzter Schreibweise,
c—b 1+4az b 14az c c
J(a,b,c;z) -F(C_a, 1+bz)—F(E’ 1+bz) —F(C_a,l—}-az) —F(C_b,1+b«.) ,

wobei

F(s;z) = G(s;2) = G(s;1) mit G(s;z) = Lis(sz) — logz-Liz(sz) + log Liy(sz2)



§1.4 Verallgemeinerte Kugelpackungen des hyperbolischen Raums 35

1.4. Verallgemeinerte Kugelpackungen des hyperbolischen Raums

In diesem Paragraphen werden gewohnliche Kugelpackungen eines Raums X" konstanter
Krimmung und verallgemeinerte Kugelpackungen des erweiterten hyperbolischen Raums
H™ studiert. Fiir spitere Anwendungen besonders wichtig sind die Ergebnisse der lokalen
Dichteberechnungen und Dichteabschatzungen in den Dirichlet-Voronoi-schen Fundamen-
talzellen einer Packung. Einige Ergebnisse, insbesondere tiber den euklidischen Raum, sind
klassisch, die Resultate iber verallgemeinerte hyperbolische Kugelpackungen hingegen sind
neu.

1.4.1. Kugelpackungen in E™. Eine Kugelpackung B = B*(r), n > 2, eines Raums X"
konstanter Kriimmung ist eine Anordnung von Béllen B = B(r) vom Radius r in X"
ohne gegenseitige Uberlappung. Fir Packungen der Sphare S™ mit r-Kugeln sei stets
r < T vorausgesetzt. Ein klassisches und im allgemeinen ungelostes Problem besteht
darin, dichteste Kugelpackungen im euklidischen Raum E™ zu finden. Eine nattirliche
Einschrankung dabei ist, gitterformige Arrangements Br von Kugeln zu studieren, deren

Mittelpunkte ein Punktgitter T' bilden.

Die Dichte dr = d(Br) einer Gitterpackung Br in X" ist gegeben durch das Verhaltnis
des Volumens einer Kugel B der Packung zum Volumen einer Fundamentalmasche Fr des
Gitters, das heisst,

vol (B)
vol, (Fp)

dr ist eine vom Kugelradius r unabhangige Zahl. Dichteste Gitterpackungen Br sind Pa-
ckungen mit grosstmoglicher Dichte dr . In E” sind die dichtesten gitterformigen Kugelpa-
ckungen bis zur Dimension n = 8 bekannt und als solche eindeutig bestimmt. Sie gehoren
zu Wurzelgittern vom Typ A, D oder E und sind in Tafel 1.4.1 zusammengestellt (siehe
[64, Table 1, p. 3]).

dr = <1l ; (1.4.1)

n r dr

2 | A, 2= ~0.90690 | J. L. Lagrange 1773
3 Dy 5—\75- ~ (0.74048 C. F. Gauss 1831
4 | D, I ~0.61685 | A. Korkine-G. Zolotareff 1872
5 | Ds | 25046526 | A.Korkine-G. Zolotareff 1877
6 | Bs | ;2037205 | H.F.Blichfeldt 1925
7 | Er I ~0.29530 | H.F. Blichfeldt 1926
8 | Eg I~ ~025367 | H.F. Blichfeldt 1034

Tafel 1.4.1. Dichteste Gitterpackungen Br in E"
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Fir Gitterpackungen Br in E", 9 < n < 12 existieren immerhin noch Abschatzungen
der Dichte dr nach unten (vgl. Tafel 1.4.2; siehe [64, Table 1, p. 3]).

n dr >

9 m ~ (.14578 T. W. Chaundy 1946

10 920 ~ 0.09202 T. W. Chaundy 1946
64> ~

12 ) o5 = 0.04945 H. S. M. Coxeter-J. A. Todd 1951

Tafel 1.4.2. Dichteabschatzungen fir Gitterpackungen Br in E”

Fiir beliebiges n bewies H. Minkowski 1905 (siehe {64, (2), p. 3]) die Existenz von Gitter-
packungen Br in E™ mit
¢(n)
dF Z 2n—1
Diese Abschidtzung wurde 1947 von C. A. Rogers [64, (4), p. 4]) fiir n > 2 verbessert zu

n¢(n)
dr 2 2n=1.¢(1 —e™")

Werden schliesslich beliebige konvexe Korper K gitterformig in E™ angeordnet, so kann die
Dichte dr(X) der Packung X von E" mit Exemplaren von R beziiglich des Gitters I' mit
Fundamentalbereich Fr wie folgt abgeschitzt werden (64, Theorem 4.4, p. 53]:

dr(K) =

vola(I) 2((”')2 (1.4.2)

volp(Fr) — )

Lasst man die Gitterbedingung fallen, so muss fiir eine Kugelpackung B des E” zuerst ein
geeigneter Dichtebegriff d(B) erklart werden, welcher die Gesamtheit der Balle aus B mit
dem Raum E" vergleicht. Es sei dazu K(R) C E" eine Kugel vom Radius R mit Zentrum

0. Dann ist
Y. vol.(B)
—— BCBnK(R)
= 1.4.

dB):= fim — o w®y < (1.4:3)
eine von der Wahl des Zentrums der Kugel A(R) unabhéngige und wohldefinierte Zahl,
welche die Dichte der Packung B misst (siehe [16, p. 8], und fiir beliebige Packungen [64,
Kapitel 1]). Weiter gilt die Ungleichung (siehe (1.4.2) und [64, (14), p. 10; Theorem 1.4,
p. 25))

) > dr(B) 2 o

(1.4.4)
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Fiir die Ebene E? ist die dichteste Kreispackung durch das Wurzelgitter 4; gegeben.
Dieses Resultat wurde von A. Thue 1892 erstmals erwdhnt und von L. Fejes Téth 1940
streng bewiesen (siehe [26, p. 94—95]). Hingegen ist fiir n > 3 das Problem der dichtesten
Kugelpackung in E™ noch ungeldst (fiir n = 3, siehe [34] und [39] tiber den Stand der
Keplerschen Vermutung, dass die Kugelpackung zum flachenzentrierten Wiirfelgitter, die
sogenannte Kanonenballpackung, die dichteste des E® iiberhaupt ist).

Die Dichte d(B) einer Kugelpackung B in E™ kann nach Rogers [64, Theorem 7.1, p. 81)
aber nach oben abgeschatzt werden. Es ist

d(B) < dn | (1.4.5)

wobei d, die Dichte von n + 1 sich gegenseitig beriihrenden Kugeln B = B(1) im regularen
n-Simplex Sr., (der Kantenldnge 2) ist, welches von ihren Mittelpunkten erzeugt wird, das
heisst,

volp (BN Srey)

dp = 1 1.4.

) = (50 (1.46)
LEMMA 1.4.1.
Es sei n > 2 und a, := a® = arccos %;‘—1 Ro C 5™ ! bezeichne das Orthoschem
mit Graph £(Rg) : o On 6——0---~0——o0 . Dann ist die cuklidische simpliziale
Dichte d,, gegeben durch

n k l n—hk41
+ 2
dn = (n—1)! E (T-T) - vol,—1(Ro)

Beweis: Nach (1.4.6) ist

volp (B N Syeq)
VOln(Sreg) '

dp=(n+1)

wobei B = B(l) die Einheitskugel und Sr.; = Sreg(20n) ein regulires Simplex mit
Kantenlange 2 und Zentrum p, in E® sind. Das charakteristische Orthoschem R = R(«»,)
zu Sreg(20,) besitzt im Eckpunkt pg von Sy, die Eckenfigur Rp = R,o(an) C S™7' (vgl.
§1.2.4). Bezeichnet Qj := volx(S¥), so konnen wir aufgrund von (1.2.9) schreiben:

n!vol, —1(Ro) _ 1 _ 1 vol,_1(Ro)

dn=(n+1)vola(B) — == o ® " n Vol (R)

Es selen po,pi,- ,ph_1,Pn die Eckpunkte und ¢; = pop} =1, ¢i = pi_1P}, ¢n = Pl 1Pn
(2 <1 <n-—1) die Kanten von R(«,). Nach Induktion gilt fiir das euklidische Or-
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n—1 .

thoschemvolumen vol,(R) mit ¢; = 1 und tan®a, =

n+1 "
1
VOIH(R) _m q1 dn
R T R A
T RS
1

=— tan g .+ tan? Oyn—1 - tan oy,

Damit ist das Lemma bewiesen.

Q.ED.

Fir n = 2 liefert Lemma 1.4.1 das Resultat von Thue mit dy = d4, = 57 (vgl. Tafel

1.4.1). Fir n > 3 lassen sich einige Werte von d,, mit Hilfe der Volumenformeln von §1.3
berechnen; sie sind in Tafel 1.4.3 aufgefihrt.

dy ™~
0.90690
0.77964
0.64782
0.52571
0.41924
0.32999

1 O o e w3

Tafel 1.4.3. Die euklidische simpliziale Dichte d,,

Nach einer Formel von H. E. Daniels (siehe (64, (11), p. 90]) verhalt sich diese simpliziale
Dichtefunktion d,, asymptotisch gemass

(n+1)e%"!

d, ~ ~

V2 T(3+1)- (4n)2

o3

1
or - (1.4.7)

1.4.2. Der Satz von Boroczky. Filir das allgemeine Problem dichtester Kugelpackungen
B(r) in X™ ,n > 2, vermuteten L. Fejes Téth {24, p. 212] und H. S. M. Coxeter [19, §8,
p. 61)] eine entsprechende simpliziale obere Dichteschranke, namlich die Dichte d,(r) von
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n + 1 sich gegenseitig beruhrenden Kugeln B(r) C X" vom Radius r zentriert in den
Eckpunkten eines reguldren Simplexes S,., der Kantenlidnge 2r:
volp(B(7) N Sreg)

do(r) = (n+1) (1.4.8)
Neben dem Resultat (1.4.5) von Rogers fiir den euklidischen Raum E™ wurde die Ver-
mutung fiir die 2-Sphare $? von L. Fejes Téth [24] bewiesen. Schliesslich gelang 1978 K.
Bordezky [10] der Beweis der allgemeinen Vermutung, nachdem er bereits im Spezialfall
des hyperbolischen Raums H® erfolgreich war (siehe [9]). Dabei stiitzte er sich auf einen
lokalen Dichtebegriff: Zu jedem Ball B = B(r) der Packung B = B(r) in X" wird die
Dirichlet- Voronoi-sche Zelle

D =D(B,B):= {pe X" | dist(p, B) < dist(p, B’) , VB € B}

zugeordnet. Die Dirichlet-Voronoi-schen Zellen sind als Durchschnitte von endlich vielen
Halbrdaumen konvexe Polytope (vgl. §1.2.1), welche X" schlicht und lickenlos iberdecken.
Die lokale Dichte ld,(B,B) von B beziiglich B ist definiert als die Dichte der Kugel B in
ihrer Dirichlet-Voronoi-schen Zelle D, das heisst,

vol,(B)

ldn(B,B) = {2 5

SATZ 1.4.1 (K. Boréczky; (10, Theorem 1]).

Ist B eine Packung von X" mit Kugeln B vom Radius r, so st ld,(B,B) < dn{r) fir
jede Kugel B€ B.

Bemerkung (10, §6, p. 260].

Die Abschatzung ld,(B,B) < d,(r) von Satz 1.4.1 ist scharf, falls die Dirichlet-Voronoi-
Zelle D(B) zum Ball B ein reguldres Polytop (vgl. §1.2.4) ist. Gilt dies fiir jede Zelle
D(B) der Packung B, so bilden die Kugeln B die Inkugeln einer reguldren Pflasterung
von X”. Eine solche regulare Pflasterung ist gekennzeichnet durch ein Schlafli-Symbol
{r,3,...,3} mit r € N (r > 3) mit simplizialen Eckenfiguren {3,...,3} und durch das
charakteristische Coxeter-Orthoschem R(Z) gegeben durch (vgl. §1.2.3 und §1.2.4)

S(R(

72)) : 0—0——0=:-+m0——0

Auf der n-Sphére S™ gibt es fiir n = 3 das Mosaik {5,3,3} und fiir jedes n die reguléren
Pflasterungen {3,3,...,3} und {4,3,...,3} (vgl. Tafel 1.2.1). Hingegen existiert in A"
fiir n > 2 nur noch die regulare Plasterung {5,3,3,3} des H* (vgl. Tafel 1.2.2). Die
zugehorigen Inkugeldichten dn(r) sind d3(5) =~ 0.77413 (siehe {18, p. 266]) und d4(5) ~
0.69098 (siehe [18, p. 273]). Weiter folgt unter Verwendung der Volumenformeln von
Schiafli fir die Coxeter-Orthoscheme 4, und B, (vgl. (1.3.4)):

da(3)=(n+2) - hpoi(r) ;5 da(d)=2(n+1) haea(r)
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wobel hy(z) definiert ist als

hi(z) = j:((:r,)) mit  sx(z) = ]” sin® (¢) dt

und sich in geschlossener Form darstellen lasst gemass

2m!!

m 2l in((2m—20)x .
s { = () o + i z (—1)!(3r)SnlEmZha } - fiir k=2m;

2m4 1)1 L 2 2m41—20)z)—1
B { e (i 3 () () et 2

h;.(:z:) =

}, fir k=2m+1.

1.4.3. Verallgemeinerte Kugelpackungen in H™. Die Ergebnisse von §1.4.2 lassen sich auf
verallgemeinerte Kugelpackungen des hyperbolischen Raums erweitern. Legen wir dem
hyperbolischen Raum A" das konforme Ballmodell (B", distions) zugrunde (vgl. §1.1.3),
so gibt es entsprechend der Lage eines Punktes p zum Rand 0H™ unterschiedliche Formen
von Kugeln um p in H™.

Ist p € H" ein gewohnlicher Punkt, so bestimmt das Biischel P, hyperbolischer Gera-
den durch p als orthogonale Trajektorien oder Komplement C, Hyperflachen, welche mit
Standardspharen S"~! C E" identifiziert werden kdnnen und gewohnliche konzentrische
Kugeln um p beranden (siehe {61, Theorem 4.5.4] und Figur 1.4.1a).

Ist p € OH™ ein unendlicher Punkt von H", so bestimmt das Biischel P, (asympto-
tisch) paralleler Geraden mit Fernpunkt p als Komplement C, Sphéren in B", die sich
in p tangential an S®~! = JB" anschmiegen (vgl. Figur 1.4.1b). Diese Hyperflichen
kénnen jeweils als E™~! aufgefasst werden. Dies lisst sich nach Ubergang zum oberen
Halbraum-Modell (EY, distgony) verifizieren. Wird namlich p auf co abgebildet, so gehen
die Hyperflachen in zur Grundebene E"~?! parallele Hyperebenen iiber (siehe [61, Theorem
4.6.5]). Solche Flachen heissen Horosphdren (fiir n = 2 Horozykeln) mit Zentrum p € OH™
und werden mit So, bezeichnet; sie beranden Horobdlle By, mit Zentrum p.

[st schliesslich p ein ultra-unendlicher Punkt von H™ und Zentrum eines Biischels P, von
ultra-parallelen hyperbolischen Geraden (siehe [3, Chapter 3, §1.1]), so besteht C, aus
aquidistanten Hyperflichen in H". Jede dieser Hyperflachen in H" ist einem H"~! gleich
(siehe [61, Theorem 4.5.3]) und heisst Hypersphare (fiir n = 2 Hyperzyklus) zum Zentrum
p (vgl. Figur 1.4.1c). Ein Hyperball BH,(r) mit Zentrum p, Radius r und Rand H, ist der
abgeschlossene Teilraum von H", welcher von der Hypersphire H, und der von ihr und
p weg um r verschobenen konzentrischen Hypersphéare Hp(r) eingespannt ist. Mit jedem
Hyperball BH,(r) ist ein abgeschlossener Halbraum H} D BH,(r) in H" bestimmst, der
von H, begrenzt wird, von p abgewandt ist und als solcher positiv orientiert sei.
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\

Hyperbolische Kreise um p
Figur 1.4.1a

Horozyklen zu p im konformen Modell Hyperzyklen zu p im projektiven Modell
Figur 1.4.1b Figur 1.4.1c

Nahert sich das Zentrum p von aussen her einem Randpunkt p; € JH™, so gehen Hy-
perspharen H, in Horospharen So mit Zentrum pg tiber. Davon lberzeugt man sich im
projektiven Ballmodell (B™, distp.,;). Jeder Punkt p ausserhalb des Balls B" ist Pol
einer hyperbolischen Hyperebene, der Polarhyperebene Pol, von p eingeschrankt auf A"
{vgl. §1.1.2). Unter allen Hyperspharen zum Zentrum p ist Pol, ausgezeichnet und wird
diePolhypersphare zu p genannt (umgekehrt ist jede hyperbolische Hyperebene H polar
zu genau einem Punkt ¢ ausserhalb von B", dem Pol von H. g =:Pol(H) heisst das
Polzentrum zur Hypersphire H). Konvergiert nun p gegen po € OH", so degeneriert
die Polhypersphare Pol, N Hn zu p punktartig zu pg. Weiter gehen bei diesem Prozess
Hyperbille BPol,(r) in Horobélle B, zum Mittelpunkt py tber.

Schliesslich bemerken wir, dass Horoballe und Hyperballe unendliches Volumen haben.
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(I) Eine Horoballpackung Bo, von H™" ist eine Anordnung von sich nicht schneidenden
Horoballen By, in H". Wie bei herkommlichen Kugelpackungen lasst sich zu jedem
Horoball B, der Packung eine Dirichlet-Voronoi-sche Zelle D(By) zuordnen: Ist p € H”
ein beliebiger Punkt, so bezeichne dist(p, B ) die Lange des eindeutig bestimmten Lotes
von p auf den Rand So = 0By (liegt p im Innern von By, so sei dist(p, Boo) negativ).
Die Dirichlet- Voronoi-sche Zelle D(By,) von Bo ist der konvexe Korper

Do = D(Bs) = {p € H"|dist(p, Beo) < dist(p, BL,) , VB, € Boo }

Bei gesdttigten Horoballpackungen (in keinem der freien Zwischenraume H" — (U By )
lasst sich ein Horoball einbetten) sind Dirichlet-Voronoi-sche Zellen Durchschnitte von
unendlichen vielen Halbraumen und somit keine Polytope im eigentlichen Sinne mehr (vgl.
§1.2.1).

Wie die Kugel B selbst, ist auch D(Be,) von unendlichem Volumen. Somit muss der
Begriff der lokalen Dichte von By, beziiglich B, modifiziert werden (siehe [10, §6]). Es
sei Beo € Bo ein Horoball mit Mittelpunkt p € JH™, dessen Rand S, als euklidischer
Raum E"~! aufgefasst wird. Wir wahlen einen beliebigen Punkt O € S, und schlagen
eine Kugel B,-1(R) C Se vom Radius R um O. Ist K,(R) :=Kegel,(Bn-1(R)) der
Kegel mit Spitze p aller hyperbolischer Geraden durch B,_;(R) hindurch, so ist die lokale
Dichte ld,(Beo,Boo) von B beztiglich By definiert als (vgl. (1.4.3))

(B, B = T Y0ln(Bes 0 Kn(R)

1
R—co volp(Doo N Krn(R)) <

Wie im Falle (1.4.3) der Dichte einer Kugelpackung des euklidischen Raums E” sieht man,
dass der Wert ld,{Boo,Bo) von der Wahl des Mittelpunkts O € B,_,(R) unabhingig
ist.

Der Satz von Boroczky lasst sich nun auf Horoballpackungen verallgemeinern. Es sei

voly(Boo N S,?;’g)

voln (S8, )

dn(c0) = (n + 1) (1.4.9)

die Dichte von n + 1 sich gegenseitig beriihrenden Horobéllen im idealen regularen Simplex
S C Hr (vgl. §1.2.4).

reg

SATZ 1.4.2 (K. Boroczky; {10, Theorem 4]).

Es sei Boo eine Horoballpackung in H™. Dann ist ldp(Beo,Boo) < dn(c0) fiir jeden
Horoball B, € B .

Bemerkung [10, p. 261].

(a) Die Schranke d,(00) in Satz 1.4.2 wird wiederum von Packungsdichten fiur Horoballe
angenommen, die als Inkugeln einer regularen Pflasterung {r,3,...,3} des H" auftreten.
In der hyperbolischen Ebene H? gibt es das regulire Mosaik {co,3} mit der Inkreisdichte
dz(c0) = % Diese Horozykelpackung liefert die dichteste Kreisausfullung der hyperboli-
schen Ebene {iberhaupt. Denn L. Fejes Téth [25, I1.4.1, p. 230] bewies, dass die Dichte-

funktion d(r) eine streng monoton wachsende Funktion ist.
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Entsprechendes gilt im dreidimensionalen hyperbolischen Raum H3, Die einzig verblei-
bende Horoballpackung des H" fiir n > 2 bestehend aus den Inkugeln einer reguldren
Pflasterung gehort zum Mosaik {6,3,3} in H3. Fiir diese Horoballpackung wird die Dich-
teschranke

d3(o0) = (1-}—2%—4%—:,}--!-712 +$2——+ )_] ~ 0.85328 (1.4.10)
erreicht (siehe [18, p. 270]). Wie A. Florian [10] zeigte, ist d3(r) eine streng monoton
wachsende Funktion, sodass die Inkugelpackung zum Mosaik {6,3,3} die absolut dichteste
Kugelpackung des hyperbolischen 3-Raums darstellt. Florian hat sich beim Nachweis der
Monotonie von ds{r) auf die explizite analytische Gestalt von d3(r) abgestutzt und dj(r) >
0 nachgepruft.
Fiir n > 3 ist zu vermuten, dass d,(r) ebenfalls streng monoton bis zur Grenzdichte d,(c0)
anwachst. Allerdings mussen zum Beweis neue Wege beschritten werden, da Inhaltsformeln
zur expliziten Darstellung von d,(r) fir ansteigende Dimensionen n > 3 nicht nur dusserst
kompliziert, sondern ab Dimension n = 7 nicht verfligbar sind (vgl. §1.3). Dennoch kdénnen
wir die Grenzdichte d,(o0) fiir jedes n > 2 konkret berechnen. Es gilt:

SATZ 1.4.3.
Die simpliziale Horoballdichte dn(o0), n > 2, ist gegeben durch

n—1 n—
k—1 2
n+1 ' \/T_'L ‘ kl—_[2 (k+1)

dp(o0) = —
n—1 21 R p(g41)(B+k=1) ’
E (r)a+gﬂ! An i
2p)! - -+ (2i,)!
wobei B=13(n+1) und Api = Z: ( 29)| ( : )
iobobig=k 0 TEe
1,20

Beweis: Nach Definition (1.4.9) und aufgrund (1.2.9) ist

dn(o0) = (n +1) voln(Boo N Sr2y). _ voln(Beo N R(a))

voln(S%2,) T vola(R(e)) ’
wobei 577, das ideale regulare Simplex ist mit Keilwinkel cos(2a) = —L+ und zugehorigem

1—asymptotischen charakteristischen Orthoschem R(«a) gegeben durch

L(R(a)) : o 0—O0—++—0—0
Der Nenner vol,(S7;,) lasst sich nach Lemma 1.3.6 darstellen als
1 k-1
voln(S7e,) = (n + 1)!vola(R(a)) = V- Z EICRR S Chs )An.k ;

(n 4+ 2k)!
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2ig)! -+ (2i,)!
wobei f=31(n+1) und A, = E ( 0) ( )
, . ol in!
to+--Fin=~k
i, >0

Fiir den Zéhler vol,(Bo N Sreq) haben wir das Volumen des Horoballsektors Beo N R(e)
im 1—asymptotischen Orthoschem R(a) auszurechnen. Fir das Volumen eines beliebigen
n-dimensionalen Horoballsektors @ C Boo gilt (siehe {3, (3), p. 113]):

1
n—1

vola(Q) =

vol,_1(@ NOB) . (1.4.11)

In (1.4.11) bezeichnet vol,_;{(Q N dB.) das euklidische Mass der horosphéarischen Ober-
fliche @ N OBy von @ (vgl. Figur 1.4.2).

Beo Q

, ' QnoB., :

Rn—l
Q C B CH®
Figur 1.4.2

Fir den Horoballanteil By, N R(a) im Orthoschem R(a) = Py-- P, mit P, € 9H"
ergibt sich somit

volp(Beo N R(a)) =

! 7 voly~1(0Bs N R(a)) =

n - n—1

vola—1(Ro(a))

wobei Ro(a) := Rp,(e) mit parabolischem Schema

0——0—«-—0——0

S(Ro(a)) : o
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vom Rang n — 1 das euklidische (n — 1)-dimensionale Auffangorthoschem von R(«) zur
Ecke Py ist, welches von 0By in R(a) erzeugt wird. Es selen @ := P, und @Q; :=
PyPiN 0By ,t = 2,...,n, die Eckpunkte von Rp(a) (vgl. Figur 1.4.3). Das Volumen
vol,—1(Ro(w)) ldsst sich mittels der Kantenlangen ¢; := Q;Qiy1,7 = 1,...,n — 1, wie
folgt schreiben (vgl. Beweis von Lemma 1.4.4):

1
VOln...l(Ro(O)) = mql rQdn-1 . (1412)
Py
Qs
; Q
o0 = Po : o P2
§
=P
Figur 1.4.3

Weiter ist jede der Kanten px := Pr—1 Py, k = 2,...,n, Inkugelradius p; eines k-

dimensionalen idealen reguldren Simplexes S5 (2ax) C H* mit Keilwinkel cos(2ay) =
1

77 » welches wiederum als k-dimensionale Seite von S7%,(2a) angesehen werden kann. Es
gilt (46, Lemma 1, p. 4]:

cosh 2 s !
= cO . =
AR T Y PRV TSy
und deshalb
1
tanh py = tanh py = % fir k22 . (1.4.13)

Als néachstes betrachten wir die Dreiecksseite Py Py P, in R(«) mit dem einbeschriebenen
Horozykelbogen q1 = Q1Q2 (vgl. Figur 1.4.4):
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Py Q: P,

« P2

Q1=P1

Figur 1.4.4

Ein Lemma der hyperbolischen Trigonometrie (siehe 18, §4, p. 268]) besagt, dass tanh(p;)
= ¢ . Zusammen mit (1.4.13) folgt daraus, dass ¢ = % Fur die verbleibenden Kan-
tenlangen qr, kK > 2, von Rp(a) gilt:

k=1 :
tan g =\ = —2- fir k=2,...,n—1 . (1.4.14)
c+ 1 g1

Denn im Orthoschem Ro(a) = Q1+ Qn C E™~! ist der Winkel im Dreieck Qn—2Qn-1@Qx

mit Katheten ¢,—2,qn—; zum Scheitel Qn—_; gleich o = a,, das heisst, tana, = ‘—;-:'i.

Dies folgt deduktiv fiir jedes euklidische (Seiten-)Orthoschem Ro(ax) = Q-+~ Qr C E*1
in Rp(a), welches selbst als Eckenfigur zum charakteristischen Orthoschem R(ax) =

PoPy -+ Py von 5%, (2a) C H* angesehen werden kann. Schliesslich gilt aufgrund von

@1 =%, (1.4.12) und (1.4.14):

o

-2 2
n— qn er— dn—1
(n_l)!""Oln—l(RO(a))ZQI"'Qn—-l=QI . 3,_2 T o 2.2
1 dn—3 qn-2

n—1
) tan® 2 g - tan? a,_ - tanan

Il
TN
bO|

n—=k

1 " k—1\ 2
=2ﬂ—1g2(k+1>

Unter Beriicksichtigung von vol,(Bs N R(a)) = 27 vola_1(Ro(e)) ist der Satz somit
vollstandig bewiesen.

Q.E.D.
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Einige Werte fiir die Grenzdichte dp(co) haben wir in Tafel 1.4.4 tabelliert (vgl. auch
(1.4.10)):

3

dp(co) ~

0.95493
0.85328
0.73046
0.60695
0.49339
0.39441
0.31114
0.24285
0.18789

© 00 =1 O Ut b W N

—
[}

Tafel 1.4.4. Die simpliziale Grenzdichte fiir Horoballpackungen des H™

Auffallig in Tafel 1.4.4 ist, dass die Werte der Grenzdichte dn(c0) mit wachsendem n
abnehmen. In der Tat gilt folgende Ungleichung (vgl. auch Lemma 1.4.3):

LEMMA 1.4.2 [46, Lemma 3.
Fir 0<r<oco gt dp(r) <dp_i(r)

Bemerkung.

(b) Das Abfallen der simplizialen Dichtewerte d,(r) mit ansteigender Dimension n nach
Lemma 1.4.2 gilt auch fir den Grenzfall d,, der euklidischen Dichtefunktion, das heisst,
dp < dn—1 (vgl. Lemma 1.4.1 und Tafel 1.4.3). Dies folgt entweder durch die Limesbe-
trachtung d, = lim,—o dn(r) oder durch wortliche Ubertragung des Beweises von [46,
Lemma 3] von H™ auf E".

(II) Eine Hyperballpackung BH(r) vom Radius r > 0 ist eine Lagerung von sich nicht
schneidenden Hyperbillen BH;,i € I, in H", sodass H := N;e; HY nicht leer ist und
eine offene Menge von H™ enthélt (siehe [59, §3, p. 621]). Wir sagen, dass {BH,}icr
einen 7-Kragen oder eine r-Packung von H bildet. Die Dirichlet- Voronot-sche Zelle D;
zum Hyperball BH; der Packung BH(r) von H ist gegeben durch

D; = D(BH;,BH(r)) := {p € H |dist(p, H;) < dist(p, H,) , Vi€ I,j #i}

D; ist ein konvexes und im allgemeinen unendliches Polyeder in H™ (vgl. §1.2.1). Unter den
(n — 1)-dimensionalen Seiten (oder Fazetten) F von D; C H ist die Seite F; := D; N H; =
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H N H; ausgezeichnet; F; heisst Polseite von D; zum ultra-unendlichen Pol p; =Pol(H;)
der Hyperebene H;.
Es sei F # F; eine beliebige Fazette von D; und K;(F) :=Kegel,,(F) N D; der abgestum-
pfte polyhedrale Kegel mit Spitze p; aufgespannt von F, welcher unendliches Volumen
haben kann. Es gilt:
D; = U K;(F)
F Fazette von D;
F#F;

Zur Hyperballpackung BH(r) wird kann auch ein lokaler Dichtebegriff eingefithrt werden
(siche [59, p. 616]): Dazu ordnen wir einer beliebigen Menge X C H" von endlichem
Volumen und einer Hyperebene Y in H" die Zahl

vol,(X)
vol,—1 (X NY)

o(X,Y) =

zZu.

Ist D; die Dirichlet-Voronoi-sche Zelle zur Hyperkugel BH; der Packung BH(r), sodass fir
eine Fazette F' von D; der Kegel K;(F) von endlichem Volumen ist, so heisst p(X;(F), H;)
die lokale Hyperdichte von K;(F) relativ zu H; in D;.

Die simpliziale Hyperdichte p,(r) ist definiert als die Hyperdichte eines abgestumpften
reguldren Simplexes Tre,(2r) C H™ mit ultra-unendlichen Eckpunkten po,...,p. und
abgestumpften Kanten der Lange 2r zwischen den Polarebenen Pol,, (vgl §1.2.4), das
heisst,

VOln(Treq (27)) _ VOln (Treq (21))
VOln_1(Treg (2r) NUR_ o Polpy, ) (n 4 1)vola—1(Sreq(2))

_ vola(Ri(e)) _ vols(o
)

Pn(r) =
(1.4.15)

(0]
0_0_..._0_._0...0)

" volp—1(R(a)) vol,—1 (0

il 0—0—:;—0——0)

Jede Polarfazette Tyeq(2r)NPol,, von Tr.,(2r) mit Keilwinkel 2¢ ist ein regulares Simplex
Sreg(2a) € H*™1 mit Kantenlange 2! gegeben durch (vgl. (1.2.8))

cos(2a)
1 - (n—-2)cos(2a)

cosh(2!) =

Mit den Regeln der hyperbolischen Trigonometrie ergibt sich daraus folgende Relation
zwischen den Kantenldngen 27 und dem Keilwinkel 2a von Tr.y(2r):

< cos(2a) = cosh(2r) < !

n—1 (n—1)cosh(2r) -1 ~n-2 "~ (14.16)

wobel das Gleichheitszeichen auf der linken (bzw. rechten) Seite in (1.4.16) im asympto-
tischen Grenzfall r = co (bzw. r = 0) auftritt.

Die simpliziale Hyperdichte p,(r) wird von der Hyperballpackung BH(r) bestehend aus
n + 1 sich gegenseitig bertthrenden Hyperballen BH;, i =0,...,n, in H" realisiert. Denn
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H = N"y HY ist ein abgestumpftes regulares Simplex Tyeq(2r) C H™ der Kantenldnge
2r mit r-Kragen ULy BH;, sodass

P(Trcy(zr)s U Fl) = pn(T) s
=0

wobei F; die Polseite von Tye,(2r) zur ultra-unendlichen Ecke p; bezeichnet (vgl. Figur
1.4.5 flir eine Andeutung der Situation).

Di

Figur 1.4.5

Wie bei gewohnlichen Kugelpackungen kann die lokale Hyperdichte einer Packung BH(r)
durch die simpliziale Hyperdichte p,(r) abgeschdtzt werden (vgl. Satz 1.4.1 und Satz
1.4.2). Die Beweismethode von Béroczky lasst sich entsprechend anpassen und fithrt zu
folgender Aussage: '

SATZ 1.4.4 (Y. Miyamoto; [59, Lemma 3.2]).

Ist BH(r) eine Hyperballpackung von H = Mg H;*' C H", und bezeichnet D; die
Dirichlet- Voronoi-sche Zelle zur Hyperkugel BH;(r) mit Polseite F;, so gilt fir jeden
Fazettenkegel K;(F), F # F;, in D; mit vol,(Ki(F)) < oo die Abschdtzung

p(K(F), H;) > pa(r)
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Bemerkung [59, Lemma 3.2].

(c) Die Ungleichung in Satz 1.4.4 ist scharf, wenn n 4 1 der Hyperballe BH;(r),i € I,
welche zu einem gemeinsamen Eckpunkt eines Kegels Ni(F) in H bestimmen, einander
gegenseitig bertihren.

Die simpliziale Hyperdichte p,(r) ist nach (1.4.15) eine mit r streng monoton wachsende
Funktion (jede Polseite Sreq(2a) C H*™! von Tyey(2r) degeneriert fiir » — 0o zu einem
euklidischen reguldren Simplex von hyperbolischem Nullvolumen), das heisst,

pa(r") > pa(r) = pa(0) fir ' >r

Im Grenzfall von n + 1 paarweise parallelen Hyperebenen H; bilden die Hyperkugeln BH;

einen 0-Kragen im total-asymptotischen abgestumpften regularen Simplex Ti..q(0) mit
Hyperdichte

vol,, (Treq (0))
(n+1)vol,—;(S%) ’

reg

Pn(o) =

n>2

Dieser Wert kann mit Hilfe der zur Verfugung stehenden Volumenformeln fiir die zugehori-
gen abgestumpften charakteristischen Orthoscheme (vgl. §1.3) berechnet werden. Tabelle
1.4.5 enthélt alle so berechenbare Zahlenwerte p,(0).

pa(0) =
0.29156
0.43219
0.54167
0.64652

o oon o | 3

Tafel 1.4.5. Minimale simpliziale Hyperdichten

LEMMA 1.4.3.

Fir n>23 und 0 <r<oo gt paoi(r) < pa(r)

Beweis: Wie im Falle gewohnlicher Kugelpackungen (siche [46, Lemma 3]) erfolgt der
Beweis, indem p,(r) mit p,—1(r) vermdge eines Grenzprozesses verglichen wird. Nach
Definition ist '

vol, (Treq(2r)) _ volp(Ry(«))
(n + 1)vola—1(Sreg(2a))  vola—i(R(a)) '’

wobei R;(a) C H"™ l-—abgestumpftes charakteristisches Orthoschem zu Ty.,(2r) und
R(a) ¢ H*™! charakteristisches Orthoschem zu Sy4(2a) sind.

Pn(r) =
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Es sei P, das Zentrum von Ty.4(2r). Weiter schreiben wir Ry{a) = PP, -+ P P, , wobei
Py der ultra-unendliche Eckpunkt von Rj{a) bezeichnet, welcher durch die Polarebene
Pol(Fy) in H™ ersetzt ist und dist(Py,Pol(FPy)) = r erfullt. Somit kénnen wir schreiben:
pn(r) = p(Ri(a), Pol(Py)). ,

In der Hyperdichte pn—;(r) = t,?)l::;((iifz;)) sind die Bestandteile R'(a), Ri(a) Seiten

von R(a), Ri(a), also etwa Ri{a)=Po-- Pn_;.

Schliesslich bezeichne R(Q) := Py -+ Ppo—1@ das Orthoschem in H" mit Hauptecken P,
und @, wobel @ € P,_1 P, beliebig ist. Esist R(P,;) = Ri(a) und R(P,-1) = Ri{a).
Damit kann p,—;(r) aufgefasst werden als Grenzwert

pn-a(r) =, lim p(R(Q), Pol(Fo))

Da aber dist(Q,Pol(Fy)) < dist(P,,Pol(Fp)) fir jedes @ € Py P, Q@ # P, , gilt nach
(59, Lemma 2.1]:
p(R(Q), Pol(R)) < p(R(Pn),Pol(Fp))

das heisst, pn—1(r) < pa(r).
Q.E.D.



2. Diskrete Gruppen hyperbolischer Isometrien

2.0. Einleitung

Fiir das Studium von hyperbolischen Mannigfaltigkeiten sind diskrete Gruppen hyperboli-
scher [sometrien von grosser Bedeutung und Kenntnisse ihrer geometrischen Eigenschaften
unerlasslich.

Im ersten Teil dieses Kapitels (vgl. §2.1) wird die Isometriegruppe I(H™) des hyperboli-
schen Raums H™ mit einer Untergruppe der allgemeinen Gruppe GM(E") der Mébius-
transformationen von E™ = E™ U {00} identifiziert und beschrieben. Entsprechend dem
Fixpunktverhalten erhélt man eine Einteilung der Elemente von I(H™) in drei Klassen
und darin enthaltene Untergruppen vom elliptischen, parabolischen oder hyperbolischen
Typ. Elementare diskrete Gruppen von einem festen Typ kénnen schliesslich algebraisch-
geometrisch charakterisiert werden. '

In Abschnitt 2.2 wird die Geometrie von diskreten Gruppen von Isometrien eines Raums
X konstanter Krimmung untersucht. Jede dieser Gruppen besitzt einen Fundamental-
bereich in X in der Form eines Dirichlet-Polyeders, was insbesondere im Zusammenhang
mit Packungsproblemen von Bedeutung ist (vgl. §1.4).

Wir sind vor allem an hyperbolischen und euklidischen Bewegungsgruppen interessiert.
Kristallographische euklidische Bewegungsgruppen sind durch die Bieberbachschen Satze
charakterisiert. Diese bilden den Ausgangspunkt fiir das Klassifikationsproblem kompakter
euklidischer Raumformen, welches fiir die Dimensionen < 4 vollstandig geldst ist.

Darauf aufbauend kann die Geometrie diskreter, torsionsfreier Untergruppen I' C I{H")
von endlichem Volumen beschrieben werden. Diese besitzen ein konvexes Fundamen-
talpolytop mit hdchstens endlich vielen Spitzen im Unendlichen und sind somit geometrisch
endlich. Fundamental fir die Strukturtheorie hyperbolischer Raumformen ist das Lemma
von Margulis, welches diskrete Untergruppen von I(H"™) mit beschrinkter Auswirkung
gegentiber der Identitdt charakterisiert; der Masstab wird von-der Margulis-Konstanten
gesetzt.

Im Schlussteil wird die Operation parabolischer Elemente in I' auf Horoballe untersucht
(vgl. §2.3). Dazu machen wir Gebrauch von der Beschreibung von I *(H"™) orientie-
rungserhaltender Isometrien als Clifford-Matrizen, welche auf L. Ahlfors zurickgeht. Von
diesem Standpunkt aus kann nach Ergebnissen von S. Hersonsky und P. Waterman die
Jergensensche Ungleichung fir PSL(2,C) auf IT(H™), n > 3, ausgedehnt werden. Zu
parabolischen Elementen von I' lassen sich damit ausgezeichnete Horoballe konstruieren,
die paarweise disjunkt und exakt invariant sind. Als solche liefern sie im Quotienten H" /T’
einbettbare Spitzenumgebungen und werden bei der Grossenabschatzung nichtkompakter
hyperbolischer Raumformen von endlichem Volumen wertvolle Dienste leisten.
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2.1. Mobiustransformationen in » Dimensionen

In diesem Abschnitt werden die grundlegenden Begriffe und Eigenschaften von Mobius-
transformationen zusammengestellt. Fur weitere Einzelheiten und Beweise sei auf {5,
Chapter 3], [50] .und insbesondere auf die neuere Darstellung [61, Chapter 4,5,12} ver-
wiesen.

2.1.1. Mébiustransformationen von E™. Es sei E® der n-dimensionale euklidische Raum
mit Abstand dist(z,y) = |z —y|. Bekanntlich ist jede langentreue Selbstabbildung oder
Isometrie von E™ eine Komposition von hochstens n + 1 Spiegelungen an Hyperebenen in
E". Es bezeichne E" = E"U {0} die Ein-Punkt-Kompaktifizierung von E™. Unter einer
Sphére T in E™ verstehen wir kiinftig entweder eine euklidische Sphire

S(a,ry={z€E"||z~a|=r}
oder eine erweiterte Hyperebene
Pla,t) = P(a,t) U{o0} = {z € B"| (a,2)pn =t} U {oo}

Eine Mébiustransformation von E™ ist eine Komposition von endlich vielen Spiegelungen
an Sphéren in E™. M&biustransformationen sind Homéomorphismen von E™ und bilden
eine topologische Gruppe, die allgemeine Mobiusgruppe GM(E™). GM(E™) enthalt die
Gruppen I(E™) und S(E™) der euklidischen Isometrien und der euklidischen Ahnlichkeiten.
Die Mébiusgruppe M(E™) von E™ ist die Untergruppe von GM(E™), welche aus den orien-
tierungserhaltenden Mobiustransformationen besteht (man beachte, dass jede Spiegelung
konform und orientierungsumkehrend wirkt).

Eine Abbildung ¢ : E® — E™ ist genau dann eine Mobiustransformation, wenn ¢
Doppelverhiltnisse invariant lasst; ¢ operiert dreifach transitiv auf E™. Ist 0 € GM(E™)
beliebig, so ist das Bild ¢(X) jeder Sphire ¥ wieder eine Sphare. Gilt zudem ¢(z) =z
fiir jedes z € L, so ist ¢ entweder gleich id;, oder gleich der Spiegelung an T.

Zu ¢ € GM(E“) gehort eine gewisse invariante Sphare: Es set ¢(o0) # oo und a :=
w~}(o0). Ist o die Spiegelung an der Sphare S(a,r), 7> 0,in E", soist @ oo(c0) =0
und deshalb ¢ oo € S(E™). Als euklidische Ahnlichkeit impliziert ¢ 0 0 mit o2 = idgn
folgende Darstellung (siehe {61, Theorem 1.3.6]):

p(z)=b+ k- -Ao(z) firb€ E", k>0 und A€ O(E™) . (2.1.1)

Da (siehe [61, Theorem 4.1.3 (3)])

rtlz -yl

lo(z) —o(y)| = ,

“Tz—al ly-al

ergibt (2.1.1): o | |
cr? |z —y

lo(z) —o(y) | = 7 al Ty —a]
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Dies bedeutet, dass ¢ als Isometrie auf S(a,rvk) operiert. S(a,rvk) ist durch diese
Eigenschaft unter den Spharen mit Zentrum a in E™ eindeutig bestimmt und heisst die
1sometrische Sphare von .

2.1.2.-Mobiustransformationen von EY und B". Es bezeichne E} = {z € E"|z, >0}
den oberen Halbraum von E™. Ist ¢ € GM(E™"1), so kann ¢ auf E" fortgesetzt werden:
Dazu identifiziere man z € E"™! mit 7 = (z, 0) € E"! x {0} c E*. Ist nun o die
Spiegelung an S(a,r) beziehungsweise an P(a t) in En71 ) so ist die Erweiterung o von
o gegeben durch die Splegelung an S(a,r) bezwhungswelse an P(a t) in E™. Also ist

&(z,0) = (a(z),0) fir z € E*~'. Weiter folgt, dass 5(E"~!) = E"~! und §(E?}) = E? .
Fiir beliebige Mébiustra.nsformatlonen @ = 01000, wird die Erweiterung kompo-
nentenweise durch @ = &y 0 -+ 0 5, definiert. Dann ist $ € GM(E™) und durch ¢
eindeutig bestimmt; ¢ heisst die Poincaré-Erweiterung von . Nach Konstruktion gilt
@(EL) = EL . Umgekehrt tritt jede Transformation ¢ € GM(E™) mit Y(EL) = E} als
Poincaré-Erweiterung ¥ = @ eines ¢ € GM(E™™1) auf.

Die Menge aller Mébiustransformationen ¢ € GM(E") mit Y(EL) = EIL bildet eine
Untergruppe GM(E}) von GM(E™), die zu GM(E™~!) isomorph ist. Elemente ¢ €
GM(E'") mit t(co) = oo sind wie bereits erwahnt Ahnlichkeiten von E™; ist hingegen
P(o0) # 00, so ist die isometrische Sphére ¥ von ¢ orthogonal zu E™*~1. Weiter ist jede
Mobiustransformation 3 € GM(ETL) die Komposition von Spiegelungen an Sphéren in
E™ orthogonal zu E"~L. Schliesslich gilt, dass jedes Element ¥ € GM (E™) als Poincaré-
Erweiterung ¥ = ¢ von ¢ € GM (E" 1) eine Isometrie ist des hyperbolischen Raums H"
realisiert im oberen Halbraummodell E,’:, mit der Metrik ds = JKI . Denn die Spiegelung
o an einer Sphire S(@,r), a € E™™!, gegeben durch

r?

Fz) =a+ (z-3a) , (2.1.3)

|z —al?

invariant (vgl. (1.1.3) und (2.1.2)); die Spiegelung & an einer Ebene P(d,t), a € E“ b
gegeben durch

weist als n-te Komponente den Ausdruck [7(z)}, =0+ T%n[‘y auf und lasst somit L”—L

o(x) =$——2%E , (2.1.4)

ist eine euklidische Isometrie mit [o(z)], = =, und lasst J—i—-ﬁi ebenfalls invariant. Es
bestehen somit folgende Isomorphismen topologischer Gruppen:

I(H™) = GM(E?) = GM(E™Y) (2.1.5)
und bei Berticksichtigung der Orientierung:

IY(H") = M(E}) = M(E"") . (2.1.6)
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Beim Ubergang zu anderen Modellen fiir den hyperbolischen Raum H™ transformiert sich
die Gruppe GM (E" 1) durch Konjugation. Durch stereographische Projektion 7 von
En=1 auf §"=1 C E™ gefolgt von der Spiegelung g an {2, = 0} geht das obere Halb-
raummodell in das konforme Ballmodell fiir H™ {iber (vgl. §1.1.3 und [61, p. 136 und p.

138}). Eine Isometrie ¢ € GM(EY) von E} mit der Metrik ds = Jﬁ—:l transformiert sich

gemass
popop~! |, wobei p:=rmoogy ,

zu einer Isometrie von B™ versehen mit der Metrik ds = 12 ii;lz (vgl. §1.1.3). Da =

gleich der Spiegelung an der Sphire S((1,0,...,0),v2) in E™ ist (siehe {61, p. 136]), gilt
powop~t e GM(E™). Somit ist

I(H™) = GM(B"):= {¢ € GM(E™) | p(B")=B"} (2.1.7)

das heisst, GM(E™"1) ist in GM(E™) zu GM(B") konjugiert.
Im Vektorraum- oder Hyperboloidmodell H* = {z € E¥™ | (z,z)gi» = =1, 70 >0} ist
die Isometriegruppe I(H™) identisch mit der Untergruppe

0%(1,n) == {A € Mat(n + 1) | (A2, Az) g1~ = (z,2)p1n , [Aloo >0}
der Gruppe Mat(n + 1) aller reellen (n 4+ 1) x (n + 1)-Matrizen (siehe (50, §1]).

Von Interesse ist die Wirkung einer Isometrie von H" auf Horobdllen (vgl. §1.4.3).

SATZ 2.1.1 (S. Hersonsky; [36, Proposition 2.1]).

Es sei ¢ € GM(E™™') eine Mébiustransformation mit o(oo) # 0o, isometrischer Sphére
S(a,r) und Poincaré-Erweiterung ¢ . Es bezeichne Boo(r) = {c € H* |z, >71}, 7> 0,
ein Horoball zum Zentrum oo. Dann gilt:

(1) VeeH": |#(z) = @(00) |- |z — g7 (c0) | = 72
(2) VxGB (r) : IsO(x) ¢(eo)| <r
(3)  &(Boo(r)) N Boolr) = 2

Beweis: Da Lp( ) # oo, gibt es eine eindeutig bestimmte Spiegelung o an der Sphare
S{a,r), a 1(c0), zu ¢ und eine eindeutig bestimmte euklidische Isometrie ¥ €
I(E™™) mit cp =1 o o (siehe [61, Theorem 4.3.3]). Es gilt o(a) =07 !(a) =

Die Poincaré-Erweiterung & ist eine Inversion an der Sphare S(a,r), wobei @ = (¢,0) €
E™, und die Poincaré-Erweiterung i ist ein Element von I(E™) mit 1,3(00) = oco. Mit
diesen Vorbereitungen gilt:

Ad (1): Ist z € H", so ist

|3(z) = §(c0) | - [o =7 (o0)| = |$oF(z) —PoF(oo)| - [z~ 0! (c0)]
= |&(z) = 5(o0)| - |z — 57 (o0)| , und mit (2.1.3) ,
= |d(z) -4| - |z -7

(%]

=7
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Ad (2): Ist 2 € Boo(r),soist [z —a|>r,da a=(e,0) € {z€ E" |2z, =0}. Nach (1)
folgt:

|3(e) = F(e0)| = ——=r <7

Ad (3): Da ¢(o0) # o0, ist @(Boo(r)) ein Horoball in E} tangential an {z, =0} im
Punkt @(oo). Nach (2) ist |@(z) — @$(o0)] < r fiir alle z € Bo(r), und somit folgt
?(Boo(r)) N Bo(r) = @.

Q.E.D.

2.1.3. Die Klassifikation der Mobiustransformationen. Eine Mobiustransformation des
oberen Halbraums E} C E™ besitzt nach dem Satz von Brouwer stets einen Fixpunkt in

-

E™. In Abhangigkeit der Fixpunkte kann eine Klassifikation der Mobiustransformationen
und der hyperbolischen Isometrien vorgenommen werden.

Es sei ¢ € GM(EL) = GM(E™"), o #idgy .

(i) @ heisst elliptisch, falls ¢ einen Fixpunkt in E7 besitzt.

(i) ¢ heisst parabolisch, falls ¢ genau einen Fixpunkt in En=1 besitat.
(i11) ¢ heisst lozodromisch, falls ¢ genau zwei Fixpunkte in E™—1 besitzt.

Man beachte, dass die Eigenschaften (i) bis (iii) nur von der Konjugationsklasse von ¢ in
GM(E?Y) abhingen.

Im hyperbolischen Raum H" lasst sich der Charakter einer Mobiustransformation ¢ ge-
ometrisch deuten. Dazu machen wir von den Identifikationen I(H") = GM(E}) =
GM(E"1) = GM(S™') = GM(B") Gebrauch (vgl. (2.1.5) und (2.1.7)).

Ist ¢ € GM(B™) elliptisch mit Fixpunkt p € B", so ist ¢ konjugiert zu einer orthogonalen
Transformation A € O(n) von E™ (siehe [61, Theorem 4.7.1]). Es bezeichne P, das
Biischel aller hyperbolischen Geodatischen durch p. Das Komplement C, bestehend aus
den orthogonalen Trajektorien von P, wird von den (n — 1)-dimensionalen (euklidischen)
Sphéren um p gebildet (vgl. §1.4.3). Die Transformation ¢ lasst C, invariant und operiert

als Isometrie auf jeder Sphire S(p,r), r > 0, von C, beziiglich der intrinsisch spharischen
Metrik.

Ist ¢ € GM(E%) parabolisch, so ist ¢ konjugiert zur Poincaré-Erweiterung einer fixpunkt-
freien Isometrie von E™~! (siche [61, Theorem 4.7.2]). ¢ ist eine parabolische Translation,
falls p modulo Konjugation von der Gestalt ¢ = z+a, a € E™ ,ist. Zu ¢ € GM(E}) mit
Fixpunkt p € E"~1 gehort das Biischel P, aller (asymptotisch) parallelen Geodatischen
zum Fernpunkt p in H". ¢ lasst das Komplement C, der Horosphéren mit Zentrum p in
EZ invariant und wirkt als Isometrie auf jeder Horosphire S.(p) von Cp beziiglich der
intrinsisch euklidischen Metrik.

Schliesslich sei ¢ € GM(EL) loxodromisch. ¢ ist konjugiert zu einer Transformation z
r-Az mit r >0, r #1,und A € O(n) (siehe [61, p. 144]). Ist A = I die Einheitsmatrix,
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so wird ¢ hyperbolische Transformation genannt. Es seien nun p,q € E*~! die Fixpunkte
von ¢ und g die hyperbolische Gerade mit Endpunkten p, gq. ¢ heisst die Achse von ¢ und ist
als p-invariante Geodatische eindeutig bestimmt. ¢ wirkt als Drehverschiebung entlang g,
sodass etwa p = len;o w*(z) fliir z # ¢ anziehender Fixpunkt und q abstossender Fixpunkt

von ¢ ist. Die Verschiebungslange I, von ¢ ist gegeben durch [, = dist(z,z) > 0 und
ist von z € E} unabhangig.

Legen wir H" das projektive Ballmodell ( B", distpro; ) zugrunde, so bestimmen die Fix-
punkte p,g € S™™! eine projektive Gerade g in P". Zu § gehort der Pol P :=Pol(§) im
Aussenraum von H", welcher in der von p,q und dem Kugelzentrum 0 € B™ aufgespan-
nten Ebene H C P™ liegt (vgl. §1.1.2). Es sei Pp das Biischel der projektiven Geraden in
P" durch P. Ist Cp das Komplement von Pp, so besteht CpNH NH"™ aus aquidistanten
Kurven oder Hyperzyklen (vgl. §1.4.3) und enthalt die Achse g als gemeinsames Lot der
ultra-parallelen Geraden Pp N H N H™ und als die eindeutig bestimmte Geodatische mit
Endpunkten p,q.

2.1.4. Elementare Gruppen. Eine Untergruppe G von GM(E") von Mobiustransforma-
tionen, welche den Schauplatz X™ := E} oder B" der hyperbolischen Geometrie invariant
lasst, heisst elementar, falls G einen endliche Bahn Gz = {p¢z | ¢ € G} fiir ein z im
Abschluss X" besitzt. Entsprechend der Einteilung von Mobiustransformationen nach
Fixpunkten wird der Elementartyp von G definiert. Fiir den loxodromischen Fall d&ndern
wir die Wortwahl ab, was aber keine Konfusion verursachen sollte.

(i) G heisst vom elliptischen Typ, falls G eine endliche Bahn in X" besitzt.

(i) G heisst vom parabolischen Typ, falls G einen Punkt auf 9X™" = X7 — X" festlasst
und sonst keine endlichen Bahnen in X besitzt.

(iii) G heisst vom hyperbolischen Typ, falls G weder elliptisch noch parabolisch ist.
Der Elementartyp von G C GM(E™) hingt nur von der Konjugationsklasse von G ab.

Falls G diskret ist (die Identitat ist offen in G ), kann er folgendermassen charakterisiert
werden:

LEMMA 2.1.1.

Es sei G eine Untergruppe von GM’(E'"). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(E1) @ 1st diskret, elementar und vom elliptischen Typ.

(E2) G st endlich.

(E3) G ist konjugiert zu einer endlichen Untergruppe von O(n).

Fiir Gruppen mit parabolischen und loxodromischen Elementen wahlen wir das obere Halb-
raummodell X" = E?. Sind nun ¢,¥ € GM(E}) derart, dass ¢ loxodromisch ist und
mit 3 genau einen Fixpunkt gemeinsam hat, so ist die von ¢ und ¥ erzeugte Untergruppe

< @, > von GM(EL) nicht diskret. Damit ergibt sich folgende Charakterisierung von
Gruppen vom parabolischen und hyperbolischen Typ:
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LEMMA 2.1.2.
Es sei G eine Untergruppe von GM(EL).

(P} G st diskret, elementar und vom parabolischen Typ genau dann, wenn G modulo
Konjugation eine unendliche diskrete Untergruppe von I(E™™!) ist.

(H) G st diskret, elementar und vom hyperbolischen Typ genau dann, wenn G eine un-
endliche zyklische Untergruppe endlichen Indezes enthdlt, welche von einer lozodro-
mischen Transformation erzeugt ist.

Schliesslich sei noch an folgende Eigenschaften von Untergruppen G C GM(X™) erin-
nert. Ist G eine diskrete Untergruppe von GM(B") bestehend aus lauter elliptischen
Transformationen, so ist G endlich; besteht G aus lauter parabolischen Transformationen,
so ist G elementar. Ist G also diskret und nichtelementar, so besitzt G unendlich viele
loxodromische Elemente, die paarweise verschiedene Fixpunkte aufweisen.

Elementare Untergruppen G C ‘GM(B™) kénnen auch rein algebraisch charakterisiert
werden. Beispielsweise ist G elementar, falls G auflosbar oder abelsch ist. Tatsachlich ist
G genau dann elementar, wenn G eine abelsche Untergruppe von endlichem Index enthalt.
Alle Eigenschaften tibertragen sich auf die Gruppen I{H™") und I*(H™) hyperbolischer
Isometrien, deren elementare Untergruppen per definitionem durch Konjugation aus den
elementaren Untergruppen von GM(X") und M(X™) hervorgehen.

In Abhangigkeit der Haufungspunkte einer diskreten Untergruppe I' C GM(B™) kann
entschieden werden, ob I' elementar ist. Dabei heisst ein Punkt p € S*~! Hdufungspunkt
von T', falls fiir ein ¢ € B™ und eine Folge {gx}52, C GM(B") gilt:

p= lim gi(z)
k—o0

Die Grenz- oder Haufungsmenge L(I') von T ist definiert als die Menge aller Haufungs-
punkte von . Jeder Fixpunkt p € S®™! einer parabolischen oder loxodromischen Trans-
formation von I' gehért zu L(I"). Schliesslich gilt:

LEMMA 2.1.3.

Es sei " eine diskrete Untergruppe von GM(B™). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) T ist elementar.

(2)  L(T) besteht aus 0,1 oder 2 Punkten.

(3)  L(T) ist endlich.

Ist I € GM(B™) diskret und nichtelementar, so ist die Haufungsmenge L(T") perfekt (das
heisst, abgeschlossen und ohne isolierte Punkte) und somit tiberabzahlbar.

Eine diskrete Untergruppe I' C GM(B") heisst von erster Art, falls O(T') := S*7! —

L(T') = @; ansonsten wird I' von zweiter Art genannt. Nach Lemma 2.1.3 ist T von
zweiter Art, falls I’ elementar ist.
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2.2. Die Geometrie diskreter Bewegungsgruppen

Im Folgenden werden die wesentlichen geometrischen Eigenschaften diskreter Gruppen
von [sometrien eines Raums konstanter Krummung zusammengestellt. Im Zentrum steht
der Fundamentalbereich einer diskreten Bewegungsgruppe und die Konstruktion eines
Dirichlet-Gebiets. Den zweiten Teil bilden die Satze von Bieberbach iiber kristallographi-
sche Gruppen euklidischer Bewegungen und das Lemma von Margulis tiber diskrete Grup-
pen hyperbolischer Isometrien.

2.2.1. Der Quotientenraum. Esbezeichne X" = E™ 5" oder H"*. Eine Untergruppe I' C
I(X™) von Isometrien auf X" ist genau dann diskret, wenn I' eigentlich diskontinuierlich
auf X" operiert, das heisst, wenn fiir alle Kompakta K C X" die Menge {vy € T | K N
v(K) # @} endlich ist. Folglich ist jede Bahn 'z, z € X", lokal endlich. Somit ist T
genau dann diskret in I(X"), wenn jede Bahn 'z, z € X", diskret in X" ist, und die
Stabilisatoruntergruppe I'; = {7y €' | yz =z} von T endlich ist.

Der Quotient X™/I' = {Tz |z € X™} von X" nach I ist ein metrischer Raum beziiglich
der Metrik dr(Tz,Ty) = inf {dist(u,v) | u € 'z, v € Ty}, und die dadurch bestimmte
Topologie stimmt mit der Quotiententopologie auf X™/T" iiberein. Die kanonische Projek-
tion 7 : X® = X"/T', n(x) = I'z, ist offen und stetig. Operiert I' fizpunktfrei auf X"
(das heisst, fiir alle € X™ ist der Stabilisator I'y trivial), so ist 7 eine lokal isometrische
Uberlagerungsabbildung mit Deckgruppe I'. Es sei hinzugefligt, dass I auf X" = E" oder
H" genau dann fixpunktfrei operiert, wenn I" torsionsfret ist und damit keine Elemente
endlicher Ordnung aufweist (siehe [61, Theorem 8.2.1]).

2.2.2. Fundamentalbereiche. Es sei I' eine diskrete Gruppe von Isometrien auf X”. Ein
Fundamentalbereich G fiir T ist eine Teilmenge von X", sodass gilt:

(1) G ist offen;
(i)  {¥(G) | v € '} ist lokal endlich;

@) X" =y +(0).
<€l

An manchen Stellen in der Literatur wird ein Fundamentalbereich als abgeschlossene Teil-
menge von X" definiert (siehe etwa [68]). Es besteht aber folgender Zusammenhang;: Ist
F C X" eine Fundamentalmenge fur I, das heisst, ist F' eine Teilmenge von X", welche
genau einen Punkt jeder Bahn von I' enthalt, so ist eine Menge G C X" genau dann
ein Fundamentalbereich fur T', falls es eine Fundamentalmenge F' C X" fir I' gibt mit
G C F C G (siehe [61, Theorem 6.5.13]).

Ist G C X" ein Fundamentalbereich fiir I, so wird I von der Menge
S={7€T|Gn~{G) #2}

erzeugt. T' ist sicherlich endlich erzeugt, falls G ein kompaktes Polytop in X" ist (vgl.
§1.2.1). Die Inklusionsabbildung G — X" induziert einen Homdomorphismus G/T —
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X"/T'. X"/T ist deshalb genau dann kompakt, wenn G/T kompakt ist; in diesem Fall
heisst I kokompakt.

Fiir einen Fundamentalbereich G von I ist ¥(G)NG C G fiir jedes v € T (siehe [61, The-.
orem 6.5.4]). G heisst ein etgentlicher Fundamentalbereich flir T', falls G eine Nullmenge
ist, das heisst, falls vol,(G) = vol,(G). Ist G ein eigentlicher Fundamentalbereich fiir T, so
ist vol,(X"/T) = vol,(G). Daraus folgt, dass zwei verschiedene eigentliche Fundamental-
bereiche G;,G2 von I gleiches Volumen haben. Ferner ist der Quotient X" /I" genau dann
von endlichem Volumen, falls vol,(G) < oo fiir einen eigentlichen Fundamentalbereich G;
I" heisst in diesem Fall von endlichem Kovolumen.

Ist schliesslich I C ' eine Untergruppe von endlichem Index m, und besitzt I' einen
Fundamentalbereich G, so ist G’ := U, vi(G) ein Fundamentalbereich fir IV, wobei
Y1,...,7Ym Reprasentanten fir die Rechtsnebenklassen von I in T’ sind. Dies impliziert
(siehe [68, Chapter 1, (13)])

vola(G') = [[': V] - vol.(G) . (2.2.1)

Zu jeder diskreten Gruppe I' C I(X™) von Isometrien auf X" existiert ein konvexer
Fundamentalbereich. Ein Beweis beruht auf der Konstruktion des Dirichlet-Gebiets zu
[': Da T eigentlich diskontinuierlich, also abzahlbar ist, existiert ein Punkt zp € X" mit
trivialem Stabilisator 'y, . Fir vy € T’ sei

H, = Hy(zo):= {z € X" | dist(z, z9) < dist(z,v(z0)) }
der offene Halbraum in X ™, welcher von der Hyperebene
hy = hy(zo) := {z € X" | dist(z, z0) = dist(z,v(z0)) }

begrenzt ist. Das Dirichlet-Gebiet D(zp) zum Zentrum zg ist definiert als (vgl. auch §1.4.2
und §1.4.3) '

D(zo):= () Hy . (2.2.2)
ver—{id}

D(zo) ist ein konvexes Gebiet in X", dessen Rand 0D(zo) eine Nullmenge ist (jede
Seite ho N D(zg) ist eine Nullmenge, und T ist abzahlbar). Schliesslich folgt, dass jedes
Dirichlet-Gebiet D(zo) ein eigentlicher konvexer Fundamentalbereich fiir " ist. Ein kon-
vezes Fundamentalpolyeder fiir eine diskrete Gruppe I' C I(X™) ist ein konvexes Polyeder
P (vgl. §1.2.1), dessen Inneres ein Fundamentalbereich fir I ist. Der Abschluss D(z) jedes
Dirichlet-Gebiets D(z) fir T ist ein konvexes Fundamentalpolyeder (siehe [61, Theorem
6.6.1]) und heisst Dirichlet-Polyeder fur T,

2.2.3. Kristallographische Gruppen euklidischer Isometrien und die Bieberbachschen Sdtze.
In diesem Abschnitt betrachten wir diskrete Isometriegruppen des euklidischen Raums
E". Ein Gitter T ist eine Untergruppe von I{E™), welche von n linear unabhangigen
Translationen von E" erzeugt wird. Eine Untergruppe I' von I(E™) ist somit genau dann
ein Gitter, falls I diskret und frei abelsch vom Rang n ist.
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Eine diskrete Untergruppe I' von I(E") heisst kristallographisch, falls der Quotient E™ /T

kompakt ist. Der erste Satz von Bieberbach besagt nun (siehe beispielsweise [61, Theorem
7.4.2]):

SATZ 2.2.1 (L. Bieberbach).

FEine diskrete Untergruppe T' C I(E™) ist genau dann kristallographisch, falls die Unter-
gruppe A(T) aller Translationen von I' von endlichem Indez und vom Rang n ust.

L. Bieberbach bewies 1910 folgenden Satz, welcher das achtzehnte Hilbertsche Problem im
positiven Sinne beantwortete (siehe auch [61, Theorem 7.4.3]):

SATZ 2.2.2 (L. Bieberbach).

Zu jedem n > 1 gibt es nur endlich wiele Isomorphieklassen von n-dimensionalen kristal-
lographischen Gruppen auf E".

Bemerkungen.

(a) Kristallographische Gruppen sind fir die Dimensionen n < 4 klassifiziert (siehe (73,
§3.5] fuir n = 3 und [13] fuir n = 4); fur n = 1,2,3,4 gibt es genau 2,17,219,4783
Isomorphieklassen solcher Gruppen.

(b) Ist T' eine n-dimensionale kristallographische Gruppe und A(T") die zugehorige Trans-
lationsuntergruppe vom Rang n, so geht aus dem Beweis (siche beispielsweise [61, p. 312])
des Bieberbachschen Satzes folgende Abschéatzung fir den Index [I' : A(T")] hervor:

[ AT)] <3% . (2.2.3)

Ist T' torsionsfrei, so ist E™/T' eine kompakte zusammenhéngende Riemannsche Man-
nigfaltigkeit mit flacher Metrik und endlicher Holonomiegruppe ® :=T'/A(T') (siehe {73,
§3.4]). Ist I" dariiberhinaus orientierungserhaltend, so liefern die Klassifikationsresultate fiir
n < 4 prézisere Ordnungsabschatzungen fiir & . Ist I' 2—dimensional, soist I' = A(T') und
E?JT ein Torus (vgl. [73, Theorem 2.5.5]); daraus folgt ord(®) = 1. Ist I' 3—dimensional,
so ist ord(®) < 6 (siehe [73, Theorem 3.5.5]). Ist schliesslich I' 4—dimensional, so ist
ord(®) < 12 (siehe {13, Table 8C, p. 408]). *

(¢) Nach einem Resultat von S. Friedland (siehe [27, Theorem 3.3]) gilt folgende Ab-
schatzung fiir die Ordnung einer Torsionsuntergruppe A C GL(m,Z):

ord(A4) < e@ log (2vZmFT+1)~2vZmF1+1

Da die Holonomiegruppe ® = I'/A(T") einer kristallographischen Gruppe I' C I(E™)
isomorph zu einer endlichen Untergruppe von GL(n,Z) ist, folgt daraus fiir die maximale
Ordnung £ > 1 von Torsionselementen in & :

k< DL Jog (3/mFT+1) -2v/ERF T+ (2.2.4)

* An dieser Stelle mochte ich A. Szczepanski fiir die Fithrung durch [13] danken.
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2.2.4. Diskrete Gruppen hyperbolischer Isometrien. Es set ' C I(H™) eine diskrete
Gruppe hyperbolischer Isometrien mit konvexem Fundamentalpolyeder P. Ist T' kokom-
pakt, so besteht [' nur aus elliptischen und loxodromischen Elementen, und P ist ein
kompaktes Polytop in H™ mit endlich vielen gewohnlichen Eckpunkten (siehe [61, Theo-
rem 6.5.7]). Ist T’ nicht kokompakt, und ist P NOH™ # @, so gilt (siehe [68, Chapter 2,
Proposition 1.4]):

LEMMA 2.2.1.

Es sei I' eine diskrete Gruppe von hyperbolischen Isometrien mit konvezem Fundamen-
talpolyeder P. Ist x € P ein unendlicher Punkt in H™, 30 ist z nicht Fizpunkt einer
lozodromischen Transformation aus I

Die Frage stellt sich nun, ob ein Punkt z € P N JH" Fixpunkt einer parabolischen
Transformation in [ ist. Ein beliebiger-Punkt = € OH™ heisst quasi-parabolisch fur T,
falls der Stabilisator I'; parabolische Transformationen enthalt. Ist z quasi-parabolisch,
so enthélt I'; keine loxodromischen Elemente (vgl. §2.1.4). Ein Punkt # € P N OH™
ist genau dann quasi-parabolisch fur T, falls I'; von unendlicher Ordnung ist. Weiter
ist # € L(T'), und T'; ist mit einer unendlichen diskreten Untergruppe von I(E"™!)
identifizierbar (vgl. Lemma 2.1.2).

Ist ' von endlichem Kovolumen mit konvexem Fundamentalpolyeder P, so ist I' von er-
ster Art und somit nichtelementar (vgl. §2.1.4; siehe [61, Theorem 12.1.15]). Ein quasi-
parabolischer Punkt z € P heisst ein parabolischer Punkt oder eine Spitze von I'. Ist
[ torsionsfrei, so kann mit Hilfe der Bieberbachschen Séatze folgender fundamentale Satz
aufgestellt werden (siehe [72, Theorem 1]):

SATZ 2.2.3 (A. Selberg; H. Garland—M. S. Raghunatan; N. Wielenberg).

Es sei I' C I(H™) eine diskrete, torsionsfreie Gruppe von endlichem Kovolumen. Es sei
P C H™ ein Dirichlet-Polyeder von I mit oo € P. Bezeichnet A(T'w) die freie abelsche
Untergruppe der parabolischen Translationen in T, so gilt:

(1) A(TCs) ist vom Rang n — 1.

(2) P hat nur endlich vielen Spitzen und ist ein konvezes Polytop in H™ .

Bemerkungen.

(a) Satz 2.2.3 besagt, dass I' geometrisch endlich ist, das heisst, ein konvexes Fundamen-
talpolyeder mit endlich vielen Seiten zuldsst. I' ist in diesem Fall endlich erzeugt (siehe
auch [61, Theorem 12.3.9]).

(b) Die Voraussetzung in Satz 2.2.3, dass I torsionsfrei ist, ist keine starke Einschrankung.
Denn nach einem Ergebnis von A. Selberg besitzt jede diskrete Gruppe ' ¢ I(H") von

endlichem Kovolumen eine torsionsfreie Untergruppe I’ von endlichem Index (siehe auch
(11, Theorem B (ii)]).
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2.2.5. Das Lemma von Margulis. Das Lemma von Margulis (iber diskrete Untergruppen
[ von I{H") ist von fundamentaler Bedeutung beim Studium der globalen geometrischen
Struktur des Quotienten H"/I'. Zuvor untersuchen wir, wann eine Teilmenge von H"/T
von der Gestalt eines Quotienten einer Teilmenge von H" nach einer Untergruppe von I'
ist.

Eine Teilmenge V C H" heisst ezakt invariant, falls entweder v(V) =V oder v(V)NV =
@ fir alle v € T'. Es bezeichne 'y die Untergruppe {y € I' | 4(V) =V } in T. Es gilt
(siehe (4, §10.2, Lemmal):

LEMMA 2.2.2,

Es sei T' C I(H™) eine diskrete Gruppe. Fir r > 0 sei V eine Zusammenhangskompo-
nente von {z € H® | min _ dist(z,yz) <r}. Dann gilt:

ver—{id}
(1) V ist ezakt invariant;

(2) Fir veT,z€V mit dist(z,yz) <r gilt y€Ty.

Esseinun I’ C I(H™) diskret und fixpunktfrei operierend auf H™ mit Uberlagerungsabbil-
dung m : H® — H*/T'. Ist U C H"/T eine zusammenhangende Teilmenge isometrisch
zu einem Ball B(§) C H* vom Radius £ und V C 7' (U) eine Zusammenhangskompo-

nente in H", so ist V eine Komponente von {z € H" | miqd dist(z,vz) < r}. Nach
v€er—-{1d}
Lemma 2.2.2 folgt daraus, dass U = V/T'y ist.

Fir z € H* und ¢ > 0 wird nun folgende Untergruppe I'.(z) von I' definiert:

Le(z) := {y €T | dist(z,yz) <e} . (

o
&
o

S

Es gilt (siehe etwa [61, Theorem 12.5.1]):

SATZ 2.2.4 (Das Lemma von Margulis).

Zun > 1 gibt es ein € > 0, sodass fir jede diskrete Untergruppe I' von I(H"™) und fir
jedes z € H" die Gruppe ['.(z) elementar ist.

Es bezeichne ¢, die n-te Margulis-Konstante, das heisst, €, ist gleich dem Supremum aller
e > 0, fiir welche das Lemma von Margulis gilt. Man beachte, dass ¢, < oo, da es fur
jedes n > 1 diskrete Untergruppen I' von I{H™) mit kompaktem Quotienten H" /T gibt;
Konstruktionen stammen von A. Borel (fiir Literaturangaben siehe [61, §11.7, p. 571} und
(68, Capter 6, §3.3]).

Es gilt folgender Struktursatz (siehe [4, §10.3, Lemmaj):



64 Diskrete Gruppen hyperbolischer Isometrien Kapitel 2

SATZ 2.2.5.

Es sei ¢p, die n-te Marqulis-Konstante und 0 < r < e,. Es ses I' C I(H") eine
diskrete, torsionsfreie Untergruppe und V' eine Zusammenhangskomponente von {z €
H™ | min dist(z,yz) <r}. Dann bestehen folgende Alternativen:
~er—{id}
(1) Entweder T'y ist eine unendliche zyklische Gruppe von hyperbolischen Transformatio-
nen mit gemeinsamer Achse, und V/T'y ist beschrankt;

(2) oder T'y ist eine Gruppe parabolischer Transformationen mit einem gemeinsamen Fiz-
punkt in OH", und V/T'y ist unbeschrdinkt.

Essei 0 <r <ep, und ' C I(H") eine diskrete Gruppe. Aus Satz 2.2.5 gehen wichtige
geometrische Aussagen uber die '—invariante Menge

V([,r) := {z € H* | 3y € T nicht-elliptisch : dist(z,vz) <r} c H® (2.2.6)

hervor (siehe beispielsweise [61, §12.5]): Die Teilmengen V(T4,r) = V(T,r) NI, , wobei a
Fixpunkt einer nicht-elliptischen Transformation in I ist, liefern eine Zerlegung V(T',r) =
Us V(Ts,7) und bilden dariiberhinaus die Zusammenhangskomponenten von V(I',r); eine
Komponente V(I'y,7) C V(I',r), 7 < &n, heisst Margulis-Gebiet von I' zum Punkt a.

Es sei I eine unendliche elementare und diskrete Untergruppe von I(H"). Dannist V(T,r)
fir jedes r > 0 zusammenhangend.

Ist T eine elementare, diskrete Untergruppe von I(H") erzeugt von einer hyperbolischen
Transformation v mit Achse g und Verschiebungslange I, so ist V(T',r) fur » > [, eine
Tube um ¢ in H™, das heisst,

V([,r) =:T(g,8) ={z € H" | dist(z,g9) <s} fireins>0 . (2.2.7)

Es sei schliesslich T' eine elementare, diskrete Untergruppe von J(H™) vom parabolischen
Typ. T besteht aus lauter parabolischen Transformationen mit einem gemeinsamen Fix-
punkt £ € 9H™ (vgl. Lemma 2.1.2), welche als euklidische Isometrien auf Horosphéaren
zum Zentrum z operieren. ObdA sei z = co. Ist I' zusétzlich von endlichem Kovolumen,
so ist jedes V(I',r), r > 0, ein Horoball in A™ und enthalt einen Fundamentalbereich G
von endlichem Volumen von der Form F x (0,00); dabei ist F C {z, =r} ein Funda-
mentalbereich fiir die Operation von T als Untergruppe von I(E"~') auf der Horosphére
OV(L,7) = {z, = r} (siehe [72, §4]). Als Untergruppe von I{E""!) mit endlichem
Kovolumen ist I' aber kokompakt und kristallographisch (vgl. Satz 2.2.3). Somit ist
V(T,r)/T von der Gestalt

V(T,r)/T =N x(0,00) (2.2.8)

wobel N eine kompakte euklidische Raumform der Dimension n — 1 ist (siehe [72, Beweis
von Proposition 1] und [4, p. 113]).
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2.3. Clifford-Matrizen und hyperbolische Isometrien

Die Gruppe M(EL), n > 2, der konformen Moébiustransformationen, welche E3 invariant
lassen, kann mit der projektiven Gruppe PSL(2,C,_2) zur Clifford-Algebra C,-2 in
n — 2 Erzeugenden in Beziehung gesetzt werden. Diese Beschreibung der Gruppe I1t(H™)
der orientierungserhaltenden hyperbolischen Isometrien geht auf L.V. Ahlfors zuriick und
stellt die Verallgemeinerung der bekannten Identifikationen I*t(H?) = PSL(2,R) und
IT(H®) = PSL(2,C) dar. Viele Methoden und Satze fiir n = 2,3 lassen sich sinngemass
auf n > 4 ubertragen; wir mochten insbesondere die Jgrgensensche Ungleichung uber die
gleichformige Isolierung der Identitat I hervorheben.

2.3.1. Die Clifford-Algebra. Die Clifford-Algebra C,,, m > 0, ist eine reelle assoziative
(aber nicht kommutative) Algebra erzeugt von m Elementen ¢,...,7 , welche den Re-
lationen i3 = —1,4xi; = —ijix, k # I, gentigen (siehe {70, §2]). Wir setzen ip := 1.
Jedes Element a € C,, kann in der Form a = ) ; arl geschrieben werden, wobei a; € R
und die Summe uber alle Produkte I =1, -1, mit 1 < vy < -+ < v < m erstreckt
wird (das Nullprodukt ist zugelassen und wird mit 1o = 1 identifiziert). Beispielsweise ist
Co=R,C, =C, C; = H (die Quaternionenalgebra).

Die Clifford-Algebra C, ist ein Vektorraum der Dimension 2™ {iber R und kann mit einer
euklidischen Norm versehen werden: Ist a =: ag + a¢ € C,, mit ag := ag, so wird
a2 =3 a? = a3 + |ac|® gesetzt.

Auf C,, gibt es verschiedene Involutionen:

(i) Die Hauptinvolution ' : Cp, — Cy, ersetzt jeden Bestandteil #;,1 > 0, von I =

iy, '+ -1y, inder Darstellung a = ), a;] € Cry durch —i;. Offensichtlich gilt (ab)’ =
a'b und (a+b) =d +¥'.

(i) Die Inversion *: Cry = Cp kehrt jedes Produkt I =14, ---4,, in a =) ; a7l €
Cm gemass I* :=1,, ---1,, um. Es gilt (ab)* =b*a* und (a + b)* = a* +b*.

(iii) Die Konjugation = : Cyn — Cpm ist gegeben durch @ = (a')* = (a*)" und erfiillt
(ab) =ba.

Die Elemente z € C,, der Gestalt = = zg-+ 171+ -+ Tmim heissen Vektoren und bilden
einen (m + 1)-dimensionalen Untervektorraum von Cp,, den wir mit R™*! identifizieren.
Fir Vektoren z € C, gilt z* = 2 und ¥ = z’. Da ferner 2T = ¥z = |z|*, sind
Vektoren z # 0 invertierbar mit z~! = T/|z|?. Sie bilden eine multiplikative Gruppe
Gm , welche Clifford-Gruppe genannt wird. Auf G,, ist die Norm multiplikativ, das heisst,
lzy| = |z|-|y| (siehe [70, Theorem 1 (ii1)]). Die Clifford-Gruppe G,, kann geometrisch wie
folgt interpretiert werden (siehe [70, Theorem 2 und Theorem 3]): Ist a € Cy, invertierbar

und pa(z) = aza’"!,z € R™*! soist p, € O(m + 1), und die Abbildung
¢ Gm = Om+1) mit ¢(a)=p,
ist surjektiv auf SO(m + 1) mit Kern R — {0} . Schliesslich gilt:
Gn={a€Cn|aa=la*#0; Yze R™! . aza* ¢ R™¥!}
={a€Cmn—{0}|VzeR™? . aza* ¢ R™1?}

?
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da aim.Ha“ = |a|2im+1 € ]Rm+2.
2.3.2. Clifford-Matrizen. Wir definieren 70, §4] folgend
GL(2,Cp):= {T = (2 3) | a,b,c,d € Cp ; = Tz = (az +b)(cz +d)~! (2.3.1)
ist eine Bijektion auf E™+2 } .

Ist T € GL(2,Cn), so folgt unmittelbar aus der Definition, dass

T(0) = bd™t | T(c0) = ac™!
T710)=—-at'b , T} oo)=—-c"'d

——
i
&
&

S’

Vektoren in E™%! sind. Fir z € E™*? gilt §(Tz) = (ST)z, sowie

Te=z <= T=A mit \eR-{0} , I:((l) (1])

Ist co Fixpunkt der Transformation T = (: b) , so ist ¢ = 0. Schliesslich gilt fir

d
z,y € Emt?.

y=Tz <= z=T'y mit T‘:(d “b> : (2.3.3)

—c*  a*

Die Determinante A = A(T) von T € GL(2,C,) wird definiert gemass

A=A(T):=ad* ~b* fir T= (‘; Z) . (2.3.4)

Es folgt (siehe [70, Lemmata 5 bis 9]), dass A(T) € R — {0} mit A(ST) = A(S)A(T) =
A(TS), sowie

T = ac”! = Ac* Yz +c7ld) 17! fiir c#0;
A~ laza* + bd™? fur ¢ =0.

Die Transformation T ist genau dann orientierungserhaltend, falls A(T) > 0 (siehe [70,
Lemma 10}). Schliesslich gilt fiur z,y € E™¥? (siehe [70, Theorem 7)):

ey +d|-|cx+d] ' (2.3.5)
. Tm+1
[Tf]m+1 =A |'c:c+dI2

Nach diesen Vorbereitungen kann die folgende Darstellung von Ahlfors zuriickgewonnen
werden (siehe etwa [70, Theorem 6]):
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SATZ 2.3.1 (L.V. Ahlfors).

Es gailt: GL(2,Cn { ( Z) | a,b,c,d € G U{0}; ab*,cd*, c*a,d*b e R™T ;
ad® —be* € R - {0} }

Es sei

PGL(2,Cr) : = GL(2,Cm)/ { | X € R— {0} }
SL(2,Cm):= {T € GL(2,Cr) | A(T) =1} ;
PSL(2,Cpn) : = SL(2,Cp) / {1}

.
1

Folgendes auf Ahlfors zuriickgehende Resultat ist Kernpunkt unseres Interesses (siehe auch
(70, Theorem 5)):

SATZ 2.3.2 (L.V. Ahlfors).
(1) PGL(2,C) ist isomorph zur allgemeinen Mébiusgruppe GM(E™+1).

(2) PSL(2,Cn) ist isomorph zur Mobiusgruppe M(E™+1) der orientierungserhaltenden
Mébiustransformationen von E™+!,

Fiir Clifford-Matrizen T € PGL(2,Cr,) als Mobiustransformationen von E™+! und deren

Poincaré-Erweiterungen auf E™+? verwenden wir kiinftig dieselbe Symbolik, das heisst,
T=T (vgl. auch §2.3.1).

Nach (2.3.5) lassen Elemente T € SL(2,Cr,) den Ausdruck Ay=zl® e Bz

Ym+2Tm42

invariant und somit auch den hyperbolischen Raum H™*? (vgl. §2.1.2). Nach Satz 2.3.2
und (2.1.6) ist PSL(2,C,,) demnach mit IT(H™*?) identifizierbar.

2.3.3. Die verallgemeinerte Jorgensensche Ungleichung. Von T. Jgrgensen stammt die fol-
gende Spurungleichung fiir SL(2,C), welche eine Aussage iiber die gleichformige Isolierung
der Identitat I beinhaltet (siehe etwa [5, Theorem 5.4.1]):

SATZ 2.3.3 (T. Jgrgensen).

Es seien f,g € SL(2,C), sodass die Untergruppe < f,g > diskret und nichtelementar ist.
Dann gilt:

|Sp*f —4|+|Sp(fgf~lg™")—2|>1

Bemerkung.

(a) Die Jorgensensche Ungleichung ist scharf fiir die Modulgruppe SL(2,Z) erzeugt von
flz) =241 und g(z) =-1/z.

Ist f e SL(2,C) parabolisch (vgl. §2.1.3), so reduziert sich die Spurungleichung modulo
Konjugation von f auf die Ungleichung von Shimizu-Leutbecher (siehe auch [5, Case 1, p.
106] und (37, §1]):
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Ist fir f,g € SL(2,C) mit f = (é 1) und ¢ = (Z“ 3) die Untergruppe < f,g >

von SL(2,C) diskret und nichtelementar, so gilt |¢| > 1.

Es gibt verschiedene Ansitze zur Verallgemeinerung des Jgrgensenschen Satzes fiir Mobius-
transformationen in n Dimensionen (siche [37] fiir eine entsprechende Spurungleichung
hyperbolischer Elemente f,g € PSL(2,C,); [70, §5 und §6] fiir weitere Varianten zu
PSL(2,C,); [50] fiir GM(E"') = O%(1,n) versehen mit der Hilbert-Schmidt-Norm).
Wir sind insbesondere am hoherdimensionalen Analogon der Shimizu-Leutbecher-Unglei-
chung interessiert. Es gilt (siehe auch [37, Theorem A] und [72, Proposition 4}):

SATZ 2.3.4 (P. Waterman,; (70, Theorem 8]).

) d 0 N
sodass < S,T > eine diskrete und nichtelementare Gruppe von Mébiustransformationen
1st, so gqilt:

Sind § = (z b) T = (/\ ,u) € PSL(2,C,) mit T parabolisch und T(co) = o0,

(1) Il |T(ae=1) = ac=t [12 . [ T(—e=1d) — (—emta) /2 3 LEV/I=8Del

2 H
wober |Ac | =|A —|Mml.

(2) Ist T = ((1] 'LIL) eine parabolische Translation, so gilt |c|-|ul 2 1.

Bemerkung.

(b) Esist 1 =ig € R*!. Weiter ist nach (2.3.2) S(co0) = ac™' und S~ (c0) = —c~1d.

Mit Hilfe der Jorgensenschen Ungleichung und deren verschiedenformigen Verallgemeine-
rungen lassen sich Aussagen unterschiedlicher Art iiber diskrete und nichtelementare Grup-
pen von Mébiustransformationen machen. Beispielsweise kann deren algebraischer Limes
untersucht und gezeigt werden, dass eine endlich erzeugte Gruppe G von Mobiustransfor-
mationen genau dann diskret ist, wenn jede von zwei Elementen aus G erzeugte Unter-
gruppe diskret ist (siehe [50, Theorem 5.6] und [70, Corollary, p. 109]). Somit ist eine
Gruppe G von Mobiustransformationen genau dann diskret und nichtelementar, falls jede
Untergruppe < f,g >, f,¢9 € GG, diskret und nichtelementar ist.

Besonders interessiert sind wir an der Wirkung von Elementen einer diskreten und nichtele-
mentaren Gruppe von Mobiustransformationen aus PSL{2,C,-2), n > 3, auf Horobaéllen
in H", welche zu Fixpunkten parabolischer Translationen gehoren (siehe auch {68, p. 171;
fir n = 3, siche [5, Theorem 5.4.4]). Es ergibt sich folgendes Verhalten (siehe auch [72,
Proposition 4]):
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SATZ 2.3.5 (S. Hersonsky; [36, Theorem 2.3)).

Es sei I eine diskrete und nichtelementare Untergruppe von PSL(2,C,—_2), n > 3, und

_ (1t~
T = 0 1
H™ |z, > |p|} ein Horoball zum Zentrum oo, so gilt fir alle S € I' — T

€ I',u € E* 1, eine parabolische Translation. Ist Boo(n) = {z €

S(Beo(1)) N Boo(u) = @

Beweis: Nach Ubergang zu einem konjugierten Element diirfen wir annehmen, dass T

von der Gestalt T = ((1) :ll) ist. Es sel Boo = Boo(1).
Weiter sei § = (Z’ 3) € ' —=Tw. Esgilt S(c0) # oo, und der euklidische Horoball

S(Boo) ist im Punkt S(oo) tangential an die Hyperebene {z, =0}.
Wir setzen U := STS*. Dann ist U € I', und die Untergruppe < T,U > von T ist

diskret und nichtelementar (siehe oben). Da nach (2.3.3) S* = (_dc, _ali und, nach

Satz 2.3.1, c¢d* € R*™! gilt [U]yy = —cc* + ed* — dc* = —cc*. Auf der Clifford-Gruppe
Gn_2 ist die Norm multiplikativ, das heisst, | — cc*| = |c|? (vgl. §2.3.1). Nach Satz 2.3.4
(2) folgt fir < T,U >, dass |¢)?> > 1 und somit |¢c| > 1.

Mit Hilfe von Satz 2.1.1 (3) fiir @ = S und r = |¢|™! folgt schliesslich S(Beo)N Boe = @ .
Q.ED.

Es sei " eine diskrete und torsionsfreie Untergruppe von I*(H") = PSL(2,Cr—2), n > 3,
von endlichern Kovolumen. Nach 2.2.4 ist I" nichtelementar. Zu parabolischen Elementen
von I' konnen exakt invariante "kanonische” Horoballe in H"™ konstruiert werden (fiir
n = 3, siehe {5, (5.4.5)]; fiir n > 3, siehe [36, p. 471—-472]): Es sei T € I' parabolisch
mit Fixpunkt p € E*~1. Ist § € PSL(2,Cprh_2) mit S(co) = p, so enthilt der Stabili-
sator (S§7'I'S)e von oo die parabolische Transformation S™!T'S. Nach Satz 2.2.3 enthalt

(1} ;11) mit € E*71.

Nach Satz 2.3.5 und nach Lemma 2.2.2 ist Boo(ut)/(S™I'S)ee in H®/S™ITS einbettbar
und somit auch von endlichem Volumen. Die Gruppe (S7!I'S)o operiert als diskrete
Gruppe euklidischer Isometrien auf jeder Horosphére Soo(r), r > 0, zum Zentrum oo (vgl.
§2.1.3) und ist von endlichem Kovolumen, also kokompakt und somit kristallographisch.
Bezeichnet A := A((S7''S)o) die Translationsuntergruppe von (S7!I'S)w , 50 ist A von
endlichem Index und vom Rang n — 1 (vgl. Satz 2.2.3). Denken wir uns A als Gitter von
Vektoren in E"™!, so bezeichne v € A, v # 0, den Vektor minimaler Lange, das heisst,

(§7'I'S)e eine parabolische Translation, etwa

ol =min{lel | (5 4 ) €= (0}
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Der jkanonische Horoball zum Zentrum p € E™=1 ist nun definiert als S(Beo(v)) und
dadurch wohlbestimmt. Denn ist S; € PSL(2,C,-2) eine weitere Transformation mit
S1(00) = p, so ist Sy = SU fiir eine euklidische Ahnlichkeit U € S(E™"~!). Das Trans-
lationsgitter zu (S7 'I'S1)e ist gegeben durch U(A) und enthélt als kiirzesten nicht-
trivialen Verschiebungsvektor das Element v, := U(v). Da weiter U(Bwo(v)) = Boo(v1),
ist S1(Beo(v)) = S(Boo(v1)).

Mit Hilfe von Satz 2.3.5 ergibt sich schliesslich:

SATZ 2.3.6 (S. Hersonsky; [36, Proposition 3.3)).

Ist T eine diskrete, torsionsfreie und nichtelementare Untergruppe von PSL(2,Cy-2), n 2>
3, so sind die kanonischen Horobdlle in H™ zu je zwet verschiedenen parabolischen Fiz-
punkten von I' disjunkt.

Bemerkung.

(c) Wie bei Satz 2.2.3 bedeutet die Bedingung, dass I' torsionsfrei ist, keine erhebliche
Restriktion (siehe [36, p. 471—472]).



3. Volumina von hyperbolischen Raumformen

3.0. Einleitung

In diesem Kapitel werden hyperbolische Raumformen auf der Grundlage der Ergebnisse
der Kapitel 1 und 2 studiert.

Im ersten Teil (vgl. §3.1) wird die globale geometrische Struktur n-dimensionaler hyper-
bolischer Raumformen von endlichem Volumen mit oder ohne Rand beschrieben. Das
Lemma von Margulis impliziert die Zerlegbarkeit einer hyperbolischen Raumform M in
einen dinnen und in einen dicken, kompakten Teil. Der dinne Teil besteht aus endlich
vielen disjunkten Spitzenumgebungen und Tuben um kurze geschlossene Geodatische. Das
dicke Kernstiick enthilt immer eine Kugel vom Radius grosser gleich der halben Margulis-
Konstanten €, > 0, sodass das Volumen von M durch eine nur von der Dimension n
abhangige, universelle positive Schranke nach unten begrenzt ist.

Diese Schranke wird in Abschnitt 3.2 getrennt fiir n-dimensionale kompakte, nichtkom-
pakte und berandete hyperbolische Raumformen M abgeschéatzt. Wir verwenden dabei
eine Methode, welche fur n = 3 auf R. Meyerhoff zuriickgeht. Kurz zusammenge-
fasst beruht das Prinzip auf der Konstruktion einer eingebetteten Kugel-, Spitzen- oder
Kragenumgebung U C M, welche bei Hochhebung in die universelle Uberlagerung von
M = H"/T eine veraligemeinerte Kugelpackung {~(U) |y € I'} in H" (vgl. §1.4) in-
duziert. Die lokale Dichte einer verallgemeinerten Kugel in ihrer Dirichlet-Voronoi-Zelle
ist nach dem Satz von Boréczky durch die simpliziale Dichtefunktion majorisiert und
liefert mit den Ergebnissen von §1.3 die gewiinschte Volumenschranke fur ein Fundamen-
talpolyeder von M. Fur kompakte Mannigfaltigkeiten hingt der Erfolg dieser Methode ab
von der Glite der Abschatzungen tiber den Inradius 7(M) - den Radius der grossten in M
eingebetteten Kugel. Die vorhandenen Resultate sind von der Gréssenordnung her aber
sehr unbefriedigend. Besonders vielversprechend dagegen zeigt sich die Methode im Falle
nichtkompakter Mannigfaltigkeiten von endlichem Volumen, da uns zur Beschreibung der
Spitzen die Bieberbachschen Satze uber kristallographische euklidische Bewegungsgruppen
(vgl. §2.2) und, als Mass dafiir, kanonische Horobélle (vgl. §2.3) zur Verfligung stehen.
In Paragraph 3.3 wird das Volumenspektrum Vol, n-dimensionaler hyperbolischer Raum-
formen, insbesondere im unteren Bereich, untersucht. Zuerst werden die wichtigsten Struk-
turaussagen zusammengefasst, wobei wir samtliche arithmetischen Aspekte ausklammern.
Eine Sonderrolle spielt das Spektrum Vol; aufgrund der Theorie von T. Jgrgensen und
W. Thurston. Zahlreiche Untersuchungen insbesondere in Folge der Arbeiten von R. Mey-
erhoff und viele Beispiele liefern konkrete Hinweise iiber die Verteilung der Volumina in
Vols . Fur Dimensionen n > 3 hingegen gibt es nur sehr wenige, verschiedene Beispiele
geometrisch konstruierter hyperbolischer Raumformen. Fiir konkrete Aussagen uber die
Volumenspektren Vol,, sind wir deshalb auf die Theorie und die Volumenabschatzungen
von §3.2 angewiesen.
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3.1. Hyperbolische Raumformen

Im folgenden Abschnitt wird die globale geometrische Struktur von hyperbolischen Man-
nigfaltigkeiten von endlichem Volumen beschrieben. Solche Raumformen sind fiir Dimen-
sionen > 3 metrisch starre Gebilde und von einfachem topologischem Typ. Es werden
auch hyperbolische Mannigfaltigkeiten mit Rand in Betracht gezogen. Deren Verdoppelun-
gen sind unberandete hyperbolische Mannigfaltigkeiten im herkémmlichen Sinne, besitzen
daruberhinaus aber eine eingebettete total geodatische Hyperflache.

3.1.1. Chfford-Kleinsche Raumformen. Es sei M eine n-dimensionale vollstandige Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit konstanter Kriimmung « € {-1,0,+1}. M ist lokal diffeo-
morph zu einem der Standardraume X} = X" = 5" E" oder H" derselben Krimmung
k. Nach dem Satz von Hopf-Killing ist M genau dann eine vollstdndige Riemannsche Man-
nigfaltigkeit der Kriimmung «, falls M eine Clifford-Kleinsche Raumform (kurz: Raum-
form) ist, das heisst, M = X"/T' beziglich einer fixpunktfrei operierenden diskreten
Untergruppe I' C I(X™). Wir sagen, dass M = X"/T eine sphdrische, euklidische oder
hyperbolische Raumform oder Mannigfaltigheit ist, falls X" = §™, E™ oder H" ist.

Die Gruppe I' C I(X™) operiert fixpunktfrei und eigentlich diskontinuierlich auf X™; ist
X™ = E™ oder H", so operiert I fixpunktfrei genau dann, wenn torsionsfrei ist. Die Quo-
tientenabbildung m : X™ — X"/T' ist eine lokal isometrische Uberlagerungsabbildung
und liefert die universelle Uberlagerung von M = X"/T". Weiter gilt, dass die Funda-
mentalgruppe (M) isomorph zur Deckgruppe I' der Uberlagerung ist. Die Raumform
M = X™/T ist orientierbar, falls jede Decktransformation v € I' orientierungserhaltend
wirkt.

Im Folgenden lassen wir zu, dass M = X7 /T eine Raumform mit total geodditischem
Rand OM ist. Das heisst, M ist eine (orientierbare) differenzierbare Mannigfaltigkeit,
welche lokal diffeomorph zu RZ} und mit einer Riemannschen Metrik g der konstanten
Krimmung « versehen ist. Der Rand M ist eine (orientierbare) Untermannigfaltigkeit
von M mit induzierter Metrik glaoar (siehe [12, §13]); OM ist total geodatisch, falls alle
Geodatischen in OM auch Geodatische in M sind. M ist somit eine (n — 1)-dimensionale
Mannigfaltigkeit der Krummung x .

3.1.2. Hyperbolische Raumformen. Es sei M eine n-dimensionale hyperbolische Raum-
form mit Uberlagerung = : H® — M. Wir nehmen kinftig immer an, dass M von
endlichem Volumen sei, das heisst, I' C I(H") ist von endlichem Kovolumen (vgl. §2.2.2).

Mit Hilfe des Lemmas von Margulis (vgl. Satz 2.2.4) kann die globale geometrische Struk-
tur von M beschrieben werden (vgl. §2.2.5; (4, §10] und [6, Chapter D}). Dazu bezeichne
€ := gp die n-te Margulis-Konstante. Ist weiter p € M und B,(r) C M der Ball vom
Radius » um p, so bezeichne

rp(M) = r(p, M) :=sup{r > 0| Bp(r) ist isometrisch zu einem r-Ball in H" }

den Injektivitdtsradius von M an der Stelle p. Ferner sei x € H™ mit n(z) = p. Ist dann
¢ :[0,1] = M, ¢(0) =¢(1) = p, eine geoditische Schleife zu p, so bezeichne ¢ : [0,1] —
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H™ ein Uberlagerungsweg von ¢ mit &0) = z. Dann ist &1) = vz fiir ein v € T'. Die
geodatischen Schleifen zu p entsprechen also eineindeutig den geodatischen Segmenten von
z nach vz fir v € ['. Weiter gilt, dass der Injektivitatsradius r(p, M) = r,(M) gleich der
halben Lange der kiirzesten nicht-trivialen geodatischen Schleife zu p in M ist, das heisst
(siehe [4, §8.1)):

r(r(z),M) = min  dist (z,yz) . (3.1.1)

ver—{id}

(SN

Ist nun U C M eine Zusammenhangskomponente von {p € M | r,(M) < £}, so kann
die geometrische Gestalt von U fir 0 < r < ¢ wie folgt beschrieben werden (vgl. Satz
2.2.5; siehe [6, Theorem D.3.3] und [4, p. 112—113}):

Eine beschrankte Komponente U ist von der Form einer Tubenumgebung T(c,s) = {p €
M | dist (¢,p) < s} um eine geodatische Schleife ¢ der Lange < r und fiir ein s > 0 (vgl.
(2.2.7)).

Ist U eine unbeschrdnkte Komponente (von -endlichem Volumen), so ist U von der Form
einer Spitzenumgebung N™~! x (0,00), wobei N"~! eine kompakte euklidische Raumform
der Dimension n — 1 ist (vgl. (2.2.8)).

Wir erhalten somit eine Zerlegung
M=Mgo. U M) (3.1.2)

wobei Mg,y = {p € M |rp(M) < §} der dinne Teil von M und M. ) := {p €
M | rp(M) > £} der dicke Teil von M ist.

Der dicke Teil M|, o) ist kompakt (siehe [6, Proposition D.2.6]) und enthalt einen Ball
isometrisch zu einer Kugel B(r) C H" vom Radius 7 > £.

Der diinne Teil Mg,y von M ist die disjunkte Vereinigung von endlich vielen Tubenumge-
bungen zu geschlossenen Geodétischen der Linge < ¢ (siehe auch [4, §10.4, Lemma]|) und

endlich vielen Spitzenumgebungen der Form N"~! x (0,00), wobei N"~! eine kompakte
euklidische Raumform ist (vgl. Satz 2.2.3; vgl. Figur 3.1.1).

Schliesslich gilt (siehe [4, §10.5, Theorem), [6, Corollary D.3.14]):

SATZ 3.1.1 (M. Gromov).

Es set M eine n-dimensionale hyperbolische Mannigfaltigkeit von endlichem Volumen.
Dann ist M diffeomorph zum Innern einer kompakten Mannigfaltigkeit N mit Rand ON.
Ist ON # @, so ist jede Zusammenhangskomponente von ON diffeomorph zu einer (n—1)-
dimenstonalen kompakten euklidischen Raumform.

Bemerkung.

Ist M eine orientierte hyperbolische Raumform der Dimension n = 3 diffeomorph zu einer
berandeten Mannigfaltigkeit iV, so bestehen die Zusammenhangskomponenten von 9N aus
lauter Tori T = E?/Z?%. Dies folgt aus den Klassifikationsresultaten fiir orientierungser-
haltende kristallographische Untergruppen von I{E?) (siehe [73, Theorem 2.5.5]).
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rp(M)>% rp(M)<§

Figur 3.1.1

3.1.3 Invariante Gréssen hyperbolischer Raumformen. Es sei M = H"/T" mit T C
IT(H") eine n-dimensionale orientierbare hyperbolische Mannigfaltigkeit von endlichem
Volumen. Die geometrischen Invarianten von M, wie etwa das Volumen vol,(M), der
Durchmesser diam(M) und der Injektivitatsradius i(M), die Ordnung ord(I') der Isome-
triegruppe I’ und der erste Eigenwert A(M) des Laplace-Operators von M sind topolo-
gische Invarianten fiir M. Dies folgt aus dem bertihmten Satz von G. D. Mostow und G.
Prasad (siehe auch [6, Theorem C.5.2 und Theorem C.5.4]):

SATZ 3.1.2 (Der Starrheitssatz von G. D. Mostow-G. Prasad).

Firn > 3 seten My, M; n-dimensionale orientierbare hyperbolische Mannigfaltigkeiten
von endlichem Volumen, sodass m(My) tsomorph zu m(Ms) ist. Dann sind My und M,
1sometrisch zueinander.

Das Volumen vol,(M) einer hyperbolischen Mannigfaltigkeit M = H" /T, gegeben durch
das Volumen vol,(D) eines Dirichlet-Polyeders D C H" fiir " (vgl. §2.2.2), ist sicherlich
eine der natirlichsten und wichtigsten Invarianten fir M. Das Volumen vol,(M) ist mit
anderen charakteristischen Zahlen fiir M durch geometrische (Un-)Gleichungen verkniipft.
Es sei M kompakt:

Dann gilt fir den Injektivitdtsradius (M) := 1&1{4 r(p, M) von M (siehe [63, Theorem|):
P

Fir n>4 : i(M) > c(n) - voln (M)~ (*53) (3.1.3)
wobei hier wie spater auch c¢(n) eine nur von n abhangige Konstante bezeichnet. Fir den

Durchmesser diam(M) = max dist(p,q) von M gilt (siehe [14, Theorem 1 (1)}):

Firn>4 : diam(M) < ¢(n) volp.(M) , (3.1.4)

wahrend der erste Eigenwert Ay (M) des Laplace-Operators auf M wie folgt durch vol, (M)
abgeschdtzt werden kann (siehe [14, Theorem 2]):
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c1(n) + cz(n) log vol, (M)

¥ >4 : M (M) L
Fir n 2 (M) < diam(M)

(3.1.5)

Die Ordnung ord(I') der Isometriegruppe I' einer hyperbolischen Mannigfaltigkeit M von
endlichem Volumen ist endlich und in erster Naherung abschatzbar gemass ord([') <
c(n) vol, (M) fur n > 2 (siehe {35, Satz, p. 29]). Ist M kompakt, so gibt es eine prazisere
Aussage (siehe [38, Abschnitt I):

(6 1)+ 2 -
ord(T) < [w (6diam(M) + 5 :((ﬁ;f) + log4(n — 1)) . wobei
wn(=57)
z . (3.1.6)
w,,(a:):/sinh"'ltdt "°Q( (=)
n—1
0

und B(z) C H" wie immer eine Kugel von Radius z bezeichnet, sowie {; = vol;(S*).

Die Betti-Zahlen bg (M) erfiillen die Ungleichung (siehe [4, §10.5, Theorem (ii)] und auch
(63, p. 478))

i bi(M) < e(n)vol (M) . (3.1.7)
k=0

Fiir eine Abschatzung von bg(M) nach unten und in Abhangigkeit von vol, (M) verweisen
wir auf [74], worin der Fall arithmetischer hyperbolischer Raumformen H™/T und deren
Uberlagerungen H™/T'(p) zu Kongruenzuntergruppen I'(p) C T' behandelt wird.

Schliesslich sei x(M) die Euler-Poincaré-Charakteristik von M. Dann gilt x(M) =0 fir
n ungerade (siehe [67, Corollary 1.11-25]), wahrend fiir gerades n der bekannte Satz von

Gauss-Bonnet-Chern folgenden Zusammenhang mit vol, (M) liefert (siehe auch [67, The
Gauss-Bonnet-Theorem V.13-26]):

SATZ 3.1.3 (Der Satz von Gauss-Bonnet-Chern).

Es bezeichne Qi = wvoli(S*¥). Ist M eine kompakte orientierte hyperbolische Mannig-
faltigkeit der Dimension 2m, so gilt:

Q2:fn

volg (M) = (-1)™ 5

x(M)

Bemerkung.

Satz 3.1.3 bleibt auch fiir nichtkompakte hyperbolische Mannigfaltigkeiten endlichen Volu-
mens bestehen. Fiir den arithmetischen Fall wurde dies 1971 von G. Harder gezeigt (siche
etwa [32]), wihrend die Verallgemeinerung der Gauss-Bonnet-Formel auf den allgemeinen
Fall von M. Gromov 1982 bewiesen worden ist (siehe {32, Theorem (C’)]).
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Ist M eine (orientierte) hyperbolische Mannigfaltigkeit mit Rand M, so bezeichne DM
die Verdoppelung von M entlang OM (siehe [12, p. 146]). DM ist eine (orientierte) hyper-
bolische Mannigfaltigkeit ohne Rand, deren Euler-Poincaré-Charakteristik x(DM) folgen-
dermassen durch x(M) und x(OM) dargestellt werden kann (siehe auch [67, Proposition
V.13-65)):

LEMMA 3.1.1.

Es sei M eine kompakte orientierte hyperbolische Mannigfaltigkeit mit Rand OM. Fir die
Euler-Poincaré-Charakteristik x(DM) der Verdoppelung DM von M gilt:

x(DM) =2x(M) — x(0M)

Aus Lemma 3.1.1 folgt fiir kompakte orientierte berandete hyperbolische Mannigfaltig-
keiten M ungerader Dimension n, dass x(M) = } x(6M) und somit x(OM) = 0(2);
fiir n gerade ergibt sich 2x(M) = x(DM). Fir n ungerade ist die Euler-Poincaré-
Charakteristik x(M) von M proportional zum Volumen vol,_1(0M) des Randes M
entsprechend der Formel von Satz 3.1.3.

Die genaue Bestimmung einer einzelnen charakteristischen Grosse fur M ist schwierig
und in den meisten Fallen unméglich. Fiir das Volumen vol, (M) beispielsweise ist dieses
Unterfangen schon ab n > 7 praktisch aussichtslos (vgl. §1.3). Unser Bestreben ist es
deshalb, moglichst gute Volumenabschéatzungen zu finden.
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3.2. Universelle untere Volumenschranken

Fur hyperbolische Mannigfaltigkeiten M werden nun explizite universelle untere Volu-
menschranken herausgearbeitet. Wir unterscheiden dabei, ob M kompakt oder nur von
endlichem Volumen, mit oder ohne Rand ist. Die Volumenschranken ergeben sich durch die
Konstruktion von eingebetteten kugelférmigen Umgebungen, Spitzen- und Kragenumge-
bungen. In einem weiteren Schritt konnen diese Schranken mit Hilfe von Dichteabschatzun-
gen fiir die resultierenden verallgemeinerten Kugelpackungen in der universellen Uberlage-
rung verbessert werden.

3.2.1. Die Ezistenz unsverseller unterer Volumenschranken. Es sei ¢, die n-te Margulis-
Konstante fiir Gruppen I' C I(H™) hyperbolischer Isometrien auf H" (vgl. §2.2.5). Das
Lemma von Margulis (vgl. Satz 2.2.4) garantiert die Existenz einer nur von der Dimension
n abhéngigen, universellen unteren Volumenschranke v, > 0 fiir H"/T", das heisst, fur
jede n-dimensionale hyperbolische Raumform M = H*/T' gilt (vgl. auch (3.1.2)):

vol. (M) > v, . (3.2.1)

Dabei kann die Schranke vy, als Volumen vol,,(B(%)) eines Balls vom Radius & angesetzt
werden.

Ist M eine hyperbolische Raumform mit total geodatischem Rand OM, so kann nach
einer Beobachtung von K. Fukaya mit Hilfe des Lemmas von Margulis ein entsprechendes
Resultat abgeleitet werden (siehe auch {58, Proposition 1.1]):

SATZ 3.2.1 (K. Fukaya).

Firn > 3 set M eine n-dimensionale kompakte hyperbolische Mannigfaltigkeit mit total
geoddtischem Rand OM. Dann gibt es eine universelle Konstante v2 > 0, sodass

volp (M)

—_— >
vol,_1(0M) ="

A

Nachdem die Existenz einer universellen unteren Volumenschranke gesichert ist, kann man

versuchen, diese quantitativ zu erfassen. In einem ersten Schritt sieht eine solche Ab-

schatzung etwa folgendermassen aus. Es sei M eine kompakte hyperbolische Mannig-

faltigkeit mit Inradius r(M) := sup r(p,M). Ist M kompakt, so ist r(M) > £+ und
eM

2
P
vp(M) = vol, (B(r(M))) > v, . Es folgt
(M)

vol, (M) 2 v (M) = Q4 / sinh®'tdt >
0

Q1'1--1

(r(M)"™ (3.2.2)

wobei wie immer Q,,_; = vol,—1(S"7!), und in der letzten Ungleichung das hyperbolische
Ballvolumen durch das euklidische Ballvolumen minorisiert wird.
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Ist M nicht kompakt, aber von endlichem Volumen, so kann v,(#) mit der Grésse der
(endlich vielen und disjunkten) Spitzenumgebungen U, := N2~! x(0,00) C M verglichen
werden, welche zu indquivalenten Fixpunkten parabolischer Elemente v € I' gehéren (vgl.
§3.1.2). Bezeichnet

) —— :
v (M) = [ min vol, (Uy)
parabolisch

das Volumen der kleinsten in M eingebetteten Spitzenumgebung, so gilt sicherlich
volu(M) 2 m-vP(M) (3.2.3)

wobei m gleich der Anzahl der Spitzen ist.

Schliesslich sei M berandet. Dann gibt es zu OM einen Kragen in M, das heisst, eine halbe
Tubenumgebung T(OM,s) = {p € M | dist(p,0M) < s} fur ein s > 0 (siehe [12, Satz
(13.6)]). Die Kragenweite s von T(OM, s) ist durch die halbe Lange eines Umkehrwegs zu
OM abschétzbar. Dabei heisst eine in M verlaufende, geodétische Kurve ¢ : [0,1] =& M
mit ¢(0), ¢(1) € M ein Umkehrweg zu OM, falls das Segment ¢([0, 1]) orthogonal zu
OM in ¢(0) und ¢(1) ist. Mit anderen Worten, ist M C H"™ der Uberlagerungsraum
zur universellen Uberlagerung 7 von M, so ist M ein Gebiet berandet von Hyperebenen
H;,ie€1I,in H*. Es selen z9, ©1 € M, sodass 7(zg) = ¢(0) und =(z1) = ¢(1). Weiter
sel ¢ : [0,1] — M ein Uberlagerungsweg von ¢ mit ¢(0) = zo und &1) = ;. Dann
gibt es ip, 2y € I derart, dass zo € H;,, r1 € H;; , und dass ¢ das (eindeutig bestimmte)
gemeinsame Lot von H;, und H;, der Lange I(c) ist (siehe auch [59, §4]).

Bezeichnet nun

s(M) := % inf {{(c) | c:[0,1] = M ist ein Umkehrweg zu OM } >0

die Kragenweite von M, und ist v2(M) := vol,(T(OM,s(M))) das Volumen des gréssten
eingebetteten Kragens T(OM, s(M)) in M, so folgt (vgl. auch Satz 3.2.1)

vola (M) > v (M) = s(M) - vol,_ (OM) . (3.2.4)

Die Ergebnisse konnen in einem nachsten Schritt stark verbessert werden, indem zusatzlich
abgeschatzt wird, wieviel Volumen M ausserhalb eines eingebetteten Balls, einer Spitzen-
umgebung oder eines Kragens besitzt. Dies werden wir in den folgenden Paragraphen mit
Hilfe von verallgemeinerten Kugelpackungen untersuchen.

3.2.2. Eine Volumenschranke fur kompakte hyperbolische Mannigfaltigkeiten. Essei M =
H™/T',n > 2, eine kompakte hyperbolische Mannigfaltigkeit mit Inradius 7(M). Nach
(3.2.2) ist vol, (M) > va(M) = vol,(B(r(M))). Diese Abschitzung kann mit Hilfe eines
Packungsarguments und der simplizialen Dichtefunktion d,(z) < 1 fiir gewohnliche Kugel-
packungen des H" wie folgt verbessert werden (vgl. §1.4.2):
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LEMMA 3.2.1.
Firn > 2 set M eine kompakte hyperbolische Mannigfaltigkeit mit Inradius r(M). Dann
qilt:

vn (M)
vola (M) 2 LOn)

wober dp(r) die simpliziale Dichtefunktion ist.

Beweis: Nach Voraussetzung enthalt M einen Ball isometrisch zu einer Kugel vom Radius
r:=r7r(M). Essel # : H® - M = H"/I' die universelle Uberlagerung von M. Ist
B = B(r) C H" eine r-Kugel mit n(B) C M, so liefert B = B(r) = {yB |y €T} eine
Packung von H" mit Kugeln vom Radius r. Jede Dirichlet-Voronoische Zelle

D =D(B,B)= {z € H" | dist(z, B) < dist(z,B’) , VB' € B}

ist ein Dirichlet-Fundamentalpolytop fir I' (vgl. §2.2.2). Daraus folgt vol, (D) = vol,(M).

Die lokale Dichte ld,(B,B) = %%ﬂ(%% von B in D kann nach dem Satz von Boroczky (vgl.

Satz 1.4.1) durch die simpliziale Dichtefunktion d,(r) abgeschitzt werden. Das heisst:

vol,(B) _ vol,(B)

ld,(B,B) = vol.(D) — vola,(M)

< dn(r) )

wobei die Gleichheit genau dann eintritt, wenn D ein reguldres Polytop Pr., = {¢,3,...,
3} mit simplizialen Eckenfiguren (vgl. §1.4.2, Bemerkung) und Inkugel B vom Radius
r(M) ist. Pr.y gibt Anlass zu einer reguliren Pflasterung von H" mit Schlafli-Symbol
{g¢,3,...,3,3}.

Q.E.D.

Bemerkung.

(a) Aus dem Beweis geht hervor, dass die Gleichheit in Lemma 3.2.1 gilt, falls sich
M = H™/T in endlich viele kompakte regulire Polytope mit Schlafli-Symbol {gq,3,...,3}
zerlegen lasst. Nach den Klassifikationsresultaten fur hyperbolische Coxeter-Orthoscheme
als charakteristische Simplizes fir Pr., (vgl. Tafel 1.2.2) folgt somit:

vn (M)

VOln(M) > m

firn>4

Die simpliziale Dichtefunktion d,(r), r > 0, ist mit dem reguldren Simplexvolumen
verkniipft. Es sel S,y = Srey(2a) C H™ ein reguldres n-Simplex mit Keilwinkel 2a
und Kantenlange 2r, welche gekoppelt sind entsprechend (vgl. (1.2.8))

1 < cos(2a) = cosh(2r) < 1
p SRS = 1+ (n—1)cosh(2r) n-1

(3.2.5)
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Das Simplex Sreg(2c) C H™ ist in (n+1)! Orthoscheme R(«) mit Keilwinkeln o, §,...,

T und Graph T(R(e)) : o-%o0—o---mo——o0 zerlegbar (vgl. (1.2.9)). Nach
diesen Vorbereitungen konnen wir folgende Volumenschranke formulieren (siehe auch {46]):

SATZ 3.2.2.

Fiirn > 3 set M eine n-dimensionale kompakte hyperbolische Mannigfaltigkeit mit Inradius
r(M). Dann gilt:

n—1

+1

vol, (M) > 2 voly(Sreg) = 2" nlvol, (R(a))
n

wobei Srey das regulire Simplez mit Kantenlinge 2r(M) und charakteristischem Or-
thoschem S(R(a)) : 02-0—o0---=0—0, a =a(r(M)) , bezeichnet.

Beweis: Es'bezeichne r:=r(M) und B = B(r) -eine r-Kugel in H".- Nach Lemma 3.2.1
ist vol,(M) > V—T’ﬁ-&)ﬁ)— , wobel d,(r) die simpliziale Dichtefunktion ist gegeben durch (vgl.
(1.4.8))

volp(B N Syeg)

do(r) =(n +1) Voln (Sre)

Dabei bezeichnet S,., C H" ein regulédres Simplex der Kantenlange 2r, welches von den
Zentren von n + 1 sich gegenseitig berithrenden Kopien von B aufgespannt wird. Jede
Eckenfigur von S, ist ein reguldres Simplex 8r.y = Sreg(2a) C 5™~ 1 von demselben
Keilwinkel 2a, womit sich das Volumen eines Ballsektors B N Sy., wie folgt ausdriicken

lasst:
VOln—l (Sreg)

VOln(B N Syeg) = —q_ vol,(B)
n—1

Daraus folgt:

voln(M) > vol,(B) _ Qn . voln(Sreq)

dn(r) n+1 volp—i(Sreq)
Da die Funktion voli(sreg(z)), & = 1, mit £ monoton wachsend ist (vgl. Satz 1.3.1),
ergibt sich fiir das Volumen jeder Eckenfigur s;.; C S™™', n >3, von Srey:

(3.2.6)

1
VOln-—l(Sreg) < VOln—l(Srcg(g)) = 'é'"’l"___l' Qn_y

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Q.E.D.

Bemerkung.
(b) Der Beweis von Satz 3.2.2 liefert die grossere, aber kompliziertere Schranke (3.2.6)
(siche auch [46, Theorem]), das heisst:

Qn—l VOln(Sreg)

n+1 volp_i(Sreq)

vol, (M) >

: (3.2.7)
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wobel Sreg = Sreg(2c) C S™! eine Eckenfigur von S,., bezeichnet.

Nach Satz 3.2.2 bleibt schliesslich noch die Frage nach der Mindestgrosse 7, > 0 des In-
radius r(M) einer n-dimensionalen kompakten hyperbolischen Mannigfaltigkeit zu beant-
worten,.um universelle untere. Volumenschranken v, explizite angeben zu konnen. Es exis-
tieren verschiedene Abschatzungen r(M) > r, (siche etwa [15], [28], [29], [49], [53]). In den
meisten Fillen beruhen sie auf der (verallgemeinerten) Ungleichung von Jergensen (vgl.
§2.3.3). Dies trifft nicht auf das Resultat von P. Buser—H. Karcher [15] tiber die Inradius-
abschiatzung kompakter hyperbolischer Mannigfaltigkeiten der Krimmung -1 < K < 0
zu, welches die "beste” Grossenabschitzung liefert, welche uns zum jetzigen Zeitpunkt
bekannt ist:

SATZ 3.2.3 (P. Buser—H. Karcher; [15, Proposition 2.5.3 (i)}).

Fir n > 3 seit M eine kompakte hyperbolische Mannigfaltigkeit mit Inradius r(M). Dann
gilt:

1
Th

r(M) 2= ant3

Bemerkungen.

(¢) In Kombination mit Satz 3.2.2 folgt fur das Volumen einer kompakten hyperbolischen
Mannigfaltigkeit M der Dimension n > 3:

2n—1
vol, (M) > v, 2

voln(Sreg) (3.2.8)

wobeil S, C H™ ein regulares Simplex mit Kantenlange 2r, = 2 ist.
g p g FrEs

(d) Fiir Inhaltsberechnungen von 5., und des zugehérigen charakteristischen Orthoschems
R der Dimension n stehen Volumenformeln fiir n < 6 zur Verfiigung. Fir beliebiges
n > 6 gibt es untere und obere elementare Volumenabschitzungen (vgl. Lemma 1.3.5) in
Abhéangigkeit der Keilwinkel beziehungsweise der Kantenlangen (vgl. §3.2.5). Das reguldre
Simplexvolumen kann auch durch das Inkugelvolumen nach unten begrenzt werden (vgl.
Lemma 1.2.2).

(e) Fir n = 3 existieren weitaus bessere Schranken fiir r(3). Mit Hilfe der Jorgensenschen
Spurungleichung fiir I*(H?3) = PSL(2,C) erhielt R. Meyerhoff {54] r(M?) > 0.05348;
sein Resultat wurde von F. W. Gehring und G. J. Martin [29] mit denselben, aber verfein-
erten Methoden fiir I(H?®) = O%(1,3) zu r(M?®) > 0.05725 verbessert.

3.2.3. Volumenschranken fir nichtkompakte hyperbolische Mannigfaltigkeiten. Es sei ¢,
die n-te Margulis-Konstante und M = H™/T' eine nichtkompakte hyperbolische Raum-
form von endlichem Volumen. Die Gruppe I' enthélt neben loxodromischen Elementen
mindestens eine parabolische Transformation mit einem eindeutig bestimmten Fixpunkt
in 0H™, wozu eine unbeschrankte Spitzenumgebung U C M(g .,y im diinnen Teil von M
gehort (vgl. §3.1.2). Entsprechend zu Lemma 3.2.1 gilt im nichtkompakten Fall (vgl. auch
8§1.4.3):
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LEMMA 3.2.2.

Firn > 2 set M eine n-dimensionale nichtkompakte hyperbolische Mannigfaltigheit von
endlichem Volumen. Ist U C M.,y eine Spitzenumgebung, so qilt:

vol, (U)
dn(co)

vol, (M) >

wobet d,(00) die simpliziale Horoballdichte 1st.

Beweis: Eine Spitzenumgebung U C Mg, ist von der Gestalt U = V(T';,r)/T, firein
0 <r < ey, wobei I'; eine Untergruppe von I' bestehend aus parabolischen Elementen
mit gemeinsamem Fixpunkt z € dH" ist. Es sei H" C E} und, oBdA, ¢ = co. Dann
ist V(Peo,r) = {y € H" | yo > r} ein exakt invarianter Horoball zum Zentrum oo (vgl.
§2.2.5). Schreiben wir B := V(T'w,7), so liefert B eine Horoballpackung B, von H™
(vgl. §1.4.3, (I)), das heisst,

Boo={vB|v€l~T}
Zu jedem Horoball B der Packung gehort eine Dirichlet-Voronoische Zelle
D =D(B,B) = {z € H" | dist(z,B) < dist(z,B') , VB’ € B }

Da I'c nicht-trivial ist, ist D nicht mehr Fundamentalpolyeder fir I'. Ist dagegen G ein
Fundamentalbereich fiir die Operation von ' auf D, so ist G auch Fundamentalbereich
fir I'. Dies impliziert vol,(M) = vol,(G), sowie D = Uyer_ vG. Fiir die lokale Dichte
ldn(B,Bs) ergibt sich daraus (vgl. §1.4.3, (I)):

vol,(BNG

und nach dem Satz von Béréczky (vgl. Satz 1.4.2),

vol,(B N G)
Vol (G) < dn(o0)

Die Ungleichung ist scharf, falls die Horoballe Inkugeln einer reguléren Pflasterung {¢,3, ..
.»3} in H™ sind (vgl. §1.4.2, Bemerkung (a)). Da schliesslich vol,(BNG) = vol,(U) und
voln,(G) = vol, (M), folgt die behauptete Ungleichung.

Q.E.D.

Bemerkungen.

(a) Aus dem Beweis geht hervor, dass die Ungleichung in Lemma 3.2.2 scharfist, falls U eine
reguldre Horoballpackung {¢,3,...,3} in H" induziert. Aus der Klassifikationsliste fiir
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1—asymptotische Coxeter-Orthoscheme (vgl. Tafel 1.2.2) als charakteristische Simplizes
liest man ab, dass solche nur fur n < 3 existieren. Daraus folgt:

vol,(U)

volp, (M) > 2 (00)

firn>3

(b) Die Werte dn(o0),n > 2, sind als Potenzreihen berechenbar (vgl. Satz 1.4.3). Sie
erfullen d,(00) < dpt1(o0) (vgl. Lemma 1.4.2) und sind fir 2 < n < 10 in Tafel 1.4.4
aufgefiihrt.

Als néachstes schatzen wir die Grosse von kugelférmigen Teilmengen V C U einer Spitzen-
umgebung U C M und damit den Inradius r(M) von M ab. Dazu machen wir Gebrauch
von den kanonischen Horoballumgebungen zu Spitzen von M (vgl. §2.3.3).

Fir n >3 sei M = H*/T mit I' C I*(H") = M(E}) = PSL(2,Cn_;) eine orientierte
hyperbolische Raumform von endlichem Volumen und mit Spitzen. Der Punkt oo sei
Fixpunkt einer parabolischen Transformation ¢ € I'. Dann ist die Stabilisatorgruppe I,
eine kristallographische Gruppe (vgl. Satz 2.2.3). Es bezeichne A := A(['s) die freie
abelsche Gruppe der Translationen in "o ; A ist von endlichem Index in T' und vom Rang
n—1 (vgl. Satz 2.2.1). Interpretieren wir A als Gitter von Vektoren in E"~!, so bezeichne
0 # p € A den Vektor minimaler Lange in A. Die Menge

Boo(u) = {z € H" [ 2 > |p]}

ist der kanonische Horoball zu ¢ mit den Eigenschaften (vgl. Satz 2.3.5)

©(Boo(t)) = Boo(tt) 5 Y(Boo(t)) N Beo() =2 , YVy€l~Tw ,

das heisst, B, ist exakt invariant fur [.

Schliesslich kann zu jeder der (endlich vielen) Spitzen von M ein kanonischer Horoball in
H™ konstruiert werden. Da die zugehorigen Fixpunkte parabolischer Transformationen
paarweise inaquivalent sind, sind die kanonischen Horoballe disjunkt (vgl. Satz 2.3.6).
Nach diesen Vorbereitungen und mit den Kenntnissen {iber kristallographische Gruppen
kann folgende Abschétzung fiir den Inradius r(M) aufgestellt werden (siehe auch [27,
Theorem 6.1]):

SATZ 3.2.4.

Fir n > 3 set M eine n-dimensionale orientierte hyperbolische Mannigfaltigkeit von
endlichem Volumen und mit m > 1 Spitzen. Es sei r(M) der Inradius von M. Dann
gilt:

(1) T'(JW) >r, =03 e_z_@ tog(2 vZn—141)++/2Zn—1-1 : vgo(]w—) > VOln(B(T‘n)) .

vol, (B(rg))

(2) vola(M) 2 m - =535
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Beweis: Der Beweis beruht auf Ideen von S. Friedland. Es set M = H"/T' mit ' C
M(ET). OBdA sei co Fixpunkt einer parabolischen Transformation in ', und 0 # p €
E™~! sei der Vektor minimaler Linge zum Translationsgitter A in T's, welcher den kano-
nischen Horoball B (u) liefert. Ist & > 1 die maximale Ordnung von Elementen in der
Holonomiegruppe I'eo/A (vgl. §2.2.3, Bemerkung (b)), so bezeichne weiter p > 0 die
eindeutig bestimmte Losung der Gleichung

1
p=log —ka . (3.2.9)
Der Horoball Be(p) ist exakt invariant fur I', das heisst,

Y(Boo(t)) N Beo(pt) =@ fir y€T =T
V(Beo(1t)) = Boo(p) fiir y€Tlw

Wir untersuchen nun die Wirkung von I'c auf den Punkt « := (0,...,0, %%k—) € Boo(p):

Die Elemente 7y € ' operieren als euklidische Isometrien auf Horospharen zum Zentrum
oo. Nach {27, Theorem 5.4] folgt daraus:

> Bl e et - fa)

|yu ~uf> 2

Fur die hyperbolische Distanz dist(u,yu) zwischen u,yu € Boo(t) ergibt sich somit (vgl.
(1.1.3)):

2
2l |yu —ul® Lef
h? = dist = > k= 4)?
sinh” 5 dist(yu,u) = S =2 Gr T
20k  2pk

das heisst,

dist(yu,u) > 2p , Vy€ T, — {id}

Der Horoball B, (1) enthalt also eine Kugel B(p) vom Radius p. Da By (u) exakt invari-
ant ist, enthalt die Spitzenumgebung U := Boo(1t)/Too C M eine kugelformige Umgebung
vom Radius p. Fir p > 0 gilt aber nach (3.2.9) p + logp = —log(2k), das heisst, p ist
monoton wachsend mit p < 3. Daraus folgt p > r, := %2. Schliesslich gilt nach (2.2.4)
fiir die Ordnung k von Elementen in [oo/A in I(E™1):

k< eb@- log(2 v2n—1+1)—+/2n—1+1

Somit enthdlt U eine Teilmenge isometrisch zum B(p) vom Radius p > r,, . Damit ist (1)
bewiesen.

Da schliesslich die kanonischen Horoballe zu indquivalenten parabolischen Fixpunkten von
I’ paarweise disjunkt sind, folgt in Kombination von (1) mit Lemma 3.2.2 die Behauptung

(2).
Q.E.D.
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Bemerkung.

(c) Der Beweis zeigt insbesondere, dass fiir den Inradius (M) einer nichtkompakten ori-
entierten hyperbolischen Mannigfaltigkeit M gilt:

r(M) > 0.3 ,
k

wobel k die maximale Ordnung von Elementen in der Holonomiegruppe I'./A(T'.) einer
elementaren Untergruppe I's C I' vom parabolischen Typ ist.
Die orientierungserhaltenden torsionsfreien kristallographischen Gruppen sind fiir Dimen-
sionen < 4 bestens bekannt (vgl. §2.2.3, Bemerkungen (a), (b)). Insbesondere sind
die Ordnungen der auftretenden Holonomiegruppen bekannt. Dadurch erhalt man fir
nichtkompakte hyperbolische Raumformen M™ der Dimension n < 5 die verbesserten
Abschatzungen

r(M?) > 03 ;
4 0.3
r(M*) > 5 =0.05 ; (3.2.10)
0.3
5 —

Unabhangig von Satz 3.2.4, aber mit ahnlichen Methoden, kann nun sogar die Grésse von
eingebetteten Spitzenumgebungen U C M abgeschatzt werden. Bezeichnet fir £ > 2

iy ;= max { [T : A(T)] | T € I'T(E*) kristallographisch } < oo

die maximale Ordnung der Holonomiegruppen von orientierbaren kompakten euklidischen
Raumformen der Dimension k (vgl. Satz 2.2.1 und auch §2.2.3, Bemerkung (b)), so gilt
(siehe auch [36, Theorem 1}):

SATZ 3.2.5.

Fir n > 3 set M eine n-dimensionale orientierte hyperbolische Mannigfaltigkeit von
endlichem Volumen und mit m > 1 Spitzen. Dann gilt: ’

afn)

l.(M)2m-v3® mit v >
vol,(M) 2 m- v’ mi v"_in—rdn—l'dn(oo)

?

wobes dn—y die euklidische simpliziale Dichte und d,(oco) die simpliziale Horoballdichte
bezeichnen. Die Konstante a(n) ist gegeben durch

Qn_
aln) = 5= -(n2— 1)2
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Y1 I

Beweis: Wir schreiben M = H"/T mit T C IT(H") = M(E}) = PSL(2,C,-,). T
ist von endlichem Kovolumen und besitzt m indquivalente Fixpunkte z,,...,z,, € 0H".
OBdA sei etwa x;, = oo. Zwn Stabilisator s gehore das Translationsgitter A mit
kiirzestem unicht-trivialem Vektor u € E"~'. Wie gewohnlich bezeichne Beo(pt) den
kanonischen Horoball in EY im Abstand |¢| von der Grundebene {2, =0}.

Jeder Fundamentalbereich des Gitters A in E”~! ist ein Parallelotop P C E*~!, welches
einen Ball By := B (]%[) enthalt. Wir erhalten somit eine Gitterpackung

B = {‘fBol‘;’e.‘\}

von E"7! mit Kugeln vom Radius l-g-l und Dirichlet-Voronoi-Zellen {vP |y € A}. Es
gilt (vgl. (1.4.1)):

VOln—l(BO) Qn—? : |:U|n-.1
ol,_1(P) = = , 211
vol—1(P) da 2n=l . (n—1)-dj S )

wobel dy die euklidische (7 — 1)-dimensionale Gitterpackungsdichte ist. Nach (1.4.4) und
(1.4.5) ist aber dy <d,, =1, wobel d,_, die shupliziale Dichte ist (vgl. (1.4.6)).

Fiir die Operation A auf Beo(st) erhalten wir den Fundamentalbereich (vgl. auch [72, §4])
G={z=(x1,...,20) €EH" | (z1,...,xn=1) € P ; 2y > ||}

von endlichem Voluimnen

oo
day -y, lz, rol,, —
v(,]"(G):/ day -y vol,,ml(P)-j dvn __ vol,_y(P)
u

e T (= 1)

n

G |
Nach (3.2.11) folgt daraus, dass

Q”_z Qn-—-2

‘ N = >
vol,,(C) =1 . (n — 1)2 cdy T oon-t. (n — 1)2 cd,_

Fiir die Spitzenumgebung U := Beo(pr)/Tee gilt also (vgl. auch (2.2.1)):

B V(:)IH(G) _ Q.n—:!
T[T A] - 3T (=102 dy s [Teo: A
Qn—?
on—1, (ﬂ- — 1)2 . (l,;_] : ‘in—l

vol, (U)

2

Zusammen mit Lemma 3.2.2 ergibt (3.2.12) die behauptete Ungleichung fiir den Fall m = 1.
Da aber die kanonischen Horoballe zu 2,2, ¢ # j, disjunkt sind, folgt schliesslich der
allgemeine Fall e > 1.

Q.E.D.
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Bemerkungen.

(d) Der Beweis von Satz 3.2.5 liefert fur 3 < n < 9 sogar eine bessere Schranke, namlich

Qn—?
2n-1. (Tl — 1)2 “tn—y*Op—y- d"(oo) ’

vol,(M) >

wobei §,-; die Dichte der (eindeutig bestimmten) besten Gitterpackung in E™~! bezei-
chnet; die Werte §,_; sind in Tafel 1.4.1 aufgefithrt. Fir 10 < n < 13 gibt es immerhin
noch explizite untere Schranken fur §,—; (vgl. Tafel 1.4.2).

(e) Fir n > 9 kann die simpliziale Dichte d,,—; nach Lemma 1.3.5 (1) in elementarer Weise
nach oben abgeschitzt werden. '

(f) Fiir die Grésse 1, gilt in erster Naherung (vgl. (2.2.3)):
in_y < 3070
Ist dagegen 3 < n <5, so gilt (vgl. §2.2.3, Bemerkung (b)):
=1 ; #33<6 ; 14512

(g) Ist M eine 3-dimensionale orientierte hyperbolische Mannigfaltigkeit mit m > 1
Spitzen, so liefert Satz 3.2.5 die Schranke

volg(M) > 0.50747 - m

welche in bester ﬁbereinstimmung mit einem entsprechenden Resultat von R. Meyerhoff
[54] ist: Sein Ergebnis beruht auf der Abschéatzung volz(U) > {? fur eine (von disjunk-
ten) Spitzenumgebung U C M, welche zusammen mit der Dichteabschatzung fiir die

7 = 0.50747 ergibt.

zugehorige Horoballpackung den Wert 44; da(aoo

3.2.4. Eine Volumenschranke fir berandete hyperbolische Raumformen. Es sei M =
H"/T', n > 3, eine berandete hyperbolische Mannigfaltigkeit von endlichem Volumen und
mit Kragenweite s(M) > 0 (vgl. §3.2.1). Nach (3.2.4) gilt:

voln (M) > v3(M) = s(M) - vol,—1 (OM) > v2

Die Hochhebung des Kragens T := T(0M, 3(M)) C M in die universelle Uberlagerung M
von M liefert eine Hyperballpackung

BH(s(M)) = {+T |yeT}

und einen s(M)-Kragen zu den (abzéhlbar unendlich vielen) Komponenten H;,: € I, von
OM (vgl. §1.4.3, (II}). Jede Dirichlet-Voronoi-Zelle

D; = {z € M | dist(z, H;) < dist(z,H;) , VeI, j#i}
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kann in abgestumpfte Kegel K;(F) = Kegel, (F) N D; zerlegt werden; dabei ist p; =
Pol(H;) der ultra-unendliche Pol zu H;, und F # D; N H; ist eine (n — 1)-dimensionale
Seite (Fazette) von D;, das heisst:

D; = U Ki(F)
F Fasette von D;

FaD:NH;

Damit ist ganz M = Uier D; in abgestumpfte Kegel zerlegt.

Es sei K ein durch die Hyperebene Hy abgestumpfter Kegel in M. Da M von endlichem
Volumen vorausgesetzt ist, ist auch vol,(K) < co. Nach Satz 1.4.4 folgt fir die Hyper-

dichte
vol, (K)

voln_l(K N HK)
von K beziiglich der Hyperebene Hy, dass

P('K: HK) =

P(I{, H}\) 2 pﬂ(S(M)) ’
wobei pn(r) die simpliziale Hyperdichte

voly (Treq(2r))
(n4+ 1) voln—1(Sreg(2a))

pa(r) =

eines abgestumpften regularen Simplexes T,.,(2r) der Kantenlange 2r beziiglich seiner
n + 1 Randkomponenten S,.4(2¢) ist (vgl. (1.4.15) und (1.4.16)). Summieren wir iiber

—

die Volumina der abzdhlbar unendlich vielen Kegelstumpfe K C M der Form K;(F) fur
ein 1 € I und eine Fazette F C D;, F # D; N H;, so folgt schliesslich:

vola(M) = 3" vola(K) 2 pa(s(M)) - Y voluoi (K N Hi) = pa(s(M)) - voln_1(OM)
K K

In Analogie zu den Lemmata 3.2.1 und 3.2.2 erhalten wir also hier:

LEMMA 3.2.3 (Y. Miyamoto; [59, Lemma 4.1]).

Fiir n > 3 sei M eine berandete hyperbolische Mannigfaltigkeit von endlichem Volumen
und mit Kragenweite s(M). Dann gilt:

vol, (M)

ol 2 Prs()

Bemerkung.

(a) Nach §1.4.3, Bemerkung (c), ist die Ungleichung in Lemma 3.2.3 genau dann scharf,

wenn M und damit M eine Zerlegung in lauter abgestumpfte regulare Simplizes T;., der
Kantenlange 2s(M) zulésst.
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Da pn(r) mit r streng monoton wachsend ist (vgl. §1.4.3, (II)), ergibt sich aus Lemma
3.2.3 folgende universelle untere Volumenschranke:

SATZ 3.2.6 (Y. Miyamoto; [59, Theorem 4.2]).

Fir n > 3 set M eine berandete hyperbolische Mannigfaltigkeit von endlichem Volumen.
Dann gilt:
vol, (M)
—n >
vohn_1 (@) = (0

Bemerkungen.

(b) Die Ungleichung von Satz 3.2.6 ist scharf fiir eine Raumform M, welche sich in lauter
abgestumpfte reguldre Simplizes Tr.,(0) mit paarweise (asymptotisch) parallelen Polar-
seiten zerlegen ldsst. Ein solches Simplex zerfallt in (n+4-1)! abgestumpfte und 1—asympto-
tische Coxeter-Orthoscheme R((2) C H" mit Graph (vgl. (1.2.11))

E(Rl(g-)) o o 60— p—0-2 o , 2<g€eN

Diese existieren aber nur fiir n < 4 (siehe [40, Table II]). Daraus folgt (siehe auch {59,
Proposition 4.3]):
vol, (M)

m >Pn(0) fir n>4

(c) In Tafel 1.4.5 sind die Werte pn(0) fiir 3 < n < 6 tabelliert. Die Abschitzung
pn—1(r) < pa(r) fur r > 0 (vgl. Lemma 1.4.3) liefert die Schranke

pn(0) > ps(0) ~ 0.64652 fiir n > 6

(d) Ist M von gerader Dimension 2m > 2, so ist der Rand 0M eine (2m — 1)-dimensionale
gewohnliche unberandete hyperbolische Mannigfaltigkeit von endlichem Volumen. Ist M
kompakt, so sind die Voraussetzungen von Satz 3.2.3 erfillt; besitzt OM Spitzen, so kommt
Satz 3.2.5 zur Anwendung, und wir erhalten in beiden Fallen universelle Schranken der
Form

volgm (M) > 08,

Ist M von ungerader Dimension 2m + 1 > 3 und orientiert, so kann das Volumen
von OM nach dem Satz von Gauss-Bonnet-Chern (vgl. Satz 3.1.3) zur Euler-Poincaré-
Charakteristik x(M) in Beziehung gesetzt werden. Es ist x(0M) = 0(2) . Nehmen wir
x(OM)| > 2 an, so ergibt sich aus Satz 3.1.3 und Satz 3.2.6 die universelle Schranke (vgl.
auch Bemerkung (c))

volgm41 (M) > U;‘?m+1 mit '”2am+1 > Qam * p2m+1(0)
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3.3. Das Volumenspektrum hyperbolischer Raumformen

In diesem letzten Abschnitt studieren wir das Spektrum Vol,, aller Volumina n-dimensio-
naler hyperbolischer Raumformen und darin besonders den Bereich kleiner Werte. Fiir
gerades n liefert der Satz von Gauss-Bonnet-Chern die formale Gestalt moglicher Volu-
mina. Interessanter ist deshalb die Frage nach dem Volumenspektrum ungeraddimen-
sionaler Raumformen. Da die Euler-Poincaré-Charakteristik als Volumen nicht mehr zur
Verfugung steht, sind wir fiir konkrete Aussagen auf hyperbolische Mannigfaltigkeiten mit
geometrisch einfachem Fundamentalbereich angewiesen, sodass eine Volumenbestimmung
moglich ist. Der Bestand an n-dimensionalen hyperbolischen Raumformen fiir n > 3 ist
sehr bescheiden und reicht nicht iiber n = 5 hinaus. Man sich deshalb sehr bald mit Vo-
lumenabschitzungen zu begniigen, sodass die in §3.2 erzielten Resultate {iber universelle
untere Volumenschranken zur Geltung kommen. Im Folgenden stellen wir die wichtigsten
geometrischen Konstruktionen hyperbolischer Raumformen zusammen und diskutieren die
Implikationen fir die Volumenspektren Vol, fir n < 5. Wir erheben dabei keinerlei
Anspruch auf Vollstandigkeit. Insbesondere werden arithmetische Betrachtungen vollig
ausgespart (flr einige Referenzen siehe (43, §14.4}).

3.3.1. Die Struktur der Volumenspektren. Essei n>2 und M = H"/I' fir ' C I(H")
eine n-dimensionale hyperbolische Raumform von endlichem Volumen. Wir lassen zu, dass
M berandet ist, und erhalten durch Ubergang zur Verdoppelung DM eine unberandete
hyperbolische Raumform mit eingebetteter total geodatischer Hyperflache.

Das n-te Volumenspektrum Vol, ist definiert als
Vol,, := {vol,(M) | M = H"/T, T C I(H") diskret, torsionsfrei } C Ry

Fir jedes n gibt es ein kleinstes Element v, > 0 in Vol, (vgl. §3.2.1). Weiter gilt nach
einem Resultat von J. J. Millson [56], dass es fir jedes n > 2 eine kompakte hyperbolische
Mannigfaltigkeit M der Dimension n mit erster Betti-Zahl b;(M) > 0 gibt. Daraus folgt,
dass M eine Uberlagerung von jedem Grad d > 1 besitzt, sodass Vol, eine unendliche
Teilmenge von Ry ist.

Ist n = 2m > 2 gerade, so liefert der Satz von Gauss-Bonnet-Chern (vgl. Satz 3.1.3) mehr
Einblick und eine Strukturaussage iiber Voly,, : Das Spektrum Volg,, ist diskret in Ry

und von der Form
2m . Trm

1 (2k—1)

k=1

J

¥

wobei J C N eine unendliche Teilmenge ist. Insbesondere gilt
g > 2m .

T 2k —1)

k=1

Ist n > 4 beliebig und v > 0, so gibt es nach einem Ergebnis von H.-C. Wang [69] nur
endlich viele isometrisch verschiedene n-dimensionale hyperbolische Raumformen M mit
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vol,(M) < v. Insbesondere ist Vol, fiir beliebiges n > 4 diskret. Ganz anders prasentiert
sich der Fall n = 3. Nach Arbeiten von T. Jgrgensen und W. Thurston (siehe auch [31])
ist das Volumenspektrum Vol; eine abgeschlossene, nicht-diskrete Teilmenge von Ry ; es
ist wohlgeordnet, vom Ordnungstyp w“ und enthalt nur endlich viele verschiedene hy-
perbolische Mannigfaltigkeiten von vorgegebenem Volumen. Die Haufungspunkte in Volj
entsprechen den Volumina nichtkompakter Mannigfaltigkeiten. Die metrische Struktur von
Vol; nahe der Haufungspunkte wurde von W. D. Neumann-D. B. Zagier [60] beschrieben.

Entsprechende Aussagen bleiben flir die folgenden Teilmengen bestehen:

Volj, : = {vol,(M) € Vol, | M ist kompakt } ;
Vol7? : = {vol,.(M) € Vol, | M ist nichtkompakt } ;
Vol? : = {4 vol.(DM) € Vol, | M ist berandet }

Zu jeder dieser Familien gibt es eine hyperbolische Raumform von minimalem Volumen,
welches durch die zugehorige universelle Schranke v¢, v oder v2 abschitzbar ist (vgl.

n
§3.2).
Es ist ein anderes und schwieriges Problem, auf geometrische Weise n-dimensionale hy-
perbolische Raumformen iiberhaupt und insbesondere solche von kleinem Volumen zu
konstruieren. In der Tat gibt es konkrete Beispiele hyperbolischer Raumformen nur bis
zur Dimension n = 5; fir n > 3 sind dies einzelne Konstruktionen, die auf regularen
Pflasterungen des H" beruhen. Letztere existieren lediglich fiir Dimensionen < 5. Im

Folgenden stellen wir die wichtigsten Ergebnisse zusammen und analysieren die Folgen fur
die Volumenspektren.

3.3.2. Die Volumenspektren Vola,,. Fiur n = 2 ist das Volumenspektrum Vol, Rie-
mannscher Flachen vom Geschlecht ¢ > 1 wohlbekannt und gleich (siehe etwa [31] und
(52, §2])

VOl‘Z =2 N

Kleinstes Volumen 27 haben genau vier nicht-homéomorphe hyperbolische Flachen, nam-
lich eine Sphéare mit drei Spitzen, ein Torus mit einer Spitze, die Kleinsche Flasche mit einer
Spitze und die projektive Ebene mit einem Henkel. Davon sind zwei nicht orientierbar.

Fir n = 4 ist das Volumenspektrum Vol; erst kirzlich von J. G. Ratcliffe und S. T.
Tschantz [62] bestimmt worden. Genauer gilt:

2
Vol = 4—’3’— N . (3.3.1)

Fiir den Beweis konstruierten Ratcliffe und Tschantz ausgehend vom idealen 24-Zell, dem
reguldren Polytop Prey = {3,4,3} C H* mit Keilwinkel 7 (vgl. §1.2.4), durch geeignetes
Verkleben der 24 Qktaederfazetten eine nichtkompakte orientierbare hyperbolische Man-

nigfaltigkeit. Das Polytop Pr., besitzt das charakteristische Orthoschem R mit Graph

4

o—o o——0-% 5 und Volumen voly(R) = % (siehe [42, Appendix}). Ist S eine
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kleine Sphare um das Zentrum p von P, , so liefert die Eckenfigur R, von R zu p mit

Schema Fy : o ) 4 o o durch fortgesetztes Spiegeln an den Fazettenebenen eine

Pflasterung von S. Da vol3(R,) = %, ist schliesslich P,y in 1152 Orthoscheme R zer-

legbar und vom Volumen voly(Prey) = i_gi (vgl. auch (1.2.4)). Die Mannigfaltigkeit M
mit Fundamentalbereich P,., hat Euler-Poincaré-Charakteristik x(M) = 1 und ist nach

dem Satz von Gauss-Bonnet-Chern von minimalem Volumen %X . Weiter kann gezeigt

3
werden, dass b (M) > 0 ist, woraus (3.3.1) folgt.

Uber das Volumenspektrum Vol kompakter Raumformen ist sehr wenig bekannt. Es
gibt eine einzige Konstruktion einer kompakten orientierbaren hyperbolischen Raumform,
welche von M. W. Davis [21] stammt. Durch geeignetes Verkleben der Seiten eines kom-
pakten reguldren Polytops Pr., = {5,3,3} C H* vom Keilwinkel -23’1 und mit 120 Do-
dekaederseiten, dem sogenannten 120-Zell, entsteht eine Mannigfaltigkeit M, fiir welche
nach analogen Uberlegungen wie bei der 24-Zell-Konstruktion folgt (siehe {42, Appendix]):

1 2
voly(M) = voly(Preq) = 14,400 - voly(o 5 o o o 5 0) = 0:”

Daraus folgt, dass die Euler-Poincaré-Charakteristik von M gegeben ist durch (M) = 26.

Der hyperbolische Raum H* kann aber auch mit dem 120-Zell @Q,., = {5,3,3} vom
Keilwinkel 2% gepflastert werden. In diesem Fall ist

2
voly(Qreg) = 14,400 - volg(0——0 —0—0 0)=4%

Bis zum jetzigen Zeitpunkt ist jedoch unklar, ob die Fazetten von )., so verklebt wer-
den kdnnen, dass eine hyperbolische Mannigfaltigkeit mit Fundamentalbereich Q;., resul-

tiert. Eine solche hatte aber minimales Volumen ‘—‘;’—2 und Euler-Poincaré-Charakteristik

1. Bezeichnet I' C I(H*) die diskrete Gruppe, welche von den Spiegelungen an den

Fazettenebenen von @,y erzeugt ist, so existiert nach dem Satz von Selberg (vgl. §2.2.4,

Bemerkung (b)) eine torsionsfreie Untergruppe I C I' von endlichem Index m > 1, so-

dass der Quotient M := H*/T' eine kompakte hyperbolische Rauinform ist; M ist in m
4

regulire Polytope Qr., zerlegbar und deshalb vom Volumen m:*3~ und mit x(M) =m.

Ist schliesslich M eine berandete hyperbolische Raumform, so gilt nach dem Satz von
Miyamoto (vgl. Satz 3.2.6):

% > pa(0) ~ 0.43219 . (3.3.2)
Die Gleichheit in (3.3.2) gilt genau dann, wenn M in ideale abgestumpfte regulire Simplizes
Treg(0) zerlegbar ist. Eine solche Mannigfaltigkeit existiert: Das Polytop Tr..(0) ist nach
(1.4.16) vom Keilwinkel % und liefert eine regulédre Pflasterung von H?%. Wie oben finden
wir zu der Pflasterung eine diskrete, torsionsfreie Gruppe hyperbolischer Isometrien, deren
Quotient M in endlich viele Exemplare von T.,(0) zerfallt.
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Fir n = 2m 2> 6 gibt es unseres Wissens keine Konstruktion einer hyperbolischen Man-
nigfaltigkeit der Dimension n mit Fundamentalpolyeder von bekanntem Volumen.

3.3.3. Das Volumenspektrum Vol;. Das Volumenspektrum Vol fiir dreidimensiona-
le hyperbolische Mannigfaltigkeiten M und spezialisierte Teilmengen darin werden seit
den Entdeckungen von Jergensen und Thurston eingehend untersucht. Neben den bereits
erwihnten Strukturaussagen liegen einige Resultate vor (fiir eine grobe Ubersicht, auch
iber den arithmetischen Fall, siehe [43, §14.4]). Alle bekannten Extremaleigenschaften, die
auf geometrischen Uberlegungen beruhen, hingen zusammen mit Gréssenabschatzungen
eingebetteter Kugel-, Spitzen- und Tubenumgebungen in M und einem Packungsargument
fiir deren Hochhebung in die universelle Uberlagerung Diese Methode wurde erstmals von
R. Meyerhoff beschrieben und zur Anwendung gebracht; sie fihrte zum Erfolg bei der
Bestimmung von nichtkompakten, eventuell berandeten Mannigfaltigkeiten und Orbifolds
(Quotienten von H?* nach beliebigen diskreten Gruppen hyperbolischer Isometrien) von
minimalem Volumen (siehe [53], [54], [565]). Das Folgende beinhaltet ein Résumé der Ergeb-
nisse fiir Mannigfaltigkeiten.

Fiir das Spektrum Vol; kompakter Raumformen ist die Frage, fiir welche Mannigfaltig-
keiten das Minimum v§ realisierbar ist, aber noch ungeklart. Es gilt folgende Abschatzung
(vgl. §3.2.2, Bemerkungen (b), (d) und (e)):

0.00115 < vE < volg(W) ~ 0.94272 | ' (3.3.3)

wobei W die orientierbare kompakte Mannigfaltigkeit mit b;(W) = 0 ist, welche durch
eine Dehnoperation aus dem Komplement des Whitehead-Links auf $® hervorgeht. Die
Raumform wurde unabhangig von J. Weeks [71] und S. V. Matveev — A. T. Fomenko [51]
entdeckt.

Ein klassisches Beispiel einer kompakten hyperbolischen Mannigfaltigkeit ist der Weber-

Seifert-Dodekaederraum M (siehe auch [61, p. 439]), welcher als Vorlaufer der 120-

Zell-Mannigfaltigkeit von Davis angesehen werden kann: Die Mannigfaltigkeit M geht

aus dem kompakten regularen Dodekaeder P.., = {5,3} C H? mit Keilwinkel 2?”
5 5

und charakteristischem Orthoschem R mit Graph o o o o und mit Volumen
volz(R) =~ 0.09333 hervor; sie entsteht durch Identifizieren gegeniiberliegender Seiten
vermoge einer Drehung um l’-’- Das Volumen von M betragt

volz (M) = 5lvolz(R) ~ 11.19907 . (3.3.4)

Fiir das Spektrum Vol3° nichtkompakter Raumformen M mit m > 1 Spitzen folgt nach
Satz 3.2.5 und §3.2.3, Bemerkung (g), dass

volg(M) > 0.50747 - m . (3.3.5)

Es sei M eine nichtkompakte Raumform mit Spitzenumgebung U C M. Nach Lemma
3.2.2 und der daran anschliessenden Bemerkung (a) folgt, dass

V013(U)

VOlg(ﬁ/f) = d3 (OO)
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genau dann, wenn die Hochhebung von U in die universelle Uberlagerung eine regulére
Horoballpackung des H? induziert. Im hyperbolischen Raum H?® gibt es genau eine
solche reguldre Pflasterung; sie ist durch das Schlafli-Symbol {6,3,3} beschrieben. Eine
Zelle von {6,3,3} besteht aus unendlich vielen 1—asymptotischen Coxeter-Orthoschemen

0o——0——0 o. Die Inkugeln der Zellen sind Horoballe, deren Zentren eine Packung
von H3 mit idealen regularen Simplizes S55, vom Keilwinkel 2% liefert; es handelt sich
dabei um die duale Packung von {6,3,3}. Zu Sres finden wir eine diskrete, torsionsfreie
Gruppe I hyperbolischer Isometrien, sodass der Quotient M’ := H?*/T" mit endlich vie-
len, etwa m > 1, idealen reguliren Simplizes S7, triangulierbar ist. Das heisst (vgl.
(1.3.8)):

volz(M) > m - vol3(Syg,) ~ m-1.01494

TEg

Genaueres besagt folgender Satz:

SATZ 3.3.1 (C. C. Adams; [2, Theorem 2.5}).

Es sei M eine dreidimensionale hyperbolische Mannigfaltigheit von endlichem Volumen
und mit m > 1 Spitzen. Dann gilt die Ungleichung
volg(M) = m - vol3(S5e,)

reg ?

welche genau fir m = 1 und m = 2 scharf ist.

Bemerkungen.

(a) Fiir m = 1 wird die Volumenschranke vols(S5¢,) einzig von der (nicht-orientierbaren)
Gieseking-Mannigfaltigkeit M; realisiert, welche durch geeignetes Seitenidentifizieren aus
Sgo, konstruiert werden kann (siehe [1]).

Fiir m = 2 gibt es eine eindeutig bestimmte (nicht-orientierbare) Raumform M, mit zwei
Spitzen, welche durch Verkleben zweier Simplizes der Form S20. entsteht (siehe [2, The-

reg
orem 3.2]).

(b) Nach Vergleich mit (3.3.3) folgt aus Satz 3.3.1, dass das minimale Volumen vz €
Volz von einer kompakten Mannigfaltigkeit angenommen wird. Dies folgt auch aus den
Ergebnissen von Neumann und Zagier [60].

Fiir das Volumenspektrum Vol¢ von Raumformen M mit Rand ist das minimale Volumen
bekannt: Nach Lemma 3.2.3 und nach Satz 3.2.6 ist

vols (M)

voly (91 2 pa(r) 2 p3(0) (3.3.6)

wobei ps(r), r > 0, die simpliziale Hyperballdichte einer r-Packung in H? ist. Das Gleich-
heitszeichen gilt genau dann, wenn sich M in abgestumpfte regulare Simplizes T'.,(2r)
der Kantenlange 2r und mit Keilwinkel (vgl. (1.4.16))

cosh(2r)
< 200) = <
S cos(2a) 2cosh(2r) -1~ !

N
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zerlegen lasst. S. Kojima und Y. Miyamoto konstruierten eine kompakte orientierbare be-
randete hyperbolische Mannigfaltigkeit M durch Verkleben zweier abgestumpfter regularer
Simplizes T, vom Keilwinkel £ und bewiesen, dass M von minimalem Volumen v§ ist
(siehe auch (59, Corollary 5.6]). Da T,., in 4! l—abgestumpfte charakteristische Or-

thoscheme R; mit Graph o 12 o o SRR o zerlegbar ist, gilt (vgl. Satz 1.3.3
(A)):

volz(M) = 24! - voly(Ry) ~ 6.45199 . (3.3.7)

Im nichtkompakten Fall gibt es eine Raumform N mit

vol3(N)
vola(ON) — pa(0)

Ausgehend von einem einzelnen idealen abgestumpften reguldren Simplex Ty.4(0) entsteht
N durch Verkleben der Seiten (vgl. [59, Example 5.1]). Ty.,(0) ist ein ideales reguléres
Oktaeder mit Keilwinkel 7 und charakteristischem Orthoschem R, gegeben durch

o0
o} o] o} Owo

Am Rande sei bemerkt, dass T;..,(0) auch als Baustein fiir das Komplement des White-
head-Links auf $® auftritt (siche dazu [61, p. 453—458]). Da nun vola(ON) =
vola(S5e,) = 4m und voly(N) = 4! - vol3(R;) ~ 3.66386 (vgl. Satz 1.3.3 (A)), gilt nach
Vergleich zu (3.3.7):

vd = vols(N) = 3.66386 . (3.3.8)

3.3.4. Das Volumenspektrum Vols. Fiir 5-dimensionale hyperbolische Mannigfaltigkei-
ten gibt es bis zum jetzigen Zeitpunkt eine einzige geometrisch konstruierte Raumform:

SATZ 3.3.2 (J. G. Ratcliffe—S. T. Tschantz; [62, Theorem 3]).

Es gibt eine funfdimensionale nichtkompakte hyperbolische Mannigfaltigkeit M, welche vom
Volumen vols(M) = 28 ((3) st und erste Betti-Zahl by(M) > 0 besitzt.

Die Konstruktion von Ratcliffe und Tschantz einer Mannigfaltigkeit M gemass Satz 3.3.2
erfolgt durch Verkleben von 184,320 Exemplaren des 1—asymptotischen Coxeter-Ortho-
schems R mit Schema 4

e} o] o} (o} 0 o

zu einem nichtkompakten Polytop P ¢ HS. Das Orthoschem R ist Fundamentalpolytop
‘einer der drei verbleibenden reguldren Pflasterungen des H®. Das Volumen von R haben
wir bestimmt (vgl. Satz 1.3.4 und (1.3.9)). Es betrégt:

7

vols(R) = 5380

¢(3) ~ 0.00018
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Die Raumform M, welche das Polytop P zum Fundamentalbereich hat, ist vom Volu-
men vols(M) = 28((3) ~ 33.65759. Ratcliffe und Tschantz konnten zudem b, (M) > 0
nachweisen. Fur das Volumenspektrum Vols folgt daraus:

28¢(3)N C Vols . (3.3.9)
Fiir die Teilspektra Volg, Vol$® und Vol¢ liefern die Resultate von Abschnitt 3.2 und
insbesondere die Satze 3.2.3, 3.2.5 und 3.2.6 iber universelle untere Schranken v}, v5°

und v?, n > 3, schliesslich folgende Abschitzungen

vE > 3.18046-107%° ; v >0.01716 ; vf > 1.08334 . (3.3.10)



Bibliographie

[1] C. C. Adams, The noncompact hyperbolic 3-manifold of minimal volume, Proc. Amer.
Math. Soc. 100 (1987), 601—606.
(2] C. C. Adams, Volumes of N-cusped hyperbolic 3-manifolds, J. London Math. Soc. (2)
38 (1988), 555—565.
(3] D. V. Alekseevskij, E. B. Vinberg, A. S. Solodovnikov, Geometry of spaces of constant
curvature, in: Geometry II, Encyclopaedia of Math. Sciences, vol. 29, 1993.
(4] W. Ballmann, M. Gromov, V. Schroeder, Manifolds of nonpositive curvature, Birkhau-
ser, 1985.
[5] A. F. Beardon, The geometry of discrete groups, Springer-Verlag, 1983.
[6] R. Benedetti, C. Petronio, Lectures on hyperbolic geometry, Springer-Verlag, 1992.
[7] J. Bohm, Inhaltsmessung im Rs konstanter Krimmung, Arch. Math. 11 (1960},
298—-309.
[8} J. Bohm, E. Hertel, Polyedergeometrie in n-dimensionalen Raumen konstanter Kriim-
mung, Birkhauser, 1981.
(9] K. Bordczky, A. Florian, Uber die dichteste Kugelpackung im hyperbolischen Raum,
Acta Math. Acad. Sci. Hungar. 15 (1964), 237—245.
[10] K. Boroczky, Packing of spheres in spaces of constant curvature, Acta Math. Acad.
Sci. Hungar. 32 (1978), 243—261.
[11} A. Borel, Compact Clifford-Klein forms of symmetric spaces, Topology 2 (1963),
- 111-122.
[12] T. Brocker, K. Janich, Einfithrung in die Differentialtopologie, Springer-Verlag, 1973.
(13] H. Brown, R. Biilow, J. Neubiiser, H. Wondratschek, H. Zassenhaus, Crystallographic
groups of four-dimensional space, Wiley, 1978.
[14] M. Burger, V. Schroeder, Volume, diameter and the first eigenvalue of locally symmet-
ric spaces of rank one, J. Differential Geometry 26 (1987), 273—-284.
(15] P. Buser, H. Karcher, Gromov's almost flat manifolds, Astérisque 81, Soc. Math.
France, Paris, 1981.
. [16] J. H. Conway, N. J. A. Sloane, Sphere packings, lattices and groups, zweite Auflage,
Springer-Verlag, 1992.
[17] H.S.M. Coxeter, The functions of Schlafli and Lobatschefsky, Quart. J. Math. (Oxford)
6 (1935), 13—29.
[18] H. S. M. Coxeter, Arrangements of equal spheres in non-Euclidean spaces, Acta Math.
Acad. Sci. Hungar. 4 (1954), 263—274.
[19] H. S. M. Coxeter, An upper bound for the number of equal nonoverlapping spheres
that can touch another of the same size, Proc. Symp. Pure Math., Vol. III, AMS
(1963), 53—72.



98 Bibliographie

0] H. S. M. Coxeter, Regular polytopes, dritte Auflage, Dover, 1973.

1} M. W. Davis, A hyperbolic 4-manifold, Proc. Amer. Math. Soc. 93 (1985), 325—328.

2] H.E. Debrunner, Dissecting orthoschemes into orthoschemes, Geom. Dedicata 33

(1990), 123—152.

[23] J. L. Dupont, C. H. Sah, Scissors congruences, II, J. Pure Appl. Algebra 25 (1982),
159-195.

[24] L. Fejes Téth, Uber die dichteste Kugellagerung, Math. Z. 48 (1943), 676—684.

[25] L. Fejes Téth, Regulare Figuren, Verlag der Ungarischen Akademie der Wissenschaften
Budapest, 1965.

[26] L. Fejes Téth, Lagerungen in der Ebene, auf der Kugel und im Raum, zweite Auflage,
Springer-Verlag, 1972.

(27] S. Friedland, Discrete groups of unitary isometries and balls in hyperbolic manifolds,
Proc. ILAS 4th Conference, Rotterdam, 1994, wird demnachst erscheinen.

(28] S. Friedland, S. Hersonsky, Jorgensen’s inequality for discrete groups in normed alge-

 bras, Duke Math. J. 69 No. 3 (1993), 593—614.

[29] F. W. Gehring, G. J. Martin, Inequalities for Mobius transformations and discrete

" groups, J. reine angew. Math. 418 (1991), 31--76.

[30] O. Giering, Vorlesungen tber hohere Geometrie, Vieweg, 1982.

(31] M. Gromov, Hyperbolic manifolds according to Thurston and Jgrgensen, Séminaire
Bourbaki, 32e année, 1979/80, no. 546, 1—14.

[32] M. Gromov, Volume and bounded cohomology, Inst. Hautes Etudes Sci. Publ. Math.
56 (1982), 5—100.

(33] U. Haagerup, H. J. Munkholm, Simplices of maximal volume in hyperbolic n-space,
Acta Math. 147 (1981), 1-12.

[34] T. C. Hales, The status of the Kepler Conjecture, The Mathematical Intelligencer 16
(3) (1994), 47-58.

[35] E. Heintze, Hyperbolische Mannigfaltigkeiten, Habilitationsschrift, Universitdt Bonn,
1976.

(36} S. Hersonsky, Covolume estimates for discrete groups of hyperbolic isometries having
parabolic elements, Michigan Math. J. 40 (1993), 467—-475.

(37] S. Hersonsky, A generalization of the Shimizu-Leutbecher and Jorgensen inequalities
to Mobius transformations in R™, Proc. Amer. Math. Soc. 121 (1994), 209-215.

{38] H. Huber, Uber die Isometriegruppe einer kompakten Mannigfaltigkeit negativer Kri-
mmung, Helvetica Physica Acta 45 (1972), 277—-288.

[39] W.-Y, Hsiang, A rejoinder to Hales’s article, The Mathematical Intelligencer 17 (1)
(1995), 35—42.

(40) H.-C. Im Hof, Napier cycles and hyperbolic Coxeter groups, Bull. Soc. Math. Belgique,
Série A, 42 (1990), 523—545.

(41] R. Kellerhals, On the volume of hyperbolic polyhedra, Math. Ann. 285 (1989),
541-569.

[42] R. Kellerhals, On Schlafli’s reduction formula, Math. Z. 206 (1991), 193—210.

2
2
2



Bibliographie 99

{43] R. Kellerhals, The Dilogarithm and volumes of hyperbolic polytopes, in: Structural
Properties of Polylogarithms, Herausgeber Leonard Lewin, AMS Mathematical Sur-
veys and Monographs, vol. 37, 1991.

[44] R. Kellerhals, On volumes of hyperbolic 5-orthoschemes and the Trilogarithm, Com-
ment. Math. Helv. 67 (1992), 648—-663.

{45] R. Kellerhals, Volumes in hyperbolic 5-space, Preprint MPI/94-14, wird bei GAFA
erscheinen.

[46] R. Kellerhals, Regular simplices and lower volume bounds for hyperbolic n-manifolds,
Preprint MPI/94-65, 1994. ‘

[47] L. Lewin, Polylogarithms and associated functions, North Holland, 1981.

(48] N.I. Lobatschefskij, Zwei geometrische Abhandlungen, {ibersetzt und kommentiert von
F. Engel, Teubner, 1898.

(49] G. J. Martin, Balls in hyperbolic manifolds, J. London Math. Soc. (2) 40 (1989),
257—264.

[50] G.J. Martin, On discrete Mabius groups in all dimensions: a generalization of Jargen-
sen’s inequality, Acta Math. 163 (1989), 253—289.

[51] S. V. Matveev, A. T. Fomenko, Constant energy surfaces of hamiltonian systems,
enumeration of three-dimensional manifolds in increasing order of complexity, and
computation of volumes of closed hyperbolic manifolds, Russian Math. Surveys 43
(1988), 3—24. .

[52] A. D. Mednykh, Automorphism groups of three-dimensional hyperbolic manifolds,
Amer. Math. Soc. Transl. 151 (1992), 107—-119.

(53] R. Meyerhoff, Sphere-packing and volume in hyperbolic 3-space, Comment. Math.
Helv. 61 (1986), 271-278.

(54] R. Meyerhoff, A lower bound for the volume of hyperbolic 3-manifolds, Can. J. Math.
39 (1987), 1038—1056.

(55] R. Meyerhoff, A lower bound for the volume of hyperbolic 3-orbifolds, Duke Math. J.
57 (1988), 185—203.

[56] J.J. Millson, On the first Betti number of a constant negatively curved manifold, Ann.
of Math. 104 (1976), 235—247.

[57] J. Milnor, Geometry, Collected papers, Band 1, Publish or Perish, 1994.

[58] Y. Miyamoto, On the volume and surface area of hyperbolic polyhedra, Geometriae
Dedicata 40 (1991), 223—236.

[59] Y. Miyamoto, Volumes of hyperbolic manifolds with geodesic boundary, Topology 33
(1994), 613—629. ,

(60] W. D. Neumann, D. B. Zagier, Volumes of hyperbolic three-manifolds, Topology 24
(1985), 307-331.

[61] J. G. Ratcliffe, Foundations of hyperbolic manifolds, Springer-Verlag, 1994.

[62] J. G. Ratcliffe, S. T. Tschantz, Volumes of hyperbolic manifolds, Preprint, 1994.

[63] A. Reznikov, The volume and the injectivity radius of a hyperbolic manifold, Topology
34 (1995), 477-479.



100 Bibliographie

[64] C. A. Rogers, Packing and covering, Cambridge University Press, 1964.

[65] C. H. Sah, Hilbert’s Third Problem: Scissors Congruence, Pitman, 1979.

[66] L. Schlafli, Die Theorie der vielfachen Kontinuitdt, Gesammelte Mathematische Ab-
handlungen, Band 1, Birkhauser, 1950.

[67] M. Spivak, A comprehensive introduction to differential geometry, Publish or Perish,
1975.

[68] E. B. Vinberg, O. V. Shvartsman, Discrete groups of motions of spaces of constant
curvature, in: Geometry II, Encyclopaedia of Math. Sciences, vol. 29, Springer-Verlag,
1993.

[69] H.-C. Wang, Topics in totally discontinuous groups, in: Symmetric Spaces, W. M.
Boothby and G. L. Weiss, Editors, Pure Appl. Math., 8, Marcel Dekker, 1972.

[70] P. L. Waterman, Mobius transformations in several dimensions, Adv. Math. 101
(1993), 87—113.

[71] J. Weeks, Hyperbolic structures on three:manifolds, Ph.D. Thesis, Princeton Univer-
sity, 1085.

[72] N. J. Wielenberg, Discrete Moebius groups: fundamental polyhedra and convergence,
Amer. J. Math. 99 (1977), 861—877.

[73] J. A. Wolf, Spaces of constant curvature, finfte Auflage, Publish or Perlsh 1984.

[74] X. Xue, On the Betti numbers of a hyperbolic manifold, GAFA 2 (1992), 126—136.

Max-Planck-Institut fiir Mathematik
Gottfried-Claren-Str. 26

53225 Bonn

Deutschland



