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Eine Bemerkung zur Summation

von Eisenstein—Reihen

von B.Z. Moroz, R. Sczech

(Dem Andenken von Prof. V.G. SprindZuk)

1. Gegenstand unserer Note sind die Eisensteinschen Reihen
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zu einem Gitter L = lel + Ilw2 in der komplexen Ebene € mit nicht verschwindender
Basisdeterminante D(L) = ww, — v, v, # 0. Diese Reihen sind zuerst von Eisenstein in
einer grundlegenden Arbeit (vgl. [4]) untersucht worden, wo u.a. gezeigt wird, daf abso-
lute Konvergenz fiir k > 2 vorliegt, der Wert der Reihen aber von der Anordnung der
Glieder abhingt, falls k = 1,2 ist. Um den Reihen einen Wert beizulegen im Falle

k = 1,2, benutzte Eisenstein den Summationsprozess
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der von der Wahl einer Z—Basis fiir L abhingig ist. Ein von solcher Wahl freies Verfahren

zur Summation der Eisenstein~-Reihen wurde spiter von Hecke eingefiihrt. Er betrachtete
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die in einer rechten s—Halbebene absolut konvergente Reihe

Hxs)= )
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und zeigte, daB Hy (x,s) eine analytische Fortsetzung in die gesamte komplexe s—Ebene

besitzt. Als Eisenstein—Reihen vom Gewicht k = 1,2 definierte er dann
Hk(x) = Hk(X,O) ’
und bewies die Relationen [1, s. 412, 451, 475]
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Im folgenden wollen wir eine neue und elementare Summation der Eisenstein—Reihen
vorstellen, die das Ergebnis von Hecke impliziert. Dazu betrachten wir die fiir positive t

endliche Summe
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Satz 1: Gp(x):=1im S(t) existiert fir k 2 1, und es ist
t-w
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Es handelt sich hier also um die Summation der Eisensteinschen Reihen nach wachsenden

Normen der Glieder. Aus der Existenz der Grenzwerte G (x) folgt bekanntlich

G, (x) = Ll;l S(t) = ;11(1)1 H, (x,8) = Hy (x) .

Damit ist das Heckesche Ergebnis in unserem Resultat mitenthalten.

2. Fir k > 2 ist nichts zu beweisen da absolute Konvergenz vorliegt, und der Fall k = 2
ist bereits in einer fritheren Arbeit [3, Satz 10] ausfiihrlich untersucht worden, so da8l wir
uns hier auf den Fall k =1 beschrinken kénnen. Wir betrachten die Weierstrafi’sche

Zetafunktion

_1 1 1, x
(W=x+ ) [m+x“a+;2]
Diese Reihe konvergiert absolut. Anwendung der Eisenstein—Summation Ee ergibt

((x) = E,(x) + x Eg(0) , (1)



wihrend die Summation nach wachsenden Normen
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liefert. Dabei haben wir die elementare Tatsache benutzt, daB
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ist, vgl. [3]. Der Vergleich von Satz 1 mit (1) und (2) ergibt, daB alles darauf hinausliuft,

die folgende Grenzformel zu beweisen,
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wobei wir ohne Einschrinkung x # 0 annehmen konnen. In dieser Reihe tragen Glieder
mit |m+x| <t und |-m+x| <t zur Summe nichts bei. Daher geniigt es zu zeigen,
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Geometrisch gesprochen, lduft hier die Summe
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(bei festem t ) dber alle Gitterpunkte m € L \{0} , die zwischen zwei (in Richtung von
x '=x/|x| parallelverschobenen) Kreisen vom Radius t liegen, s. Zeichnung. Die Fliche
dieses kreisformigen Streifens ist |4 x t| . Nach dem bekannten Satz von van der Corput

[2, Satz 565], ist die Anzah! der darin enthaltenen Gitterpunkte gleich
8x | T g
t+0(t!) firt— o
oLy | 4+ O
mit 7 < 1 (sogar 7 € 2/3, doch brauchen wir das im folgenden nicht). Genauer gilt sogar,
daB die Projektion dieser Gitterpunkte in Richtung von y gleichmaBig verteilt ist auf der

Verbindungsgeraden von —iyt nach iyt , d.h., die Anzahl der bei dieser Projektion in ein

Geradenstiick g fallenden Punkte ist

D%%’uou’f) fir L— o,



£ = Lange von | g - Nach dem Gesagten ist jetzt klar, daB
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eine Riemannsche Summe ist, die fir t — o gegen das Integral
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J d(ixy) =iJ’ dy =2ij 1-y dy=27|1
-1 x({1y° +iy) -1 1-y* + iy 0

konvergiert. Damit ist alles bewiesen.
Abschlieflend ist noch zu bemerken, dal der Satz von van der Corput nur zum Beweis
von Satz 1im Falle k = 1 benétigt wird, nicht jedoch im Falle k = 2, wo ein vdllig

elementares-Argument zum Ziel fiihrt.
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