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Resume. Noua presentons et discutons deux theoremes nouveaux concemant l'existence

desolutions classiques d'equations aux derivees partielles paraboliques semilineaires

presqu~periodiques du type reaction-diffusion sur [RN. Nous demontrons en paniculier

que chaque solution que nous construisons se stabilise exponentiellement rapidement vers

un attracteur presqu~pCriodique suivant un mecanisme dependant fortement de la

structure du coefficient presque-periodique des equations. Par exemple, si la primitive du

coefficient presqu~periodique est ell~meme presque-penodique, alors le phenomene de

stabilisation est entierement contröle par le processus de diffusion. Si au contraire la

moyenne du coefficient presque-periodique est differente de zero, alOtS le phenomene de

stabilisation est contröle essentiellernent par le processUB de reaction. La classe d'equations

consideree ici contient en particulier les equations dites de Fisher de la genetique des

populations.

* * *



Codimension-one Stable Manifolds for a Class of

Almost-Periodie Semilinear Parabolie Eauations on !RN .

Abstract. We present and diseuss two new theorems coneerning the existenee of

classieal solutions to alm08t-periodie semilinear parabolie partial differential equations of

reaction-diffusion type on !RN . We prove in parlieular that each one of those solutions

stabilizes exponentially rapidly around an almost-periodie attraetor aecording to a

meehanism whose nature depends on the strueture of the almost-periodie eoefficient in the

equations. For example, if the primitive of the almost-periodie coefficient is itself

alm08t-periodie, then the above stabilization phenomenon is entirely governed by the

diffusion process. If, however, the average of the almost-periodie eoefficient is different

!rom zero, then the stabiliza.tion phenomenon is primarily governed by the reaction proeess.

The class of equations investigated here eontains in partieular Fisher's type equations of

population genetics.

* * *
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La discussion d'un grand nombre de questiollB concernant la migration et la seIection

genetiques se rednit frequemment A l'analyse du componement asymptotique de

certaines solutiollB classiques de problemes paraboliques de la forme

U t (x, t) = 6U(X, t) + s(t)g(u(x,t)) , (x, t) E. (lxlR+

Ran( u) ~ (uO,u1)

~ (x,t) = 0 , (x,t) E. 8f!xlR+

(1)

lorsque t ----+ (I) [1]. Dans les relatiollB (1), nous notons {} UD ouvert borne connexe

de IRN Afrontiere suffisamment reguliere on, ou N €. [2,(1)) nIN+ . Noua ecrivons

s : [R+ ----+ [R pour la restriction a. [R+ d'une fonction presque-periodique au sens de

Bohr sur IR, que nous notOnB egalement s. Nous notons g: IR ----+ IR une fonction

suffisamment lisse possMant deux zeros Uo< u1 tels que g' (uO) > 0, g' (uI ) < 0 et

g(u) > 0 pour chaque u €. (uO,u1) . Finalement, Ran(u) designe le domaine des

valeurs de u et A\ le vecteur unite normal exterieur a 1Jrt.. Dans UD article a. parai tre

[2] dont nous avons annonce les resultats dans [3J, nous avons montre que si

t
t --+J

o
d{s(O = 0(1) lorsque Itl --+ m,et si

1im G(u) =-(1)
u-+u O

I im G(u) = + CD

u-+u 1

(2)

(3)

ou G designe une primitive quelconque de l/g sur l'intervalle ouvert (uO'u1), alors le

probleme (1) possede les solutionB classiques presque-periodiques independantes de x
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(4)

poUI chaque ~ = u(O) e. (uOJu1) . Dans la relation (4) nous avons note G-1 l'inverse

monotone de G. Nous avons egalement montre que chaque exposant de Fourier de u

est une combinaison lineaire acoefficients entiers des exposants de Fourier de s , et que

les fonctions u restent unifonnement eIoignees de Uo et u1 . Finalement, etant donnee

une solution classique du probleme (1) existant globalement en t (cf. la definition 1

ci-dessous), et en supposant de plus que 8 soit hölderienne sur IR+ , nous avons prouve

qu'il existe toujours une fonction ft de la forme (4), dependant en general de u, vers

laquelle se stabilise u relativement a une norme de Sobolev convenablement choisie.

Dans ces travaux-la, nous n'avons neanmoins jamais considere le probleme de la

stabilite de la famille aun parametre {ß.} A determinee par la relation (4). En
ve.(uO'u1)

particulier, etant donne u e. {ii} A ' rien n'empeche apriori quJil n'existe
ve.(uO'u1)

aucune solution classique de (1) se stabilisant vers ii. Dans cette note nous presentons

et discutons tout d'abord un resultat montrant qu'il n'en est precisement rien: pour

n'impone quel u e. {ii} A ' il existe toujours une vanete lisse de codimension
ve.(uO'u1)

un de solutions classiques du probleme (1) se stabilisant exponentie11ement vers fi..

Dans le but de donner une formulation precise de ce resultat, notons ~2,l(n x IR+ ,IR)

l'ensemble de toutes les fonctions z teIles que (x,t) ---+ 0InOz(x,t) e. ~({} x IR+,IR) ,

N

Oll ° = (01' ... ,ON) E. INN et , E. IN satisfont lla relation I Oj + 2, ~ 2 . De fa~on
j=l

similaire, soit ~l,O (IT x IR+,IR) l'ensemble de toutes les fonctions z teIles que

N

DUz E. tf(n x IR+,IR) pour chaque U E.INN satisfaisant a I Uj ~ 1 . Finalement,

j=l
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fixans P tS (N,m) . Dans la. suite, nous aurons besoin de la definition suivante.

Definition 1. Nous appelons solution classique du probleme (1) toute fanctian

U E. ,,2,1(0)( IR+,IR) n ~(II)( IRÖ ,IR) n ~1,O(n)( IR+,IR) satisfaisant en outre aux

conditions suivantes:

(Cl) TI exiate c E. LP(O,IR) telle que Iu(x,t) - u(x,t ') I :5 c(x) It - t I I pour chaque

x E. n et chaque t,t I E. IR+ .

(C2) x --t u(x,t) E. ~(2)(rr,lR) pour chaque t E. IR+ .

(C3) (x,t) --t ut(x,t) E. 'if(IT)( IR+,IR) et t ---+ ut(x,t) E. 'if(IR+,IR) uniformement en

XE. n.

(C4) u satisfait aux relations du probleme (1) identiquement.

Soit IRB la compactification de Bohr de la droite reeI1e munie de sa topologie usuelle

[4]. Conformement a l'usage nous identifions une fonction s E. ~(IR,IR) presque­

periodique au sens de Bohr asan prolongement unique uniformement continu sur IRB,

soit s e. ~(IRB,IR) . Nous notons encore H2,P«() l'espace de Sobolev usuel de fonctions

complexes sur n et H~l(()= {z E. H2,P(() :~ (x) = 0 , X E. an} . Soit f!.% la

reaJ..isation de l'operateur de Laplace sur le domaine Dom(! ..tf) = {z E. H].P«() :

äz E. H~P«()} et notons Al sa plus grande valeur propre negative. FinaIement,

posons DOU1R(ä f) = {z E. H].P(IR) : 4z E. H~P(IR)} ,ou H].P([R) et H~P(IR) sont

les composantes reelles de H ]'p«() et H~p«() , respectivement.
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t
Theoreme 1 CLoisi880118 8 ~ <( utp ) tehue t -lJ M8(t) = 0(1) lor8que

It I ---+ m • Supposons en outre que s soit hölderienne sur IR+ . Soit g €. ~(5)(IR,IR)

et suppo80ns qu'il existe uD 1 €. IR tels que g(uO) = g(u1) = 0, g(u) > 0 pOUI chaque,
u €. (uO,u1) et g' (uD) > 0, g' (u1) < 0 . Finalement, supposons que les relations (2) et

(3) 80ient satisfaites et futons ft €. {ft} A de la forme (4). Alors il existe
1I€.(uO'u1)

~o €. (O,m) , ko€. [1,00) , un sous-espace M (H~P(IR) de codimension un et, pour
A A 1

chaque E: €. (0, E: 0) , une boule ouverte ."y A -1 de rayon (2kO)- E: centree a.
(2kO) E

l'origine de H~P(IR) tels que les assertiona auivantes aoient valables.

(Al) Pour chaque fJ €. ."y A -1 nM nDo~(ä."y) ,il existe une solution classique
(2kO) E:

(x,t) ----+ u(x,t,fJ)) du probleme (1). De plus, si fJl f fJ2 alors u(· ,. ,fJl) n'est

pas identiquement egale a. u(·,· ,'12) .

TI existe des constantes positives cl 2 dependant seulement de N ,de p et de la,
geometrie de n" teIles que les inegalites

8up Iu(x,t,'1) - ii(t) I ~ ClC exp [Alt]
x€.IT

8UP IVu(x,t,'1) I ~ c2c exp [Alt]
x€.Il'

(5)

(6)

Boient valables paur chaque '1 E. ."y A -1 nM nDomlR(ä."y) et chaque t €. 1R6 . De
(2kO) E:

plus, pour ces memes fJ,
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(7)

(8)

pour chaque t e. IR! et chaque ß e. (0,1 - P-lNJ .

Idee de la demonstration. Nous transformons le probleme (1) en un systeme dynamique

approprie sur H]'P(IR) , pour lequel noUB construisons alors une variete stable loeale de

codimension un au voisinage de fi. en nous inspirant des methodes developpCes dans

[5], [6] et [7] pour l'analyse de certains problemes hyperboliques. •

La difficulte principale de la demonstration du theoreme 1 reside dans le fait que les

~equations d'evolution sur H],p(lR) associees au probleme (1) sont essentiellement non

autonomes [8].

Remargues. (1) Puisque les 801utions u( .,. ,fJ) du the<>reme 1 se stabilisent

exponentiellement rapidement vers U, et puisque par ailleurs toute solution du

probleme (1) se stabilise vers un fi. de la forme (4) en vertu des resultats de [2] et [3],

il est tentant de conclure que toute solution du probleme (1) se stabilise

exponentiellement rapidement vers un u e. {u} A • Dans [9J, nous montrerons
ve.(uO,u1)

en fait qu'il n'en est rien: ces processUB de stabilisation se developpent generalement

polynomialement rapidement. L'explication de ce phenomene reside dans le fait qu'll

existe aussi une variete du centre de dimension un associee au probleme (1), puisque zero

est valeur propre de f!.A' .
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(2) TI est possible de prouver le theoreme 1 en choisissant plus generalement

fJ e. ."y '" 1 nM , a. condition de remplacer la coniinuiie de Lipschitz de la condition
(2k

O
)- e

(Cl) par la continuite de Bölder d'exposant () e. (0,1) sur tout intervalle de IR+ situe a.

une distance positive de l'origine [8].

Bien que le processus de diffusion 80it a l'origine du phenomene de stabilisation decrit

dans le theoreme 1 en vertu des relations (5) - (8), la situation devient essentiellement

differente lorsque la moyenne de 8 est differente de zero. Nous notons cette moyenne

t
l'ß(s) = 1 im t-1S d{s({). Notre second resultat est alors le suivant.

l-+m 0

Theoreme 2. Soit s e. ~(lRB,IR) ielle que J.lB(s) *0 et supposons en outre que

S
i A A

t~ 0 d( s (e) = 0(1) lorsque Itl ----+ CD , ou s = S -1Lß(s) . Supposons de plus que

8 soit hölderienne sur IR+ et que g satisfasse aux memes hypotheses que

precMemmeni. Alors il existe ~1 E. (O,m) , k1 E. [1,m) et, pour chaque e e. (O'~l) ,

une boule ouverte ."y '" -1 de rayon (2k1)-le centree al'origine de H ]'P(IR) tels
(2k1) e

que leB assertions suivantes soient valables.

(A3) Si J.lB(s) < 0 , alors pour chaque fJ E. ."y+'" -1 = f "I E. .h' '" -1 : fJ > 0 sur
(2k1) e l (2k1) e

11J' il existe une solution classique (x,t) ----+ u(x,t,1])) du probleme (1). De plus, si

"11 *"12 &lors u(·,· ,"lI} n'est pas identiquement egale a u(·,· ,"12) .Finalement, il

existe des constantes positives c3 4 dependant de N , de p et de la geometrie de n,,
teiles que les inegalites
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sup Iu(x,t,'1) - UoI ~ C3E exp [g' (uO)/1a(s)t] (9)
XE.I'I

sup IVu(x,t,'1) I ~ C4E exp [g' (uO)/1a(S)t] (10)
XE.I'I

SUp Ix - y 1-ß1U{X,t,1]) - U{y,t,1]) I ~ C3E exp [g' (uO)I'fj{S)t] (lI)
X, y'E.O

X1y

-ß
sup Ix - yI IVu{x,t,1]) - Vu(y,t,f}) I~ c4c exp [g' {uO}I'fj{S}t] (12)

x, y'E.O

xfy

soient valables pour chaque t E. IR+o et chaque

La meme conclusion subsiste si Pß(s} > 0 , Acondition de remplacer f+ A -1
{2 k1} E

par f ~ -1 = {1] E. .A' A -1 : 1] < 0 sur rr} et Uo par u1 dans les
(2k1) E {2k1} E

relations {9} - (12).

Le theoreme 2 se demontre par une methode semblable a. celle utilisee dans la

demonstration du theoreme 1.

Remargues. (1) Nous constatons que ce sont ici les zeros Uo et U1 qui jouent le role

d'attracteurs et que les processus de stabilisation correspondants se developpent

exponentiellement rapidement aun taux determine par g' {uo}JiB{s} et g' (u1}JiJ{S) 1

respectivement. Ces processus de stabilisation sont done controlt~s essentiellement par le
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proceBsus de rea.ction. En particulier, la nature du spectre de !1..A" ne joue aueun röle

dans le theoreme 2.

(2) TI est faeile de verifier que les ensembles r A 1 sont des ouverts non
(2k

1
)- €

vides de H j-P(IR) . Ce sont done ees ensembles-la. qui jouent le röle de vanetes stables

dans le theoreme 2.

(3) Les theoremes 1 et 2 s'appliquent en partieulier aux equations dites de Fisher

en genetique des populations, avee par exemple g(u) = u(1 - u)(ou + (1 - 0)(1 - u))

ou a E. (0,1) . Nous renvoyons le leeteur a [8] paur la discussion d'autres exemples

importants.

(4) Nous ne savons pas si nos resultats subsistent lorsque l'hypothese

g E. '6(5)(1R,1R) est remplacee par une eondition de differentiabilite plus faible.
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